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R4sum4, Afin d'6tudier le comportement dynamique de trois modes de d4sint4gration
nu-

cl4aire (fission froide, d6sint4gration alpha et radioactivit4 par 4mission d'ions lourd),
nous uti-

lisons
une

m4thode numdrique bas4e
sur [es 4quations d'Euler-Lagrange pour obtenir la tra-

jectoire dynanfique optimale darts
un espace de configuration I trois dimensions. Les degr4s de

libert4 du syst6me retenus sont l'410ngation, la taille du col et l'assym4trie de masse. Pour le

calcul de l'int4grale d'action par la m4thode WEB, l'inertie du systbme est d4termin4e dans l'ap-
proximation Werner-Wheeler, et l'4nergie de d4formation est calcu14e dans le cadre du modble de

la goutte liquide pour une interaction nuc14aire de type Yukawa-plus-exponentielle, 4tendu
aux

systbmes binaires
avec des densit4s de charge diff4rentes- Cette m4thode est appIiqu4e h l'4tude

de trois modes de d4sint4gration du Pu-238 d4sint4gration alpha, radioactivit4 par (mission du

Si-32 et fission froide avec, pour fragment 14ger, le Mo-104-

Abstract. In order to study the dynamic behaviours of three disintegration modes (cold
fission, alpha-decay and cluster radioactivities),

we use a numerical method based on the Euler-

Lagrange's equation of motion to obtain
a

constrained minimum of the WEB-integral in a

tridimensional configuration space. The inertia is determined using the Werner-Wheeler ap-

proximation and the energy is computed in agreement with the Yukawa-plus-exponential model

extended for binary systems with different charge densities. The degrees of freedom of the system

are:
elongation, necking-in and mass-asymmetry. Least-action trajectories

are
found for three

decay-modes of ~~~Pu.

1. Introduction

L'intdrAt de ddvelopper [es modkles de fission dans un domaine trAs large d'assymdtries de

masse est principalement dfi h I'dtude de I'(mission de noyaux exotiques- Ce nouveau mode

de ddsintdgration nucldaire spontande, caracterisd par une trks grande assymdtrie de masse, a

dtd prddit ii, 2] en 1980, au moyen de trois modkles phdnomdnologiques simples basds sur un

traite~r~ent unifid de la ddsintdgration alpha, de I'(mission de noyaux exotiques et de la fission

froide. Quelques anndes plus tard, en 1984, I'expdrience de Rose et Jones [3] a mis en dvidence la

@ Les Editions de Physique 1995
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ddsint4gration du ~~~Ra avec, pour fragment Idger dmis, Ie ~~C. Rdcemment encore, on a observ4

une vague de d4couvertes expdrimentales concemant ce nouveau type d'4mission. A pr4sent,
la communautd scientifique dispose d'informations exp4rimentaIes [4] pour les 4missions d'ions

lourds suivants :
~~C produit dons la ddsint4gration des noyaux ~~~Fr, ~~~~~~~,~~~Ra et ~~~Ac

~°O dans celle du noyau ~~~Th ~3F darts celle du noyau ~3~Pa ~~Ne dons celle des noyaux
~3°Th, ~3~Pa et ~3~~~3~U ~~Mg dons celle des noyaux ~3~U et ~3~,~3~Pu 3~Si dons celle du

noyau ~3~Pu et 3~Si dans celle du noyau
~~~Cm.

A Orsay, une structure fine dans la distribution de l'6nergie cin4tique observ6e dans l'dmis-

sion du ~~C
a dtd d4celde [5] ce qui met en 4vidence le r61e jou4 par les eflets microscopiques

durant le processus.

A c6td des calculs macroscopiques qui ant conduit aux pr4dictions de ce nouveau type de radio-

activit4, les thdories microscopiques [6] ant ddcrit, quelquefois avec succks, ces d4sintdgrations

par une gdn4ralisation de la th40rie de la radioactivit6 alpha. La probabilit4 de prdformation
de l'ion lourd, obtenue par un recouvrement des (tats nucldaires du noyau 4mis avec ceux du

noyau parent, pr4sente une grande difficult4 de calcul pour A2 > 16.

Une dquivalence, au mains formelle, entre la probabilitd de prdformation de l'ion lourd (ou
bier le facteur spectrom4trique) et la pdndtrabilit4 dans la r4gion de la barrikre de potentiel
oh il y a recouvrement des (tats nucl4aires des fragments a 4t4 affirmde [7]. C'est la raison

pour laquelle nous avons cherchd h analyser les prddictions d'un modble de fission pour des

configurations de masses assymdtriques extrAmes.

Pour le moment, la ddtection de ce type de ddsintdgration a dtd limit4e par certaines condi-

tions

I) A cause des difficultds exp4rimentales rencontr4es au cours de l'identification des ions

lourds noyds dans des flux trks grands de particules alpha, le rapport de branchement doit

@tre plus grand que 10~~~ Pour rdaliser de telles mesures, de nos jours, deux m4thodes

sent particulikrement utilisdes la ddflection magndtique des particules alpha avec des

spectromAtres de grande efficacitd et l'utilisation des ddtecteurs solides de traces qui sent

pratiquement insensibles aux fortes doses alpha sous un certain seuil.

it) Pour observer ce type de d6sintdgration exotique, le noyau parent et le noyau descendant

doivent avoir un temps de vie suffisarnment long ils doivent donc se trouver h proximit4
de la Iigne de stabilitd.

iii) Pour des raisons dnergdtiques, Ie noyau descendant doit se trouver dons la raglan du ~°~Pb

et le noyau dmis doit Atre, de prdfdrence, pair-pair. Cela explique l'excAs de neutrons du

fragment lager.

Pour analyser les r4sultats expdrimentaux dans le cadre d'un modAle thdorique, ces deux der-

niAres conditions permettent d'approximer la configuration de scission par une paramdtrisation
de la forme nucldaire au moyen de deux sphAres en contact. Cette approximation peut per~

mettre le choix, comme on le verra par la suite, des conditions et valeurs initiates pour rdsoudre,

par exemple, l'dquation du mouvement.

2. Param4trisation de la forme nucl4aire

Pendant le processus de ddsint4gration, la surface nucldaire est approxim4e par deux sphkres

relides, sans discontinuitds de premier ordre, par une surface obtenue par la rotation, autour

de l'axe de symdtrie, d'un arc de cercle [8], comme repr4sentd sur la figure I. La distance
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Fig. 1. Param4jrisation de la forme nucI4aire.

[Parametrization of the nuclear shape.]

entre Ie centre de l'arc de cercle de la surface m4diane et l'axe de symdtrie est notde p3.
L'expression de cette derniAre est choisie de telle sorte qu'elle prenne une valeur positive si [es

forTnes nucl4aires obtenues pr4sentent
un col dtroit ou, au contraire, une valeur ndgative si les

configurations nucldaires sont gonfldes( c'est~h-dire, prdsentent une forme proche de celle du

diamant) dans la rdgion mddiane.

Le processus se produisant h trks basse dnergie, nous cherchons surtout h mettre en 4vidence

le r61e joud par les trois coordonndes g4ndralisdes les plus pertinentes
:

dlongation, striction (ou
taille du col) et assym4trie de masse.

C'est la raison pour laquelle [es coordonndes gdndralisdes qui caract6risent les ddformations

de chaque fragment ne sent pas prises en considdration. Pour simplifier les calculs, l'assymdtrie
de masse est donnde par le rayon du fragment 14ger, R2, au lieu du conventionnel paramktre

dquivalent 6
=

~~

~
~~, oh AD, Al et A2 sont, respectivement, le nombre de masse du noyau

parent, di
noyau

d~scendant et du fragment 4mis (nous garderons dorAnavant ces indices de

notation dans tout cet article). Le ccl est caractdrisd par le rayon R3 de l'arc de cercle, ou bien,
alternativement, pour les cas oh R3 Prend des valeurs dlevdes ou, quand les formes nucldaires

sent gonfl4es, par le paramAtre C
=

S/R3 oh S
=

sgn(p3) les formes en diamant sent obtenues

pour S
=

-I et l'existence d'un col pour S
=

+I. En imposant des valeurs pour les trois degrds
de libertd les plus pertinents retenus et en respectant la condition de conservation de volume,

on obtient des valeurs pour tous les parambtres qui contribuent h d4finir la forme nuc14aire

RI qui reprdsente le rayon du noyau descendant zi, z2, z3 qui reprdsentent les positions, sur

l'axe de symdtrie Oz, des centres des sphAres de rayons RI et R2, et de l'arc de cercle de rayon

R3, et zc~ et zc~ qui reprdsentent les positions, sur l'axe 0z, des surfaces de sdparation entre la

surface mddiane et les deux fragments. Du fait de la sym4trie axiale, l'4quation de la surface

en coordonndes cylindriques est donnde, pour les trois r4gions considdrdes, par

~~ ~
~( (z zi )~, z < zc~

ps = p3 S (z z3)2, zc~ < z < zc~

Ps
/R(

(Z 22)~, Z > Zc2
Ii)

Quand S
=

sgn(p3) Prend la valeur -I, Ie volume I§ du fragment dmis est toujours calcuI4 en
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intdgrant sur l'intervalle [zc~, z~ +R2]. Pour S
=

+1, V2 est calculd darts l'intervalle [zc~, z2
+R2)

dans le cas oh zc~ < z3 et dans l'intervalle [z3, z2 + R2] dans le cas oh z~~ > z3.

Le volume du noyau descendant est alors
:

Vi
" Vo V2.

Pendant la d4formation, le volume total est conservd Vo =
~roA).

La valeur de la constante du rayon nucldaire utilisde darts ce travail est: To =
1,16 fm.

Les cas particuliers de deux sphAres en intersection ou, au contraire, disjointes, sont obtenus

pour R3
"

0.

3. Le tenseur d'inertie nuc14aire

L'dnergie de d6formation rend compte des forces gdn4ralisdes qui agissent sur un noyau ca-

ractdris4 par une param4trisation donn4e. Pour pouvoir ddcrire le processus de fission, il faut

savoir 4galement comment le noyau va rdagir h ces forces. Cette information se trouve contenue

dans Ie tenseur B des coefficients d'inertie. Celui-ci rend compte de la ddpendence de I'4nergie
cin4tique du systAme nucldaire h I'dgard des formes possibles du noyau dans le processus de

ddsintdgration

~
~

~lJ~l~J (~)

Z,j=1

Les pararnAtres pi et fly repr4sentent les coordonn4es gdndralisdes. Le tenseur d'inertie B est

symdtrique donc, pour les n degrds de libertd, on obtient n(n +1)/2 composantes ind4pen-
dantes. Une m4thode trbs connue de calcul du tenseur des masses eflectives est l'approximation

Werner-Wheeler. Dans cette approximation, on suppose que ce tenseur est une mesure du mou-

vement collectif et on cherche I Ie ddterminer dans Ie cadre d'un modble hydrodynarnique pour

un fluide incompressible, sans viscositd et irrotationel. En eflectuant [es calculs dans le systAme
de coordonndes cylindriques, cette approximation revient h dire que la d4rivde temporelle de

z

pour ddplacer un 41dment de masse nucl4aire est ind4pendante de p et que la d4rivde temporelle
de p d4pend lin4airement de p

n

Z " j~AZ(Z(fl)flz (3)

1=1

P
~

~
Ps

( ~ilzifl)fli j4)

oh ps est la valeur de la coordonnde p sur la surface nuddaire. Dans notre cas, n=3. Finalement,

on obtient l'expression suivante pour les composantes du tenseur d'inertie

Zmax i
Bv

= ~ram

/
PI lAiAj + jBiBj )dz + Bl)~~ 15)

Zm,n

am dtant la densit4 nucl4aire. Los fonctions A et B rdsultent des hypothkses de l'approximation
Werner-Wheeler et des conditions aux frontibres qui imposent l'annulation de la composante

normale de la vitesse
sur

la surface nucl4aire. Ces fonctions ont les expressions suivantes :

Ail (Z( fl~ pj fifl~
zm'n
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Aiiz.fl) =

(/~'~~~Pid~
17)

~~~~'~~
2~~

3i (8)

oh zm;n, zmax sont les valeurs des positions des extrAmitds du noyau sur l'axe de sym4trie. Les

indices et r signifient que les fonctions sont calculdes, respectivement, pour la partie gauche
et pour la partie droite du noyau.

Enfin, le dernier terme :

Zmax Zrrax

Bl)~~ =
-l~r~arn/V) PlA~dz PlAjdz 19)

m~n m~n

reprdsente une correction dfie au mouvement du centre de masse qui assure l'obtention d'une

masse rdduite correcte pour une configuration du systAme nucldaire rdalisde par deux sphkres
disjointes ou en contact. Ce terme est non nul si l'origine de l'axe de symdtrie Oz ne coincide

pas avec le centre de masse du systbme nucldaire.

Dans un espace multidimensionnel des configurations du systkme nucl4aire, quand la forme

nucldaire peut Etre ddcrite au moyen d'un jeu de n paramAtres inddpendants, il est possible de

rdduire le problkme multidimensionnel en un
problkme unidimensionnel et d'obtenir l'inertie

scalaire B(q) le long de la trajectoire dynamique, pour un chemin donna, de maniAre paramd-
trique, par les dquations pi

=
fli(q),

au moyen de la relation suivante
:

B(q)
=

£ B~jfl)
) )

(10)
,~i

Ici, q reprdsente une variable ind4pendante (par exemple, l'dlongation R dans notre cas) par

rapport h Iaquelle on veut ddterminer Ie comportement des coordonn(es g4ndralisdes.
Les ddrivdes 3Ri/3fli et 3R2/3fli ndcessaires au calcul des composantes du tenseur d'inertie

ont dtd d4termindes num4riquement et I'intdgration (5) a 4t4 eflectude au moyen des quadratures

Gauss-Legendre.
Les eflets de viscositd, au cours de la ddsintdgration d'un systAme froid, pour lequel la vitesse

de rdarrangement des nucldons dons le champ moyen est beaucoup plus rapide que le taux de

variation des coordonndes gdndralisdes spdcifides, sent ndgligeables, en comparaison avec ce que

l'on observe au cours du mdcanisme habituel de fission globale. Cette hypothAse est justifide

par la valeur exp4rimentale de l'dnergie cindtique des fragments, trAs proche de la chaleur de

ddsintdgration Q. Par consdquent, au cours de ce travail, pour ce type de processus exempt

d'eflets dissipatifs, on ne prend pas en considdration le tenseur des forces de friction.

4. Energie potentielle de d6formation

Pour le calcul de l'dnergie de ddformation, nous prdsentons ci-aprks le modkle de la goutte

liquide pour une interaction nucldaire du type Yukawa-plus-exponentielle [9] dans le cadre du

formalisme existant pour les systkmes binaires avec des densitds de charge difldrentes, off un

autre degr4 de libertd est introduit, c'est-h-dire, l'asymdtrie de charge. La densit4 de charge

du systAme est maintenue constante au cours des phases initiates du processus de ddsint4gra-

tion, alors qu'au cours des derniAres (tapes de celui-ci la densitd de charge de chaque fragment

varie Iin6airement en
fonction de I'dlongation R jusqu'h la valeur finale dons la voie de sor-

tie. Un tel comportement est sugg4r4 par Ie processus rapide d'4quiIibre de charge observ4
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exp6rimentalement [lo]. L'energie dlectrostatique est donn4e par

E~
=

/ /
~~~~~~~~~~~~d~rid~r2 (11)

cc cc
T12

avec r12 ml ri r2 (. Si on considbre que, pendant la d4formation du systbme fissionnable, la

densitd de charge de chaque fragment naissant a une valeur constante dons chaque volume, pour

les coordonndes g4ndralisdes fixdes, l'int4grale ci-dessus peut Atre sdparde en trois contributions

oh le premier et le dernier termes reprdsentent les 4nergies propres des fragments, tandis que

le second terme exprime l'4nergie d'interaction.

Pendant le processus de d6sint4gration, la charge est conserv4e

p~~ ~§ + p~~I§
=

Zo. (13)

Pour ddterminer l'dnergie de surface Ey, on utilise une formulation du type Yukawa-plus~
exponentielle

:

Ey
= (~~

~
(~~~ 2)

~

~ d~rid~r2 (14)
8gr To a

Iv Iv
a

~~~~ ~~~

a

avec une ddpendence selon l'isospin

a21 "
as(I ~slz)~, i

=
0,1, 2. (15)

Pour Ies systAmes binaires avec diffdrentes densitds de charge, on obtient
:

Ey ~~~ d~ri (~~~

)~~~~
a ~3~

82r2r(a4 Iv /~
a

2~~~

2

~ ~

a

~~~~~~
v~

~~
~~

v~ )~
~~

~~~
i~~~

~~~2

j~
~

7r~~)a4 v~
~~~~

~~ ~~
~~

~~~12
~ ~~~2 (16)

a

avec une ddpendence selon I'isospin obtenue avec Ies paramAtres ajustables as et ~s. Les int4-

grations ont dtd obtenues par des quadratures Gauss~Legendre aprAs avoir rdduit analytique-

ment les intdgrales sextuples h des intdgrales doubles et triples, respectivement, pour I'4nergie
coulombienne et de surface, comme indiqud dons l'appendice A.

Pour les systAmes assymdtriques, on doit aussi ajouter une contribution h l'dnergie totale,

dfie h l'interaction de symdtrisation qui intervient dans l'4nergie de volume

Ev
=

Ev~ + Ev~ Ev~ # o 11?)
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avec

ET
=

-aiiAi, I
=

0,1, 2 (18)

ail =
avli ~vi~)2. jig)

Les valeurs des pararnAtres ajustables sont

as =
21,13MeV;

~s =
2, 3

a =
0,68fm;

av "
15,9937MeV

et

~v =
1,927

Enfin, on ajoute une correction phdnomdnologique en vue d'obtenir une valeur correcte de la

chaleur de r4action.

Ecor(R)
"

(Qt Qexp)
j)~

(2°)

off Qt et Qexp reprdsentent, respectivement, les valeurs thdorique et expdrimentale de la chaleur

de rdaction.

Au ddbut du processus de ddsintdgration nucldaire, le volume Ifi du fragment lager est (gal
h zdro tandis que, au point de scission, il atteint sa valeur finale V2r.

Cette correction est une approximation pour les eflets de couches, d'appariement et de toutes

contributions, autres que les premiers trois termes, que ce modble simple ne prend pas en

compte.

5. Trajectoires de moindre action

Pour l'4tude de ces trois modes de ddsint4gration (fission froide, 4mission spontande d'ion lourd,
ddsint4gration alpha) dans un mode unitaire, on a d6termind des trajectoires optimales pour la

pdndtration de la barrikre de potentiel multidimensionnelle en utilisant le principe de moindre

action.

La pdndtrabilitd est calculde en utilisant l'approximation semi-classique Wentzel-Kramers-

Brillouin (WKB) [11]

K
" /~~ /21i(q, fl, fi)jEjq, fl) Qexpldq

" /~~ Fjq, fl, fi)dq j21)

q~ qi

oh qi et q2 sont des points de rebroussement, off B est l'inertie le long de la trajectoire darts

la direction de la d4sint4gration, oh (E(q, fl) Q~xp) reprdsente l'dnergie de d4formation qu'on

notera, dordnavant, E, pour la simplicitd des calculs, et oh fl repr4sente l'ensemble des cw

ordonn4es gdn4ralisdes.
Cette intdgrale est calcu14e le long d'une trajectoire de moindre action pour une 6nergie

donnde, qui retie la r4gion d'dnergies positives du puits de potentiel de I'dtat fondamental et

le point de sortie de la barriAre multidimensionnelle. Donc, le calcul de la p4n4trabilitd de la
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barrikre de potentiel multidimensionnelle revient h trouver une trajectoire parmi le nombre

infini de trajectoires possibles, qui corresponde h la plus petite valeur de l'intdgrale d'action

calculde dans le domaine, classiquement interdit, qui rdunit les deux points qi et q2 et pour

toute la plage de variation de ces deux derniers points. Dans ce cas, le systbme peut 4voluer

vers des barrikres dnergdtiques plus dlevdes si le paramAtre 4'inertie devient plus petit.
En gdn4ral, du point de vue mathdmatique, on peut d4montrer que, dans le cas oh l'on

connait les deux points h la frontiAre fl(qi) et fl(q2), une trajectoire, pour laquelle
on obtient

un extrAmum local, est obtenue par rdsolution du systAme des n 4quations d'Euler-Lagrange
:

$ ~ ~~
=

0, I
=

I,.. n (22)
Pi dq ap~

Dans le cas analys4 ici, on peut paramdtriser la forme nucldaire, pour la configuration du

point de scission, par deux sphAres en contact. Cela permet de s4parer la pdndtrabilit4 en un

produit de pdndtrabilitds
:

P
=

PmPs
=

exp[-K]
=

exp[-Km Ks] (23)

oh Pm est la p4ndtrabiIit4 relative au systkme dans I'dtat de prescission, tandis que Ps a trait

aux deux fragments sdpards. Km et K~ reprdsentent les valeurs des intdgrales d'action pour les

intervalles mentionnds. Cependant, pour un systAme forma de deux sphAres complAtement s4pa-
r4es, le col ne joue aucun rble et l'assymdtrie de masse est fix4e. Donc

,

Ps ddpend uniquement
de la distance entre les centres et peut Atre calculd trAs simplement sans minimisation.

Pour la r4gion de recouvrement des deux fragments, oh les dnergies de ddformation et les

composantes inertielles sont obtenues par int4gration num4rique, il faut trouver une trajectoire
permettant d'obtenir la valeur minimale de la relation fonctionnelle

K~v
= /~~ 28(R, C, R2,

$, (
)E(R, C, R2 )dR

= /~~ FdR (24)
R, R,

oh Ies Iimites g60m4triques sort

Rz
=

ro(A(/~ A(/~)

Rs
=

ro(A)/~ + A(/~)

qui repr4sentent, respectivement, la situation oh la sphAre de rayon R2 commence h sortir

du noyau initial et la configuration de scission. Pour simplifier Ies calculs, on a choisi comme

paramktre d'intdgration la coordonnde gdndralisde qui ddfinit l'dlongation.
Dans ce cas, on obtient Ie systkme d'dquations d'Euler Lagrange suivant

oh X
=

R2 et oh on choisit Y
=

R3 Pour de faibles valeurs (plus petite que i fm dans le

programme num4rique) du rayon qui caract4rise le col et oh on pr4fkre, pour les autres valeurs

de ce rayon, Y
=

C. On obtient un systbme de deux 4quations difldrentielles coupldes du

deuxibme ordre
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oh les ddriv4es I, Y, X, Y sont calculdes relativement h R et oh les coefficients D sont des

expressions math4matiques qui contiennent des ddrivdes partielles par rapport h X et h Y. Ces

coefficients sont symdtriques en X et Y
:

DXY
"

2E(AXYCXY-F(y)

DXY3
"

~2ECXY ~))~ + CXY (CXY
$

FXY
$)

+ E(CXY ~j(~ + FXY ~j(~

DXY~
"

3FxY(CXY
£

+ E~j(~ (2F~Y + AXYCXY)$

2E(CXY
~j(~

+ FXY ~)(~ + AXYE~j(~ (27)

DxYi
"

-3FxY(AXY$ +
E~j(~

+ (2F~Y + AXYCXY)£

+ 2E(-4xY ~j(~ + FXY ~((~ ECXY
~j(~

Dxy~
=

2EAxy
~((~ + Axy jfxy

(
Ax

y

$)
E(Axy

~((~ + Fxy
~ (~

OU

AXY
"

BRR + 2BRYY + ByyY~

FXY
"

BRX + BXYY

CXY
"

BXX

Ainsi que nous l'avons vu dans les sections prdcddentes, les termes B sont les coefficients d'iner-

tie calcu14s par rapport aux coordonndes gdndralisdes X et Y et E est l'dnergie de ddformation.

Il est plus commode de rdsoudre le systAme d'dquations (26) ci-dessus sous la forme suivante

(nouvelle expression de la premiAre dquation seulement)
:

TIXYX + T2XYXY + T3XYXY~ + T4XYX~ + TSXYX~Y + T6XYX~ + T7XYX~Y

+ TBXYX~Y~ + T9XYX + TIOXYXY + TIIXYXY~ + TI2XYXY~ + TI3XYXY

+ TI4XYXYY + TISXY + TI6XYY + TI7XYY~ + TIBXYY~ + TI9XYY + T20XYYY

+ T21xYY~
=

0 (28)

Si les indices X et Y, qui ddnotent les coordonndes gdndralisdes, sont inversds, on obtient la

deuxiAme 4quation du systAme d'dquations (26).
Les coefficients TixY (I=1,...,21) sont donnds dans l'appendice B.

Pour rdsoudre l'4quation (28),
on a approximd les ddrivdes de premier et deuxiAme ordre par

la mdthode des difldrences finies

3~S Sj+1 2Sj + Sj-1
@ " h2

~~
=

~J+~ ~J~~, j
=

1, 2,.. m
(29)

off S peut Atre X ou Y
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On obtient un systkme de 2m dquations coup14es avec j
=

1,2,...m et 2(m + 2) quanti-
tds inconnues Xo, Xi, ...Xm+i, Yo, l§, Ym+i l'intervalle de variation qui nous int6resse,
[Ri, Rs], dtant divisd uniform6ment avec un incrdment h

=
(Rs Rz)/(m + i).

Pour chaque point de l'axe z, donna par la relation Rj
=

Rs jh, on obtient un systAme de

deux dquations

Fi(Xj+i,Xj,Xj-i,(+i,(,(-1)
=

0

F2((+1>(>(-1>Xj+i,Xj,Xj-1)
"

0 (30)

qui peut @tre r4soIu pas h pas.

Pour cela, on choisit difldrents jeux de valeurs initiates Xo, Xi
,

Yo et Yi, qui doivent

approximer la configuration donn4e par deux sphbres en contact. On r6sout Ies deux dquations

par la mdthode it6rative de Newton pour j
=

I et on obtient X2 et 16. On recommence ensuite

pour j
=

2. Et ainsi de suite pour Ies autres valeurs de j.
L'avantage de cette m4thode est que, pour chaque pas, on calcule une seule fois les valeurs

des coefficients d'inertie et de l'dnergie potentielle ce qui conduit h une 4conomie du temps
de calcul eflectif. Au bout de plusieurs it4rations, qui balaient le domaine des valeurs initiales

qui approximent la configuration de scission, on retient les meilleures trajectoires. Pour la

discrdtisation de l'610ngation R, on a choisi le nombre de pas de calcul 4gal h m =
1000.

6. R6sultats

Les trajectoires ont 4t4 calcu14es pour trois types de d4sint4grations nucldaires pour le m@me

noyau parent ~~~Pu radioactivitd alpha, (mission du noyau ~~Si et fission froide avec, pour

noyau lager, le noyau ~°~Mo. Bien que ce modAle ne soit pas approprid aux calculs de la radio-

activit4 alpha, ces calculs ont 4t4 4flectu4s en vue d'une comparaison formelle avec l'exp4rience.
Le comportement des trajectoires est conforme aux rdsultats d4jh publids [12] dans le cas du

noj<au parent ~~~U. Pour les trajectoires de moindre action de ces trois processus nucldaires, les

coordonn4es gdndralisdes qui repr6sentent la taille du col (C ou R3) et l'assym6trie de masse

(R2) sont reprdsenteds sur les figures 2-4, en fonction de l'dlongation normalis4e par rapport

au domaine de recouvrement, intervalle oh nous averts r4alis4 nos minimisations.

La r4gion des 410ngations foibles n'est pas int4ressante pour ce type de calculs, car les valeurs

de l'dnergie de ddformation et des coefficients d'inertie sent trks foibles. Par cons4quent, les

contributions qui proviennent de cette raglan sent ndgligeables par rapport aux valeurs totales

des intdgrales.
En analysant les calculs, nous avons constatd que, m@me pour l'int6grale K~~, plus de 75

pour cent de la valeur totale provient de la moitid de l'interyalle des valeurs de l'dlongation,

pour le domaine de recouvrement, qui se trouve proche du point de scission. Dans le m@me

temps, les valeurs trAs foibles des dnergies de ddformation et des inerties au d4but du processus
de ddsintdgration nucl4aire conduisent 4galement h une diminution de la pr4cision des calculs

au cours de la r4solution des dquations (30) d4terminant les trajectoires optirnales. Il est h

remarquer, toutefois, que cette rdgion de ddformation n'est pas de grande importance pour Ie

processus dynamique.
Dans Ie cas de la fission froide et de I'dmission exotique, on peut observer, sur Ies figures 2 et

3, qu'au d4but du processus de d4sint4gration nuc14aire les formes en diamant sont priviI4gi4es,
les valeurs de C dtant n4gatives.

Sur ces deux figures, deux difldrences existent cependant :
premiArement, darts le cas de la

fission, la taille du ccl commence h diminuer pour des valeurs plus grandes de l'410ngation
(C

-
co), presque au voisinage du point de scission, si on compare ce comportement par
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R2 (fm) C3 (1/fm)
5.7 o1

5.65 O 08

5.6 o-off

5.55 O.04

5 5 0.02

5.45 O

5 4 -O.02

5.35 -O.04

5.3 -o.os

525 -O.Oe

~~
O O-1 02 03 04 0.5 Off 07 O-e O.9

~
al O.2 03 DA O.5 Off 07 08 O.9

a) (R-Ri)/(Rf-Ri)

b)

Fig. 2. Trajectoire de ~r~oindre action pour la fission froide du ~~~Pu, avec pour fragment I4ger, Ie
~°~Mo- En haut,

on a
repr6sent6 la variation de l'assym6trie de

masse
R2 par rapport h l'410ngation

normaIis4e (R R,)/(Rf lL), et, en
has, la variation du col C par rapport au

mime parambtre-
[Variation of R2 (upper part,a) and of C3 (lower part,b) with the relative separation distance between

centers, along the optimum fission path for cold fission with ~°~Mo fight fragment, of ~~~Pu.]

R2 (fm) C3 (1/fm)
4 o1

3.95 O.08

3.9 O Off

3.85 O04

3 8 O.02

3 75 O

3 7 -O.02

3.65 -O 04

3 6 -O.06

3.55 -O.08

35 -O
O O-1 02 O.3 04 0.5 OS O.7 D-B O.9 O al 02 03 DA 05 O.6 O.7 O-B O.9

~~
(R-Ri)/(Rf-Ri)

b)

Fig- 3- Trajectoire de moindre action pour l'4mission du fragment ~~Si
par le ~~~Pu- En haut,

on a
repr4sent4 la variation de l'assym6trie de

masse
R2 Par rapport h l'410ngation normalis4e

(R R,)/(Rf R,), et, en
bas, la variation du col C par rapport au

mime parambtre-
[Variation of R2 (upper part,a) and of C3 (lower part,b) with the relative separation distance between

centers, along the optimum fission path ~~Si radioactivity of ~~~Pu-]

rapport h I'dvolution analogue dans Ie cas de I'dmission d'ions Iourds et, deuxibme~r~ent, pour

la radioactivit4 avec (mission du noyau ~~Si, au ddbut du processus, des formes plus compactes
(sph6roidales) sent privildgides, c'est-h-dire, C prend des valeurs n4gatives plus grandes pour

ce mode de d6sintdgration nucldaire que pour la fission froide. On obtient une situation complk-

tement difl4rente en ce qui concerne le comportement du ccl pour la radioactivitd alpha car
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R2 (fm)
R3 (fm)

2 5

1.95 4 5

9 4

1.85 3 5

8 3

175 25

7 2

1.65 5

6

55 o.5

15
O-1 02 03 04 05 06 07 O-B 09 al O.2 03 04 05 Off 07 08 09

~~
(R~Ri)/(Rf-Ri)

b)

Fig. 4- Trajectoire de moindre action pour la d4sintdgration alpha du ~~~Pu- En haut, on a
reprd-

sentd la variation de I'assym4trie de masse R2 par rapport hi'4Iongation normaIis4e (R- lli) /(Rf R,),
et, en

bas, la variation du cot R3 par rapport au mime parambtre-
[Variation of R2 (upper part,a) and of C3 (lower part,b) with the relative separation distance between

centers, along the optimum fission path for a-decay, of ~~~Pu.]

on a obtenu des valeurs de R3 trks faibles sur tout le domaine de recouvrement et des formes

nucldaires physiquement acceptables seulement avec S
=

i.

Pour l'assym4trie de masse caractdrisde par la coordonn4e gdn4ralis4e R2, on peut observer

que, dans le cas de la fission,
on a une tendance de symdtrisation au ddbut du processus tandis

que, pour l'4mission exotique, I'assym6trie est plus prononc6e. Pour la ddsintdgration alpha, la

variation de R2 est trks foible ce qui prouve, une fois de plus, la validitd de la pararndtrisation
de la forme nucl4aire par deux sphbres qui se recouvrent partiellement, param4trisation d4jh
utilisde pour ce type de processus nucldaire.

Les sdquences de variation des formes nucldaires au cours de ces trois types de processus
nucldaire, en partant depuis l'dtat fondamental jusqu'au point de scission, sent repr4sentdes

sur la figure 5.

Pour les temps de vie du noyau parent ~~~Pu, on a, d'aprAs les rdf4rences [7,13,14], log(T[s])=
9,6 pour la d4sintdgration alpha et log(T[s])= 25,3 pour l'dmission spontande du noyau

~~Si.
Le modAle de fission conduit h l'estimation du temps de vie Solon la formule

T
= ~jj~~ exp(K) (31)

oh E~ reprdsente l'4nergie de vibration du point zdro et exp (K)
nous donne la pdn4trabilitd

totale darts la barriAre multidimensionnelle.

Conformdment h ce modkle, si on ne fait aucune hypothAse sur la valeur de E~, le rapport
des temps de vie relatifs I la ddsint4gration alpha et h la radioactivitd par dmission du noyau
~~Si

sera dgal 1

exp(Kn)
(32)"/~' exp(Ks;)
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ooo~~~~~cJC>D

ooooo~c~c>c>c©

oooooooooch

Fig- 5- Formes nucI4aires d4termin4es le long de la trajectoire de moindre action pour la fission froide

avec, pour fragment14ger, le ~°~Mo (en haut), I' (mission du ~~Si (au milieu) et la d4sint4gration alpha
(en bas) du mime noyau parent, le ~~~Pu.

[Nuclear shapes along optimum fission paths for cold fission with ~°~Mo light fragment (top), ~~Si

radioactivity (middle) and a-decay (bottom) of ~~~Pu-]

Les valeurs thdoriques de I'intdgrale d'action out 6td obtenues par intdgration num4rique,
aprks avoir interpold [es trajectoires au moyen des fonctions splines. Si on ne prend pas en con-

sid4ration [es coordonndes gdn4ralisdes caractdrisant la taille du cot et I'assym4trie de masse,

on obtient une paramdtrisation donnde par deux sphkres qui se recouvrent, avec Ie rayon du

fragment Idger constant et (gal h sa valeur finale. Dans ce cas, nous avons obtenu [es rdsultats

thdoriques suivants :
K~~= 95,87 45,6 6,02 et Ks= 53,12 72,22 69,75

,

respectivement,

pour la fission, I'dmission d'ions Iourds et la radioactivit4 alpha. Aprks minimisation dons la

r4gion de recouvrement, nous avons obtenu, pour la mAme s4quence de processus de ddsintd-

grations nucldaires, Kjf~"~~'= 71,35 37,92 5,11. Ces rdsultats sont ce que l'on peut appeler

des valeurs optimisdes. Nous avons obtenu b[j(f~'
=

4, 76 x
10~~~ pour les valeurs optimi-

s4es et bn Is; =
5, 5 x

10~~~ pour les valeurs non optimis4es, c'est-h-dire lorsque l'on considAre

une param6trisation de la forme nucldaire donnde par deux sphkres qui se recouvrent, avec la

coordonnde qui caractdrise l'assymdtrie de masse maintenue constante. La valeur expdrimen-
tale est b[)(; =

2 x
10~~~ Ces comparaisons indiquent une amdlioration de ce modkle aprbs

minimisation. Dans le mAme temps, ces calculs optimis4s pr4disent, selon cette proc4dure, un

temps de vie, relatif h la fission froide avec, pour fragment 14ger, le noyau ~°~Mo, estimd par
log(T[s])

=
31,1.

Remerciements

Nous remercions chaleureusement R. Bimbot et F. Clapier pour le vii int6r@t t4moign6 h ce

travail, ainsi que pour l'aide constante qu'ils nous ont apportde et sans laquelle il n'aurait pu

Atre mend h bien.

Appendice A

Connaissant l'6nergie dlectrostatique d'une sphAre uniformdment chargde,

~~
~

~~~~ )~~C~ ~
~~~~~

~C12 ~ (~~~ ~~~C2' (~'~~
Pen Pea Pen
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Conform4ment h la m4thode Davies-Sierk [15], on peut 4crire

x3 x3

Bc~ " bc d~ d~'F(~, ~')~i ~i
~3 1

Bci~
=

2bc d~ d~'F(~, ~')~i 3

1 1

Bc~ = bc d~ d~'F(~,~') (A.3)
3

~3

oh b~ =
5d~/(8gr) et d

=
(zmax zmin)/(2Ro) ~3 est la position du plan de s6paration des

fragments sur l'axe z en unit4s 2d et prend des valeurs entre -I et I zmin et zmax sont les

valeurs des positions des extrAmitds du noyau sur l'axe z de symdtrie z Ainsi

K 2D
~~~'~~~ ll)

ii ll ~ iii)),()IiIll
iii i> >ail IA .4~

oh yi #
§(~~) est l'4quation de la surface nucl4aire dans le domaine i-I,1),

al
=

Iv + vi )~ + j~ ~I)2

~2
4yyl

~2
P

et

~_~>
D

= ~~

K et K~ sont des int4grales elliptiques du premier et deuxikme ordre, respectivement

K(k)
=

(I k~ sin~ t)~ idt~~
j

K~(k)
=

(I k~ sin~ t) I dt

Dans le cas particulier de l'interaction de deux sphkres disjointes, on obtient

Eci~
=

~~ (~ lA.5)

La relation (14) donne, pour une sphAre

ce qui est proportionnel h Al, donc seulement h un terme de surface.

L'dnergie relative est

By
=

)
Yo

=

~~
BYI +

@BYI~
+ ~BY~ IA-?)

20 20 20
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oh [es quantitds qui ddpendent de la forme nucldaire sont

To a2RoA
~

z3 z3 1

~~
2a2 £~O

~~~~ l~l(~,~~~F2(~,~~)QY(~,/)d~d/dW
Y

~l~l~

~
To a2RoA

~
z3 1 1

~~ ~2a2 Eo
(~~) Fi(~,~~)F2(~,~~)QY(~,~')d~d~'dw

Y

~l ~3~
r~~~j~~~ I I 1

'

~~2 ~Q o
(2d)~ Fi(~,~')F2(~,~')Qy(~,~~)d~d~Jdw jA8)

~Y
~3~3~

et

Qy
=

iiPi (Pi
+

))
+

(j(~~i
expi-

°[~~ (j(~~
>/P2 IAg)

Fi
=

y~ yyi cos q 0, 5(~ ~~)
~~
d~

F2
"

l/( l/l/1 COS §2 + 0, 5(~ /) ~~~

d~J

P
= ~/y2 + y) 2yyi cos q + (~ ~~)2

q =
2grw, 1=d

Pour I'dnergie d'interaction de deux sphAres disjointes, on a [es relations suivantes

~Y12 "

())~h(~i~2(~
~
(

~2 ii ~if2j
~~~j

~

0 p

~

gk "

~~
cosh(

~~
sinh(

~~
), k

=
1, 2

a a a

fk
" )~ Slll~( (~.1°)

Appendice B

Les coefficients TixY (I=1,...,21) de I'dquation (28)
:

TIXYX + T2xYXY + T3xYXY~ + T4xYX~ + TSXYX~Y

+ T6XYX~ + T7XYX~Y + TBXYX~Y~ + TgXYX + TIOXYXY

+ TIIXYXY~ + TI2XYXY~ + TI3XYXY + TI4XYXYY + TISXY

+ TI6XYY + TI7XY~~ + TIBXYY~ + TI9XYY + T20XYYY

+ T21xYY~
=

0

sont donn4s par les formules

TixY
=

2E(BRRBXX B(x)

T2XY
"

4E(BRYBXX BRXByX)

T3xY
=

2E(ByyBxx B(y)
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3BRx
~

3E 3E
T4xY

=
-2EBxx j + Bxx @ BxxBRx @

~ ~ ~
3Bxx

~ ~ ~
3Bxx

~~ 3R ~~ 3X

3Bxx 3BxY 3E
T5xY

=
EBXY j 2EBxx

~ ~
BxxBxY @

3E 3Bxx
2

3E
T6xY

=
3BRxBxx j§ + 3BRxEj 2BRY @

3E 3BRR 3BRx
~~

3Bxx
BRRBXX @ 2EBxx

~ ~
2EBRX

~ ~
+ RR ~ ~

T7xY
=

3Bx vBxx ~( + 3BXYE~ (~ 4BRXBXY
(

3BRY 3BRx 3BxY
4EBxx j 2EBXY

~ ~
2EBRX

~ ~

2BRYBXX
(

+ 2EBRY
~((~

3Bxx
2

3E 3E 3Byy 3BxY
~~~ ~~~~

3X
~~~~3X ~~~~~~3X ~~~~~

3X
~~~~~

3X

TgxY
=

-3BRx ERR
~

+ 3EBRX ~)(~ + 2Bjix (

~ ~ ~
3E

~~~
3Bxx~~~~ 3BRx

~~
3BRR

~~ ~~3R~ ~~ 3R ~~ 3R ~~ 3R

TioxY
= -6BRXBRY~+6EBRX~~(~ -3BXYBRR~

+ 3EBXY ~()~ + 4BRXBXY ~( + 2BRYBXX ~(

+ 4EBRy
~~~~

+ 2EBRX
~~~~

+ 2EBXY
~~~~

2EBxx
~~~~

TiixY
=

-3BRxByy
(

+ 3EBRX ~()~ 6BXYBRY
~

+ 6EBxv ~~(~ + 28 (y (
+ BxxByy

(

+ 2EByy
~ (~ + 2EBXY

~~(~ EBxx
~~)~

T12xY
=

-3BXYBYY(+3EBXY~))~
T13xv

=
2EBRxBxv 2EBxxBRv

T14xv
#

2EB~v 2EBxxByy

Tisxy
=

2EBRR
~
~(~ + BRRBRX ~( B(R $

EBRR ~()~ EBRX
~~(~

T16xY
=

2EBRR
~~~~

+ 4EBRY
~~~~

+ BRRBXY
~ (

~~E ~~E 3jRY
+ 2BRXBRY @ 4BRRBRY @ 2EBRR

~ ~

2EBRY
~~~~

2EBRX
~~~~

EBXY
~~~~
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T17xv
=

4EBRV
~ ~(~ + 2EByy

~ ~(~ + 2BRyBXY
$

3E 3E
~

3E
+ ByyBRx @ 2BRRByy~ 4BRv@

EBRR ~((~ 4EBRY ~((~ EByy ~~(~

EBRX
~ ~)~ 2EBXY

~
~(~

T18xY
=

2EByy
~~(~ + BxYByy

$
4BRYByy ~(

~~~
3Byy

~~~
3BRv

~~
3Bxv

~~ 3X ~~ 3X ~~ 3R

T19xv
=

2E(BXVBRR BRXBRV)

T~oxy
=

2EjBxyB~y-B~xByy)

T21xY
=

-B)y~(-EByy~~(~

Les expressions des coefficients Tiyx sent d4duites des relations pr4cddentes en interchangeant
X et Y.
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