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A7751267 ¢ Numerical Laplace back-transformation for
determining system responses of linear systems in the time domain
{Numerische Laplace-Riicktransformation zur Bestimmung der Sys-
temantwort linearer Systeme im Zeitbereich), R, Friedrich and W,
Drewelow (Rostock, Universitdt, Rostock, East Germany), Rostock,
Withelm-Pieck-Universitit, Wissenschalthiche Zeitsclirift, Mathe-
matisch-Naturwissenschaftliche Reihe, vol. 25, no, 8, 197G, p.
B887-889. 7 refs. In German,

" This paper presents a program for the numerical Laplace return
transformation. The algorithm described is based on the method of
breaking the picture function down to form partial fractions which
are then transformed back separately, The sum of the resulting
partial functions is the sought time function. Any prcblems caused
by the forms of a system of equations being unfavorable duc to the
computer configuration are restricted 10 a large extent by appropri-
ate standardization using an auxiliary parameter. The practical limits
for use of the program are reached when the degree of the
denominator of the picture function lies within the range of seven to
eight. ) (Author)
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Numerische Laplace-Riicktransformation zur Bestimmung der

Systemantwort linearer Systeme im Zeitbereich

von Ralf Friedrich und Wolfgang Drewelow

1. Finleitung )
Einschwingungsvorgiinge spiclen in der Technik cine
wichtige Rolle. Die mathematische Beschreibung dieser
Vorgiinge erfolgt durch Diffcrentialgleichungen. Eines
der wirksamsten Hilfsmittel fiir den Techniker bei der
Losung dieser Aufgaben ist die Laplace-Transformation.
Die zugehirige Laplace-Rucktransformation bereitet
jedoch oft wegen des hohen Rechenaufwandes Schwie-
rigkeiten. Insbesondere dann, wenn diese Einschwing-
vorgiinge fiir eine groflere  Anzahl  verschiedener
Zeitwerte ‘berechnet werden sollen, ergeben sich in
praktisch wichtigen Fiillen umfangreiche Rechenarbei-
ten. ]

Aus diesem Grunde schien es sinnvoll, ein Programm
fir cinen Digitalrechner zu entwickeln, mit dem es
moglich ist, aus einer Bildfunktion die zugchirige
Funktion im Zeithereich zu bestimmen und eine Werte-
tabelle, entsprechend vorgegehencer Forderungen, aus-
drucken zu lassen. Im Vordergrund .standen die wich-
tigen aperiodischen Systemreaktionen Ubergangsfunk-
tion, Gewichisfunktion und Rampenantwortfunktion.
Die Verwendung harmonischer Signale sollte ebenfalls
miglich sein.

"Ein wichtiges Anwendungsgebic! i dieses Programm
ist die Systemidentifikation, da mit dessen liilfe die
Giite verschiedener Verfahren im Zeitbereich gut uber-
proft werden kann. Des weiteren kann das Programm
beim Untersuchen des Fiahrungs- und Stirverhaltens
geschlnssener linearer Regclkreise ebenso erfolgreich
eingesetzt werden  wie beim Bestimmen  der Ein-
schwingvorgiinge in clektronischen Schaltungen.

Zur Laosung stand der Kleinrechner Cellatron C 8205
zur Verfigung.

2. Grundlagen

Ein lineares. Sysiem mit konzentrierten Parametern
und dem Eingangssignal x,. U bzw. dem Ausgangssignal
x., U wird durch die Differentialgleichung
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beschrichen. Fiir verschwindende Anfangshedingungen
tiefert der Differentiationssatz der Laplace-Transfarma-
tinn
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G(p) ist dabei die Ubertragungsfunktion des linearen
Systems in Polynomform. Fir dic Belange der Rege-
lungstechnik ist jedoch die sogenannte Zeitkonstanten-
form der Ubertragungsfunktion besser geeignet. Be-
schriinkt man sich zus Obersichtlichkeitsgrionden vor-
erst aufl reclic Pole und Nullstellen der rationalen
Funktion nach Gl. (2), so folgt
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Im Fall konjugicrt komplexer Pole odepr Nullstellen
werden jeweils zwei Kliimmerausdricke
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zusammengelalit. Unter Hinzunahme der Laplacetrans-
formation des Eingangssignals erhiilt man

=1 2DpT, + p* T

X,p.=X,0 G p:. 5

Zur Laplace-Ricktransformation von X, p  kann man
den Residuensatz heranzichen, jedoch missen dann fiir
mehrere Pole Differentiationen durchgefithrt werden,
die auf dem Digitalrechner schlecht zu realisieren sind.
Deshalb ist die Zerlegung der Funktion X, (p) nach
Gl (3)—(5) in ¢ine Summe von Partialbrachen das bes-
ser geeignete Verfahren.
Muan erhiilt so Brache der Form
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Dicse Briiche sind feicht riicktransformierbar {2], die
Summe der so entstandenen Zeitfunktionen ist die ge-
suchte Systemantwort im Zeitbereich, ’

Als Aufgabe verbleibt, die Konstanten, deren Anzahl
gleich dem Nennergrad von .‘(“ p ~— im [olgenden
grad — ist, zu bestimmen.

Dazu stehen die Methode des Kocffizientenvergleichs,
die Grenzwertmethode und die Einsetzungsmethode zur
Verfagung. Die Einsetzungsmethode ist dabei am leich-
testen programmierbar und wurde deshalb den anderen
Verfahren vaorgezogen. Man erhiilt durch das Einsetzen
von grad verschiedene p-Werten grad linear unabhiin-
gige Gleichungen zur Berechnung der grad Konstanten.
Die Partiolbruchzerlegung in Verbindung mit dem Ein-
setzungsverfahren  als  ciner rechnerischen  Lasunps-
methode bildet das Kernstick des im Programm ver-
wendeten Lasunpgswepes.

3. Prozgrammbeschreibung

Nach der Eingabe der erforderlichen aktuellen Parameter
(Ubertragungsfunktion, gesuchte Systemreaktion, An-
forderuneen an die auszudruckende Wertetabelle) wird
im Rechner auf Grund dieser Eingabewerte die allge-
meine Ansatzgleichung zur Partialbruchentwicklung ge-
bildet. In dieser Gleichung. auf deren rechten Seite die
zu ermittelnden Koeffizienten der Partialbriche stehen,
werden nach ciner bestimmiten Bildungsvorschrift grad
verschiedene Werte fir p eingesetzt. Auf diese Weise
erhiilt man grad linear unabhingige Gleichungen zur
Bestimmung der grad unbekannten Konstanten, Diese
Gleichungen bilden den Ausgangspunkt eines Unter-
programms  zur Losung e¢ines linearen Gleichungs-
systems, am Ende dicses Unterprogramms stehen die
resuchten Konstanten, Diese Konstanten werden nicht
erst wieder den entsprechenden Partialbrichen. sondern
gleich den Faplacericktransformierten dieser Partial-
briche zugeordnet. Dadurch erhiilt man grad cinzelne
CZeitfunktionen: die Summe der Zeitfunktionen ist die
gesuchte Laplacericktransformierie von X, (p), die
Systemausgangsfunktion im Zeitbereich, Diese Funktion
x, () wird ausgedeuckt, anschlieBend werden onlspro-'
chend den cingegebenen Werten fiir die Schrittweite
und obere Berechnungsgrenze Zeitwerte und die dazu-
gehorigen Funktionswerte ermittell und auvsgedruckt.

Dieser prinzipiell richtige Lésungswey weist jedoch
bei der praktischen Realisicrung im Rechner wesent-
liche Miingel beziglich der Genauigkeit der zu bestim-
menden Konstanten und damit der Genauigkeit der zu
bestimmenden  Zeitfunktionen aufl. Diese Fehler sind
auf die Bildung rechentechnisch ungiinstiger Koeffizien-
ienmatrizen, die den  Ausgangspunkt des Unterpro-
pramms zur Losung des linecaren Gleichungssystems
bilden, zuridckzufithren. Bei Benutzung dér Einsctzungs-
methode und bei einer im Prinzip willkirlich  fest-
gelerten Bildungsvorschrift fir p erhidt man hiufig an-
nithernd linear abhiingige Gleichungen, In diesem Fall
befindaet sich der Rechner im Unterprogramm zur La-

sung cines lincaren Gleichungssystems in einem relativ -©

tabilen Bereich, d. h. ¢s kinnen sehr grofle Rechenfeh-
ler auftreten. Hinzu kommit, dali die Konstanten (Ma-
frixelemente)  von Groflenordnung
sind: das bewirkt cine weitere wesentliche Fehlererhi-
hun bei der RBerechnung der Konstanten., Auch durch
cine Bildungsvorschrift fiir p, die von der Wahl der

unterschiedlicher

Zeitkonstanten der Ubertragungsfunktion abhiingig ist,
ist das Problem nicht cngulug losvar,

Aus diesem Grunde wurde im Rechnerprogramm eine
interne Zeitnormicrung vorgenommen, wobei die Nor-
mierungszeit T, ... von den Eingabedaten abhiingig
ist. Fur p wird ¢ine von den Eingabedaten unabhiingige
Bildungsvorschrift benutzt. So wird es miglich, dic Ele-
mente der Koeffizicntenmatrix des lincaren Gleichungs-
systems in rechentechnisch ginstigen Bereichen zu hal-
ten,

4. Bemerkungen zur Programmorganisation

Das Programm wurde in der maschinenorientierten Pro-
prammicrsprache fir den Kleinrechner C 8205 ge-’
schrieben, Wegen des  grofien  Speicherplatzbedarfs
wurde cine Aufteilung in zwei Programmiteile vorge-
nommen.

Zu Beginn des 1. Programmteils muB der Rechner
mit folgenden Unterprogrammen geladen werden: n-te

Wurzel aus X, e*-Programm, In x-Programm, lineares

Gleichungssystem. Danach wird der Lochstreifen fur den

Programmablauf des 1. Programmteils (Hauptpro-

gramm), dann der Eingabestreifen mit den aktuellen

Parametern eingelesen. Nach der Beendigung des ersten

Programmteils wird ein Lochstreifen mit den im Unter-

programm fir die Lisung des linearen Gleichungs-

systems errechneten Konstanten in interner Darstellung
ausgepehen.

Fir cen zweiten Pragrammteil werden folgende Un-
terprogramme bendtigt: Wurzel aus x, ex-Programm,
In x-Programm, sin x, cos X, arctan x..Nach der La-
dung des Rechners mit diesen Unterprogrammen wird
das Hauptprogramm des 2. Programmteils und der am
Ende des 1. Programmiteils ausgedruckte Lochstreifen
eingelesen, die Ausgabe crfolgt nach Beendigung des
2. Programmteils {iber das Schreibwerk des Rechners.
Als aktuelle Parameter werden cingegeben:

1. Parameter der Ubertragungsfunktion im Ziihler und
im Nenner, Vielfachheiten der Pole, Schwingungs-
glieder usw,

Gewiinschie  Systemreaktion

Gewichisfunktion o i)

3. Gewiinschte Darstellungszeit der Systemyeaktion und

Schrittweite.

(Obergangsfunktion,

5. Ergebn.<se

Das Verfah.en wurde an ciner Vielzahl der verschic-
densten BReispiele getestet, Dazu wurde zur chrbrilfunu
die Ricktransformation zusiitzlich noch aul dem meist
iiblichen Wege mit Korrespondenztabelle durchgefGhrt,
Die so erhaltene Zeitfunktion wird vereinfachend als
die exakte Zeitfunktion bezeichnet, deren Werteverlauf
mittels der vorhandenen Unterprogramme ebenfalls
uber den Rechner ermittelt werden kann.

Die durch das Programm errechneten Zeitfunktionen
wiesen bei allen Beispielen nur sehr geringe Abwei-
chungen aufl. Der Zusammenhang zwischen wachsendem
Fehler und wachsendem Nennergrad von X, (p) wurde
bestiitipt. Dennnch trat bei einem Nennergrad von sieben
ein Fehler. bezagen auf den grifiten Funktionswert, von
nur 3 - 10-* aul. Bei einem Nennergrad von elf war das
Programm  allerdings  Ubcerfordert, die ausgedruckte
Wertetabelle lieferte nicht einmal Anhaltspunkte uUber
den realen Funkuonsveriaul von Xy:bs.




Aus dem Vergleich des vorgestellten Algorithmus mit
anderen, aus der Literatur peKalniwca vellanien jo—r,
geht hervor, da8 dieses Programm einen fir technische
Anwendungen ginstigen Kompromif zwischen erfor-
derlichen Genauigkeit und rechentechnischem Aufwand
darstelit.

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein Programm zur numerischen
Laplace-Riitktransformation vorgestetlt. Der angegebene
Algorithmus Beruht auf dem Verfahren dér Zerlegung
der Bildfunktion\jn Partialvgdche, die dann getrennt
viicktransformiert Wegrden. D€ Summe der entstehenden
Teilfunktionen ist die gesythte Zeitfunktion.
Auftretende ProblemeXhervorgerufen durch rechen-
technisch unglinstige FArmeh eines zu lisenden Glei-
chungssystems, werd durch ‘entsprechende Normie-
rung milt einem ilfsparameter weitgehend einge-
schriinkt. Die prak(ische Anwendungsgrenze liegt bei
einem Nennergrad/der Bildfunktion von sicben bis acht.

Pe3ome

B paborte npcjctaBacHa nporpamma undporois oGpaTHOM
Tpaucopmanuu no Jlannacy. Jlang in ANFOPMUTM OCHOBaH
Ma pannomcuhu\(m_nxunu oToGFAKCHUS na JJICMCHTAD-,
Hpie JIpoGH, KKaS IX nOCnc 2TOro OTACABLHO
o6paTHO TPAHCDOPMUPYRICH. ACyMmMa 96Pa30BINHLIX NOJ-
hyHKIpn ABAACTCR HCKOMOY

(hyHxknucin Bpcmceimn,
FIpoGacMul, BO3ZHMKAKINKC 13-32 TPYAHOCTU KHCIOMBLIOBA-
HUA BLIMHCAMTCALHON TCXYHMKM, BLI3LIBACMON HCOAARrONPUAT-
HuMit (POPMaMIT PCIIACAION cucfémm YPABHCHMIL, 3HAUM-
TCALHO YMCHBIIRIOTCA CflIOMO1I{BIO COOTBCTCTBCHHO HOPMM-
POBKI{ CO BCIIOMOIATC/bHBLIM NAPAMCTPOM. JTpakTHYCCKMNA
UPCACH NPHMCHCHUA HAXOAMTCA NPH CTCACHH 3HAMCHATCAR

hyuxipit orobpaxenus or 7 A0 8.

AbschlieBend michten die Verfasser auf dicsem Wepge

- v . oswvese
Fauta A, Y wok

Sektion Schiffstechnik fiir ihre Mitarbeit bei der Pro-
grammierung und fiir dic DurchfiGhrung der numeri-
schen Rechnungén im Lehrrechnerkabinett der Scktion
Schiffstechnik danken.

A17-3126¢7

Summary

This paper presents a program for the numerical
Laplace return {ransformation. The algorithm described
is based on the methdd of breaking the picture function
down to form partial fractions which are then trans-
formed back separateiy. The sum of the resulting par-
tial functions is the sought time function.

Any problems caused by the forms of a system of
equations being unfavourable due to the computer con-
figuration are restricted to a large extent by appropriate
standardisation using an auxiliary parameter. The pric-
tical limits for use of the program are reached when
the degre¢ of the denominator of the picture function
lies within the range of seven to eight.
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Résumé

L'article présente un\ programme de Aransformation
nur-4rique inverse de Dyplace, L'algbrithme donné se
base sur le procédé de d&eompoglion de Ia fonction
d’image en fractions partiellc) i sont ensuite retrans-
formées séparément. )

La somme des. fonctions
fonction de temps cherchée.

Des problémes causés pg
avantageuses d'un systeé d'équation a™résoudre sont
largement réduits grice/a la standardisation adéquate,
effectuée a I'aide d'un/paramectre auxiliaire. La limite
d'application pratique §e situe a un degré de dénomina-
teur de la fonction d'ithage entre sept ¢t huit.

Literatur

[1.] REINISCH, K.:
Kybernetische Grundiagen und Beschreibung konti-
nuicrlicher Svsteme
Verlag Technik Berlin, 1974

[2.) NIXON, F.E.:
Beispicle und Tafeln zur Laplace-Transformation
Franck’sche Verlagshandlung Stuttgart, 1964

{3.) SCHNEIDER, F.:
Digitale Rechenverfahren in der Regelungstechnik
Habilitationsschrift, Minchen 1970

3.} STEPANEK, E.: .
Numerische Berechnung von Einschwingvorgiingen
Z. ¢lekir. Inform.- v, Energictechnik, 5, (1778, 1.1,
S. 60-75 -

{5.) STALLBAUM, H, und NADOLNY, W.:
Numecrische Umkehrung der Laplace-Transformation
unter Verwendung der Sattelpunktmethodi:
Diplomarbeit, Rostock 1974, Scktion Mathematik

[6.] VASKE. B. und WILLOPER. J.:

Numerische Umkehrung der Laplace-Transformation
Diplomarbeit. Rostock 1973, Scktion Mathematik

17.} BRUNZEL. 1. und SCHMIDT, E.:
Numcrische Racktransformation der Laplace-Trans-
formation durch Approximation im Qriginatbercich
Diplomarbeit, Rostock 1974, Scktion Mathematik

Verfasser: Dr.-ing. Ralf Fricdrich
Dipl.-Ing. Wolfgang Drewclow
Scktion Technische Elektronik der
Wilhelm-Picck-Universitiit Rostock




R
A

i

%

e
3 5;;. S

S

)

S






