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A77-61267 /' Numerical Laplace back-transformation for
determining system response; of linear systems in the time domain SYS'
(Numerische Laplace-Rucktransformation zur Bcstimmung dcr Sys-
temantwort linearer Systeme im Zeitbcreich). R. Friedrich and VV.
Drewelovv (Rostock, Universitat, Rostock, East Germany). Rostock, MAI
Wilhelm-Pieck-Universitiit, Wissenschafiliche Zeitsckrift. Mattie-'
matisch-Naturwisscnschaftliche Reihe, vol. 25, no. 8, 1976, p.
887-889. 7 rets. In German.

This paper present; a program for the numerical Laplace return
transformation. The algorithm described is based on the method of
breaking the picture function down to form partial fractions which
are then transformed back separately. The sum of the resulting
partial functions is the sought time function. Any problems caused
by the forms of a system of equations being unfavorable due to the APPl
computer configuration are restricted to a large extent by appropri-
ate standardization using an auxiliary parameter. The practical limits ,
for use of the program are reached when the degree of the
denominator of the picture function lies within the range of seven to
eight. (Author)
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Numerischc Laplacc-Rucktransformation zur Bcstimmung dcr

Systemantwort lincarcr Systeme im Zeitbereich

von Half Friedrich und WolfRanR Drewelow

1. Einleitung

KinschwinRunRsvorRanRe spielen in tier Tcchnik cine
wichtiRe Rollc. Die mathematische HeschreibunR dieser
VorfiiinRe erfolRt durch DifferentialfileichunRen. Eines
der wirksamslcn Hilfsmittel fur den Techniker bei der
LiisunR dieser Auffiaben ist die Laplace-Transformation.
Die x.ufiehoriRe Laplace-Ruoktransformation bereitet
jcdoch oft weRen des hohen Rechenaufwandes Schwie-
riRkeiten. Insbesondere dann, wenn diese EinschwinR-
vorRiinRe fur eine RrofJere An/.ahl verschiedener
Xeitwi-rte berechnet werden sollen. erfieben sich in
pruktisch wichtiRen Fallen umfanRrciche Rechenarbei-
ten.

Aus diosem Grunde schien es sinnvoll, ein ProRramm
fur oinon Digital rochner 7.u ontwickeln, mil clem es
miiKlich ist, aus einer B i l c l f u n k t i o n djo xuRchiiriRe
Funkt ion im Xeitboreich xu bcstimmen und t-inc Worte-
talx'lle. cnlsprcchcnd vcirRi-Robentrr Fi;r<KTunucn, aus-
drucken /u lassen. Im VorclcrRrunil.sl. 'indi-n die wich-
tiRcn npericidisdien Syslemivaktionen UlH-rRnnRsfunk-
t inn. Gcwichlsfunktinn und R . - impfnan twor t funk l i nn .
Pie Ver\vendur»n harmcni.schi.-r Sinn;:Ur sull t t- t - lx-nfal ls
miiRlich sein.

Ein wichtiRcs Anw^nclunRSRcbii-1. f i ir (iiest-s Pnmramm
ist die Syslcmidentif ikal ion. d;> mit dfsscn l i i l f c die
Giite verschiedener Vcrfahn-n im Zeitbereich Kul ub«-r-
pruf t werden kann. Dc-.s wi-iliTcn kann ();is Pro^ramm
beim Untorsuchc-n des KiJhrunns- und Sliii ve iha l lens
Reschlnssenor lincaror Heudkiviso i?ln-ns<i erfolRivich
cinj;esel/t werden wie Ix-im Heslirnmen cler Ein-
MiiwinRVfirRi inRe in ulektronischen Sthaltunuen.

Zur Lt'isunR stand der Ktoinrcchner Ccllalrnn C 11205
x.ur VerfiifiunR.

2. Grundlagen

Ein linearcs. System mit konzcntrii-rten Para met ern
und dem F3inRaiiRssiRnal xt. t b/.w. dcm A
x., t wircl durch die Different ia lule ichunn

'dx"

tit"
dx ' dx^

ill

beschrieben. Fiir verschwindende AnfanR.sbe<linRunuen
Jiefert der Differenliationssat/ tier Laplac-e-Transforma-
tinn

X c p
IP
IP"

G(p) ist dabei die ObertraRunRsfunkt ion des linearen
Systems in Polynomform. Fur die BelanRe der ReRf-
lunRstechnik ist jedi>ch die soRcnannti- Zeitknnslanten-
form der ObertraRuoRsfunktion besser ReeiRnet. Bc-
.schriinkt man sich aus ObersichllichkeitSRriinden vni-
erst auf roclle Pole und Nullstellen der rationalen
Funktion nach Gl. (2), so folRt

G'p =K, .VI. ' + P T.>, •-- ' I P T,,

Up T, . . . l } p Tn

Im Fall konjuRk-rl komplexer Pole od<-i- Nullslellcn
werden jeweils x.wei Klammi'rausdruck<-

•',. + J-'C

xusammcnfielafjt. Unter H :n/.unahme der
formation des EinRanRssiRnals crhiil t man

X., p. = XC o G p:.

X.ur Laplace-Rucktransformation von K.t p kann man
den Rcsiduensatz heran/iehcn, jedoch miissen dann f i i r
mehrere Pole Different ia l ionen clurchRefi ihrl werden.
die auf dem DiRitalrechnor sehlecht /.u realisieren sind.
Deshalb ist die ZerleRunR der Funktion Xa (p) nach
Gl (.')) — (")) in eine Summe von Par t ia lbrucht -n das Ijes-
scr ReeiRnete Verfahren.

Man erhalt so IJruche der Frjrm
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Dii-.se Briidie sind teicht riicktransformierbar (21. die
Summe der so entstandenen Zeitl'unktionen isl die ge-
sudilo Syslemarit worl im Zeillx-reidi.

Als Aufgabe verbleibt, (lie Konstanten, dcren An/.ahl
gleich dem Nenncrgrad vim Xa p — im folgenden
Brad — isl. xu beslimmen.

Da/.u stehen die Methode des KoeffizientenvcrBleichs.
rl ie Grenxwertmothode und rlii< Einsetxunfismethode xur
Vrrfiigung. Die EinsetzunBsmethode ist dabei am leich-
ti-sten programmierbar und wurde deshnlb den anderen
Verfahren \-orBexoBen. Man erhiilt durch das Einsetxen
vi.n grad verschiedene p-Werten Brad linear unabhan-
gigi- GleichunBen 7ur Berechnung tier Brad Konstunten.
Die Parlialbrurh/erlegung in Verbindung mil dem Ein-
retxunjjsverfahren als cinor rechneristheri I-nsunus-
methode bildet das Kcrnsltick des im Progiamm ver-
\vendeten Ixisungsweges.

.'I. I'rosrammbesciirelbung

Nach der EinKabc der erforderlichen aktuellen Parameter
(Ubertragungsfunktion. gesuchte Systemrcaktion. An-
forderungcn an die aus/.udruckende Wertetabelle) wird
im Rechner auf Grund dieser Eingabewerte die allge-
meine Ansal/gleichunc xur Partialbruchentwieklung ge-
bildet. In dieser Gleichung. auf deren rcchten Seite die
xu ennillelnden Koeffi/ienten der Parlialbruche stehen.
werden nacti einer bestimmlen Bildungsvorschrift Brad
verschiedeiH- Wcrle fiir p einuesel/.t. Auf diese Weise
iThiil l man urad linear unabhSnni(ie Gleiehuncen y.ur
BfstimmuiiB <ler urad unbekanntcn Kohstanlen. Diese
(•'leirhunBcn bilden den AusganKspunkl eines Unter-
pruBramms /.ur L«isun« eines linearen GleichunBs-
syslcms. am Knde dieses Unterpronramms stehen die
Bi'suchlen Konstanlen. Diese Konstanten werden nidit
erst M'icder den entsprechenden Partialbruchcn. sundern
Bleich den Lnplaceriicktransfurmierlen dieser Partial-
briiche /unenrdnet. Dadurch erhiilt man Brad ein/.elne
/eilfunktioni ' ir . die Suminc' der / ie i t funk' ionen isl die
Besuchte I.nplaceriii'ktran.sfoi mieri '? von Xn (p), die
Syslcmausnanusfunkl inn im Xrilbereich. Diese Funkli"n
x., (I) wird ausBedruekl. ansehliefjend \verdin entspre-
chend den eiiiKecebenen \Vcrten fur die Schriltweitc
und obere Hei echnunnssren/e Xeit\verle und die da/u-
Bfhorifien Funktionswrrk- ermillell und au.sgedruckl.

Dieser prm/ipiell rii-htine I>isunnswet{ weist jedoch
lici der praklisdien Realisierunu im Re-diner wesent-
liche Miinuel be/iiplidi der Genauinkeil der x.u beslim-
meiHlen Konstanten und dumit der GenauiRkeit der /u
liestimironrk-n Xe i t funk l ionen au f . Diese Fehler sind
auf die H i l d n n u i eehi-ntedinisch uncunslit'.er Koeffi / . ien-
icnmatr i /en. die den AusBanBspunkt <les Unterpro-
mamms /.ur Ix isunB des linearen GleichunB^syslems
)>ilden. /.urOckxufuliren. Bei RcnulzunK der Einselxunfis-
melhode und bi-i einer im Prinx.ip wil lki i r l idi fesl-
ueleulen Bildunnsvorschi ifl fiir p erhiilt man h; iuf in an-
nahernd linear abhanrJBi' GleichunBen. In dicsem Fall
iH-ri iul- . - t sich der Kithher im UnlerproBramm xur I>i-
suni; eines linearen Gleichun^ssystems in einem relativ
labih-n Hereicti. d. h. es konnen sehr B.-oOe Rcdienfeh-
ler auf t re ten. Ilin/.u kommt, tlad die Konstanten (Ma-
li ixelemenle) von unterschiedlieher GrolJenordnunu
.sind: das bow irk I eine \veitere wescntliriie Fehlererho-
huiMi. iwi rler nrrcchniinu der Konstanten. Auch durch
eine UildunBsvorsdirift fiir p, die von der Wahl der

Zeitkonstanten der Obertrafiunfisfunktion abhiinBiB ist.
ist das Problem nicht enlwulliu lostjar.

Aus diesem Grunde wurde irn RechnerproBramm eine
interne XeitnormierunB vorKenommen. wolx-i die Nor-
mierunssxeit TnoIII> vi>n den Eingabedatcn abhansiK
jst. Fiir p wird eine von den Einfiabedaten unabhiinBine
BildunBsvorsdirifl benutxt. So wird es miiylidi. die Ele-
mente der Koeffi/ientenmatrix des linearen Gleichunfis-
systems in rerhcnlcchnisch BiinstiRen Uereic-hen xu hal-
ten.

4. Bemerkungen zur ProKrammorganlsation
Das ProRramm wurde in der mrwdiincnorientierten Prn-
Brammierspradie fur den Klcinrediner C 82(1:5 «e-
sdirieben. Wefien des BrolJen Speicherplat/.bednrfs
wurde oine Aul ie i lunB in xwei Profirammteile vorBe-
nommen.

Zu BeBinn des 1. Programmteils muf) der Rediner
mit folKcnden Unlerprofirammen fieladen werden: n-to
Wurxel aus x. cx-Profiramm, In x-Programm, linesres
Gleichunfissystem. Danadi wird der Lodislreifen fur den
ProBrammablauf des 1. ProBrammteils {Hauptpro-
Bramm), dann der Ei n ua best rei fen mit den aktuellen
Parametern einfielesen. Naeh der Beendifiunfi des ersten
Prr)Erammteils wird ein Lochstreifen mit den im Unter-
profiramm fiir die Losung des linearcn GleichunRs-
systems erredinelen Konstanlen in interner DarstellunB
ausBCBeben.

Fiir den xweiten Procrammteil werden folgende Un-
terprogramme benolint: Wurxel aus x. ex-Prr>Kramm.
In x-ProBramm. sin \, cos x, arctan x..Nadi der La-
dung des Rediners mit diesen UnterproBrammen wird
das Hauplprofiramm des 2. Programmteils und der am
Ende des 1. ProBrammteils ausgedrud<te Lochstreifen
eingelesen, die Ausgabe erfolgt nach BeendtBunB des
2. Profirammteils iiber das Schreibwerk des Rediners.
Als aktuelle Parameter werden eingegeben:
I. Pnmmeter der Obertraguncsfunktion im Ziihlcr und

im Nenner. Vielfachheiten der Pole. SehwinBungs-
Blieder usw.
Gewiinschle Systemreaktion (Oljergangsfunktion,
Gewidilsfunktion o. a.)

3. Gewiinschte Darstellungs/.eit der Systemroaktion und
Sdiriltweite.

Das Verfah.en wurde an einer Vielxahl der verschi;--
densten Beispiele getestet. Daxu wurde /.ur UberprufunB
die Ruc'ktransformatinn xusiitxlich noch auf dem meist
iiblichen Wegc mit Korresponden/.labelle durchgefuhrt.
Die so erhallene Zei l funkt ion wird vereinf.ictiend als
die exakte Xe i t funk t io r . bexeichnet. deren Wertcverlauf
mitlels der vorhandenen Unlerprogramme ebenfalls
iiber den Rediner ermittcl t werden kann.
Die durch das Programm errechneten Zei t funkt ionen
wiesen bei alien Beispiele.n nur sehr Berinuo Abwei-
chungen auf . Der Xusammenhang xwischen wachsendem
Fehler und wachsendem Nennergrnd von X:i (p) wurde
besliitigt. Dennnch trat bei einem Nennergrad von sieben
ein Fehler. bezogen auf den gri/Bten Funklionswert, von
nur .'J • !()-'• auf . Bei einem Nennergrad von elf war das
Programm allerdings iiberfordert. die aussedruckle
Wertetabelle lieferte nicht finmal Anhaltspunkte UbtT
den reaien tunKiionsvenaui vun xaa;.



Aus dem Vergleich des vorgestellten Algorithmic mit
anderen, aus der lateralur ut?Kaiiiiti-u vtr i i .u i ic i i io—7j
gent hervor. daO dieses Procramm cinen fur technische
Anwendungen gunstigen KompromiU zwischen erfor-
derlichen Genauigkeit und rechentechnischem Aufwand
clarstellt.

AbschtieQend mcichten die Verfasser auf dicsem Wege

Sektion Schiffstechnik fiir ihre Milarbeit bei der I'ro-
grnmmierun;; und fur die DurchfUhrung dcr numcri-
schen Rechnunge'n im Lchrrechncrkabinett dor Srktion
Schiffstechnik danken.

Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde ein Programnvzur numerischen
Laplace-Ruckjransformation vorgestefft. Der angegebene
Aluorithmus Bfcruht auf dem Vej'fahren'der Zerlegung
der BildfunktionXjn Partialbtiiche, die dann cetrennt
i-iicktransformiert warden. DieSumme der entstehenden
Teilfunktionen ist die sesycnte Zeitfunktion.

Auftretende Problemeyxjervorgerufen durch rechen-
technisch ungiinstigc Fftrmeh^eines zu losenden Clei-
chunKSsystems, werden durch xentsprechende Normie-
rung mit einem Hllfsparameter weilgehend einge-
schrankt. Die praktische Anwendungsgrenze liegt bei
einem Nennergrad/der Bildfunktfon von sieben bis acht.

B pa6ore npcACTae^cua nporpa.MMa iiiiebpoBOM oOparHoii
Tpanc(popManmi no ^anflacy. AaimtiH a^ropHTM OCHOBQH
H3 paj^O/KCHMM'^itlJ'llKHIIH OTO(5f(b)KCIIM» lia 3JlCMCHTap-c>

IIMC flpoOH. KD>Kfla(I TO KOTOnSX nOCflC DTOrO OT^CflbllO

oOpanio Tpaiic(popMiipyc-rcii.yT:yMMa o6pa3OsaiiHi,ix naj\-
C))yHKUHli HB^HCTCH HCKO.MOjlf CpyilKUMCl'l BpCMCHM.

11118 BbimiCJIHTCflLIIOII TCXI/I1K1I. ni.'oi.IB.lCMOli llc6^aronpMiIT-

HblMH (pOp.MaMIt pCHiac/IOIl CHCTCMbl ypaBHCHHl'l. SliaHH-

TCflbllO yMCllblliaiOTCH C/IOMOlUbK) COOTBCTCTBCIIHOl'l HOpMH-

POBKII co BcnoMoraTCjn>iibiM iiapa.McrpOM.
iipca.cn iipiiMciioiuifl najcpAiiTCH npii crcncmi

OToCpa/KCima or 7 ^o 8.

Summary
This paper presents a program for the numerical
Laplace return transformation. The algorithm described
is based on the meth&d of brenking the picture function
clown to form partial fractions which are then trans-
formed back separately.. The sum of the resulting par-
tial functions is the sought time function.

Any problems caused by the forms of a system of
equations being unfavourable due to the computer con-
figuration are restricted to a large extent by appropriate
standardisation using an auxi l iary parameter. The prac-
tical limits for use of the program nre reached when
the degree of the denominator of the picture funct ion
lies within the range of seven to eight.

Resume
L'article pr6sente u n p r < > K i ' a m m e
nun 6rique inverse de
base sur le procede tie dl
d'image en fractions parliellA
formees separ6ment.

La somme des fonctions
fonction de temps cherchee.

Des problcmes causes par des forrftas de calcul des-
avantageuses d'un systemt d'equalion aS:6soudrt sont
largement reduits grace/a la standardisation adequate,
effectuee a 1'aidc d'un/paramctre auxiliaire. La l imi le
d'application pratique Ae silue a un degre de denomina-
teur de la fonction d'ifhage enlre sept et hull.

ransformation
•rithme donne se

on tie la fonction
sont cnsuitc relrans-

elles obtenues cst la
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