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B y  Th. v o n  ~ & r m & n  I 

The t h e o r e t i c a l  t r e a t m e n t  of  s u r f a c e  f r i c t  i o n  o f  l i q u i d s  
o r  g a s e s  a t  a s o l i d  w a l l  e n c o u n t e r s  s e r i o u s  d i f f i c u l t i e s  a s  
s o o n  as t h e  p r o c e s s e s  a r e  n o  l o n g e r  d e f i n e 6  by  t h e  v i s c o s i t y  
of t h e  f l u i d  a l o n e ,  b u t  a l s o  i n v o l v e  t h e  f o r c e s  o f  i n e r t i s  
w i t h  t h e  p r o b a b l e  e x c e p t i o n  o f  t h e  f l o w  phenomena  i n  c a v i l -  
l a r i e s  a n d  t h e  p r o b l e m s  o f  l u b r i c a n t  f r i c t i o n  - a s  i s  t h e  
c a s e  i n  n e a r l y  a l l  p r z c t i c a l  p r o b l e m s .  A l l  t h e  s a m e ,  two  
s u b s t a n t i a l  a d v a n c e s  h a v e  been  a c h i e v e d  i n  t b . i s  domain  w i t h -  
i n  t h e  l a s t  d e c a d e s ;  n a m e l y ,  by P r a n d t l ' s  " b o u n d a ~ v  l a y e r  
t h e o r y "  a n d  B l a s  i u s l  c o n f  i r m a t  :OR of  t h e  p r e v i o u s l y  s u s -  
p e c t e d  n a t u r e  of  t h e  f r i c t i o n  l o s s  i n  smooth  p i p e s .  

U n f o r t u n s t e i p ,  t h e  r e s u l t s  of P r a n d t l ' s  t h e o r y  h s v e  
r e m a i n e d  c o n f i n e d  t o  a c o m p a r a t  i v e l y  n a r r o w  r a n g e ,  f i r s t  
f o r  t h e  m o r e  o b v i o u s  r e a s o n ,  t h a t  t h e  p a p e r  w o r k  i n v o l v e d  
f o r  s p e c i f i c  c a s e s  i s  e n o r m o u s ,  b u t  t h e n  a l s o  b e c a u s e  i t s  
p h y s i c a l  r a n g e  of v a l i d i t y  i s ,  l i k e  t h e  t h e o r y  of p u r e  
f r i c t i o n  f l o w  i n  p i p e s ,  r e s t r i c t e d  t o  na.rrow l i m i t s .  J u s t  
as t h e  p u r e  f r i c t i o n  f l o w ,  t h e  s o - c a l l e d  l a i n i n s r  f l o w  i n  
p i p e s ,  i s  r e p l a c e d  by a " t u r b u l e n t  f l o w "  a t  h i g h e r  v e l o c i t i e s ,  
s o  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a g e r  i s  r e p l a c e d  by a  " t u r b u l e n t "  
b o u n d a r y  1 a y e r  . 

The p r e s e n t  r e p o r t  d e a l s ,  f i r s t  w i t h  t h e  t h e o r y  of t h e  
l a m i a a r  f r i c t i o n  f l o w ,  w h e r e  t h e  b a s i c  c o n c e p t s  of P r a n d t l t s  
bounda. ry  l a y e r  t h e o r y  a r e  r e p r e s e n t e d  f rom m a . t h e m a t i c a 1  a n d  
p h y s i c a l  p o i n t s  o f  v i e w ,  a a d  a m e t h o d  i s  i n d i c a t e d  by  means  
of w h i c h  e v e n  more  c o m p l i c a t e d  c a s e s  c a n  b e  t r e a t e d  w i t h  
s i m p l e  m a t h e m a t i c a l  m e a n s ,  a t  l e a s t  a p p r o x i m a t e l y ,  An 
a t t e m p t  i s  a l s o  made t o  s e c u r e  a b a s i s  f o r  t h e  c o m p u t a t i o n  
of t h e  t u r b u l e n t  f r i c t i o n  b y  means  of  f o r m u l a s  t h r o u g h  w h i c h  

1 " "Uber  l a m i n a r e  u n d  t u r b u l e n t  R e i b u n g . "  2.f .a.M.?4., I 
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t n e  e m p i r i c a l  laws o f  t h e  t u r b u l e n t  p i p e  r e s i s t a n c e  c a n  b e  
a p p l i e d  t o  o t h e r  p r o b l e m s  on f r i c t i o n  d r a g .  

The p r o b l e m  i s  r e s t r i c t e d  t o  two-dimens iona .1  f l o w s ;  t h e  
a x i s  y + 0 i s  c h o s e n  as  f i x e d  b o u n d a r y  t o  w h i c h  t h e  f l u i d  
a d h e r e s .  

The  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i ~ n s  ~f t w o - d i m e n s i o n a l  f l o w  w i t h  
f r i c t i o n  c a n ,  by i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  $ bs 
means of t h e  f o r m u l a  

(u a n d  B v e l o c i t y  componen t s  i n  x- a n d  y - d i r e c t i o n )  
a n d  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  p r e s s u r e ,  b e  e x p r e s s e d  by  t h e  s i n g 1 . e  
e q u a t i o n  

a" 
w h e r e  A d e n o t e s  t h e  o p e r a t i o n  A = --- a" + --- , ,=E  

d 2 a s  2 ' P 

k i n e m a t i c  v i s c o s i t y  ( j ~  = v i s c o s i t y ,  p = d e n s i t y  of  f l u i d ) .  
The b o u n d a r y  l a g e r  t h e o r y  r e f e r s  t~ f l o w  phenomena  f o r  w h i c h  
a t  same d i s t a n c e  f r o m  t h e  w a l l  t h e  f r i c t i o n  s h a l l  e ~ e r t  n o  
p e r c e p t i b l e  e f f e c t  on t h e  v e l o c i t y  f i e l d ,  s o  t h a t  f o r  g r e a t  
v a l u e s  of y t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  c h a n g e s  i n t o  a n  a s s u m e d l y  
known p o t e n t i a l  f u n c t i o n  Q0 ( x ,  y ,  $ !. A t  t h e  w a l l  i t s e l f  

b o t h  r e l o c i t y  c o m p o n e n t s  u and v a r e  t o  d i s a p p e a r .  ID 
o r d e r  t o  m e e t  b o t h  c o n d i t i o n s ,  f i r s t  p u t  

I t  i s  c l e a r  t h a t  f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  ;g t h e  f i r s t  two 

t e r m s  c s n c e i  o u t ,  i e a . ~ i n g  o n l y  t h e  s t r e a n  f u n c t i o n  J U ' $ ~  

( t h e  s t r e a m  f u n c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  f l o w ) .  T h i s  i s  
m----*-_-___---__l__----------- . -- 

a 

l i s t  o f  r e f e r e n c e s  on b o u n d g r y  l a y e r  t h e o r y  i s  g i v e n  
i n  r e f e r e n c e  1. 

* 
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a4J1 - a '41 
t h e n  s o  d e f i n e d  t h a t  a t  t h e  w a l l  -- - - = 0 .  On t h e  a~ a x  Tr 

Y 
o t h e r  ha -nd ,  when v r e p r e s e n t s  a small  q u a n t i t y ,  - b e- 

6 
comes v e r y  g r e a t  f o r  a l l  v a l u e s  o f  y d i f f e r i n g  a p p r e c i a b l y  
f rom z e r o ;  h e n c e ,  t o  c o m p l y  w i t h  t h e  f i r s t  c o n d i t i o n  - t r s n -  
s i t i o n  t o  p o t e n t i a l  f l o w  - i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  d e t e r m i n e  \I/,, 

a* x a* 
i n  s u c h  a way t h a t  F- = (%:) f o r  T, = x = m .  

a y  y = o  +F 
Thus i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  w i t h i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  (rl  = 
f i n i t e )  t h e  f i r s t  two  t e r m s ,  o u t s i d e  t h e  b o u n d a r y  l a g e r  (17 
v e r y  g r e a t )  t h e  l q s t  two t e r m s  a n n u l  e a c h  o t h e r .  ( s t r i c t l y  
t a , k e n ,  t h e  u c o m p o n e n t  of  t h e  b o u n d a r y  l a g e r  becomes  t h e  
u  -- v e l o c i t y  of t h e  p o t e n t i a l  f l o w ;  f o r  t h e  V componen t  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r  f l o w  g i v e s  a q u a n t i t y  o f  t h e  order of magllitude 

6 w h i c h  i s  n o t  c o n t a i n e d  i n  t h e  p o t e n t i a l  f l o w . )  

I n t r o d u c e  f o r m u l a  ( 2 ' )  i n  e a u . t t i o n  (11, a r r a n g e  i n  p o w e r s  
1 

o f  a n d  r e t a i n  o n l y t h e  h i g h e s t  t e r m s  w i t h  - T h e n  
F- 

as v a r i a b l e  i n s t e a d  of  y ,  t h e  t h e  i p t r o d u c t i o n  o f  TI = - 
JFaQ 

a'0 e n d  o f  - a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a s  e x p a n s i o n  o f  -- as a x  

a n d  l a s t l y ,  c o n s i d e r i n g  t h a t  ,$AVO = 0 ,  = 0 ,  
Y ' O  

a f f o r d s  

a n d ,  a f t e r  o n e  i n t  e g r s t  i o n :  

a2*1 -- a*, a " ~ ,  aul 32+1 a3*1 
+ -- - - - - - -- = f  ( X ,  t )  

g a t a n  317 A ~ d ~  a x  a n 2  an 3 
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a@ 1 o r  w i t h  -- = = - v ,  t h e  v a r i a b l e  y  = n f i  b e i n g  an, 
i n t r o d u c e d  a g a i n ,  

i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  E r a n d t l  e q u a t i o n s .  

The f u n c t i o n  f ( x ,  t )  is d e t e r m i n e d  by t h e  c o n d i t i o a  f o r  

y = 0. S i n c e  u  m u s t  c h a n g e  t o  u o  = (p) , t h e r e  i s  
o b t a i n e d  s = O  

f o r  rj = m .  

T h e  f r i c t i o n l e s s  p o t e n t i a l  f l o w  f o l l o w s  B e r n o u l l i ' s  
e q u a t i o n  d i f f e r e n t i a t e d  a l o n g  t h e  b o u n d a r y  3s s t r e a m 1  i n e  

= p r e s s u r e  a l o n g  t h e  w a l l )  

h e n c e  

The s i g n i f i c a n c e  of  ( 4 )  a n d  ( 4 b )  o b v i o u s l y  i s  t h a t  t h e  
a s s u r n e d l y  known p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  p o  a l o n g  t h e  w a l l  

w h i c h  a r i s e s  f rom t h e  p o t e n t i a l  f l o w  is t o  a  c e r t a i n  e x t e n t  
r e g a r d e d  as  i m p r e s s e d  f i e l d  ( o f  f o r c e )  f o r  t n e  b o u n d a r y  l a y e r  
f l o w ;  t h e  p r e s s u r e  d i f f e r e n c e s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  w i t h -  
i n  t h e  b o u n d a r y  l a e y e r  b e i n g  d i s r e g a r d e d ,  I t  i s  t h i s  v e r y  
e s s e n t i a l  h y p o t h e s i s  i n  P r a n d t l ' s  t h e o r y  t h a t  l e a d s  t o  t h e  
r e d u c t i o n  of t h e  number  o f  e q u a t i o n s  a n d  t h e  a r r a n g e m e n t  of 
t h e  e n t i r e  p r o b l e m .  
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THE WOMENTUN THEOREN OF THE BOUNDARY-LAYER THEORY 

To b r i n g  o u t  t h e  p h y s i c a l  s e n s e  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
t h e o r y  t h e  e v i d e n c e  c o n t a i n e d  i n  t h e  f o r e e o i n g  e q u a t i o n s  I s  
f o r m u l a t e d  as f  0 1 1 . 0 ~ s  : 

( a )  A b o u c d x r g  l a y e r  t h i c k n e s s  6 (a.s a f u n c t i o n  of .r) 

i s  t o  e x i s t  s u c h  t h a t  f o r  y 2  6 t h e r e  n o  p e r c e p t i b l e  de- 
v i a t i o n  o c c u r s  i n  t h e  f l o w  p a t t e r n  r e l a t i v e  t o  t h e  p o t e n t i a l  
f l o w ;  e s p e c i a l l y  t h e  x-component u  of  t h e  v e l o c i t y  c a n  b e  
p u t  e q u a l  t o  t h e  w a l l  v e l o c i t y  of t h e  p o t e n t i a l  f l o w  u o  
f o r  y = 6 ( X I .  

( b )  W i t h i n  t h e  bounda.ry l a y e r  i t s e l f  t h e  p r e s s u r e  i s  
only d e ~ e n d e n t  on x  a n d  e q u a l  t o  t h e  p r e s s u r e  t h a t  c o r r e -  
s p o n d s  t o  t h e  p o t e n t i a l  f l o w  a l o n g  t h e  w a l l . .  

By v i r t u e  of t h e  two  a s s u m p t i o n s  ( a )  and ( b )  c h e  momen- 
tun; t h e o r e m  i n  t h e  x d i r e c t i o n  c a n  b e  a p p l i e d  t o  a f l u i d  
vo lume  b o u n d e d  by t h e  w a l l ,  a  s h o r t  p i e c e  of t h e  l i n e  
y  = 6 (X I  a n d  two c r o s s  s e c t i o n s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  w a l l  
a t  x a n d  x + d x  ( f i e .  1 . )  The i n c r e a s e  o f  nomenturn i s  
e q u a t e d  t o  t h e  r e s u l t a n t  o f  t h e  o u t s i d e  f o r c e s ,  wh ich  i n v o l v e  
t h e  p r e s s u r e  d i f f e r e n c e ,  a n d  t h e  f r i c t i o n  B a t  t h e  w a l l  as 
o u t s i d e  f o r c e s .  S i n c e  f o r  y = 6 t h e  f l o w  c h s n g e s  i n t o  
f r i c t i o n l e s s  p o t e n t i a l  f l o w ,  t h e  f r i c t i o n  a t  t h e  t r s n s i t  i o n s 1  
a r e a  b e t w e e n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a n d  t h e  o u t e r  f i e l d  c a n  b e  
i g n o r e d .  

Hence  

6 
a P  

pudy  i s  t h e  t i m e  r a t e  of  c h a n g e  o f  t h e  momentum con- 
6 

a 2 t a i n e d  i n  t h e  c o n s i d e r e d  v o l u m e ;  -- r P u  dv is  t h e  e x c e s s  
3x 

of nomenturn l e a v i p g  t h e  f r o n t  s u r f a c e  o v e r  t h e  amount  of  
6 

momentum e n t e r i n g  a t  t h e  r e a r ;  -- 
p a x  pudv i s  t h e  i n f l o w  a r 
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v o l u m e  p e r  u n i t  l e n e t h  o f  t h e  s i d e  a r e a  y = 6 ( x ) ,  s o  t h a t  

i n d i c a t e s  t h e  momentum e n t r a i n e d  w i t h  t h i s  v o l -  

4 
ume of  f l u i d .  

I n  l a m i n a r  f l o w  t h e  f r i c t i o n a l  f o r c e  R r e f e r r e d  t o  

u n i t  s u r f a c e  i s  R = -rO = ,A (:;) ( 7  = s h e a r i n g  s t r e s s  
g = o  

i n  t h e  f l u i d . )  L a t e r  or , ,  i t  i s  sb.own t h a t  e q u a t i o n  ( 5 3  i s  
p r a c t i c a l  a l s o  f o r  t u r b u l e n t  f l o w  c o n d i t i o n s ,  i f  u  a n d  p 
a r e  r e g a r d e d  as t h e  a v e r a g e  v a l u e s  o f  t h e  v e l o c i t y  w i t h  
r e s p e c t  t o  t i m e  a n d  T O  i s  e r p r e s s e d  bv  a  c o r r e s p o n d i n g  
e m p i r i c a l  f o r m u l a .  

E a u a t i o n  ( 5 )  c a n ,  o f  c o u r s e ,  b e  d e r i v e d ' a l s o  by in- 
t e g r a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  y f r o m  e q u a t i o n  ( 4 )  w i t h  d u e  
r e g a r d .  t o  ( 4 a )  a n d  ( 4 b ) ,  I t  o b ~ r i o u s l y  y i e l d s ,  on t h e  b s s i s  
o f  p l a u s i b l e  a s s u m p t i o n s  f o r  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  u ( s )  
i n  t h e  b o u n d a r y  l ayen .  ( 0  < y < s ) ,  s i m p l y  a d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  f o r  6 ,  t h a t  i s ,  f o r  t h e  bound.arv  l a y e r  t h i c k n e s s  
as a f u n c t i o n  o f  x  a n d  t .  L i m i t e d  t o  s t a t i o n a r y  p r o c e e s e s  
i t  a f f o r d s  a n  o r d i n a , r y  d i f f e r e n t i a l  e a u a . t i o n  of t h e  f i r s t  
o r d e r  f o r  8 a s  a f u n c t i o n  o f  x ,  s o  t h a t  t h e  d e v e l o p m e n t  
o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  c a n  b e  f o l l o w e d  b y  c o m p a r a t i v e l y  
3 i n p l e  c a l c u l a t i o n s .  The  s u b s e a u e s t  r e p o T  t b y  X. P o h l h a u s  e n  
( r e f e r e n c e  1) c o n t a i n s  t h e  c s l c u l a t i o n s  f o r  9. number o f  
p r a c t i c a l l y  i m p o r t a n t  c a s e s ,  s o  t h a t  t h i s  m e t h o d  n e e d  n o t  
b e  g o n e  i n t o  f u r t h e r .  H i s  c a l c u l a t i o n s  show t h a t  i n  a l l  
c a s e s  c o m p u t e d  by P r a n d t l t s  p a r t i a l  d i f f e r e n t  f a 1  e a u a t  i o m  
t h e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d  e n s u r e s  r e s u l t s  c o m m e n s u r a t e  f o r  a l l  
p r a c t  i c a l  p u r p o s e s .  I n  t h i s  m a n n e r  a f u r t h e r  d e v e l o p m e n t  
o f  t h e  t h e o r y  i s  made p o s s i b l e  e v e n  w h e r e  t h e  s o l u t i o n  of 
t h e  p a r t  i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i s  e x t r e m e l y  t e d i o u s  , if 
n o t  i m p o s s i b l e ,  

LAM I N A R  AND TURBULENT BOUNDARY LAYER 

The  s i m p l e s t  a n d  p r a c t i c a l l y  m o s t  i m p o r t a n t  c a s e  t h a t  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h e o r y  d e a l s  w i t h  i s  t h e  f r i c t i o n a l  r e -  
s i s t a n c e  o f  a p l a t e  t o w e d  i n  a f l u i d  a t  r e s t  p a r a l l e l  t o  
i t s  own p l a n e .  T a k i n g  t h e  c a s e  of t w o - d i m e n s i o n a l  m o t i o n  
a n d  r e f e r r i n g  t h e  m o t i o n  t o  t h e  a s s u m e d l y  s t a t i c  p l a t e ,  t h e  
p r o b l e m  i s  as f o l l o w s :  The  p a r a l l e l  f l o w  w i t h  t h e  u n i f o r m  
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v e l o c i t y  U i s  g i v e a  a s  a p o t e n t i a l  mo t ion ,  t h e  f r i c t i o n a l  
i boundary  i s  t o  s t a r t  I n  t h e  o r i g i n  of t h e  c o o r d i n a t e s  x  = 

y  = 0 and  f o r  x 2  0  be g i v e n  by t h e  a x i s  y  = 0 ,  The 
boundary l a y e r  t h i c k n e s s  and t h e  w a l l  f r i c t i o n  i s  t o  be 
comxluted a s  a  f u n c t i o n  of x .  T h i s  problem h a s  a l r e a d y  been 
s o l v e d  by B l a s i g s  ( r e f e r e n c e  2); he found t h a t  t h e  boundary 

l a v e r  thiekness i ~ c r e a s e s  w i t h  f i  . Computipg t h e  f r i c t i o n  
d r a g  f o r  a  p l a t e  of l e n ~ t h  1 and w i d t h  9 y i e l d s  t h e  f r i e -  
t i o n a l  f o r c e  ( f o r  f r i c t i o n  on b o t h  s i d e s )  

o r ,  i f  g u t ,  a s  u s u a l ,  

V 

where t h e  r e s i s t a n c e  i s  r e f e r r e d  t o  t h e  v e l o c i t y  head - 
2g '  

t h e  s u r f z c e  F and t h e  s p e c i f i c  u e i g r t  o f  t h e  f l u i d  'Y r pg,: 

The c o e f f i c i e n t  of t h e  f r i c t i o n a l  d r a g  c f  i s  a f u n c t i q n  
of t h e  ReyreolAs number,  o r  " r e d u c e d  v e l o c i t y 1 '  R, i n  c a s e  t h e  
nondimensf o n a l  a u a n t i t y :  v e l o c i t y  X p l a t e  l e n g t h  d i v i d e d  by 
c o e f f i c i e n t  of k i n e m a t i c  v i s c o s i t y  i s  i n t r o d u c e d  a s  s u c h ,  so 
t h a t  

B l a s i u s  i n d - i c a t e d ,  i n  a  l a t e r  r e p o r t  ( r e f e r e n c e  3) based 
u-oon m e a s t r r e ~ e n t  s ,  t h a t  f o r ~ i ~ ~ l a s  ( 8 1  and ( 8 a )  a r e  no l o n g e r  
v a l i d  f o r  l a r g e  Reyno lds  numbers ,  t h a t  r a t h e r  a  sudden change 
o c c u r s  i n  t h e  n a t i ~ r e  of t h e  r e s i s t a n c e  and presumabl? .~  i n  t h e  
s t a t e  of f l o w ,  s i r o i l a r  t o  t h a t  o c c u r r t n g  i n  n i p e  f l o w  a t  t h e  
c r i t i c a l  l i r n i t  . On t h e  o t h e r  s i d e  of t h e  sudden change t h e  
r e s i s t a n c e  i n c r e a s e s  a t  more t h a n  t n e  3 / 2  power o f  t h e  v e l o c i t y ;  

0 
hence t h e  r e s t s t a n c e  c o e f f i c i e n t  i n  e q u a t i o n  ( 7 )  d e c r e a s e s  

s lower  t h a n  
1 

1 p? 
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Mext ,  i t  i s  a s sumed  t h a t  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r ,  f o r  
4 which t h e  P r a n d t l - B l . a s  i u s  t h e o r y  g i v e s  t h e  af ore-ment i o n e d  

r e s u l t s ,  i s  r e p l a c e d  b y  a " t u r b u l e n t  b o u n d a r y  l a y e r , "  i n  
which  - as  f o r  t h e  t u r b u l e n t  f l o w  i n  p i p e s  - t n e  v e l o c i t y  i s  
s u b j e c t e d  t o  c o n t i n u o u s  f  l u c t u a t  i o n s  i n  m a g n i t u d e  a n d  d i r e c -  
t i o n .  The f i r s t  c o n s e a u e n c e  of t h e  f  l u c t u s t  i o n s  - when 
p l o t t i n g  t h e  s t r e a m l i n e s  of t h e  a v e r a g e  f l o w  - i s  t h s t  t h e  
s h e a r i n g  s t r e s s  i s  n o t  c a u s e d  by  t h e  s l i d i n g  of t h e  a d j a c e s t  
f l u i d  p o r t i o n s  a l o n e ;  t h e  p o r t i o n  of t h e  s h e s r l n f c  s t r e s s  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f r i c t i o n  becomes s m a l l  r e l a t i v e  t o  t h e  
momentum t r a n s p o r t  owing  t o  t h e  i r r e g u l a r  c o n v e c t i o n  of t h e  
s u p p l e m e n t a r y  v e l o c i t  i e s ,  Up t o  now, i t  h a s  n o t  s u c c e e d e d  
t o  e x p l o r e  i n  some way t h e  n a t u r e  of  t h i s  momentum c o n ? r e c t i o n  - 
a p p a r e n t l y  o b e y i n g  s t a t  i s t i c a l  l a w s  - a n d  t o  make t h e  f l u c -  
t u a t i o n  phenomena a c c o m p a n y i n g  t h e  t u r b u l e n t  f l o w  a m e n s b l e  
t o  a t h e o r e t i c s 1  s t u d y .  I n  t h i s  r e s p e c t  t h e  p r e s e n t  a r t i c l e  
c o n t r i b u t e s  n o t h i n g  t o  t h e  s o l u t i o n  of t h e  p u z z l e ,  The t a s k  
u n d e r t a k e n  h e r e  m e r e l y  i n v o l v e s  t h e  i n t r o d u c t i o n  of p l a u s i b l e  
a s s u m p t i o n s  f o r  t h e  d i s t r i b u t i o n  of  t h e  a v e r a g e  v a l u e s  of  t h e  
v e l o c i t y  w i t h i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e P ,  which a r e  b a s e d  on t h e  
e m p i r i c a l  i a w  of  t u r b u l e n k  m o t i o n  i n  p i p e s  a n d  t h e  a p p l i c s -  
t i o n  of t h e  p r e v i o u s i y  d e r i v e d  momentum e q u a t i o n  t o  t h e  
e q u i l i b r i u m  of  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  i t  r e s u l t s  i n  r e l q t i o n s  
of  t h e  t u r b u l e n t  f r i c t i o n  a t  a  towed  p l a t e  which  a r e  i n  v e r y  
good a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r  i e n o e .  

TEE TURBULEET FLOU I N  S K O O T H  P I P E S  

The l a w s  of f l o w  r e s i s t a n c e  i n  p i p e s  h a v e  b e e n  t h e  sub-  
j e c t  of  a n  u n u s u a l l y  l a r g e  number of e x p e r i m e n t s .  But t h e  
e m p i r i c a l  m a t e r i a l  h a s  n o t  improved  much u p  t o  w i t h i n  r e c e n t  
d s t e  b e c a u s e  t h e  d i f f e r e z t  d e g r e e s  o f  w a l l  ro7:ghness h a d  b e e n  
f r e a u e n t l y  i g n o r e d  a n d  t h e  t e s t s  w e r e  n o t  r e f e r r e d  t o  t h e  
p h y s i c a l l y  c o r r e c t  p a r a m e t e r ,  t h a t  i s ,  t k ~  S e y n o l d s  number ,  
( T h e  o n l y  r e s f s t a n c e  f o r m u l a , s o  f a r ,  which a l l o w s  f o r  t h e  
r e l a t i v e  r o u g h n e s s  a n d  t h e  R e y n o l d s  number is t h a t  b y  2. v o n  
N i s e s  ( r e f e r e n c e  4 . )  I n  many i n s t a n c e s  no  c o n s i d e r a t i o n  was 
g i v e n  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  c o n s t a n t  v e l o c i t y  p r o f i l e  i n  t h e  
p i p e  i s  f o r m e d  o n l y  a f t e r  a f a i r l y  l o n g  " c o n v e c t i o n  plt.th." 
B l s s i u s  ~ e r i t s  t h e  c r e d i t  of h a v i n g  f o u n d  a n  e m p i r i c a l  
f o r m u l a  by a n a l y z i n g  t h e  m a t e r i a l  s n d  c o m p a r i n g  t h e  b e s t  ex- 
p e r  i m e n t s  f o r  smooth  ~ i p e s  which  v e r y  a c c u r a t e l y  r e p r o d u c e s  
t h e  n z t u r e  of t h e  f$ow r e s i s t a n c e  o v e r  a w i d e  r a n g e .  kccord-  
i n g  t o  i t  t h e  p r e s s u r e  d r o p  f o r  a c i r c u l a r  p i p e  i s  r e f e r ~ e d  - .. c 

Y 
t o  t h e  v e l o c i t y  h e a d  of t h e  a v e r a g e  v e l o c i t y  -- 

2e 
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w h e r e  1 i s  p i p e  l e n g t h ,  a n d  d  p i p e  d i a m e t e r .  

By t h i s  f o r m u l a ,  w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  e x p e r i m e n t s  ex- 
t r e m e l y  w e l l  o v e r  a w i d e  v e l o c i t g  r a n g e  t h e  p r e s s u r e  d r o p  i s  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  ? / 4  power  of t h e  a v e r a g e  v e l o c i t y  a s  
a g a i n s t  t h e  p r e v i o u s l y  h e l d .  c o n c e p t  i o n  t h a t  t h e  r e s i s t a n c e  
l a w  a b o v e  t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t g  wou ld  a p p r o a c h  t h e  s q u a r e  
L a w  f a i r l y  s o o n .  B. v o n  M i s e s  i n c i d e n t a l l y  c o n j e c t u r e d .  t h a t  
c o n t e m p o r a r i l y  w i t h  i n c r e a s i c g  v e l o c i t y ,  t h e  v e l o c i t y  d i s -  
t r i b u t  i o n  o v e r  t h e  s e c t  i o n  b e c o a e s  c o n s  i s t e n t l y  more  u n i f o r m  
s o  t h a t  t h e  m e a s u r e d  p a r a b o l i c  v e l o c i t y  p r o f i l e s  m e r e l y  
f o r m  a t r a l e i t i o n a l  phenomenon a n d  t h a t  t h e  p r o f i l e  v a r i e s  
c o n t i n u o u s l y  w i t h  i n c r e a s i n g  v e l o c i t y  ( r e f e r e n c e  4 . )  I n  
t h e  t e c h n i c a l  l i t e r a t u r e  a  p a r a b o l i c  d i s t r i b u t i o n  i n d e p e n d -  
e n t  o f  t h e  v e l o c i t g  i s  f o r  t h e  m o s t  p a r t  t a c i t l y  a s s u m e d .  
The w r i t e r  c o n c u r s  w i t h  Von i'l.ises t o  t h e  e x t e n t  o f  a s s u m i n g  
a  d i s t r i b u t i o n  v e r y i n g  w i t h  t h e  B e y n o l d s  n u ~ b e r  b u t  w i t h  t h e  
d i f f e r e n c e  o f  a , s suming  a w e l l  d e f i n e d  d i s t r i b u t i o n  f u n c t  i o n  
a s  a s y m p t o t i c  form r a t h e r  t h a n  t h e  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n ,  
wh ich  t h e  v e l o c i t y  d i s  t r i b u t  i o n  a p p r o s c ' l e s  a t  l ~ . r e e  P . ~ . v n o l d s  
r i u n b e r s  a n d  on p e r f e c t l y  smooth  w a l l s ,  H e n c e ,  t h  sssump- 
t i o n  t h a t  i n  t h e  t u r b u l e n t  a s  i n  t h e  l s m i n s r  z o n e ,  st l e a s t ,  
f o r  l a r g e  B e y n o l d s  n u m b e r s  f o r  w h i c h  t h e  r e s i s t a n c e  l a w  ( 9 )  
h o l d s  t r u e ,  a, s i r n i l s r  r e m a i n i n g  v e l o e i t s  d i s t r i b u t i o n  o v e r  
t h e  c r o s s  s e c t i o n  e x i s t s ,  s o  t h a t  f o r  i n c r e s s i n g  t h r o u g h f l o w  
v o l u m e  a , l l  v e l o c i t i e s  i p c r e a s e  i n  p r o p o r t  i o n .  P r a n d t L  r a i s e d  
t h e  q u e s t i o n  w h e t h e r  c o n c l u s i o n s  c o u l d  b e  d r a w n  f rom t h e  em- 
p i r i c a l  l a w  (9) r e g a r d i n s  t h i s  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n ,  He 
f o u n d  on t h e  b s s i s  of  a d i m e n s i o n % l  a n a l y s i s  t h a t ,  u n d e r  
c e r t a i n  p 1 a . u ~  i b l e  a s s u m p t i o n s ,  t h e  r e e  i s t a n c e  l a w  d e f  i n i t e l s  
d e f i n e s  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  i n  t h e  d i r e c t  
v i c i n i t y  o f  t h e  wal l .  The s u g g e s t i o n  f o r  t h e  f o l l o w i n g  a n a l -  
y s i s  g o e s  b a c k  t o  a c o n v e r s a t i o n  w i t h  P r a n d t l  Pn t h e  f a l l  
of  1 9 2 0 .  The p u b l i c a t i o n  i s  w i t h  h i s  c o n s e n t ,  t h o u g h  t h e  
p r o c e s s  o f  d e r i v a t i o n  i s  somewhat  d i f f e r e n t  f r o m  h i s .  

C o n s i d e r  a p i p e  o f  c i r c u l a r  c r o s s  s e c t i o n ,  If t h e  
v e l o c i t y  i n  t h e  p i p e  a x i s  ( P = 0 )  is i n d i c a t e d  by U , ~ , .  

t h e  a s s u m p t i o n  o f  a  v e l o c i t y  p r o f i l e  i n d e p e n d e n t  of t h e  
t h r o u g h f l o w  volume a n d  i n c r e a s i n g  s i m i l a r l y  i m p l i e s  t h a t  t h e  

u  r r a t i o  --- 
U 

i s  a d e f i n i t e  f u n c t i o n  of - o n l y  (r = d i s t a n c e  
111ax a 

f ron:  p i p e  a x i s ,  a = p i p e  r a d i u s ) .  
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H e n c e ,  t h e  f i r s t  a s s u m ~ t i o n  r e a d s :  t h e  v e l o c i t y  a t  d i s -  
i t a n c e  r f r o m  t h e  p i p e  a x i s  c a n  b e  p u t  

rp (g-) b e i n g  i n d e p e n d e n t  of umax. On d o u b l i n g  t h e  v e l o c i t y  

i n  t h e  c e n t e r  a l l  v e l o c i t i e s  a r e  d o u b l e d .  

The  s e c o n d  a s s u m p t i o n  s t a t e s :  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  
i n  v i c i n i t y  o f  t h e  w a l l ,  t h a t  i s ,  n e a r  r = a ,  i s  t o  d e p e n d ,  
a s i d e  f r o m  t h e  p h y s i c a l  c o n s t a n t s  a n d  p ,  only on t h e  
d i s t a n c e  f r o m  t h e  w a l l  q = a - r ,  a n d  f u r t h e r ,  on t h e  
s h e a r i n g  s t r e s s  ( f r i c t i o n a l  f o r c e )  To t r a n s f e r r e d  t o  t h e  

w a i l .  Z e n c e ,  f o r  s m a l l  v a l u e s  of TI 

S p e c i f i c a l l y ,  t h e  c u a n t i t y  u i s  t o  b e  i n d e p e n d e n t  o f  
t h e  p i p e  d i m e n s i o n s ,  t h a t  i s ,  of  a ,  f o r  s m a l l  y ~ a l u e s  o f  . T h i s  a s s u m p t i o n  i s  b a s e d  u p o n  t h e  p l a u s i b l e  c o n c e p t  
t h a t  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  n e x t  t o  t h e  w a l l  i s  inde-  
p e r d e n t  of t h e  o t h e r  b o u n d a r i e s  o f  t h e  f l o w ,  s o  t h s t  a 
d e f i n i t e  r e l a t i o n  e x , i s t s  b e t w e e n  t h e  f r i c t i o n  on a w a l l  e l e -  
ment  a n d  t h e  i m m e d i a t e l y  a d j a c e n t  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n .  
V i s u a l i z e  e a u a t f o n  ( 1 1 )  d e v e l o p e d  by  i n c r e a s i n g  p o w e r s  o f  q ;  
t h e  f i r s t  t e r m  o f  t h e  d e v e l o p m e n t  t o  r e a d  

x t o  b e  d e f i n e d  l a t e r ,  

The t h i r d  a s s u m p t i o n  c o n t a i n s  t h e  e m p i r i c a l  r e s i s t a n c e  
l aw:  on  d o u b l i n g  t 5 e  v e l o c i t y  t h e  p r e s s u r e  d r o p  a n d  t h e  
s h e a r i n g  s t r e s s  a t  t h e  w a l l  To i s  t o  b e  i n c r e a s e d  as 
1:27/4. 

The d i m e n s i o n a l  e a u a l i t y  o f  t h e  l e f t  a n d  r i g h t  s i d e  
o f  ( l l a )  c a n  o b v i o u s l y  b e  m a i n t a i n e d  o n l y  when f c o n t a i n s  
t h e  q u a n t i t i e s  fi, p ,  'rO a l s o  only i n  p o w e r s ;  f o r ,  on 

v 
c b e a r i n g  i n  mind  t h a t  JZ a n d  - h a v e  t h e  d i m e n s i o n s  o f  

P 'Q 
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v e l o c i t i e s ,  I t  i s  r e a d i l y  a p p a r e n t  t h a t  t h e  o n l y  p o s s i b l e  . d i m e n s i o n a l l y  c o r r e c t  c o m b i n a t i o n  i s  

w h e r e  B i s  a n o n d i n e n s i o n a l  c o n s t a n t .  

On t h e  o t h e r  hand.,  s l n c e  u  i n c r e a s e s  a c c o r d i n g  t o  (10) 
i n  p r o p o r t i o n  t o  t h e  t h r a a g b f l o w  vo lume;  w h e r e a s ,  T O  4c- 

c o r d i n g  t o  t h e  r e s i s f a n c s  l a w  i n c r e a s e s  w i t h  t h e  7/4 power  
o f  t h e  t h r o u g h f l o w  v o l u m e ,  t h e  r e l a t i o n  

The f i r s t  t e r n  of a d e v e l o p m e n t  o f  t h e  v e l o c i t y  i s  t h u s  
o b t a i n e d  as a f u c c t i o n  o f  t h e  w a i l  d i s t a c c e  

o r ,  w i t h  u ( q )  d e n o t i n g  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  i n  p r o x -  
irnit;~ o f  t h e  w a l l ,  t h e  s h e a r i n g  s t r e s s  

R i s  a u n i v e r s s l  c o n s t a n t  v a l i d  f o r  s m o o t h  w a l l s  t h e  
m a g a i t u d e  o f  wh ich  i s  o b v i o u s l y  c o n t i n r e n t  u p o n  t h e  s t a t i s t i -  
c a l  l a w  o f  t h e  t u r b u l e n t  f l u c t u a t i o n  e o u i l i b r  ium. 

I t  is somewhat  s u r p r i s i n g  a t  f i r s t  t o  f i n d  t h e  d i f f e r -  
e n t i a l  o u o t i e n t  at; t h e  w a l l  t o  b e  i c f i n i t e i y  g r e a t .  S i n c e  
no momentum c o n v e c t i o n  c a n  o c c u r  on s s m o o t h  w a l l  b e c a u s e  
b o t h  v e l o c i t p  c o m p o n e n t s  d i s a p p e a r ,  t h e  s h e a r i n g  f o r c e  must 

au 
b e  e a u a l  t o  t h e  f r i c t i o n a l  f o r c e  b . T h i s  e x p r e s s i o n  

is v 
s h o u l d  b e  i n f i n i t e  a c c o r d i n g  t o  e a u a t i o n  ( l 2 a ) .  The m a t t e r  

* i s  e x p l a i n e d ,  h o w e v e r ,  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e  e q u s . t l o n s  ( 1 3 )  
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and ( 1 2 a )  must be r e c a r d e d  a s  a n  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n  f o r  
t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a t  i n f i n i t e l y  l a r g e  Reyno lds  num- 
b e r s  j u s t  a s  t h e  power Inw f o r  t h e  f l o w  r e s i s t a n c e  r e p r e s e n t s  
an  a s y m p t o t i c  law f o r  a b s o l u t e l y  smooth w a l l s  and f o r  v e r y  
l a r g e  S e y n o l d s  numbers .  The t r u e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  i s  
o b t a i n e d  by d rawing  s t a n g e n t  w i t h  f i n i t e  s l o p e ,  sag, t o  

au  t h e  v e l o c i t y  c u r v e ,  s o  t h a t  T = CL -. (Compare ,  f o r  ex- h 
ample ,  t h e  i n t e r e s t i n g  measurements  i n  r e f e r e n c e  5.) I t  i s  
r e a d i l y  a p p a r e n t  t h a t  t h e  p ,o in t  o f  c o n t a c t  of t h i s  t a n g e n t  
i s  s h i f t e d  t o  t h e  p o i n t  q = 0 w i t h  i n c r e s s  i n g  Reynolds  
number. But i t  a p p e a r s  t h a t  e q u a t i o n  ( 1 2 )  i t s e l f  r e p r e s e n t s  
t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  w i t h  s u f f i c i e n t  a c c u r a c y  f o r  moder- 
a t e  Beyno lds  numbers .  

The b e s t  e x p e r i m e n t s  on t h e  v e l o c i . t y  d l s t r i b u t i o n  i n  a 
c i r c u l a r  p i p e  were u n d o u b t e d l y  t h o s e  made by T .  E .  S t a n t o n  
( r e f e r e n c e  61, f i r s t ,  b e c a u s e  h e  o r i g i n a t e d  t h e  u s e  of v e r y  
f i n e  p i t o t  t u b e s  i n  v e l o c i t y  measu remen t s ,  and  s e c o n d ,  h e  
enp loyed  a  v e r y  l o n g  s t r a i g h t  e n t r a n c e  s e c t i o n  ahead  of t h e  
$ e s t  s e c t i o n ,  t 5 u s  e n s u r i n g  t h a t  t h e  measurements  f e l l  i n  
t h e  zone where t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  no l o n g e r  v a r i e d  pe r -  
c e p t i b l y .  F i g u r e  2 shows S t a n t o n ' s  v e l o c i t y  v s l u e s  ( r a t i o  
of l o c a l  v e l o c i t y  t o  p i p e  a x i s  v e l o c i t y )  a g a i n s t  t h e  w a l l  
d i s t a n c e ,  bo th  on a l o g a r i t h m i c  s c a l e .  I t  i s  s e e n  t h a t  - 
a p a r t  f rom t h e  f i r s t  t e s t  p o i n t ,  0.25 m i l l i m e t e r  from t h e  
w a l l ,  s o  t h a t  t h e  i n d i c a t i o n  of t h e  p i t o t  t u b e  of  0.33 m i l l i -  
m e t e r  i n  d i a m e t e r  no l o n g e r  seems r e l i a b l e  - t h a t  t h e  t e s t  
p o i n t s  l i e  v e r y  a c c u r a t e l y  on a s t r a i g h t  l i n e  of 1 1 7  s l o p e .  1 

For  t h e  f u r t h e r  a p p l i c a t i o n s  q u a n t i t y  B i n  ( 1 2 a )  and  
( 1 2 b ) ,  which a c c o r d i n g  t o  t h e  a s s u m p t i o n s  f o r  smooth sur -  
f a c e s  s i g n i f i e s  a  u n i v e r s a l  c o n s t a n t  of t h e  t u r b u l e n t  f l o w  
r e g i m e ,  must  be  d e t e r m i n e d  n e x t .  For  t h i s  p u r p o s e  i t  i s  
r e a l l y  n e c e s s a r y  t o  know t h e  t o t a l  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  from 
t h e  w a l l  v i c i n i t y  t o  t h e  c e n t e r  of t h e  p i p e ,  whereas  t h e  fo r -  
mulas  ( 1 2 a )  and  ( 1 2 b )  a r e  v a l i d ,  f o r  t h e  p r e s e n t ,  o n l y  i n  w a l l  
p r o x i m i t y .  The chosen  method of  c a l c u l a t i o n  i n c l u d e d  t h e  u s e  
of s e v e r a l  a p p r o p r i a t e  i n t e r p o l a t i o n  f o r m u l a s  which s a t  i s -  
f a c t o r i l g  r e p r o d u c e  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n ,  ss measured  
by v a r i o u s  experimenters, and  change  t o  e a u a t i o n  ( 1 7 9 )  a t  t h e  
w a l l .  

, - ----- - , - 
'1t i s  t o  b e  n o t e d  t h a t  C h r i s t e n  p r o p o s e d  a  v e l o c i t y  

d i s t r i b u t i o n  f o r m u l a  a c c o r d i n g  t o  which t h e  v e l o c i t y  i s  pro- 
p o r t i o n a l  t o  t h e  1 / 8  r a t h e r  t h a n  117 power o f  t h e  d i s t a n c e  
from t h e  w a l l  ( r e f e r e n c e  7). A d e t a i l e d  p r e s e n t a t i o n  of t h e  
v a r i o u s  d i s t r i b u t i o n  f o r m u l a s  i s  found i n  F o r c h h e i m e r ' s  work 
( r e f e r e n c e  8 )  a s  w e l l  s s  i n  Giimbells  r e p o r t  ( r e f e r e n c e  9). 
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( a )  An ex t r eme  c a s e  o c c u r s  when t h e  f o r s u l a s  which in- 
d i c a t e  t h e  v e l o c i t y  is  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  1 / 7  power o f  t h e  
d i s t a n c e  from t h e  w a l l  a r e  c o n t i n u e d  t o  t h e  p i p e  c e n t e r .  
The re f  o r e  

o r  f o r  w a l l  proximity 

Cons i c l e r i n g  t h e  r e l a t i o n  

2 -- ri 
dp -a = 2qaTo and  To = Y --a 
dx  2 2 

e x i s t i n g  be twee2  t h e  p r e s s u r e  d r o p  a n 8  t h e  w a l l  s t r e s p ,  t h e  
c a l c u l a t i o n  of  t h e  f l o w  r e s i s t a n c e  by 3 1 a s i u s 1 s  f o r m u l ?  g i v e s  

r L h e  r a t i o  of  a v e r a g e  v e l o c i t y  v ,  o c c u r r i n g  i n  B l a s i u s r s  
f o r m u l a ,  t o  maximum v e l o c i t y  i s ,  by (171,: 

1 /4 
Thus w i t h  h = G.ZX6 (:) t h e  v a l u e  f o r  t h e  c o n s t a n t  

B i s  

( b )  A b e t t e r  a p ~ r o x i m a t i o n  t o  t h e  measurements  i s  
a f f o r d e d  i n  t h e  c a s e  where  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  a t  t h e  p i p e  
c e n t e r  i s  " rounded  o f f w  a, l t t t l e ,  T h i s  i s  b e s t  o b t a i n e d  by 

c t h e  f o r m u l a  
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where t h e  exponen t  n  can b e  c h o s e n  a r b i t r a r i l y ;  fi = 1 
o b v i o u s l y  l e a d s  back  t o  ( 1 3 ) .  F i g x r e  3 c o n t s i n s  a number 
of measu remen t s  of d i f f e r e n t  e x p e r i m e n t e r s  a l o n g  w i t h  t h e  
t h r e e  c u r v e s  f o r  L = 1, 1.25,  an^ 2 .  The t e s t  p o i n t s  l i e  
a l m o s t  w i t h o u t  e x c e p t i o n  between c u r v e s  n  = 1 and n  = 2 .  
R e p e a t i n g  t h e  above  c a l c u l a t i n g  p r o c e s s  w i t h  TI = 1 . 2 5  and  

= 2 ,  t h e  c o n s t a n t  B amounts t o  

avera .ge  v e l o c i t y  
The v a l u e s  of t h e  r a t i o  ---------- a r e  0 .838  

maximum v e l o c i t y  

f o r  n  = 1 . 2 5  and  0 . 8 7 5  f o r  n = 2 .  The most r e l i a b l e  
measurements  g i v e  0 .84 . '  From t h i s  i t  i s  c o n c l u d e d  t h a t  (13) 
w i t h  n F 1 . 2 5  t o  2 r e p r e s e n t s  t h e  c o z d i t i o n s  f a i r l y  accu-  
r a t e l y ,  s o  t h a t  h e r e i n a f t e r  B = 8 . 7  i s  g e n e r a l l y  u s e d .  

T h z s  e o u a t i o n  ( 1 2 a )  must be  w r i t t e n  

I f  t h e  s h e a r i n g  s t r e s s  T o  i s  e x p r e s s e d  a s  f u n c t i o n  of 

t h e  v e i o c i t y ,  e q a s t i o n  ( 1 2 b :  r e a d s  

3 i i t h  t h e  v a l u e s  of B o b t a i n e d  on t h e  b a s i s  of t h e  
t h r e e  i n t e r p o l a t i o n  f o r m u l a s ,  t h e  e a u a t  i o n  would r e a d  

------ ,--- ------ 
'b-iso wor thy  of  m e n t i o n  s r e  t h e  measu remen t s  by G .  J. 

i Y i l l i z n s  ( r e f e r e n c e  1 0 )  an& ~:;rnbel ( r e f e r e n c e  9 1 ,  where  
t h e  p r o p o r t i o n a l i t y  f a c t o r  d e c r e a s e s  a l i t t l e  w i t h  i n c r e a s -  
i n g  Reyno lds  numbers a n d  t h e n  a p p r o a c h e s  t h e  l i m i t i n g  v a l u e  
C,811.  T h i s  would f a v o r  t h e  s i n p l e  i n t e r p o l s t  i o n  f o r m u l a  
unde r  ( a ) ,  But s u b s t a n t i a l l y  h i g h e r  v a l u e s  ( u p  t o  0 . 8 7 )  a l s o  
o c c u r ,  whe re  t h e  e f f e c t  of e n t r a n c e  l e n g t h  a n d  r o u g h n e s s  h a v e  
n o t  y e t  b e e n  f u l l y  e x p l a i n e d .  



1/4 
T = 0.0225 p l i m  (u2 (L) 1 

27 = 0 i  UQ/. j 

a s  t h e  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  w a l l  f r i c t i o n  i n  c a s e  t h e  
v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  u i s  known i n  t h e  v i c i n i t y  of 
t h e  w a l l ,  Tbe c o n s t a p t  i n  e o u a t i o n  ( 1 4 b )  amounts  t o  0 . 0 2 3 3  
f o r  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  p i p e  bp ( 1 4 3 ,  a s  a g a i n s t  
0 .0251 a n d  0.0221 w i t h  q = 1 .25  and q = 2 ,  by ( 1 4 8 ) .  

APELICAT ION TG HEAT TRANSFER 

For  compar ing  t h e s e  f o r m a l a s  w i t h  t h e  T e p r c s e n t s t  i o n s  
e x p r e s s i n g  t h e  t u r b u l e n t  f r i c t i o n  hy an a p ~ a r e n t  i o c r e s s e  
i n  f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t  ( r e f e r e n c e  11) t h e  s h e a r i n g  s t r e s s  
t r a n s m i t t e d  i n  a l 3 y e r  d i s t a n t  q from t h e  w a l l  i s  

J f  u  a s  a  f u n c t i o n  of q and  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  
i n  t h e  p i p e  a r e  :.:town, t h e  f u n c t i o n  g can be e x p l i c i t l y  
c a l c u l ~ t e d .  Nesr  t h e  w a l l  T must become T o  . 

du - C o ~ s i d e r i n g  ( l 4 a )  and  e s p e c i a l l y  t h e  r e l a t i o n :  7' q - - 
dy 

u, y i e l d s  f o r  g: 

r 
and  p u t t i n g  T 7 T 0 t  a s  f o l l o w s  from t h e  c o n d i t i o n  of 

e q u i l i b r i u m  f o r  t h e  c i r c u l a r  p i p e ,  g i v e s  

Y b e i n g  s o l e l y  a f u n c t i o n  of q which 'Decornes q f o r  s r n ~ 1 1  
q, The r e l a t i o n  ( 1 5 a )  i s  a . p p l i c a b l e  t o  any  c r o s s  s e c t i o n  i f  

i s  i t  i s  a s s u n e d  t h a t  t h e  r a t i o  o f  s h e a r i n g  s t r e s s e s  - 
7 0  

i n d e p e n d e n t  of t h e  v e l o c i t y  and i s  o n l y  a  f u n c t i o n  of t h e  
l o c a t i o n .  
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Q u a n t i t y  g i s  a kind of " t u r b u l e n t  f r i c t i o n  c o e f f i -  
c i e n t "  o r  b e t t e r  e x p r e s s e d  a " t u r b u l e n c e  f a c t o r  ," 

The p o r t i o n  of t r u e  f r i c t i o n  a t  l a r g e r  Xeynolds  numbers ,  
up t o  a n  e x t r e m e l y  t h i n  l a p e r  a t  t h e  w a l l ,  i s  v a n i s h i n g l y  
small,  h e n c e  t h e  s h e a r i n g  s t r e s s  i s  t o  b e  r e g a r d e a  a l m o s t  
e x c l u s i v e l y  a s  an a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  momentum c o n v e c t i o n ,  
T h i s  i d e n t F f i c a t i o n  is  of i n t e r e s t  b e c a u s e  i t  mnkes i t  
p o s s i b l e  t o  d e v e l o p  f u r t h e r  t h e  a n a l o g y  be tween  f r i c t  i o a a l  
r e s i s t a n c e  and  h e a t  t r a n s f e r  i n  t u r b u l e n t  f l o w ,  d i s c o v e r e d  
by Reyno lds  ( r e f e r e a c e  1 2 )  and P r a n d t l  ( r e f e r e n c e  131, 
Assuming t h a t  t h e  momentum t r a n s p o r t  and  t h e  h e a t  t r a n s f e r  
i s  a o c o n p l i s h e d  by t h e  s a n e  mechanism of t h e  i r r e g u l a r  mo la r  
f l u c t u a t i n g  m o t i o n ,  e v i d e n t l y  r e s u l t s  i n  two a n a l o g o u s  f crmu- 
l as  f o r  t h e  s h e a r i n g  f o r c e  t r s n s m i t t e d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  
f l o w  by " t u r b u l e n t  nomentun conduc t  i o n "  p e r  u n i t  of s u r f a c e  
and f o r  t h e  h e a t  volume c r a n s f e r r e d  by " t u r b u l e n t  h e a t  con- 
d u c t  i o n ; "  

where e = s p e c i f i c  h e a t ,  0 = t e m p e r a . t u r e ,  h e n c e  ce = h e a t  
c o n t e n t  p e r  u n i t  ma.ss, Formula  ( 15a) rnsy be c o n t i n u e d  up  t o  
t h e  w a i l  w i t h  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  If t h e  same p r o p o r t i o n a l i t y ,  
assumed f o r  t h e  mechsnjsm of t h e  " t u r b u i e n t  nomentum and  h e s t  
t r a n s f e r , "  e x i s t s  f o r  t h e  t r a n s f e r  of m o l e c u l a r  momentum and  
h e a t ,  t h a t  i s ,  f o r  t h e  l a m i n a r  l n t e r n s l  f r i c t i o n  an& f o r  t h e  
t r u e  h e a t  c o n d u c t i o n .  A s  p r e v i o u s l y  p o i n t e d  o u t  by P r a n d t l ,  
t h i s  i s  e v i d e n c e d  by t h e  f a c t  t h a t  f o r  t h e  r e s p e c t i v e  f l u i d ,  

CIL t h e  r e l a t i o n  - = 1 e x i s t s  be tween  h e a t  c o n d u c t i o n  A ,  
A 

f r i c t i o r ,  c o e f f i c i e n t  w ,  and s p e c i f i c  h e a t  c .  This condition i s  

a p p r o x i m a t e l y  compl ied  with, i n  g a s e s .  If 25 d i f f e r s  v e r y  
A 

much f rom u n i t y ,  a s ,  f o r  example ,  f o r  w a t e r ,  t h e  f o r m u l a  may 
be  e x t e a d e d  o o l y  t o  t h e  boundary of t h e  l a n i p a ~  l a g e r  n e x t  
t o  t h e  w a l l ;  w h i l e  t h e  e f f e c t  o f  Gbis l a y e r  -- as w i l l  be  
e x p l a i n e d  e l s e w h e r e  - can be e x p r e s s e d  3g a l i m i t i n g  con- 
d i t i ~ n ,  
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T h e  f o r m u l a  f, i 5 a )  e n a b l e s  t h e  h e a t  t r n n s f e r  t o  be corn- 
p u t e d  i n  a l l  c a s e s ,  where  t h e  " v e l o c i t g  f i e l d "  of t h e  t u r b u -  
l e n t  f l o w  i s  a p p l i c e . h l e  t o  t h e  s v e r a g e  v a l u e s  i n  t i m e ,  a n d  
hence  g i s  known. With t h i s  f o r m u l a ,  8 .  Latzl ro  ( r e f e r e n c e  
1 4 )  worked o u t  a number of t e c h n i c a l l y  i m p o r t a n t  c a s e s  of 
h e a t  t r a n s f e r  t o  t u r b u l e n t  f l o w s ,  I t  s u c c e e d e d ,  i n  p a r t i c u -  
l a r ,  i n  s h o w i n g ,  t h a t  i t  Os i n c o r r e c t  t o  s p e a k  of a " h e a t  
t r a n s f e l -  f a c t o r , "  a s  is ccustomsry i n  e n g i n e e r i n g ,  t h a t  t h e  
h e a t  t r a n s f e r  i s  r a t h e r  ~ o n d i  t f o n a i  upon t h e  t o t a l  a ryange -  
ment .  I t  a l s o  s u c c e e d ~ c l  i n  e x p l a i n i n g  t h e  e f f e c t  of t h e  
i n d 4 v i d u s . l  f a c t o r s  a n d  s o  t o  o r g a n i z e  t h e  o c c a s i o ~ s l l ~  con- 
t r a d i c t o r y  e x p e r f a c n t a l  m a t e r i a l .  In  t h i s  r e s p e c t  t h e  c a l c u r  
l a t i n g  p o s s i b i l i t i e s  of  h e a t  t r s n s f e r  p r o c e s s e s  appea,r sub- 
s t a n t i s 1 ; y  e x t e n d a d  berood t h e  P r a n d t l  m s l o g y  c o n c l u s i o n s ,  
s i n c e  f o r  t h e  l a t t e r  R com.plete ae reeu ien t  i n  v e l o c i t y  and  
t e m p e r a t u r e  f i e l d  h a d  t o  b e  a s sumed ,  w h i l e  t h e  f o r m u l a  of  t h e  
p r e s e n t  r e p o r t  makes t h e  d i f f c r e n c e s  be tween  b o t h  a l s o  amens- 
b l e  t o  c a l c u l a t i o n .  . 

TUBBULENT Z O U N D k R Y  LAYES ON THE FL4T PLATE 

The s u b s  e c u e n t  c s l c u l a t  i o n s  a r e  3 a s e d  on t h e  p r e v i o u s l y  
d e r i v e d  e q u a t i o n s  ( 1 4 a )  and ( 1 4 % )  a c c o r d i n e  t o  which t h e  
v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a s  a  f u n c t i o n  of  t h e  wail d i s t a n c e  i s  

if T o ,  t h e  s h e a r i n g  s t r e s s  t r a n s f e r r e d  t o  t h e  w a l l  i s  
g i v e n ,  w h i l e  t h e  s h e a r i n g  s t r e s s  T~ i s  

u ( q )  b e i n g  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t  i o o  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  
of t h e  w a l l .  To a p p l y  t h e s e  r e J a t i o n s  t o  t h e  " t u r b u l e n t  
boundary l a y e r "  r e q u i r e s  a c o r r e s p o n d i n g  f o r m u l a  f on. t h e  
v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n .  N i t h  6 = boundary  l a y e r  t h i c k n e s s ,  
U = v e l o c i t y  i n  u n d i s t u r b e d  f l o w ,  and y  = d i s t a n c e  f rom t h e  
w a l l ,  t h e  e l e m e n t a r y  f  o r n u l a  r e a d s  
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E q u a t i n g  ( 1 6 )  t o  ( 1 4 a )  o b v i o u s l y  g i v e s  

t h a t  i s ,  t h e  s h e a r i n g  s t r e s s  

E q u a t i o n  ( 1 7 )  y i e l d s  t h e  f o r m u l a  t h a t  mus t  be u s  eO i n  
t h e  momentum e q u a t i o n  o f  t h e  bounda ry  l a y e r  as t h e  f r i c t i o n a l  
f o r c e  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  a t h e o r y  of t h e  t u r b u l e n t  bounda ry  
l a y e r  which i s  t o  r e p l a c e  t h e  P r a n d t l - B l a s i u s  t h e o r y  f o r  
t h e  l a m i n a r  boundary l a y e r .  

P l a c i n g ,  i n  f a c t ,  e q u a t i o n  ( 1 7 )  i n  e q u a t i o n  ( 5 )  g i v e s  

meizns of  ( 1 6 )  g i v e s  t h e  d i f f e r e n t i a l  ecluat i o n  of t h e  bounda ry  
l a y e r  t h i c k n e s s  

The s o l u t i o n  of t h i s  e q u a t i o n  r e a d s  

o r ,  f o r  t h e  l e n g t h  Z 
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T h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  g r o w s  p r o ~ o r t i o n a l  t o  Jbj;-, 
4 / 5  

t h e  t u r b u l e n t  l a g e r  p r o p o r t i o n a l  t o  x , a c c o r d i n g  t o  eaun-  
t i o n  ( 1 8 ) .  

Now t h e  f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e  o f  a p l a t e  o f  l e n g t h  1 
c a n  b e  c a l c u l a t e d ,  e i t k e r  by i n t e z r a t i o n  of  t h e  f r i c t i o n a l  
f o r c e s  a l o n g  t h e  p l a t e  or b y  a p p l y i n g  t h e  momentum t h e o r e m  
t o  t h e  e n d  s e c t i o h  f o r  = 1 .  T h e  r e s i s t a n c e  ( b o t h  s i d e s )  
f o l l o w s  as 

R e f  e r r i n g  t h e  r e s i s t a n c e  t h r o u g h  t h e  f o r m u l a  

t o  t h e  v e l o c i t y  h e a d ,  g i v e s  t h e  r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t  c f  

uz  1 
t h e  E e y n o l d s  number B b e i n g  p u t  a t  2 = --. 

1) 

Fii:i.re IC c o n t a i n s  t h e  t e s t  d a t a  by  G i b b o n s  a n d  W i e s e l s b e r g e r  
( r e f e r e n c e  1 5 )  on c o m p a r a t i v e l y  s m o o t h  p l a t e s ,  t h e  l i n e  f o r  
c f  a c c o r d i n g  t o  ( 1 9 - 1 ,  t h e  E e g n o l d s  number  a n d  t h e  r e s i s t -  
a n c e  c o e f f i c i e n t  a r e  g i v e n  on  s l o g a r i t h m i c  s c a l e ,  The  -.Tree- 
ment  i s  e x c e p t  i o n a l l y  g o o d .  G e b e r s  ( r e f  e - e n c e  1 6  ) o b t a i n e d  
a s l i g h t l y  h i e h e r  e x p o n e n t .  I t  i s  s u s F e c t e d  t h a t  t o w i n e  o f  - 

v e r y  l o n g  p l a t e s  i s  a c c o m p a n i e d  b y  i n e v i t a b l e  v i b r a t i o n s  
w h i c h  p e r m i t  t h e  r e s i s t a n c e  t o  i n c r e a s e  r a p i d l y .  
-------T-.l----T--r----------------------I--r------C 

l ~ c c o r d i n ~  t o  a c o m m u n i c a t i o n  by  l e t t e r ,  P r a n d t l  pos -  
s e s s e d  f ~ r m u l a  ( 1 9 a )  b e f o r e  t h e  w r i t e r  d i d ,  He i n d i c a t e s  
( c f ,  E r g e b n i s s e ,  v o l .  I )  a s i m i l a r  f o r m u l a  w i t h  a s u p p l e -  
m e n t a r y  t e r m  w h i c h  a l l o w s  f o r  t h e  p o s s i b l e  e x i s t e n c e  of  
l a m i n a r  f l o w  at  t h e  f r o n t  e d g e  o f  a s u i t a b l y  s h a r p  p l a t e .  
A f t e r  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  n u m e r i c a l  f a c t o r s  f r o m  o l d e r  t e s t s  

1 1 6 0 0  
by G e b e r s ,  h e  g i v e s  t h e  f o r m u l a  c f  = 0 . 0 7 3  -- - -- 

R o o 2  R '  
C w h e r e  t h e  n u m e r i c a l  f a c t o r  i n  t h e  s e c o n d  t e r m  g e n e r a l l y  de- 

p e n d s  u p o n  t h e  d e g r e e  o f  s h a r p e n i n g ,  a n d  s h o u l d .  b e  p r a c t i c a l l y  
v a n i s h i n g l y  small f o r  a r o u n d e d - o f f  l e a d i n g  e d g e .  
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An e q u n l l y  good  c o n f i r m a t i o n  is  a f f  ortl.ed bv t h e  v e l o c i t y  
m e a s u r e m e n t s  i n  t h e  v i c i n i t y  of  a towed  b o a r d .  Thus t h e  
p o i n t s  i n  f i ~ u r e  5 r e p r e s e n t  t h e  m e a s u r e d  v e l o c i t y  d i s t r i -  
b u t i o n  p e r p e n d i c u 1 a . r  t o  a b c a r d  towed  i n  w a t e r  a s  s f u n c t i o n  
of t h e  w a l l  d i s t a r i c e  a n d  s p e c i f  i c a l l p  i n  a s e c t  i o n  8.25 meters 
b e h i n d  t h e  f r o n t  e d e e  ( r e f e r e n c e  17). The s o l i d  l i n e  g i v e s  
t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c c o r d i r r g  t o  e q u a t i o n  ( 1 5 ) ,  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  t h i c k n e s s  was computed  b y  e q u a t i o n  ( 1 8 ) .  
A c o m p a r i s o n  of t h e  t e s t  d a t a  w i t h  t h e  e u r v e  a a c o r d i n g  t o  
equa.t i c n  ( 1 6 )  d i s c l o s e s ,  a b o v e  a l l ,  t h a t  i t  i s  i n  no  way 
n e c e s s a r y  t o  assume s v e l o c i t y  jump a t  t h e  w a l l ,  as com- 
monly  r e p o r t e d  i n  t h e  t e c h n i c a l  l i t e r a t u r e .  The p r e s e n t  
f o r m u l a s  r a t h e r  r e p r e s e n t  t h e  r a p i d  d e c r e a s e  i n  v e l o c i t y  
n e x t  t o  t h e  w a l l  by t h e  v a r i a t i o n  of t h e  power  c u r v e  w i t h  
t h e  e x p o n e n t  1 / 7  c o r r e c t l y  a n d  u n r e s t r i c t  e d l g .  

L A N I M R R  FLO'U: ON A ROll&TIi'JG D I S K  

A s  a f u r t h e r  i l l u s t r a t i v e  example  of a p p l y i n g  t h e  meth- 
ods  o b t a i n e d  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n  of l a m i n a r  a n d  t u r b u l e n t  
f r i c t  i c a e l  r e s i s t a n c e s ,  t h e  c a s e  of  a u n i f o r m l y  r o t a t i n g  
d i s k  i s  t o  be a n a l y z e d ,  The l a m i n a r  s t a t e  of  f l o w  c a u s e d  
b y  a r o t a t i n g  f l a t  d i s k  i s  of s p e c i s l  i n t e r e s t  f o r  t h e  r e a -  
s o n  t h a . t  i t  r e p r e s s r t s  3ne  ~ f  t h e  r a r e  c s s e s  i n  which t h e  
d i f f e r e n t i a l  e y u a t i o n s  o f  t h e  v i s c o u s  f l u i d s  can be i n t e -  
g r a t e d  w i t h o u t ;  o m m i s s i o n s .  I t  o f f e r s  a n  immedis , t e  c h e c k  
on t h e  a c c u r a c y  w i t h  wkich P r a n d t i ' s  b o u n d a r y  l e y e r  eaua,-- 
t  ion^ y i e l d  a n  a p p r o x i m a t i o n .  

The p r o b l e m  i s  p o s e d  as f o l l o w s :  

The h a l f  s p a c e  x > 0 s h a l l  b e  f i l l e d  w i t h  l i a u i d ,  
The b o u n d a r y  ? l a n e  x = 0 r o t a t e s  a b o u t  t h e  ~ - 3 , ~ i s  w i t h  
t h e  u n i f o r m  r o t a t i o n s 1  s p e e d  w .  Vhqt i s  t h e  s t q t e  of 
m o t i o n  i n  t h e  h a l f  s p s . c e  x > 0 w i t h  c c n s  i d e r ~ t i o n  t o  t h e  
f l u i d  f r i c t i o n ?  

I n t r o d u c i n g  c y l i n d r i c a l  e o o r d i n s t  es r ,  - 8 ,  x a n d  de- 
n c t  i n g  w i t h  c r ,  c t ,  c x  t h e  v e l o c i t y  componen ts  i n  r a d i a , l ,  

t a n g e n t  is1 and  a x i a l  d i r e c t i o n ,  a n d  w i t h  p  t h e  hydro-  
s t a t i c  p r e s s u r e ,  t h e  d i f f e r e n t i s l  e q u a t i o n  o f  t h e  f l c w  i n  
c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  - when, as f o l l c v a  f rom r e a s o n s  of 
s y m m e t r y ,  a l l  v e l o c i t i e s  a r e  i n d e p e n d e n t  of  9 - r e a d :  



a n d  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  

The  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  e a u a t i o n s  s h o w s  t h a t  t h e  s g s -  
tern ( 2 0 )  a n d  (20a) c a n  b e  s s t i s f  i e d  by t h e - f o r m u l a .  

t h u s  y i e l d i n g  f o r  t h e  t h r e e  f u n c t i o n s  f ,  g ,  h t h e  or -  
d i n s r g  s i m u l t a n e o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u ~ t  i o n s  

w h i l e  t h e  e q u a t i o n  

a r i s i n g  f r o m  t h e  t h i r d .  e a u s t i o n  o f  t h e  s y s t e m  ( 2 0 )  d e f i n e s  
t h e  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  ~ ( x ) .  

S i n c e  t h e  f l u i d  i s  t o  p o s s e s s  n o  r o t a t i o n  st i n f i n i t y ,  
b u t  f s  t o  a d h e r e  t o  t h e  r o t a t i n g  w a l l  f o r  x = 0, t h e  sss- 
tern o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  r e a d s  



N A C A  TN No. 1 0 9 2  22 

T h e  f u n c t i o n  h(x) h a s  s f i n i t e  l i m i t i n g  v a l u e  f o r  
x = m .  T h i s  means t h a t  t h e r e  i s  a a t e a d s  i n f l o w  a g a i n s t  
t h e  r o t a t i n g  w a l l  as i s  t o  b e  e x p e c t e d  f o r  r e a s o n s  o f  
c o n t i n u i t v .  Owing t o  t h e  a d h e r e n c e  o f  t h e  f l u i d ,  t h e  r o -  
t a t i n g  w a l l  a c t s  l i k e  a k i n d  o f  c e n t r i f u g a l  f a n ,  N e x t  t o  
t h e  w a l l  t h e  f l u i d  i s  c o n t i n u o u s l y  c a r r i e d  t o  t h e  o u t s i d e ,  
t o  b e  r e p l a c e d  by  a x i a l  i n f l o w .  

F o r  n o n d i m e q s i o n a l  r e p r e s e n t a t  i o n  

i s  i n t r o d u c e d  as i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  a n d  i n  p l a c e  of  
h f ,  g ,  h  t h e  f u n c t i o n s  2 ,  g, - 

s o  t h a t  (22) becomes  

w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t  i o n c  

f = O , g = l , r f i = O  f o r  t = O  - 
f = O , g = O  f o r  6 = m  - 

s o  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  a r e  i n d e p e n d e n t  of a l l  s p e c i a l  d a t a  
o f  t h e  p r o b l e m ,  The s i m i l a r i t y  l a w s  of  t h e  p r o b l e m  a r e  
r e a d i l y  a p p a r e n t .  S i n c e  e ( t  ) i n d i c a t e s  t h e  p r o p o r t i o n -  - I-&-- 

a l i t y  f a c t o r  of  t h e  r o t a t i v e  s p e e d  a t  d i s t a n c e  r = 

f r o m  t h e  wall  t o  s p e e d  o f  r o t s t i o n  w ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  
w i t h  i n c r e a s i n g  v e l o c i t y  o n l y  o n e  l a y e r  a t  t h e  w a l l  mani-  
f e s t s  p e r c e p t i b l e  ~ o t a t i o n s l  s p e e d s ,  w h i c h  d e c r e a s e  w i t h  

i q c r e a s  i n g  v e l o c i t y  a n d  d e c r e a s i n g  v i s c o s  i t g  as 
p7-- - 

w ' 
On t h e  o t h e r  h a n a ,  i t  f a l l o w e  f r o m  t h e  l a s t  o f  e q u a t i o n  

I ( 2 4 a )  t h a t  t h e  a x i a l  i c f l o w  v e l o c i t y  i n c r e a s e s  a$ i g f  i n i t s  

a.s f i. 



The e q u a t i o n  s y s t e m  ( 2 2 )  c a n  b e  s o l v e d  by  a n y  numer i -  
c a l  m e t h o d  o r  by  s e r i e s  e x p a n s i o n ,  However ,  i t  i s  p r e -  
f e r r e d  t o  a p p l y  P @ h l h a u s e n l s  m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  r e f e r e n c e  
1, f c r  a f i r s t  a p p r o x i m a t i o n ,  

I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  f u n c t i o n  f a n d  g a t  a 
d i s t a n c e  S f r o m  t h e  w a l l  % r e  a l r e s d g  v e r y  l i t t l e  d i f f e r -  
e n t  f r o m  z e r o ,  From ( 2 1 )  i t  f o l l o w s  t h s t  t h e  " b o u n d a ~ y  
l a y e r  t h i c k n e s s "  i n  t h e  p r e s e n t  c a s e  i s  c o n s t a n t  a l o n g  
t h e  w a l l ,  h e n c e  6 i s  i n d e p e n d e n t  of t .  

I n t e g r a t i o n  of  t h e  f i r s t  two e a u r z t i o n s  -- of ( 2 9 n )  be- 

t w e e c  = 0 and x = & ,  t h a t  f s ,  t = 8 ,./: = f o ,  ~ i v e s  

P a r t i a l  i n t e r r ~ t  i o n  o f  t h e  s e c o n d  i n t  e g r s l ,  w h i l e  
b e s r l n g  i n  mind that a c c o r d i n g  t o  t h e  l a s t  e o u a t i o n  of  t h e  

a h  
'Î  

s y s t e m  ( % ? a )  - can be  r e p l a c e d  by - 2 f ,  f i n a l l y  a f f o r d s  a! 

as a p p r o x i m a t e  e r p r e s s i o n s  f o r  f a n d  g ,  where s s f g -  
n i f  i e s  a c o n s t a n t  t h a t  i s  t o  be  T e t e r m i n e d ,  

S t  was b o r n e  i n  mind t h s t  
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f = 0 ,  g = 1  f o r  t = G  - 
df  - f = -- e = - -  a' f o r  b = 8 

- - d[ 

and  a l s o ,  a s  i s  r e s d i l y  s e e n  f rom ( 2 2 a ) ,  t h a t  

d  if - 
-- = 3 d  2e 

1 ,  ---,- = 0  f o r  [ = O  
d r D  a t 2  

Gumer i c a l  c a , l c u l a t  i o n  of t h e  i n t e g r a l s  c o n t a i n e d  i n  
( 2 6 )  g i v e s  

[ c 

w h i c h ,  e n t e r e d  i n  ( 2 6 ) ,  g i v e s  two o r d i n ~ r y  equa , t i ons  f o r  
s and  t o  

I 

The n u m e r i c a l  s o l u t i o n  gives 

On t h e  basis of t h e s e  d a t a  t h e  bounda ry  l a y e r  t h i c k -  
n e s s  6 a n d  t h e  a x i a l  i n f l o w  v e l o c i t y  c, a t  i n f i n i t y  
can t h e n  be computed.  O b v i o u s l y  
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Assume,  f o r  e x a m p l e ,  a i r  as f l u i d  w i t h  v = 0 , 1 4  s q u s r e  

c e n t i m e t e r  p e r  s e c o n d  a n d  a n  rpm = 600 p e r  m i n u t e ,  t h a t  i s ,  

w = Z s  = 6 7 . 8  p e r  s e c o n d ;  t h e n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h i c k n e s s ,  
6 0  

a c c o r d i n g  t o  ( 3 1 ) ,  would  be  

6 = 0 .122  c u b i c  c e n t i m e t e r  

a n d  t h e  a x i a l  i n f l o w  v e l o c i t y  

c, = - 7.6 c e n t i m e t e r s  p e r  s e c o n d  

The m a s t  i m p o r t s n t  p r o b l e m  i s  t h e  c a l c u l a t i o n  of  t h e  
f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e .  Assumine  t h e  wa.11 bounded  by r = a ,  
t h e  c s s e  i s  o b v i o u s l y  t h a t  o f  a  r o t a t i n g  d i s k  w i t h  r a d i u s  a .  
Rorrever ,  t h e  f a c t  t h a t  t h e  o u t e r  p a r t s  of t h e  p la .ne  x = O 
art m i s s i n g ,  c a n n o t  be w i t h o u t  some e f f e c t  on t h e  m o t i o n  of 
t h e  f l u i d ,  a l t h o u g h  i t  i s  t o  be p r e s u m e d  t h a t  t h i s  e f f e c t  
r e m a i n s  i n s i g n i f  i c s n t ,  when Che th ic2i ;ness  o f  t h e  b o u n d a r v  l a y e r  
r e l a t i v e  f o disk radi11.s i s  very e m a l l ,  as i s  al:l.oct ~lway? t h e  case !n practice, 
On t h e s e  . . t s sun ;p t ions ,  t h e  moment o f  t h e  s h e a r i n g  f o r c e s  a c t -  
i n g  on t h e  d i s k  i s  s i m p l y  i n t e g r a t e d  f rom r = 0 t o  r = a ,  
o r  what a m o u n t s  t o  t h e  same t h i n g ,  t h e  a n g u l a r  momentum l e a v -  
i n g  i n  u n i t  t i m e  w i t h  t h e  f l y i d  a, t  t h e  c y l i n d r i c a l  s u r f a c e  
r = a i s  computed a n d  e q u a t e d  t o  t h e  moment o f  t h e  f r i c t i o n a l  
f o r c e s .  The l a t t e r  p r o c e s s  i s  p r e f e r r e d .  The a n g u l a r  momen- 
tum of  t h e  f l u i d  l e a v i n g  a t  t h e  c y l i n d r i c a l  s u r f s c e  i n  u n i t  
t i m e  i s  

6 

The i n t e g r a l  / z g d t  has a l r e a d y  been  computed .  E n t e r -  
Q*.l 

i n g  i t s  v a l u e  from ( 2 8 )  g i v e s  
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w h e r e  U = a w  i s  t h e  o i r c u m f e r e n t i a l  v e l o c i t y  a n &  R = 2s- 
v V  

i s  t h e  R e y n o l d s  number .  E q u a t i o n  (218)  m u s t ,  o f  c o u r s e ,  5 e  
u s e d  t w i c e ,  t o  o b t a i n  t h e  r e s i s t a n c e  of t h e  d i s k  e x p o s e d  t o  
f l o w  f r o m  b o t h  s i d e s ,  

FRICTIONAL B3S ISTANCE OF X O T A T  I X G  D ISX IS TURBULENT F L U I D  1fOTIOW 

The r e l a t i o n  g o v e r n i n g  (53): a, f r i c t i o n a l  moment p r o p o r -  
t i o n a l  t o  t h e  3 1 2  power  o f  t h e  r o t a t i o n a l  s p e e d  a t  h i g h e r  r o t s -  
t i o ~ a l  v e l o c i t i e s  i s  n o t  b o r n e  o u t  i n  p r a c t i c e .  On t h e  con- 
t r a r y ,  a s u b ~ t a n t i a l l y  q u i c k e r  i n c r e a s e  i n  f r i c t i o n a l  moment 
i s  r e c o r d e d  w i t h  t h e  r o t a t i o n a l  v e l o c i t y .  S o  t h e  a s s u u ~ p t i o n  
i s  made a g a i n  as f o r  t h e  towed  f 1 a . t  p l a t e  t h a t  n t u r b u l e n t  
b o u n d a r y  l a y e r  i s  i n v o l v e d ,  a n d  a n  a t t e m p t  i s  made t o  s e c u r e  
a n  a p p r o x i m a t e  v a l u e  f o r  t h e  b o u n d s ~ y  l a y e r  t h i c k n e s s  a n d  t h e  
f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e  5 y  a p p l y i n g  t h e  momentum e q u a t i o n .  

P o r  t h e  r o t a t i n g  disk t w o  e q . u i l i b r i u m  c o n d i t i o n s  a r e  re-  
q u i r e d ,  o n e  i n  t h e  r a d i a l ,  t h e  o t h e r  i n  t h e  t a n e e n t i e , l  d i r e c -  
t i o n ,  

E r n ~ l o y i n g  t h e  same  n o t a t i o n  izs i n  t h e  p r e c e e d i n e  s e c t i o n  
a n d  a d d i n g  T and T ( f i g .  E )  f o r  t h e  f r i o t i o n s l  f o r c e s  

r t 
p e r  u n i t  s u r f a c e  a t  t h e  w a l l ,  t h e  momentum a u a n t i . t i e s  i n  t h e  
r n , d i a l  d i r e c t  Son s r e :  

(a) x p c e s s  of  o u t g o i n g  momentum a u n n t i t s  a t  t k e  c y l i n -  
d r i c a l  s u r f a c e  ( r  + d r ) 6  (for a n  a r c  e l e m e n t  o f  o p e n i n e  
a n g l e  1 )  o v e r  t o  the i n c o m i n g  momentum q u s n t i t v '  a t  a r e a  rfi 

( b )  The r a d i a l  component  of  n r e s p e c t  i v e l ~  i n g o i n e  a n d  
o u t g o i n g  momentum q u a n t i t y  a t  t h e  f r o n t  s u r f a c e  ( e a u a l  t o  
t h e  c e n t r i f u g a l  f o r c e  of  t h e  r o t a t i n g  f l u i d  v o l u m e )  
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T h e s e  momentum a u a n t i t i e s  m u s t  b e  i n  e ~ u i l i b r i u m  w i t h  
t h e  s h e a r i n g  f o r c e  ~ ~ r d r ;  h e n c e  

I n  t a n g e n t i a l  d i r e c t i o n  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  t u r n i n g  
moment o f  t h e  momentum l e a v i n g  a t  t h e  c y l i n d r i c a l  s u r f a c e  
2 n ( r  + d r ) 6  a n d  e n t e r i n g  a t  t h e  s u r f a c e  2 n r d  c a n  be com- 
p u t e d  a n d  e q u a t e d  t o  t h e  t u r n i n g  moment of  t h e  f r i c t i o n a l  
f o r c e s  a c t i n g  on t h e  c i r c u l a r  s u r f a c e .  

The  f o r m u l a s  f o r  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a r e  a c c o r d i n g  
t o  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  s e c t i o n  T u r b u l e n t  Flow i n  Smoo th  P i p e s .  

w i t h  d u e  c o n s i d e r a t i o n  t h a t  

f o r  x = O  c r = O ,  c t = r w ;  f o r  x = 6  c r = c t -  - 0 

Mow t h e  i n t e g r a l s  i n  (34) s n d  (35) c a n  b e  e v a l u a t e d :  



B u r t h e r ,  p u t ,  i n  c o n f o r m i t y  w i t h  t h e  a s s u m p t i o n s  on t h e  
m e a s u r e  of t u r b u l e n t  f r i c t i o n  e a u a t i o n  ( 1 4 b ) .  

by c o m b i n i n g  t h e  v e l o c i t y  componen t s  a t  t h e  w s l l  a n d  a p p l y i n g  
t h e  f r i c t i o n  f o r m u l a  t o  t h e  r e s u l t a n t ,  

With  t h i s  e q u a t i o n s  ( 3 4 )  a n d  ( 3 5 )  g i v e  t h e  t w o  d i f f e r e n t l s l  
e q u a t  i o n s  

The e q u a t i o n s  a r e  s a t i s f i e d  i f  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  
b o u n d a r y  l a y e r  t h i c l ; p e s s  a n d  a x i a l  d i s t a n c e  r i s  p u t  as 

c, = nrw 1, 
€i = P r  

a n d  which  g i v e s  two o r d i n ~ . r y  e q u a t i o n s  f o r  a a n d  a n a l o -  
g o u s  t o  t h e  e q u a t i o n  s y s t e m  ( 2 9 ) .  

The e q u a t  i o n s  
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F i g u r e  7 shows cf p l o t t e d  a g a i n s t  t h e  ~ e ~ n 6 l d . s  numbers 

B - both on a l o g a r i t h m i c  s c a l e .  The p l o t  a l s o  con t . a in s  t h e  
r e s i s t a n c e  c o e f f i c i e n t  

secured f rom t h e  c a l c u l a t  i o n  of t h e  l a m i n a r  bounda ry  l a y e r  
by e q u a t i o n  ( 3 3 a ) .  

The e x p e r i m e n t a l  d a t a  were  t a k e n  f rom a r e c e n t l y  pub- 
l i s h e d  r e p o r t  on f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e  of smooth d i s k s  i n  w a t e r  
by  W, Schmidt  ( r e f e r e n c e  18 ) .  The a g r e e m e n t  i s  good.  Of pa r -  
t i c u l a r  i n t e r e s t  i s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  measurements  a t  s m a l l e r  
B e y n a l d s  numbers f a l l  e x a c t l y  i n  t h e  t r a n s i t i o n a l  zone be- 
tween  l a m i n a r  t o  t u r b u l e n t  f l o w , =  

NOTES ON ROUGHNESS 

While f o r  p e r f e c t l y  smooth p i p e s  t h e  B l a s i u s  r e s i s t a n c e  
law i s  a p p a r e n t l y  a p p l i c a b l e  o v e r  a wide  r a n g e  of v e l o c i t i e s ,  
s o  tlnat i t  seems more t h a n  an  i n t e r p o l a t i o n  f o r m u l a ,  p i p e s  
w i t h  rough  s i d e s  soon  e x h i b i t  a f t e r  e x c e e d i n g  t h e  c r i t i c a l  
p o i n t  an  a p p r o x i m a t e l y  s q u a r e  r e l a t i o n s h i p  be tween  e r s d i e n t  
and  v e l o c i t y .  F o r  t h i s  s t a t e  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  may be  
p u t  a t  

1 
The e x p e r i m e n t s  by Cjdell ( E n g i n e e r i n g ,  v o l .  7 7 ,  1 9 0 4 ,  

p .  33 and  by A t  S t o d o l a  ( s t e a m  turbines ,  4th ed., B e r l i n  1 9 1 0 ,  
p p ,  120-129) on t h e  f r i c t i o n  of r o t a t i n g  d i s k s  i n  a i r  g i v e  20 
t o  S O  p e r c e n t  h i g h e r  v a l u e s  s n d  a more r a p i d  i n c r e a s e  i n  f r i c -  

2 + E  
t i o n  w i t h  t h e  c i r c u m f e r e n t i a l  v e l o c i t y .  O d e l l  shows - UJ 

w i t h  E: a s m a l l  p o s i t i v e  d i g i t ,  S t o d o l a  LU'" i n s t e a d  of 
"1. e . O d e l Z t s  t e s t s  a r e  c e r t a i n l y  d o u b t f u l ,  b e c a u s e  t h e  
p a p e r  d i s k s  which  h e  u s e d ,  f l u t t e r  a n d  t h u s  s i m u l a t e  g r e a t e r  
f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e .  I n  S t o d o l a f s  r e p o r t  t h e  higher ex- 
p o n e n t  a p p e a r s  t o  Cor r e spond  t o  t h e  r o u g h n e s s  of  t h e  d i s k .  
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E 
h i s  a f u n c t i o n  of t h e  r e l a t i v e  roughness  - *  d '  

E d e n o t e s  a  

Q u a n t i t y  w i t h  t h e  d imens ion  of a  l e n g t h ,  wh ich ,  t o  a  c e r t a i n  
e x t e n t  measu res  t h e  a v e r a g e  i n c r e a s e  i n  t h e  w a l l  r o u g h n e s s .  
The r a t i o  of t h i s  q u a n t i t y  t o  t h e  p i p e  d i a m e t e r  i s  t e rmed 
t h e  " r e l a t i v e  r o u g h n e s s W  ( r e f e r e n c e  4) .  

The s q u a r e  law f o r  rough w a l l s  i s  p l a u s i b l e  f o r  t h e  
r e a s o n  t h a t  t h e  f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e  i s  v i s u a l i z e d .  a s  b e i n g  
b u i l t  up  from t h e  i n d i v i d u a l  r e s i s t a n c e s  of  t h e  w a l l  pro- 
t u b e r a n c e s ,  which sing1.y obey t h e  s q u a r e  law.  The mechanism 
of f r i c t i . o n a l  resists-nce i s  i n  t h e s e  c a s e s  o b v i o u s l y  c s u s e d  
by u n i f o r m  s h e d d i n g  of  v o r t i c e s  of  w e l l - d e f i n e d  i n t e n s  i t y  
and d i m e n s i o n s ,  as i s  t h e  c a s e  f o r  f l o w s  on r e s i s t a n c e  b o d i e s .  

The f l o w  r e s i s t a n c e  i n  p e r f e c t l y  smooth p i p e s  might  be 
v i s u a l i z e d  s u c h  tha , t  i n  t h i s  i n s  t a n e e  v o r t  i c e s  of d i s s  i m i l a r  
magn i tude  a r e  s e p a r a t e d  and f l o a t  a t  r a n d o m - i n  t h e  t u r b u l e n t  
f l o w ,  t h e  f r e q u e n c y  of  t h e  v o r t i c e s  of d i f f e r e n t  i n t e n s i t y  
and  s i z e  b e i n g  c o n t r o l l e d  by some unknown, s t a t i s t i c a l  law.  

By t h i s  concep t  t h e  f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e  i n  smooth 
p i p e s  can be r e g a r d e d  a s  a f i c t i t i o u s  combinat  ion of r e s i s t -  
ances  t h a t  c o r r e s p o n d  t o  t h e  i n d i v i d u a l  k i n d s  of v o r t i c e s .  
Assuming t h a t  a r e l a t i o n s h i p  e x i s t s  between s i z e  of v o r t i c e s  
and r o u g h n e s s ,  i t  may be s a i d  t h a t  t h e  f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e  
i n  smooth p i p e s  can be o b t a i n e d  by s u p e r p o s i t  ion  of t h e  in- 
d i v i d u a l  r es  i s  t a n c e s  o b s e r v e d  on rough  p i p e s  and  i n c r e a s i n g  
w i t h  t h e  s q u a r e  of t h e  v e l o c i t y ,  i f  t h e  i n d i v i d u a l  s q u a r e d  
r e s i s t a n c e s  a r e  e n t e r e d  w i t h  c o r r e c t  w e i g h t s  i n  t h e  c a l c u l a -  
t i o n .  

I t  i s  n o t  w i t h o u t  i n t e r e s t  t h a t  c o n c l u s i o n s  can b e  drawn 

2,bout t h e  form o f  t h e  f u n c t i o n  h ( g )  on t h e  b a s i s  of t h i s  

c o n c e p t i o n ,  and s p e c i f i c a l l y ,  w i t h o u t  knowing t h e  law of  
f r e a u e n c y  and  t h e  w e i g h t  f u n c t i o n  of t h e  i n d t v i d u a l  r e s i s t -  

, a n c e s .  

I n  p a r t i c u l a r ,  i t  can be shown t h a t ,  i f  t h e  B l a s i u s  law 
f o r  smooth p i p e s  h o l d s  t r u e ,  t h e  f u n c t i o n  h ( 2 )  must have  

h o  '? € t h e  f o r m u l a  a t  l e a s t  f o r  s m a l l  v a l u e s  of - 
a'  

A d e n o t i n g  a  c o n s t a n t .  
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i On s u p e r p o s i n g  t h e  s q u a r e d  r e s  i s t a n c e s  by  (45) on s ssum~--  
t i o n  o f  a w e i g h t  f u n c t i o n  T ( E  1, t h e  r e s i s t a n c e  1 ~ w  f o r  s m o o t h  
p i p e s  r e s d s l :  

03 

l i c x t ,  i t  is  a s s u m e d  t h a t  t h e  f u n c t i o n  q ( e )  f o r  smal l  
v a l u e s  o f  E c o m p a r e d  t o  p i p e  d i a m e t e r  i s  d e p e n d e n t  o n l y  on 
t h e  p h y s i c a l  c o n s t a n t s  a n d  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  
i m m e d i a t e  p r o x i m i t y  o f  t h e  wa l l  e l e m e n t s .  S p e c i f i c a l l y ,  
c p ( € )  i s  t o  b e  i n d e p e n d e n t  o f ' t h e  p i p e  d i a p e t e r .  On t h e  o t h e r  
h a n d ,  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  d i r e c t l y  a d j a c e n t  t o  t h e  wall 
i s  a c c o r d i n g  t o  e a r l i e r  a s s u m p t i o n s  e n t i r e l y  c o n t i n g e n t  u p o n  
t h e  s h e a r i n g  s t r e s s  a t  t h e  p a r t  i c u l . a r  w a l l  e l e n e n t  . T h e r e -  
f o r e ,  p u t  

From t h e  f o u r  q u a . n t i t  i e s  o n l y  o n e  d i m e n s i o n l e s s  com- 
b i n a t i o n  c a n  be f o r m e d :  n a m e l y ,  

H e n c e ,  w r i t e :  CX? 

L ~ h e  e v t e n t  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  t o  i s  m ' e r e l y  a m a t t e r  
C 

o f  f o r m ,  y (  E ) d e c r e a s e s  v e r y  s v b s t a n t  i a l l y  w i t h  i n c r e a s i n g  
E ,  2nd f r o m  s c e r t a i n  v a l u e  o f  E on e q u a l s  z e r o .  
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which ,  w i t h  z i n t r o d u c e d  a s  v a r i a . b l e  g i v e s  

% 

and w i t h  A = X o  ( gives 
d' 

&I 
= h o  I---- 

m is a p u r e  numbes. 
TP 

Cons id . e r i ag  t h e  r e l s t  i o n  

d2n Yhd 
Y h - - = d r f F O E  o r  T o  = -- 

4 4 E 

e x i s t i n g  between h and  T o  t h e r e  i s  o b t a i n e d  
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w h i c h ,  s o l v e d  f o r  h l e a v e s  

T h i n  law c o r r e s p o n d s  e x a c t l ? ~  t o  t h e  Blas lus r e s  l s t a n c e  
l a w  f o r  s m o o t h  p i p e s  p r o v i d e d  

B y  i n t r o d u c i n g  a s p e c i f i c  formuLa f o r  t h e  weight func t ion  cp - say, 
a f t e r  t h e  t y p e  o f  t h e  l a w  o f  e r r o r  - t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  
t h e  c o n s t a n t s  o f  B l a s i u s '  law f o r  s m o o t h  p i p e s  and  t h e  con- 
s t a n t s  o f  t h e  l aw o f  r o u g h n e s s  can b e  a s c e r t a i n e d ,  The w r i t e r  
h o p e s  t e  be a b l e  t o  neturn t o  t h e  f u ~ t h e r  d e v e Z o p m e n t  o f  
t h e s e  a r g u m e n t s ,  

2 / 7  

I f ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  l aw  = h o  (t) i s  in -  

, 2 / 7  
t r o d u c e d  I n  ( 4 5 )  t h e  r e s u l t  w i t h  Aoe = [ i s  

A c c o r d i n g  t , ~  t h e  a n a l o g y  be tween  p i p e s  a n d  c h a n n e l s  t h e  
v e l o c i t y  i n  a c h a n n e l  w i t ?  g r a d i e n t  3 a n d  h y d r a u l i c  r a d i u s  
P wouzd be  

J O y 5  6 4  
= c o n s t a n t  

--------- -*-+--T-C--------------.I- 

# ' ~ r ?  & r a n d - t l  s t a t e s  t h a t  h e  h a s  a r r i v e d  * t  t h e  same 
r e s u l t  by"an e n t i z e l y  d 5 f f e r e n t  preces s ,  
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I n c i d e n t a l l y ,  a c c o r d i n g  t o  3 ,  Manning ,  t h e  e m p i r i c a l  
4 

f o r m u l a  v  = c o n s t a n t  J o e "  P O s e 6 ,  a c c o r d i n g  t o  F o r c h h e i m e r ,  

t h e  f o r m u l a  v  = c o n s t a n t  J O * "  P O w 7 ,  a n d  a c c o r d i n g  t o  

H e r n a n e k ,  t h e  f o r m u l a  v = c o n s t a n t  3''" P o * "  g i v e s  a, good 
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  t e s t  d a t a  i n  r o u g h  c h a n n e l s  ( r e f e r e n c e  
8 ,  p .  701, 

T r a n s l a t i o n  by 3. V a . n i e r ,  
K a t i o n a l  A d v i s o r y  Commi t tee  
f o r  A e r o n a u t i o s .  
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Figure 1. 

Figure 23. 
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Figure 4. 

Figure 5. 
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Figure 6 .  

Figure 7. 


