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はじめに
大学院生および若手研究者により組織・運営されているこの数学総合若手研究集会も今年で第 12回を
迎えることとなりました。当研究集会は、数学に関わる物理・化学・経済・工学・医学などの様々な分野
の若手研究者の講演の場となることで、研究の発展および人的ネットワークの構築を目的として行われて
きました。近年、多くの分野で数学的手法が取り入れられているなか、本研究集会のように数学を中心と
した分野間交流を行うことは意義があると信じております。当研究集会を支援して下さる皆様のおかげで
研究集会としての規模も年々大きくなり、今年は幅広い分野の若手研究者の方々 61名にご講演して頂く
こととなりました。

当研究集会の講演は、口頭発表であるシングルセッション (60分)とパラレルセッション (30分)、そし
てポスターセッションからなります。シングルセッションは、あらゆる分野の参加者を対象とした講演で
あり、問題の背景・動機などを含んだ入門的な内容となっております。パラレルセッションでは、分野ご
とに部屋を分け、より専門的な内容の講演が行われます。ポスターセッションは講演者と聴講者との間の
自由な議論の場となっております。

このテクニカルレポート集は講演者の皆様から事前に提供して頂いた原稿を印刷し、まとめたものです。
サブタイトルに「数学の交叉点」とありますように、数学が様々な分野の “交叉点”となることを目的と
し、数学以外の分野の方々にもわかりやすく入門的な事項を含んだものとなっております。参加者の皆様
が講演をより深く理解し、またご自身の研究を進展させる一助となればこの上ない喜びです。

開催にあたり

• 講演者の皆様・参加者の皆様

• 北大数学教室の先生方

• 数学事務室の方々

• 過去の数学総合若手研究集会世話人の方々

から多大なるご支援を頂きました。この場を借りて心より感謝申し上げます。

また今年も、より円滑な運営のため、ウェブ上での申し込みを継続致しました。申し込みフォームの制
作・管理は広島大学の山口崇幸氏主導の下で行われております。山口氏に厚くお礼申し上げます。

なお、この研究集会は北海道大学大学院理学研究院数学部門の財政的援助を受けて開催されています。
深く感謝いたしております。

2016年 2月
MCYR12 世話人

土田旭 (代表) 相川勇輔 浅原啓輔 阿部眞尊
加葉田雄太朗 齋藤逸人 中村文彦 本多俊一
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ON THE DESCENT OF CERTAIN MODULAR CALABI-YAU
VARIETIES VIA THE CYNK-HULEK CONSTRUCTION

平川 義之輔 (Yoshinosuke Hirakawa)1

Abstract. S. Cynkと K. Hulekは, 低次元 Calabi-Yau多様体から高次元 Calabi-Yau多
様体を帰納的に構成する方法を導入し, L関数が保型形式で記述される (保型的な)Calabi-Yau
多様体の例を構成した. (Canad. Math. Bull., 2007, 486–503.) 本稿では, 彼らの方法に
Weil係数制限関手と K3曲面 (Calabi-Yau曲面)上の固定点自由対合とを組み合わせること
で, 有理数体上の保型的な Calabi-Yau多様体の新たな例を構成する方法について述べる.

1. Introduction

この節では, 数論幾何において “代数多様体の L関数と保型形式の L関数との対応関係”
が重要視される背景を (非常に大雑把に)紹介した後, 本稿 §2以降の構成を述べる.
数論幾何においては, Fermat予想2に代表されるように, 代数体上の代数多様体3の数論的

な性質を調べることが, 中心的な研究課題となっている. 特に, それらの代数多様体に付随
する L関数と呼ばれる複素解析関数は, もとの代数多様体の数論的な性質を著しく反映して
いると期待されているため, 最も重要な研究対象の 1つである. 一方で, 代数多様体の L関
数の複素解析的な性質には未知な部分が多く, ミレニアム問題の 1つである BSD予想4に代
表されるように, 数多くの未解決問題が存在する. それらの未解決問題の中でも, Hasse-Weil
予想5は最も基本的な位置を占めており, 実際有理数体Q上の楕円曲線に対してHasse-Weil
予想を証明することで, 初めて BSD予想の厳密な定式化が可能となった. しかし, Q上の楕
円曲線に対するHasse-Weil予想以上に, その証明に用いられた谷山-志村予想6は数論幾何に
大きなインパクトをもたらし, 類似の性質を持つ代数多様体, あるいはそのコホモロジー群
として生じるGalois表現の研究が大きく進展した.
本稿では, 上述の谷山-志村予想に代表される “代数多様体の L関数と保型形式の L関数

との対応関係”について, 著者により得られた結果 (Theorem 4.1)の紹介を行う. §2では, 基
本的な用語を導入した後, 本稿で紹介する諸研究の動機である B. MazurとD. van Straten
による問題 (Problem 2.4)を紹介する. §3では, この問題に対する先行結果を紹介した後, そ
れらの結果を拡張する上で生じる問題点について述べる. §4では, 著者が得た結果とその証
明の概略を紹介する.

1慶應義塾大学理工学研究科後期博士課程 2年 (e-mail: hirakawa@keio.jp)
2Fermat曲線 Fn : xn + yn = 1 (n ≥ 3)上の有理点は x = 0または y = 0を満たすものに限るであろう, と

いう予想 (Fermatの最終 “定理”とも呼ばれる). その名の通り P. Fermatにより “定式化”され, L. Eulerをは
じめ多くの数学者により証明が試みられ, 最終的には A.Wilesにより証明された.

3有理数体 Qの有限次拡大体の元を係数とする代数方程式の零点集合として表される図形. 尚, 本稿では, 適
当な埋め込みを固定して代数体を複素数体 Cの部分体と見なす.

4楕円曲線 E : y2 = x3 + ax+ b上に有理点が無数に存在するならば L(E, 1) = 0であり, また L(E, 1) = 0
となるのはそのときに限るであろう, という予想. (正確には, 楕円曲線とは上の E に単位元 (無限遠点)を添加
した群多様体であり, 精密な形の BSD予想は, L(E, s)を s = 1の周りで Taylor展開したときの先頭項を E(Q)
の群構造等を用いて明示的に記述できることを主張している.)

5任意の代数多様体の L関数は全複素平面上定義された有理型関数に解析接続可能であり, 然るべき関数等式
を満たすであろう, という予想.

6Q 上の任意の楕円曲線 E に対して, ある保型形式 (より正確には, 正規化された Hecke 固有新尖点形式)f
が存在して, L(f, s) = L(E, s) が成り立つという予想. 保型形式の L 関数に対しては Hasse-Weil 予想に対応
する定理が既に証明されているため, この予想から Q上の楕円曲線に対する Hasse-Weil予想が直ちに従う. A.
Wilesと R. Taylorにより semi-stableな楕円曲線に対して証明され, C. Breuil, B. Conrad, F. Diamond, R.
Taylorにより一般の楕円曲線に対して証明された.
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2. Preliminaries and motivation

まず, 本稿の中心的な対象である (狭義の)Calabi-Yau多様体とは, 以下のような代数多様
体である.

Definition 2.1. 体 F 7上の d次元の滑らかな射影代数多様体X が d次元 Calabi-Yau多様
体であるとは, 以下の 2つが成り立つことである.
(i) H0(X,Ωp

X) = 0 (1 ≤ ∀p ≤ d− 1), i.e., Hq(X,OX) = 0 (1 ≤ ∀q ≤ d− 1)8,
(ii) Ωd

X ≃ OX , i.e., KX ≡ 0 modulo linear equivalence.9

Example 2.2. 1次元 Calabi-Yau多様体は, 種数 1の滑らかな代数曲線に他ならない. 実
際, d = 1のとき, (i)は空であり, (ii)は代数曲線X の種数が 1であることと同値である.10

特に, 複素数体 C上の 1次元 Calabi-Yau多様体は, 複素トーラスに他ならない.11

次に, 本稿で扱う保型形式 (正規化されたHecke固有尖点形式)とは, 以下のような複素上
半平面H = {z ∈ C | Im(z) > 0}上の正則関数である.12

Definition 2.3. H上の正則関数 f が重さ k ∈ Z, レベルN ∈ Z≥1の正規化された Hecke
固有尖点形式であるとは, 以下が成り立つことである.

(i) (保型性) ある群準同型写像 ε : (Z/NZ)× → C× が存在して, 任意の
(
a b
c d

)
∈ Γ0(N),

及び z ∈ Hに対して, f

(
az + b

cz + d

)
= ε(d)(cz + d)−kf(z)が成り立つ.13

(ii) (緩増大性) 任意の
(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z)に対して lim

z→i∞
f

(
az + b

cz + d

)
= 0が成り立つ.

(iii) (正規性) lim
z→i∞

e−2πizf(z) = 1が成り立つ.

(iv) (固有性) N と素な n ∈ Zに対して, f はHecke作用素 Tnの固有関数である.

f を Hecke固有尖点形式とする. 任意の N に対して
(
1 1
0 1

)
∈ Γ0(N)であるから, f

は Fourier 展開 f(z) =
∑∞

n=−∞ ane2πinz を持つ. さらに, (ii), (iii) から, f(z) = 1 +∑∞
n=2 ane

2πinzであり, 各 Fourier係数 anは (iv)におけるHecke作用素の固有値であること
も分かる. このとき, f の L関数は L(f, s) =

∑∞
n=1 ann

−s (Re(s) ≫ 0)で定義される.
以上の準備の下で, 本稿で紹介する諸研究の最も大きな動機である B. Mazurと D. van

Startenによる問題は, 以下のように述べられる.

Problem 2.4 ([7] §7). fk(z) =
∑∞

n=1 ane
2πinz を重さ k = d + 1 ≥ 2で an ∈ Qとなる

Hekce固有新尖点形式 (新形式)とする. このとき, Q上のある d次元 Calabi-Yau多様体X
の L関数 L(X/Q, s)の因子14に f の L関数 L(fk, s)が現れるか?

7本稿で扱う基礎体は Cの部分体であり, 特に標数は 0である.
8この同値性は Hodge理論の帰結である.
9ここで, KX は X 上の標準因子 (類)を表す. また, この同値性は直線束, あるいは可逆層の同型類と因子の

線形同値類との対応による.
10種数 gの滑らかな代数曲線X に対して deg(KX) = 2g− 2 が分かる (例えば, Riemann-Rochの定理を用

いればよい)ので, (ii)から g = 1が従う. 一方, (有理点を持つ)種数 1の代数曲線上には群構造が入り, その曲
線上には至る所 0でない正則微分形式 (不変微分形式)が定数倍を除いて一意に存在するので, (ii)が成り立つ.

11Riemann面の一意化定理により, 複素トーラスは至る所曲率 0の Riemann計量を許容する. (ii)を満たす
複素多様体に対するこの事実の一般化が, S.-T. Yauにより証明された Calabi予想であり, (広義の)Calabi-Yau
多様体の名前の由来になっているようであるが, ここでは詳しく述べない.

12詳細, 特に (iv)及び後に出てくる Hecke固有 “新”尖点形式の定義は, [11], [4]を参照.

13ここで, Γ0(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}
であり, ϵは Z/NZ上に 0-延長している.

14代数多様体の L関数については [1]を参照. また, ここで言う因子とは, 正確には Q上の純モチーフの分解
から生じる L関数の因子を指す.
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3. Previous results

さて, 前節で述べたMazurと van Stratenによる問題 (Problem 2.4)に対する先行結果を
述べる. まず, 重さ 2の保型形式, すなわち 1次元 Calabi-Yau多様体に対しては, 志村五郎
による先駆的な研究 [12]等があり, Problem 2.4は肯定的に解かれている. そこで, 重さ 3以
上の保型形式に関する結果を述べるために, 幾つか用語を導入する.

Definition 3.1. ある複素数 z ∈ Cが代数的整数であるとは, zを根とする最高次係数が 1
の Z-係数多項式が存在することである. また, 代数体K の整数環OK とは, K に属する代
数的整数全体のなす環である. さらに, 各代数体K に対して, 有限 Abel群 Cl(K) = {K の
0でない分数イデアル }/{K の 0でない単元生成イデアル }の位数をK の類数という.15

Theorem 3.2 ([2] §2). K = Q(
√
−D) (D ∈ Z≥1 : 非平方数)を類数 1の虚 2次体, EをQ

上の楕円曲線で EndK(E) ≃ OK を満たすものとする. このとき, 各 d ∈ Z≥1に対して, (E
から代数幾何的な手続きで構成される)Q上のある d次元Calabi-Yau多様体X が存在して,
L(X/Q, s)の因子にL(fd+1, s)が現れる. ここで, fd+1(z) =

∑
a⊂OK

ψEn(a)ne2πizNK/Q(a)は
d次元 CM Abel多様体 Ed16に付随するK の Hecke指標 ψEn から定まる重さ k = d + 1の
新形式17である.

その後, [2]によるCalabi-Yau多様体の構成方法とWeil係数制限関手RF/F ′
18とを組み合

わせることで, S. CynkとM. SchüttはQ上の 3次元 Calabi-Yau多様体で, [2]の方法だけ
では得られないものを構成した.

Theorem 3.3 ([3] Proposition 8). Kを類数 3の虚 2次体, EをQ(jE)上のQ-楕円曲線19で
あって, EndK(jE)(E) ≃ OKを満たし, かつK/Qの判別式を割らない素点で良い還元を持つ
ものとする. このとき, (Eから代数幾何的な手続きで構成される)Q上のある 3次元Calabi-
Yau多様体Xが存在して, L(X/Q, s)の因子にL(f4, s)が現れる. ここで, f4(z)はKにCM
を持つ20重さ 4 = 3 + 1の新形式である.

ここで, S. CynkとM. Schüttは重さ 3, すなわち 2次元 Calabi-Yau多様体に関しても同
様の結果を得ていることに注意しておく. ただし, 重さ 3の場合には, より強力な結果が N.
ElkiesとM. Scüttにより得られている.

Theorem 3.4 ([5] Theorem 1 (§3も参照)). 2次の奇なDirichlet指標に付随する L関数全
てに対して, 一般化されたRiemann予想が正しいと仮定する. このとき, k = 3 (i.e., d = 2)
に対する Problem 2.4は肯定的である.

以下では, [2]及び [3]によるCalabi-Yau多様体の構成方法と, それを拡張する上で生じる
問題点について述べる.

15各代数体K に対して, 一般にはその整数環 OK は素元分解の一意性を満たさない代わりに, 素イデアル分
解の一意性を満たすことが知られている. Cl(K)は, K のイデアルがK の単元生成イデアルに比べてどの程度
多く存在するか, すなわち OK での素イデアル分解が Zでの素元分解に比べてどの程度複雑かを計る不変量で
ある. 一方, 各代数体 K に対して, その Hilbert類体と呼ばれる K 上の有限次 Abel拡大体 HK と “自然”な同
型 Gal(HK/K) ≃ Cl(K)が存在して, K の任意のイデアルを HK まで係数拡大すると単元生成イデアルにな
る, などの性質を満たすことが知られている. (類体論)

16(C上の)Abel多様体とは, 射影的な複素トーラスのことである. また, d次元 CM Abel多様体とは, 射影
的な d次元複素トーラス Aであって, Q上 2d次の代数体 T の (非自明な)作用を許容する (従って, その基本
群 π1(A) ≃ Z⊕2d の係数拡大 π1(A)⊗Q ≃ Q⊕2d は T -加群として T 自身と同型になる)ものである.

17詳細は [10]を参照.
18体の有限次分離拡大 F/F ′ に対して定まる, F 上の (射影) 代数多様体の圏から F ′ 上の (射影) 代数多様

体の圏への関手であって, 然るべき普遍性を満たすもの. F/F ′ が Galois拡大のとき, RF/F ′(X)× Spec(F ) ≃
Πσ∈Gal(F/F ′)X

σ が成り立つ. 詳細は [13]を参照.
19代数体 F 上の楕円曲線 E が Q-楕円曲線であるとは, Qの代数閉包 Qに関して, E とその全てのGalois共

役 Eσ (σ ∈ Gal(Q/Q))との間に, Q上の定数射でない射が存在することである. 特に, Q上の楕円曲線は Q-楕
円曲線である. 詳細は [6]を参照.

20詳細は [10]を参照.
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まず, [2]による構成方法を述べるが, [3]による構成方法, 及び §4で紹介する著者自身によ
る構成方法との比較がしやすいよう, [2]と若干記述を変える (得られるCalabi-Yau多様体は
同型である). S. CynkとK. Hulekは, 楕円曲線Eとその群構造に関する逆元を対応させる射
−1E に対して, 直積 Ad = Ed21への群G = {((−1E)ai) ∈ ⟨−1E⟩d |

∑d
i=1 ai ≡ 0 mod 2} ⊂

Aut(Ad)の作用を考察し, 商多様体Ad/Gの特異点解消として d次元Calabi-Yau多様体Xd

を構成した. 特に, Theorem 3.3のように, E として Q上の楕円曲線を取れば, Q上の d次
元 Calabi-Yau多様体Xdを得る. この構成からも明らかなように, Xdのコホモロジー群に
関する計算, 特に L関数の計算は, 本質的にはAbel多様体Adのそれに帰着される.

Construction by [2] (for all d).

E = Eσ2 ... Eσd−1 = Eσd

...

An = Ed Xd : Q上の (特異点のない)d次元 Calabi-Yau多様体

Xd = Ad/G :特異点を持つ d次元代数多様体

!!!"
!"

!"
!"

!"

""#$
#$
#$
#$
#$

## %&
%&
%&
%&
%&

Gal(K(jE)/K)={σ1=id,σ2,...,σd−1,σd}={id}
$$ '(
'(
'(
'(
'(

G≃(Z/2Z)d−1
!!❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

Q上の “良い”特異点解消が存在する.$$⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧

次に, [3]による 3次元Calabi-Yau多様体X3の構成方法を述べる. S. CynkとM. Schütt
は, d次代数体 Q(jE)上の楕円曲線にWeil係数制限関手 RQ(jE)/Q を施すことで得られる
d次元 Abel多様体 Ad = RQ(jE)/Q(E)が, Q(jE)/Qの Galois閉包K(jE)/Q22上では Ad ×
Spec(K(jE)) ≃ Πσ∈Gal(K(jE)/K)E

σと分解することを用いて, [2]と同様の方法で, 商多様体
Ad/Gの特異点解消として d次元 Calabi-Yau多様体Xdを構成した. ただし, この場合, Xd

は a prioriにはK(jE)上の代数多様体であるため, Problem 2.4への応用上, その定義体が
Qまで降下 (descent)することを示さなければならない. S. CynkとM. Schüttは, d = 3の
場合には, A3/Gの具体的な “良い”特異点解消を構成し, X3の定義体が Qまで降下するこ
とを示したが, 同様の方法は d = 4の場合には上手くいかないことを注意している (cf. [3]
§4). また, [2]と同様に, X3のコホモロジー群に関する計算, 特に L関数の計算は, 本質的に
は Abel多様体 A3 = RQ(jE)/Q(E)のそれに帰着されることを注意しておく. この際, E が
Q-楕円曲線であることが本質的である. (cf. §4)

Construction by [3] for d = 3.

E Eσ2 Eσ3

A3 = RQ(jE)/Q(E) X3 : Q上の (特異点のない)3次元 Calabi-Yau多様体

X3 = A3/G :特異点を持つ 3次元代数多様体

!!!"
!"

!"
!"

!"

%% )*
)*
)*
)*

Gal(K(jE)/K)={σ1=id,σ2,σ3=σ2
2}$$ '(

'(
'(
'(
'(

G≃(Z/2Z)2 !!❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄

Q上の “良い”特異点解消が存在する.$$⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧

21代数多様体を表す記号の右下添え字は, その代数多様体の次元を表す.
22(Theorem 3.3の設定の下では)K(jE)は K の Hilbert類体であることが知られている. (虚数乗法論)
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Construction by [3] for d = 4.

E Eσ2 Eσ3 Eσ4

A4 = RQ(jE)/Q(E) X4

X4 = A4/G :特異点を持つ 4次元代数多様体

!!!"
!"

!"
!"

!"

""#$
#$
#$
#$
#$

## %&
%&
%&
%&
%&

Gal(K(jE)/K)={σ1=id,σ2,σ3,σ4}$$ '(
'(
'(
'(
'(

G≃(Z/2Z)3 !!❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄

Q上の “良い”特異点解消が存在しない.$$⑧
⑧
⑧
⑧
⑧

以上のことから, [2]とWeil係数制限関手とを組み合わせて 4次元以上の Calabi-Yau多
様体を構成する場合, 途中で生じる特異点を上手くコントロールすることで, その特異点解
消の定義体を降下する必要があることが分かる. 次節では, この問題点に対する著者のアイ
デアを紹介し, 主結果とその証明の概略を述べる.

4. Main result

以下が本稿の主結果である.

Theorem 4.1. K を類数 2nの虚 2次体とし, EをQ(jE)上のQ-楕円曲線であって
EndK(jE)(E) ≃ OK を満たすものとする. さらに, E の Q(jE)上の有理点全体がなす Abel
群E(Q(jE))が単位元でない 2-捻れ点を持つと仮定する. このとき, (Eから代数幾何的な手
続きで構成される)Q上のある 2n次元 Calabi-Yau多様体X が存在して, L(X/Q, s)の因子
に L(f2n+1, s)が現れる. ここで, f2n+1(z)はK に CMを持つ重さ 2n + 1の新形式である.

E(Q(jE))に関する仮定は付いているものの, Theorem 3.3と同様の設定の下で, 4次元を
含め, 保型形式の L関数を因子に持つ 2冪次元 Calabi-Yau多様体を無数に構成できたこと
を注意しておく.

Theorem 4.1における Calabi-Yau多様体X = X2i の構成方法を述べる前に, 1つ準備を
しておく. 今, Kの類数が 2nであることから, K(jE)/Kの部分体の列 {Ki}0≤i≤nで [Ki−1 :
Ki] = 2となるものが存在するので, 任意に選び固定する. さらに, 固定した {Ki}0≤i≤nに対
して, Q(jE)/Qの部分体の列 {Fi}0≤i≤nを Fi = Q(jE) ∩Kiで定める. また, Gal(Ki−1/Ki)
の非自明な元を σiとする. (以下の図を参照)
まず, F0 = Q(jE)上の (Q-)楕円曲線から F1上の 2次元 Calabi-Yau多様体を構成する.

これは, [2]をそのまま適用すればよい.23 すなわち, A2 = RF0/F1
(E)に対して, A2/⟨−1A2⟩

の (極小)特異点解消をX2とすれば, X2は F1上の 2次元 Calabi-Yau多様体である. この
X2に対して, E(F0)に関する仮定から, 以下が成り立つ.

Proposition 4.2. P ′ = RF0/F1
(P ) ∈ A2(F1)[2]に対して, tP ′ ∈ AutF1(A2)を P ′による平

行移動 (translation)とする. このとき, (−1E , 1Eσ1 ) ◦ tP ′ ∈ AutK0(A) = AutK0(E × Eσ1)
が誘導する X2 上の自己同型写像 ϵ24 は F1 上定義され, 固定点を持たない. 特に, X4 =
RF1/F2

(X2)/RF1/F2
(ϵ)は F2上の 4次元 Calabi-Yau多様体である.

以下同様にして, Fi上の 2i次元Calabi-Yau多様体X2iを帰納的に構成することができる.

23実際, 以下で出てくるX2 は, A2 に付随する Kummer曲面と呼ばれる最も古典的な 2次元 Calabi-Yau多
様体であり, Kummer曲面の構成方法を (狭義の)高次元 Calabi-Yau多様体や既約シンプレクティック多様体
(超 Kähler多様体)に拡張に関する研究は, [2]以外にも複数存在する.

24この自己同型写像 ϵは (P ′ に付随する)Lieberman対合と呼ばれている.
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K0 = K(jE)

K1F0 = Q(jE)

Kn−1

Fn−2

Fn−1 Kn = K

Fn = Q

⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧

⟨σ1⟩
❄❄❄❄❄❄❄❄❄

⟨σ1⟩

❄❄❄❄❄❄❄❄❄

⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧

⟨σ2⟩
❄❄❄❄❄❄❄❄❄

⟨σn−2⟩

❄❄❄❄❄❄❄❄❄

⟨σn−1⟩
❄❄❄❄❄❄❄❄❄

⟨σn−1⟩

❄❄❄❄❄❄❄❄❄

⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧

⟨σn⟩
❄❄❄❄❄❄❄❄❄

⟨σn⟩

❄❄❄❄❄❄❄❄❄

⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧

X1 = E Eσ1

A2 = RF0/F1
(E) X2

!
⟨ϵ⟩

Xσ2
2

X2 = A2/⟨−1A2⟩ RF1/F2
(X2)

X4 = RF1/F2
(X2)/RF1/F2

(ϵ)
!

⟨ϵ× id⟩ = ⟨id× ϵσ2⟩

Xσ3
4

RF2/F3
(X4)

X8
...

!!!"
!"

!"
!"

!"

$$ '(
'(
'(
'(
'(

Z/2Z
!!❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

$$⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧
⑧

!!!"
!"

!"
!"

!"

$$ '(
'(
'(
'(
'(

Z/2Z
!!❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

!!!"
!"

!"
!"

!"

$$ '(
'(
'(
'(
'(

Z/2Z
!!❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄
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上のようにして得られたQ上の Calabi-Yau多様体X = X2i の L関数の因子に保型形式
が現れることを示すためには, そのモチーフ h(X2i)から適切な階数 2の純モチーフを切り
出し, 2次元Galois表現の一般論を適用する.25 特に, 前者にはEがEndK(jE)(E) ≃ OK を
満たすQ-楕円曲線であることを用いる.26

まず, 階数 2の純モチーフを切り出す方法について述べる. これは, X2n の構成方法と
同様に帰納的に行う. 1次元の場合は CM楕円曲線の一般的性質としてよく知られている
ので, 以下では 2次元以上の場合について述べる. [8]による代数曲面の一般的性質から, 2
次元 Calabi-Yau多様体X2のモチーフ h(X2)は Künneth分解 h(X2) =

⊕4
i=0 hi(X2)を持

ち, さらに 2次のモチーフ h2(X2)は代数的サイクル (Néron-Severi群)に対応するモチーフ
halg2 (X2)とその直既約成分に対応するモチーフ t2(X2)に分解する. 今, t2(A2)が階数 2の
純モチーフである27ことから, t2(X2)も階数 2の純モチーフであることが分かる. さらに, 4
次元 Calabi-Yau多様体X4の 4次モチーフ h4(X4)の直和因子として, 階数 4の純モチーフ
t2(X2)⊗ t2(X

σ2
2 )を得るが, これは代数的サイクルから生じる階数 2のモチーフを含むこと

が分かる28ので, [8]と同様の方法で, 階数 2の代数的サイクルから生じる部分モチーフとそ
の直既約成分に対応する階数 2の純モチーフ t4(X4)に分解することができる. 以下, 帰納的
に, h(X2n)の部分モチーフとして階数 2の純モチーフ t2n(X2n)を得る.
以上のように構成されたQ上の純モチーフ t2n(X2n)に対して以下の定理を適用すること

で, Theorem 4.1を得る.

Theorem 4.3 (a part of [9]). MをQ上の階数 2の純モチーフでHodge数がhp,0 = h0,p = 1
(p ≥ 0)となるものとする. M の Betti実現上のカップ積 ∪ : HB(M)×HB(M) → Qが, 非
退化かつ対称的である29と仮定し, Dを ∪の判別式30とする. このとき, 各素数 lに対して定
まるM の l進実現 ρlに対して, 虚 2次体K = Q(

√
−D)に値を持つ∞-型 z 4→ zpのある指

標 ψ : A×
Q/Q× → C×が存在して, ρl ⊗K ≃ IndGal(Q/Q)

Gal(Q/K)
(ψ ◦ rec−1)が成り立つ.31
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超幾何多項式の数値計算と隣接関係式
後藤 良彰 (GOTO Yoshiaki)∗

1. はじめに—周辺和固定の分割表の正規化定数と超幾何多項式
u = (uij) ∈ M(r1, r2;Z≥0) を分割表と呼ぶことにする 1. このとき, 行和 β(1)

i (= ui·) =∑r2
j=1 uij, 列和 β(2)

j (= u·j) =
∑r1

i=1 uij, 総和 β+(= u··) =
∑

i,j uijが定まる 2.

u =

u11 u12 · · · u1r2 β(1)
1

u21 u22 · · · u2r2 β(1)
2

...
...

...
...

ur11 ur12 · · · ur1r2 β(1)
r1

β(2)
1 β(2)

2 · · · β(2)
r2 β+

総和を N で固定し, p = (pij) を各セルに入る確率 (表の形になっていることを忘れる.∑
i,j pij = 1) として, 多項分布を考える. このとき, 分割表 u が得られる確率は

P (U = u) =
N !

u!
pu, u! :=

∏

i,j

uij!, pu :=
∏

i,j

p
uij

ij

となる. 次に,行和と列和(合わせて周辺和と呼ぶ) β = (β(1); β(2)) = (β(1)
1 , . . . , β(1)

r1 ; β
(2)
1 , . . . , β(2)

r2 )

を固定したときの条件付き確率を考えると, 分割表 u が得られる確率は

P (U = u | β) = 1

Z̃(β; p)

N !

u!
pu, Z̃(β; p) = N ! ·

∑

u:周辺和はβ

pu

u!

となる. ここで, Z̃(β; p) は全確率を1にするために必要な数で, 正規化定数と呼ばれる.

N ! はキャンセルされるので, 以下

Z(β; p) =
∑

u:周辺和はβ

pu

u!

も正規化定数と呼び, 主にこちらについて議論する. また, (i, j)-セルの期待値が

E[Uij] =
1

Z(β; p)

∑

u

uij
pu

u!
=

1

Z(β; p)
· pij

∂Z(β; p)

∂pij
= pij

∂

∂pij
logZ(β; p)

と表されるので, Z(β; p) の偏微分も重要な値となる. 計算代数統計からの要請は
Z(β; p) とその偏微分を (高速に)数値計算すること

である. 多項式の数値計算なので一見難しくなさそうだが, 定義通りの計算では, 周辺
和や分割表のサイズが大きくなると項数が膨大となり, (コンピュータを用いても)計
∗神戸大学大学院理学研究科数学専攻
e-mail: y-goto@math.kobe-u.ac.jp

1分割表に関しては, 例えば [4, 第 4章]を参照.
2括弧内の表記は統計の文脈で使われる記法.
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算が困難となる. この困難さを克服するために, 超幾何関数の重要な性質の 1つである
「隣接関係式」を利用する, というのが本講演の目標である.

簡単のため, 2× 2分割表を例に超幾何関数との関係を記述する. 正規化定数は,

Z(β; p) =
∑

u

pu11
11 pu12

12 pu21
21 pu22

22

u11!u12!u21!u22!
=
∑

u

pu11
11 pu12

12 pu21
21 pu22

22

Γ (u11 + 1)Γ (u12 + 1)Γ (u21 + 1)Γ (u22 + 1)

と表すことができる. 1/Γ (n) = 0 (n ∈ Z≤0) の約束のもと, 分母のΓ関数の中に0以下
の整数を代入しても良いことにする. ここで, 和を取る分割表uは, 周辺和の条件より

u =
u11 u12

u21 u22
=

β(1)
1 0

β(2)
1 − β(1)

1 β(2)
2

+ u12 ·
−1 1

1 −1

と (一意に)表すことができるので, (u12 = nと置き直して)

Z(β; p) = p
β
(1)
1

11 p
β
(2)
1 −β

(1)
1

21 p
β
(2)
2

22

∞∑

n=0

(
p12p21
p11p22

)n

Γ (β(1)
1 − n+ 1)Γ (β(2)

2 − n+ 1)Γ (β(2)
1 − β(1)

1 + n+ 1)Γ (n+ 1)

と変形することができる. 級数の形で書いているが, 十分大きな n に対しては Γ 関数
の逆数が0となるため, 多項式であることに注意する. Pochhammer 記号

(a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) =
Γ (a+ n)

Γ (a)
= (−1)n

Γ (−a+ 1)

Γ (−a+ 1− n)

を用いると, 上の和 (
∑以降)は
1

Γ (β(1)
1 + 1)Γ (β(2)

2 + 1)Γ (β(2)
1 − β(1)

1 + 1)
· 2F1

(
−β(1)

1 ,−β(2)
2 , β(2)

1 − β(1)
1 + 1;

p12p21
p11p22

)

と表されることがわかる. ここで, 2F1 は Gauss の超幾何級数で

2F1(a, b, c; x) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n
(c)n(1)n

xn (1)

で定義される. a, b, c はパラメータで, x が変数である. c ∈ Z≤0 の時は分母が0となる
項があり 2F1 が定義できないので, 最後の書き換えは β(2)

1 − β(1)
1 +1 > 0 の時のみ有効

である. このような場合分けを排除するため, 今後は Γ関数を分母にした和をそのまま
扱うことにする (これも便宜上「超幾何関数 (級数)」と呼ぶ).

同様の議論を一般の r1 × r2 行列に対して行うと, 正規化定数 Z(β; p) は超幾何級数

S(α; x) =
∑

m=(mij)∈M(r1−1,r2−1;Z≥0)

1

Γm(α)
·
∏

i,j

x
mij

ij ,

Γm(α) :=
r1−1∏

i=1

Γ (−αi −
r2−1∑

j=1

mij + 1) ·
r2−1∏

j=1

Γ (αr1+j−1 −
r1−1∑

i=1

mij + 1)

· Γ (
r1−1∑

i=1

αi + αr1+r2−1 +
r1−1∑

i=1

r2−1∑

j=1

mij + 1) ·
r1−1∏

i=1

r2−1∏

j=1

Γ (mij + 1)

を用いて記述することができる. ただし, α = (α1, . . . ,αr1+r2−1) はパラメータで, x =

(xij)は (r1−1)× (r2−1)個の変数である. 上述のように Pochhammer記号を用いた表
記に直すと, (r1, r1+ r2)型の超幾何級数 (の定数倍)に一致する (定義は [2, 第3章§1.3]).
以上から, 正規化定数とその偏微分の計算は, 超幾何級数 (多項式) S(α; x) とその偏

微分の数値計算に帰着されたことになる.
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2. Gauss の超幾何関数の隣接関係式
§1 で, Γ関数を係数にする級数の方を扱う, と述べたが, この節ではよく知られている
結果を使うため, 2F1 について議論する.

∂x = d
dx , θx = x∂x とおく. このとき,

2F1(a+ 1, b, c; x) =
1

a
(θx + a)2F1(a, b, c; x), (2)

2F1(a− 1, b, c; x) =
1

c− a
((1− x)θx − bx+ c− a)2F1(a, b, c; x) (3)

という関係式が成り立つ. このように, パラメータを ±1 ずらした 2F1をもとの 2F1と
その微分を用いて表す関係式を隣接関係式と呼ぶ 3.

さて, 目標は a, b ∈ Z≤0 となるときの 2F1の計算であった. 簡単のために f(−N) =

2F1(−N, b, c; x) と書くことにすると, f(−1) = 1− b
cx は簡単に計算できる. そこで, 隣

接関係式 (3)を用いて, f(−1) から f(−2), f(−3),. . ., f(−N) と目標のところまで計算
できないかを考える. θxf(−1) = − b

cx なので f(−2) の値は計算できるが, f(−3) の計
算で θxf(−2) の値が必要となる. つまり, (3)だけでは不十分で, θx(2F1) に関する隣接
関係式も必要となる. それは次のようにして計算できる: 2F1(a, b, c; x) は超幾何微分方
程式

[θx(θx + c− 1)− x(θx + a)(θx + b)]g(x) = 0 (4)

の解なので, (3)の両辺に θx を作用させて, 2階の微分を (4)で消去することにより
(

f(a− 1)

θxf(a− 1)

)
= M(a) ·

(
f(a)

θxf(a)

)
, M(a) =

1

c− a

(
−bx+ c− a (1− x)

(a− 1)bx (a− 1)(x− 1)

)

を得る (第 1成分は (3)そのもの). これも隣接関係式と呼ぶことにする. これを用いる
と, 目標であった f(−N) は

(
f(−N)

θxf(−N)

)
= M(−N + 1) · · ·M(−2) ·M(−1)

(
1− b

cx

− b
cx

)

(1番右の縦ベクトルは t(f(−1), θxf(−1))である) のように行列の積で計算できる. ち
なみに, §1 で述べたように 2F1 の微分の値も興味ある値であるが, それも第2成分とし
て得られていることに注意する.

1変数の場合は特に計算が易しくなるわけではないが, この方法は多変数の超幾何級
数S(α; x)に対しても有効で, §1 で述べた多項式の計算をかなり高速化できる. そこで,

以下では多変数超幾何級数S(α; x)に対する隣接関係式を (コンピュータのプログラム
に載せられるくらい)明示的に記述することを目標とする 4.

多変数の場合の議論をする前に, もう少し 1変数の場合の注意を述べておく. 隣接関
係式 (2)は級数 (1)の形からすぐに分かるが, (3)を得るのは少々面倒である. (3)を得る
方法を4個紹介する.
3 b や c をずらす公式も知られているが, ここでは省略する.
4このような計算法はホロノミック勾配法 [6]の考え方に基づいている. ホロノミック勾配法は微分方程
式を 1階の連立系に書き直して数値計算するという考え方で, ここで考えているのはその差分方程式
版とみなすことができる. 微分方程式の数値計算と違い, 差分方程式版では, xが有理数であれば答え
の有理数を正確値で求められる, という利点もある.
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(I) 級数を力技で変形する. (答えを知っていればできる)

(II) 簡単な方 (2)の微分作用素S+と (4)の微分作用素E に対して, 有理関数係数の微
分作用素環 C(x)⟨∂x⟩ における互除法を行うことで

S− · S+ + P · E = 1

を満たす S−, P ∈ C(x)⟨∂x⟩ が計算できる. この両辺を 2F1(a, b, c; x) に作用させ
ると,

S−(2F1(a+ 1, b, c; x)) = 2F1(a, b, c; x)

となるので, (aを調整すれば) S− が求める微分作用素になる.

(III) 微分方程式 (4) を1階の連立系 (Pfaffian系)

θx

(
f(a)

θxf(a)

)
=

(
0 1
abx
1−x

(a+b)x+1−c
1−x

)
·
(

f(a)

θxf(a)

)

に直し, 簡単な方 (2)の微分作用素を行列表示すると, その逆行列が M(a+1) と
なる.

(IV) 2F1 の Euler型積分表示

2F1(a, b, c; x) =
Γ (c)

Γ (a)Γ (c− a)

∫ 1

0

ta(1− t)c−a(1− xt)−b dt

t(1− t)

に着目する. 収束条件についてはここでは割愛する. 適当な条件下で微分と積分
の交換ができて,

θx(2F1(a, b, c; x)) =
Γ (c)

Γ (a)Γ (c− a)

∫ 1

0

ta(1− t)c−a(1− xt)−b · bx · dt
(1− t)(1− xt)

と表すことができる 5. この積分で a → a − 1 とした後, 部分積分 (境界 0, 1で
の値が 0となるようパラメータに条件をつける) と部分分数展開を計算すれば,

2F1(a+1, b, c; x) を 2F1(a, b, c; x) とθx(2F1(a, b, c; x)) を用いて書き直すことがで
き, (3) を得る.

(II), (III), (IV)の手法は多変数の場合に一般化できる. 次節以降で (IV)の手法を一般
化した, ねじれコホモロジー群による隣接関係式の導出を紹介していく.

(II), (III)の一般化について少しだけ述べておく. (II)に関しては, [10], [9]で, A-超幾
何系 (ここで考えているS(α; x)も含まれる) に対して, 簡単な方の「逆」に対応する微
分作用素を微分作用素環での Buchberger algorithm を用いて計算する方法が与えられ
ている. (III)に関しては, [8]において A-超幾何系に対する一般化が与えられ, さらに
プログラムの実装もされている (パラメータや変数が数字の時はより速い手法も考案さ
れている). これらの一般化は幅広く使えて強力だが, Gröbner 基底で割り算等を行う
ため, 計算コストが大きかったり, 答えがかなり複雑になったりするという難点もある.

5微分形式をこのように書く理由は §3 で説明する.
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3. ねじれコホモロジー群 6

以下,記号の都合上, (k+1, k+n+2)型の超幾何関数を考察する((k, n) = (r1−1, r2−1)).

また, α0 = −
∑k+n+1

i=1 αi とおき, パラメータをα = (α0,α1, . . . ,αk+n+1) と書くことに
する. さらに, ここでは αi たちは整数でないと仮定する (最後に整数にする).

積分で定義される関数

F (α; x) =

∫

∆

n+k+1∏

j=1

L
αj

j

dt1 ∧ · · · ∧ dtk
t1 · · · tk

, (5)

Lj = tj (1 ≤ j ≤ k), Lk+j = 1 + t1x1j + · · ·+ tkxkj (1 ≤ j ≤ n),

Lk+n+1 = 1 + t1 + · · ·+ tk

を考える. これは (k + 1, k + n+ 2)型の超幾何積分と呼ばれる. ∆ は

∆ = {(t1, . . . , tk) ∈ Rk | t1 < 0, . . . , tk < 0, t1 + · · ·+ tk > −1}

で定義される領域を考えればよいが, αi ̸∈ Z の条件下では, 正則化 (regularization)と
呼ばれる操作をすることで, 広義積分ではなくコンパクトな集合の上の積分とみなすこ
とができる (詳しくは [2, 第 3章 §2]を参照). 適当な条件下で, F (α; x) のべき級数展開
を考えると,

F (α; x) = e−π
√
−1(α1+···+αk) ·

k∏

i=1

Γ (αi)Γ (−αi + 1) ·
n+1∏

j=1

Γ (αk+j + 1) · S(α; x) (6)

となることがわかる. 従って, S(α; x) の隣接関係式は F (α; x) の隣接関係式と等価と
なる. そこで, 以下超幾何積分 F (α; x) の隣接関係式を調べていく.

1変数の場合は部分積分を使って隣接関係式を導出できると述べたが, 部分積分の多
変数化は Stokes の定理を使って理解できる. これを幾何学的に扱う道具として, ねじ
れコホモロジー群を導入する. しばらくの間 x = (xij) は固定しておき,

T = {t = (t1, . . . , tk) ∈ Ck | Li(t) ̸= 0} ⊂ Ck ⊂ Pk

とおく. T は超平面配置の補集合である. T 上の多価関数と微分形式を

U = U(t) =
n+k+1∏

j=1

L
αj

j , ω = d logU =
k+n+1∑

j=1

αj
dLj

Lj

と定める. ただし, d は t1, . . . , tk (積分の変数)に関する外微分. また, Ω l(T ) を Pk − T

に極を許す有理 l-形式全体のなすベクトル空間とする. このとき,

∇α : Ω l(T ) → Ω l+1(T ); ϕ ,→ ∇α(ϕ) := dϕ+ ω ∧ ϕ

と定めると, これは ∇α ◦∇α = 0 を満たすことがわかるので, ねじれコホモロジー群を

H l(Ω•(T ),∇α) = ker(∇α : Ω l(T ) → Ω l+1(T ))/∇α(Ω l−1(T ))

で定義する 7.
6以降の議論は松本圭司氏 (北大)との共同研究 [3]に基づく
7微分方程式 dh = hω の局所解 (局所的に U の定数倍)から作られるランク 1の局所系を係数とする
(コ)ホモロジーとして定義しても, 同型となることが知られている [2, 第 2章].
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Fact 1. H l(Ω•(T ),∇α) = 0 (l ̸= k)である. さらに, dimHk(Ω•(T ),∇α) =

(
k + n

k

)
.

特に, Hk(Ω•(T ),∇α) = Ωk(T )/∇α(Ωk−1(T )) となっていることに注意する. ここで,

∇αに関するコホモロジーを考える理由を簡単に説明する. (5)のような多価関数の積
分は被積分関数の枝を指定する必要がある. そこで,

∫

σ

Uϕ
(
σ ⊂ T : k-単体, ϕ ∈ Ωk(T )

)

という積分を, σ とその上での U の枝を組にしたもの (σ⊗Uと書く)と1価な微分形式ϕ

のペアリング ⟨ϕ, σ⊗U⟩とみなすことにする. このとき, Stokesの定理は, ψ ∈ Ωk−1(T )

に対して,

⟨ψ, ∂σ ⊗ U |∂σ⟩ =
∫

∂σ

Uψ =

∫

σ

d(Uψ) =

∫

σ

(dU ∧ ψ + Udψ)

=

∫

σ

U ·
(
dψ +

dU

U
∧ ψ
)

=

∫

σ

U ·∇α(ψ) = ⟨∇α(ψ), σ ⊗ U⟩

となる. 特に, (枝の情報込みで)境界が消える σ ⊗ U (これをねじれサイクルという)

とのペアリングでは, ∇α(ψ) を足しても積分の値が変わらないので, ∇α(Ωk−1(T )) で
moduloした微分形式 (すなわちねじれコホモロジー群の元)が積分の値を決めているこ
とになる. 詳しい説明は省略するが, 積分 (5)における ∆ 上で適当な枝を決めて ∆⊗U

としたもの (あるいはその正則化)はねじれサイクルとなっている.

J = {j0, . . . , jk} ⊂ {0, 1, . . . , k + n+ 1} に対して,

ϕ⟨J⟩ = ϕ⟨j0 · · · jk⟩ := d log
Lj1

Lj0

∧ d log
Lj2

Lj0

∧ · · · ∧ d log
Ljk

Lj0

とおき, 対数微分形式と呼ぶ. ただし, L0 := 1 とする (Pkの無限遠超平面に対応). ま
た, p ̸= q に対して,

qJp := {J ⊂ {0, 1, . . . , k + n+ 1} | p ∈ J, q ̸∈ J, #J = k + 1}

とおく.

Fact 2 ([2], [5]). Hk(Ω•(T ),∇α) の元は ϕ⟨J⟩ の1次結合で表すことができる. さらに,

p ̸= q を1組固定して, {ϕ⟨J⟩ | J ∈ qJp} を基底として取ることができる.

ϕ⟨J⟩ の具体形を与えておく. x = (xij) は k × n 行列だが, これを使って (k + 1) ×
(k + n+ 2) 行列

x̃ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 · · · k k + 1 · · · k + n k + n+ 1

0 1 0 · · · 0 1 · · · 1 1

1 0 1 0 x11 · · · x1n 1
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...

k 0 0 · · · 1 xk1 · · · xkn 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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を考え(“(k+1, k+n+2)型超幾何”はこの行列のサイズに由来する), J = {j0, j1, . . . , jk}
に対して, |x̃⟨J⟩| を x̃ の第 j0, j1, . . . , jk 列を取り出して作った小行列式とすると,

ϕ⟨J⟩ = |x̃⟨J⟩|
∏k

p=0 Ljp

dt, dt := dt1 ∧ · · · ∧ dtk

となることがわかる.

以下では, J̇ = k+n+1J0 = {J = {0, j1, . . . , jk} | 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n + k} とおき,

{ϕ⟨J⟩ | J ∈ J̇ } ⊂ Hk(Ω•(T ),∇α) を基底に取ることが多い. この基底を縦に並べて,

Uを掛けて積分したベクトル値関数

F(α; x) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

∫
∆ Uϕ⟨J̇⟩

...∫
∆ Uϕ⟨J⟩

...

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
,

J̇ := {0, 1, 2, . . . , k},

ϕ⟨J̇⟩ = ϕ⟨012 · · · k⟩ = dt

t1 · · · tk

を考えると,

F(α; x) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

F (α; x)
...

±|x̃⟨il,··· ,i1 J̇k+j1,...,k+jl⟩|∏l
s=1 αk+js

· ∂lF (α; x)

∂xi1j1 · · · ∂xiljl
...

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

il,··· ,i1 J̇k+j1,...,k+jl := (J̇ − {i1, . . . , il}) ∪ {k + j1, . . . , k + jl}
(1 ≤ i1 < · · · < il ≤ k, 1 ≤ j1 < · · · < jl ≤ n)

となることがわかる (±の決め方については省略. 小行列式の列の並べ方に由来する).

このベクトルが §2 で用いた
(

f(a)

θxf(a)

)
に対応するものである. このベクトルに行列を

掛けてαを変化させる公式が隣接関係式である.

U を U−1 = 1/U (すなわち, α を −α)に置き換えることで, ねじれコホモロジー群
Hk(Ω•(T ),∇−α) = Ωk(T )/∇−α(Ωk−1(T ))も定義される. Hk(Ω•(T ),∇α)とHk(Ω•(T ),∇−α)

の間には交点形式と呼ばれる非退化で双線形なペアリング

I : Hk(Ω•(T ),∇α)×Hk(Ω•(T ),∇−α) → C

が定まっている. 厳密な定義は少し準備が必要となるので省略するが, 気持ちとしては

I(ϕ,ψ) =
∫

T

ϕ ∧ ψ, ϕ ∈ Hk(Ω•(T ),∇α), ψ ∈ Hk(Ω•(T ),∇−α)

である 8. Fact 2 があるので, 交点形式の厳密な定義を与える代わりに, 対数微分形式
に関する交点数の公式を与えておく.

8このままだと 2k-形式が 0となるため無意味だが, 開多様体T 上の積分なので不定形のようになってい
る. 積分が意味を持つようにうまく変形することができる [7].
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Fact 3 ([7]). J = {j0, . . . , jk}, J ′ = {j′0, . . . , j′k} に対して,

I(ϕ⟨J⟩,ϕ⟨J ′⟩) = (2π
√
−1)k ×

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑
j∈J αj∏
j∈J αj

(J = J ′),

(−1)p+q

∏
j∈J∩J ′ αj

(
#(J ∩ J ′) = k,

J − {jp} = J ′ − {j′q}

)
,

0 (otherwise).

以上の準備により, 多価関数の積分に関する計算を交点形式 (内積のようなもの)を
持ったねじれコホモロジー群(有限次元ベクトル空間)の議論に置き換えることができる.

4. 隣接関係式
αi → αi + 1 とする隣接関係式を考察する. §3 の最初の α0 の定義から, 考えるべきパ
ラメータベクトルはα(i) = (α0 − 1,α1, . . . ,αi−1,αi + 1,αi+1, . . . ,αk+n+1) となる. パラ
メータをずらしたねじれコホモロジー群も考えるため, 記号がやや煩雑になってしまう
ので, 次の記法を使うことにする.

Notation.

V := Hk(Ω•(T ),∇α), V (i) := Hk(Ω•(T ),∇α(i)
),

V ∨ := Hk(Ω•(T ),∇−α), V (i)∨ := Hk(Ω•(T ),∇−α(i)
).

また, ψ ∈ Ωk(T ) で代表されるねじれコホモロジー群 V (resp. V (i), V ∨, V (i)∨) の元を
区別するために [ψ] (resp. [ψ]i, [ψ]∨, [ψ]∨i ) と書くこともある.

さて, αi → αi + 1 を考えることは, 積分表示で見ると, U ·ϕ を U ·Li · ϕ に取り替え
ることに対応する.

Proposition 4. Li倍 Ωk(T ) ∋ ϕ ,→ Li · ϕ ∈ Ωk(T ) はwell-defined な線形写像

Ui : V
(i) → V ; [ϕ]i ,→ [Li · ϕ]

を誘導する.

基底{[ϕ⟨J⟩]i}J∈J̇ ⊂ V (i), {[ϕ⟨J⟩]}J∈J̇ ⊂ V に関するUiの表現行列をUi(α; x)とおく.

∫

∆

k+n+1∏

j=1

L
αj

j · Ui([ϕ⟨J̇⟩]i) =
∫

∆

k+n+1∏

j=1

L
αj

j · Li · ϕ⟨J̇⟩ = F (α(i); x)

となることなどから, Ui(α; x) は隣接関係式

F(α(i); x) = Ui(α; x) · F(α; x)

を与えることがわかる. あとは, この Ui(α; x) を具体的に表示すればよい. 実は, 基底
を{[ϕ⟨J⟩]i}J∈0Ji ⊂ V (i), {[ϕ⟨J⟩]}J∈iJ0 ⊂ V で取ると,

Ui([ϕ⟨ij1 · · · jk⟩]i) =
[
Li ·

|x̃⟨ij1 · · · jk⟩|dt
LiLj1 · · ·Ljk

]
=

[
|x̃⟨ij1 · · · jk⟩|dt

Lj1 · · ·Ljk

]
=

|x̃⟨ij1 · · · jk⟩|
|x̃⟨0j1 · · · jk⟩|

[ϕ⟨0j1 · · · jk⟩]

となり, 表現行列が対角行列になることがわかる. 従って, 基底 {[ϕ⟨J⟩]i}J∈J̇ ⊂ V (i),

{[ϕ⟨J⟩]}J∈J̇ ⊂ V に変換する基底変換行列を計算すれば良いが, (内積空間での議論と
同様に)それは交点数を用いて簡単に計算できる.
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Theorem 5. 表現行列 Ui(α; x) は以下の表示を持つ:

Ui(α; x) = C(α(i))Pi(α
(i))−1Di(x)Qi(α)C(α)−1.

ただし,

Di(x) = diag

(
. . . ,

|x̃⟨J⟩|
|x̃⟨iJ0⟩|

, . . .

)

J∈0Ji

, C(α) =
(
I(ϕ⟨I⟩,ϕ⟨J⟩)

)

I,J∈J̇
,

Pi(α) =
(
I(ϕ⟨I⟩,ϕ⟨J⟩)

)

I∈0Ji,J∈J̇
, Qi(α) =

(
I(ϕ⟨I⟩,ϕ⟨J⟩)

)

I∈iJ0,J∈J̇
.

Theorem 中の交点数は全て Fact 3を用いて計算可能である. また, C(α(i)), Pi(α(i))

は V (i) と V (i)∨ での交点数として現れる.

Remark 6. (i) §2 の隣接関係式の導出 (IV)の「部分積分と部分分数展開を計算」と
いう部分が「コホモロジー群 (modulo ∇α)と交点数の計算」により機械的にでき
るようになっている 9.

(ii) 公式中に交点行列の逆行列が現れるので非実用的に見えるが, 実際にはこの逆行
列を (再び交点行列を用いて)陽に書く方法がわかっている. 従って, Theorem 中
の行列は全て陽な表示を持つ.

(iii) §2 で, aを増やす方は簡単で減らす方が複雑, と述べたが, この手法だと増やす方
も減らす方もほとんど同じ形をしている. 実際, 具体形は書かないが αi を減らす
隣接関係式も同様に求められる.

(iv) (6)式を用いれば, 級数S(α; x)とその偏微分が並んだベクトル値関数に関する隣
接関係式が得られる. α は整数ベクトルでないとして議論していたので, 正規化
定数の計算に応用する際はα が整数ベクトルで S(α; x) が多項式になる場合でも
公式が正しいことを示す必要がある. 実際, 多少の議論で証明することができる.

(v) 2F1 の時は 1個のパラメータ aに関する隣接関係式だけで十分だったが,多変数の
場合は 1個のパラメータを小さくしただけでは定義からの計算が簡単になるとは
限らないので, 全てのパラメータを動かす隣接関係式を用意しておく必要がある.

5. 正規化定数の数値計算—実装
§4 で求めた隣接関係式はコンピュータに実装できるくらい具体的に書くことができた
ので, 正規化定数やその偏微分などを計算するプログラムを Risa/Asir10 上に実装した.

Example 7 (3× 3分割表 · · · (3, 6)型 (k = n = 2), 4変数多項式).

60

60

100

120 50 50 220

9 [1]でもねじれコホモロジー群による計算が与えられているが, 交点形式は利用されていない. それゆ
え, 多少の複雑な計算が必要.

10オープンソースの計算機代数 (数式処理)システム. http://www.math.kobe-u.ac.jp/Asir
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という周辺和に対して, 素朴に級数S(α; x)の定義で計算するプログラムでは 396秒か
かり, 我々の実装では約 0.5秒で計算できた. 我々の実装では, 周辺和を全て 10倍して
も110秒で計算できた. (Intel Xeon E5-4650 (2.7GHz) with 256G memory で計算)

関係式を求めるための計算量については以下の評価が得られている.

Proposition 8. n× n 行列のかけ算に要する計算量を O(n3) とするとき, 隣接関係式
の行列を得るための計算量の上限は, 次のようになる.

1. r1 を固定し, r2 → ∞ を考えるとき, O(r3r12 ).

2. r1 = r2 の条件下で r1 → ∞ を考えるとき, O(26r1).

考えている行列のサイズ 11 は r =

(
r1 + r2 − 2

r1 − 1

)
であり, 計算量は r3 のオーダーに

なっている (つまり, 交点行列の掛け算が一番重い). 分割表のサイズが大きくなるとこ
の計算量がネックとなるため, 10× 10などの大きな分割表に対しては, 隣接関係式の行
列を求めるのが困難となる 12.

隣接関係式の行列さえ求められれば, 周辺和に関しては線形のオーダーの計算量とな
る (定義通りだと多項式オーダー). しかし, 実際に計算すると, 分母と分子が巨大な整
数であるような有理数の計算を行うことになるため, 計算量はもっと多くなる 13. これ
を解決するために, modular method と呼ばれる手法 (簡単に述べると, 複数の有限体上
で計算 (並列化可能)を行い, 中国剰余定理などを用いて有理数体に戻す方法)が有効で
あるということが, 橘義仁氏 (神戸大)の実装による改善で確かめられている.
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定常輸送方程式の解の正則性と
その拡散光トモグラフィへの応用

川越 大輔
Kawagoe Daisuke ∗

京都大学大学院情報学研究科

1 研究の背景
非侵襲的な医用生体イメージング技術として, 拡散光トモグラフィが注目されている. 拡散光ト
モグラフィでは, 約 650nm～約 900nmの波長をもった近赤外光が用いられる. この波長範囲の近
赤外光は, 酸素と結びついたヘモグロビン (以下, 酸素化ヘモグロビンと呼ぶ)に吸収されやすく,

それ以外の生体組織には吸収されにくい, という光学特性を持つ. この波長範囲は分光学的窓と呼
ばれる. 拡散光トモグラフィとは, 近赤外光のもつこの光学特性を利用して, 生体に照射する光と
生体を透過する光を観測することで, 生体内部の酸素化ヘモグロビンの濃度分布を測定する技術で
ある. 「生体内で活発に活動している部位ほど酸素化ヘモグロビンの濃度が高い」という仮定に立
てば, 脳に拡散光トモグラフィを適用することで, 脳の機能を解明することができると考えられる.

我々は X線 CTやMRI等の生体イメージング技術を獲得しており, これらの技術を脳の活動観
測に使うこともできるが, 長時間にわたるX線や強磁場の照射は, 脳への悪影響が懸念されるため,

積極的にこれらの技術を用いることはできない. 一方, これらの技術と比較して, 拡散光トモグラ
フィはより安全に長期的な観測を行うことができる. この安全性の利点から, 拡散光トモグラフィ
の実現が期待されている.

本研究の最終目的は, 数学解析および数値解析の立場から, 拡散光トモグラフィのより高精度で
信頼できるアルゴリズムを提案することである.

ここでまず, 生体内の光の伝播の数理モデルを考える. 光には粒子の性質と波動の性質を持つこ
とが知られているが, ここでは粒子の性質に着目する. 生体内の光子の伝播は, 生体による光子の
吸収と散乱によって特徴づけられる. これらの特徴を記述したのが, 以下の微分積分方程式である.

− ξ ·∇I(x, ξ)− (µa(x) + µs(x))I(x, ξ)

+ µs(x)

∫

Sn−1

p(x, ξ, ξ′)I(x, ξ′) dσξ′ = 0, (x, ξ) ∈ Ω× Sn−1. (1)

この方程式を定常輸送方程式 (stationary transport equation) と呼ぶ.

以下, この方程式に現れる記号の意味を解説する. Ω は Rn 内の凸開集合で, ∂Ω は C1 級の滑
らかさを持つものとする. また, Sn−1 は Rn の単位球面を表す. I(x, ξ) は進行方向が ξ の光子の,

位置 x における密度を表す. µa(x) は位置 x において光子が媒質に吸収される割合を表しており,

∗d.kawagoe@acs.i.kyoto-u.ac.jp
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吸収係数 (absorption coefficient) と呼ばれる. µs(x) は位置 x において光子が媒質により散乱す
る割合を表しており, 散乱係数 (scattering coefficient) と呼ばれる. p(x, ξ, ξ′) は位置 x において
進行方向 ξ′ をもつ光子がその進行方向を ξ に変える確率を表し, 散乱位相関数 (scattering phase

function) と呼ばれる. 最後に, · は Rn の標準内積を, dσξ′ は Sn−1 上の体積要素をそれぞれ表す.

物理的な要請から, µa, µs, p に対して次が仮定される.

• 0 ≤ µa(x) < ∞, 0 ≤ µs(x) < ∞, x ∈ Ω.

• p(x, ξ, ξ′) = p(x, ξ′, ξ), x ∈ Ω, ξ, ξ′ ∈ Sn−1.

• p(x, ξ, ξ′) > 0,
∫
Sn−1 p(x, ξ, ξ′) dσξ′ = 1, x ∈ Ω, ξ ∈ Sn−1.

拡散光トモグラフィは, “観測できるデータ” から定常輸送方程式の吸収係数 µa を決定する逆問
題と考えることができる. “観測できるデータ” を数学的に定義するため, 定常輸送方程式に付帯さ
れる境界条件について述べる. 領域 Ω の境界 ∂Ω と 進行方向 Sn−1 の直積空間 ∂Ω× Sn−1 を次
の 3つに分解する.

Γ+ :=
{
(x, ξ) ∈ ∂Ω× Sn−1|n(x) · ξ > 0

}
,

Γ− :=
{
(x, ξ) ∈ ∂Ω× Sn−1|n(x) · ξ < 0

}
,

Γ0 :=
{
(x, ξ) ∈ ∂Ω× Sn−1|n(x) · ξ = 0

}
.

ただし, n(x) は点 x における ∂Ω の外向き単位法線ベクトルである. 物理的に言えば, Γ+ の元は
領域内で進行方向 ξ をもつ光子が透過して外に出る位置 x を, Γ− の元は進行方向 ξ をもつ光子
を照射したときに光子が領域内に入る位置 x を, それぞれ表す. そこで, 次の境界条件を課す:

I(x, ξ) = I0(x, ξ), (x, ξ) ∈ Γ−. (2)

我々は領域に入射する光と領域を透過する光の 2つのみ観測することができる. そこで, 上で述
べた ”観測できるデータ” とは, 解 I の Γ± 上の値とする. まとめると, 拡散光トモグラフィは, 定
常輸送方程式の解の Γ± 上の値から係数 µa を決定する逆問題であると考えることができる.

Choulli and Stefanov は係数の数学的再構成法を [2]で提案しているが, この方法を現実に行う
には無限回の観測が必要なので, ほとんど不可能である. そこでこの逆問題は, 数値計算を用いて
次のように解かれるのが慣例的である.

1. µa, µs, p を推定する.

2. 定常輸送方程式を数値的に解く.

3. 数値計算結果を実験データと比較する.

4. 数値計算結果と実験データとの差が小さくなるように, µa, µs, p を再構成する.

以下この手順を, 実験データとの差が十分小さくなるまで繰り返す. この方法で係数 µa を求める
場合, 重要になってくるのは数値計算の “信頼性” である.

A. D. Klose et al. は, 有限差分を利用した数値計算法を [3]で提案している. この数値計算法の”

正当性”(数値解は一意に存在するか, 数値解は差分パラメータを 0に近づけたときに厳密解に収束
するか, 境界値が近い 2つの数値解は, その差が小さいか)は, Ω が長方形の場合 (n = 2)について
は藤原 [4]によって数学的に証明されている. 藤原はその証明の中で厳密解が x と ξ について C2

級であることを要請しているが, 実際に厳密解が C2 級であるかどうかは数学的に非自明である.

そこで,「どのような仮定の下で C2 級の厳密解が存在するか.」という問いに答えることを目的と
して研究に取り組んでいる. 本稿では, 現段階で得られている結果について紹介する.
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2 問題設定
長方形領域は角をもつため, 解の正則性を議論するのは困難である. そこで, 本研究ではまず 2次
元の帯領域で解の正則性を議論することとする. すなわち, Ω = R× (0, 1),

Γ− := {(x1, 0, ξ)|x1 ∈ R, θ ∈ (0,π)} ∪ {(x1, 1, ξ)|x1 ∈ R, θ ∈ (−π, 0)}

である. ただし, θ は ξ = (cos θ, sin θ) を満たす (−π,π] の元であり, 以下この関係により S1 と
(−π,π] を同一視する.

簡単のため, µa および µs は非負の定数, p は S1 × S1 上の連続関数で, x に依存しないと仮定
する.

主結果を述べるために, 記号をいくつか導入する. Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
を (Ω× S1)∪Γ− 上の有

界連続関数全体からなるベクトル空間とする. このとき, Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
は

∥I∥∞ := sup
(x,ξ)∈(Ω×S1)∪Γ−

|I(x, ξ)|

で定義されるノルム ∥ · ∥∞ により Banach空間となる. 同様に, Cb(Γ−) で Γ− 上の有界連続関数
全体からなるベクトル空間を表すことにする.

3 主結果
以上の設定の下, 次の定理が証明できる.

定理 1 I0 ∈ Cb(Γ−),
∂I0
∂x1

∈ Cb(Γ−) かつ µa > 0 と仮定する. このとき, 境界値問題 (1) - (2) は
ただ１つの古典解 I をもつ.

4 準備
ここで, 定常輸送方程式の解析に必要な考え方を紹介する.

まず, 次の常微分方程式を考える.
⎧
⎨

⎩

dx
dt (t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ]

x(0) = x0

ここで, T > 0, x0 ∈ R であり, x は 区間 [0, T ] 上の実数値 C1 級関数, f は [0, T ]×R 上の実数値
連続関数とする. この常微分方程式の解の存在と一意性を議論する時, 通常次の積分方程式を導入
する.

x(t) = x0 +

∫ t

0
f(s, x(s)) ds, t ∈ [0, T ].

この積分方程式は, 先の常微分方程式を 0 から t まで積分することで得られる. この積分方程式を
満たす連続関数 x(t) が 元の常微分方程式を満たすことは, 積分方程式の右辺を t について微分す
ることで確かめられる. よって, 今考えている常微分方程式と, そこから得られる積分方程式は同
値であると考えることができる.
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この考えを応用するため, 定常輸送方程式を次のように書き換える.

− d

dt
I(x+ tξ, ξ)− (µa + µs)I(x+ tξ, ξ)

+ µs

∫

Sn−1

p(ξ, ξ′)I(x+ tξ, ξ′) dσξ′ = 0, (x, ξ) ∈ Ω× Sn−1.

ここで, t は実数で, x + tξ ∈ Ω が成り立つものとする. これをパラメータ t に関する常微分方程
式だと思い, 境界条件に注意して積分して整理すると, 次の積分方程式が得られる. この積分方程
式の解を定常輸送方程式の解と呼ぶことにする. なお, 以下の議論では, x = (x1, x2) と x ∈ Ω の
成分を表示し, I(x, ξ) を I(x1, x2, ξ) と表記することもある.

定義 1 I ∈ Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
が次の積分方程式を満たすとき, I は定常輸送方程式の境界値問

題 (1)-(2) の解であるという.

θ ∈ (0,π) のとき,

I(x, ξ) = exp

(
−µa + µs

sin θ
x2

)
I0(x1 − x2 cot θ, 0, ξ)

+
µs

sin θ

∫ x2

0
exp

(
−µa + µs

sin θ
(x2 − t)

)∫

S1

p(ξ, ξ′)I(x1 − (x2 − t) cot θ, t, ξ′) dσξ′dt. (3)

θ ∈ (−π, 0) のとき,

I(x, ξ) = exp

(
µa + µs

sin θ
(1− x2)

)
I0(x1 + (1− x2) cot θ, 1, ξ)

− µs

sin θ

∫ 1

x2

exp

(
µa + µs

sin θ
(t− x2)

)∫

S1

p(ξ, ξ′)I(x1 + (t− x2) cot θ, t, ξ
′) dσξ′dt. (4)

先行研究では, この意味での解の存在と一意性について議論されてきた. しかし, 常微分方程式の
場合とは違い, θ = 0, π では積分方程式が定義されていないため, この積分方程式から直ちに古典
解の存在が言えるわけではない. この差を埋めたのが本研究の新しい結果である. 以後の節では,

この積分方程式の解が適当な条件の下で古典解になっていることを証明する.

5 積分方程式の解の存在と一意性
まずは一意性を示す. I1, I2 を解とし, I := I1 − I2 とおく. このとき, 解の定義から I は

Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
に属し, 次の積分方程式を満たすことが分かる:

x1 ∈ R, x2 ∈ [0, 1), θ ∈ (0,π) のとき,

I(x, ξ) =
µs

sin θ

∫ x2

0
exp

(
−µa + µs

sin θ
(x2 − t)

)∫

S1

p(ξ, ξ′)I(x1 − (x2 − t) cot θ, t, ξ′) dσξ′dt. (5)

x1 ∈ R, x2 ∈ (0, 1], θ ∈ (−π, 0) のとき,

I(x, ξ) = − µs

sin θ

∫ 1

x2

exp

(
µa + µs

sin θ
(t− x2)

)∫

S1

p(ξ, ξ′)I(x1 + (t− x2) cot θ, t, ξ
′) dσξ′dt. (6)

(5), (6) を評価することで, 不等式 ∥I∥∞ ≤ µs

µa + µs
∥I∥∞ を得る. この不等式からただちに, I = 0

すなわち I1 = I2 がしたがう.

次に, 解の存在を構成によって示す. (Ω× S1) ∪ Γ− 上の関数列 {I(n)}n≥0 を次のように帰納的
に定義する. I(0) を
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• x1 ∈ R, x2 ∈ [0, 1), θ ∈ (0,π) のとき,

I(0)(x, ξ) := exp

(
−µa + µs

sin θ
x2

)
I0(x1 − x2 cot θ, 0, ξ).

• x1 ∈ R, x2 ∈ (0, 1], θ ∈ (−π, 0) のとき,

I(0)(x, ξ) := exp

(
µa + µs

sin θ
(1− x2)

)
I0(x1 + (1− x2) cot θ, 1, ξ).

• x1 ∈ R, x2 ∈ (0, 1), θ ∈ {0,π} のとき,

I(0)(x, ξ) := 0.

で定義する. また, I(n) まで定義できたとして, I(n+1) を

• x1 ∈ R, x2 ∈ [0, 1), θ ∈ (0,π) のとき,

I(n+1)(x, ξ) :=
µs

sin θ

∫ x2

0
exp

(
−µa + µs

sin θ
(x2 − t)

)∫

S1

p(ξ, ξ′)In(x1 − (x2 − t) cot θ, t, ξ′) dσξ′dt.

• x1 ∈ R, x2 ∈ (0, 1], θ ∈ (−π, 0) のとき,

I(n+1)(x, ξ) := − µs

sin θ

∫ 1

x2

exp

(
µa + µs

sin θ
(t− x2)

)∫

S1

p(ξ, ξ′)I(x1 + (t− x2) cot θ, t, ξ
′) dσξ′dt.

• x1 ∈ R, x2 ∈ (0, 1), θ = 0 のとき,

I(n+1)(x, ξ) := µs

∫ ∞

0
exp(− (µa + µs) s)

∫

S1

p(ξ, ξ′)I(n)(x1 − s, x2, ξ
′) dσξ′ .

• x1 ∈ R, x2 ∈ (0, 1), θ = π のとき,

I(n+1)(x, ξ) := µs

∫ ∞

0
exp(− (µa + µs) s)

∫

S1

p(ξ, ξ′)I(n)(x1 + s, x2, ξ
′) dσξ′ .

で定義する. このとき, 次の２つが簡単な計算により分かる.

補題 1 I(n) ∈ Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
と仮定する. このとき, 次の評価が成り立つ.

∥I(n+1)∥∞ ≤ µs

µa + µs
∥I(n)∥∞.

命題 1 I0 ∈ Cb(Γ−) ならば, すべての n ≥ 0 に対して, I(n) ∈ Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
が成り立つ.

補題 1と命題 1から, I(x, ξ) :=
∞∑

n=0

I(n)(x, ξ)が (Ω×S1)∪Γ−上絶対一様収束し, Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)

に属することが分かる. また, この I(x, ξ) が解となっていることも級数の計算により確認できる.

以上より, 解の存在が示された.
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6 積分方程式の解の微分可能性
発見的考察ではあるが, 先に導入した積分方程式の両辺を x1 について偏微分する.

θ ∈ (0,π) のとき,

∂I

∂x1
(x, ξ) = exp

(
−µa + µs

sin θ
x2

)
∂I0
∂x1

(x1 − x2 cot θ, 0, ξ)

+
µs

sin θ

∫ x2

0
exp

(
−µa + µs

sin θ
(x2 − t)

)∫

S1

p(ξ, ξ′)
∂I

∂x1
(x1 − (x2 − t) cot θ, t, ξ′) dσξ′dt. (7)

θ ∈ (−π, 0) のとき,

∂I

∂x1
(x, ξ) = exp

(
µa + µs

sin θ
(1− x2)

)
∂I0
∂x1

(x1 + (1− x2) cot θ, 1, ξ)

− µs

sin θ

∫ 1

x2

exp

(
µa + µs

sin θ
(t− x2)

)∫

S1

p(ξ, ξ′)
∂I

∂x1
(x1 + (t− x2) cot θ, t, ξ

′) dσξ′dt. (8)

これは元の積分方程式と同じ形をしているので, 前節と同じ議論で ∂I
∂x1
が Cb

((
Ω× S1

)
∪ Γ−

)
に

属することが分かる. もう少し詳しく述べると, この議論は級数解 I(x, ξ) :=
∞∑

n=0

I(n)(x, ξ) が x1

について項別微分可能であることを主張している.

ところが x2 偏導関数については, このような事情になっていない. というのも, I(n) の x2 偏導
関数が Ω× S1 上有界でも, In+1 の x2 偏導関数が Ω× S1 上有界になるかどうかは非自明だから
である. 一般に, 定常輸送方程式の解の 1階導関数は境界近傍で非有界になることが知られている
[1]. そこで, 本節では I が Ω の内部で x2 について項別微分可能であることを示す.

命題 2 K を区間 (0, 1) 内のコンパクト部分集合とする. このとき, 任意の n ≥ 0 に対して,
∂I(n)

∂x
は R×K × S1 上連続かつ有界である.

命題 3
∞∑

n=0

∂I(n)

∂x2
(x, ξ) は R×K × S1 上絶対一様収束する.

ここで, K として閉区間 [δ, 1− δ], 0 < δ < 1/2 のみを考える. この場合のみ議論すれば十分で
ある. このようにとった K に対して,

∞∑

n=0

δn = δ

を満たす正数列 {δn}n≥0 をとる. さらに, {δn}n≥0 に対応する閉区間の列 {Kn}n≥0 を

Kn :=

[
n∑

m=0

δm, 1−
n∑

m=0

δm

]

で定義する. R×K × S1, R×Kn × S1 上の連続関数の最大値ノルムをそれぞれ ∥ · ∥K , ∥ · ∥Kn で
表すことにする. このとき, 次の補題が成立する.

補題 2
∂I(n)

∂x2
が R×Kn × S1 上連続ならば,

∂I(n+1)

∂x2
は R×Kn+1 × S1 上連続でかつ次の不等

式を満たす.
∥∥∥∥
∂I(n+1)

∂x2

∥∥∥∥
Kn+1

≤ 2µs

eδn+1(µa + µs)
∥I(n)∥∞ +

µs

eδn+1(µa + µs)2
∥∂I

(n)

∂x1
∥∞ +

µs

µa + µs

∥∥∥∥
∂I(n)

∂x2

∥∥∥∥
Kn

.
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定義より任意の n ≥ 0 に対して K ⊂ Kn が成り立つから, 補題 2 から命題 2 が成立することが
分かる. また, 特に µ̃a :=

µa

2
, δ0 :=

µ̃a

µ̃a + µs
δ, δn+1 :=

µs

µ̃a + µs
δn ととれば, 次の評価が成り立つ

ことが分かる.

∥∥∥∥
∂I

∂x2

∥∥∥∥
K

≤
∞∑

n=0

∥∥∥∥
∂I(n)

∂x2

∥∥∥∥
Kn

≤
∥∥∥∥
∂I(0)

∂x2

∥∥∥∥
0

∞∑

n=0

(
µs

µa + µs

)n

+
1

eδ(µa + µs)

(
µ̃a + µs

µ̃a

)2 ∥∥∥∥
∂I0
∂x1

∥∥∥∥
∞∑

n=0

(
µ̃a + µs

µa + µs

)n

+
2∥I0∥Γ−

eδ

(
µ̃a + µs

µ̃a

)2 ∞∑

n=0

(
µ̃a + µs

µa + µs

)n

.

右辺は有限確定するから, 命題 3 が示された.
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Holonomic gradient method for the probability content of a
simplex region with a multivariate normal distribution
小山 民雄1 ( Tamio Koyama・東京大学・日本学術振興会特別研究員 PD )

Abstract

ホロノミック勾配法 (HGM)とは、微分方程式系を利用した数値計算の手法で
ある。本公演では、多変量正規分布による単体内の確率の数値計算にHGMを応用
する。そのために、多変量正規分布による凸多面体の確率が定める函数の理論的
性質を調べ、この函数の特殊値や、函数が満たす微分方程式系の明示的表示を与
える。その際に、凸多面体の組み合わせ論や佐藤超函数、D加群の理論など、様々
な数学の道具が役に立つことを述べる。
2010 Mathematics Subject Classification: 33E20, 16S32, 62H10.
キーワード: holonomic gradient method, the probability content of a polyheron

1 ホロノミック勾配法とは？
常微分方程式の初期値問題とは、与えられた函数 f(y)によって定義される常微分方程
式 dy/dt = f(y(t))と、t = t0の初期条件 y(t0) = y0を満たす函数 y(t)を求める問題で
ある。この問題の数値的解法は、物理学などへの応用上の重要性から広く研究されて
いる。最も基本的なオイラー法では、近似式

y(t+∆t) ≈ y(t) +
dy

dt
∆t

を繰り返し適用することで近似解を数値的に計算する。常微分方程式の初期値問題に
関して様々な数値計算の手法が開発・実装されており、GNU scientific library [3]など
のパッケージで利用することが出来る。
ホロノミック勾配法 (Holonomic Gradient Method, HGM)とは、このような常微

分方程式の数値計算法を利用して、多次元領域上の積分を数値計算する手法である。
HGMは、[6]に置いて提唱され、現在では統計学に現れる様々な積分への応用が研究
されている [1]。
簡単な例を用いてHGMのアイデアを説明する。定積分

ϕ(b1, b2) :=
1√
2π

∫ b2

b1

exp

(
−1

2
x2

)
dx (b1 < b2) (1)

の数値計算について考える。新たに

g0(b1, b2) := ϕ(b1, b2),

g1(b1, b2) :=
∂ϕ

∂b1
= − 1√

2π
exp

(
−1

2
b21

)
,

g2(b1, b2) :=
∂ϕ

∂b2
=

1√
2π

exp

(
−1

2
b22

)

1本研究は JSPS科研費 263125 の助成を受けたものです。
〒 113-0033 東京都文京区本郷 7-3-1　東京大学 大学院情報理工学系研究科
e-mail: tkoyama@stat.t.u-tokyo.ac.jp
web: https://sites.google.com/site/tkoyama0510/
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と置く。ここで、函数 g0は区間 [b1, b2]に対応し、g1, g2はそれぞれ点 {b1}, {b2} に対応
していることに注意する。すると、ベクトル g := (g0, g1, g2)⊤は微分方程式系

∂g

∂b1
=

⎛

⎝
0 1 0
0 b1 0
0 0 0

⎞

⎠ g,
∂g

∂b2
=

⎛

⎝
0 0 1
0 0 0
0 0 b2

⎞

⎠ g (2)

を満たすことが直ちに分かる。したがって、γ(t) = (b1t, b2t)⊤ (t ∈ R)と置くと、函数
g(γ(t))は常微分方程式

d

dt
g(γ(t)) =

⎛

⎝b1

⎛

⎝
0 1 0
0 tb1 0
0 0 0

⎞

⎠+ b2

⎛

⎝
0 0 1
0 0 0
0 0 tb2

⎞

⎠

⎞

⎠ g(γ(t)) (3)

を満たす。更に、t = 0で

g(γ(0)) =
1√
2π

⎛

⎝
0
1
1

⎞

⎠

となる。よって、この初期条件の下で、常微分方程式 (3)を解けば、積分ϕ(b1, b2)の値
が得られる。以上が基本的なHGMの道筋である。
同様のアプローチは、広くホロノミック函数と呼ばれるクラスに対して適用が可能

である。HGMの適用するためには、常微分方程式の明示的表示の導出や初期値の数値
計算が必要となる。そのため、それぞれの問題に対する個別の理論的考察が必要とな
り、HGMは新たな研究の方向性を切り開いている。より詳しいHGMの解説について
は、[7]を参照されたい。

2 多面体の組み合わせ論
式 (1)では、区間 [b1, b2]上の積分を考えたが、その一般化として、領域

P :=

{
x ∈ Rd :

d∑

i=1

ãijxi + b̃j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n

}
(4)

上の積分 ∫

P

1

(2π)d/2
exp

(
−1

2

d∑

i=1

x2
i

)
dx (5)

を数値計算することを考える。ここで、ãij, b̃j (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n)は実数とする。
また、ãで ãijを (i, j)成分とする d× n行列、b̃で長さ nのベクトル (b̃1, . . . , b̃n)⊤を表
すことにする。
積分 (5)の数値計算にHGMを応用するため、函数

ϕ(a, b) :=

∫

Rd

1

(2π)d/2
exp

(
−1

2

d∑

i=1

x2
i

)
n∏

j=1

H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
dx (6)

について考える。ここで、aij, bj (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n)は変数で、aは aijを (i, j)成分
とする d × n行列、bは長さ nのベクトル (b1, . . . , bn)⊤を表す。積分 (1)の例では変数
b1, b2による微分を計算していたが、函数 ϕ(a, b)の変数 bj (j = 1, . . . , n)による微分は
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どのようになるだろうか？これを計算するためには、多面体の組み合わせ論に関する
結果が必要になる。
簡単のため、多面体 P は一般の位置2にあり、多面体 P を定義する不等式には冗長

なものが存在しないとする。多面体 P を定義する各不等式が表す半空間を

Hj :=

{
x ∈ Rd :

d∑

i=1

ãijxi + b̃j ≥ 0

}
(1 ≤ j ≤ n) .

と置く。多面体 P に付随する抽象単体複体 (abstract simplicial complex)とは、

F :=

{
J ⊂ {1, 2, . . . , n} |

⋂

j∈J

Hj ̸= ∅
}

で定義される有限集合のことを言う。
多面体 P に付随する抽象単体複体は、Edelsbrunner [2]によって与えられた包除等

式 (inclusion-exclusion identity)

n∏

j=1

H

(
d∑

i=1

ãijxi + b̃j

)
=
∑

J∈F

∏

j∈J

(
H

(
d∑

i=1

ãijxi + b̃j

)
− 1

)
(x ∈ Rd). (7)

の中に現れる。ここで、H(x)はHeaviside函数を表している、すなわち、

H(x) =

{
1 (x ≥ 0)

0 (x < 0)

である。包除等式 (7)の左辺は多面体 P の定義函数であり、右辺の各項は凸多面錐の
定義函数を表していることに注意する。
包除等式 (7)では、パラメータ ã, b̃は固定されているが、多面体 P が一般の位置に

ある場合は、パラメータ ã, b̃に摂動を加えても等式が成り立つ。すなわち、次の定理
が成立する [4]:

定理 1 (K). 多面体 P が一般の位置にあるとする。このとき、パラメータ (ã, b̃) ∈
Rd×n ×Rnの近傍 U が存在して、任意の (a, b, x) ∈ U ×Rdに対して、等式

n∏

j=1

H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
=
∑

J∈F

∏

j∈J

(
H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
− 1

)

が成り立つ。
さらに、多面体P が一般の位置にある場合は、各面の定義函数に対しても同様の公

式が得られる。その場合、多面体 P に付随する抽象単体複体Fに相当する役割を果た
すのは

FJ := {F ∈ F | J ⊂ F} (J ∈ F)

によって定義される抽象単体複体である。J ∈ Fに対応する面のアフィン包をパラメー
タ (a, b) ∈ Rd×n ×Rnと J ∈ F に対して、超平面を

V (J, a, b) =

{
x ∈ Rd |

d∑

i=1

aijxi + bj = 0 (j ∈ J)

}
.

として定める。次が成り立つ [5]:
2大まかに言うと、多面体 P が一般の位置にあるとは、無限遠で交わるようなファセットが存在せず、

k個のファセットの交わりが空集合か d− k次元の面になることを言う。正確な定義は [4]を参照。
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命題 1 (K). 多面体 P は一般の位置にあるものとする。多面体 P に付随する抽象単体
複体の元 J ∈ F に対して、等式

∏

j∈[n]\J

H

(
d∑

i=1

ãijxi + b̃j

)
=
∑

F∈FJ

∏

j∈F\J

(
H

(
d∑

i=1

ãijxi + b̃j

)
− 1

)
(8)

が任意の x ∈ V (J, ã, b̃)について成り立つ。

多面体 P が一般の位置にあるとき、抽象単体複体F の元と P の面には一対一対応
がある。等式 (8)の左辺は、（超平面 V (J, a, b)上に制限すれば）抽象単体複体の元 Jに
対応する面の定義函数である。
パラメータ (ã, b̃)に摂動を加えた場合も同様の等式が成り立つ [5]：

定理 2 (K). 多面体P は一般の位置にあるものとし、J ∈ Fとする。パラメータ (ã, b̃) ∈
Rd×n ×Rnのある近傍 U 上の任意の点 (a, b) ∈ U と x ∈ V (J, a, b)に対して、等式

∏

j∈[n]\J

H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
=
∑

F∈FJ

∏

j∈F\J

(
H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
− 1

)

が成立する。

3 正規確率の微分
前節で述べた包除等式を用いて、函数 ϕ(a, b)の変数 bj (j = 1, . . . , n)による微分を求
める。但し、式 (6)ではパラメータ (a, b)は任意の値を取ることができるが、ここでは
式 (4)のパラメータ (ã, b̃)の近傍にしか注目しない。定理 1により、パラメータ (ã, b̃)の
ある近傍 U 上で

ϕ(a, b) =

∫

Rd

1

(2π)d/2
exp

(
−1

2

d∑

i=1

x2
i

)
∑

F∈F

∏

j∈F

(H(fj(a, b, x))− 1) dx (9)

が成り立つ。但し、fj(a, b, x) =
∑d

i=1 aijxi + bjと置いた。
抽象単体複体の元 J ∈ F に対して、

gJ(a, b) := ∂J
b • ϕ(a, b)

(
∂J
b :=

(
∏

j∈J

∂bj

)
, ∂bj :=

∂

∂bj

)
(10)

と置く。近傍U 上での gJ(a, b)の値について議論する。式 (9)の右辺の各項の微分を計
算すると次を得る:

補題 1. F ∈ F とし、行列
(∑d

k=1 akiakj
)

i,j∈F
は正則とする。この時、

∂J
b •
∫

Rd

exp

(
−1

2

d∑

i=1

x2
i

)
∏

j∈F

H(−fj(a, b, x))dx

=

⎧
⎨

⎩

(−1)|J|√
|αJ (a)|

∫
V (J,a,b) e

− 1
2

∑d
i=1 x

2
i
∏

j∈F\J H(−fj(a, b, x))µ(dx) (J ⊂ F ),

0 (J ̸⊂ F )

が成り立つ。
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定理 3. 多面体P は一般の位置にあるとし、J ∈ Fとする。この時、パラメータ (ã, b̃) ∈
Rd×n ×Rnのある近傍 U が存在して、

gJ(a, b) =
1

(2π)d/2
√
|αJ(a)|

∫

V (J,a,b)

e−
1
2

∑d
i=1 x

2
i

∏

j∈[n]\J

H(fj(a, b, x))µ(dx) (11)

が任意の (a, b) ∈ U で成り立つ。

Proof. 式 (9)より、

(2π)d/2gJ(a, b) =
∑

F∈F

∂J
b • (−1)|F |

∫

Rd

e−
1
2

∑d
i=1 x

2
i

∏

j∈F

H(−fj(a, b, x))dx

となるが、補題 1よりこれは

1√
|αJ(a)|

∫

V (J,a,b)

e−
1
2

∑d
i=1 x

2
i

∑

F∈FJ

(−1)|F\J |
∏

j∈F\J

H(−fj(a, b, x))µ(dx)

=
1√

|αJ(a)|

∫

V (J,a,b)

e−
1
2

∑d
i=1 x

2
i

∑

F∈FJ

∏

j∈F\J

H(fj(a, b, x)− 1)µ(dx)

に等しい。さらに、定理 2を用いれば、これは (11)に等しいことが分かる。

4 佐藤超函数
この節では、佐藤超函数の理論を用いて、積分 (5)をHGMで計算するために必要な微
分方程式系を導出する。その際、多面体に関する包除等式 (定理 1)が再び活躍する。
次の様な段階的なアプローチにより、函数 ϕ(a, b)の満たす微分方程式系を求める。

∑
F∈F

∏
j∈F (H(fj(a, b, x))− 1)の満たす微分方程式を求める

↓
exp

(
−1

2

∑d
i=1 x

2
i

)∑
F∈F

∏
j∈F (H(fj(a, b, x))− 1)の満たす微分方程式を求める

↓
ϕ(a, b)の満たす微分方程式を求める

このとき、連続でない函数の満たす微分方程式系を考察していることに注意する。初
等的な微分積分の理論では、不連続函数の微分は定義されていない。そのため、佐藤
超函数の理論が必要となる。連続函数でない場合でも、超函数と見なす事によって導
函数を考えることが可能になるためである。なお、Schwartz超函数ではなく、佐藤超
函数を利用するのは、超函数同士の積や合成函数の微分公式を用いるためである。
簡単のため、式 (1)の積分を用いて、計算の概要を説明する。式 (1)の積分はHeaviside

函数を用いると

ϕ(b1, b2) =
1√
2π

∫

R

exp

(
−1

2
x2

)
H(x− b1)H(b2 − x)dx

と書ける。これは計算が上手くいかない表示であるため、

ϕ(b1, b2) =
1√
2π

∫

R

exp

(
−1

2
x2

)
(H(x− b1)−H(x− b2)) dx
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という表示を考える。函数χ(x, b1, b2) := H(x− b1)−H(x− b2)が超函数として満たす
微分方程式系を考える。新たに超函数を

χ0(b1, b2) := χ(x, b1, b2),

χ1(b1, b2) :=
∂χ

∂b1
= −δ(x− b1),

χ2(b1, b2) :=
∂χ

∂b2
= δ(x− b2)

と置く。ここで δ(x)はデルタ函数を表し、Heaviside函数H(x)とデルタ函数 δ(x)に関
する公式 ∂H

∂x = δ(x)を用いた。公式 xδ(x) = 0より、

∂χ0

∂x
= −χ1 − χ2,

∂χ0

∂b1
= χ1,

∂χ0

∂b2
= χ2,

∂χ1

∂x
− ∂χ1

∂b1
= 0, (x− b1)χ1 = 0,

∂χ1

∂b2
= 0,

∂χ2

∂x
− ∂χ2

∂b2
= 0,

∂χ2

∂b1
= 0, (x− b2)χ2 = 0

を得る。ここから、qj(b1, b2) := exp (−x2/2)χj(b1, b2) (j = 0, 1, 2) と置くと、

∂q0
∂x

+ xq0 = −q1 − q2,
∂q0
∂b1

= q1,
∂q0
∂b2

= q2,

∂q1
∂x

+ xq1 −
∂q1
∂b1

= 0, (x− b1)q1 = 0,
∂q1
∂b2

= 0,

∂q2
∂x

+ xq2 −
∂q2
∂b2

= 0,
∂q2
∂b1

= 0, (x− b2)q2 = 0

が得られるが、整理すると、

∂q0
∂x

+ xq0 = −q1 − q2,
∂q0
∂b1

= q1,
∂q0
∂b2

= q2,

(x− b1)q1 = 0,
∂q1
∂b1

=
∂q1
∂x

+ b1q1,
∂q1
∂b2

= 0,

(x− b2)q2 = 0
∂q2
∂b1

= 0,
∂q2
∂b2

=
∂q2
∂x

+ b2q2,

となる。gj(b1, b2) = (2π)−1/2
∫
R qj(b1, b2)dx (j = 0, 1, 2)なので、

∂g0
∂b1

= g1,
∂g0
∂b2

= g2,

∂g1
∂b1

= b1g1,
∂g1
∂b2

= 0,

∂g2
∂b1

= 0,
∂g2
∂b2

= b2g2,

が得られるが、これは式 (2)に他ならない。
同様の計算を式 (9)の右辺に施して、次の定理を得る [4]。
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定理 4 (K). 函数 gJ(a, b) (J ∈ F)を式 (10)で定めると、これらの函数は、次の微分方
程式系を満たす。

∂aijg
J =

n∑

k=1

aik∂bk∂bjg
J (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n, J ∈ F), (12)

∂bjg
J = gJ∪{j} (j ∈ J c, J ∈ F), (13)

∂bjg
J = −

∑

k∈J

αjk
J (a)

(
bkg

J +
∑

ℓ∈Jc

αkℓ(a)g
J∪ℓ

)
(j ∈ J, J ∈ F). (14)

ここで、 (αij
F (a))i,j∈F は、αF (a) =

(∑d
k=1 akiakj

)

i,j∈F
の逆行列である。

注意 1. 式 (12)の右辺は、式 (13), (14)よって簡約されて、微分を含まない形に書ける
ことに注意する。

函数 χj(x, b1, b2)の満たす微分方程式系から函数 gj(b1, b2)の満たす微分方程式系を
求める計算は、D加群の計算として捉えることが出来る。特に、qj(x, b1, b2)の満たす
微分方程式系から函数 gj(b1, b2)の満たす微分方程式系を求める議論は、対応するD加
群の変数 xに関する積分加群の議論に精密化される。このような観点の議論から次の
定理がされる [4]:

定理 5 (K). Dabで aij, bj(i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , n)を変数とする多項式係数の微分作
用素の成す環を表す。不定元 gJ(J ∈ F)によって生成されるDab加群を (Dab)|F|で表
す。次の元で生成される (Dab)|F|の部分加群をN と置く:

(
∂aij −

n∑

k=1

aik∂bk∂bj

)
gJ (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n, J ∈ F),

∂bjg
J − gJ∪{j} (j ∈ J c, J ∈ F),

(bj +
n∑

k=1

d∑

i=1

aijaik∂bk)g
J (j ∈ J, J ∈ F).

このとき、商加群M = (Dab)|F|/N はホロノミックである。さらに、M のホロノミッ
クランクはF の元の個数に等しい。

5 計算実験
ここまでの理論的な結果を用いて、多面体 P が単体である場合、すなわち n = d + 1
でF = {J ⊂ [d+ 1] | J ̸= [d+ 1]} となる場合に、P の正規確率の数値計算にHGMを
適用してみる。
パラメータ (ã, b̃)に対して、γ(t) = (a(t), b(t))を

a(t) = ã, b(t) = t̃b (0 ≤ t ≤ 1).

によって定めると、t = 0のとき、gJ(a(t), b(t))は

gJ(a(0), b(0)) =

{
1√

|αJ (ã)|
(|J | = d)

0 (else)
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となる。函数 g(t) = (gJ(a(t), b(t)))J∈F の満たす常微分方程式は、定理 4より直ちに求
められるためHGMが適用可能である。
単体 Pd, Qdを

Pd =

{
x ∈ Rd | xi +

√
d
2 ≥ 0 (1 ≤ i ≤ d),

−x1 − · · ·− xd +
√
d
2 ≥ 0

}
,

Qd =

{
x ∈ Rd | xi −

√
d
2 ≥ 0 (1 ≤ i ≤ d),

−x1 − · · ·− xd +
(2d+1)

√
d

2 ≥ 0

}

で定める。これらの単体の正規確率をHGMで計算した値と計算時間を表 1,2に示す。
参考のため、表 1,2には、モンテカルロ法で求めた正規確率の値も示す。モンテカルロ
法では、多変量標準正規分布に従う 1, 000, 000個のサンプルが単体内に落ちた割合を
求めた。
表 1では、HGMとモンテカルロ法のどちらの方法も、正規確率を計算することに

成功している。しかし、確率の値が非常に小さくなる表 2では、HGMは正規確率の値
の計算に成功しているのに対して、モンテカルロ法の方は失敗している。

d HGM time of HGM(s) MC
2 0.285205 0.00 0.2849
3 0.251995 0.00 0.2493
4 0.241744 0.01 0.2429
5 0.242724 0.02 0.2428
6 0.250219 0.09 0.2394
7 0.261920 0.32 0.2572
8 0.276510 1.04 0.2787
9 0.293138 3.15 0.2859
10 0.311198 9.51 0.3072

Table 1: The probability content of Pd

d HGM time of HGM(s) MC
2 5.1758e-02 0.00 5.1917e-02
3 7.0235e-03 0.00 7.0850e-03
4 6.3101e-04 0.00 6.0400e-04
5 3.9722e-05 0.02 5.5000e-05
6 1.8042e-06 0.10 3.0000e-06
7 5.9878e-08 0.30 0.0000e+00
8 1.4799e-09 0.85 0.0000e+00
9 1.1393e-11 2.25 0.0000e+00
10 1.2861e-11 5.74 0.0000e+00

Table 2: The probability content of Qd
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θʔλؔͱ݁ͼෆมྔ

भେֶେֶӃཧֶཧֶઐ߈
തظޙ࢜՝ఔ 
Ԭຊɹ݈ଠ ∗

༗ूݶ߹X := {1, 2, . . . , n}ͱͦͷ্ͷࣗݾಉܕ σ ∈ Aut(X) ≃ Sn͔Βɺྗֶܥͷθʔλ͕ؔ
ͷΑ͏ʹఆٛͰ͖Δɻ࣍

ζσ(s) := exp

{ ∞∑

m=1

#Fix(σm)

m
sm

}
,

͜͜ͰɺFix(σm) := {x ∈ X | σmx = x}ෆಈू߹Ͱ͋Δɻ͜ͷθʔλؔ࣍ͷΑ͏ͳੑ࣭
Λ͍ͯͬ࣋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [ ] ɻ

໋ (1) Cycle(σ)ͱॻ͍ͯσ ∈ Snͷதͷ͍ޓʹૉͳαΠΫϧશମͷू߹Λද͠ɺP ∈ Cycle(σ)
ʹରͯ͠ l(P )ͰͦͷαΠΫϧͷ͞Λද͢͜ͱʹ͢Δɻ͜ͷͱ͖ ζσ(s)࣍ͷΑ͏ͳΦΠϥʔੵ
දࣔΛͭ

ζσ(s) =
∏

P∈Cycle(σ)

1

1− sl(P )
.

(2) pn : Sn −→ GLn(Z)Λରশ܈ͷஔදݱͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ ζσ(s)࣍ͷΑ͏ͳࣜྻߦදࣔΛ
ͭ

ζσ(s) = det(In − pn(σ)s)
−1.

(3) ζσ(s)࣍ͷΑ͏ͳؔࣜΛຬͨ͢

ζσ(s) = sgn(σ)(−s)−nζσ(1/s),

͜͜Ͱɺsgn : Sn −→ {±1 } σͷූ߸Λද͢ɻ
(4) ζσ(e−s) ɺϦʔϚϯ༧ͷྨࣅΛຬͨ͢ɻͭ·Γɺζσ(e−s)ͷͯ͢ͷۃʹ͍ͭͯ

Re(s) = 0.

͕Γཱͭɻ

͜ͷΑ͏ʹɺྗֶܥθʔλؔ ζσ(s)ମʹରͯ͠ఆٛ͞ΕΔσσΩϯτɾθʔλؔͱ
ඇৗʹྨ࣭ੑͨ͠ࣅΛ͍ͬͯΔɻ͔͠͠ɺσσΩϯτɾθʔλؔɺs = 1ʹ͓͚Δཹʹͦ
ͷମͷෆมྔʢྨผࣜɺϨΪϡϨʔλʔͳͲʣ͕ݱΕΔͱ͍͏ੑ࣭Λ͕ͭɺҰํͰ
͜ͷྗֶܥθʔλؔ ζσ(s)ʹ͓͍ͯɺ͜Εʹྨ࣭ੑͨ͠ࣅͳ͍ɻຊڀݚͰɺରশ܈ͷݩʹ
Αͬͯఆ·ΔྗֶܥθʔλؔΛɺΈඥ܈ͷθʔλؔͱҰൠԽ͠ɺྨࣅͷੑ࣭͕Γཱͭ
͔Λ͢ূݕΔɻͦͯ͠ΈඥͷҐ૬زԿֶతͳෆมྔͷநग़Λ͢ࢦɻ

∗
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Έඥ܈ͱθʔλؔ

·ͣΈඥ܈ʹ͍ͭͯ؆୯ʹ·ͱΊΔʢৄࡉ [ ] [ ] [ ]Λࢀরʣɻ

ఆٛ Έඥ܈Λ࣍ͷΑ͏ʹఆΊΔɻ

Bn := ⟨σi(i = 1, 2, . . . , n− 1) | σiσj = σjσi(|i− j| ≥ 2),σiσi+1σi = σi+1σiσi+1(i = 1, 2, . . . , n− 2)⟩.

͜ΕΛ ͱ͍͏ɻ܈Έඥ࣍

ੜݩ σiɺFigure 1ͷΑ͏ʹ i൪ͱ i + 1൪ͷඥͷަࠩͰ͋Δͱ͢Δ [ ] ɻ ·ͨɺඥ
ΛԼʹͭͳ͛Δ͜ͱΛੵͱ͢Δɻ͞ΒʹɺFigure 2ͷΑ͏ʹΈඥͷ্ͱԼΛͭͳ͗߹ΘͤΔ͜
ͱʹΑͬͯͰ͖ΔབྷΈΛΈඥͷดแͱ͍͍ɺσͷดแΛ σ̂ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δɻ

ੜݩ σi σͷดแ

ҎԼɺΈඥ܈ʹؔ͢Δجຊ߲ࣄΛ͍͔ͭ͘ड़Δɻ
(1)ࣗવͳશࣹ πn : Bn −→ SnΛ࣍ͷΑ͏ʹఆΊΔɻ

πn(σi) := (i, i+ 1).

(2) σ ∈ Bnʹର͠ɺπn(σ) ∈ Sn͕͞ nͷαΠΫϧͰ͋Δͱ͖ɺσ̂݁ͼʹͳΔɻ
(3)Έඥ σ ∈ Bn͕ੜݩΛ༻͍ͯ σ = σe1

i1
σe2
i2
· · ·σer

ir
ͱද͞ΕΔͱ͖ɺ४ಉ૾ࣸܕ ε : Bn −→ Z

Λ࣍ͰఆΊΔɻ

ε(σ) := e1 + e2 + · · ·+ er.

͜ͷͱ͖ɺε(σ)ΛɺΈඥ σͷࢦͱ͍͏ɻ
Ͱѻ͏θʔλؔʹ͍ͭͯ؆୯ʹઆ໌͢Δɻڀݚຊʹ࣍

ఆٛ ݱͷද܈ (G, ρ, V )͕༩͑ΒΕ͍ͯΔͱ͖ɺݩ g ∈ Gʹର͠ɺ࣍ͷؔΛ͑ߟΔɻ

ζ(s, g; ρ) := det(I − ρ(g)s)−1.

͜ΕΛ g ∈ Gͷɺදݱρʹਵ͢ΔθʔλؔͱݺͿɻ

͜ΕʹΑΓɺୈ ষͰఆٛͨ͠ྗֶܥθʔλؔ ζσ(s)ରশ܈ Snͷஔදݱ pnʹਵ͢Δ
θʔλؔͰ͋Δͱ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻͭ·Γɺσ ∈ Snʹର͠

ζσ(s) = ζ(s,σ; pn)

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ͜ͷʹணͯ͠ɺΈඥ܈ͷද͔ݱΒθʔλؔΛߏ͢Δɻ
·ͣΈඥ܈ͷݹయత͔ͭࣗવͳදݱͰ͋Δ BurauදݱΛհ͢Δɻ

ఆٛ Έඥ܈ Bnͷੜݩ σiʹؔͯࣸ͠૾ βn,q Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɻ

βn,q(σi) := Ii−1 ⊕
(

1− q 1
q 0

)
⊕ In−i−1 ∈ GLn(Λ).

͜͜ͰΛ := Z[q±1]ʢZͷҰมLaurentଟ߲ࣜʣͱ͢Δɻβn,qΛɺΈඥ܈ͷBurauදݱ
ͱݺͿɻ
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͜ͷ BurauදݱΛ༻͍ͯɺΈඥ σ ∈ Bnʹؔ͢ΔθʔλؔΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɻ

ζ(s,σ;βn,q) = det(In − βn,q(σ)s)
−1.

͜Ε͕ɺຊڀݚͷத৺ͱͳΔɺΈඥͷθʔλؔʢਖ਼֬ʹΈඥ σ ∈ Bnͷ Burauදݱʹ
ਵ͢ΔθʔλؔʣͰ͋Δɻ·ͨɺBurauදݱʹ͓͍ͯɺqʹ 1Λೖ͢ΔͱஔදݱʹͳΔ͜ͱ
͔ΒɺΈඥ܈ͷ Burauදݱͱରশ܈ͷஔදݱͱͷؒʹ࣍ͷΑ͏ͳ͕ؔΓཱ͍ͬͯΔɻ

Bn
βn,q−−−−→ GLn(Λ)

πn

⏐⏐)
⏐⏐)q→1

Sn
pn−−−−→ GLn(Z)

͜ͷՄਤ͔ࣜΒɺࣜެݶۃ

lim
q→1

ζ(s,σ,βn,q) = ζ(s,πn(σ), pn) = ζπn(σ)(s).

͕ΓཱͪɺΈඥ σ ∈ Bnͷθʔλؔɺྗֶܥθʔλؔͷ q มܗͰ͋Δͱ͑ࢥΔɻ

Έඥͷθʔλؔͷॾੑ࣭

Έඥͷθʔλؔ࣍ͷੑ࣭Λͭɻ

ఆཧ (1)Έඥ σ ∈ Bnʹରͯ͠ɺ࣍ͷΑ͏ͳ͕ؔࣜΓཱͭɻ

ζ(s,σ;βn,q) = sgnq(σ)
−1(−s)−nζ(1/s,σ−1;βn,q).

͜͜Ͱɺsgnq(σ) := det(βn,q(σ))ͱ͢Δɻ
(2) Έඥͷดแ σ̂ ͕݁ͼͰ͋Δʢͭ·Γ πn(σ) ∈ Sn ͕͞ n ͷαΠΫϧͰ͋Δʣͱ͖ɺ
ζ(s,σ;βn,q)ͷ s = 1ʹ͓͚Δཹ࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɻ

Res
s=1

ζ(s,σ;βn,q) = − 1

[n]q
∆σ̂(q)

−1.

͜͜Ͱ∆σ̂(q)݁ͼ σ̂ʹؔ͢ΔAlexanderଟ߲ࣜͰ͋Γɺ[n]q q Ͱɺ࣍ͷΑ͏ʹఆΊΔɻ

[n]q :=
1− qn

1− q
.

(3) qෳૉฏ໘্ͷ୯Ґԁप্ͷʢ͜ͷͱ͖ q eiθ(θ ∈ R)ͱද͞ΕΔʣͰ͋Γɺqͷภ͕֯
ෆࣜ |θ| < 2π/nΛຬ͍ͨͯ͠ΔͱԾఆ͢Δɻ͜ͷͱ͖ҙͷΈඥ σ ∈ Bnʹؔ͢Δθʔλؔ
ϦʔϚϯ༧ͷྨࣅΛຬͨ͢ɻͭ·Γɺ ζ(e−s,σ;βn,q)ͷͯ͢ͷ͕࣍ͯؔ͠ʹۃΓཱͭɻ

Re(s) = 0.

ࣜެݶۃ (2.4)ͱఆཧ 3.1͔ΒΘ͔ΔΑ͏ʹɺ(2.2)Ͱఆٛ͞ΕͨΈඥͷθʔλؔྗֶܥ
θʔλؔ ζσ(s)ͷ q มܗͰ͋Γɺଟ͘ͷྨ࣭ੑͨ͠ࣅΛͭɻ͞Βʹɺྗֶܥθʔλؔʹͳ
͔ͬͨੑ࣭ͱͯ͠ɺΈඥͷθʔλؔ s = 1ʹ͓͚Δཹʹʢ݁ͼͷʣෆมྔ͕ݱΕͨɻ͜
Εୈ̍ষͰड़ͨΑ͏ʹɺମʹରͯ͠ఆٛ͞ΕΔσσΩϯτθʔλؔͷ s = 1ʹ͓͚Δ
ཹʹɺମͷෆมྔ͕ݱΕΔੑ࣭ʹରԠ͢Δͷͱ͑ߟΒΕΔɻ
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ҎԼɺྗֶܥθʔλؔͱ Burauදݱʹਵ͢ΔΈඥͷθʔλؔͷൺֱදΛ༩͑Δɻ

θʔλؔ θʔλؔܥֶྗ Έඥͷθʔλؔ

ݩ σ ∈ Aut(X) ≃ Sn σ ∈ Bn

ؔදࣔ ζσ(s) = exp

{ ∞∑

m=1

#Fix(σm)

m
sm

}
ζ(s,σ;βn,q) = exp

{ ∞∑

m=1

trβn,q(σm)

m
sm

}

දࣔࣜྻߦ ζσ(s) = det(In − pn(σ)s)−1 ζ(s,σ;βn,q) = det(In − βn,q(σ)s)−1

ؔࣜ ζσ(s) = sgn(σ)(−s)−nζσ(1/s) ζ(s,σ;βn,q) = sgnq(σ)
−1(−s)−nζ(1/s,σ−1;βn,q)

s = 1ʹ͓͚Δཹ Res
s=1

ζσ(s) = − 1

n
Res
s=1

ζ(s,σ;βn,q) = − 1

[n]q
∆σ̂(q)

−1

ϦʔϚϯ༧ͷྨࣅ ཱ͢Δ q = eiθ(|θ| < 2π
n )ͷ߹ʹཱ͢Δɻ

ଟ߲ࣜͱθʔλؔ

ୈ̏ষͰɺθʔλؔͱ Alexanderଟ߲ࣜͷͭͳ͕ΓΛ͖ͨͯݟɻ͜ͷষͰ݁ͼͷྗڧͳ
ଟ߲ࣜෆมྔͰ͋ΔɺJonesଟ߲ࣜͱθʔλؔͷͭͳ͕ΓΛͯ͑ߟΈΔɻ

ఆٛ V Λ ݩ࣍2 Λ Ճ܈ͱ͢Δɻࣸ૾ Jn,q : Bn −→ GL(V ⊗n)Λɺੜݩ σi ∈ Bnʹରͯ͠ɺ

Jn,q(σi) := I⊗(i−1)
2 ⊗

⎛

⎜⎜⎝

1
0 q
1 1− q

1

⎞

⎟⎟⎠⊗ I⊗(n−i−1)
2

ͰఆΊΔɻ͜ΕΛΈඥ܈ͷJonesදݱͱ͍͏ɻ͜ͷͱ͖ɺ

µ :=

(
1

q

)

ͱͯ͠ɺ

Jσ(q) =
q−

1
2 (n−ε(σ)−1)

1 + q
tr(Jn,q(σ) · µ⊗n)

ͱ͍͏ଟ߲ࣜΛఆΊΔʢ͜Εଟ߲ࣜʹͳΔʣɻ͜ ΕΈඥͷดแ σ̂ͷෆมྔʹͳΓɺJonesଟ߲ࣜ
ͱ͍͏ɻ

ɺ͜ͷʹ࣍ JonesදݱΛͯͬθʔλؔΛఆٛ͠ɺJonesଟ߲ࣜɺAlexanderଟ߲ࣜͱͷ
ͷθʔλؔͷఆٛʹै͍ɺΈඥݱɻ·ͣද͍ͯ͑͘ߟΛؔ σ ∈ Bnͷ Jonesදݱʹਵ͢
ΔθʔλؔΛ࣍ͷΑ͏ʹఆΊΔɻ

ζ(s,σ; Jn,q) := det(I2n − Jn,q(σ)s)
−1

͞Βʹɺ͜ͷθʔλؔͷʠมܗ൛ʡͱͯ͠ɺ࣍ͷؔΛఆΊΔɻ

ζt(s,σ; Jn,q) := det(I2n − Jn,q(σ) · µ⊗n
t s)−1.

͜͜Ͱɺµt

µt :=

(
1

t

)

ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺJonesଟ߲ࣜ͜ͷθʔλؔΛ༻͍ͯ࣍ͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

d

ds
log ζq(s,σ; Jn,q)

∣∣∣∣
s=0

= tr(Jn,q(σ) · µ⊗n
q ) = q

1
2 (n−ε(σ)−1)(1 + q)Jσ(q).

ଓ͍ͯɺ۩ମతʹ Jonesදݱʹਵ͢Δθʔλؔͱ Burauදݱʹਵ͢ΔθʔλؔͷؔΛ
հ͢ΔɻJones BirmanΒʹΑͬͯɺຊ࣭తʹ࣍ͷ͕ؔࣔࣜ͞Ε͍ͯΔ [ ] ɻ
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໋ ͷΈඥ࣍3 σ ∈ B3ʹରͯ͠ɺ͕࣍Γཱͭɻ

ζt(s,σ; J3,q) =
ζ(ts,σ;β3,q)ζ(t2s,σ;β3,q)

(1− s)(1− t3s)
.

͜ͷ͜ͱ͔Βɺ3࣍ͷΈඥʹؔͯ͠ɺJonesදݱʹਵ͢Δθʔλ͕ؔ Burauදݱ༝དྷ
ͷθʔλؔΛͯͬදͤΔ͜ͱ͕Θ͔ΔɻҰൠͷΈඥ σ ∈ Bnʹؔ͢Δ͜ͷΑ͏ͳؔࣜෳ
ͰɺʠڀݚͰ͋ΓΑ͘Θ͔͍ͬͯͳ͔ͬͨɻຊࡶ q ֎ੵʡͱ͍͏ͷΛ༻͍Δ͜ͱͰ؆໌ͳ
Λ༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨʢࣜؔ ʣɻ

ఆٛ WnΛ Λ Ճ܈ͱ͠ɺͦͷجఈΛ {f1, f2, . . . , fn}ͱ͢ΔɻWnʹؔ͢ΔςϯιϧΛ

T (Wn) :=
∞⊕

m=0

W⊗m
n

ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ ֎ੵΛ
∧

q(Wn) := T (Wn)/⟨fi ⊗ fj + qfj ⊗ fi(1 ≤ i < j ≤ n), fi ⊗ fi(1 ≤ i ≤ n)⟩

ͰఆΊΔɻ

q ֎ੵ

∧
q(Wn) =

n⊕

k=0

∧
k
q (Wn)

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻͨͩ͠ɺ
∧

k
q (Wn) := ⟨fi1 ∧ · · · ∧ fik(1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n) | fi ∧ fj = qfj ∧ fi(i < j), fi ∧ fi = 0⟩

Ͱ͋Δɻ͞Βʹɺqʹ−qΛೖͨ͠ͷΛ

∧̃
q(Wn) :=

∧
−q(Wn)

ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δɻ͍·ɺBurauදݱΛ

βn,q : Bn −→ GL(Wn)

ͱ͢Δͱ͖ɺ͕࣍Γཱͭɻ

ఆཧ Λ Ճ܈ͷ४ಉ૾ࣸܕHn : V ⊗n −→
∧̃

q(Wn)͕ଘ͠ࡏɺҙͷ σ ∈ Bnʹର͠ɺ࣍ͷਤࣜ

V ⊗n Hn−−−−→
∧̃

q(Wn)

Jn,q(σ)

⏐⏐)
⏐⏐)∧̃qβn,q(σ)

V ⊗n Hn−−−−→
∧̃

q(Wn)

ՄʹͳΔɻ͜͜Ͱɺ∧̃qβn,q  Burauද͔ݱΒࣗવʹఆ·ΔදݱͰ͋Δɻ

͞Βʹɺ֤ k(0 ≤ k ≤ n)ʹؔͯ͠ Burauද͔ݱΒ࣍ͷද͕ࣗݱવʹఆ·Δɻ

∧̃k
qβn,q : Bn −→ GL(

∧̃
k
q (Wn)).

͜ͷΑ͏ͳ͔ߟΒɺมܗ൛ͷθʔλؔʹؔ͢Δ࣍ͷެ͕ࣜಘΒΕͨɻ

41



ఆཧ ҙͷΈඥ σ ∈ Bnʹ͕ؔͯ࣍͠Γཱͭɻ

ζt(s,σ; Jn,q) =
n∏

k=0

ζ(tks,σ; ∧̃k
qβn,q).

ล͔Βࠨ Jonesଟ߲͕ࣜࢉܭͰ͖ɺ·ͨӈล Alexanderଟ߲ࣜʹ༝དྷ͢Δ Burauදݱͷ
ΈͰද͞Ε͍ͯΔɻJonesදݱͱ BurauදݱͷؔΛθʔλؔΛ௨ͯ͠ཧղͰ͖Δඇৗʹڵຯ
ਂ͍ެࣜͰ͋Δɻ
ͳ͓ɺ؆୯ͳ͔ߟΒɺ

ζ(s,σ; ∧̃0
qβn,q) = ζ(s,σ; ∧̃n

q βn,q) =
1

1− s
,

ζ(s,σ; ∧̃1
qβn,q) = ζ(s,σ; ∧̃n−1

q βn,q) = ζ(s,σ;βn,q)

ͱͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δɻn = 3ͷ߹ɺఆཧ 4.2໋ 4.1ͷެࣜʹҰக͢Δɻ

ల

දݱͷθʔλؔ ζ(s,σ; ∧̃k
qβn,q)ͷ༗༻ͳެࣜ·ͩಘΒΕ͍ͯͳ͍ɻ͜ͷެࣜΛಘΔ͜ͱ͕ୈҰ

ͷ՝Ͱ͋Δɻ͞Βʹɺ৭͖ Jonesଟ߲ࣜͱͷؔ࿈ɺMelvin Morton༧ [ ] ͷθʔλؔ
Λ༻͍ͨผূ໌ɺτʔϥε݁ͼͷ Jonesଟ߲ࣜͷॳతͳূ໌͜ͷθʔλؔΛͯͬͰ
͖ΔͷͰͳ͍͔ͱظ͍ͯ͠Δɻ·ͨɺݶۃ q → 1Λͱͬͨ߹ͷθʔλؔͱྗֶܥθʔλ
ؔͱͷؔ࿈໌Β͔ʹ͍͖͍ͯͨ͠ɻ

F1
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平面的な曲率線をもつ極小曲面の分類と
その変形について ∗

神戸大学大学院理学研究科数学専攻
緒方　勇太 (Yuta Ogata)

1 Introduction

「平均曲率一定曲面 (CMC曲面)」はシャボン玉の数学的モデルであり、CMC曲面の構成方法
の研究は古くから行われてきた。1866年に、K. T. Weierstrassにより R3 内の平均曲率一定零曲
面（極小曲面）に対して、積分型の公式（Proposition 2.1）が与えられた。また、R3 内の平均曲
率がゼロでない一定曲面に関しては、J. Dorfmeisterと F. Pedit、H. Wuによって、行列分解など
を用いた構成理論 (DPW法 [3])が考案された。現在、CMC曲面の構成方法はユークリッド空間
だけでなく、リーマン空間形やセミリーマン空間形などでも研究が進んでいる。
　一方、「平面的な曲率線をもつ CMC 曲面」は、有名な例を多く含んでいることが知られて

おり、H. Wente ([10])によって発見されたコンパクト CMC曲面の非自明な例（Wenteトーラス
Fig.2）もこのクラスに含まれている。また、今回のテーマである「平面的な曲率線をもつ極小曲
面」は A. Enneperや L. P. Eisenhart、J. C. C. Nitscheなどの先行研究 ([4], [5], [7])により、す
でに分類定理が存在し、平面、Catenoid、 Enneper曲面、Bonnet曲面に限ることが知らている。
本講演では、Liouville方程式に注目しながら、「平面的な曲率線をもつ極小曲面」の分類の別証明
と、それらの曲面の変形について考察する。([2])

2 Preliminaries

Σを R2内の単連結領域とし、X ∋ (u, v) #→ X(u, v) ∈ R3を共形構造をもつ極小曲面とする：

I = e2ω(du2 + dv2) for ω : Σ → R.

このとき、以下の「Weierstrassの表現公式」が知られている。

Proposition 2.1 (Weierstrassの表現公式 [9]). 任意の単連結な極小曲面は、以下の積分型の公式
で与えられる：

X(u, v) = Re

[∫
(1− h2, i(1 + h2), 2h)ηdz

]
(2.1)

ただし、z = u+ iv, h:有理型関数, ηdz:正則１次微分形式。また、その計量と法ベクトルN(u, v)

は、Weierstrass データ (h, η)を用いて、

I = e2ω(du2 + dv2) = (1 + |h|2)2|η|2(du2 + dv2), (2.2)

N =

(
h+ h̄

1 + |h|2 ,
i(h̄− h)

1 + |h|2 ,
|h|2 − 1

1 + |h|2

)
(2.3)

と記述される。
∗この研究は、Joseph Cho 氏 (神戸大学) との共同研究 ([2]) によるものである。
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Remark 2.1. 一つの極小曲面を構成する際、Weierstrass データ (h, η)は一意的に決まるわけで
はない。例えば、Catenoidを構成するためのWeierstrass データとして、(ez, e−z)が一般的だが、
(tanh( z2 ), cosh

2( z2 ))などでもよい。

また、全臍点的でない (i.e. 平面でない)極小曲面は、「双等温座標」と呼ばれる共形かつ曲率線
座標に座標変換できることが知られている。

Fact 2.1. 双等温座標のとき、Weierstrass データ (h, η)には以下の関係が成り立つ：

η =
a

hz
for constant a ∈ R\{0}.

本講演では、パラメータ u, vのスケール変換で a = 1
2 とする:

η =
1

2hz
. (2.4)

このとき、双等温座標をもつ極小曲面（ただし「平面」を除く）の可積分方程式 (Gauss方程式)

が Liouville方程式となる。

∆ω − e−2ω = 0. (2.5)

以後、(u, v)を双等温座標とし、自明な例である「平面」を除いて議論を進める。

3 Abresch’s method for Liouville equation

ここから「平面的な曲率線をもつ極小曲面」を考察していく。まず、先行研究で知られている結
果を述べておく：

Proposition 3.1 ([4], [5], [7]). 平面的な曲率線をもつ極小曲面は、平面、Catenoid、 Enneper曲
面、Bonnet曲面に限る。

Fig. 1: 平面、Catenoid、Enneper曲面、Bonnet曲面 (left to right)
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Proposition 3.1の証明に関し、先行研究 [4], [5], [7]で使われている手法は「Orthogonal systems

of cycles」と呼ばれるもので以下の事実に基づくものである。

Fact 3.1 ([4], [5], [7]).

極小曲面が平面的な曲率線をもつ
⇐⇒曲率線に沿った法ベクトル場は、2次元球面 S2 内の平面的なベクトル場になる。

（i.e.一つの円周上を動く。）

この手法は、すでにM. L. Leiteによって 3次元 Lorentz空間内の極大曲面の場合にも応用され
ている ([6])。しかし、M. L. Leiteの研究でも述べられているように、Lorentz空間内の極大曲面
の場合、法ベクトル場は 2次元双曲面 H2内のベクトル場になり、非常に煩雑な分類が必要になっ
ている（「円」の定義が変わるため）。
一方、R3 内の「平面的な曲率線をもつ平均曲率が零でない一定曲面」の分類は、U. Abresch

によって研究され、完全な分類が存在する ([1])。彼の研究の少し前に発見された「Wenteトーラ
ス」もこの分類に入っており、さらに Delaunay曲面（CMC回転面）や柱面的バブルトン（柱面
の Bäcklund変換）などの曲面も彼の分類に含まれている (Fig.2)。 U. Abreschは偏微分方程式の
専門家であり、彼はその技術を用いて「平面的な曲率線をもつ平均曲率が零でない一定曲面」が楕
円関数を用いて構成できることを示し、解析的分類を行った。

Fig. 2: Wenteトーラス、Delaunay曲面 (Unduloid)、柱面的バブルトン (left to right)

この章では、平面的な曲率線をもつ極小曲面に対し、U. Abreschの解析的分類法を用いる。ま
ず始めに、極小曲面が平面的な曲率線をもつための条件を ω(u, v)を使って記述すると以下のよう
になる。

Lemma 3.1 ([2]). X(u, v)を双等温座標をもつ極小曲面とし、計量を I = e2ω(du2+dv2)とする。
そのとき、以下が成立する。

u方向の曲率線が平面的

⇐⇒ v方向の曲率線が平面的

⇐⇒ ωuv + ωuωv = 0. (3.1)

よって、平面的な曲率線をもつ極小曲面の構成や分類は、式 (2.5)と (3.1)を満たす ω(u, v)を見
つければよい：

{
∆ω − e−2ω = 0

ωuv + ωuωv = 0
. (3.2)
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Lemma 3.2 ([2]). X(u, v)を双等温座標をもつ極小曲面とし、計量を I = e2ω(du2+dv2)とする。
そのとき、以下が成立する。

X(u, v)が平面的な曲率線をもつ極小曲面

⇐⇒
ω(u, v) = log

(
1 + f(u)2 + g(v)2

fu(u) + gv(v)

)
,

where

f(u) :=
α√

α2 − β2
sinh(

√
α2 − β2u), g(v) :=

β√
β2 − α2

sinh(
√
β2 − α2v)

for constants α,β ∈ R such that α+ β > 0.

この Lemma 3.2により、解析的分類が得られる。

Theorem 3.1 (平面的な曲率線をもつ極小曲面の解析的分類 [2]). 平面的な曲率線をもつ極小曲
面は自明な例である「平面」または、Lemma 3.2で与えられる計量の関数 ω(u, v)をもつ曲面にな
る。また、後者の曲面族は定数 α,β ∈ R,α + β > 0の選び方により、以下の分類表によって細分
化される：

• 1⃝, 1⃝′：ω(u, v)は v方向に周期的だが u方向に周期的でない。Bonnet曲面。

• 2⃝：ω(u, v)は v方向に一定で u方向に周期的でない。Catenoid。

• 3⃝：ω(u, v)は u, v方向に周期的でない。Enneper曲面。

• 1⃝′′, 1⃝′′′：ω(u, v)は u方向に周期的だが v方向に周期的でない。Bonnet曲面。

• 2⃝′：ω(u, v)は u方向に一定で v方向に周期的でない。Catenoid。
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4 Explicit Weierstrass data and Walter’s method

前章ではU. Abreschの方法で解析的分類を行ったが、極小曲面の研究において重要になるのが、
Weierstrassデータ (h, η)である。このデータを見つけることができれば、表現公式で曲面の具体
的なパラメータ表示が得られる（Proposition 2.1）。前章では、「平面的な曲率線をもつ平均曲率が
零でない一定曲面」の研究を参考にしたので、この章でも「Wenteトーラスの具体的なパラメー
タ表示」を求めた R. Walterの手法 ([8])を、平面的な曲率線をもつ極小曲面に対し応用する。R.

Walterは、回転面でないWenteトーラスにも「軸」と呼べるものが存在し、その軸の位置を正規
化してパラメータ表示を求めた。この手法を応用することで、平面でない場合に平面的な曲率線を
もつ極小曲面に対しても「軸」が存在することを示した：

Lemma 4.1 ([2]). X(u, v)を双等温座標をもつ極小曲面とし、計量を I = e2ω(du2+dv2)とする。

ωu ̸≡ 0 (resp. ωv ̸≡ 0)

=⇒ 以下を満たす定ベクトル v1(resp. v2)がただ一つ存在する：

⟨m(u, v),v1⟩ = ⟨mv(u, v),v1⟩ = 0 (resp. ⟨n(u, v),v2⟩ = ⟨nu(u, v),v2⟩ = 0)

ただし、⟨·, ·⟩ : R3内の内積、m(u, v) := Xu×Xuu (resp. n(u, v) := Xv×Xvv)。このv1 (resp. v2)

を「軸」と呼ぶ。

この Lemma 4.1を適用して以下のWeierstrass データが得られる。

Theorem 4.1 (平面的な曲率線をもつ極小曲面のWeierstrassデータ（平面を除く）[2]). 平面的
な曲率線をもつ極小曲面のWeierstrassデータ (h, η)は以下で与えられる：

h(u, v) =
(α+ β) tanh

(
1
2

√
α2 − β2(u+ iv)

)

√
α2 − β2

, η(u, v) =
1

hu(u, v)− ihv(u, v)
. (4.1)

ただし、α,β は、α,β ∈ R,α+ β > 0となる定数。

Corollary 4.1 (平面的な曲率線をもつ極小曲面の変形族). 式 (4.1)は、u, vのパラメータ変換で
α = cos(θ), β = sin(θ) (−π

4 < θ < 3π
4 )と正規化できる。このとき、

h(u, v) =
(cos(θ) + sin(θ)) tanh

(
1
2

√
cos(2θ)(u+ iv)

)

√
cos(2θ)

, η(u, v) =
1

hu(u, v)− ihv(u, v)
. (4.2)

このWeierstrassデータは θに関し、連続であり、このデータを用いて曲面の変形族が得られる。

5 Summary

先行研究の結果である Proposition 3.1から、Corollary 4.1にあるような曲面の変形族の存在は
なかなか見つけづらい。実際、よく知られているCatenoidのWeierstrassデータ (h, η) = (ez, e−z)

と、Enneper曲面の (h, η) = (z, 1)の間のデータの連続変形も見つけるのは困難に思う。しかし、
今回の結果により、Catenoidと Enneper曲面、Bonnet曲面は「曲率線が平面的である」という
性質を保ったまま変形できることが証明できた。講演の際は、どのようにこれらの曲面が移りあう
かアニメーションを見せながら議論できればと考えている。
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Compact Stein surfaces as branched coverings of D4

with same branch sets

大場 貴裕 (Takahiro Oba) (東京工業大学)∗

概 要
LoiとPiergalliniによって, 4次元多様体がコンパクト Stein曲面であること
と, 正ブレイド状曲面と呼ばれる曲面で分岐する4次元円盤D4の単純分岐被
覆であることは同値であることが示された. しかし, Stein構造の正ブレイド
状曲面に対する振る舞いは未だ解明されていないことが多い. 本稿では, 正ブ
レイド状曲面とその曲面上分岐する被覆の微分同相類は同じであるが, Stein
構造は異なるという構成例を紹介する.

1. 背景
Stein 多様体とは CN にプロパーかつ正則に埋め込みができる複素多様体 (W,J) のこ
とである．任意の Stein 多様体は下に有界でかつプロパーな狭義多重劣調和関数と呼
ばれる実数値関数 f : W → R を持つ．コンパクト Stein 曲面は，複素 2 次元の Stein

多様体 (W,J) の中のコンパクトな境界付き部分多様体であり, かつ上のような W 上
の狭義多重劣調和関数 f のあるサブレベル集合 f−1([−∞, c)) として実現できる 4 次
元多様体のことである. 複素構造の制約から，コンパクト Stein 曲面の位相幾何学的
な手法を用いた研究は難しく思われる．しかし，Eliashberg[El] と Gompf[Go] による，
コンパクト Stein 曲面のハンドル分解の条件や，そのハンドル分解を図示する Kirby

図式の描き方など，知られていることは少なくない．中でも，Loi と Piergallini[LP]，
Akbulutと Ozbagci[AO]による，コンパクト Stein曲面と Lefschetzファイバー空間の
間の対応関係を示した結果は近年のコンパクト Stein曲面の研究に盛んに用いられてき
た. ここで, Lefschetz ファイバー空間とは, 曲面をファイバーとする 2 次元円盤 D2 上
のファイバー空間で, ノード付き曲面を特異ファイバーとして含む. Loi と Piergallini

らはさらに，コンパクト Stein 曲面とブレイド状曲面の対応関係についても [LP]にお
いて示している．彼らは， 4 次元多様体がコンパクト Stein 曲面の構造を持つことと，
正ブレイド状曲面上分岐する単純被覆の全空間であることは同値であることを示した.

ブレイド状曲面は, ブレイドモノドロミーやチャート表示などという位相幾何学的な手
法で扱える一方で, ブレイド状曲面を用いたコンパクト Stein 曲面の研究は著者の知る
限りほとんどなされていない．
そこで，次のような問題を考える：正ブレイド状曲面について，その上で分岐する

被覆を2つ以上考えたときに，それらの全空間が互いに微分同相であり，かつ Stein 構
造が相異なるものを与える正ブレイド状曲面は存在するか．本稿では，この問いの肯
定的な答えとして実際に構成したブレイド状曲面の例を紹介する．なお，多様体とそ
の間の写像はすべて滑らかと仮定する．

本研究は科研費 (課題番号: 15J05214)の助成を受けたものである.
∗〒 152-8551 東京都目黒区大岡山２－１２－１
e-mail: oba.t.ac@m.titech.ac.jp
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2. 分岐被覆とブレイド状曲面
D を C 内の単位円盤とする. 写像 q2, p2 を次のように定める:

q2 : D → D : z $→ z2,

p2 := q2 × id : D×Dn → D×Dn

Mn, M̃n をコンパクト n 次元多様体とし, さらに p : M̃ → M をその間の全射とする.

Sp := {x ∈ M̃ |rank(Txp) < n}, N := p(Sp), Ñ := p−1(N),

としたとき, 単純分岐被覆を次のように定める:

定義 2.1. 写像 p : M̃ → M が N 上分岐する次数 dの単純分岐被覆 (simple branched

covering)であるとは, p が以下の条件を満たすときである:

1. p|M̃ − Ñ : M̃ − Ñ → M −N は通常の次数 d の被覆である;

2. N は余次元 2 の部分多様体である;

3. 任意の x ∈ Ñ と p(x) ∈ N の周りで, 次の条件を満たす:

• x ̸∈ Sp のとき, p は局所微分同相写像である;

• x ∈ Spのとき, 座標近傍 (Ũ , ϕ̃) と (U,ϕ) が存在して, 次の図式を可換に
する:

(Ũ , Ũ ∩ Ñ)
ϕ̃−−−→ (D×Dn−2, 0×Dn−2)

p

⏐⏐"
⏐⏐"p2

(U,U ∩N) −−−→
ϕ

(D×Dn−2, 0×Dn−2).

上の N のことを分岐値集合 (branch value set) とよぶ.

次にブレイド状曲面についての復習をする. より詳しい説明は [Ru], [Ka2, Chapter

16，17], [APZ, Section 3]にあるので参照して頂きたい．D2
1, D

2
2 を標準的な向きを持

つ有向円盤とする．

定義 2.2. D2
1 ×D2

2 にプロパー, すなわち S ∩ ∂(D2
1 ×D2

2) = ∂S を満たすように埋め
込まれた曲面 S, が次数 m のブレイド状曲面 (braided surface)であるとは，第1射
影 pr1 : D2

1 ×D2
2 → D2

1 の S への制限が次数 m の単純分岐被覆であるものをいう．

図 1: Hurwitz 生成システム
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図 2: 標準的生成元 σi ∈ Bm 図 3: 弧 δi に沿う右手ハーフツイスト τδi

a0 を境界 ∂D2
1 の点とし，QS := {a1, a2, . . . , ak} を pS := pr1|S の分岐値集合と

する．(γ1, γ2, . . . , γk) を次を満たす a0 を基点とするループたちの順序付き組とする：
{γ1, γ2, . . . , γk}は π1(D2

1 \QS, a0)の生成系で，各 γi は ai のみを囲み，積 γ1γ2 · · · γk が
∂D2

1 に向きを込めてホモトピックである．このような (γ1, γ2, . . . , γk)を π1(D2
1 \QS, a0)

のHurwitz 生成システム (Hurwitz generating system)という (図 1)．m 次ブレ
イド群 (braid group) Bm を m 個の点付き円盤 Dm の写像類群 (mapping class

group) Mm と同一視して考える. ここで写像類群Mm とは, Dm の自己微分同相写
像のアイソトピー類全体が成す群のことである (ただし, アイソトピーは m 個の点から
なる集合を保つものとする). 実際, Bm の標準的生成元 σi (図 2) に対し, Mm の弧 δi
に沿う右手ハーフツイスト (right-handed half-twist) (図 3)を対応させることでこ
れらの同一視が得られる. D2

2(a) := pr−1
1 (a) とおくと, このとき, 任意の点 a ∈ D2

1 \QS

について, D2
2(a)∩ S = p−1

S (a) = {m点} である. このことから，各 γi に沿って一周す
ると, m個の点の“軌跡”としてMm

∼= Bm の元 βi が得られる．このようにして定まる
準同型 ρS : π1(D2

1 \QS, a0) → Bm をS のブレイドモノドロミー(braid monodromy)

と呼ぶ．また，組 (ρS(γ1), ρS(γ2), . . . , ρS(γk)) = (β1, β2, . . . , βk)のことも S のブレイド
モノドロミーと呼ぶことにする．いま，pS が単純分岐被覆であることから，各 i につ
いて，ある wi ∈ Bm，εi ∈ {±1} が存在して，ρS(γi) = w−1

i σεi
1 wi と書けることが知ら

れている．ブレイド状曲面Sが正 (positive)であるとは，すべての i に対し，εi = +1

であるときをいう．ここではブレイド状曲面からブレイドモノドロミーを構成したが，
逆に上のような組を与えたときにそれをブレイドモノドロミーとするブレイド状曲面
が構成できることに注意しておく (例えば, [Ka1, LEMMA 3] を見よ)．
p : X → D2

1 ×D2
2 ≈ D4 を正ブレイド状曲面 S 上分岐する単純分岐被覆とする．こ

のとき, f := pr1 ◦ p : X → D2 はLefschetzファイバー空間 (Lefschetz fibration)

という写像になる (Lefschetzファイバー空間については, 例えば [Go, Chapter 8]を参
照せよ). f の特異値集合と QS は一致し, f のファイバーは f−1(a0) = p−1(D2

2(a0)) で
ある (図4)．p|p−1(D2

2(a0)) : p
−1(D2

2(a0)) → D2
2(a0) がS ∩D2

2(a0) 上分岐する分岐被覆
であることにも注意しておく．また，f のモノドロミーは S のブレイドモノドロミー
の持ち上げである. 実際, 右手ハーフツイストの持ち上げは右手 Dehn ツイストである
ことが確認できる. 詳しくは [LP, Proposition 1]を参照して頂きたい．

3. 主結果
D2

1 × D2
2 の単純分岐被覆を構成するにあたり補題を１つ与える．q : Σ → D2 を次数

d の単純分岐被覆とする．分岐値集合 Qq の濃度を m とする．上のようにブレイド
群 Bm を写像類群 Mmと同一視し，β ∈ Bm に対し定まる元を hβ ∈ Mm と書く．
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図 4: 左右の長方形は各々X,D2
1 ×D2

2を表し，その中の点は f , pSの特異点を表す．

hβ ∈ Mm または β ∈ Bm が q に関し持ち上げ可能 (liftable)であるとは，微分同相
写像 H : Σ → Σ と，[h] = hβ なる微分同相写像 h : D2 → D2 が存在し，q ◦H = h ◦ q
を満たすときをいう．ただし, ここでのMm

∼= Bm は, D2
1 の m 点から成る Qq を固

定する写像類群として考えている.

補題 3.1. S ⊂ D2
1 × D2

2 を正ブレイド状曲面とし，そのブレイドモノドロミーを
(β1, β2, . . . , βk) とする．a0を ∂D2

1 の点とし，q : Σ → D2
2(a0) ⊂ D2

1×D2
2 を S∩D2

2(a0)

上分岐する次数 d の単純分岐被覆とする．もし，各 βi が q に関し持ち上げ可能なら
ば，S 上分岐する D2

1 × D2
2 ≈ D4 の次数 d の単純分岐被覆 p : X → D4 が存在し，

p|p−1(D2
2(a0)) = q である．

証明の概略. b0 ∈ ∂D2
2(a0) をとり，π1(D2

2(a0) \ S, (a0, b0)) に対し，Hurwitz生成シス
テム (x1, x2, . . . , xm) を取る. 補題を示すには，表現 ρ : π1(D4 \ S, (a0, b0)) → Sd が q

の被覆モノドロミー ρq : π1(D2
2(a0) \ S, (a0, b0)) → Sd から定まることを示せばよい.

すると, ρ を被覆モノドロミーとする D4 上の分岐被覆が構成できる. ただし, Sd は d

次対称群である. π1(D4 \ S, (a0, b0)) は, ι : (D2
2(a0) \ S, (a0, b0)) ↪→ (D4 \ S, (a0, b0)) を

包含写像としたとき, ι∗(x1), ι∗(x2), . . . , ι∗(xm) で生成され，表示に関しても Sのブレ
イドモノドロミーから計算できることが知られている ([Fo, p. 133], [Ru, Proposition

4.1])．後は，ブレイドモノドロミーの各成分が q に関して持ち上げ可能であることを
用いて，ρ が構成できることを示せばよい.

定理 3.2 ([Ob]). Nを 2以上の任意の自然数とする．このとき，正ブレイド状曲面 S ⊂
D2

1 ×D2
2 が存在し，S を分岐値集合とする単純分岐被覆 pi : Xi → D4 (i = 1, 2, . . . , N)

で次を満たすものが存在する：
1. 分岐被覆 pi の次数は全て同じである;

2. X1, X2, . . . , XN は互いに微分同相である；
3. 単純分岐被覆 pi に付随する Xi 上の Stein 構造を Ji とすると, i ̸= j のとき Ji
と Jj はホモトピックでない．

証明の概略 (N = 2 のとき). 8 次ブレイド群 B8 の元，β1, β2, β3, β4, β5 を図 5 のよう
に定義する. ただし, 図 5の単純弧たちは, B8 と M8 を同一視したとき, 各 βi ∈ B8
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図 5: hβ1 , . . . , hβ5 ∈ M8を生成する弧たち.

→ →

図 6: 単純分岐被覆 q1, q2.

に対応する M8 の元, 右手ハーフツイストを生成する弧を表してる. 正ブレイド状
曲面 S を，ブレイドモノドロミーが組 (β1, β2, β3, β4, β5) であるものとして定義する.

q1, q2 : Σ → D2
2(a0) を，図 6で表される次数 5 の単純分岐被覆とする. (ブレイド

β1, β2, β3, β4, β5 の具体的な表示や, 単純分岐被覆 q1, q2 の被覆モノドロミー等は [Ob,

Theorem 1.1]の証明を参照せよ. ) β1, β2, β3, β4, β5 は q1, q2 に関し持ち上げ可能である
ことが簡単に確かめることができる．したがって補題 3.1より，各 qi に対し単純分岐
被覆 pi : Xi → D4 が定まる.

X1 と X2 が微分同相であることを示す. これには各 pi から定まる Xi 上のLefschetz

ファイバー空間 pr1 ◦ pi, およびその境界として得られる ∂Xi のオープンブック分解の
情報を用いて示すことができる.

p1, p2 から定まる Stein 構造 J1, J2 が異なることは，第 1 Chern 類を計算すること
で分かる. Xi 上の Lefschetz ファイバー空間の情報から Kirby 図式を描くことができ,

その図式から Chern 類を計算することができる. 実際，c1(X1, J1) ̸= 0, c1(X2, J2) = 0

となる. J1, J2 がホモトピックであれば Chern 類は一致する. よって, J1, J2はホモト
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ピックでない.

最後に系を１つ紹介する．定理3.2において境界 ∂(D2
1 ×D2

2) に目を向けてみる．ま
ず，有向 3次元多様体 M 上の平面場 ξ が接触構造 (contact structure)であるとは，
M上の 1次微分形式αが存在し，ξ = Ker(α) かつ M の向きに関し α∧ dα > 0 となる
ときをいう．このとき，組 (M, ξ) を接触多様体 (contact manifold)という．接触多
様体 (M, ξ) の中の有向絡み目 L が横断的絡み目 (transverse link)であるとは，各
点 x ∈ L において，TxL が ξx に横断的である絡み目である．接触多様体，横断的絡
み目についてより詳しいことは，例えば [OS, Section 4]，[Ge]を参照して頂きたい．
∂(D2

1 ×D2
2) ≈ S3 の標準的接触構造 ξstd について，ブレイド状曲面の境界は横断的

絡み目になっている．さらに，定理3.2の証明において構成されたコンパクト Stein 曲
面たち (X1, J1), . . . , (X2, J2)は, 境界に現われる接触構造が互いにアイソトピックでな
いように構成されている. ゆえに以下の系が得られる.

系 3.3. N を 2 以上の任意の自然数とする．このとき，標準的接触構造を持つ 3 次元球
面 S3 の中の横断的絡み目 L が存在し，L を分岐集合とする単純分岐被覆 pi : Mi → S3

(i = 1, 2, . . . , N) で次を満たすものが存在する：
1. 分岐被覆 pi の次数は全て同じである;

2. M1,M2, . . . ,MN は互いに微分同相である；
3. 単純分岐被覆 pi に付随する Mi 上の接触構造を ξi とすると，i ̸= j ならば ξi と

ξj はアイソトピックでない．

謝辞 第 12 回数学総合若手研究集会での講演の機会, また本稿の執筆の機会を与えてくださ
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不変周期点代数多様体の “成分”と
再帰方程式の “基本領域”の双対性

弓林　司∗(Tsukasa YUMIBAYASHI)

首都大学東京理工学研究科物理学専攻

概要

本講演では、不変周期点代数多様体の “周期的に振る舞う部分集合による分解” と、再帰方程
式が定義する “空間の対称性の基本領域による分解” の間の双対性について与える。本講演は
arXiv:1504.07548[1]に基づく。

1 序論
1.1 不変周期点代数多様体（IVPP）

まず本発表の１つ目の主題である不変周期点代数多様体について紹介する。

d次元写像 F : xt !→ xt+1,xt,xt+1 ∈ Cd が p個不変量 r : x → r(x) s.t. r(xt+1) = r(xt) ∈ Cp を
持つとする。F の n周期不変周期点代数多様体 (IVPP)[2][3][4]とは、n周期周期点代数多様体、

{
x ∈ Cd

∣∣∣ F (n)(x)− x = 0, F (m)(x)− x ̸= 0, m ≤ n
}

(1)

であって、これが不変量のみのデータからなるものをいう。
{
x ∈ Cd

∣∣∣ γ(n)(r(x)) = 0
}
, γ(n) ◦ r : Cd → Cd−p (2)

IVPPは IVPP定理と呼ばれる以下の重要な性質を持つ [2][3][4]。

IVPP定理：d次元有理写像 F が p個不変量を持つとする。p ≥ d/2を満たすとき、ある n ≥ 2に対し
て n周期点代数多様体が IVPP/離散周期点集合*1 となれば、任意の m ≥ 2対して m周期点代数多様
体は離散周期点代数多様体/IVPPとはならない。

∗ E-mail: t.yumibayashi@kiso.phys.se.tmu.ac.jp
*1 以降、連続点集合、或いは、離散点集合といったときは、不変量一定面（レベルセット）{x ∈ Cd | r(x) = h } ,h ∈ Cp

上で考えているものとする。
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IVPP定理は写像の可積分性に対し重要な情報を持っている。即ち、非可積分系を特徴付ける Julia集
合 [6]は離散周期点集合（の部分集合）によって特徴付けられるので、IVPP定理より IVPP/Julia集合
の存在は Julia集合/IVPPの存在とは相容れない。故に次の “予想”が導かれる。

予想：写像が IVPP/Julia集合を持つとき写像は可積分/非可積分である。

即ち IVPPを研究することで “可積分性とは何か？”と云う大きな問いの答えに近づけると考えられる。
以上が IVPPを研究する動機である。

IVPP が上記の様な興味深い性質を持つのは IVPP が “連続点集合” を成すからである。しかしな
がら、これまでの研究では、IVPPの “内訳”、即ちその “成分”は調べられてこなかった。本発表では
IVPPの成分の構造について報告する。

1.2 再帰方程式（RE）

次に、本発表の２つ目の主題である、再帰方程式について紹介する。

n周期再帰方程式 (RE)とは、写像であって、任意の初期点について n周期点となるものをいう [7][8]。
以下の様な例が知られている [7]。

• ２周期 RE：
X =

1

x
, x,X ∈ C (3)

• ５周期 RE：
X =

1 + x

y
, Y = x, x, y,X, Y ∈ C (4)

n周期 REは空間に作用し、空間を n個の “基本領域”に分解する。

特に、IVPPを持つ写像は、写像を n周期 IVPPに制限する事で n周期 REとなる [9]。即ち、IVPP

の成分は、REの基本領域として与えられると考えられる。

IVPPの成分 ∼ REの基本領域

この関係から IVPPの成分についての重要な性質が分かる。即ち、以下に見るケースにおいて、REは
円分多項式 [5]の構造を持ち、IVPPの成分はこの構造を反映しているのである。

加えて本発表では IVPPの成分を与えるアルゴリズムについても紹介する。
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2 ２次元Möbius写像
本発表では２次元Möbius写像を用いて議論を行う [10]。

2.1 写像

F2d : (x, y) !→ (X,Y ) :=

(
x
1− y

1− x
, y

1− x

1− y

)
, x, y ∈ C (5)

2.2 不変量

r := r(x, y) = xy (6)

2.3 IVPP

(5)の IVPPの一般式は以下の様に与えられる [10]。

γ(n)(r) = r + tan2
(πm

n

)
, m = 1, 2 . . . , n− 1, n = 3, 4, . . . (7)

いくつか具体的に書くと以下の様になる。

γ(2)(r) = none, γ(3)(r) = 3 + r, γ(4)(r) = 1 + r, etc... (8)

図 1 ２次元Möbius写像 (5)の IVPP
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2.4 IVPPの成分

(5)の３周期 IVPP（xy + 3 = 0）上の点の運動を xで径数付けたものは以下の様に与えられる。
(
x,− 3

x

)
→

(
3 + x

1− x
, 3

1− x

3 + x

)
→

(
x− 3

1 + x
, 3

1 + x

x− 3

)
→

(
x,− 3

x

)
(9)

確かに全ての IVPP上の点が３周期である事が分かる。

この IVPPの（x方向の）成分は列 (9)に x = −∞を代入する事で得る事が出来る。即ち、(5)の３
周期 IVPPの（x方向の）成分 (C3i)x, i = 1, 2, 3は、以下の様に与えられる。

(C31)x = (−∞,−1), (C32)x = [−1, 1), (C33)x = [1,∞) (10)

C31
F−→ C32

F−→ C33
F−→ C31 (11)

上で得た成分を使って (5) の３周期 IVPP を “タイリング”する事が出来る。それは以下の様に与え
られる。

図 2 (5)の３周期 IVPPの成分, C31 : 赤, C32 : 青, C33 : 緑.
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2.5 (5)の IVPPの成分の性質について

本節では (5)の IVPPの成分が持つ構造について議論する。まず、(5)をレベルセットに制限すると、
以下の写像を得る。

x !→ X =
x− r

1− x
, x,X ∈ C

特に、この写像は以下の様な線型写像、即ち、Möbius写像として書く事が出来る。
(

X
1

)
= M

(
x
1

)
, M =

(
1 −r
−1 1

)
,

(
x
1

)
,

(
X
1

)
∈ CP2 (12)

更に、M を対角化する座標変換は、
(

z
1

)
=

(
−
√
r

√
r

1 1

)(
x
1

)
,

(
x
1

)
,

(
z
1

)
∈ CP2 (13)

であり、故に (12)は以下の様に対角化される。
(

Z
1

)
=

(
λ+ 0
0 λ−

)(
z
1

)
, λ± := 1±

√
r,

(
z
1

)
,

(
Z
1

)
∈ CP2 (14)

従って、新しい不変量、
s =

λ+

λ−
, λ± ∈ C (15)

を選ぶ事で、写像 (5)或いは (14)はただのスケール変換となる。

z !→ Z = sz, z, Z ∈ C (16)

この事実は (14)の（全ての）IVPPが円分多項式 [5]によって与えられる事を意味している。

Φn(s) ∼ sn − 1 = 0 (17)

結果、(5)或いは (14)の n周期 IVPPの成分は、C/Zn と等価である事が分かる。

図 3 ３周期 IVPP 図 4 C/3Z
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以上の議論より、n周期 IVPPの各成分の x方向の境界 cm は、以下で与えられる。

cm :=
(1− sn)(1 + smn )

(1 + sn)(1− smn )
, m = 0, 1, . . . , n (18)

ここで sn は n次円分多項式の解である。

更に、z 変数における境界 dm は、以下で与えられる。

dm := −
√
r

√
r(λm

+ + λm
− ) + (λm

+ − λm
− )

√
r(λm

+ + λm
− )− (λm

+ − λm
− )

, m = 0, 1, . . . , n (19)

これらの公式は、以下の様に、写像 (14)を m回繰り返した結果を、(12)へ引き戻す事で得る事が出
来る。

(
1 −r
−1 1

)m

= O

(
λm
+ 0
0 λm

−

)
O−1

=

(
λm
+ + λm

− −
√
r(λm

+ − λm
− )

− 1√
r
(λm

+ − λm
− ) λm

+ + λm
−

)

ここで OはM の対角化行列とおいた。x方向の成分の境界は xに −∞を代入する事で得られる。これ
が (18)を得る方法である。

本節の最後に、IVPPの成分の境界について、もう１つの視点を紹介したい。我々は、IVPPの成分
の境界を与える際、xに −∞を代入した。これは “点 xが発散する様な初期点から出発した”と解釈す
る事も出来る。即ち、写像の x成分の分母が 0となる様な点の集まり（∼ 特異点集合）と IVPPの交点
が、IVPPの成分の境界となるのである。(5)のm回写像の特異点集合は、以下の様に与えられる。

図 5 (5)の特異点集合, F : 赤, F (2) : 緑, F (3) : 黄色, F (4) : 青, F (5) : 紫, F (6) : 水色
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3 結論
以上の議論から任意の写像に対し以下の様な方法で IVPPの成分を導く事が出来る*2 ：アルゴリズム

1 n周期 IVPPの上に初期点 x0 をとる。（もし IVPPが多価であるならば全ての部分に対し以下の
アルゴリズムを実行する）

2 n周期 IVPPの上の点の運動を計算する。

x0 → x1(x0) → · · · → xn−1(x0) → xn(x0) = x0 (20)

3 (20)に x0 の定義域の中で最小のものを代入する。

以上の議論により、始めに述べた “IVPPの成分 ∼ REの基本領域”という関係は、より正確に

n周期 IVPP ∼ C/nZ

と理解される事が分かった。
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の事。
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On the Riemann-Hilbert correspondence for unit F -crystals

大川幸男 (Sachio OHKAWA)

東大数理 博士課程 3年

1 導入
古典的にRiemann-Hilbert対応とは, 基本群の表現に対してその表現をモノドロミー表現

に持つ線形微分方程式の存在を問う. 1980年代に柏原とMebkhoutは, 複素多様体X に対
し, Riemann-Hilbert対応をコホモロジー層が正則ホロノミックなDX -加群の複体が定める
導来圏Db

rh(DX)とコホモロジー層が構成可能なC-線形空間に値を持つ層の複体が定める導
来圏Db

c(X,C)との三角圏同値

Db
rh(DX)

∼=−→ Db
c(X,C)

として（独立に）定式化した. ここにDX はX上の微分作用素のなす環の層であり, 前者の
圏の対象はX 上の線形偏微分方程式系を起源を持つ. 一方で構成可能層とは局所系の一般
化であり, 後者の圏の対象は位相幾何学的である. この圏同値はコホモロジー理論の観点か
ら重要な意味をもつ. Db

rh(DX)にはGrothendieckの６つの演算 f∗, f∗, f!, f !, ⊗L, Homが
定義され, ドラームコホモロジー論を含むような相対コホモロジー論を与える. ここに f は
複素多様体の射である. 一方Db

c(X,C)は特異コホモロジー論を含む相対コホモロジー論の
枠組みを与える. 柏原-MebkhoutによるRiemann-Hilbert対応の著しい性質は, 両者の圏に
独立に定義されるGrothendieckの６つの演算と整合的となることである.

数論幾何においても様々なコホモロジー理論とそれらの間の比較同型が研究されてきた.

Emerton-Kisinは [EK2]において柏原-Mebkhoutによる Riemann-Hilbert対応の正標数に
おける類似を構成した. 筆者の研究は Emerton-Kisinの仕事の一部を一般化したものであ
る. 以下, ２節において筆者の研究の出発点となった Emerton-Kisinの結果を簡単に紹介し,

また筆者の研究の動機について述べる. ３節において筆者の [O3]における結果を紹介する.

2 unit F -crystalに対するRiemann-Hilbert対応
まず Emerton-Kisinによる結果 [EK2]を復習する. 論文 [EK2]は大部であるが, 彼ら自身

による解説論文 [EK1]もあることをあげておく.

kを標数 p > 0の完全体, W をそのWitt環とする. Wnを商環W/pnW とする. Xを滑ら
かなWn-スキーム, DX をX 上の微分作用素のなす環の層とする. Emerton-Kisinは構造層

1
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OX にX 上の微分作用素と “X ⊗Wn kの絶対フロベニウスのX への局所的な持ち上げ F”

を付け加えた環の層DF,X を導入した. DF,X は一般には非可換なOX -代数をなし, また自然
な環の係数拡大DX → DF,X が存在する. Berthelotによる数論的D-加群の理論 (とくにフ
ロベニウス降下の理論)を応用すると, フロベニウスによる引き戻し関手

F ∗ : (left DX-modules) → (left DX-modules)

をX 上大域的に定義することができる.

Remark 2.1. この関手の構成に絶対フロベニウス FX⊗Wnk のX への持ち上げの存在をか
す必要はない. 局所的に取ったフロベニウス持ち上げで引き戻したDX -加群が張り合うとい
うのが構成の鍵である.

この関手F ∗を用いると, 左DF,X -加群Mを次のように特徴づけることが出来る. 即ち, 左
DF,X -加群M与えることはDX -加群MとDX -線形な射 (構造射と呼ぶ)ψM : F ∗M → M
の組を与えることと同値である.

Definition 2.2. 左DF,X-加群Mが locally finitely generated unitとは, Mの構造射ψMが
同型であり, さらに局所的にMの連接OX-部分加群M ⊂ Mで自然な射DF,X⊗OX M → M
が全射となるものが存在することをいう. locally finitely generated unit DF,X-加群全体は,

左DF,X-加群のなす圏の thick部分圏をなす.

X/Wnに対する D-加群の圏の類似を定義する. 三角圏Db
lfgu(DF,X)◦を, コホモロジー層

が全て locally finitely generated unitであり, かつOX -加群の複体としてTor次元が有限と
なるもののなすDb(DF,X)充満部分圏として定義する. ここにDb(DF,X)は左DF,X -加群の
複体が定める導来圏である.

f : X → Y を滑らかなWn-スキームの間の射とする. Emerton-Kisinは複素数体上のD-

加群の理論に類似した方法で, 順像関手

f+ : Db
lfgu(DF,X)◦ → Db

lfgu(DF,Y )
◦

逆像関手
f ! : Db

lfgu(DF,Y )
◦ → Db

lfgu(DF,X)◦

およびテンソル積

⊗L
OX

: Db
lfgu(DF,X)◦ ×Db

lfgu(DF,X)◦ → Db
lfgu(DF,X)◦

を構成した.

Emerton-Kisinの研究では Db
lfgu(DF,Y )◦ と X のエタールサイト上の三角圏を比較する.

Db
ctf(Xét,Z/pnZ)をXét上の Z/pnZ-加群の有限複体でそのコホモロジー層が構成可能でか
つ Z/pnZ-加群として Tor次元が有限となるもののなすDb(Xét,Z/pnZ)の充満部分圏とす
る. よく知られているように, 射 f : X → Y に対して固有な台付き順像関手

f! : D
b
ctf(Xét,Z/pnZ) → Db

ctf(Yét,Z/pnZ),
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逆像関手
f−1 : Db

ctf(Yét,Z/pnZ) → Db
ctf(Xét,Z/pnZ)

およびテンソル積

⊗L
Z/pnZ : Db

ctf(Yét,Z/pnZ)×Db
ctf(Yét,Z/pnZ) → Db

ctf(XétZ/pnZ)

が定義される.

X を滑らかなWn-スキームとする. πX : Xét → X を自然なサイトの射とする. ここにX

は Zariskiサイトを表す. この時DF,Xét := π∗XDF,X は自然にXét上のOXét-代数をなす. エ
タール降下により, 三角圏の同値

π∗X : Db
qc(DF,X) → Db

qc(DF,Xét)

を得る. M ∈ Db
lfgu(DF,X)◦に対して

SolX(M) = RHomDF,Xét
(π∗X(M),OXét)[dX ].

とおく. この対応は反変関手

SolX : Db
lfgu(DF,X)◦ → Db

ctf(Xét,Z/pnZ)

を定める [EK2, Proposition 16.1.7]. 一方逆に, L ∈ Db
ctf(Xét,Z/pnZ)に対して

MX(L) = πX∗RHomZ/pnZ(L,OXét)[dX ].

とおく. この対応は反変関手

MX : Db
ctf(Xét,Z/pnZ) → Db

lfgu(DF,X).

を定める. 以上の記号の準備の下で, [EK2]の主結果 [EK2, Corollary 16.2.6]は次のように
まとめることが出来る.

Theorem 2.3. X を滑らかなWn-スキームとする. この時関手 SolX はMX を準逆に持つ
三角圏の同値

Db
lfgu(DF,X)◦ → Db

ctf(Xét,Z/pnZ)

を定める. さらに SolX は以下の性質を満たす. (MX についても対応した主張が成り立つが
省略する.)

(1) 関手的な同型 SolX(−⊗L
OX

−) ∼= SolX(−)⊗L
Z/pnZ SolX(−)[dX ]が存在する. ここに dX

はX のWn上の相対次元を表す.

(2)f : X → Y を滑らかなWn-スキームの間の射とする. この時,関手的な同型f−1◦SolY ∼=
SolX ◦ f !が存在する.

(3) f : X → Y を滑らかなWn-スキームの間の allowable射とする. この時, 関手的な同
型 f! ◦ SolX ∼= SolY ◦ f+が存在する. ここにスキームの射が allowableとは, 埋め込みと固
有滑らかな射の合成で書けることをいう.
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筆者の研究の動機を述べる. X を k上の代数多様体とする. Emerton-Kisinの理論はWn

上の滑らかな持ち上げ P/Wnを持つ代数多様体X/kにしか適用出来ず, 十分に研究がなさ
れているとは言えない. またさらに, 三角圏の同値

Db
lfgu(DF,P )

◦ → Db
ctf(Pét,Z/pnZ)

に置ける右辺は P の標数 pへの還元X から完全に決定される. このことからも左辺の理論
も代数多様体 X/kにのみよる形で定まるべきである (Grothendieckのクリスタルの思想).

そこで筆者はEmerton-Kisinの理論をWn上埋め込み可能な k-スキームに拡張した. ここで
分離的有限形な k-スキームX がWn上埋め込み可能とは, 滑らかなWn-スキーム P と埋め
込みX ↪→ P で以下の図式を可換にするものが存在することをいう.

X

!!

! " " P

!!
Speck "" SpecWn.

(2.1)

明らかなように, k上の準射影的代数多様体はWn上埋め込み可能である. 従って, ある意味
で, Wn上埋め込み可能な代数多様体は十分に広いクラスをなす.

3 主結果
研究の最初の困難はWn上埋め込み可能な代数多様体X/kに対して, そのD-加群の圏を

定義することである. 筆者は柏原の定理の基づく自然な方法によりこの困難を克服した. こ
こに柏原の定理とは, 複素多様体の閉埋め込みX ↪→ P に対し, X 上の D-加群の圏と P 上
のD-加群でその台がX に含まれるもののなす圏は自然に圏同値であることを主張する.

XをWn上埋め込み可能な k-スキームとし, 滑らかなWn-スキーム P と埋め込みX ↪→ P

をとる. この時三角圏 CP,X を “台がX に含まれる” Db
lfgu(DF,P )◦の対象からなる充満部分

圏として定義する.

Remark 3.1. 今X は P における閉集合とは限らないことを注意する. 条件 “台がX に含
まれる”は正確には局所コホモロジーを用いて定式化する必要があるが, ここでは割愛する.

次の定理がD-加群の圏を定義する鍵である.

Theorem 3.2. f : P → Q を滑らかな Wn-スキームの間の固有滑らかな射. 埋め込み
i1 : X ↪→ P と i2 : X ↪→ Qで f ◦ i1 = i2を満たすものが与えられたとする. この時, 順像関
手 f+は三角圏の同値

f+ : CP,X
∼=−→ CQ,X (3.1)

を定める.

この定理によってXをWn上埋め込み可能な k-スキームに対するD-加群の圏は以下のよ
うに定義すれば良いとわかる.

70



Definition 3.3. X をWn上埋め込み可能な k-スキームとする. 固有滑らかなWn-スキー
ム P への埋め込みX ↪→ P を一つとり, 三角圏Db

lfgu(X/Wn)◦を CP,X で定義する. この定
義は定理 3.2によって埋め込みX ↪→ P の取り方に up to natural isomorphismでよらない.

X をWn上埋め込み可能な k-スキームとし, 固有滑らかなWn-スキーム P への埋め込み
i : X ↪→ P を一つとる. 関手 SolX : Db

lfgu(X/Wn)◦ → Db
ctf(Xét,Z/pnZ)を合成

CP,X = Db
lfgu(X/Wn)

◦ ⊂ Db
lfgu(DF,P )

◦ SolP−−−→ Db
ctf(Pét,Z/pnZ)

i−1

−−→ Db
ctf(Xét,Z/pnZ)

で定義する. この定義は埋め込み i : X ↪→ P の取り方によらないことが示せる.

一方逆に, 関手の合成

Db
ctf(Xét,Z/pnZ)

i∗−→ Db
ctf(Pét,Z/pnZ)

MP−−→ Db
lfgu(DF,P )

◦

を考えると,この本質的像はCP,Xに含まれることが示せ,我々は関手MX : Db
ctf(Xét,Z/pnZ) →

Db
lfgu(X/Wn)◦ = CP,X を得る. この定義も埋め込み i : X ↪→ P の取り方によらないことが
示せる. 以上の記号の準備の下で, 主結果は以下のように述べることが出来る.

Theorem 3.4. X をWn上埋め込み可能な k-スキームとする. この時 SolX は MX を準逆
にもつ三角圏の同値

SolX : Db
lfgu(X/Wn)

◦ ∼=−→ Db
ctf(Xét,Z/pnZ) (3.2)

を定める.

f : X → Y をWn 上埋め込み可能な k-スキームの間の射とする. 我々も自然な方法で,

Db
lfgu(X/Wn)◦に対して順像関手 f+, 逆像関手 f !, テンソル積 ⊗Lを埋め込みによらない形
で定式化することが出来る.

Theorem 3.5. f : X → Y をWn上埋め込み可能な k-スキームの間の射とする.

(1) 関手的な同型 SolX(−⊗L −) ∼= SolX(−)⊗L
Z/pnZ SolX(−)が存在する.

(2) 関手的な同型 f−1 ◦ SolY ∼= SolX ◦ f !が存在する.

(3)関手的な同型 f+ ◦ SolY ∼= SolX ◦ f!が存在する.
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 グラフ配置の自由性の頂点重み付きグラフの性質
による特徴づけ

辻栄　周平 ⇤（Shuhei TSUJIE）　
北海道大学大学院理学研究院数学部門

概要

ベクトル空間の有限個の超平面の集まりを超平面配置という．Stanleyはある種の
頂点重み付きグラフ (G, )に対して超平面配置 AG, を導入し，超可解性を特徴づ
け，自由性と同値であると予想した．本講演ではAG, の自由性の特徴づけについて
説明する．本研究は北海道大学の陶山大輔との共同研究である．

1 超平面配置
超平面配置（hyperplane arrangement）とは，`次元 Euclid空間 R` の超平面の有
限個の集まりのことである．本稿では，超平面配置はすべて中心的（central）なもの，つ
まり原点を通る超平面（余次元 1の部分空間）の有限個の集まりのみを考える．

中心的超平面配置 中心的でない超平面配置

{x1, . . . , x`}を (R`)⇤ の基底とし，S = R[x1, . . . , x`]とする．S は R` 上の多項式関数
全体からなる環である．Der(S)で R` 上の多項式ベクトル場全体のなす S 加群を表す．

Der(S) =
�
✓ : S ! S : R線形 | ✓(fg) = f✓(g) + ✓(f)g (8f, g 2 S)

 
.

⇤
E-mail: tsujie@math.sci.hokudai.ac.jp
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原点を通る超平面 H はある斉次 1 次式 ↵H 2 E⇤ の零点集合である．↵H は定数倍を
除いて一意的に定まる．超平面配置 A に対し，対数的ベクトル場全体からなる S 加群
（logarithmic derivation module）D(A)を以下で定める．

D(A) := {✓ 2 Der(S) | ✓(↵H) 2 ↵HS (8H 2 A)} .

これは，Aに属する各超平面に沿った多項式ベクトル場全体のなす加群である．D(A)が
自由 S 加群であるとき，A は自由（free）であるという．A が自由であれば，D(A) は
斉次元からなる基底 (✓1, . . . , ✓`)をもつ．(deg ✓1, . . . , deg ✓`)を Aの指数（exponents）
という．
超平面配置 Aに属するいくつかの超平面の交わり全体のなす集合は束をなす．これを

Aの交叉束（intersection lattice）といい，L(A)で表す．

L(A) :=

(
\

H2B
H

����� B ✓ A
)
, X  Y

def, X ◆ Y.

超平面配置とその交叉束の例

交叉束 L(A) の最大元
T

H2A H の余次元を A の階数（rank）といい，rankA で表す．
超平面配置 Aが超可解（supersolvable）であるとは，交叉束 L(A)が超可解であると
きにいう．超可解束の定義はここでは述べないが，超平面配置の超可解性については以下
の特徴づけがある．

Theorem 1.1 (Björner-Edelman-Ziegler [1, Theorem 4.3]). 超平面配置Aが超可解で
あることと，部分配置の列

A = Ar ◆ A`�1 ◆ · · · ◆ A1

が存在して，以下の条件を満たすことは同値である．

(1) rankAi = i (1  i  r).

(2) 任意の H,H 0 2 Ai (H 6= H 0)に対して，H 00 2 Ai�1 が存在して，H \H 0 ✓ H 00.
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さらに，一般に以下の定理が成り立つ．

Theorem 1.2 (Jambu-Terao [4, Theorem 4.2]). 超平面配置 Aが超可解であれば自由
である．

この定理の逆は一般には成立しない．すなわち，自由だが超可解でない超平面配置が存
在する．

2 グラフ配置
G = (VG, EG)を `個の頂点からなる単純グラフ，つまり

VG = {1, . . . , `} ,
EG ✓ {{i, j} | i.j 2 VG, i 6= j} ,

とする．グラフGに対し，グラフ配置（graphical arrangement）AGを以下で定める．

AG := {{xi � xj = 0} | {i, j} 2 EG} .

ただし，↵ 2 (R`)⇤ に対し，{↵ = 0} :=
�
v 2 R` | ↵(v) = 0

 
としている．グラフ配置

AG の超可解性と自由性の特徴づけについて述べるために，いくつかの概念を定義する．

Definition 2.1. Gの `個の頂点の順序付け (v1, . . . , v`)が perfect elimination or-

deringであるとは，任意の三つ組 i, j < k (i 6= j)に対して，

{i, k}, {j, k} 2 EG ) {i, j} 2 EG

が成り立つときにいう．

5

4 3

2 1

perfect elimination ordering の例

Definition 2.2. G が chordal であるとは，G の任意の長さ 4 以上のサイクルが弦
（chord）をもつときにいう．

chordal graph と chordless cycle の例
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Gの部分グラフ S = (VS , ES)が誘導部分グラフ（induced subgraph）であるとは，

ES = {{i, j} 2 EG | i, j 2 VS}

が成り立つときにいう．定義から明らかではあるが，chordal graph は長さ 4以上のサイ
クルを誘導部分グラフとしてもたないという禁止誘導部分グラフ（forbidden induced

subgraph）による特徴づけをもつ．

Theorem 2.3 (Fulkerson-Gross [3, Section 7], Stanley [6, Corollary 4.10], Edelman-

Reiner [2, Theorem 3.3]). 以下は同値．

(1) Gは perfect elimination ordering をもつ．
(2) Gは chordal である．
(3) AG は超可解である．
(4) AG は自由である．

この定理から分かる通り，グラフ配置のクラスにおいては超可解性と自由性は同値に
なっている．

3  グラフ配置
G = (VG, EG)を `個の頂点からなる単純グラフとし，写像  : VG ! 2R で各 iについ
て | (i)| < 1 を満たすものをとる．組 (G, ) に対して， グラフ配置（ -graphical
arrangement）AG, を以下で定める．

AG, := {{z = 0}} [ {{xi � xj = 0} | {i, j} 2 EG}
[ {{xi = az} | 1  i  `, a 2  (i)} .

ここで，{z, x1, . . . , x`}は (R`+1)⇤ の基底である． グラフ配置AG, は，グラフ Gの各
頂点に実数の有限集合（重みとみなす）をあてがい，それら各実数に対応する超平面をグ
ラフ配置 AG に付け加えたものである（ただし，本稿では自由性に焦点があるため，錐化
し，無限遠超平面 {z = 0}を付け加えている）．
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{1} {1, 2}

 グラフ配置の例（z = 1への制限）

Definition 3.1. (G, ) に対し，G の ` 個の頂点の順序付け (v1, . . . , v`) が weighted

elimination orderingであるとは，以下を満たすときにいう．

(1) (v1, . . . , v`)は perfect elimination ordering.

(2) i < j, {i, j} 2 EG )  (i) ◆  (j).

Theorem 3.2 (Stanley [7, Theorem 6] Mu-Stanley [5, Theorem 1, 2]). 以下は同値．

(1) (G, )は weighted elimination ordering をもつ．
(2) AG, は超可解である．

一般に超可解な配置は自由なので，(G, )が weighted elimination ordering をもてば，
AG, は自由であることが分かる．Stanley はグラフ配置のときと同様に， グラフ配置
のクラスにおいても超可解性と自由性は同値になっているのではないかと予想した．

4 主結果
主結果は以下の通りである．

Theorem 4.1 (Suyama-T [8]). 以下は同値．

(1) (G, )は weighted elimination ordering をもつ．
(2) AG, は超可解．
(3) AG, は自由．

証明は，(G, )が weighted elimination ordering をもつことの禁止誘導部分グラフに
よる特徴づけを用いて行った．以下に概略を述べる．
P を半順序集合とする．写像  : VG ! P により，Gの各頂点に重みを付け，P 上の頂
点重み付きグラフ (G, )を得る．半順序集合 P として Rの有限部分集合全体からなる半
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順序集合をとれば，(G, )は  グラフ配置の定義に用いていたものと同一のものである．
P 上の頂点重み付きグラフ (G, )に対しても，weighted elimination ordering を同様に
定義する．Gの道 v1 · · · vk が単峰的（unimodal）であるとは，ある i 2 {1, . . . , k}が存
在して， (v1)  · · ·   (vi) � · · · � · · · �  (vk)となるときにいう．P は全順序とは限
らないので，比較不可能な元が存在するかもしれない．したがって，Gの辺 {u, v}が単峰
的であるとは， (u)と  (v)が比較可能であることを意味する．

Theorem 4.2 (Suyama-T [8]). 以下は同値．

(1) (G, )は weighted elimination ordering をもつ．
(2) Gは chordal，かつ Gの任意の道は単峰的である．

したがって，禁止誘導部分グラフは長さ 4以上のサイクルと非単峰的な道といえる．実
際にはもっと絞ることができる．

Proposition 4.3 (Suyama-T [8]). 非単峰的な道は以下の道のどちらかを含む．

(1)
u v

 (u)と  (v)は比較不能．

(2)
v1 v2 v3 vk�2 vk�1 vk

k � 3 かつ  (v1) >  (v2) = · · · =  (vk�1) <  (vk).

超平面配置の加除定理により，これらの道に対応する  グラフ配置は自由でないこと
が従う．よって，もし AG, が自由であれば Gは chordal で，かつ Gの任意の道は単峰
的であることが分かる．したがって，(G, )は weighted elimination ordering をもつの
で主結果が従う．
また，自由  グラフ配置 AG, に対し，D(AG, )の基底を具体的に構成した．

Theorem 4.4 (Suyama-T [8]).  グラフ配置 AG, は weighted elimination ordering

(v1, . . . , v`)をもつとする．xi を頂点 vi に対応する座標とする．このとき，

✓E =
X

i=1

xi
@

@xi
+ z

@

@z
,

✓k =
X

i2C�k

0

@
Y

j2E<k

(xj � xi)
Y

a2 (vk)

(xi � az)

1

A @

@xi
(1  k  `)
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は D(AG, )基底をなす．ただし，

C�k := {i | k < i  `, かつ Gの道 vkvj1vj2 · · · vjmvi

が存在して k < j1, j2, . . . , jm  `} [ {k}
E<k := {j | 1  j < k, {vj , vk} 2 EG}.
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͋Δܕͷࠞ߹ HodgeߏͷྨۭؒͷίϯύΫτԽʹ͍ͭͯ

ڡɹాࠇ (Kuroda Masamichi) ∗ɹւಓେֶେֶӃɹཧֶڀݚӃɹֶ෦

֓ཁ

Ճ౻ࢯ, தࢁྗࢯ, ӓҪࡾฏࢯʹΑΓ, ࠞ߹ Hodge ͷྨۭؒߏ D ͷͦͷࣗݾಉ܈ܕ Aut(D)

ͷࢄ෦܈ ΓʹΑΔۭؒ Γ\D ͷτϩΠμϧ෦ίϯύΫτԽ͕ߏ͞Εͨ. ͦΕ Γʹରͯ͠, ద

ͳऑϑΝϯ ΣΛ༩͑, ႈྵيಓͷۭؒ DΣ ͷ ΓʹΑΔۭؒ Γ\DΣ ͱͯ͠༩͑ΒΕͨ. ຊߨԋͰ, ͋Δ

߹ͷࠞܕ Hodge ,͍ͯͭʹͷྨۭؒߏ ͦͷίϯύΫτԽͷߏΛ۩ମతʹհ͢Δ. ·ͨ, ͜ͷίϯ

ύΫτԽͱ, ฏ໘ۂ࣍ࡾઢͱઢ͔ΒͳΔ҆ఆͳͷ GIT ϞδϡϥΠ P 1,3 ͋Δ͍, Alexeev ΑΔʹࢯ

උͳϞδϡϥΠ AP 1,3 ͱͷؔʹ͍ͭͯͷ݁Ռհ͢Δ.

1 ͡Ίʹ

ઢۂ࣍ࡾԋऀฏ໘ߨ C ͱઢ L͔ΒͳΔ҆ఆͳ (C,L)ͷ GIT ϞδϡϥΠ P 1,3 ͬߦΛڀݚ͍ͯͭʹ

͖ͯͨ. [Ku]Ͱओʹ࣍ͷͭࡾͷ݁Ռ͕ಘΒΕͨ. Ұͭ,  (C,L)ͷ҆ఆੑͷશͳྨΛ༩͑, GIT Ϟ

δϡϥΠ P 1,3 ʹ͋ΒΘΕΔͷزԿֶతͳ݅Λܾఆͨ͠. ೋͭ, ͜ͷϞδϡϥΠ P 1,3 ͱ Alexeev ʹࢯ

ΑΓߏ͞ΕͨඋͳϞδϡϥΠ AP 1,3 ͱͷؒʹ͋Δ༗ཧࣸ૾ f : P 1,3 → AP 1,3 Λ༩͑, ͦͷੑ࣭Λௐ

ͨ. ͜͜Ͱ, AP 1,3 ߴʑ, ݁અΛۂ࣍ࡾͭ࣋ઢ C ͱ C ͷಛҟΛ௨Βͳ͍ઢ L͔ΒͳΔ (C,L)ͷϞ

δϡϥΠͰ͋Δ. ,ͭࡾ ͜ΕΒೋͭͷϞδϡϥΠͷૈ͍ߏΛݟΔͨΊʹ, P1 × P2 ͷ͋ΔϒϩʔΞοϓ͔

Β AP 1,3, P 1,3 ͷࣗવͳࣸ૾Λߏͨ͠. ͞Βʹ͜ΕΒೋͭͷࣸ૾ͱ্ͷ༗ཧࣸ૾ f ͷؔΛ༩͑ͨ.

,Ͱۙ࠷ ͜ͷϞδϡϥΠ P 1,3 ͱ͋Δܕͷࠞ߹ Hodge ڀݚͷྨۭؒͷίϯύΫτԽͱͷൺֱͷߏ

Λ͖ͨͯͬߦ. ඇಛҟۂ࣍ࡾઢ E ͱ, E ͱԣஅతʹަΘΔઢ L ͔ΒͳΔ (E,L) શମͷͳ͢։෦ू

߹ P1,3 ⊂ P 1,3 ͷ֤ʹରͯ͠, Ұ࣍ίϗϞϩδʔ H1 (E \ (E ∩ L),Z) ͷࠞ߹ Hodge Δ͜ͱͰ͑ߟΛߏ

P1,3 ͔Β, ͋Δܕͷࠞ߹ Hodge ͷྨۭؒߏ D ΛϞϊυϩϛʔ܈ Γ Ͱׂۭͬͨؒ Γ\D ͷप૾ࣸظ
P1,3 → Γ\D ͕ఆ·Δ. P1,3 ͷίϯύΫτԽͱͯ͠ P 1,3 ͕͋Γ, Γ\D ͷίϯύΫτԽͱͯ͠Ճ౻ࢯ, த

,ࢯྗࢁ ӓҪࡾฏࢯʹΑΓߏ͞ΕͨτϩΠμϧ෦ίϯύΫτԽ Γ\DΣ ͕ΒΕ͍ͯΔͷͰ, प૾ࣸظͷ

͜ΕΒͷίϯύΫτԽͷڥքͷ֦ுΛ۩ମతʹߏ͢Δ͜ͱͰ, P 1,3 ͱ Γ\DΣ ͱͷൺֱΛ༩͑Δͱ͍͏ͷ

.ͷख๏Ͱ͋Δڀݚ͕ ,೦ͳ͕Β ͜ͷप૾ࣸظͷڥքͷ֦ுࡶͳͷͰ, ্ͱಉ༷ʹͯ͠ AP 1,3 ͷ։෦

ू߹ AP1,3 ͔Β Γ\D ͷࣸ૾ φ : AP1,3 → Γ\D Λߏͯ͠, ͜ͷࣸ૾ͷڥքͷ֦ுΛ͑ߟΔ. ,ࡍ࣮ 

༗ཧࣸ૾ φ̄ : AP 1,3 → Γ\DΣ ʹ֦ு͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ (ఆཧ 3.1). ͜ͷ༗ཧࣸ૾ͱ [Ku]Ͱߏͨ͠༗ཧ

ࣸ૾ f : P 1,3 → AP 1,3 Λ߹ΘͤΔ͜ͱͰ, P 1,3 ͱ Γ\DΣ ͷൺֱΛ༩͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ (ఆཧ 4.1).

ୈೋষͰ, ྨۭؒ Γ\D ͱͦͷίϯύΫτԽ Γ\DΣ Λ۩ମతʹ༩͑Δ. ୈࡾষͰ, ࣸ૾ φ : AP1,3 →
Γ\D Λ۩ମతʹ༩͑, φΛ༗ཧࣸ૾ φ̄ : AP 1,3 → Γ\DΣ ʹ֦ு͢Δ. ୈ࢛ষͰ, [Ku]ͷ݁Ռͱ߹Θͤͯ,

P 1,3 ͱ AP 1,3 ͱ Γ\DΣ ͷؔΛ༩͑Δ.

∗ E-mail: m-kuroda@math.sci.hokudai.ac.jp
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2 ྨۭؒ Γ\DͱͦͷίϯύΫτԽ Γ\DΣ

ෳૉମ C্Ͱ͑ߟΔ. ࠞ߹ Hodgeߏͷܕ Λ =
(
H0,W, (⟨, ⟩w)w∈Z , (h

p,q)p,q∈Z

)
Λ࣍Ͱݻఆ͢Δɿ

• H0 = Ze1 + Ze2 + Ze3 + Ze4.
• W  H0,R := R⊗Z H0 ্ͷ૿େϑΟϧτϨʔγϣϯͰ࣍Ͱఆ·Δͷɿ

W0 = 0 ⊂ W1 = Re1 + Re2 ⊂ W2 = H0,R.

• ⟨, ⟩w ඇୀԽ Rઢࣜܗܗ grWw × grWw → RͰ, ֤ w ∈ Zʹରͯ͠, w ,ͳΒରশͱͳΓۮ͕ w

,ͳΒରশͱͳΔͷͰح͕ Λຬͨ͢ͷͱ͢Δɿ࣍

⟨e′2, e′1⟩1 = 1, ⟨e′3, e′3⟩2 = ⟨e′4, e′4⟩2 = 1, ⟨e′3, e′4⟩2 = −1

2
.

• h1,1 = 2, h0,1 = h1,0 = 1Ͱ͋Γ, ͜ΕΒҎ֎ͷ (p, q)ʹରͯ͠, hp,q = 0ͱ͢Δ.

ୠ͠, ֤ w ∈ Z ʹରͯ͠, grWw = Ww/Ww−1 ͱ͠, e′1, e
′
2 (resp. e′3, e

′
4) Λ e1, e2 (resp. e3, e4) ͷ grW1

(resp. grW2 )ʹ͓͚Δ૾ͱ͢Δ. ͜͜Ͱ, ܕ Λͷࠞ߹ Hodgeߏͷྨۭؒ D ͱҎԼͷͭࡾͷ݅Λຬͨ

͢ H0,C := C⊗Z H0 ্ͷݮগϑΟϧτϨʔγϣϯ F શମͷͳ͢ू߹Ͱ͋Δɿ

(1) ҙͷ p, q ∈ Zʹରͯ͠, dim
(
F p

(
grWp+q

)
/F p+1

(
grWp+q

))
= hp,q.

(2) ҙͷ p, q, w ∈ ZͰ p+ q > w Λຬͨ͢ͷʹରͯ͠, ⟨, ⟩w Λ F p
(
grWw

)
× F q

(
grWw

)
Δͱྵ͢ݶ੍ʹ

ࣸ૾ʹͳΔ.

(3) ҙͷ p, q, w ∈ Z Ͱ p + q = w Λຬͨ͢ͷͱҙͷ 0 Ͱͳ͍ x ∈ F p
(
grWw

)
∩ F q (grWw ) ʹରͯ͠,

ip−q⟨x, x̄⟩w > 0.

ୠ͠, F
(
grWw

)
 F ʹΑͬͯ༠ಋ͞Εͨ grWw,C := C ⊗R grWw ্ͷݮগϑΟϧτϨʔγϣϯͰ͋Δ. ্ͷ݅

(1)ͱ (2)ຬͨ͢ H0,C ্ͷݮগϑΟϧτϨʔγϣϯ F શମͷͳ͢ू߹Λ Ď ͱ͔͘.

ҎԼ, H Λ্ฏ໘ͱ͢Δ. ֤ τ ∈ H ͱ z1, z2 ∈ C ʹର͠, H0,C ্ͷݮগϑΟϧτϨʔγϣϯ

F = F (τ, z1, z2)Λ࣍ͰఆΊΔɿ

0 = F 2 ⊂ F 1 = C (τe1 + e2) + C (z1e1 + e3) + C (z2e1 + e4) ⊂ F0 = H0,C.

͜ͷͱ͖, ؆୯ͳࢉܭʹΑΓ, D = {F (τ, z1, z2) | τ ∈ H, z1, z1 ∈ C} ͕ಘΒΕ, ෳૉղੳଟ༷ମͱͯ͠ͷಉܕ

D ≃ H× C2 ͕ಘΒΕΔ. ҎԼ, ͜ͷಉܕͰಉҰ͢ࢹΔ.

܈Ϟϊυϩϛʔʹ࣍ Γ Λ W ͱ߹͢Δ H0 ͷ Z ্ͷࣗݾಉܕ g Ͱ, ͯ͢ͷ w ∈ Z ʹରͯ͠ grWw (g) :

grWw → grWw ͕ ⟨, ⟩w ͱ߹͢Δͷશମͷͳ͢܈ GZ ͱ͢Δ. GZ,u :=
{
g ∈ GZ | grWw = 1

(∀w ∈ Z
)}
ͱ͠,

֤ w ∈ Zʹରͯ͠, GZ
(
grWw

)
Λ ((H0 ∩Ww) / (H0 ∩Ww−1) , ⟨, ⟩w)ʹؔ͢Δ GZ ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖

GZ,u =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎡

⎢⎢⎣

1 0
0 1

a1 a3
a2 a4

O
1 0
0 1

⎤

⎥⎥⎦

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1, a2, a3, a4 ∈ Z

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
≃ Z4, (1)

Γ = GZ =

⎧
⎨

⎩

⎡

⎣ A1
a1 a3
a2 a4

O A2

⎤

⎦

∣∣∣∣∣∣
a1, a2, a3, a4 ∈ Z,

A1 ∈ SL2(Z), A2 ∈ GZ
(
grW2

)

⎫
⎬

⎭
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͕ಘΒΕΔ. (1)ͷಉܕ܈ಉܕͰ͋Δ. ·ͨ,

GZ
(
grW2

)
=

〈[
0 −1
1 −1

]
,

[
0 −1
−1 0

]
,

[
−1 0
0 −1

]〉
≃ S3 × Z/2Z

ͱͳΔ͜ͱΘ͔Δ. GZ,u ΛؚΉ Γͷ෦܈ Γ1, Γ2 Λ࣍ͰఆΊΔɿ

GZ,u ⊂ Γ1 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎡

⎢⎢⎣

1 a
0 1

a1 a3
a2 a4

O
1 0
0 1

⎤

⎥⎥⎦

∣∣∣∣∣∣∣∣
a, a1, a2, a3, a4 ∈ Z

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

⊂ Γ2 =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎡

⎢⎢⎣
A1

a1 a3
a2 a4

O
1 0
0 1

⎤

⎥⎥⎦

∣∣∣∣∣∣∣∣
A1 ∈ SL2(Z), a1, a2, a3, a4 ∈ Z

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
⊂ Γ.

͜͜Ͱ, Γ = GZ  D ʹࣗવʹ࡞༻͢Δ͕, ͦΕ࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɿ

Γ×D −→ D, (g, F (τ, z1, z2)) +−→ g · F (τ, z1, z2) = F (τ ′, z′1, z
′
2),

τ ′ = A1 · τ =
aτ + b

cτ + d
,

[
z′1 z′2

]
=

[ z1
cτ+d + a1 − a2τ ′

z2
cτ+d + a3 − a4τ ′

]
A−1

2 ,

ୠ͠, g =

⎡

⎢⎢⎣
A1

a1 a3

a2 a4

O A2

⎤

⎥⎥⎦ ∈ Γͱ͠, A1 =

[
a b

c d

]
∈ SL2(Z)ͱ͢Δ. ͜ͷ࡞༻ʹΑΔۭؒΛ͑ߟΔ

ͱ, ਤࣜΛಘΔɿͷՄ࣍

GZ,u\D −−−−→ Γ1\D −−−−→ Γ2\D −−−−→ Γ\D
⏐⏐>

⏐⏐>
⏐⏐>

⏐⏐>

D
(
grW1

)
−−−−→ Γ′

1\D
(
grW1

)
−−−−→ Γ′

2\D
(
grW1

)
−−−−→ Γ′\D

(
grW1

)
(2)

͜͜Ͱ, D
(
grW1

)
ܕ

(
(H0 ∩W1) / (H0 ∩W0) , ⟨, ⟩1, (hp,q)p+q=1

)
ͷ HodgeߏͷྨۭؒͰ͋Γ, ॎͷࣸ

૾ඪ४తશࣹͰ͋Δ. ·ͨ, Γ′
1 (resp. Γ′

2, Γ
′)  Aut(H0) → Aut(grW1 )ʹΑΔ Γ1 (resp. Γ2, Γ) ͷ૾Ͱ͋

Δ. ͜ͷͱ͖, ؆୯ͳࢉܭʹΑΓ, ಘΒΕΔɿ͕࣍

D
(
grW1

)
= H, Γ′

1 =

[
1 Z
0 1

]
≃ Z, Γ′

2 = Γ′ = SL2(Z).

͞Βʹ, ্ͷ࡞༻ʹΑΓ,

Γ′
1\D

(
grW1

)
= Z\H ∼−→ ∆× = {q ∈ C | |q| < 1} ,

τ mod Z +−→ exp(2πiτ),

Γ′
2\D

(
grW1

)
= Γ′\D

(
grW1

)
= SL2(Z)\H

∼−→ C,
τ mod SL2(Z) +−→ j(τ)

͕ै͏. ୠ͠, j(τ) j-ෆมྔͰ͋Δ. ͞Βʹ, ಘΒΕΔɿ͕࣍

GZ,u\D = Z4\
(
H× C2

)
=

⋃

τ∈H
(Eτ × Eτ ) , Eτ := C/ (Z+ τZ) ,

Γ1\D = Γ1\
(
H× C2

)
=

⋃

q∈∆×

(
C/qZ × C/qZ

)
,
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Γ2\D = Γ2\
(
H× C2

)
=

⋃

j∈C

(
C/qZ × C/qZ

)
, j = j

(
1

2πi
log q

)
,

Γ\D = Γ\
(
H× C2

)
=

⋃

j∈C
G2\

(
C/qZ × C/qZ

)
, j = j

(
1

2πi
log q

)
, G2 := GZ

(
grW2

)
.

͜͜Ͱ,
⋃

τ∈H
(Eτ × Eτ ) → H ͷϑΝΠόʔ Eτ × Eτ ͱ

⋃

q∈∆×

(
C/qZ × C/qZ

)
→ ∆× ͷϑΝΠόʔ C/qZ ×

C/qZ ಉܕ

Eτ × Eτ
∼−→ C/qZ × C/qZ,

(z1 mod Z+ τZ, z2 mod Z+ τZ) +−→
(
exp(2πiz1) mod qZ, exp(2πiz2) mod qZ

)

ͰಉҰ͞ࢹΕΔ. ͜ͷಉҰࢹͷԼͰ, G2 ͷ C/qZ × C/qZ ͷ࡞༻͕༠ಋ͞ΕΔɿ
[

0 −1
1 −1

]
· ([w1], [w2]) =

(
[w−1

1 w−1
2 ], [w2]

)
, (3)

[
0 −1
−1 0

]
· ([w1], [w2]) =

(
[w−1

2 ], [w−1
1 ]

)
, (4)

[
−1 0
0 −1

]
· ([w1], [w2]) =

(
[w−1

1 ], [w−1
2 ]

)
. (5)

Ҏ্ΑΓ, (2)࣍ͷՄਤࣜʹͳΔɿ
⋃

τ∈H
(Eτ × Eτ ) −−−−→

⋃

q∈∆×

(
C/qZ × C/qZ

)
−−−−→

⋃

j∈C

(
C/qZ × C/qZ

)
−−−−→

⋃

j∈C
G2\

(
C/qZ × C/qZ

)

⏐⏐>
⏐⏐>

⏐⏐>
⏐⏐>

H −−−−→ ∆× −−−−→ C C

ҎԼ, ۭؒ Γ\D =
⋃

j∈C
G2\

(
C/qZ × C/qZ

)
ͷίϯύΫτԽΛߏ͢Δ.

Ճ౻ࢯ, தࢁྗࢯ, ӓҪࡾฏࢯʹΑΓ, ྨۭؒ Γ\D ͷτϩΠμϧ෦ίϯύΫτԽ͕ߏ͞Εͨ
([KNU09], [KNU11], [KNU13]). ͦΕ Γʹରͯ͠, దͳऑϑΝϯ ΣΛ༩͑, ႈྵيಓͷۭؒ DΣ ͷ Γʹ

ΑΔۭؒ Γ\DΣ ͱͯ͠༩͑ΒΕͨ. DΣ  D ͱ Σ͔Β؆୯ͳࢉܭͰٻΊΒΕΔͷͰ, దͳ ΣΛߏ͢Δ

͜ͱ͕ຊ࣭తͳͰ͋Δ. ͜͜Ͱ, ͍ͯ͘͠ɿߏͷखॱͰ࣍

खॱ 1 Γ1 ʹରͯ͠, దͳ Σ1 Λߏ͢Δ.

खॱ 2 Σ :=
{
Ad(γ)σ := γσγ−1 | γ ∈ Γ1,σ ∈ Σ1

}
ͱͯ͠, Γ\DΣ Λ͢ࢉܭΔ.

͍͔ͭ͘ͷ༻ޠͷఆ͔ٛΒ࢝ΊΔ. A = Q, R, Cʹରͯ͠, gA := Lie(GA)ͱ͢Δ. ͜Ε
{
X ∈ EndA(H0,A)

∣∣∣∣
શͯͷ w ʹରͯ͠, X(Ww) ⊂ WwͰ͋Γ,
શͯͷ w, x, y ʹରͯ͠, ⟨grWw (X)(x), y⟩w + ⟨x, grWw (X)(y)⟩w = 0

}

ͱಉҰ͞ࢹΕΔ. gR ͷ෦ू߹ σ ͕ႈྵਲ਼Ͱ͋Δͱ, ͷೋͭͷ݅Λຬͨ͢͜ͱΛ͍͏ɿ࣍

(1) σ ͷશͯͷݩႈྵͰ͋Γ, ҙͷ N , N ′ ∈ σ ʹର͠, H0,R ͷઢܗมͱͯ͠ NN ′ = N ′N ͱͳΔ.

(2) σ ༗ݶੜͰ͋Δ. ͢ͳΘͪ, ༗ݸݶͷ σ ͷݩ N1, . . . , Nn ͕ଘͯ͠ࡏ, σ =
∑n

j=1 R≥0Nj ͱͳΔ.

্ͷ݅ (2)ͷ Nj ͕ gQ ͷݩͰͱΕΔͱ͖, σ Λ༗ཧႈྵਲ਼ͱ͍͏. ႈྵਲ਼ σ ͷ H0,R ͷ࡞༻͕W ʹؔ͠

ͯ admissible Ͱ͋Δͱ͖, σ  admissible Ͱ͋Δͱ͍͏ ࡉৄ) [KNU11], 1.1.2 ΛݟΑ).
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N1, . . . , Nn ∈ gR Λ͍ޓʹՄͳႈྵݩͱ͠, F Λ Ď ͷݩͱ͢Δ. ,ͷ݅Λຬͨ͢ͱ͖ͭࡾͷ࣍

(N1, . . . , Nn, F )ႈྵيಓΛੜ͢Δͱ͍͏ɿ

1. ਲ਼
∑n

j=1 R≥0Nj ͷ H0,R ͷ࡞༻͕W ʹؔͯ͠ admissible Ͱ͋Δ.

2. ֤ j ͱҙͷ p ∈ Zʹରͯ͠, NjF p ⊂ F p−1 Λຬͨ͢.

3. yj ∈ R≥0 ͕ेେ͖͍ͱ͖, exp

⎛

⎝
n∑

j=1

iyjNj

⎞

⎠F ∈ D Λຬͨ͢.

͜ΕΒͷ݅ਲ਼ σ :=
∑n

j=1 R≥0Nj ͱϑΟϧτϨʔγϣϯ F ʹͷΈґଘ͢ΔͷͰ, ͜ΕΒͷ݅Λຬͨ͢ͱ

͖,  (σ, F )ႈྵيಓΛੜ͢Δͱ͍͏.

σ Λႈྵਲ਼ͱ͢Δ. Ď ͷ෦ू߹ Z , ͋Δ F ∈ Z ʹରͯ࣍͠ͷ݅ 4. ͱ 5. ͕Γཱͭͱ͖, σ-ႈྵي

ಓͰ͋Δͱ͍͏ɿ

4. Z = exp (σC)F Ͱ͋Δ. ୠ͠, σC  gC ʹ͓͚Δ σ ͷ C-ઢܗͳԆͰ͋Δ.

5. (σ, F )ႈྵيಓΛੜ͢Δ.

͜ͷΑ͏ͳ (σ, Z)ΛႈྵيಓͱݺͿ. ݅ 4. ͱ 5. Ұͭͷ F ∈ Z ͰΓཱͯ, શͯͷ F ∈ Z ͰΓཱ

ͭ͜ͱʹҙͤΑ.

ऑϑΝϯ Σͱ, ҎԼͷ݅ (1)ͱ (2)Λຬͨ͢γϟʔϓͳ༗ཧႈྵਲ਼͔ΒͳΔۭͰͳ͍ू߹Ͱ͋Δ. ͜͜

Ͱ, ႈྵਲ਼ σ ͕γϟʔϓͰ͋Δͱ σ ∩ (−σ) = 0Λຬͨ͢͜ͱΛ͍͏ɿ

(1) σ ∈ ΣͳΒ, σ ͷϑΣΠε Σʹؚ·ΕΔ.

(2) σ, σ′ ∈ Σڞ௨ͷΛͭ࣋ͱԾఆ͢Δ. ͋Δ F ∈ Ď ͕ଘͯ͠ࡏ, (σ, F )ͱ (σ′, F )ႈྵيಓΛੜ

͢ΔͳΒ σ = σ′ Ͱ͋Δ.

ऑϑΝϯ Σʹରͯ͠,

DΣ := {(σ, Z) : ႈྵيಓ | σ ∈ Σ}

ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ࣗવͳຒΊࠐΈ D ⊂ DΣ, F +→ ({0}, F )͕ଘ͢ࡏΔ.

ऑϑΝϯ Σͱ GZ ͷ෦܈ Γ͕߹͢Δͱ, ͷ݅࣍ 1. Λຬͨ͢͜ͱΛ͍͏ɿ

1. ҙͷ γ ∈ Γͱҙͷ σ ∈ Σʹରͯ͠, Ad(γ)σ := γσγ−1 ∈ ΣΛຬͨ͢.

Σͱ Γ͕߹͢ΔͳΒ, Γ DΣ Δɿ͢༺࡞Ͱ࣍ʹ

Γ×DΣ → DΣ, (γ, (σ, Z)) +→ γ · (σ, Z) := (Ad(γ)σ, γZ).

্ͷ݅ 1. ʹՃ͑ͯ, ͷ݅࣍ 2. Λຬͨ͢ͱ͖, Σͱ Γ͘ڧ߹͢Δͱ͍͏ɿ

2. σ ∈ ΣͳΒ, ҙͷ σ ͷݩ aN ͷͰ͔͚Δ. ୠ͠, a ∈ R≥0 Ͱ͋Γ, N  exp(N) ∈ ΓΛຬͨ͢

σ ͷݩͰ͋Δ.

͜ͷͱ͖, .Γཱ͕ͭ࣍

ఆཧ 2.1 (Thm. 2.5.5, [KNU11]). Σ ΛऑϑΝϯͱ͠, ΓΛ Σ ͱ͘ڧ߹͢Δ GZ ͷ෦܈ͱ͢Δ. ͜ͷͱ

͖, Ґ૬ۭؒ Γ\DΣ  Hausdorff Ͱ͋Δ.
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2.1 खॱ 1ɿΣ1 ͷߏ

Γ1 ͱ͘ڧ߹͢ΔऑϑΝϯ Σ1 Λ࣍ͰఆΊΔɿ

Σ1 :=
{
{0} ,σj

n,m (n,m ∈ Z, j = 1, 2, 3, 4)
}
,

σ1
n,m := R≥0Nn,m, σ2

n,m := R≥0Nn,m + R≥0Nn+1,m, σ3
n,m := R≥0Nn,m + R≥0Nn,m+1,

σ4
n,m := R≥0Nn,m + R≥0Nn+1,m + R≥0Nn,m+1 + R≥0Nn+1,m+1,

Nn,m :=

⎡

⎢⎢⎣

0 1 n m
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤

⎥⎥⎦ .

͜ͷͱ͖, ਤ͕ࣜಘΒΕΔɿͷՄ࣍

Γ1\D =
⋃

q∈∆×

(
C/qZ × C/qZ

)
↪→ Γ1\DΣ1 = Γ1\D ∪

(
P1
C/(0 ∼ ∞)× P1

C/(0 ∼ ∞)
)

↓ ↓
∆× ↪→ ∆

͜͜Ͱ, ӈଆͷॎͷࣸ૾ͷ 0 ∈ ∆ ͷϑΝΠόʔ 0 ͱ ∞ ΛಉҰͯ͠ࢹಘΒΕΔ P1
C ͷ P1

C/(0 ∼ ∞)

ͷϑΝΠόʔੵͰ͋Δ. ·ͨ, 0 ∈ ∆ ͷϑΝΠόʔ P1
C/(0 ∼ ∞) × P1

C/(0 ∼ ∞) ͷݩ (w1, w2) ∈ C× ×
C×(resp. (0 = ∞, w2) ∈ (0 = ∞) × C×, (w1, 0 = ∞) ∈ C× × (0 = ∞), (0 = ∞, 0 = ∞)) ႈྵيಓ

(σ1
0,0, F (C, z1, z2)) (resp. (σ2

0,0, F (C,C, z2)), (σ3
0,0, F (C, z1,C)), (σ4

0,0, F (C,C,C))) ͷྨʹରԠ͍ͯ͠Δ.

ୠ͠, exp(2πizj) = wj (j = 1, 2)Ͱ͋Δ.

2.2 खॱ 2ɿΣͷఆٛͱ Γ\DΣ ͷࢉܭ

Σ =
{
Ad(γ)σ = γσγ−1 | γ ∈ Γ1,σ ∈ Σ1

}
ͱ͢Δͱ, Σ Γͱ͘ڧ߹͢ΔऑϑΝϯͰ͋Γ, ਤࣜͷՄ࣍

͕ಘΒΕΔɿ

Γ\D =
⋃

j∈C
G2\

(
C/qZ × C/qZ

)
↪→ Γ\DΣ = Γ\D ∪

(
P1
C/(0 ∼ ∞)× P1

C/(0 ∼ ∞)
)
/ ∼

↓ ↓
C ↪→ P1

C

͜͜Ͱ, ӈଆͷॎͷࣸ૾ͷ j = ∞ ∈ P1
C ʹ͓͚ΔϑΝΠόʔ

(
P1
C/(0 ∼ ∞)× P1

C/(0 ∼ ∞)
)
/ ∼,

(
P1
C/(0 ∼ ∞)× P1

C/(0 ∼ ∞)
)
/ ∼ = G2\

(
C× × C×)

∪
(
(0 = ∞)× C× ∪ C× × (0 = ∞)

)
/ ∼

∪ (0 = ∞)× (0 = ∞)

ͱղͰ͖Δ. ͜ͷͱ͖ G2  C× × C× ʹ (3), (4), (5) ͱಉ༷ʹ࡞༻͠, (0 = ∞) × C× ∪ C× × (0 =

∞) ʹ͓͚Δಉؔ (w2, 0 = ∞) ∼ (0 = ∞, w2) ∼
(
0 = ∞, w−1

2

)
ͰఆΊΔ. ͜͜Ͱ W :=

((0 = ∞)× C× ∪ C× × (0 = ∞)) / ∼ ∪ (0 = ∞)× (0 = ∞)ͱ͠, W Λಉܕ

W = C×/
(
z ∼ z−1

)
∪ (0 = ∞)

∼→ P1
C, [z] +→ z + z−1

Ͱ P1
C ͱಉҰ͢ࢹΔ.
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3 AlexeevͷϞδϡϥΠ AP 1,3 ͱͷൺֱ

্Ͱߏͨ͠ Γ\DΣ ͱ V. Alexeev ΑΓʹࢯ [A02] උϞδϡϥΠۭؒ͞Εͨߏ͍͓ͯʹ AP 1,3 ͱͷ

ൺֱΛ༩͑Δ. AP 1,3 ߴʑ, ݁અΛۂ࣍ࡾͭ࣋ઢ C ͱ C ͷಛҟΛ௨Βͳ͍ઢ L ͔ΒͳΔ (C,L)

ͷϞδϡϥΠͰ͋Δ. ಛʹ, ֤ (C,L) ∈ AP 1,3 ʹ͋ΒΘΕΔ C ඇಛҟۂ࣍ࡾઢ, ,ܗ֯ࡾ ԣஅతʹަ

ΘΔઢͱೋۂ࣍ઢ, ͋Δ͍݁અۂ࣍ࡾઢͷ͍ͣΕ͔Ͱ͋Δ. AP1,3 Λඇಛҟۂ࣍ࡾઢ C ͱͦΕʹԣஅత

ʹަΘΔઢ L ͷ͔ΒͳΔ AP 1,3 ͷ։෦ू߹ͱ͢Δ. AP1,3 ͷ֤ (C,L) ʹ, ͦͷࠞ߹ Hodge ߏ

(H1(C \ (C ∩ L)),W, F )ΛରԠͤ͞Δ͜ͱͰ, ྨۭؒ Γ\D ͷࣸ૾͕ఆ·Δ. ۩ମతʹ, ͷΑ͏ʹఆ࣍

ࣜԽͰ͖Δ. ҙͷ (C,L) ∈ AP1,3 ʹରͯ͠, C ඇಛҟۂ࣍ࡾઢͰ͋Γ, C ∩L૬ҟͳΔࡾͳͷͰ, ͋

Δ τ ∈ H͕ଘͯ͠ࡏ, C ≃ Eτ = C/ (Z+ τZ) ͱͳΓ, C ∩ L ≃ {[z1], [z2], [−z1 − z2]} ⊂ Eτ ͱ͔͚Δ. ͜ͷ

ͱ͖, AP1,3 ͔Β Γ\D ͷࣸ૾Λ࣍ͰఆΊΔɿ

φ : AP1,3 −→ Γ\D, (C,L) +−→ [F (τ, z1, z2)].

͜ͷࣸ૾ͷڥքͷ֦ுΛ͑ߟΔ. AP 1,3 ͷ (C,L) Ͱ, C ͕݁અۂ࣍ࡾઢͰ͋Δ߹, దͳ࠲ඪ

(y0 : y1 : y2)Λ༻͍ͯ

C : y30 − y31 = 3y0y1y2

ͱ͔͚Δ. ֤ w ∈ P1
C ʹର͠, C ͷΛ pw := (−3w : −3w2 : w3 − 1)ͰఆΊΔͱ, p0 = p∞ = (0 : 0 : 1)͕

݁અͰ͋Γ, C = {pw | w ∈ C×} ∪ {p0 = p∞} ͱͳΔ. ҙͷ pw1 , pw2 ∈ C \ {݁અ }ʹରͯ͠,

pw1 ◦ pw2 := pw1ͱ pw2Λ௨Δઢͱ C ͱͷୈަࡾ = p(w1w2)
−1 ,

pw1 · pw2 := p1 ◦ (pw1 ◦ pw2) = p1 ◦ p(w1w2)
−1 = pw1w2 (6)

ͱ͢Δͱ, (6)ʹΑΓ C \ {݁અ ,͕ఆ·Γߏ܊ʹ{ ܕಉ܈ C× ∼−→ C \ {݁અ }, w +−→ pw ͕ಘΒΕ

Δ. L C ͷ݁અΛ௨Βͳ͍ͷͰ, C ∩ L =
{
pw1 , pw2 , p(w1w2)

−1

}
ͱ͔͚Δ. ͜ͷͱ͖,

φ̄ : (C,L) +−→ (w1, w2) mod G2 ∈ G2\
(
C× × C×) ⊂

(
P1
C/(0 ∼ ∞)× P1

C/(0 ∼ ∞)
)
/ ∼

ͱ͢Δ. ͜ΕఆٛՄͰ͋Γ, ࣗવͳ૾ࣸٯఆٛՄͰ͋Δ. ͞Βʹ͕࣍Γཱͭɿ

ఆཧ 3.1. φ༗ཧࣸ૾ φ̄ : AP 1,3 −→ Γ\DΣ ʹ֦ுͰ͖Δ. ͜ͷͱ͖, φ̄ͷجू߹Wred := {(C,L) ∈
AP 1,3 | C Մ } ≃ P1

C Ͱ͋Γ, φ̄−1 ͷجू߹W ≃ P1
C Ͱ͋Δ.

4 GIT ϞδϡϥΠ P 1,3 ͱͷൺֱ

ԋऀߨ [Ku]ʹ͓͍ͯ, ࣹӨฏ໘ͷۂ࣍ࡾઢͱઢ͔ΒͳΔ҆ఆͳͷ GIT ϞδϡϥΠ P 1,3 ͷڀݚ

Λͨͬߦ. ͜ͷষͰ [Ku]ʹ͓͚Δ݁Ռͱࠓճͷ݁Ռͷؔʹ͍ͭͯड़Δ. ·ͣ, [Ku]ʹ͓͚Δ݁ՌΛ؆୯

ʹड़Δ. ୠ͠, [Ku]Ͱඪ͕ 2, 3Ͱͳ͍ดମ k ্Ͱ͍ͨͯ͑ߟ.

P2
C = Proj(C[x0, x1, x2]) ্ͷҰ࣍੪࣍ଟ߲ࣜશମ C[x0, x1, x2]1 ͷରۭؒΛ V ͱ͠, P(V ) :=

Proj(Sym(V )), P(S3V ) := Proj(Sym(S3V ))ͱ͢Δ. ͦΕͧΕ, P2
C ͷશͯͷઢͱ, શͯͷۂ࣍ࡾઢ͔Β
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ͳΔۭؒΛද͍ͯ͠Δ. PGL(3)ͷ P2
C ͷࣗવͳ࡞༻͔Β, ϑΝΠόʔੵ P(S3V )× P(V )ͷ࡞༻͕༠ಋ͞

ΕΔ. ͜ͷ࡞༻ʹΑΔ҆ఆͳશମ
(
P(S3V )× P(V )

)ss
ͷ GIT-Λ P 1,3 ͱ͢Δɿ

(
P(S3V )× P(V )

)ss −→
(
P(S3V )× P(V )

)ss
//PGL(3) =: P 1.3.

҆ఆͳ࣍ͷશͯΛຬͨ͢Ͱ͋ΔɿC ඃ͔ͭࡾॏΛͨͣ, L C ʹؚ·Εͣ, L C ͷಛҟ

Λ௨Βͣ, L C .ॏͰ͠ͳ͍ࡾʹ ಛʹ, C ඇಛҟۂ࣍ࡾઢ, ,ܗ֯ࡾ ઢͱೋۂ࣍ઢʢͯ͠Α͍ʣ,

݁અۂ࣍ࡾઢ, ઑۂ࣍ࡾઢͷ͍ͣΕ͔Ͱ͋Δ ࡉৄ) [Ku]ͷୈࡾষΛࢀরͤΑ).

P 1,3 ͷ෦ू߹Ͱ C ͕ઑۂ࣍ࡾઢͱͳΔͷΛWCusp ͱ͠, AP 1,3 ͷ෦ू߹Ͱ L͕ C ॏͰ͢ࡾʹ

ΔͷΛWT ͱ͢Δͱ, ͍ͣΕ P1
C ͱಉܕͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Γ, ༗ཧࣸ૾ f : P 1,3 → AP 1,3 Ͱ f ͷجू

߹͕WCusp, f−1 ͷجू߹͕WT ͱͳΔͷ͕ಘΒΕΔ ࡉৄ) [Ku]ͷୈ࢛ষΛࢀরͤΑ).

ೋͭͷϞδϡϥΠ AP 1,3 ͱ P 1,3 ͷߏΛௐΔҝʹ, X := SQ1,3 × P(V ) = P1
C × P2

C ͷ͋ΔϒϩʔΞο

ϓ͔Β AP 1,3ɼP 1,3 ͷࣗવͳࣸ૾Λߏͨ͠. ͜͜Ͱ, SQ1,3 தଜҮࢯʹΑΓ [Na99]ʹ͓͍ͯߏ͞Ε

ͨ Hesse ͷۂ࣍ࡾઢͷϞδϡϥΠͰ͋Δ. X ͷ֤ Hesse ͷۂ࣍ࡾઢ C ͱઢ L͔ΒͳΔ

C : µ0(x
3
0 + x3

1 + x3
2) = 3µ1x0x1x2, L : b0x0 + b1x1 + b2x2 = 0 (7)

ʹରԠ͢ΔͷͰɼX ͷҰൠͷ͔Β AP 1,3 ͋Δ͍ P 1,3 ͷࣸ૾͕ఆ·Δ͕, C ,Λͳ͠ܗ֯ࡾ͕ ͔ͭ L͕

C ͷಛҟΛ௨Δͱ͖ʹ AP 1,3ɼP 1,3 ͷࣸ૾͕ఆٛͰ͖ͣ, L ͕ C ʹॏͰ͢Δͱ͖ࡾʹ P 1,3 ͷࣸ૾

͕ఆٛͰ͖ͳ͍. ͜ΕΒͷࣸ૾͕ఆٛͰ͖ͳ͍෦ू߹ʹؚ·ΕΔͷదͳ͚ۙͮํΛ͑ߟΔͱ, ରԠ͢

Δྻ AP 1,3 ͋Δ͍ P 1,3 ͷʹऩଋ͢Δ͜ͱ͕Θ͔Δ. ैͬͯ, ࣸ૾͕ఆٛͰ͖ͳ͍෦ू߹Λத৺ʹ

దͳϒϩʔΞοϓΛ͜͏ߦͱͰ, ྫ֎ू߹͔Β͜ΕΒͷݶۃͷࣸ૾Λߏ͢Δ͜ͱ͕ग़དྷΔ. ,ࡍ࣮ લऀ

ͷఆٛͰ͖ͳ͍෦ू߹Λத৺ʹࡾճϒϩʔΞοϓΛ͜͏ߦͱͰಘΒΕΔεΩʔϜ X̃ ͔Β AP 1,3 ͷࣸ૾

ϕ : X̃ → AP 1,3 ,Ͱ͖ߏ͕ ͞Βʹ, X̃ ʹ͓͚ΔऀޙͷఆٛͰ͖ͳ͍෦ू߹ͷڧมΛத৺ʹࡾճϒϩʔ

ΞοϓΛ͜͏ߦͱͰಘΒΕΔεΩʔϜ X̂ ͔Β P 1,3 ͷࣸ૾ ψ : X̂ → P 1,3 .Ͱ͖Δߏ͕ ಛʹ, ͜ΕΒͷࣸ

૾ͷߏͷ͔ํΒ AP 1,3 ͱ P 1,3 ͷ .͕ಘΒΕΔߏ(͍ૈ) Ճ͑ͯ, ͜ΕΒͷࣸ૾ͱ্Ͱߏͨ͠༗ཧࣸ

૾ͱͷؒʹ࣍ͷ͕ؔ͋Δ. π Λલऀͷ, pΛऀޙͷࡾճϒϩʔΞοϓͱ͢Δͱ, Δɿ͢ࡏਤ͕ࣜଘͷՄ࣍

X̂
ψ−−−−→ P 1,3

p

⏐⏐>
⏐⏐>f

X̃
ϕ−−−−→ AP 1,3

π

⏐⏐>

X

͜ͷͱ͖, ϕ−1(WT)ͱ ψ−1(WCusp)֤ʑ pͷத৺ͱྫ֎ू߹Ͱ͋Δ ࡉৄ) [Ku]ͷୈޒষΛࢀরͤΑ).

ಉ༷ʹͯ͠, X ͷ͋ΔϒϩʔΞοϓ͔Β Γ\DΣ ͷࣗવͳࣸ૾Λߏ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ্Ͱ༩͑ͨ X ͷ

Ұൠͷ͔Β AP 1,3 ͷࣸ૾ͱ, ͞Βʹ φ̄ͱΛ߹͢Δ͜ͱͰ Γ\DΣ ͷࣸ૾͕ఆ·Δ͕ɼC ͷͱܗ֯ࡾ͕

͖, Γ\DΣ ͷࣸ૾͕ఆٛͰ͖ͳ͍. ͜ͷࣸ૾͕ఆٛͰ͖ͳ͍෦ू߹ʹؚ·ΕΔͷదͳ͚ۙͮํΛߟ

͑Δͱ, ରԠ͢Δྻ Γ\DΣ ͷʹऩଋ͢Δ͜ͱ͕Θ͔Δ.

ҎԼ, ۩ମతͳߏํ๏Λ༩͑Δ (AP 1,3 ͷࣸ૾ʹ͍ͭͯ, [Ku]ͱ·ͬͨ͘ಉ͡ߏͰ͋Δ). ؆୯ͷͨ

Ί, X ͷΞϑΝΠϯ։ू߹ U = Spec
(
C
[
s, t, u, 1

u3−1

])
ɼs = b0/b2ɼt = b1/b2ɼu = µ0/µ1 Ͱ͑ߟΔ. ଞ

ͷΞϑΝΠϯ։ू߹Ͱಉ༷ʹߏͰ͖Δ. AP 1,3 ͷࣸ૾ (s = 0, u = 0) ∪ (t = 0, u = 0)ͰͷΈఆٛͰ
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͖ͣ, Γ\DΣ ͷࣸ૾ (u = 0) ͰఆٛͰ͖ͳ͍. ·ͣ, Γ\DΣ ͷࣸ૾Λ U \ (0, 0, 0) ʹ֦ு͢Δ. U ͷ

(s, t, u)ʹରԠ͢Δ

C : u(x3
0 + x3

1 + x3
2) = 3x0x1x2, L : sx0 + tx1 + x2 = 0 (8)

ʹ͓͍ͯ, y0 = x0ɼy1 = −x1ɼy2 = −ux2 ͱ͢ΔͱɼC : y30 − y31 −u3y32 = 3y0y1y2, L : sy0− ty1−uy2 = 0

ͱͳΔ. ͜͜Ͱ u → 0ͱͯ͠ಘΒΕΔݶۃͷΛ (C0, L0)ͱ͢Δͱ,

C0 : y30 − y31 = 3y0y1y2, L0 : sy0 − ty1 = 0

ͱͳΔ. C0 ݁અۂ࣍ࡾઢͰ͋Γ, L0  C0 ͷ݁અ p0 = p∞ = (0 : 0 : 1)Λ௨ΔͷͰ, AP 1,3 ʹؚ·Ε

ͳ͍. Ұํ, C0 ∩ L0 =
{
pt/s, p0, p∞

}
ͳͷͰ, st ̸= 0ͷͱ͖,

U ∋ (s, t, 0) +−→
[(

0 = ∞,
t

s

)]
∈ W ⊂

(
P1
C/(0 ∼ ∞)× P1

C/(0 ∼ ∞)
)
/ ∼

͕ఆ·Δ. Ҏ্ΑΓ, ೋͭͷ༗ཧࣸ૾

ϕ : U −→ AP 1,3, f ͷجू߹ = (s = u = 0) ∪ (t = u = 0),

g : U −→ Γ\DΣ, g ͷجू߹ = {(0, 0, 0)} = (s = u = 0) ∩ (t = u = 0)

Ͱ, u ̸= 0ʹ͓͍ͯ g = φ̄ ◦ ϕͱͳΔͷ͕ಘΒΕͨ.

,ʹ࣍ U ΛݪͰϒϩʔΞοϓ͠, ͦΕΛ π1 : U ′ → U ͱ͔͘. U ′ ͷ ϕ ͱ g ͷ֦ுΛߏ͢Δ. U ′ 

߹ͷΞϑΝΠϯ։ूͭࡾ U ′
1, U

′
2, U

′
3 ͔ΒͳΔΞϑΝΠϯ։ඃ෴Λͪ࣋, ֤ʑͷہॴ࠲ඪܥ (s/u, t/u, u),

(s, t/s, u/s), (s/t, t, u/t)Ͱ͋Δ. U ′
1 ্Ͱ, ϕΛ

ϕ : (s/u, t/u, u) +−→
{

C : y30 + y31 + u3y32 = 3y0y1y2,
L : (s/u)y0 + (t/u)y1 + y2 = 0

∈ AP 1,3

Ͱఆٛ͢Δ. ͜ͷ૾ (8)ʹ͓͍ͯ x0 = y0, x1 = y1, x2 = uy2 ͱͨ͠ͷͰ͋Δ. ͜ͷͱ͖ C ඇಛҟ࣍ࡾ

,ઢͳͷͰۂ࣍ࡾઢ͋Δ͍݁અۂ U ′
1 ্Ͱ g Λ g := φ̄ ◦ ϕͰఆΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ಉ༷ʹ, U ′

2 ্Ͱ, (8)ʹ

͓͍ͯ x0 = y0, x1 = y1, x2 = sy2 ͱͨ͠ͷ ϕͷ૾ͱͯ͠ఆٛ͢Δɿ

ϕ : (s, t/s, u/s) +−→
{

C : (u/s)
(
y30 + y31 + s3y32

)
= 3y0y1y2,

L : y0 + (t/s)y1 + y2 = 0.
(9)

͜Ε U ʹ͓͚Δجू߹ (ͷҰ෦)(t = u = 0)ͷڧม (t/s = u/s = 0)ͰͷΈఆٛͰ͖ͳ͍༗ཧࣸ૾ʹ

ͳ͍ͬͯΔ. Ұํ, u/s ̸= 0ͷͱ͖, C ඇಛҟۂ࣍ࡾઢͳͷͰ, (u/s ̸= 0)্Ͱ g Λ g = φ̄ ◦ ϕͰఆΊΔ͜ͱ
͕Ͱ͖Δ͕, u/s = 0, ͢ͳΘͪ, u = 0ͷڧมʹ͓͍ͯ, g ఆٛͰ͖ͳ͍ͷͰ, ্ͱಉ༷ʹదͳݶۃΛߟ

͑Δ. ͭ·Γ, (9)ʹ͓͍ͯ y0 = z0, y1 = −z1, y2 = −(u/s)z2 ͱͯ͠, u/s → 0ͱ͢Δͱݶۃ

C ′
0 : z30 − z31 = 3z0z1z2, L′

0 : z0 − (t/s)z1 = 0

͕ಘΒΕΔ. ैͬͯ,

U ′
2 ∋ (s, t/s, 0) +−→

[(
0 = ∞,

t

s

)]
∈ W ⊂

(
P1
C/(0 ∼ ∞)× P1

C/(0 ∼ ∞)
)
/ ∼

͕ఆ·Γ, g : U ′
2 → Γ\DΣ Λఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. U ′

3 ʹ͓͍ͯಉ༷ʹఆٛ͢Δ͜ͱͰ, U ʹ͓͚Δج

ू߹ (ͷҰ෦)(s = u = 0)ͷڧม (s/t = u/t = 0)ͰͷΈఆٛͰ͖ͳ͍༗ཧࣸ૾ ϕͱ U ′
3 ্ͷࣸ૾ g Λߏ

͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ಛʹ, g ʹؔͯ͠ෆఆղফ͕Ͱ͖͍ͯΔ.
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ҎԼ, ಉ༷ʹ ϕͷ U ′ ʹ͓͚Δجू߹ (t/s = u/s = 0) ∪ (s/t = u/t = 0)Λத৺ʹϒϩʔΞοϓΛͬߦ

ͯ, ෆఆղফΛ͜͏ߦͱͰ, X ͷϒϩʔΞοϓ͔Β AP 1,3 ͷࣸ૾Λ۩ମతʹߏ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ ,ࡍ࣮)

͋ͱೋճͷϒϩʔΞοϓͰ ϕͷෆఆղফ͕Ͱ͖Δ. ࡉৄ [Ku]ΛݟΑ).

X ͷଞͷΞϑΝΠϯ։ू߹Ͱಉ༷ͷૢ࡞Ͱෆఆղফ͕Ͱ͖ΔͷͰ, Ұ੪ʹϒϩʔΞοϓ͢Δ͜ͱͰ, X

ͷҰճϒϩʔΞοϓ X ′ ͔Β Γ\DΣ ͷࣸ૾ g : X ′ :→ Γ\DΣ ͱ X ′ ͷೋճϒϩʔΞοϓ X̃ ͔Β AP 1,3 ͷ

ࣸ૾ ϕ : X̃ → AP 1,3 Λ۩ମతʹߏ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

Ҏ্ͷ݁ՌΛ·ͱΊΔͱ͕࣍ಘΒΕΔɿ

ఆཧ 4.1. Δɿ͢ࡏਤ͕ࣜଘͷՄ࣍

X̂
ψ−−−−→ P 1,3

p

⏐⏐>
⏐⏐>f

X̃
ϕ−−−−→ AP 1,3

π2◦π3

⏐⏐>
⏐⏐>φ̄

X ′ g−−−−→ Γ\DΣ

π1

⏐⏐>

X

͜ͷͱ͖,

• f ͷجू߹WCusp ≃ P1
C, f

−1 ͷجू߹WT ≃ P1
C Ͱ͋Γ,

• φ̄ͷجू߹Wred ≃ P1
C, φ̄

−1 ͷجू߹W ≃ P1
C Ͱ͋Γ,

• ϕ−1(WT)ͱ ψ−1(WCusp)ͦΕͧΕࡾճϒϩʔΞοϓ pͷத৺ͱྫ֎ू߹Ͱ͋Γ,

• π2 ◦ π3
(
ϕ−1(Wred)

)
= g−1(W )Ͱ͋Δ.
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Orthogonal decompositions of integral trace forms of certain algebraic

number fields via Bezoutians

େ लҰ (Shuichi OTAKE)ɾૣҴాେֶװجཧֶ෦

֓ཁ

༗࣍ݶମ K ͦͷ্ʹ, ༗ཧମ Q ্ͷ trace ࣸ૾͕ఆΊΔೋ͕ࣜܗ࣍ਵ͓ͯ͠Γ, K ͷ trace

form ͍҃ integral trace form ͱݺΕΔ. ຊߘͰ, K ͕ԁମ, ͋Δछͷ trinomial ͔Βఆ·Δ߹ʹ, ͦ

ͷ integral trace form ͷ ༗ཧ Z্ͷަղ, pਐ Zp ্ͷඪ४ܗʹؔ͢Δ݁ՌΛհ͢Δ.

1 Introduction

K Λ༗࣍ݶମͱ͠, K ͷ Q্ͷ࠷খଟ߲ࣜΛ f(x)ͱ͢Δ; K ≃ Q[x]/(f(x)). ͜ͷͱ͖, ࣸ૾

TrK/Q : K ×K → Q ; (α,β) → traceK/Q(αβ)

K ্ͷ symmetric Q-bilinear formΛఆΊΔ͕, ͜ΕΛK ͋Δ͍ f ͷ trace formͱݺͼ, symmetric Q-bilinear

form space (K,TrK/Q)Λ TrK ·ͨ Trf ͱද͢͜ͱʹ͢Δ. ·ͨ, TrK/Q Λ K ͷ OK ,Δͱ͢ݶ੍ʹ τϨʔ

εͷੑ࣭͔Β༗ཧ ZʹऔΔ͜ͱ͕͔Γ, OK ্ͷ symmetric Z-bilinear form trK/Q ͕ఆ·Δ. ͜ΕΛK

͋Δ͍ f ͷ integral trace formͱݺͼ, symmetric Z-bilinear form module (OK , trK/Q)Λ trK ·ͨ trf ͱද͢.

ҎԼ, trf ͷ Zp ͷ֦େΛ trK,p ·ͨ trf,p ͱද͢.

Ұൠʹ, trace form͋Δ͍ integral trace form ͷຊ֨తͳڀݚ, O. Taussky [?]͔Β࢝·ͬͨͱ͞Ε͓ͯΓ, ͦ

ͷޙ Conner-Perlis [?] Serre [?]ʹΑΓ, ,ຯਂ͍ͷఏग़ڵ Galois cohomologyͱͷؔ࿈͔Β Galoisͷٯ

ͷԠ༻͕ͳ͞Ε, .ΒΕ͚͕ͨͭےͷಓڀݚͰͷ·ࡏݱ ଟ͋͘Δ (integral) trace formʹؔ࿈͢Δͷ͏ͪ,

ຊߘͰѻ͏࣍ͷͷͰ͋Δ.

Problem 1.1 symmetric Q (Z)-bilinear formͷ͏ͪ, (integral) trace form ͔Βఆ·ΔͷΛશܾͯఆͤΑ. ·ͨ,

શͯͷ (integral) trace form Λ۩ମతʹͤࢉܭΑ.

ຊߘͷత, [?], [?] ,͖ͮجʹ ԁମͷ integral trace form ͱ, ͋Δछͷ trinomial ͔Βఆ·Δ integral trace

form ʹؔ͠, ͦͷ Z্ͷަղͱ, pਐ Zp ্ͷඪ४ܗͷ۩ମతͳ໌ࣔࣜΛհΛ͢Δ͜ͱͰ͋Δ.

ͷ४උΛ͓ͯ͘͠߸هʹޙ࠷ .(রࢀ[?]) RΛ୯ҐతՄͱ͠, (X1,β1), (X2,β2)Λ symmetric R-bilinear form

module ͱ͢Δ. (X1,β1) ͱ (X2,β2) ͕ symmetric R-bilinear form module ͱͯ͠ಉܕͱͳΔͱ͖, (X1,β1) ≃R

(X2,β2) (·ͨ୯ʹ X1 ≃R X2) ͱද͠, (X1,β1)ͱ (X2,β2)ͷ (symmetric R-bilinear form module ͱͯ͠ͷ)

Λ (X1,β1) ⊕ (X2,β2) (·ͨ୯ʹ X1 ⊕X2)ͱද͢. ಛʹ, 0Ҏ্ͷ m ∈ Z≥0 ʹର͠, m × (X1,β1) (·ͨ

୯ʹm×X1) Ͱ, (X1,β1)ͷmݸͷΛද͢;

m× (X1,β1) = m×X1 :=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

X1 ⊕ · · ·⊕X1︸ ︷︷ ︸
m

m ≥ 1,

⟨0⟩ m = 0.

,ʹ࣍ (X1,β1)ͱ (X2,β2)ͷςϯιϧੵΛ (X1,β1) ⊗ (X2,β2) (·ͨ୯ʹ X1 ⊗X2)ͱද͢. ·ͨ, Rͷ n× n

ରশྻߦM ʹର͠, M ͕ఆΊΔ Rn ্ͷ symmetric R-bilinear form module Λ ⟨M⟩R ͱද͢ͷͱ͠, ͷ؆୯߸ه

ͷͨΊ, ⟨a⟩X1 := ⟨[a]⟩ ⊗X1 (∀a ∈ R)ͱ͓͘. ಛʹ, G, H ͰҎԼͷۭؒΛද͢;

G =

〈[
2 1
1 2

]〉

R

, H =

〈[
0 1
1 0

]〉

R

.
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2 Relationships between (integral) trace forms and Bezoutian forms

f1(x), f2(x) ∈ R[x]Λ R্ͷଟ߲ࣜͱ͠, n ≥ max{deg f1, deg f2}Λຬͨ͢ nʹର͠,

Bn(f1, f2) :=
f1(x)f2(y)− f1(y)f2(x)

x− y
=

n∑

i,j=1

αijx
i−1yj−1 ∈ R[x, y],

Mn(f1, f2) := [αij ]1≤i,j≤n

ͱ͓͘. ͜ͷͱ͖, Mn(f1, f2)  R ,ͱͳΓྻߦͷରশ Rn ্ͷ symmetric R-bilinear form ΛఆΊΔ. ͜ͷ

symmetric R-bilinear form Λ f1 ͱ f2 ͷ Bezoutian form (Bezoutͷೋࣜܗ࣍)ͱݺͿ. Ҏޙ, Mn(f1) := Mn(f1, f ′
1)

(f ′
1  f1 ͷࣜܗతͳඍ)ͱද͢. Bezoutian form (Bezoutͷೋࣜܗ࣍)ʹؔͯ͠, ߴ [?], Krein-Naimark [?]ʹ

༏Εͨղઆ͕͋Δ. ຊߘͰड़Δ݁Ռશͯ, ͷఆཧʹΑΓ࣍ (integral) trace form Λ Bezoutian form ͱݟΔ͜ͱʹ

ΑΓಘΒΕΔ݁ՌͰ͋Δ͜ͱΛҙ͓ͯ͘͠.

Theorem 2.1 K = Q(θ)Λ n࣍ͷମͱ͠, θ ͷ Q্ͷ࠷খଟ߲ࣜΛ f(x)ͱ͓͘. ͜ͷͱ͖, TrK ≃Q ⟨Mn(f)⟩Q.
͜͜Ͱ, θ Λదʹഒͯ͠ f(x) ∈ Z[x]ͱ͓ͯ͘͠ͱ, trK ≃Z ⟨Mn(f)⟩Z ͱͳΔͨΊͷඞཁे݅, 1, θ, · · · ,
θn−1 ͕K ͷجఈΛͳ͢͜ͱͰ͋Δ. ಛʹ, ͜ͷ͕݅Γཱͭͱ͖, trK,p ≃Zp ⟨Mn(f)⟩Zp

Ͱ͋Δ.

3 Main results for cyclotomic fields

Ҏޙ, 1ͷ࢝ݪ nࠜ ζn ʹର͠, trn := trQ(ζn) ͱ͓͘. ҰൠੑΛࣦ͏͜ͱͳ͘, n͕ۮͳΒ 4ͰׂΕ͍ͯΔͱԾ

ఆ͢Δ. ·ͨ, I(r) Ͱू߹ {0, 1}ͷ r ,ͷੵΛݸ i(r) = (i1, i2, · · · , ir)Ͱ I(r) ͷҙͷݩΛද͢ͷͱ͢Δ.

Theorem 3.1 nΛ 3Ҏ্ͷͱ͠, ͦͷૉҼղΛ n = 2epe11 pe22 · · · perr ͱ͠, n′ = pe11 pe22 · · · perr ͱ͓͘.

(i) e = 0ͷͱ͖,

trn ≃Z
⊕

i(r)∈I(r)

⟨(−1)
∑r

m=1 imn
r∏

m=1

pimm ⟩X(i(r))
n .

͜͜Ͱ,

X(i(r))
n = ⟨1⟩ ⊕

( r∏

m=1

pem−1
m (pm − 2)im+1 − 1

)
/2×H.

(ii) e ≥ 2ͷͱ͖,

trn ≃Z

{
⟨2e−1⟩

(
⟨1⟩ ⊕ ⟨−1⟩ ⊕ (2e−2 − 1)×H

)
, n′ = 1,

⊕
i(r)∈I(r)⟨(−1)

∑r
m=1 im(n/2)

∏r
m=1 p

im
m ⟩Y (i(r))

n , n′ > 1.

͜͜Ͱ,

Y (i(r))
n = ⟨1⟩ ⊕ ⟨−1⟩ ⊕

(
2e−2

r∏

m=1

pem−1
m (pm − 2)im+1 − 1

)
×H.

,ʹ࣍ trn,p := trQ(ζn),p ͷඪ४ܗʹؔ͢Δ݁ՌΛड़Δ. ͦͷͨΊ, ҎԼͰ ϕ(∗) Ͱ Euler’s totient function Λ,

Dn Ͱԁମ Q(ζn)ͷผࣜΛͦΕͧΕද͢ͷͱ͢Δ. ·ͨ, pΛحૉͱ͢Δ࣌, ҙͷ pਐ୯ a ∈ Z×
p ʹର͠,

ua,p :=

{
1, a ∈ (Z×

p )
2,

up, a /∈ (Z×
p )

2

ͱ͓͘. ͜͜Ͱ, up  p Λ๏ͱͯ͠ฏํඇ༨ͱͳΔਖ਼ͷͷ͏ͪ, .খͷͷΛද͢࠷ ଞํ, p = 2 ͷ࣌, ua,2

(a ∈ Z×
2 )Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ;

ua,2 =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

1 a ∈ (Z×
2 )

2,

3 a ∈ 3(Z×
2 )

2,

5 a ∈ 5(Z×
2 )

2,

7 a ∈ 7(Z×
2 )

2.
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Theorem 3.2 pΛحૉͱ͢Δ. ·ͨ, nΛ 3Ҏ্ͷͱ͠, n = pen′ (e ≥ 0, p ! n′)ͱද͢.

(1) e = 0 ͷͱ͖,
trn,p ≃Zp (ϕ(n)− 1)× ⟨1⟩ ⊕ ⟨uDn,p⟩.

(2) e ≥ 1 ͷͱ͖,
trn,p ≃Zp ⟨pe−1⟩

(
(n1 × ⟨1⟩)⊕ ⟨ua1,p⟩

)
⊕⟨pe⟩

(
(n2 × ⟨1⟩)⊕ ⟨ua2,p⟩

)
.

͜͜Ͱ,

a1 =

{
(−1)1+(pe−1−1)/2, n′ = 1,

Dn′ , n′ > 1,
a2 =

{
(−1)(p

e−1(p−2)−1)/2, n′ = 1,

Dn′ , n′ > 1

͔ͭ
n1 = ϕ(n′)pe−1 − 1, n2 = ϕ(n′)pe−1(p− 2)− 1.

Theorem 3.3 nΛ 3Ҏ্ͷͱ͠, ͦͷૉҼղΛ n = 2epe11 pe22 · · · perr ͱ͠, n′ = pe11 pe22 · · · perr ͱ͓͘.

(1) e = 0ͷͱ͖,

trn,2 ≃Z2

( ⊕

i(r)∈I(r)

⟨(−1)
∑r

m=1 imn
r∏

m=1

pimm ⟩
)
⊕
(
(ϕ(n)− 2r)/2×H

)
.

(2) e ≥ 2ͷͱ͖,

trn,2 ≃Z2

{
⟨2e−1⟩

(
⟨1⟩ ⊕ ⟨−1⟩ ⊕ (2e−2 − 1)×H

)
, n′ = 1,

⟨2e−1⟩
(
Zn ⊕ ⟨−1⟩Zn ⊕ (ϕ(n)− 2r+1)/2×H

)
, n′ > 1.

͜͜Ͱ,

Zn =
⊕

i(r)∈I(r)

⟨(−1)
∑r

m=1 imn′
r∏

m=1

pimm ⟩.

4 Main results for certain trinomial extensions

Pn(x) := xn + nklxs + lΛҎԼͷੑ࣭ (P.1), (P.2), (P.3)Λຬͨ͢ trinomialͱ͢Δ;

(P.1) 1 ≤ s < n ͔ͭ gcd(n, s) = 1.

(P.2) k, l ∈ Z ͔ͭ n ͷૉҼ l ͷૉҼͰ͋Δ.

(P.3) l ͱ d := 1 + (−1)n−1(n− s)n−skn(ls)s ฏํҼࢠΛͨ࣋ͳ͍.

·ͨ, n(s) := 2s+ 1 ͱ͓͖, s′ Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ;

s′ :=

{
s n(s) ≤ n,

n− s n(s) > n.

͜͜Ͱ, s′ ≥ 2 ͳΒ, ϢʔΫϦουͷޓআ๏͔Β

r0 = n, r1 = s′,

rm−1 = qm−1rm + rm+1 (0 < rm+1 < rm, 1 ≤ m ≤ ω), rω = qωrω+1 (rω+1 = 1)

Λຬͨ͢ਖ਼ qm ͱ rm ͕औΕΔ. s′ = 1ͷͱ͖, q0 = n− 1, r2 = 1 ͱ͓͘͜ͱͱ͢Δ.

Theorem 4.1 nΛ্هͷ݅Λຬͨ͢ҙͷͱ͠, n͕حͳΒ,

a0 =

{
s{−(n− s)k}q0−1kl n(s) ≤ n,

s′{−(n− s′)kl}q0−1k n(s) > n,
b0 =

{
(n− s)k n(s) ≤ n,

(n− s′)kl n(s) > n,

am = (−am−1)
qmbm−1, bm = am−1 (1 ≤ m ≤ ω − 1),

d0 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

a0 s′ = 1,

−aω−2bω−2 s′ ≥ 2, rω−1 = rω + 1, rω : odd,

aω−1 ͦΕҎ֎
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ͱ͓͘. ͜ͷͱ͖,
trPn ≃Z ⟨n⟩ ⊕ ⟨−nl⟩

(
X0 ⊕ n0 ×H

)
.

͜͜Ͱ,

X0 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

〈[ d0 1

1 (1− d)/d0

]〉
n : odd,

⟨d⟩ n : even,

n0 =

{
(n− 3)/2 n : odd,

(n− 2)/2 n : even.

,ʹ࣍ trPn Λ Zp ·Ͱ֦େͯ͠ಘΒΕΔ trPn,p ͷඪ४ܗʹؔ͢Δ݁ՌΛड़Δ. ҎԼ, ҙͷ r ∈ Zp ʹର͠,

vp(r)Ͱ r ͷ pਐΛද͢ͷͱ͢Δ. ·ͨ, ଟ߲ࣜ f(x) ∈ Q[x]ʹର͠, d(f)Ͱ f ͷผࣜΛද͢ͷͱ͢Δ.

Theorem 4.2 pΛحૉͱ͠, n = pεnnp, d = pεddp, l = pεl lp (εn = vp(n), εd = vp(d), εl = vp(l))ͱද͢.

(1) p ! l ͔ͭ p ! dͷͱ͖,
trPn,p ≃Zp (n− 1)× ⟨1⟩ ⊕ ⟨ud(Pn),p⟩.

(2) p ! l ͔ͭ p | dͷͱ͖,
trPn,p ≃Zp ⟨p⟩⟨ud′

0,p
⟩ ⊕

(
(n− 2)× ⟨1⟩ ⊕ ⟨ud′

1,p
⟩
)
.

͜͜Ͱ,

d′0 =

{
ndpl/d0 n : odd,

−ndpl n : even,
d′1 =

{
(−1)(n−1)/2nn−1d0ln−2 n : odd,

(−1)(n−2)/2nn−1ln−2 n : even.

(3) p | lͷͱ͖,
trPn,p ≃Zp ⟨pεn⟩⟨unp,p⟩ ⊕ ⟨pεn+1⟩

(
(n− 2)× ⟨1⟩ ⊕ ⟨ud′

2,p
⟩
)
.

͜͜Ͱ,

d′2 =

{
(−1)(n−1)/2nn−1

p dln−1
p n : odd,

(−1)n/2nn−1
p dln−1

p n : even.

Theorem 4.3 n = 2εnn2, l = 2εl l2 (εn = v2(n), εl = v2(l)) ͱ͓͘.

(1) 2 ! nͷͱ͖,

trPn,2 ≃Z2

{
⟨un,2⟩ ⊕G⊕ (n− 3)/2×H 2 ! kl, n = 3 or 2 ! kl, s′ = 2,

⟨un,2⟩ ⊕ ⟨2εl⟩
(
(n− 1)/2×H

)
ͦΕҎ֎.

(2) 2 | nͷͱ͖,
trPn,2 ≃Z2 ⟨2εn⟩⟨un2,2⟩ ⊕ ⟨2εn+1⟩

(
⟨u−n2dl2,2⟩ ⊕ (n− 2)/2×H

)
.
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ԁମͷ࠷େ࣮෦ମͷʹ͍ͭͯ

࢘០ɹࢁ (Koji Yamagata)∗

֓ ཁ

ζnΛ1 ͷ࢝ݪn ࠜͱ͢ΔɽԁମQ(ζn)ͷ࠷େ࣮෦ମͷ͕Z[ζn+
ζ−1
n ] Ͱ͋Δ͜ͱΑ͘ΒΕ͍ͯΔɽຊߘͰ࣮ԁଟ߲ࣜͷऴ݁ࣜΛ༻͍
ͨ͜ͷ݁Ռͷผূ໌Λհ͢Δɽ͞Βʹɼԁମͷ࠷େ࣮෦ମͷผࣜͷ
հ͢Δɽࢉܭ

1. ಋೖ
1.1. ମͷ

,α͕͋Δa1ݩ༿ͷఆٛΛ෮श͢ΔɽKΛମͱ͢ΔɽKͷݴຊతͳجͣ· . . . , am ∈
ZʹΑΓαm + a1αm−1 + · · ·+ am−1α+ am = 0ͱͳΔͱ͖ɼαΛతͱ͍͏ɽK

ʹଐ͢Δతશମͷू߹ՄΛͳ͠ɼ͜ΕΛKͷͱ͍͏ɽ
KͷݩαͷQ্ͷڞݩΛα(1), . . . ,α(n)(α(1) = α, n = [K : Q])ͱද͠ɼ{ω1, . . . ,ωn}

ΛKͷͷZ্ͷجఈͱ͢Δɽ͜ ͷͱ͖ɼKͷผࣜd(K)Λd(K) = ∆(ω1, . . . ,ωn)2

Ͱఆٛ͢Δɽͨͩ͠ɼ∆(ω1, . . . ,ωn) := det
((
ω(i)
j

)
i,j

)
Ͱ͋Δɽ

1.2. ԁମͷ

ԁମͷʹؔͯ͠جຊతͳҎԼͷఆཧ͕ΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 1 ζn ∈ Q̄Λ1ͷ࢝ݪnࠜͱ͢Δͱ͖ɼԁମQ(ζn)ͷZ[ζn]Ͱ͋Δɽ

ఆཧ1ैདྷɼମͷผࣜͷٞΛ༻͍ͯɺn͕ૉϕΩͷ߹ʹؼண͢Δ͜ͱʹΑΓ
ূ໌͞Ε͍ͯΔ (ྫ͑ [Wa])ɽҰํͰɼLüneburgૉ͖ମͷٞΛհͣ͞ʹɼ
Z[ζn]͕σσΩϯτͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢͜ͱʹΑΓఆཧ1ͷผূ໌Λ༩͑ͨ [Lü]ɽ

1.3. ԁମͷ࠷େ࣮෦ମͷ

ຊߘʹ͓͚Δओ݁Ռ [Lü]ʹ͓͚ΔLüneburgͷํ๏Λԁମͷ࠷େ࣮෦ମQ(ζn+

ζ−1
n )ʹద༻͢Δ͜ͱͰ͋Δ [YY]ɽ

ఆཧ 2 ԁମͷ࠷େ࣮෦ମQ(ζn + ζ−1
n )ͷZ[ζn + ζ−1

n ]Ͱ͋Δɽ

ఆཧ 2ͷैདྷͷূ໌ͱͯ͠ԁମͷؼʹண͢Δূ໌ [Wa]ɼମͷผࣜͱ
܈ذͷٞΛ༻͍Δূ໌ [Li]͕͋Δɽ

2. Lüneburgͷํ๏ͷԁମͷ࠷େ࣮෦ମͷద༻
2.1. ४උ

ఆཧ2ͷผূ໌ʹඞཁͳChebyshevଟ߲࣮ࣜԁଟ߲ࣜͷੑ࣭ɼͦΕΒͷผ
ͼऴ݁ࣜʹ͍ͭͯड़Δɽٴࣜ

∗˟ 466-8555 Ѫݹ໊ݝࢢত۠ثޚॴொɹ໊ݹۀେֶ େֶӃڀݚֶՊ
e-mail: 26417625@stn.nitech.ac.jp
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2.1.1. ࣮ԁଟ߲ࣜͱChebyshevଟ߲ࣜ

ఆٛ 3 Φn(x)Λnԁଟ߲ࣜͱ͢Δɽ·ͨɼn ≤ 3ʹର͠ɼζn + ζ−1
n ͷQ্࠷খଟ߲ࣜ

ΛΨn(x)ͱ͠ɼ࣮ԁଟ߲ࣜͱݺͿɽ

ఆٛ 4 ਖ਼نԽ͞Εͨୈ1छɼୈ2छɼୈ3छɼୈ4छChebyshevଟ߲ࣜCn, Sn, Vn,Wn ∈
Z[x]Λ࣍Λຬͨ͢Α͏ʹఆٛ͢Δɿ

Cn(2 cos θ) = 2 cosnθ, Sn(2 cos θ) =
sinnθ

sin θ
,

nʹର͠ɼح

Vn(2 cos θ) =
cosnθ/2

cos θ/2
, Wn(2 cos θ) =

sinnθ/2

sin θ/2
.

ิ 5 (Chebyshevଟ߲ࣜͷඍ)

C ′
n(x) = nSn(x),

V ′
n(x) =

nWn(x)− Vn(x)

2(x+ 2)
, W ′

n(x) =
nVn(x)−Wn(x)

2(x− 2)
.

ิ 6 ଟ߲ࣜxn − 1ͷQ্طҼࢠղ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ

xn − 1 =
∏

d|n

Φn(x).

Lüneburgͷํ๏͕ԁମͷ࠷େ࣮෦ମʹద༻Ͱ͖Δͷɼ࣮ԁଟ߲ࣜʹ͍ͭͯ
ิ6ͱಉ༷ͳҎԼͷิ͕ΓཱͭͨΊͰ͋Δɽ

ิ 7 [Y13] Chebyshevଟ߲ࣜͷQ্طҼࢠղ࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ

Cn(x) =
∏

d|n, n/d:odd

Ψ4d(x), Sn(x) =
∏

2<d|2n

Ψd(x),

Vn(x) =
∏

1<d|n

Ψ2d(x), Wn(x) =
∏

1<d|n

Ψd(x).

2.1.2. ऴ݁ࣜͱผࣜ

ఆٛ 8 ଟ߲ࣜ f(x) = a0(x − α1) · · · (x − αn), g(x) = b0(x − β1) · · · (x − βm)ʹର͠ɼ
f, gͷऴ݁ࣜRes(f, g)ΛRes(f, g) = am0 b

n
0

∏n
i=1

∏m
j=1(αi − βj) Ͱఆٛ͢Δɽ

ఆٛ 9 ϞχοΫͳଟ߲ࣜ f(x) = (x − α1) · · · (x − αn)ͷผࣜDisc(f)ΛDisc(f) =∏
i<j(αi − αj)2 Ͱఆٛ͢Δɽ

Chebyshevଟ߲ࣜͷऴ݁ࣜͱิ7Λ༻͍Δͱɼ࣮ԁଟ߲ࣜͷऴ݁ࣜ Res(Ψn,Ψm)

ͷ͕ࢉܭͰ͖Δ [Y15]ɽφΛΦΠϥʔؔͱ͢Δɽ

໋ 10 (࣮ԁଟ߲ࣜͷऴ݁ࣜ) n,m ≥ 3ʹର͠,

|Res(Ψn,Ψm)| =
{
p

φ(m)
2 (m | n͔ͭ n

m͕ૉpͷ͖ʹͳ͍ͬͯΔͱ͖);

1 (ͦͷଞ).
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ԁଟ߲ࣜͷऴ݁ࣜͷࢉܭ [Tm, Fe, GD, Le, Lo, Lü] ʹ͓͍ͯͳ͞Ε͍ͯΔɽ

໋ 11

Res(Φn,Φm) =

{
p

φ(m)
2 (m | n͔ͭn/m͕p͖ʹͳ͍ͬͯΔͱ͖ʢpૉ));

1 (ͦͷଞ).

·ͨɼDisc(f) = (−1)n(n−1)/2Res(f, f ′)Ͱ͋Δ͔Βɼิ 5ͱิ 7Λ͑ɼ࣮ԁ
ଟ߲ࣜͷผ͕ࣜࢉܭͰ͖Δɽ

໋ 12 (࣮ԁଟ߲ࣜͷผࣜ)

Disc(Ψn(x)) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2(m−1)2m−2−1 (n = 2m, m > 2ͷͱ͖);

p
mpm−(m+1)pm−1−1

2 (n = pm͔n = 2pm (pحૉ)ͷͱ͖);

n
φ(n)
2

∏t
i=1 p

φ(n)
2(pi−1)
i

(ͦͷଞ).

࣮ԁଟ߲ࣜͷผࣜLehmerʹΑͬͯ߹ͤతͳํ๏Ͱ͞ࢉܭΕ͍ͯΔ [Le]ɽ
ͳ͓ɼԁଟ߲ࣜͷผࣜ࣍ͷΑ͏ʹͳΔ (ྫ͑ [Wa])ɽ

Disc(Φn) = (−1)φ(n)/2
nφ(n)

∏
p|n p

φ(n)/(p−1)
.

2.2. ఆཧ2ͷผূ໌ͷུ֓

·ͣɼθ = ζn + ζ−1
n , K = Q(θ), R = Z[θ]ͱ͢ΔɽR͕ดͰ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͢Ίʹɼ

R͕σσΩϯτͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢ɽR͕σσΩϯτͰ͋Δ͜ͱҙͷۃେΠσ
ΞϧP ⊂ Rʹର͠ɼͦͷہॴԽRP := (R \ P )−1R͕ࢄͰ͋Δ͜ͱͱಉͰ
͋ΔɽpZ = P ∩ ZʹΑΓૉpΛఆΊΔɽ

(i) p ! nͷͱ͖ ໋ 12ΑΓɼ͜ͷͱ͖࣮ԁଟ߲ࣜΨnͷผࣜ pͰׂΓΕͳ
͍ɽΑͬͯɼΨnFp্Ͱଟ߲ࣜͰ͋ΔͷͰɼҎԼͷิ͕ద༻Ͱ͖Δɽ

ิ 13 [Lü] θΛతͱ͠ɼf(x)Λ θͷQ্ͷ࠷খଟ߲ࣜͱ͢ΔɽpΛૉͱ
͠ɼP ⊂ Z[θ]ΛۃେΠσΞϧͰP ∩ Z = pZΛຬͨ͢ͷͱ͢Δɽµ(θ) ∈ P Ͱ͕࣍
ଟ߲ࣜΛµ(x)ͱ͓͘ɽ͜ͷͱ͖ɼfখͰ͋ΔϞχοΫͳZ࠷ = µh + pgΛΈͨ͢
ଟ߲ࣜ g(x), h(x) ∈ Z[x]͕ଘ͢ࡏΔɽ͞Βʹɼµ, g, h͕Fp্Ͱڞ௨ҼࢠΛͨͳ͚Ε
ɼZ[θ]ͷۃେΠσΞϧPʹΑΔہॴԽࢄͰ͋Δɽ

(ii) p | nͷͱ͖ n = mpe (p ! m, e > 0)ͱ͢ΔɽRP ͷۃେΠσΞϧPRP ͕୯߲Π
σΞϧͰ͋Δ͜ͱΛࣔͤΑ͍ɽิ 7ͱ໋ 10ͷ࣮ଟ߲ࣜͷऴ݁ࣜͷΛ༻͍Δ
͜ͱͰɼΨn(x) = Ψm(x)φ(p

e) + pg(x)Λຬͨ͢Zͷଟ߲ࣜg(x)͕ଘ͠ࡏɼg(θ)͕R

ͷ୯ݩͰ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔɽε = −g(θ)−1 ∈ Rͱ͓͘ͱɼ

p = Ψm(θ)
φ(pe)ε ∈ R (1)

Ͱ͋Δɽν(x)Λθ+Pͷ (Z+P )/P ∼= Fp্ͷ࠷খଟ߲ࣜͱ͢Δͱɼν(x)Ψn(x)ΛFp

্ͷଟ߲ࣜͱׂͯ͠ΓΔɽΑͬͯɼν(x)Ψm(x)ΛׂΓΔͷͰɼ

Ψm(x) = ν(x)H(x) + pG(x) (2)
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Λຬͨ͢ Zଟ߲ࣜ H(x), G(x)͕ଘ͢ࡏΔɽ(1)ʹ (2)Λೖ͠ల։͢Δ͜ͱͰɼ
p = ν(θ)α1 + pφ(p

e)β1Λຬͨ͢Rͷݩα1, β1͕ͱΕΔɽ(2)ͷӈลͷpʹಉࣜࠨลͷpΛ
ೖ͢Δ͜ͱΛ܁Γฦͤɼҙͷਖ਼ iʹରͯ͠

p = ν(θ)αi + pφ(p
e)iβi

Λຬͨ͢αi, βiͷଘ͕ࡏΘ͔ΔɽϕΩྵࠜجͯ͢ͷૉΠσΞϧͷڞ௨෦ʹ͍͠
ͷͰɼ༨RP/ν(θ)RP ͷͨͩҰͭͷૉΠσΞϧPRP/ν(θ)RP RP/ν(θ)RP ͷ͖
Ͱ͋ΔɽΑͬͯɼpNجࠜྵ ∈ ν(θ)LΛΈͨ͢ਖ਼ͷN͕ଘ͢ࡏΔɽφ(pe) ≥ 2 Ͱ͋ͬ
ͨͷͰφ(pe)i ≥ NͱͳΔ i͕͋ΔɽΑͬͯɼp = ν(θ)αi + pφ(p

e)iβi ∈ ν(θ)LͰ͋Δ͔Βɼ

PRP = pRP + ν(θ)RP = ν(θ)RP

Ͱ͋Δɽ

 14 (ԁମͷ࠷େ࣮෦ମͷผࣜ) ఆཧ2ΑΓɼ{1, . . . , ζφ(n)/2−1
n }Q(ζn + ζ−1

n )

ͷͷZ্ͷجఈͰ͋Δ͔Βɼd(Q(ζn + ζ−1
n )) = Disc(Ψn)Ͱ͋Δɽ
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ݍ֯ࡾͱੵాށྻߦ

ඦ ∗߂߁

Yasuhiro Momose

৴भେֶେֶӃ ૯߹ڀݚܥֶՊ

ຊڀݚ৽ւ݈Ұࢯ (৴भେֶ)ͱͷڞಉ݁ͮ͘جʹڀݚՌͰ͋Δ.

,ຊདྷੵాށ తҐ૬زԿֶͷʹ͓͍ͯϗϞτϐʔू߹ͷࢉܭΛ͢Δҝ
ʹ༻͍ΒΕ͖ͯͨ. ҰൠԽ͞ΕͨͷͰ͕͋ੵాށBarrattʹΑͬͯੵాށྻߦ
Δ. ͦͯ͠, Hardie–Kamps–Marcum [2]ੵాށྻߦΛج͖Ґ૬ۭؒͷ্ݍ
͔Β 0-ରΛͭ࣋ ҎԼͷΑ͏ͳ্ݍ-2 2-ࣹͷू߹ͱ֦ͯ͠ுͨ͠.

ఆٛ 1. C͕ .ͱҎԼΛຬͨ͢ͷΛ͍͏ݍ-2

1. CݍͰ͋Δ.

2. Cͷର x, yʹରͯ͠, Ob(C(x, y)) = HomC(x, y)Ͱ͋Δݍ C(x, y)Λͭ.

3. Cͷର x, y, zʹରͯ͠, ࣹͷ߹͕ؔख ◦ : C(y, z)× C(x, y) → C(x, z)ͱͳ
Γ, 11y ◦ − = 1Mor(C(x,y))͔ͭ− ◦ 11y = 1Mor(C(y,z))Λຬͨ͢.

C(x, y)ͷࣹΛ 2-ࣹͱݺͿ.

ఆٛ 2. ݍ-2 C͕ 0-ରΛͭͱ, Cͷҙͷର xʹରͯ͠, C(0, x)ͱ C(x, 0)
͕ͦΕͧΕ 1ͭͷର͔ͭ 1ͭͷࣹ͔ΒΔݍͰ͋ΔΑ͏ͳର 0͕ଘ͢ࡏΔͱ
͖Λ͍͏.

ఆٛ 3. CΛ 0-ରΛͭ ,ͱ͠ݍ-2 C্ͷ࣍ͷਤࣜΛ༩͑Δ.

W
f2 !!

f1
""

X2

g2

""

0

##
X1

g1 !!

0
$$Y

h !! Z

(1)

·ͨ, C ͷࣹ uʹରͯ͠ A(u) = { F : u → u F Մٯͳ 2-ࣹ }ͱఆٛ͢Δͱ͖
A(0 : W → Z)Ξʔϕϧ܈ͱ͢Δ. ͞Βʹ, U : 0 ⇒ h ◦ g1ͱ S : g1 ◦ f1 ⇒ g2 ◦ f2
ͱ V : 0 ⇒ h ◦ g2ΛՄٯͳ 2-ࣹͱ͠ φ = −V f2 + hS +Uf1ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ྻߦ
.ΛҎԼͰఆٛ͢Δੵాށ
{
h,

g2
g1
,
f2
f1

}
= φ+A(0 : X2 → Z) ◦ f2 + h ◦A(0 : W → Y ) +A(0 : X1 → Z) ◦ f1.

ຊڀݚ, (Ұࡒ) ݝՊֶৼڵձͷॿΛड͚࣮ͨ͠ࢪͷͰ͢.
∗e-mail: momose@math.shinshu-u.ac.jp
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Ұํ, ,Ͱ͋Γݍ֯ࡾݍͷϗϞτϐʔݍ͖Ґ૬ۭؒͷج Muro [4]ੵాށ
Λ্ݍ֯ࡾҎԼͷΑ͏ͳࣹͷू߹ͱ֦ͯ͠ுͨ͠.

ఆٛ 4. (J ,Σ)Λݍ֯ࡾͱ͠, W
f !! X

g !! Y
h !! Z Λ g ◦f = 0͔ͭh◦g = 0

Λຬͨ͢J ্ͷਤࣜͱ͢Δ. ·ͨ, W
f !! X

i !! Cf
q !! ΣW Λ f ΛؚΉશ

,ͱ͠ྻܥ֯ࡾ a : Cf → Y Λ g = a ◦ iΛຬࣹͨ͢, b : ΣW → ZΛ h ◦ a = b ◦ qΛ
ຬࣹͨ͢ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, .ΛҎԼͰఆٛ͢Δੵాށ

{h, g, f} = b+ h ◦ J (ΣW,Y ) + J (ΣX,Z) ◦ (Σf).

ୠ͠, J (A,B)A͔ΒBͷࣹશମͷू߹Ͱ͋Δ.

A ΛՃ๏ݍͱ͢Δ. ݍෳମͷͷྫͱͯ͠ݍ-2 Ch(A ,ΒΕΔ͕͛ڍ͕( ج
͖Ґ૬ۭؒͷݍͱಉ༷ʹͦͷϗϞτϐʔݍK(A )γϑτؔखͱશྻܥ֯ࡾͷ
ྨΛదʹఆΊΔ͜ͱʹΑΓݍ֯ࡾ (K(A ),Σ)ͱͳΔ. ([1].) ओఆཧͰ, ෳମ
ͷ .ड़ͨ͠هͱͯ͠ੵాށͷ͋Δ্ݍ֯ࡾෳମͷͳ͢Λੵాށྻߦͷ্ݍ-2

ఆཧ 5. Ch(A )্Ͱ (1)ͷਤࣜΛ༩͑Δ. ·ͨ, ෳମX1ͱX2ͷ (ੵ)Λ
X1 ∨X2ͱද͠, (−f1 ∨ f2)∆ : W → X1 ∨X2ΛੵͷීวੑʹΑΓ−f1ͱ f2͔
ΒಘΒΕࣹͨͱ͢Δ. ಉ༷ʹ, ∇(g1 ∨ g2) : X1 ∨X2 → Y ΛͷීวੑʹΑΓ g1
ͱ g2͔ΒಘΒΕࣹͨͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, A ͷϗϞτϐʔݍK(A )্ͷਤࣜ

W
(−f1∨f2)∆ !! X1 ∨X2

∇(g1∨g2) !! Y
h !! Z

ʹରͯ͠∇(g1 ∨ g2) ◦ (−f1 ∨ f2)∆ = 0͔ͭ h ◦ ∇(g1 ∨ g2) = 0ͱͳΓ, ҎԼ͕Γ
ཱͭ. {

h,
g2
g1
,
f2
f1

}
= {h, ∇(g1 ∨ g2), (−f1 ∨ f2)∆} .

,ΛௐΔಓ۩ͱͳΔ͕ݍՃ๏ੵాށྻߦ ΛௐΔ͔͕ݍͲͷΑ͏ͳՃ๏ޙࠓ
ॏཁͱͳΔ. ԋͰѻٖͬͨεΩʔϞΠυʹରͯ͠ߨͷڈ [3]Ͱ୯ମతෳମͱͷؔ
.Ε͕ͨࣔ͞ ͦΕΒ͔ΒεΩʔϞΠυ Stanley-Reisnerߏ͕͞ΕΔ͕,

ͦͷ্ͷՃ܈ͷݍʹରͯ͠ੵాށྻߦΛద༻͠߹ͤతੑ࣭Λ͢ڀݚΔͷ͕ࠓ
.ͷ՝Ͱ͋Δޙ
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1 Grothendieck’s variational Hodge conjecture

Let S be a smooth quasi-projective scheme over a field k of characteristic zero,
and π : X → S a smooth projective morphism. Fix a point s ∈ S, and set
Xs := X ×S {s}.

In his thought-provoking paper [8] in 1966, Grothendieck formulated a con-
jecture now we call the Variational Hodge Conjecture (VHC), that predicts
when an algebraic cycle class on Xs lifts to a one on X in terms of the cycle
map

cl : CHp(Xs)→ H2p
dR(Xs/κ(s)) = (R2pπ∗Ω

•
X/S)s ⊗ κ(s). (1.1)

Variational Hodge Conjecture. For ξs ∈ CHp(Xs)Q, the following are equiv-
alent:

(i) cl(ξs) lifts to a flat section of R2pπ∗Ω•
X/S, i.e. a global section killed by the

Gauss-Manin connection ∇.

(ii) There exists a rational cycle class ξ ∈ CHp(X)Q such that cl(ξ|Xs) =
cl(ξs).

This conjecture is so powerful that, for example, the VHC for abelian schemes
X/S implies the Hodge Conjecture for abelian varieties [1].

However, it is probably not possible to deduce the Hodge Conjecture in
general from the VHC. The problem is that we can hardly find such a variety in
a smooth family that algebraic cycles on it can be controlled. If we can describe

1
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a condition when cycle classes on a degenerate fiber lift, this must be helpful,
because sometimes it is easier to construct cycles on a degenerate fiber.

In the next section, we propose such a condition, following Grothendieck’s
VHC.

2 The generalized variational Hodge conjecture

Let X be a smooth quasi-projective scheme over a field k of characteristic zero,
and Y a projective scheme over k with a closed immersion Y → X.

We want to describe a condition when cycle classes on Y lift to ones on X.
Since the cycle map (1.1) does not work for singular varieties, we replace it

by the Chern character

ch: K0(Y )→
⊕

p

H2p
dR(Y/k). (2.1)

The target of (2.1) is the de Rham cohomology of Y [9] defined to be

Hq
dR(Y/k) := Hq(X̂, Ω̂•

X/k), (2.2)

where each ∧ is the formal completion along Y . This does not depend on the
embedding Y ↪→ X [9, Ch. II, Theorem 1.4].

The Chern character ([?]) is defined by the composite

Kr(Y ) !! HNr(Y ) !! HPr(Y ) ≃
⊕

p H
2p−r
dR (Y/k). (2.3)

Here HN (resp. HP) is the negative (resp. periodic) cyclic homology. The first
map is the Goodwillie’s Chern character (for the definition see [3, 13]), the
second map is the canonical one, and the last isomorphism is by the Feigin-
Tsygan Theorem theorem [5].

We conjecture:

Conjecture A. For ξs ∈ K0(Y )Q, the following are equivalent:

(i) ch(ξs) ∈
⊕

p H
2p
dR(Y/k) lifts to

⊕
p H

2p
dR(X/k).

(ii) There exists ξ ∈ K0(X)Q such that ch(ξ|Y ) = ch(ξs).

In case Y is a fiber of a smooth family X → S as in §1, we can show that
the VHC is equivalent to Conjecture A, by Deligne’s théorème de la partie fixe
[4, §4.1].

3 Infinitesimal deformation

We formulate an infinitesimal version of Conjecture A.
Let k be a field of characteristic zero, S := Spec k[[t]], X a finite dimensional

quasi-compact regular scheme X over k, and Y a proper scheme over k with a

2
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closed immersion Y → X. Set Yn := SpecOX/In+1, where I is the OX -ideal
defining Y .

We define the de Rham cohomology of Y by

Hq
dR(Y/k) := Hq(X̂, Ω̂•

X/k), (3.1)

where each ∧ is the formal completion along Y . Again, the definition does not
depend on the embedding Y ↪→ X. This is a consequence of the generalized
version of the Feigin-Tsygan theorem [11].

We can also define the Chern character

ch: Kr(Y )→
⊕

p

H2p−r
dR (Y/k) (3.2)

as above, thanks to the generalized Feigin-Tsygan theorem.
Set

Hq
dR(X̂/k) := Hq(X̂, Ω̂•

X/k), (3.3)

F rHq
dR(X̂/k) := image(Hq(X̂, Ω̂≥r

X/k)→ Hq(X̂, Ω̂•
X/k)). (3.4)

Consider the diagram

Kr(X) !!

""

lim←−n
Kr(Yn) !! Kr(Y )

ch
""⊕

p H
2p−r
dR (X̂/k)

Φ

≃
!!
⊕

p H
2p−r
dR (Y/k).

(3.5)

We conjecture:

Conjecture B. Assume Y → X is the special fiber of a projective family X →
S := Spec k[[t1, . . . , tm]], i.e. Y = X ×S Spec k. Then, for ξ0 ∈ K0(Y )Q, the
following are equivalent:

(i) Φ−1(ch(ξ0)) is in
⊕

p F
pH2p

dR(X̂/k).

(ii) There exists ξ̃ ∈ (lim←−K0(Yn))Q such that ch(ξ̃|Y ) = ch(ξ0).

(iii) There exists ξ ∈ K0(X)Q such that ch(ξ|Y ) = ch(ξ0).

In case X → S is smooth, Conjecture B is equivalent to the VHC [2, Ap-
pendix A].

In the general case (at least in the case of semistable degeneration), we still
have strong relations between Conjecture A and Conjecture B [10, Proposition
3.2.1].

3
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4 Formal deformation

We use the notation in §3.

Theorem 4.1. Suppose that k is algebraic over Q. Then, for ξ0 ∈ Kr(Y ), the
following are equivalent:

(i) Φ−1(ch(ξ0)) is in
⊕

p F
pH2p−r

dR (X̂/k).

(ii) There exists ξ̃ ∈ lim←−Kr(Yn) such that ch(ξ̃|Y ) = ch(ξ0).

In particular, (i)⇔(ii) of Conjecture B holds under the assumption that k is
algebraic over Q.

Remark 4.2. In case Y → X is the special fiber of a smooth projective family
X → S := Spec k[[t1, . . . , tm]], Griffith-Green [7] and Morrow [12] proved the
theorem, and Bloch-Esnault-Kerz [2] did for general fields k under the Chow-
Künneth assumption. The general case was proved in [10].

Proof. Consider the commutative diagram

Kr(Yn) !!

""

Kr(Y ) !!

""

Kr−1(Yn, Y )

≃
""

HNr(Yn) !! HNr(Y ) !! HNr−1(Yn, Y )

(4.1)

with exact rows, where the vertical maps are the Chern characters (3.2). The
right vertical map is an isomorphism by the theorem of Goodwillie [6]. By the
pro HKR theorem proved by Morrow in [11], we have a pro-isomorphism

lim←−
n

HNr(Yn) ≃
⊕

p

H2p−r(X̂, Ω̂≥p
X/k). (4.2)

By taking limits of (4.1) and using (4.2), we have a commutative diagram

lim←−n
Kr(Yn) !!

""

Kr(Y ) !!

""

ch

##

lim←−n
Kr−1(Yn, Y )

≃
""

lim←−n
HNr(Yn) !!

≃
""

HNr(Y ) !!

""

lim←−HNr−1(Yn, Y )

⊕
p H

2p−r(X̂, Ω̂≥p
X/k)

!!
⊕

p H
2p−r
dR (Y/k) .

(4.3)

By our assumption that Y is proper, we can verify some Mittag-Leffer conditions
and show that the upper and middle rows are exact.

Recall that we have an isomorphism

HPr(Y ) ≃
⊕

p

H2p−r
dR (Y/k) (4.4)

4
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by the generalized Feigin-Tsygan theorem. By a simple diagram chase, it re-
mains to show the following:

Lemma 4.3. Every c ∈ ker(HNr(Y )→ HPr(Y )) lifts to Kr(Y ).

This is proved by using the fact that K inf := hofib(K → HN) satisfies cdh-
descent ([3]). For the detail of the proof, see [10]
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༗܈ݶͷࢦඪͱ necklace ringͷ

༗ݶͷΛݩͭ࣋ʹؔ͢Δߟ ∗

भେֶେֶӃཧֶ

ాଜ ๎೭ (Tomoyuki Tamura)

֓ཁ

༗܈ݶͷෳૉମ্ͷ༗ݩ࣍ݶදݱ, ͦͷަςϯιϧੵදݱͷࢦඪͷؔΛ௨͡

N.Metropolis(1983) ͕ಋೖͨ͠ necklace ring ͷݩΛҰͭఆΊΔ. ຊߨԋͰදݱͷࢦඪ͕

Ͱ͋Δ͜ͱͱ, ରԠ͕ͨ͠ݩ༗ݶͷΛͭ͜ͱͷಉੑΛड़, ಛʹަςϯιϧੵදݱͷࢦඪͷؔ

͕༗ੵݶͰهड़ग़དྷΔ͜ͱΛઆ໌͢Δ. ·ͨ͜ͷΑ͏ͳಛΛͭ࣋ necklace ringͷݩͷ๏ʹ͍ͭͯड़

Δ.

1 ಋೖ

1.1 ަςϯιϧੵදݱͷࢦඪͷؔͷࢉܭ

GΛ༗܈ݶͱ͢Δ. Gͷ C্༗ݩ࣍ݶදݱ ρ : G → GL(V )͕༩͑ΒΕͨ࣌,ҙͷඇෛ i = 0, 1, 2, . . .

ʹର͠ަςϯιϧੵදݱ Λiρ : G → GL(
∧i(V ))͕ҙͷ g ∈ Gͱ v1, . . . , vi ∈ V ʹର࣍͠Ͱఆ·Δ.

Λiρ(g)(v1 ∧ · · · ∧ vi) := (ρ(g)v1) ∧ · · · ∧ (ρ(g)vi).

͜ͷަςϯιϧੵදݱͷࢦඪͷํࢉܭ๏ͱͯ͠, Grothendieck ͕ 1956ʹߟҊͨ͠ λ-ringͱݺΕΔՄ

.Δ͢ࡏΛ༻͍Δख๏͕ଘߏͷ Gͷྨؔશମͷू߹Λ CF (G)ͱ͢Δͱ, CF (G)ʹʹΑΔՃ๏ɾ

๏ɾεΧϥʔʹΑΓ Q-algebraͷߏΛͪ࣋, ͞Βʹ࣍ͷ Adams operation Λͭ࣋Α͏ͳ λ-ringͷߏ͕

Ұҙʹఆٛ͞ΕΔ.

ψn(f)(g) := f(gn) (1.1)

ୠ͠ f : G → C, g ∈ G, n ࣗવͱ͢Δ. ͦͯ͠ χ Λ G ͷදݱ V ͷࢦඪͱ͢Δͱ, ަςϯιϧੵදݱ

Λi(V )ͷࢦඪ χΛ λ-ringͱͯ͠ͷ λ-operationʹΑͬͯҠͨ͠૾ λi(χ)Ͱ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ ([Knu]

p.84).

༗܈ݶͷදݱʹ͓͍ͯදݱͷࢦඪΛΔ͜ͱͦͷطղ, ͭ·ΓදݱͷߏΛΔ͜ͱͱಉͰ͋Δ.

͞ΒʹަςϯιϧੵදݱͷߏΛΔ͜ͱ, ݱͷද܈ R(G)ͷ λ-ringͱͯ͠ͷߏΛΔ্ͰॏཁͰ

͋ΔͱࢥΘΕΔ.

ަςϯιϧੵදݱͷࢦඪΛͲͷΑ͏ʹͯ͢͠ࢉܭΔ͔, ͱ͍͏ Knutson ͕ [Knu] ʹͯఏͨ͠ى.

Boorman[Bo] ͕ 1975ʹରশ܈Ͱ, Bryden[Bry]͕ 1999ʹϫΠϧ܈W (Bn),W (Dn)Ͱ, ͦΕͧΕ λ-ring

ຊߘւಓେֶʹ͓͚Δୈ 12ճֶ૯߹एखूڀݚձͷςΫχΧϧϨϙʔτͰ͋Δ.

Keyword: finite group; representation theory; character theory; λ-ring; exterior powers representations; necklace ring
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ͱͯ͠ͷੜݩΛड़͍ͯΔ. ·ͨ, 1995 ʹ Osse [Os] ͕ίϯύΫτ࿈݁Ϧʔ܈ͷ߹ʹ͓͚Δදؒݱͷ

λ-ringͱͯ͠ͷಛ͚ͮΛ͍ͯͬߦΔ. ͔͠͠ Yau [Yau] p.171ʹͯ, OsseͷίϯύΫτ࿈݁Ϧʔ܈ʹ͓

͚Δಛ͚ͷ༗܈ݶͷ߹͕ະղܾͰ͋Δͱड़͍ͯΔ. ͜ͷΑ͏ʹ, ަςϯιϧੵදݱͷࢦඪΛٻΊΔ

౷Ұతͳղ๏ະͩશ༰͕໌͔͞Ε͍ͯͳ͍ͷͰͳ͍͔ͱ͑ߟΒΕΔ.

1.2 ؔͱ necklace ring Λ༻͍ͨखஈ

ඪΛௐΔҝʹ,ͦͷؔࢦԋऀ͜ͷߨ

λt(χ) =
∞∑

i=0

λi(χ)ti, λt(χ)(g) :=
∞∑

i=0

λi(χ)(g)ti (g ∈ G)

ʹͨ͠.͜ͷؔʹ͍ͭͯަςϯιϧੵදݱͷੑ࣭͔Β࣍ͷද͕هΒΕ͍ͯΔ. m = dimCV ͱ͢

Δͱ,

λt(χ)(g) = det(Im + ρ(g)t) = exp
( ∞∑

i=1

−χ(g
i)

i
(−t)i

)
(g ∈ G)

͕Γཱͭ. ୠ͠, ྻߦ Im αΠζmͷ୯ҐྻߦͰ͋Δ. ͜Εఆ߲͕ 1Ͱ͋ΔႈڃͷҰͭͰ͋Δ.

Example 1.1. ༗܈ݶ G͕༗ूݶ߹ X .Δͱ͢Δ͍ͯ͠༺࡞ʹ ͜ΕʹΑͬͯఆٛ͞ΕΔஔදݱͷࢦඪΛ

χͱ͓͘ͱ, ҙͷ g ∈ Gʹର͠

χ(g) = |Fix(g)|, Fix(g) := {x ∈ X | gx = x for any g ∈ G}

ͱͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔͷͰ,

λt(χ)(g) = exp
( ∞∑

i=1

− |Fix(gi)|
i

(−t)i
)

ͱͳΔ.

,ඪΛࢦͷݱԋऀ͜Ε·Ͱަςϯιϧੵදߨ Knutson ͷ݁ՌΛԼͱ͠, 1983 ʹ N.Metropolis ͱ

RotaʹΑͬͯఆٛ͞Εͨ necklace ringΛ༻͍͖ͯͨͯ͠ڀݚ.

1983, N.Metropolisͱ Rota [Met]ʹ͓͍ͯ, Witt ringͷղੳΛతͱ͠ necklace ringͷ֓೦Λಋ

ೖͨ͠. RΛՄͱͨ͠ͱ͖, R্ necklace ring Nr(R)࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ. ू߹ͱͯ͠ RN Ͱ͋

Γ,͜Ε RͷݩͷແྻݶͷશମͰ͋Δ. ୠ͠ຊߘͰศ্ٓ, N͔Β Rͷࣸ૾શମͷू߹ͱ͢Δ.ͦͯ͠

α,β ∈ Nr(R)ͱͨ͠ͱ͖,Ճ๏ “+Nr”ͱ๏ “·Nr”࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ.

α+Nr β(n) := α(n) + β(n), α ·Nr β(n) :=
∑

[i,j]=n

(i, j)α(i)β(j). (1.2)

ୠ͠ nࣗવͱ͢Δ. ͞Βʹҙͷࣗવ i, j ʹର͠ [i, j]ͦͷ࠷খެഒΛ,(i, j) ͦͷ࠷େެΛ

ද͢ͱ͢Δ.

͜ͷ necklace ringͱ༗܈ݶͷදݱͷࢦඪΛ࣍ͷΑ͏ʹ݁ͼ͚ͭΔ. ·ͣ, ҙͷՄ Rʹର͠ universal

λ-ring Λ Λ(R) ͱ͢Δ. ͜ͷू߹Ճ๏ “+Λ”ͱ๏ “·Λ”͕ఆٛ͞Εͨ λ-ring ͷҰͭͰ, Grothendieck ʹ

Αͬͯಋೖ͞Εͨ. ͞Βʹ R͕ binomial ring (Adams operations͕શͯ߃ࣸ૾ͱͳΔΑ͏ͳ λ-ringͷߏ
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Λͭ࣋ͷ) Ͱ͋Δͱ͖, ҙͷ f ∈ Λ(R)ʹର͠, α ∈ Nr(R)͕།Ұͭଘ͠ࡏ,

f(t) =
∞∏

i=1

(1− (−t)i)α(i) (1.3)

ͱॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ ([Yau] Section 5.6).͜ͷશ୯ࣹͷରԠΛ ENr : Λ(R) → Nr(R)ͱ͢ه.

͜ͷ f(t)ͱͯ͠ަςϯιϧੵදݱͷࢦඪͷؔ λt(χ) ∈ Λ(Map(G,C))ͱ͢Δͱ, ަςϯιϧੵදݱ

ͷࢦඪΛٻΊΔ͜ͷ ENr(λt(χ)) ∈ Nr(Map(G,C))ΛٻΊΔͱมΘΔ.

ඪࢦԋऀ͜ͷߨ χ͕ࢦඪ, ͭ·Γҙͷ g ∈ Gʹର͠ χ(g)͕Ͱ͋ΔΑ͏ͳࢦඪʹର͠ 2छྨ

ͷ݁ՌΛಘͨ. ຊߘͷߏ࣍ͷୈ 2ষͰຊߘͷओ݁Ռٴͼূ໌ͷུ֓Λड़ΔͨΊͷ४උΛ͏ߦ. ͦͯ͠ୈ

3ষͱୈ 4ষʹͯ, .ͷ݁ՌΛड़Δ࣍

• GΛ༗܈ݶ, eΛ Gͷ exponent(શͯͷݩͷҐͷ࠷খެഒ), χΛԾࢦඪ هඪͷͰࢦط)

ड़͞ΕΔࢦඪ), α = ENr(λt(χ))ͱ͢Δ. ୈ 3ষͰ χ͕Ͱ͋Δ͜ͱ, λi(χ)શͯͰ͋

Δ͜ͱ, α(n)(g)͕શͯͰ͋Δ͜ͱΛࣔ͢. ͞Βʹ, n ! eͳΒ α(n) = 0ͱͳΔ͜ͱͱಉͰ͋Δ

͜ͱΛࣔ͢ (Theorem 3.2). ಛʹ α ͕༗ݶͷΛͭ࣋ (|{n | α(n) ̸= 0}| < ∞)͜ͱ͕ࣔ͞Ε, ؔ

λt(χ)͕༗ੵݶͷܗͰهड़ग़དྷΔ͜ͱΛࣔ͢.

͞Βʹ, g ∈ G ʹؔ͢Δؔ λt(χ)(g) ͕ΑΓগͳ͍ͷੵͰهड़Ͱ͖Δ߹͕͋Δ͜ͱΛࣔ͢

(Theorem 3.3).

• ୈ 4ষͰ, ༗܈ݶG1×G2 ͷ߹ʹ͍ͭͯ͑ߟΔ. ·ͣ, G1 ͷԾࢦඪ χ1 ͱG2 ͷԾࢦඪ χ2 ͔Β

ఆٛ͞ΕΔG1×G2ͷԾࢦඪ χ1χ2 (χ1χ2((g1, g2)) := χ1(g1)χ2(g2))ʹ͓͍ͯ λt(χ1χ2)((g1, g2)) =

λt(χ1)(g1) ·Λ λt(χ2)(g2)ͱղ͞ΕΔ͜ͱΛࣔ͢ (Proposition 4.1). ͞Βʹ͜ͷͱ͖ χ1,χ2 ͕

,ඪͰ͋Δͱ͢Δͱࢦ ྆ลΛࣸ૾ ENr ͰҠ͢͜ͱͰ, ͭ࣋ͷΛݶΊΔͨΊʹ༗ٻลΛࠨ necklace ring

ͷݩͷੵ͕ͲͷΑ͏ʹද͞ΕΔ͔ͱ͍͏ʹҠΔ. ͜Εͷද͠ํͷҰͭͱͯ͠, ԋऀߨ Frobenius

operation([Met])Λ༻͍Δ৽ͨͳܗΛQ-algebraͰ͋ΔՄ RͷࢹΑΓಋ͍ͨ (Proposition 4.5).

ͳ͓, ຊߘʹ͓͍ͯѻ͏༗܈ݶͷදݱશͯෳૉମ্ͷ༗ݩ࣍ݶදݱͱ͠, Մʹ͍ͭͯ୯Ґݩͷଘ

.ΛԾఆ͢Δࡏ

2 ४උ

͜ͷষͰ, ओ݁ՌΛड़Δʹඞཁͳه߸Λఆٛ͢Δ. ୠ͠, ຊߘͰ necklace ringͱ ghost ringͦͷ

operationͷΈʹযΛߜΔ. ༗܈ݶͷදݱ λ-ringʹ͍ͭͯ [Knu], [Yau]Λࢀর͞Ε͍ͨ.

2.1 necklace ringͱ ghost ring

͜ͷઅͰ necklace ring ghost ringͷఆٛΛ͏ߦ. ৄ͘͠ [Yau] Section 2, ͘͠ Section 5.6

Λࢀর͞Ε͍ͨ. RΛ୯ҐݩΛͭ࣋Մͱ͢Δ.

Λ(R) Λఆ߲͕୯ҐݩͰ͋ΔΑ͏ͳ R ͷݩΛͱ͢Δ 1 มڃۊͷશମͱఆٛ͢Δ. Λ(R) ڃۊ

ͷ๏ΛՃ๏ͱ͢ΔΑ͏ͳ λ-ring ͷߏ͕ఆٛ͞ΕΔ. ·ͨ, R ͕ λ-ring ͳΒࣸ૾ λt : R → Λ(R) ͕

λ-homomorphsim(४ಉܕͰ͋Γ λ-operationΛަ͢Δࣸ૾)Ͱ͋Δ͜ͱʹҙ͍ͨ͠.

R্ͷ necklace ring Nr(R) §1.2Ͱड़ͨΑ͏ʹ, ࣸ૾ N → Rͷશମʹ (1.2)ͷΑ͏ͳԋࢉΛҎͯՄ

ͱΈͳͨ͠ͷͰ͋Δ. R্ͷ ghost ring Gh(R)ू߹ͱͯ͠ Nr(R)ʹ͘͠, component wiseʹΑΔ
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ԋࢉͰՄͱΈͳͨ͠ͷͰ͋Δ.

ࣸ૾ φ : Nr(R) → Gh(R) Λ, φ(α)(n) =
∑

d|n dα(d) ͱఆٛ͢Δ. ୠ͠, α ∈ Nr(R), n Λࣗવͱ͢Δ.

͜ͷͱ͖ R͕ Q-algebraͳΒ, ϝϏεͷసެࣜΛ༻͍Δͱҙͷࣗવ nʹର͠

α(n) =
1

n

∑

d|n

µ
(n
d

)
φ(α)(d)

ΛಘΔ. ୠ͠, ࣸ૾ µϝϏεؔͰ͋Δ. ࣸ૾ z : Λ(R) → Gh(R)Λ,
∑∞

i=1 z(f)(i)(−t)i = −tf ′f−1 Λ

ຬͨ͢Α͏ʹఆٛ͢Δ (f ∈ Λ(R)). R ͕ λ-ring Ͱ͋Δͱ͖, Adams operation ͷఆ͔ٛΒҙͷ r ∈ R ʹ

ର͠

z ◦ λt(r)(n) = ψn(r)

͕Γཱͭ. ࣸ૾ z,φʹڞ४ಉ૾ࣸܕͰ͋Γ, Q-algebra ͳΒશ୯ࣹͰ͋Δ.

R͕ binomial ringͰ͋Δͱ Z-torsion-free Ͱ͋ͬͯ, Adams operation ψn ͕શͯ߃ࣸ૾ͱͳΔΑ͏

ͳ λ-ringͷߏΛͭ࣋ͷͱఆٛ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ҙͷ r ∈ Rʹର͠, ڃۊ (1 + t)r =
∑∞

i=0

(r
i

)
ti ͕ఆٛ

ՄͱͳΔ. શମͷू߹ Z Q-algebra  binomial ringͰ͋Δ. ·ͨ͜ͷͱ͖, ҙͷ f ∈ Λ(R)ʹର

͠ (1.3)Λຬͨ͢ α ∈ Nr(R)͕ͨͩҰͭଘ͢ࡏΔ. ͜ͷରԠΛࣸ૾ ENr : Λ(R) → Nr(R)ͱఆٛ͢Δ. ͜Ε

શ୯ࣹͰ͋Γ, z = φ ◦ ENr ͕Γཱͭ. Ճ͑, ಉ૾ࣸܕͰ͋Δ.

2.2 Truncated operations ͱ Frobenius operations

,ʹ࣍ necklace ring ͱ ghost ringʹఆٛ͞ΕΔ Truncated operations ͱ Frobenius operationsʹ͍ͭͯ

ड़Δ.

Definition 2.1. ҙͷࣗવ r ʹର͠, r-th Truncated operation

Tr : Nr(R) → Nr(R), Tr : Gh(R) → Gh(R)

Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ.ҙͷ α ∈ Nr(R),β ∈ Gh(R), ࣗવ nʹର͠,

Tr(α)(n) :=

{
α(n) (if r | n)
0 (if r ! n)

, Tr(β)(n) := β((n, r)).

Truncated operation४ಉ૾ࣸܕͰ͋Δ΄͔, Tr ◦ Ts = T(r,s), Tr ◦ φ = φ ◦ Tr ͕Γཱͭ. ຊߘʹ͓

͚Δ༗ݶͷΛͭ necklace ringͷݩͱ
⋃∞

r=1 Im(Tr)ͷݩͱ࣮ͯ͠͞ݱΕΔ͜ͱΛಛʹҙ͍ͨ͠.

ʹ࣍ Frobenius operationʹ͍ͭͯड़Δ.

Definition 2.2. ҙͷࣗવ r ʹର͠, r-th Frobenius operation

Fr : Nr(R) → Nr(R), Fr : Gh(R) → Gh(R)

Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ.ҙͷ α ∈ Nr(R),β ∈ Gh(R), ࣗવ nʹର͠,

Fr(α)(n) :=
∑

[j,r]=nr

j

n
a(j), Fr(β)(n) := α(nr).
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necklace ring ʹ͓͚Δ Frobenius operation  N.Metropolis [Met] ʹΑͬͯ, necklace ring ͱ߹Θͤͯ

հ͞Ε͍ͯΔ. ଞํ, ghost ring ʹ͓͚Δ Frobenius operation  λ-ring ͷཧʹ͓͚Δ, ू߹ RN ʹඪ

४తʹඋΘΔ ψ-ring ͷ operator ͱಉ͡Ͱ, Adams operation ͔Β λ-ring ͷߏΛఆΊΔҝʹ༻͍ΒΕΔ.

Frobenius operationಉ༷ʹ४ಉ૾ࣸܕͰ͋Γ, Fr ◦ Fs = Frs,φ ◦ Fr = Fr ◦ φ͕Γཱͭ. ূ໌ [Var]

Λࢀর͞Ε͍ͨ.

3 ओ݁Ռͦͷ 1ɿࢦඪͱ necklace ring

GΛ༗܈ݶ, CF (G)Λ Gͷྨؔશମͱ͢Δ. §1.1Ͱड़͕ͨ, CF (G)ʹʹΑΔՃ๏ɾ๏ɾεΧ

ϥʔʹΑΓ Q-algebraͷߏΛͪ࣋, ͞Βʹ (1.1)Λຬͨ͢ Adams operation Λͭ࣋Α͏ͳ λ-ringͷߏ͕

Ұҙʹఆٛ͞ΕΔ. ͦͯ͠ χΛ Gͷදݱ V ͷࢦඪͱ͢Δͱ, ަςϯιϧੵදݱͷࢦඪ λi(χ)Ͱ͋Δ.

͜ͷষͰ͜Ε·Ͱͷ४උΛ༻͍ͯ, ຊߘͷओ݁ՌΛड़Δ. ·ͣ, ओ݁ՌͷओͱͳΔࢦඪʹ͍ͭͯఆ

ٛ͢Δ.

Definition 3.1. χ ∈ CF (G)  G ͷطࢦඪͷͰ͋Δͱ͖, Ծࢦඪ (virtual character)Ͱ͋

Δͱ͍͏. Ծࢦඪ χ͕ࢦඪͰ͋Δͱ, ҙͷ g ∈ Gʹର͠ χ(g)͕Ͱ͋Δͱ͢Δ.

ҎԼ, eΛ Gͷ exponent(શͯͷݩͷҐͷ࠷খެഒ), χΛ GͷԾࢦඪ, α = ENr(λt(χ))ͱ͢Δ.

Theorem 3.2 ([Ta]). ͷ࣍ 3݅ಉͰ͋Δ.

(1) χࢦඪͰ͋Δ.

(2) ҙͷࣗવ iʹର͠ λi(χ)ࢦඪͰ͋Δ.

(3) ҙͷࣗવ nͱ g ∈ Gʹର͠ α(n)(g)Ͱ͋Δ.

͜͜Ͱ, α(n) ∈ CF (G)ඞͣ͠ԾࢦඪͰͳ͍͜ͱʹҙ͍ͨ͠. ͞Βʹ࣍ͷ 2݅ಉͰ͋Δ.

(1) χࢦඪͰ͋Δ.

(4) α ∈ Im(Te)͕Γཱͭ.

ಛʹ χ͕ࢦඪͳΒ n ! eͳΔࣗવ nʹର͠ α(n) = 0ͱͳΔͷͰ, .Γཱ͕ͭ࣍

λt(χ) =
∏

d|e

(1− (−t)d)α(d)

͜ΕʹΑΓ, ͷࢦඪ͕ަςϯιϧੵදݱͷࢦඪΛ௨ͯ͡༗ݶͷΛͭ࣋ necklace ringͷݩͱରԠ

͞ΕΔ͜ͱ͕Θ͔ͬͨ.

ূ໌ͷུ֓, ࢦඪͷ Adams operationʹΑΔಛ͚ͮͰ͋Δ. ͭ·Γ, χ͕ࢦඪͰ͋Δ͜ͱ

ͱ ψk(χ) = ψ(k,e)(χ) ͕ҙͷࣗવ k ʹର͠Γཱͭ͜ͱ͕ಉͰ͋Δ͜ͱΛ༻͍Δ ([Ta]). (1), (2), (3)

 λ-ring ͷ Adams operation ͕ λ-homomorphism Ͱ͋Δ͜ͱͱ Z ͕ binomial ring Ͱ͋Δ࣮ࣄΛ׆༻͢

Δ. (4)ʹ͍ͭͯࢦඪͷಛ͚͔ͮΒ φ(α) = z ◦ λt(χ) ∈ Im(Te)Ͱ͋Δ͜ͱΛ༻͍Ε, Truncated

operations͕ࣸ૾ φͰอଘ͞ΕΔ͜ͱ (Tr ◦ φ = φ ◦ Tr)ΑΓࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

g ∈ Gʹؔ͢Δؔ λt(χ)(g)ʹ͍ͭͯఆٛҬΛ෦܈ H Δࣸ૾͢ݶ੍ʹ ResGH : CF (G) → CF (H)

͕ λ-homomorphismͰ͋Δ͜ͱΛ༻͍Δͱ͕࣍Γཱͭ.
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Theorem 3.3 ([Ta]). Ծࢦඪ χ ͕͋Δ g ∈ G ΑΓੜ͞ΕΔ८ճ܈ ⟨g⟩ ্ͰͰ͋Δͱ͢Δͱ, 

ҙͷࣗવ n ʹର͠ α(n)(g) ∈ Z ͕Γཱͪ, ENr(λt(χ)(g)) ∈ Im(TO(g)) ͕Γཱͭ. ୠ͠ O(g) ≥ 1 

g ∈ GͷҐͰ͋Δ. ಛʹ࣍ͷࣜΛಘΔ.

λt(χ)(g) =
∏

d|O(g)

(1− (−t)d)α(d)(g).

ূ໌ͷํ G = ⟨g⟩,ResG⟨g⟩(χ)ͱͯ͠ Theorem 3.2Λ༻͍Δ. ८ճ܈ ⟨g⟩ͷ exponent O(g)Ͱ͋Δ. .

Example 3.4. n࣍ରশू͕܈߹ X = {1, 2, . . . , n}ʹࣗવʹ࡞༻͍ͯ͠Δ߹Λ͑ߟΔ. ͜ͷஔදݱͷࢦ

ඪΛ χͱ͓͘ͱ,

λt(χ)(σ) =
∏

i

(1− (−t)|σi|)

ΛಘΔ. ୠ͠, σ = σ1 · · ·σj ͱ, .ͷੵʹղ͍ͯ͠Δͷͱ͢Δૉͳ८ճஔʹ͍ޓ ͦͯ͠ |σi|८ճஔ
ͱͯ͠ͷ͞ͱ͢Δ.

4 ओ݁Ռͦͷ 2ɿੵ܈ʹ͍ͭͯ

ඪͱࢦͷ܈ੵʹޙ࠷ necklace ringͷ๏ͷํࢉܭ๏ʹ͍ͭͯ͢ߟΔ. ·ͣ, ੵ܈ͷࢦඪʹ͓͍

ͯ, ؔͷղࣜΛड़Δ.

Proposition 4.1. G1, G2 Λ༗܈ݶ, χ1,χ2 ΛͦΕͧΕ G1, G2 ͷԾࢦඪͱ͢Δ. G1 × G2 ͷԾࢦඪ

χ1χ2 Λ χ1χ2((g1, g2)) := χ1(g1)χ2(g2)(g1 ∈ G1, g2 ∈ G2)ͱఆٛ͢Δͱ,

λt(χ1χ2)((g1, g2)) = λt(χ1)(g1) ·Λ λt(χ2)(g2) (4.1)

͕Γཱͭ.

ಛʹ χ1 ͕ G1 ͷදݱ ρ1 ͷࢦඪ, χ2 ͕ G2 ͷදݱ ρ2 ͷࢦඪͱ͢Δͱ, χ1χ2  ੵදݱ G1 × G2 ͷදݱ

ρ1 ⊗ ρ2 ͷࢦඪͰ͋Δ.

ূ໌ͷํ྆ลΛશ୯ࣹࣸ૾ φ ◦ ENr ͰҠ͠, Adams operationΛൺֱ͢Δ.

ੵ܈ͷަςϯιϧੵදݱͷࢦඪͷؔ͜ͷΑ͏ͳܗͰද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜͜Ͱ, ࣜ (4.1)ͷ྆ล

Λࣸ૾ ENr Ͱࣸ͢ͱ, .ͷࣜΛಘΔ࣍

ENr(λt(χ1χ2)((g1, g2))) = ENr(λt(χ1)(g1)) ·Nr ENr(λt(χ2)(g2)) (4.2)

͜͜Ͱ, Ծࢦඪ χ1,χ2 ͕ࢦඪͰ͋ΔͱԾఆ͠, (4.2)ͷࠨลΛ͍ͨ͠ࢉܭͱ͢Δ. ͜Ε͕ࢉܭͰ͖Ε

, ੵ܈ G1 ×G2 ͷࢦඪ χ1χ2 ʹ͍ͭͯ, ަςϯιϧੵදݱͷࢦඪͷؔΛΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

͜ͷͱ͖, (4.2) ͷӈลʹ͋Δೋͭͷؔ Theorem 3.3 ΑΓͦΕͧΕ Im(TO(g1)), Im(TO(g2)) ͷݩ

ͷੵͰ͋Δ. ͜ͷࠨลͷࢉܭ necklace ring ͷ๏ͷఆٛʹ͢ࢉܭ͍ͯͮجΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜͜Ͱ,

Truncation operationsͷ૾ʹଐ͢ΔೋͭͷݩͷੵͷϝϏεͷసެࣜͱ Frobenius operationΛ༻͍ͨผ

ͷදํه๏Λհ͢Δ.

͜ͷදํه๏ CF (G) CͷΈͳΒͣ Q-algebraͰ͋ΕͲͷΑ͏ͳՄͰ͋ͬͯΓཱͭ. ଈͪ,

RΛ Q-algebra, α,β ∈ Nr(R)ͱ͠,a, b, r Λࣗવͱ͢Δ. ͜͜Ͱ, Ta(α) ·Nr Tb(β)(r)ʹର͠දࣔΛಘΒΕ

Ε, R = C,α = ENr(λt(χ))(g1),β = ENr(λt(χ2)(g2), a = O(g1), b = O(g2)ͱ͓͚Α͍.

·ͣ, ͜ͷ͕ࢉܭ r = [a, b]ͷ߹ʹؼணग़དྷΔ͜ͱΛड़Δ.
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Lemma 4.2. Ta(α) ·Nr Tb(β) ∈ Im(T[a,b])͕Γཱͭ. ଈͪ r ! [a, b]ͳΒ Ta(α) ·Nr Tb(β)(r) = 0Ͱ͋Δ.

ূ໌ Truncated operationsͷੑ࣭͔Βಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷ͜ͱ͔Β, r | [a, b]ͷ߹ʹΛ͚Ε
Α͍͜ͱ͕Θ͔Δ.

Lemma 4.3. r | [a, b]ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, Ta(α) ·Nr Tb(β)(r) = T(a,r)(α) ·Nr T(b,r)(β)(r)͕Γཱͭ.

ূ໌ࠨลΛ Tr ͰҠͤΑ͍. ͜ͷͱ͖ಛʹ [(a, r), (b, r)] = r ͕ΓཱͭͷͰ, r = [a, b]ͷ߹ʹΛ

͚ΕΑ͍͜ͱ͕Θ͔Δ.

Remark 4.4. Lemma 4.2ͱ Lemma 4.3, ͦͷূ໌ʹ R͕ Q-algebraͰ͋Δ͜ͱΛཁ͠ͳ͍͜ͱΛ

ҙ͓ͯ͘͠. ͜ͷೋͭͲͷՄͰ͋ͬͯΓཱͭ.

͜͜Ͱ, Ta(α) ·Nr Tb(β)([a, b])ʹ͢Δ.

Proposition 4.5. R Λ Q-algebra ͱ͢Δ. α,β ∈ Nr(R) ͱ͠,a, b Λࣗવͱ͢Δ. a, b ͷૉҼղΛ

a = ps11 . . . pskk , b = pt11 . . . ptkk (si, ti ≥ 0)ͱͨ͠ͱ͖,

a1 =
∏

i;si>ti

psii , a2 =
∏

i;si=ti

psii , a3 =
∏

i;si<ti

psii ,

b1 =
∏

i;si>ti

ptii , b2 =
∏

i;si=ti

ptii , b3 =
∏

i;si<ti

ptii

ͱ͓͘. ಛʹ a = a1a2a3, b = b1b2b3 Ͱ͋Δ. ͜ͷͱ͖͕࣍Γཱͭ.

Ta(α) ·Nr Tb(β)([a, b]) =
1

a2

∑

d2|a2

µ
(a2
d2

)
Fa1d2(α)(a3)Fd2b3(β)(b1).

ಛʹ a2 = b2 = 1ͷ࣌,
Ta(α) ·Nr Tb(β)([a, b]) = Fa1(α)(a3)Fb3(β)(b1)

͕Γཱͭ.

ূ໌ͷུ֓, ลΛࠨ

φ−1 ◦ φ(Ta(α) ·Nr Tb(β))([a, b]) =
1

[a, b]

∑

d|[a,b]

µ
( [a, b]

d

)
φ ◦ Ta(α)(d)φ ◦ Tb(β)(d)

=
1

[a, b]

∑

d|[a,b]

µ
( [a, b]

d

)
φ(α)((a, d))φ(β)((b, d))

ͱม͠ܗ, ghost ringʹ͓͚Δ Truncated operation, Frobenius operationΛ༻͍ͯ͢ࢉܭΔ͜ͱͰಋ͘͜ͱ

͕Ͱ͖Δ.

Fr(α), Fr(β)ͷΛࣄલʹѲ͠, ͔ͭ a2 = b2 = 1Ͱ͋Ε, Ta(α) ·Nr Tb(β)([a, b])ʹ͍ͭͯ Frobenius

operationΛ༻͍ͨҼղ͕ͳ͞Ε͍ͯΔ͜ͱʹͳΔ.

͜ͷ݁ՌΛ (4.2)Ͱ༻͍Δʹ necklace ringͷݩ ENr(λt(χ1)(g1)), ENr(λt(χ2)(g2))Λ Frobenius oper-

ationͰҠͨ͠૾ΛΔඞཁ͕͋Δ͕, ͜Εʹ͍ͭͯ࣍ͷ໋͕Γཱͭ.

Proposition 4.6. G Λ༗܈ݶ, χ Λ G ͷԾࢦඪͱ͢Δͱ, ҙͷࣗવ k ʹର͠ ENr(λt(χ)(gk)) =

Fk ◦ ENr(λt(χ)(g))͕Γཱͭ.
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ূ໌ Frobenius operationͱࣸ૾ φͷՄ͔ੑΒࣔͤΔ. ͜ͷ໋ʹ͓͍ͯ χ͕ࢦඪͰ͋Δ͜ͱ

Λඞཁͱ͠ͳ͍.
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ϓϩδΣΫτωοτϫʔΫͷ࠷ؒ࣌ྃͱ࣮ͯ͠ݱͰ͖Δ

τϩϐΧϧଟ߲ࣜͷಛ͚ͮ

ҏ౻ ໌ (Ito Takaaki)

टେֶ౦ژ ཧڀݚֶՊ ཧใՊֶઐ߈ തظޙ࢜՝ఔ 2

֓ཁ

ϓϩδΣΫτωοτϫʔΫͷ࠷ؒ࣌ྃ,֤ؒ࣌ۀ࡞ʹ͍ͭͯͷτϩϐΧϧଟ߲ࣜͰද͞ΕΔ. ,ʹٯ

༩͑ΒΕͨτϩϐΧϧଟ߲͕ࣜϓϩδΣΫτωοτϫʔΫͷ࠷ؒ࣌ྃͱ࣮ͯ͠ݱͰ͖Δ (realizable ͱ

͍͏) ͨΊʹ, ·ͣ term extendability ͱݺΕΔ݅Λຬͨ͢͜ͱ͕ඞཁͰ͋Δ. term extendability

Λͭ࣋τϩϐΧϧଟ߲ࣜʹ୯७άϥϑΛରԠ͚Δ͜ͱ͕Ͱ͖, άϥϑͷݴ༿Λ༻͍ͯ, τϩϐΧϧଟ߲

͕ࣜ realizable Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे͕݅ड़ΒΕΔ.

1 ఆٛ

1.1 τϩϐΧϧԋࢉ

R Λ࣮શମͷू߹ͱ͢Δ. R ্ͷ 2 ͭͷԋࢉ ⊕,⊗ Λ,࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ.

a⊕ b = max{a, b}, a⊗ b = a+ b.

͜ΕΒΛτϩϐΧϧԋࢉͱݺͿ. τϩϐΧϧԋࢉ R ∪ {−∞} ʹࣗવʹ֦ு͞Ε, (R ∪ {−∞},⊕,⊗) 

Λ͢. ͷ୯Ґݩ −∞, ੵͷ୯Ґݩ 0 Ͱ͋Δ.

τϩϐΧϧԋࢉͰද͞ΕΔଟ߲ࣜΛτϩϐΧϧଟ߲ࣜͱ͍͏.

1.2 ϓϩδΣΫτωοτϫʔΫ

ϓϩδΣΫτωοτϫʔΫͱ,લؔޙΛ͔͍ͭͨͬ࣋͘ͷۀ࡞ͷू·Γͷ͜ͱͰ͋Δ. ,ͦΕΑۀ࡞֤

Γલͷۀ࡞Λͯ͢ऴ͔͑ͯΒͰͳ͍ͱ։࢝Ͱ͖ͳ͍ͷͱ͢Δ. ϓϩδΣΫτωοτϫʔΫ,αΠΫϧ

γϣʔτΧοτͨ࣋ͳ͍༗άϥϑͱͯ͠ද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜͜Ͱ,༗άϥϑ͕γϣʔτΧοτΛͨ࣋

ͳ͍ͱ, v0 → v1 → · · · → vk (k ≥ 2) ͳΔҙͷ path ʹର͠, v0 → vk ͳΔ arrow ͕ଘ͠ࡏͳ͍͜ͱͱ

͢Δ.

ҎԼ,ϓϩδΣΫτωοτϫʔΫͷۀ࡞ͷू߹Λ {1, . . . , n} ͱ͢Δ. ۀ࡞֤ i ʹඇෛ࣮ ti ͕ఆ·ͬͯ

͍Δͱ͢Δ. ti Λ time cost ͱݺͿ. શͯͷۀ࡞Λऴ͑Δ·Ͱʹ͔͔Δ࠷খͷؒ࣌Λ࠷ؒ࣌ྃͱݺͿ. ࠷

ؒ࣌ྃ, t1, . . . , tn ʹ͍ͭͯͷτϩϐΧϧଟ߲ࣜͰදͤΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.
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ਤ 1: ϓϩδΣΫτωοτϫʔΫ

Example 1.1. ਤ 1 Ͱද͞ΕΔϓϩδΣΫτωοτϫʔΫͷ࠷ؒ࣌ྃ,

f(t1, . . . , t7) = max{t1 + t2 + t4 + t6 + t7, t1 + t2 + t5 + t7, t3 + t5 + t7}
= (t1 ⊗ t2 ⊗ t4 ⊗ t6 ⊗ t7)⊕ (t1 ⊗ t2 ⊗ t5 ⊗ t7)⊕ (t3 ⊗ t5 ⊗ t7)

ͱͳΔ.

1.3 Rଟ߲ࣜ

ϓϩδΣΫτωοτϫʔΫͷ࠷ؒ࣌ྃͱ࣮ͯ͠ݱͰ͖ΔτϩϐΧϧଟ߲ࣜΛ R ଟ߲ࣜ (realizable

polynomial) ͱ͍͏. ,ͷੑ࣭࣍ ఆ͔ٛΒ͙͢ʹಋ͔ΕΔ.

Proposition 1.2. Rଟ߲ࣜ,ҎԼͷ (1)-(3) Λຬͨ͢:

(1) ֤߲ͷ 0 (i.e. ੵͷ୯Ґݩ),

(2) ֤มʹ͍ͭͯ ,ࣜ࣍1

(3) Ͳͷ߲ଞͷ߲ΛׂΓΒͳ͍.

͔͠͠,͋ΔτϩϐΧϧଟ߲͕ࣜ (1)-(3)Λຬ͍ͨͯͯ͠,ͦΕ͕Rଟ߲ࣜͰ͋ΔͱݶΒͳ͍. (1)-(3)Λ

ຬͨ͢τϩϐΧϧଟ߲ࣜΛ, P ଟ߲ࣜ (prerealizable polynomial)ͱݺͿ.ྫ͑,(t1⊗t2)⊕(t2⊗t3)⊕(t3⊗t1)

 P ଟ߲ࣜͰ͋Δ͕ Rଟ߲ࣜͰͳ͍͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔ.

2 ݁Ռ

͜ͷઆͰɺ௨ৗͷԋهࢉ߸ͰτϩϐΧϧԋࢉΛද͢.

ຊڀݚͰ, ༩͑ΒΕͨ P ଟ߲͕ࣜ Rଟ߲ࣜͱͳΔͨΊͷ݅ʹ͍ͭͯௐ, ·ͣҎԼͷඞཁ݅Λಘͨ.

Proposition 2.1. Rଟ߲ࣜ f(t) = f(t1, . . . , tn), term extendability ͱݺΕΔҎԼͷੑ࣭Λͭ࣋:

{1, . . . , n} ͷҙͷ෦ू߹ I = {i1, . . . , i|I|} ʹର͠ɺʮͲͷ ik, il ∈ I ʹ͍ͭͯ, ͋Δ f(t) ͷ߲͕ଘ͠ࡏ

ͯ tiktil ͰׂΓΕΔͳΒ, ti1 · · · tt|I| ͰׂΓΕΔ f(t) ͷ߲͕ଘ͢ࡏΔ.ʯ͕Γཱͭ.

ͦ͜Ͱ, term extendability Λͭ࣋τϩϐΧϧଟ߲ࣜʹͯͬߜ Rଟ߲ࣜͷಛ͚ͮΛௐ,ҎԼͷఆཧΛূ

໌ͨ͠.

Theorem 2.2. t1, . . . , tn Λมͱ͢Δ P ଟ߲ࣜͰ,term extendability Λͭ࣋ͷશମͷू߹ͱ, {1, . . . , n}
Λू߹ͱ͢Δແ୯७άϥϑશମͷू߹ͱͷؒʹ,શ୯ࣹ͕ଘ͢ࡏΔ.

ɹ̎ͭͷ୯७άϥϑ͕ಉܕͰ͋Δ͜ͱͱ,ରԠ͢Δ̎ͭͷτϩϐΧϧଟ߲͕ࣜมͷೖΕସ͑Λআ͍ͯҰக͢
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Δ͜ͱಉͰ͋Δ.

ରԠͷํҎԼͷ௨ΓͰ͋Δ:

P ଟ߲ࣜ→ ୯७άϥϑ : P ଟ߲ࣜ f(t1, . . . , tn) ʹର͠, ू߹Λ {1, . . . , n} ͱ͠,͋Δ߲͕ titj Ͱׂ

ΓΕΔͱ͖ i ͱ j ΛลͰ݁ΜͩάϥϑΛରԠͤ͞Δ.

୯७άϥϑ→ P ଟ߲ࣜ : {1, . . . , n} Λू߹ͱ͢Δ୯७άϥϑʹର͠, P ଟ߲ࣜ

∑

I:ۃେΫϦʔΫ

tI

(
ͨͩ͠, tI =

∏

i∈I

ti

)

ɹΛରԠͤ͞Δ.

͜͜Ͱ, ҰൠʹແάϥϑͷΫϦʔΫͱ, ͍͔ͭ͘ͷ͔ΒͳΔू߹Ͱ͋ͬͯɺͲͷ 2ؒʹล͕

ଘ͢ࡏΔͷͷ͜ͱͰ͋Δɻ

Theorem 2.3. term extendability Λͭ࣋ d ࣌ྃ࠷τϩϐΧϧଟ߲͕ࣜϓϩδΣΫτωοτϫʔΫͷ࣍

ؒͱͯ͠ಘΒΕΔͨΊͷඞཁे݅,ରԠ͢Δ୯७άϥϑʹ͋Δ࠼৭͕ଘ࣍,ͯ͠ࡏͷ݅Λຬͨ͢

͜ͱͰ͋Δ:

(0) ྡ͢Δ 2ɺ৭͕ҟͳΔ,

(1) Δ৭͢༺ c1, . . . , cd ͷ d ৭Ͱ, c1 < . . . < cd ͳΔॱংΛͭ࣋,

(2) 3 v1, v2, v3 ͷ৭͕ ci, cj , ck ͷͱ͖, v1 ͱ v2 , v2 ͱ v3 ͕ྡ͠, ci < cj < ck ͳΒ, v1 ͱ v3 

ྡ͢Δ.

Example 2.4. τϩϐΧϧଟ߲ࣜ f(t) = t1t2t3 + t2t3t4 + t4t5t6 + t5t7  term extendability Λͭ࣋. f(t)

ʹରԠ͢Δ୯७άϥϑਤ 2ͷΑ͏ʹͳΔ. ͜Εʹର͠ਤ 3ͷΑ͏ͳ࠼৭Λ༩͑Δͱ, ఆཧ 2.3ͷ݅Λຬͨ

͠, f(t)  Rଟ߲ࣜͰ͋Δ͜ͱ͕͔Δ. ,ࡍ࣮ f(t) ਤ 4Ͱද͞ΕΔϓϩδΣΫτωοτϫʔΫͷ࠷ྃ

.Ͱ͖Δݱͱ࣮ͯؒ࣌͠

ਤ 2

! ! !

ਤ 3
ਤ 4
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৽͍֨͠ࢠෆมྔ

ଠ྄ࡔૣ (Ryota Hayasaka) ∗

େֶܗࢁ

֓ ཁ

ਖ਼ํ֨ࢠZ2ʹ͓͍ͯɺҙͷਖ਼nʹରͯ͠ஸnݸͷ֨ࢠΛ௨ΔΑ
͏ͳԁ͕ଘ͢ࡏΔ (cf. [1])ɻࠓճɺn=3,4,5,...,10ʹରͯ͠ஸ nݸͷ֨ࢠΛ
௨Δԁͷ࠷খܘΛٻΊΔϓϩάϥϜΛ࡞ͨ͠ɻ͞ Βʹ֯֨ࢠʹ͓͍ͯ
ಉ༷ͳߟΛͨͬߦɻൃදͰɺͦΕͧΕͷ͕֨ͭ࣋͜ࢠͷෆมྔ খԁͷ࠷)
ܘͷ 2)ͷͦΕΒ͔ΒಘΒΕͨఆཧɺޙࠓͷ՝ͳͲʹ͍ͭͯհ͢
Δ༧ఆͰ͋Δɻ

1 ಋೖ
ҎԼͰɺΛ ⊂ R2Λ̎ࢠ֨ݩ࣍ͱ͢Δɻ

ఆٛ 1.1 ਖ਼ nʹର͠ɺΛ্Ͱஸ nݸͷ֨ࢠΛ௨ΔΑ͏ͳԁ͕ଘ͢ࡏΔͱ
͖ɺΛΛ universally concyclicͱ͍͏ɻ

ఆٛ 1.2 ਖ਼ nʹର͠ɺuc(Λ, n)Λ Λ্Ͱ nݸͷ֨ࢠΛ௨ΔΑ͏ͳԁͷதͰ
࠷͕ܘখͰ͋Δԁͷܘͷ̎ͷͱ͢Δɻ

ఆཧ 1.1 (cf. [1]) ૉ p͕ p ≡ 1 (mod 4), pk ≡ 1 (mod 8)Λຬͨ͢ͱ͖ɺԁ
(4x− 1)2 + (4y)2 = pkͷप্ʹஸ k + Δɻ͢ࡏ͕ଘࢠͷ֨ݸ1

ܥ 1.1 (cf. [1]) ҙͷਖ਼ nʹରͯ͠ɺஸ nݸͷ֨ࢠΛ௨Δฏ໘্ͷԁ͕
ଘ͢ࡏΔɻͭ·Γ Z2 universally concyclicͰ͋Δɻ

 1.1 (cf. [1]) n = 3, 4, 5, ..., 10ʹରͯ͠ɺͪΐ͏Ͳ nݸͷ֨ࢠΛ௨Δԁͷ࠷
খܘͷ̎ΛܾఆͤΑɻ

ճɺࠓ 1.1Λड͚ͯਖ਼ nʹରͯ͠ɺnݸͷ֨ࢠΛ௨ΔΑ͏ͳԁͷ࠷খ
ܘͷ̎Λܾఆ͢ΔͨΊͷϓϩάϥϜΛ࡞ͨ͠ɻ

∗email: e128021@st.yamagata-u.ac.jp
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2 ओ݁Ռ
ҎԼͷද͕ͦΕΒͷΛࣔͨ͠ͷͰ͋Δɻ

uc(Λ, 3) uc(Λ, 4) uc(Λ, 5) uc(Λ, 6) uc(Λ, 7) uc(Λ, 8)

Z2 52/2 ∗ 32 1/2 54/2 ∗ 32 52/22 54 ∗ 13 ∗ 17/2 ∗ 112 5/2

uc(Λ, 9) uc(Λ, 10) ɾɾɾ uc(Λ, 16) ɾɾɾ uc(Λ, 32) ɾɾɾ
52 ∗ 132/2 ∗ 32 54/22 ɾɾɾ 5 ∗ 13/2 ɾɾɾ 5 ∗ 13 ∗ 17/2 ɾɾɾ

༧ 2.1 ℓΛඇෛͷͱ͢Δɻ͜ͷ࣌ɺZ2্Ͱ 2ℓ+2ݸͷ֨ࢠΛ௨ΔΑ͏ͳԁ
ͷҰൠԽ͕ଘ͢ࡏΔͷͰͳ͍͔ɻ

ఆཧ 2.1 ૉ p ≡ 1 (mod 4)ʹର͠ɺp = a2 + b2Λຬͨ͢Α͏ͳ a, b͕ଘࡏɻ

ఆཧ 2.1ɺϑΣϧϚʔͷ 2ฏํఆཧͱݺΕΔʹ͓͚Δ༗໊ͳఆཧͰ
͋Δɻ
͜͜ͰɺpiΛ4Λ๏ͱͯ͠1ͱ߹ಉͰ͋Δ i൪ʹখ͍͞ૉͱ͢Δʢͨͩ͠ɺp0 :=

1ʣ.

ิ 2.1 ωω = 2
∏ℓ

k=0 pkΛຬͨ͢Α͏ͳ ω ∈ Z[i]ͷݸ 2ℓ+2ݸଘ͢ࡏΔɻ

ূ໌ ఆཧ 2.1ϑΣϧϚʔͷ 2ฏํఆཧΑΓɺҙͷ pj ʹରͯ͠ pj = a2j + b2j Λ
ຬͨ͢Α͏ͳ aj,bj ∈ Z͕ଘ͢ࡏΔɻΑͬͯɺ

pj = (aj + ibj)(aj − ibj).

͜͜Ͱɺaj + ibjͱ aj − ibj  Z[i]্ͰطݩͰ͋Δ͜ͱʹҙɻ2 = 12 + 12Α
Γ 2 = (1 + i)(1− i). ैͬͯɺ

ωω = 2
ℓ∏

k=0

pk = (1 + i)(1− i)
ℓ∏

k=0

(ak + ibk)(ak − ibk).

ʹ࣍ ωͷ͜ىΓ͏Δ߹ͷΛ͑ߟΔɻωҎԼͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɿ

ω = u(1 + i)ϵ0(1− i)1−ϵ0(a1 + ib1)
ϵ1(a1 − ib1)

1−ϵ1 ...(aℓ + ibℓ)
ϵℓ(aℓ − ibℓ)

1−ϵℓ .

(u = ±1,±i, ϵn = 0, 1 (n = 0, 1, ..., ℓ) )

(1 + i)ͱ (1 − i)࣮෦ͱڏ෦ͷઈରͷ͕ಉ͡ͳͷͰɺωͷ͜ىΓ͏Δ߹ͷ
ʹ (1 + i)ͱ (1− i)ґଘ͍ͯ͠ͳ͍͜ͱʹҙɻैͬͯɺωͷ͜ىΓ͏Δ߹
ͷ Z2্Ͱ 4∗2ℓ+1

2 = 2ℓ+2ݸଘ͢ࡏΔɻ

118



!

ఆཧ 2.2 ԁ (2x − 1)2 + (2y − 1)2 = 2
∏ℓ

k=0 pk ͷप্ʹɺஸ 2ℓ+2ͷ֨ࢠ͕
͋Δɻ

ূ໌ ิ 2.1ΑΓɺX2 + Y 2 = 2
∏ℓ

k=0 pkΛຬͨ͢ (X, Y ) ∈ Z2 2ℓ+2ݸଘ͢ࡏ
Δ͜ͱ͕͔Δɻ
X2, Y 2 ≡ 0, 1 (mod 4) ͔ͭ 2

∏ℓ
k=0 pk ≡ 2 (mod 4) Ͱ͋ΔͷͰɺX2 + Y 2 =∏ℓ

k=0 pk ͳΒɺX2 ≡ 1͔ͭ Y 2 ≡ 1 (mod 4)Ͱ͋Δɻ ͞Βʹ͜ΕɺX ≡ 1

͔ͭ Y ≡ 1 (mod 2)Ͱ͋Δ͜ͱΛҙຯ͍ͯ͠Δɻैͬͯ, (2x− 1)2 + (2y − 1)2 =

2
∏l

k=0 pkΛຬͨ͢ (x, y) ∈ Z2ͷɺ

ɾX2 + Y 2 = 2
l∏

k=0

pk,

ɾ2x− 1 ≡ −1 ≡ 1(≡ X) (mod 2),

ɾ2y − 1 ≡ −1 ≡ 1(≡ Y ) (mod 2)

Λຬͨ͢ (X, Y ) ∈ Z2ͷͱ͍͠ɻैͬͯɺ(2x− 1)2 + (2y − 1)2 = 2
∏ℓ

k=0 pkΛ
ຬͨ֨͢ࢠ (x, y) ∈ Z2ͷஸ 2ℓ+2ݸଘ͢ࡏΔɻ

!

ܥ 2.1 ℓΛඇෛͷͱ͢Δɻ͜ͷ࣌ɺZ2্Ͱஸ 2ℓ+2ݸͷ֨ࢠΛ௨ΔΑ͏ͳ
ԁɺ(x− 1

2)
2 + (y − 1

2) =
1
2

∏ℓ
k=0 pkͱͯ͠ද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

ଞʹɺ֯֨ࢠA2ʹର͠ಉ༷ͳߟΛͨͬߦɻ

ఆٛ 2.1 (1, 0), (12 ,
√
3
2 ) ∈ R2Ͱੜ͞ΕΔ֨ࢠ ΛΛ֯֨ࢠͱݺͿɻA2ͱͯ͠ද

͢ɻ

໋ 2.1 (cf. [2]) ֯֨ࢠA2 universally concyclicͰ͋Δɻ

֯֨ࢠ A2ʹରͯ͠ɺ 1.1ͱಉ༷ͳΛͨ͑ߟɻҎԼͷද͕ͦΕΒͷ
Λࣔͨ͠ͷͰ͋Δɻ

uc(Λ, 3) uc(Λ, 4) uc(Λ, 5) uc(Λ, 6) uc(Λ, 7)

A2 1/3 7/22 72 ∗ 132/112 1 72 ∗ 13 ∗ 19 ∗ 43/3 ∗ 112

uc(Λ, 8) uc(Λ, 9) uc(Λ, 10) ɾɾɾ uc(Λ, 12) ɾɾɾ uc(Λ, 24) ɾɾɾ
7 ∗ 13/22 72/3 74/22 ɾɾɾ 7 ɾɾɾ 7 ∗ 13 ɾɾɾ
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༧ 2.2 mΛඇෛͷͱ͢Δɻ͜ͷ࣌ɺA2্Ͱ 6 ∗ 2mݸͷ֨ࢠΛ௨ΔΑ͏ͳ
ԁͷҰൠԽ͕ଘ͢ࡏΔͷͰͳ͍͔ɻ

qjΛ 3Λ๏ͱͯ͠ 1ͱ߹ಉͰ͋Δ j൪ʹখ͍͞ૉͱ͢Δʢq0 := 1ʣɻ

ิ 2.2 ττ =
∏m

k=0 qkΛຬͨ͢Α͏ͳ τ ∈ Z[ζ]ͷݸɺ6 ∗ 2mݸଘ͢ࡏΔ (ζ =
1+

√
−3

2 )ɻ

ఆཧ 2.3 A2্Ͱԁ x2 + y2 =
∏m

k=0 qkͷप্ʹஸ 6 ∗ 2mͷ֨ࢠ͕͋Δɻ

3 ՝
՝ 1 (cf. [3], [4]) ͋Δ 2ͭͷ֨ࢠΛ1ͱΛ2͕ಉܕͰ͋ΔͳΒɺҙͷ nʹର͠
ͯuc(Λ1, n)ͱuc(Λ2, n)ͷશͯ͘͠ͳΔɻΑͬͯɺuc(Λ, n)֨ࢠΛͷෆมྔ
ͱΈͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖ΔͷͰɺͦͷෆมྔΛ༻͍ͯ֨ࢠΛ۠ผͰ͖Δ͜ͱ͕͔Δɻ
͞Βʹ ʹฏ໘ʹ͓͍ͯɺZ2A2ͷଞݩ࣍2 universal concyclicͳ ଘ͕ࢠ֨ݩ࣍2
Δ͜ͱͰ͢ࢉܭͷ̎ʣΛܘখԁͷ࠷ͷෆมྔʢࢠΔɻैͬͯɺͦΕΒͷ֨͢ࡏ
֤ʑ͕ඇಉܕͰ͋Δ͜ͱΛ͍͖͍ࣔͯͨ͠ɻ

՝ 2 (cf. [1]) ݩ࣍3 R3ͷٿ໘্Ͱҙͷਖ਼ nʹର͠ɺnݸͷ֨ࢠΛ௨Δ
ٿΔɻྫ͑ɺ͢ࡏଘ͕ٿ (4x− 1)2 + (4y)2 + (4z −

√
2)2 = 17k + 2ɺஸ k + 1

Λ௨Δɻͭ·Γɺ͜ͷ໋ʹରͯ͠ࢠͷ֨ݸ z = 0ͱ͓͘ͱɺํఔࣜ (4x −
1)2 + (4y)2 = 17k ͱͳΔɻ͜Εɺఆཧ ண͍ͯ͠Δ͜ͱΛҙຯ͠ɺZ3ؼʹ1.1 
universally consyclicͰ͋Δ͜ͱΛ͍ࣔࠦͯ͠Δͷͱಉ࣌ʹɺҙͷਖ਼ nʹର
ͯ͠uc(Z3, n)ͷ্քΛܾఆ͍ͯ͠ΔɻΑͬͯɺ2ݩ࣍ฏ໘ͱಉ༷ͳ࠷খΛ͑ߟ
Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻޙࠓͷ՝ɺ3ۭؒݩ࣍Z3ʹ͓͚ΔϓϩάϥϜΛ࡞͠ɺ͋ Δ
ɺఆཧͱͯ͠ಋ͘͜ͱͰ͋Δɻ༧ͱͯ͠ɺZ2ͱಉ༷ʹnͷ͕͚ͭݟଇΛن 2

ႈͷͱ͖ɺ͋Δنଇੑ͕͔ͭݟΔͷͰͳ͍͔ͱ͍ͯ͑ߟΔɻ

՝ 3 (cf. [5]) ɺmΛҙͷඇෛͷͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ɺϊϧϜ͍͓ͯʹݩ࣍4
͕mͰ͋Δ֨ࢠϕΫτϧͷ͕શͯಉ͡ʹͳΔ 2ͭͷ֨ࢠ L1ͱ L2͕͢Δ͕ɺ͜
ͷ 2ͭͷ֨ࢠL1ͱL2ඇಉͩܕͱ͍͏͜ͱ͕͔͍ͬͯΔɻ͜ͷ͜ͱΛ uc(L1, n)

ͱ uc(L2, n)Λ͢ࢉܭΔ͜ͱͰඇಉܕͰ͋Δ͜ͱΛ͍ࣔͨ͠ɻ
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On the Mazur-Tate refined conjecture of BSD type
お お た
太田

かず と
和惟 (Kazuto Ota)∗

慶應義塾大学

概 要
本稿は, 第 12回数学総合若手研究集会 (2016年 2月 29日～3月 3日, 北海道
大学)における著者の講演のテクニカルレポートである. 楕円曲線の基本事項
と弱BSD予想の主張を簡単に復習した後で, BSD予想の群環版と見なせる,
Mazur-Tateが定式化したBSD型精密化予想を紹介する. 主結果は, この予
想の階数に関する部分を比較的弱い仮定のもとで証明したというものである.

1. BSD予想
1.1. 楕円曲線 (参考文献 [7])
体K上の楕円曲線Eとは, 方程式

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (ai ∈ K) (1.1)

に無限遠点∞を付け加えて定義される射影的な非特異代数曲線である. 特徴的なのは,
これが群構造をもつ曲線だということである. つまり, K-有理点全体の集合

E(K) := {(x, y) ∈ K2; y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6} ∪ {∞}

がアーベル群の構造をもつ（無限遠点∞が単位元となる）. 例えばKが複素数体Cの
場合, E(C)にはコンパクトリーマン面の構造が入り, 複素トーラスC/Λ (Λ ⊆ Cは格
子)に群構造込みで同型となることが知られている.
さて, 整数論的に興味深いのは, Kが有理数体Q, あるいはその有限次拡大体の場合

である. このとき, 次の定理が知られている:

定理 1.1 (cf. [7]). KがQの有限次拡大体のとき, E(K)は有限生成アーベル群, つまり,

E(K) ∼= Z⊕r(E) ⊕ E(K)tors.

ここで, r(E) = rank(E(K)) ≥ 0は整数, E(K)torsはE(K)のトーション元全体がなす
有限アーベル群である.

以下では, K = Q上の楕円曲線 Eを固定する. このとき, 上の定理より, E(Q) ∼=
Z⊕r(E)⊕E(Q)torsと書ける. 有限アーベル群E(Q)torsの方はMazurによって完全に分類
されている (cf. [7, VIII, Theorem 7.5]). 一方,階数r(E)の方はまだまだわからないこと
が多く, 例えば, Q上の楕円曲線を動かしたとき, r(E)がどれくらい大きくなるかもわ
かっていない. この代数的な量である r(E)が驚くべきことに, 解析的なL関数L(E, s)

の振る舞いと結びつくと予想しているのが次に述べる (弱)BSD予想である.

∗ e-mail: kazutoota@math.keio.ac.jp
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1.2. BSD 予想
まず, L関数の定義に必要なHasse不変量 aℓ(E) ∈ Zについて復習する. EがQ上の楕
円曲線であるということから, 適当な変数変換により方程式 (1.1) の係数が ai ∈ Zと
なるようにできる. そのような方程式で, discriminant ∆ ∈ Z (の絶対値)が最小のも
のを固定する (cf. [7, VIII.8]). (以下, Q上の楕円曲線を考えるときは常にこのようなZ
係数の方程式を固定することとする.) このとき, 方程式 (1.1)を素数 ℓに対し modulo ℓ

することによりFℓ上の代数曲線を得る. さらに ℓ ! ∆のとき, この代数曲線は非特異と
なり Fℓ上の楕円曲線 E ⊗ Fℓを定める. これのFℓ-有理点全体の集合をE(Fℓ)とも書く.
ℓ ! ∆のときのaℓ(E) ∈ Zを aℓ(E) = ℓ+ 1−#E(Fℓ)で定義する. Eの Hasse-Weil L関
数L(E, s)は次の形の無限積で定義される:

L(E, s) =
∏

ℓ:素数

(
1− aℓ(E)ℓ−s + ϵ(ℓ)ℓ1−2s

)−1
=:

∑

n≥1

an
ns

. (1.2)

ここで, ℓ ! ∆なら, ϵ(ℓ) = 1である (ℓ|∆については [7, Appendix C.16]参照). Hasse
の定理 |aℓ(E)| ≤ 2

√
ℓより, (1.2)は Re(s) > 3/2なる s ∈ Cに対し収束することがわ

かる. さらに, Wiles, Taylor-Wiles らによって解決された志村谷山予想により, L(E, s)

はC全体に解析接続される. 特に, s = 1での零点の位数 ords=1(L(E, s))が定義される.
弱BSD予想とは次の予想である:

予想 1.2 (Birch, Swinnerton-Dyer). 等式

r(E) = ords=1(L(E, s))

が成り立つ.

さらに, s = 1でのTaylor展開の主要項 lims→1

(
L(E, s)/(s− 1)r(E)

)
を#E(Q)torsや

Tate-Shafarevich群X(E/Q)の位数といった数論的不変量で記述する公式 (full BSD予
想)も予想されているがここでは詳しく述べない (cf. [7, Appendix C.16]).

2. BSD型精密化予想
Mazur-Tate [4] によって定式化された BSD 型精密化予想は, Q上の楕円曲線Eに対す
るL(E, s)を Mazur-Tate 元という群環の元で置き換え, Eの数論的不変量と結びつけ
る予想である.

2.1. Mazur-Tate 元 (cf. [4])
非負整数Sに対し, GS = (Z/SZ)×とおく. このとき, Mazur-Tate元 (θS)S ∈

∏
S Q[GS]

は次を満たす (記号の説明はすぐ下):

1. 導手Sの Dirichlet 指標 χ : GS → C×に対し, χをQ線形にQ[GS]→ Cに延長す
ると,

χ(θS) = τS(χ)
L(E,χ−1, 1)

Ω± ,

2. 素数 ℓに対し, πSℓ/S : Q[GSℓ] → Q[GS]を自然な射影とすると, πSℓ/S(θSℓ)と θSの
間には明示的な関係式がある.

3. ある正の整数 Mが存在して, 任意の非負整数Sに対し MθS ∈ Z[GS].
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ここで, ζS := exp(2πi/S)で, Dirichlet 指標 χ : GS → C×に対し,

• τS(χ) :=
∑

a∈GS
χ(a)ζaS,

• L(E,χ, s) :=
∏

ℓ!S:素数 (1− aℓ(E)χ(ℓ)ℓ−s + ϵ(ℓ)χ(ℓ)2ℓ1−2s)−1 =
∑

(n,S)=1
anχ(n)

ns .

また, Ω+,Ω− (定義は [4, Chapter 1]参照のこと) は周期と呼ばれる複素数で次を満た
す: 任意のDirichlet 指標χに対し,

L(E,χ, 1)

Ω± ∈ Q(Im(χ)). ここで, 符号±はχ(−1)の
符号と同じものをとる.

注意 2.1. Mazur-Tate 元は p進 L関数の精密化である. p進 L関数は, 導手が pべき
のDirichlet 指標 χによる捻りの特殊値 L(E,χ−1, 1)/Ω±を全て “補間”するような p進

解析的関数として定義されるが (例えば, p ! ap(E)なら

⎛

⎝ lim←−
πpn/pn−1

Zp[Gpn ]

⎞

⎠ ⊗ Qp
∼=

Zp[[T ]]
⊕p−1 ⊗Qpの元になる), 構成の一つは {θpn}nを適当にmodifyして（逆）極限を

とるというものである. p進L関数を巡る大きな予想は, BSD予想の素朴な類似である
p進BSD予想と, p進L関数と ∪n≥1E (Q(ζpn))をガロワ作用込みで結びつける岩澤主
予想がある. [4]では, これらの予想の部分的な精密化として, (θpnだけでなく)一般の
θSに対して予想が定式化された. 本稿で扱うのは, このうち p進BSD予想の精密化に
当たる BSD型精密化予想である. 次の小節では, 本講演における主定理に関係深い, 弱
BSD予想の類似に関して説明する.

2.2. BSD型精密化予想の（階数に関する部分の）主張
Sを非負整数とし, Qの部分環Rを θS ∈ R[GS]となるようにとる. ISをR[GS]の aug-
mentation イデアルとする. つまり IS = ker

(
R[GS]→ R;

∑
σ∈GS

aσσ .→
∑

σ∈GS
aσ
)
.

このとき, Mazur-Tate [4]は θS の自明指標での零点の位数が r(E)以上であると予想
した:

予想 2.2 (Mazur-Tate [4]). θS ∈ Ir(E)
S .

注意 2.3. 予想 1.2とは異なり, 零点の位数が r(E)より大きくなることがある, つまり
θS ∈ Ir(E)+1

S が起こりうる. 例えば, #GS ∈ R×なら, IS = I2S = · · · .

3. 主結果
EをQ上の楕円曲線とし, CMをもたないとする (i.e. End(E) = Z, cf. [7]). 以下の3つ
の条件全てを満たす素数pを許容素数と呼ぶ:

1. p ! 6(ap(E)− 1)∆
∏

ℓ|∆ cℓ (cℓについては [7, Appendix C.16]参照),

2. Tate 加群 Tp(E) := lim←−n
E[pn]からくるガロワ表現 Gal(Q/Q) → AutZp(Tp(E))

が全射 (QはQの代数閉包),

3. p ≥ r(E).

注意 3.1. Serreの結果を用いると, 許容素数の密度が1であることがわかる.

以下, 部分環R ⊆ Qを, 非許容素数がRで全て可逆になるようにとる. 主結果は次で
ある:
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定理 3.2 ([5]). Sを次の (∗)を満たす素数 ℓ ! ∆の square-freeな積とする.

(∗) 任意の許容素数pに対し, E(Fℓ)[p] ∼= {0},Z/pZ.

このとき,
θS ∈ Ir(E)

S .

注意 3.3. 1. (∗)を満たす ℓの密度は 0.997以上であることが Chebotarev 密度定理
を用いることでわかる.

2. 抽象的に部分環Rを取ったが, E(Q)tors ̸= {0}のときには, 非許容素数の個数は
有限となり, (数値的に)明示的に Rをとることができる (cf. [5, Corollary 1.4]).

3. 定理 3.2以前に予想 2.2について既に知られていた結果を簡単に述べる. 簡単の
ため, pを許容素数とする. θpn ∈ Ir(E)

pn ⊗ Zpが, p ! ap(E)のときは Kato[1]の
結果から, p|ap(E)の場合は, Kato[1], Kobayashi[2], Pollack[6]の結果から導ける.
Kurihara[3]は p ! ap(E)のとき, “µ = 0予想”を仮定したうえで, (S,∆) = 1なる
Sに対し, θS ∈ Ir(E)

S ⊗ Zpを (含む定理を)証明している. Tan[8]は full BSD予想
を仮定したうえで, 特別なSに対し, θS ∈ Ir(E)

S を示している.

予想 2.2は弱BSD予想（予想 1.2）の類似だったが, full BSD予想の類似も定式化さ
れている. これに関して得られた結果を紹介する.

Mazur-Tate [4]は, Mazur-Tate元の主要項 θ̃Sを θSの Ir(E)
S /Ir(E)+1

S への像として定
義し, これを, full BSD予想のように X(E/Q)や高さ関数, JSで記述する予想を定式
化した. ここで, JSは次で定義される有限群である:

JS = coker
(
E(Q)→

(
⊕ℓ|SE(Fℓ)

)
⊕

(
⊕ℓ|∆E(Qℓ)/E0(Qℓ)

))
.

定理 3.4 ([5]). pを許容素数とし, Sを ℓ ≡ 1 mod pかつ (∗)を満たす ℓの square-free な
積とする. もし, θ̃S ̸≡ 0 mod p(Ir(E)

S /Ir(E)+1
S )なら,

X(E/Q)[p] = JS[p] = 0.
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ࡀࡓ ࡁࡘḟᩘࢆ⌧⾲ᚤศࡢ㛫✵ࣝࢺࢡ࣋ᴫᆒ㉁≉ ௦ᩘᇙࡵ㎸ࡁࡔࢇ ࡢ─ࡅཷ ௦ᩘ

࠺ࢁࡔࡢࡿࢀࡽぢࡀᛶ㉁࡞࠺ࡼࡢࡣ ࡾ࠶࡛⌮ᐃࡢḟࡀ⟆ࡿࡍᑐ࠸ၥࡢࡇ ᮏ✏ࡘ୍࠺ࡶࡢ

ࡿ࠶⤖ᯝ࡛ࡢ

⩌⡆⣙ྍ⬟௦ᩘ࡞⤖㐃ࢆ ࢆ ࡿࡍ⌧⾲ྍ⣙ࡢ ࢆ ࡢ

௦ᩘ ࢆ ࡿࡍ⌧⾲ᚤศࡢ ࡁࡢࡇ ࡢࡵࡓࡿ࠶㛫࡛✵ࣝࢺࢡ࣋ᴫᆒ㉁ࡀ

ᚲせ༑ศ᮲௳ࡣ ḟࡀᡂ❧࡞࠺ࡼࡿࡍ 㠀㏥ᑐ⛠ኚ୍ḟᙧᘧࡢୖ ࡛ࡇࡿࡍᏑᅾࡀ

㸸ࡿ࠶

ᅄࡘ⤌ ࡾ࠶ᶆ‽ⓗ࡛ࡣ ࡿࡍᑐᛂࢀࡇ ௦ᩘ

ࡣ ࡞࠺ࡼࡿࡍ༢ᑕࢆ ࡘᣢࢆ

ࡕࢃ࡞ࡍ ⡆⣙ྍ⬟௦ᩘ⩌ࡢ⌧⾲ࡢᴫᆒ㉁ᛶࡣḟᩘࡁࡘ ௦ᩘࡢ௦ᩘⓗᛶ㉁࡛⾲ࡁ࡛ࡀࡇࡍ

ࡿ ࡚ࡋࡑ ࡤࢀࡍ⏝ᛂࢆࢀࡇ ࢆᴫᆒ㉁ᛶࡢ⤌ࡘ୕ࡢᙧࡢ ゝࡢ

ⴥ࡛グ㏙࡛ࡿࡁ

ࡢ ḟඖิࣝࢺࢡ࣋✵㛫 ࢆ⌧⾲࡞↛⮬ࡢ ࡍ⾲࡛ グྕࡢ

ୗࡢ ⤌ࡘ୕ ࡣ௳ᚲせ༑ศ᮲ࡢࡵࡓࡿ࠶㛫࡛✵ࣝࢺࢡ࣋ᴫᆒ㉁ࡀ ḟ࡛

ᐃ⩏ࣝࢺࢡ࣋ࡿࢀࡉ✵㛫

ࡀ ࡞࠺ࡼࡿ࡞ ࡿ࠶࡛ࡇࡿࡍᏑᅾࡀ ࡋࡔࡓ ⤌ࡘᅄࡣ

ࡢ ീࡍ⾲ࢆ

ࡿ࠶ドู࡛᫂ࠖࡢኚࡋ㏉ࠕࡿࡆᣲḟࡀ⏝ᛂࡢ᥋┤ࡢ㢟⿵ࡢࡇ

㏉ࡋኚ ࡿࡍ ୗࡢグྕࡢ

ࡣ௳ᚲせ༑ศ᮲ࡢࡇࡿ࠶㛫࡛✵ࣝࢺࢡ࣋ᴫᆒ㉁ࡀ

ࡿ࠶࡛ࡇࡿ࡞㛫✵ࣝࢺࢡ࣋ᴫᆒ㉁ࡀ

131



ド᫂ࡣ ࡀࡿࢀࡽᚓࡽ ࡿࡵࡿ㏙ࢆ␎ᴫࡣ࡛ࡇࡇ ࡎࡲ

ࡋ௬ᐃࡿ࠶ᴫᆒ㉁࡛ࡀ ࡚ࡗࢆ ࡞࠺ࡼࡿ࠶࡛ ࢆ

ࡿ ࡚ࡋࡑ 㛫✵ࣝࢺࢡ࣋㒊ศࡢ ࡿࡍ┤ ࡢ ḟඖ

㒊ศࣝࢺࢡ࣋✵㛫ࡾࢆ ᇶᗏࡢࡑࡽࡉ ࡤࢀࢆ ࡿ࡞

࠸࡞ࡁ࡛⏝㐺ࡋሙྜࡿ࠶࡛⬟⡆⣙ྍࡀ⩌ࡿࡍ⏝సࡽࡀ࡞ṧᛕࡣド᫂ࡢࡇ ㏉ࡋኚ

ࡣ ࡀࡿࡍ❧ᡂሙྜࡢ⩌ᙧ௦ᩘ⥺ࡢ⯡୍ࡀ ࡣ࡚࠸ࡘド᫂ࡸヲ⣽ࡢࡑ

࠸ࡓࢀࡉ↷ཧࢆ ≉ ࣋ᴫᆒ㉁࡞࠺ࡼࡿ࠶᪤⣙࡛ࡀ⌧⾲࡚࠸⏝ࢆኚࡋ㏉ࡣ࡛

ࡿ࠸࡚ࢀࡽ࠼ࡀศ㢮ࡢ㛫✵ࣝࢺࢡ

ᚋࡢㄢ㢟

ᨺ≀ᆺ㝈ࡎࡽ ௵ពࡢᴫᆒ㉁ࣝࢺࢡ࣋✵㛫ࡀḟᩘࡁࡘ ௦ᩘ㛵ಀࡀࡇࡿ࠶ࡀศࡓࡗ ᮏ✏

࡛⤂ࡓࡋ⌮ㄽࡣᨺ≀ᆺᴫᆒ㉁ࣝࢺࢡ࣋✵㛫⌮ㄽࡢᣑᙇࡀࡔࡅࢃࡿ࡞ ᭱ࡢ㐪᭱ࡣ࠸ᚋ㏙ࡓ

㏉ࡋኚࡀฟ᮶ࡿ࠶࡛࠺ࡿ ㏉ࡋኚ࡛ࡣṇ๎ᛶࡢ࡞㔜せ࡞ᛶ㉁ࡀಖᏑࡀࡿࢀࡉ ᨺ≀

ᆺࡢ㏉ࡋኚࡓࡲࡀᨺ≀ᆺࡣࡿ࡞㝈࠸࡞ࡽ ୍᪉ ࡁࡘḟᩘࡢ─ࡅཷ ௦ᩘࢆ↓㝈ḟඖ࡛ࡲ

チᐜࡤࢀࡍ㏉ࡋኚࡣ↓㝈ḟඖ ௦ᩘㄽࡢᯟෆ࡛ド࡛᫂ࡵࡓࡿࡁ ᴫᆒ㉁ࣝࢺࢡ࣋✵㛫ࡘࡃ࠸ࡢ

ࡣᛶ㉁ࡢ ௦ᩘㄽ࡛グ㏙࡛ࡿࡁᮇᚅࡿ࠸࡚ࡋ ≉ ᴫᆒ㉁ࣝࢺࢡ࣋✵㛫ࡢṇ๎ᛶࢆ ௦ᩘ

ࡣ࠺ࡿࡁゝⴥ࡛グ㏙࡛ࡢ ⯆῝࠸◊✲ㄢ㢟࡛ࡿ࠶

ࡓࡲ ࡿࡍ㝶⤌ࡘᅄ࡞ᶆ‽ⓗ࡚ࡗࡼ ௦ᩘࡀ᭷㝈ḟඖ༙༢⣧ ௦ᩘࣛࢡࡢ

ࡿศࡀࡇࡿ࠸࡛ࢇྵࢆࢫ ࡣ࡛ ࣥࣇ ௦ᩘࡢ⯡୍ࡸ ௦ᩘࡔࡿ࠸࡛ࢇྵࢆ

࠺ࢁ ࡀ࠸࡞࠸࡚ࢀࡽᚓࡔࡲࡣ⟆ࡿࡍᑐၥ㢟ࡢࡇ ㅮ₇࡛᭱ࡣ㏆ࡢ㐍Ṍ≧ἣ࠾࡚࠸ࡘヰ࠸ࡓࡋ

ࡿ࠸࡚࠼⪄
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On Transcendence Theory with little history, new

results and open problems

Hyun Seok, Lee

December 27, 2015

Abstract

This talk will be dealt to a survey of transcendence theory, including

little history, the state of the art and some of the main conjectures, the

limits of the current methods and the obstacles which are preventing from

going further.

1 Introudction

Definition 1.1. An algebraic number is a complex number which is a root of a
polynomial with rational coe�cients.

• For example
p
2, i =

p
�1, the Golden Ration (1 +

p
5)/2, the roots of

unity e

2⇡ia/b, the roots of the polynomial x5 � 6x + 3 = 0 are algebraic
numbers.

Definition 1.2. A transcendental number is a complex number which is not
algebraic.

Definition 1.3. Complex numbers ↵1, · · · ,↵n

are algebraically dependent if
there exists a non-zero polynomial P (x1, · · · , xn

) in n variables with rational co-
e�cients such that P (↵1, · · · ,↵n

) = 0. Otherwise, they are called algebraically

independent.

The existence of transcendental numbers was proved in 1844 by J. Liouville who
gave explicit ad-hoc examples. The transcendence of constants from analysis is
harder; the first result was achieved in 1873 by Ch. Hermite who proved the
transcendence of e. In 1882, the proof by F. Lindemann of the transcendence
of ⇡ gave the final (and negative) answer to the Greek problem of squaring the

circle. The transcendence of 2
p
2 and e

⇡, which was included in Hilbert’s seventh
problem in 1900, was proved by Gel’fond and Schneider in 1934. During the
last century, this theory has been extensively developed, and these developments
gave rise to a number of deep applications. In spite of that, most questions are
still open. In this article we survey the state of the art on known results and
open problems.
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2 Irrationality

Definition 2.1. Given a basis of b � 2, a real number x is rational if and only
if its expansion in basis b is ultimately periodic.

Let b � 2 be an integer.

• É. Borel (1909 and 1950) : the b-ary expansion of an algebraic irrational
numbers should satisfy some of the laws shared by almost all numbers
(with respect to Lebesgue’s measure).

• Remark. No number satisfies all the laws which are shared by all numbers
outside of a set of measure zero, because the intersection of all these sets
of full measure is empty!

\

x2R
R\{x} = ;.

• More precise statement by B. Adamczewski and Y. Bugeaud.

Conjecture 2.1. (É. Borel). Let x be an irrational algebraic real number, b � 3
a positive integer and a an integer in the range 0  a  b� 1. Then the digit a
occurs at least once in the b-ary expansion of x.

Corollary 2.1. Each given sequence of digits should occur infinitely often in
the b-ary expansion of any real irrational algebraic number. (consider powers of
b).

• An irrational algebraic number with a regular expansion in some basis b

should be transcendental.

• There is no explicitly known example of a triple (b, a, x), where b � 3 is
an integer, a is a digit in {0, · · · , b � 1} and x is an algebraic irrational
number, for which one claim that the digit a occurs infinitely often in the
b-ary expansion of x.

Conjecture 2.2 (The state of the art statement). A stronger conjecture is due
to Borel, is that algebraic irrational real numbers are normal, i.e., each sequence
of n digits in basis b should occur with the frequency 1/bn, for all b and all n.

Theorem 2.1 (B. Adamczewski, Y. Bugeaud 2005 ; conjecture of A. Cob-
ham 1968). If the sequence of digits of a real number x is produced by a finite
automaton, then x is either rational or else transcendental.

3 Irrationality of transcendental numbers

We will first give known and unknown transcendence results

• Known:
e, ⇡, log 2, e

p
2
, e

⇡

, 2
p
2
, �(1/4)
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• Not known :

e+ ⇡, e⇡, log ⇡,⇡e

, �(1/5), ⇣(3), Euler-Mascheroni constant

Conjecture 3.1. Is Catalan’s constant

X

n�1

(�1)n

(2n+ 1)2
= 0.9159655941772190150 · · ·

an irrational number?

• Cataln’s constant is the value at s = 2 of the Dirichlet L-function L(s,��4)
associated with the Kronecker character

��4(n) =

✓
n

4

◆
=

8
<

:

0 if n is even,
1 if n ⌘ 1 (mod 4),
�1 if n ⌘ 3 (mod 4).

• The Dirichlet L-function L(s,��4) associated with the Kronecker char-
acter ��4 is the quotient of the Dedekind zeta function of Q(i) and the
Riemann zeta function:

⇣Q(i)(s) = L(s,��4)⇣(s)

Theorem 3.1 (Basel Problem, Euler 1735). For any even integer value of s � 2,
the number ⇣(s) is a rational multiple of ⇡s.

• ⇣(2) = ⇡

2
/6, ⇣(4) = ⇡

4
/90, ⇣(6) = ⇡

6
/945, ⇣(8) = ⇡

8
/9450 · · · .

Theorem 3.2 (Apéry 1978). The number

⇣(3) =
X

n�1

1

n

3
= 1.202056903159594285399738161511 · · ·

is irrational.

Conjecture 3.2. Is the number ⇣(3)/⇡3 irrational?

Conjecture 3.3. Is the number

⇣(5) =
X

n�1

1

n

5
= 1.036927755143369926331365486457 · · ·

irrational.

Theorem 3.3 (Tanguy Rivoal, 2000). Let ✏ > 0. For any su�ciently large
odd integer a, the dimension of the Q-vector space spanned by the numbers
1, ⇣(3), ⇣(5), · · · , ⇣(a) is at least

1� ✏

1 + log 2
log a.
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Definition 3.1. Euler-Mascheroni constant defined by

� = lim
n!1

✓
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

� log n

◆

Conjecture 3.4. Is it a rational number?

� =
1X

k=1

✓
1

k

� log

✓
1+

1

k

◆◆
=

Z 1

1

✓
1

[x]
� 1

x

◆
dx = �

Z 1

0

Z 1

0

(1� x)dxdy

(1� xy) log(xy)
.

Theorem 3.4 (S.D. Adihikari, N. Saradha, T.N. Shorey and R. Tijdemann
2001). Let f : Z ! Q mod q and such that

S =
1X

n=1

f(n)

n

(1)

converges. Then S = 0 or S /2 Q. In the latter case we have

log |S � ↵| � �c

q

q

3q(d
↵

d

f

)q+3 max(h
↵

, h

f

)

for any algebraic number ↵, where c is some computable absolute constant.

Corollary 3.1. Let q � 2 be an integer and � non-principal Dirichlet character
mod q. Then L(1,�) is transcendental.

Theorem 3.5 ((N. Saradha, R. Tijdeman, 2003)). Let

T =
1X

n=0

(�1)n(↵n+ �)

(qn+ s1)(qn+ s2)

with ↵,� 2 Q, s1, s2 2 Z and |↵|+ |�| > 0. Let �2q be irreducible over Q(↵,�)
and s1, s2 distinct integers such that qn1+ s1, qn2+ s2 do not vanish for n � 0.
Assume that ↵ 6= 0 if s1 ⌘ s2 (mod q). Then T is transcendental.

• For example,

1X

n=0

(�1)n(2n+ 1)

n

2 + n+ 1
=

32⇡

e

1
2⇡

p
3 + e

� 1
2⇡

p
3
,

1X

n=0

(�1)n

n

2 + 1
=

⇡

e

2⇡ � 1
+

⇡ + 1

2
.

Definition 3.2. The Fibonacci sequence (F
n

)
n�0 is defined by

F0 = 0, F1 = 1, F

n

= F

n�1 + F

n�2 (n � 2).

We note that the following series involving Fibonacci numbers

• The number
1X

n=1

1

F

n

F

n+2
= 1

is rational.
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• While

1X

n=0

1

F2n
=

7�
p
5

2
,

1X

n=1

(�1)n

F

n

F

n+1
=

1�
p
5

2
,

1X

n=1

1

F2n�1 + 1
=

p
5

2

are irrational algebraic numbers.

• The numbers

1X

n=1

1

F

2i
n

, i = 1, 2, 3,
1X

n=1

1

F2n�1
,

1X

n=1

(�1)n

F

2
n

,

1X

n=1

n

F2n
,

1X

n=1

1

F2n+1
,

1X

n=1

1

F2n�1 + F2n+1

are all transcendentals.

• Each of the numbers

1X

n=1

1

F

n

,

1X

n=1

1

F

n

+ F

n+2
,

X

n�1

1

F1F2 · · ·Fn

is irrational, but it is not known whether they are algebraic or transcen-
dental.

The first challenge here is to formulate a conjectural statement which would
give a satisfactory description of the situation.

Theorem 3.6 (Iekata Shiokawa, Carsten Elsner and Shun Shimomura, 2006).
For <(s) > 0,

⇣

F

(s) =
X

n�1

1

F

s

n

⇣

F

(2), ⇣
F

(4), ⇣
F

(6) are algebraically independent.

4 Transcendental Numbers

Theorem 4.1 (Liouville, 1844). If ↵ is real and algebraic of degree d, then
there is a positive constant C(↵), i.e. depending only on ↵, such that for every
rational q

p

, ����↵� q

p

���� >
C(↵)

p

d

.

J. Liouville gave the first example of transcendental numbers.

Corollary 4.1. ↵ :=
P1

n=1 10
�n! is transcendental.

• Charles Hermite(1873): Transcendence of e

• Ferdinand Lindemann(1882): Transcendence of ⇡

Theorem 4.2 (Hermite-Lindemann, 1882). For any non-zero complex number
z, one at least of the two numbers z and e

z is transcendental.
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Corollary 4.2. Transcendence of log↵ and of e� for ↵ and � non-zero algebraic
complex numbers, provided log↵ 6= 0

Definition 4.1. A complex function is called transcendental if it is transcen-
dental over the field C(z), which means that the function z and f(z) are al-
gebraically independent: if P 2 C[X,Y ] is a non-zero polynomial, then the
function P (z, f(z)) is not 0.

Definition 4.2. A exceptional set defined by the transcendental function f

given, that is the set
E(f) = {↵ 2 Q : f(↵) 2 Q}

Question 4.1 (Weierstrass). Is it true that a transcendental entire function f

takes usually transcendental values at algebraic point.

Example 4.1. 1. For f(z) = e

z, there is a single exceptional point ↵ alge-
braic with e

↵ also algebraic, namely ↵ = 0.

2. For f(z) = e

P (z) where P 2 Z[z] is a non-constant polynomial, there are
finitely many exceptional points ↵, namely the roots of P .

3. The exceptional set of ez + e

1+z is empty.

4. The exceptional set of functions like e

z + e

1+z is empty (Lindemann-
Weierstrass).

5. The exceptional set of functions like 2z or ei⇡z is Q, (Gel’fond and Schnei-
der)

Answers by Weierstrass (letter to Strauss in 1886), Strauss, Stäckel, Faber,
van der Poorten, Gramain,

Theorem 4.3. If S is a countable subset of C and T is a dense subset of C,
there exist transcendental entire functions f mapping S into T , as well as its
derivative.

Theorem 4.4 (van der Poorten). There are transcendental entire functions f

such that Dk

f(↵) 2 Q(↵) for all k � 0 and all algebraic ↵.

Definition 4.3. An integer valued entire function is a function f , which is
analytic in C, and maps N into Z, e.g. 2z is an integer valued entire function,
not a polynomial.

Question 4.2. Are there integer valued entire function growing slower than 2z

without being a polynomial?

Definition 4.4. Let f be a transcendental entire function in C. For R > 0 set

|f |
R

= sup
|z|=R

|f(z)|.
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Theorem 4.5 (G. Pólya, 1914). If f is not a polynomial and f(n) 2 Z for
n 2 Z�0, then

lim sup
R!1

2�R|f |
R

� 1.

Theorem 4.6 (A.O. Gel’fond 1929). Growth of entire functions mapping the
Gaussian integers into themselves. Newton interpolation series at the points in
Z[i].

Theorem 4.7. An entire function f which is not a polynomial and satisfies
f(a+ bi) 2 Z[i] for all a+ bi 2 Z[i] satisfies

lim sup
R!1

1

R

2
log |f |

R

� �.

Theorem 4.8 (F. Gramin, 1981). � = ⇡

2e = 0.5888636748 · · ·

• This is best possible proved by D.W. Masser (1980).

Theorem 4.9 (A.O. Gel’fond, 1929). If e⇡ is rational, then the function e

⇡z

takes values Q(i) when the argument z is in Z[i].

Theorem 4.10 (A.O. Gel’fond and Th. Schneider, 1934). Transcendence of
↵

� and of (log↵1)/(log↵2) for algebraic ↵,�,↵1 and ↵2.

Theorem 4.11 (A.O. Gel’fond, 1948). The two number 2
3p2 and 2

3p4 are al-
gebraically independent. More generally, if ↵ is an algebraic number, ↵ 6= 0,
↵ 6= 1 and if � is an algebraic number of degree d � 3, then two at least of the
number

↵

�

,↵

�

2

, · · · ,↵�

d�1

are algebraically independent.

Theorem 4.12 (Six Exponentials). Let x1, · · · , xd

be complex numbers which
are linearly independent over Q and let y1, · · · , yl also be complex numbers which
are linearly independent over Q. Assume dl > d + l. Then one at least of the
dl numbers

exp(x
i

y

j

), (1  i  d, 1  j  l)

is transcendental.

• The theorem was first explicitly stated and proved in its complete form in-
dependently by Serge Lang and Kanakanahalli Ramachandra in the 1960s.

• It is clear that the interesting case is d = 3, l = 2 (or d = 2, l = 3), and
this explains the name of result.

• One conjectures that the conclusion is still valid under the weaker hypoth-
esis dl � d+ l (d = 2, l = 2).
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Theorem 4.13 (A. Baker, 1966). Let ↵1, · · · ,↵n

be non-zero algebraic numbers
for which log↵1, · · · , log↵n

, 2⇡i are linearly independent over Q. Then

�1 log↵1 + · · ·+ �

n

log↵
n

6= 0

for any algebraic numbers �1, · · · ,�n

that are not all zero.

Corollary 4.3. Transcendence of numbers like

�1 log↵1 + · · ·+ �

n

log↵
n

or e

�0
↵

�1
1 · · ·↵�n

n

for algebraics ↵

i

’s and �

j

’s, e.g. 2
p
2 · 3

p
5 · 5

p
7.

Theorem 4.14 (G.V. Chudnovsky, 1976). Algebraic independence of the num-
bers ⇡ and �(1/4), also algebraic independence of the numbers ⇡ and �(1/3).

Corollary 4.4. Transcendece of �(1/4) and �(1/3).

Theorem 4.15 (Yu. V. Nesternko, 1996). Algebraic independence of �(1/4),⇡

and e

⇡, also algebraic independence of �(1/3),⇡ and e

⇡

p
3.

Corollary 4.5. The numbers ⇡ and e

⇡ are algebraically independent.

Definition 4.5. Let ⌦ = Z!1 + Z!2 be a lattice in C. The canonical product
attached to ⌦ is the Weiersraßsigma function

�(z) = �⌦(z) = z

Y

!2⌦\{0}

✓
1� z

!

◆
e

(z/!)+(z2
/2!2)

.

• The number
�Z[i](1/2) = 25/4⇡1/2

e

⇡/8�(1/4)�2

is transcendental.

5 Conjectures

Conjecture 5.1 (Four Exponentials Conjecture). Let x1, x2 be two Q-linearly
independent complex numbers and y1, y2 also two Q-linearly independent com-
plex numbers. Then one at least of the four numbers

e

x1y1
, e

x1y2
, e

x2y1
, e

x2y2

is transcendental.

Definition 5.1. A period is a complex number whose real and imaginary parts
are values of absolutely convergent integrals of rational function with rational
coe�cients, over domains in Rn given by polynomial inequalities with rational
coe�cients.
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Example 5.1. Basic example of a period:

e

z+2⇡i = e

z

, 2i⇡ =

Z

|z|=1

dz

z

⇡ =

ZZ

x

2+y

21
dxdy = 2

Z 1

�1

p
1� x

2
dx =

Z 1

�1

dxp
1� x

2
=

Z 1

�1

dx

1� x

2

Further examples

p
2 =

Z

2x2�1
dx and all algebraic numbers.

log 2 =

Z

1<x<2

dx

x

and all logarithms of algebraic numbers.

A product of periods is a period (subalgebra of C), but 1/⇡ is expected not to be
a period.

A widely-held belief, based on a judicious combination of experience, anal-
ogy, and wishful thinking, is the following

Conjecture 5.2 (Kontsevich-Zagier). If a period has two integral representa-
tions, then one can pass from one formula to another in which all functions and
domains of integration are algebraic with algebraic coe�cients.

In other words, we do not expect any miraculous conicidene of two integrals
of algebraic functions which will not be possible to prove using three simple
rules. This conjecture, which is similar in spirit to the Hodge conjecture, is
one of the central conjectures about algebraic independence and transcendental
numbers, and is related to many of the results and ideas of modern arithmetic
algebraic geometry and the theory of motives.

Conjecture 5.3 (Scahnuel). If x1, · · · , xn

are Q-linearly independent complex
numbers, then n at least of the 2n numbers x1, · · · , xn

, ex1
, · · · , exn are alge-

braically independent.

A simple geometric construction on the moduli spaces M0,n of curves of
genus 0 with n ordered marked points is described which gives a common frame-
work for many irrationality proofs for zeta values. This construction yields
Apéry’s approximations to ⇣(2) and ⇣(3), and for larger n, an infinite family of
small linear forms in multiple zeta values with an interesting algebraic structure.
It also contains a generalization of the linear forms used by Ball and Rivoal to
prove that infinitely many odd zeta values are irrational.

Theorem 5.1 (Francis Brown, 19 Dec 2014). For k, s1, · · · , sk positive integers
with s1 � 2, we set s = (s1, · · · , sk) and

⇣(s) =
X

n1>n2>···>nk�1

1

n

s1
1 · · ·nsk

k

.
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The Q-vector space E spanned by the number ⇣(s) is also a Q-algebra. For
n � 2, denote by E

n

the Q-subspace of E spanned by the real numbers ⇣(s) where
s has weight s1 + · · ·+ s

k

= n.
The number ⇣(s1, · · · , sk) s1 + · · · + s

k

= n, where each s

i

is 2 or 3, span E
n

over Q.
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Ohno-type relation for finite multiple zeta values

খࢁ ʢKojiro࣍ OYAMAʣ

भେֶେֶӃཧֶཧֶઐ߈

1 ংจ
ଟॏθʔλʢMultiple Zeta Value, MZVʣͱ, ki ∈ N, k1 ≥ 2ʹରͯ͠

ζ(k) = ζ(k1, . . . , kr) :=
∑

m1>···>mr>0

1

mk1
1 · · ·mkr

r

∈ R

Ͱఆٛ͞ΕΔ࣮Ͱ͋Δ. ,ͱͯ͠ࣅճͦͷྨࠓ ૉ pΛݻఆͯ͠, MZVͷΛ pͷख
લͰଧͪͬͨ༗ݶ

ζp(k) = ζp(k1, . . . , kr) :=
∑

p>m1>···>mr>0

1

mk1
1 · · ·mkr

r

mod p

,Ͱ͋ΔͷͰݶΔ.ʢ༗͑ߟ͍ͯͭʹ k1 ≥ 1Ͱྑ͍.ʣ ͜Ε “mod p multiple harmonic

sum”ͱݺΕ, Hoffman ZhaoʹΑͬͯ͞ڀݚΕ͍ͯͨରͰ͋Δ. ͦͯ͠, ۙZagier

ఆ͞Εͨૉݻ͕ pͰͳ͘, શͯͷૉ pʹରͯ͜͠ͷΛಉ͑ߟʹ࣌ΔΈΛఏএͨ͠.

ຊߘͰ, Zagierͷఏএͨ͠ʹΑͬͯ༩͑ΒΕΔ༗ݶଟॏθʔλ (Finite Multiple Zeta

Value, FMZV)ʹ͍ͭͯ, ͦͷఆٛͱݩ࣍༧ʹ͍ͭͯհͨ͠͏͑Ͱ, ओ݁Ռʹ͍ͭͯઆ໌
Λ͢Δ.

1.1 ఆٛ, ༧ݩ࣍

ू߹AΛ࣍Ͱఆٛ͢Δ.

A :=

⎛

⎝
∏

p:ૉ

Z/pZ

⎞

⎠
/ ⎛

⎝
⊕

p:ૉ

Z/pZ

⎞

⎠ = {(ap)p | ap ∈ Z/pZ}/∼,

͜͜Ͱ (ap)p ∼ (bp)p , Λআ͘શͯͷૉݸݶʑ༗ߴ pʹରͯ͠ ap = bp ཱ͕͢Δ͜ͱΛ
ҙຯ͢Δ. A͝ͱͷԋࢉʹΑͬͯͱੵΛೖΕΔ͜ͱʹΑΓ, ࣗવʹʹͳΔ. ·ͨ,

Aͷݩ (ap)pͷΑ͏ʹॻ͔ΕΔ͕, ༗ݸݶͷ apʹରͯ͠ఆٛ͞Ε͍ͯͳ͍߹͕͋Δ. ͦ
ͷ߹దʹ༗ݸݶͷ apʹରͯ͠ΛఆΊͯΔ͜ͱͰ, ͷఆΊํʹґΒͣʹ (ap)p
ఆٛ͞ΕΔ. ͞Βʹ, ର֯ઢࣸ૾

Q ∋ r %−→ (r mod p)p ∈ A

Λ͑ߟΔͱ, rͷࢠΛׂΓΔૉ༗͔͠ݸݶͳ͍͜ͱ͔Β, ͜ͷࣸ૾୯ࣹ४ಉܕͰ͋
Δ͜ͱ͕ै͍, AQʹͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δ.

͜ͷͱ͖Aͷݩͱͯ͠, ༗ݶଟॏθʔλ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ.
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ఆٛ 1.1. ҙͷΠϯσοΫεk = (k1, . . . , kr) ∈ Nrʹରͯ͠, ༗ݶଟॏθʔλΛ

ζA(k) = ζA(k1, . . . , kr) := (ζp(k1, . . . , kr))p ∈ A

Ͱఆٛ͢Δ.

ΠϯσοΫε k = (k1, . . . , kr)ʹରͯ͠, wt(k) := k1 + · · ·+ kr, dep(k) := rΛͦΕͧΕॏ
͞, ਂ͞ͱݺͿ. ·ͨ, k∨Λ kͷHoffman’s dualͱ͍͍, ֤ kiΛͯ͢ 1 + · · ·+ 1ͷܗͰॻ
͍ͨͱ͖ʹ, ΧϯϚʮ ,ʯΛϓϥεʮʴʯʹ, ϓϥεʮʴʯΛΧϯϚʮ ,ʯʹऔΓͨ͑ͱ͖
ʹಘΒΕΔΠϯσοΫεΛද͍ͯ͠Δ. ྫ͑,

(k)∨ = (1, . . . , 1), (2, 3, 1, 2)∨ = (1, 2, 1, 3, 1)

Ͱ͋Δ. Hoffman’s dualͱݩͷΠϯσοΫε,

wt(k) = wt(k∨), dep(k) + dep(k∨) = wt(k) + 1

ͷؔʹ͋Δ.

༗ݶଟॏθʔλͷுΔQϕΫτϧۭؒΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ.

ZA,0 := Q,ZA,k :=
∑

k1+···+kr=k
r≥1,ki≥1

Q · ζA(k1, . . . , kr)

ZA :=
∞∑

k=0

ZA,k.

ಛʹ, ZAQͱͳ͍ͬͯΔ. ͜ͷͱ͖, ZagierʹΑͬͯ࣍ͷݩ࣍༧͕༧͞Εͨ.

༧ 1.2 (Zagier [6]). ྻ {dk}k≥0Λ

d0 = 1, d1 = 0, d2 = 1,

dk = dk−2 + dk−3 (k ≥ 3)

ͰఆΊͨͱ͖,

dimQ ZA,k = dk − dk−2.

͜ͷ༧ʹؔ͢Δஶ͍݁͠Ռͱͯ࣍͠ͷఆཧ͕͛ڍΒΕΔ:

ఆཧ 1.3 (Akagi-Hirose-Yasuda, Jarossay).

dimQ ZA,k ≤ dk − dk−2.

͜ͷఆཧʹΑΓ, FMZVʹଟ͘ͷઢ͕ࣜؔܗଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕Θ͔Δ.ʢॏ͞ kͷΠϯ
σοΫε͕ 2k−1͚ͩ͋Δ͜ͱʹҙ͢Δͱ, ॏ͞ k͝ͱʹ, গͳ͘ͱ 2k−1 − (dk − dk−2)ݸ
ͷઢ͕ࣜؔܗଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕͑ݴΔ.ʣ ͦ͜Ͱ, FMZVͷؔࣜΛ۩ମతʹهड़͢Δͱ͍
͏ૉ͕ͩॏཁͳ͕͑ߟΒΕΔ.
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2 తఆࣜԽ
͜ͷઅͰ, Hoffman[3]ʹΑΓಋೖ͞ΕͨMZVͷతఆࣜԽʹͳΒͬͯ, FMZVͷ
తఆࣜԽΛ͏ߦ.

2มඇՄଟ߲ࣜ H := Q⟨x, y⟩ͷ෦H1Λ

H ⊃ H1 := Q+ Hy

ͱ͓͘ . ·ͨ, ҙͷword w ∈ Hʹରͯ͠, wͷ࣍Λwͷॏ͞ͱݺͿ (|w|ͱॻ͘). ࣗવ
 kʹରͯ͠ zk := xk−1yͱ͓͖, Q-ઢ૾ࣸܗ ZA : H1 −→ A Λ,

ZA(1) = (1)p, ZA(zk1 · · · zkr) = ζA(k1, . . . , kr)

ΛQ-ઢܗʹ֦ுͨ͠ͷͱ͢Δ.

H1্ͷੵ ∗ʢௐੵʣΛ࣍ͷنଇͱઢੑܗʹΑΓఆٛ͢Δ:

(i) ҙͷword w ∈ H1ର͠, w ∗ 1 = 1 ∗ w = w.

(ii) ҙͷwords w1, w2 ∈ H1 ͱ m,n ∈ Nʹର͠

zmw1 ∗ znw2 = zm(w1 ∗ znw2) + zn(zmw1 ∗ w2) + zm+n(w1 ∗ w2).

ௐੵͱಉ༷ʹ, H্ͷੵ XʢγϟοϑϧੵʣΛ࣍ͷنଇͱઢੑܗʹΑΓఆٛ͢Δ:

(i) ҙͷword w ∈ Hʹର͠, wX 1 = 1Xw = w.

(ii) u1, u2 ∈ {x, y} ͱҙͷwords w1, w2 ∈ Hʹର͠

(u1w1)X (u2w2) = u1(w1 X u2w2) + u2(u1w1 Xw2).

,ఆٛͨ͜͠ΕΒͷੵࠓ ݁߹తͰՄͳੵͰ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. (cf: [3, 8]). ·ͨ,

͜ΕΒͷੵ࣍ͷੑ࣭Λຬͨ͢:

໋ 2.1 ([3, 5, 6]). ҙͷ words w = zk1 · · · zkr , w′ = zk′1 · · · zk′s ∈ H1ʹରͯ͠,

(i) ZA(w ∗ w′) = ZA(w)ZA(w
′)

(ii) ZA(wXw′) = (−1)|w|ZA(zkr · · · zk1zk′1 · · · zk′s).

ཱ͕͢Δ.

3 ओ݁Ռ

3.1 Ohno-type relation

ຊߘͷओ݁Ռ࣍ͷؔࣜͰ͋Δ.

ఆཧ 3.1 (O. [7]). ҙͷΠϯσοΫε k ∈ Nrͱҙͷ n ∈ N0ʹରͯ͠,
∑

e∈Nr
0

wt(e)=n

ζA(k+ e) =
∑

e′∈Ns
0

wt(e′)=n

ζA((k
∨ + e′)∨)

ཱ͕͢Δ. ͜͜Ͱ, s = dep(k∨)Ͱ͋Δ.
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͜ͷؔࣜ, Ohno’s relationͱݺΕΔMZVͷؔࣜͷ FMZV൛ͱͯ͠, Kanekoʹ
Αͬͯ༧͞ΕͨͷͰ͋Δ. ·ͨ, n = 1ͷ߹ Ihara͕ࢉܭʹΑΓ͍ࣔͯ͠Δ.

ओ݁Ռͷূ໌ʢৄ͘͠ [7]Λࢀর͞Ε͍ͨ.ʣ nʹؔ͢Δؼೲ๏Λ༻͍Δͷ͕ͩ, ͦͷ
ͨΊʹ࣍ͷิ͕ඞཁʹͳΔ.

ิ 3.2. ҙͷΠϯσοΫε k = (k1, k2, . . . , kr) ∈ Nrͱҙͷ n ∈ Nʹରͯ͠,

min{n,r}∑

i=0

⎛

⎜⎜⎜⎝
(−1)i

∑

λ∈{0,1}r
wt(λ)=i

∑

e∈Ns+i
0

wt(e)=n−i

ζA
(
((k+ λ)∨ + e)∨

)

⎞

⎟⎟⎟⎠
= 0

ཱ͕͢Δ. ͜͜Ͱ, s = dep(k∨)Ͱ͋Δ.

͜ͷิࣗମ, ໋ 2.1Λ༻͍Δ͜ͱʹΑͬͯ, .ͷ໋͔ΒಘΒΕΔ࣍

໋ 3.3 (Ihara-Kaneko-Zagier [4]). ҙͷ word w ∈ H1ʹରͯ͠,

1

1− yu
∗ w =

1

1− yu
X∆u(w)

ཱ͕͢Δ. ͜͜Ͱ ∆u ĤʢHͷඋԽʣͷࣗݾಉܕͰ,

∆u(x) = x(1 + yu)−1, ∆u(y) = y + x(1 + yu)−1yu

Ͱ༩͑ΒΕΔ. ·ͨ, uࣜܗతύϥϝʔλͰ͋Δ.

3.2 Sum formula

ओ݁ՌͷಛघԽͱͯ࣍͠ͷ͕ؔࣜಘΒΕΔ.

ఆཧ 3.4 (Saito-Wakabayashi [9]). 1 ≤ i ≤ r ≤ k − 1 Λຬͨ͢ҙͷ k, r, i ∈ Nʹରͯ͠,

∑

k1+···+kr=k
∀kj≥1,ki≥2

ζA(k1, . . . , kr) =(−1)i−1

((
k − 1

i− 1

)
+ (−1)r

(
k − 1

r − i

))
Z(k)ɹ

ཱ͕͢Δ.

͜ͷఆཧ, Sum formulaͱݺΕΔMZVͷ༗໊ͳؔࣜͷ FMZV൛ͱͯ͠, i = 1ͷ
߹͕Kanekoʹ༧͞Ε͍ͯͨͷͰ, SaitoͱWakabayashi ʹΑͬͯҰൠͷ߹͕ূ໌͞Ε
ͨ. ಋग़ํ๏ʹ͍ͭͯ, ͜͜Ͱৄ͍͜͠ͱΛड़ͳ͍͕,

k = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

, 2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r−i

), k∨ = (i, r + 1− i)

ͱ͍͏ΠϯσοΫεʹରͯ͠, ओ݁ՌΛ͢ࢉܭΕྑ͍.

Sum formulaҎ֎ʹ, ओ݁ՌͷಛघԽͱ͕ͯؔࣜ͠Կ͔ಘΒΕΔͩΖ͏͔.
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ϚτϩΠυͷ߹ͤʹ͓͚ΔτʔϦοΫΠσΞϧʹ͍ͭͯ

ࣲా थ (KAZUKI SHIBATA) (େֶཧֶ෦ڭཱ)

ू߹E = {1, . . . , d}ͱ (∅ ̸=)B = {B1, . . . , Bn} ⊂ 2E (#Bi = r)ʹର͠, ҎԼͷ
݅Λຬͨ͢ͱ͖, M = (E,B)ΛϚτϩΠυͱ͍͏.

• ҙͷx ∈ Bi\Bj (1 ≤ i, j ≤ n)ʹର͠, (Bi∪{y})\{x}, (Bj∪{x})\{y} ∈ B
ͱͳΔ y ∈ Bj \Bi͕ଘ͢ࡏΔ.

ू߹ Bͷݩͷ͜ͱΛϚτϩΠυͷ basisͱݺͼ, rΛ rankͱ͍͏. ҎԼ, ϚτϩΠ
υM ͷ basesͷू߹Λ B(M)ͱද͢. ϚτϩΠυʹਵ͢ΔτʔϦοΫΠσΞʹ࣍
ϧΛఆٛ͢Δ. K Λମͱ͠, K[X] = K[x1, . . . , xn]Λ nมଟ߲ࣜͱ͢Δ. ஔ
DM = {b1, . . . ,bn} ⊂ ZdΛ

bj =
∑

l∈Bj

el (1 ≤ j ≤ n)

ͱఆΊΔ. ͜͜Ͱ, ej  Rdͷ୯Ґ࠲ඪϕΫτϧͱ͢Δ. ·ͨ, ஔ {b1, . . . ,bn}ͱ
d× nྻߦ (b1, . . . ,bn)ΛಉҰ͢ࢹΔ. ͜ͷͱ͖M ͷτʔϦοΫΠσΞϧ JM Λ

JM =

〈
u∏

l=1

xjl −
u∏

l=1

xkl

∣∣∣∣∣

u∑

l=1

(bjl − bkl) = 0

〉

ͱఆٛ͢Δ. ·ͨ܈RM = K[X]/JM ΛM ͷ bases monomial ring [12]ͱݺͿ.
͜ͷ܈ʹର͠, ҎԼͷ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.

Proposition 0.1. ҙͷϚτϩΠυMʹର͠, bases monomial ring RM  normal
Ͱ͋Δ. ಛʹ, RM Cohen-MacaulayͰ͋Δ. ͜͜Ͱ, RM ͕ normalͰ͋Δͱ

Z≥0DM = Q≥0DM ∩ ZDM

ΛΈͨ͢ͱ͖ʹ͍͏. (Z≥0DM = {
∑n

i=1 ribi | ri ∈ Z≥0}, ZDM ,Q≥0DM ಉ༷.)

ू߹ GM Λ

GM =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
xixj − xkxl

∣∣∣∣∣∣∣∣

α ∈ Bi \Bj

β ∈ Bj \Bi

Bk = (Bi ∪ {β}) \ {α}
Bl = (Bj ∪ {α}) \ {β}

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
⊂ JM

ͱఆٛ͢Δ. ϚτϩΠυͷτʔϦοΫΠσΞϧʹؔ͠, ҎԼͷ༧͕ଘ͢ࡏΔ.

Conjecture 0.2. ҙͷϚτϩΠυM ʹର͠,

(a) GM  JM ͷੜܥͰ͋Δ; [13, 11]
(b) GM ͕ JM ͷάϨϒφʔجఈͱͳΔ୯߲ࣜॱং͕ଘ͢ࡏΔ.
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Conjecture 0.2(a) graphic matroid [1], rank ≤ 3ͷϚτϩΠυ [5], sparse paving
matroid [3], strongly base orderable matroid [6]ͷͱ͖Γཱͪ, Conjecture 0.2(b)
 uniform matroid [10], rank ≤ 2ͷϚτϩΠυ [7, 2], M(K4)-minorΛͨͳ͍
graphic matroid [2], lattice path matroid [8]ͷͱ͖Γཱͭ͜ͱ͕Θ͔͍ͬͯΔ. ·
ͨ, ҎԼͷ༧Conjecture 0.2ΛऑΊͨͷͱͳ͍ͬͯΔ͕, ·ͩະղܾͰ͋Δ.

Conjecture 0.3. ҙͷϚτϩΠυM ʹର͠,

(a) JM  ;ੜͰ͋Δ࣍2
(b) JM  .ఈΛͭجάϨϒφʔ࣍2

Conca [4] transversal matroidʹର͠, Conjecture 0.3(a)͕Γཱͭ͜ͱΛࣔ
ͨ͠.
ຊߨԋͰ, 2ͭͷϚτϩΠυΛΈ߹Θͤͨͱ͖ʹτʔϦοΫΠσΞϧͷੜܥ

άϨϒφʔجఈ͕ͲͷΑ͏ʹͳΔͷ͔ʹ͍ͭͯߨԋ͠, ͦͷ݁Ռ, ҎԼͷఆཧ͕
Γཱͭ͜ͱΛհ͢Δ.

Theorem 0.4 ([9]). ϚτϩΠυM ͕ P6, Q6, M(K4), W3-minorΛͨͳ͍ͳΒ
, JM  .ఈΛͭجάϨϒφʔ࣍2
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ͷ܈యݹ double Bruhat cell ্ͷ

Ϋϥελʔมͱ݁থجఈ

্ஐେֶཧڀݚֶՊ തظޙ࢜՝ఔೋ อٱۚ ༗ً (Yuki Kanakubo)

߸ه

G ΛϥϯΫ r ͷ C ্ͷݹయత܈, B, B− ⊂ G ΛͦΕͧΕ, ,֯ࡾ্ Լྻߦ֯ࡾશମͱ͢Δ. B, B−

, ϘϨϧ ෦܈ͱݺΕΔ. H := B ∩ B− ͱ͠, N , N− Λ unipotent radicals, W = Norm(H)/H Λ

ϫΠϧ .ͱ͢Δ܈ ϫΠϧ܈ W , ୯७ڸө {si}1≤i≤r ʹΑͬͯੜ͞ΕΔ. Λi Λ i ൪ͷجຊΤΠτ,

I = {1, 2, · · · , r}Λఴूࣈ߹ͱ͢Δ. ,܈యతͳݹ ҎԼͷ 4छྨͰ͋Δ:

ܕ G σΟϯΩϯਤܗ

A SLr+1(C) = {x ∈ Matr+1(C)|det(x) = 1} •
1

•
2

· · · •
r − 1

•
r

B SO2r+1(C) = {x ∈ SL2r+1(C)|tx · J2r+1 · x = J2r+1} •
1

•
2

· · · •
r − 1

•!!

r

C Sp2r(C) = {x ∈ SL2r(C)|tx · J−
2r · x = J−

2r} •
1

•
2

· · · •
r − 1

•""

r

D SO2r(C) = {x ∈ SL2r(C)|tx · J2r · x = J2r} •
1

•
2

· · · •
r − 2

•!!!!!! r − 1

•
""""""

r

͜͜ʹ,

JN :=

⎛

⎜⎝
1

...
1

⎞

⎟⎠ , J−
2r =

(
Jr

−Jr

)
.

,ର͠ʹܗͷσΟϯΩϯਤܕ֤ Χϧλϯྻߦ A = (ai,j)i,j∈I Λ

ai,j =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 if i = j,

−1 if •
i

•
j
, •

i
•!!

j

−2 if •
i

•""

j
,

0 otherwise

ͰఆΊΔ. ·ͨ, D = diag(d1, · · · , dr)Λ, DA͕ରশྻߦͱͳΔΑ͏ͳਖ਼ର֯ྻߦͱ͢Δ.
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1 Introduction

܈, ͷೖͬͨߏ܈ varietyͰ͋Δ. ,యతͳͷͱͯ͠ݹ ͷه্ A, B, C, Dܕͷ 4छྨ͕͋Δ. 

܈ͷ unipotent radical N ্ͷ࠲ඪ C[N ], Ϋϥελʔͱ͍͏ߏΛͭ࣋. ͜Ε, Ϋϥελʔ

มͱݺΕΔಛผͳੜݩΛͭ࣋Ͱ͋Γ, ͦͷੜݩʹ͢Δ͜ͱʹΑͬͯ߹ͤతʹߏΛ

ௐΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. খࣜྻߦ (·ͨͦΕΛҰൠԽͨ͠ generalized minors), C[N ]ͷΫϥελʔมͷ

Ұ෦Ͱ͋Γ, ͜ΕΒ͔ΒଞͷΫϥελʔมΛ, ҰఆͷنଇͰ࣍ʑͱߏ͍ͯ͘͜͠ͱ͕Ͱ͖ΔͷͰ͋Δ.

Ұํ, ͕܈༩͑ΒΕΔͱ, ͦͷϦʔΛ͑ߟΔ͜ͱͰ͖Δ. Ϧʔͷීวแབྷ U(g)Λ͑ߟΔͱ, ͦ

ͷ෦ U(n) (n := Lie(N))ʹ, Lusztig-ඪ४جఈͱ͍͏جఈ͕زԿతʹߏ͞ΕΔ [1]. ඪ࠲ C[N ]ͱ

U(n)͍ޓʹରؔʹ͋Γ, ඪ४جఈͷରఈ͕, ઌʹड़ͨ C[N ]ͷΫϥελʔมʹҰக͢Δ. ͜ͷ

Α͏ʹΫϥελʔ, ,ࣜྻߦΔখ͚͓ʹඪ࠲ แབྷͷඪ४جఈͷରఈͷੑ࣭Λแׅతʹ͢ڀݚ

ΔͨΊʹ, Fomin, Zelevinsky Αͬͯಋೖ͞Εͨʹࢯ྆ [3]. Geiss, Leclerc, Schrer ͷࢯࡾʹΑΔจ [12]Ͱ

, ରඪ४جఈͷੑ࣭͕, Ϋϥελʔͷ؍͔Β͞ڀݚΕ͍ͯΔ.

ຊߨԋͰ, double Bruhat cell Gu,v := BuB ∩ B−vB− (u, v ∈ W )ͱݺΕΔηϧ্ͷ࠲ඪ C[Gu,v]

Λ͑ߟΔ. [3]ͷଓฤͷจ [5]Ͱ, C[Gu,v]ͷΫϥελʔߏ͕໌Β͔ʹ͞Ε͍ͯΔ. ,Ͱڀݚͷզʑͷۙ࠷

C[Gu,v] ʹ͓͚ΔΫϥελʔมͰ͋Δখࣜྻߦ (͋Δ͍ generalized minors) ͱ, ݁থجఈͱͷ͕ؔΘ

͔ͬͨ. ݁থجఈ, Αͬͯಋೖ͞ΕͨʹࢯݪΛΈ߹Θͤతʹѻ͏ͨΊʹദݱͷද܈ࢠྔ [8]ͷͰ, Ϡϯ

ά൫ϩʔϥϯ୯߲ࣜΛ༻͍ͯදࣔ͞ΕΔ. [13]Ͱ, Aܕ্܈ͷখࣜྻߦΛ࠲ඪมͯ͠ಘΒΕͨϩʔ

ϥϯଟ߲͕ࣜ, ݁থجఈΛϩʔϥϯ୯߲ࣜͰදࣔͨ͠ͷͷʹͳΔ͜ͱΛࣔͨ͠. ΔΫϥε͚͓ʹඪ࠲

λʔมͱ, ݁থجఈͷؔ͞ݟൃ͕Εͨͱ͍͏͜ͱͰ͋Δ. ຊߨԋͰ, ͜ͷ݁ՌΛ B, C, Dܕʹ֦ு͢Δ.

͜ͷϨϙʔτͰ, 2અͰ܈ͱͦͷϦʔ, 3અͰීวแབྷͷఆٛΛ෮श͠, ΫϥελʔΛྫͰઆ

໌͢Δ. 4અͰ࠲ඪͷΫϥελʔߏʹؔ͢Δ࣮ࣄΛհ͢Δ. 5અͰྔ܈ࢠͱͦͷදݱ, ͦͯ݁͠থ

,ఈʹ͍ͭͯͷఆٛΛ෮श͠ج 6અͰओ݁ՌΛهड़͠, 7અͰͦͷ݁Ռ͔Βظ͞ΕΔԠ༻ʹ͍ͭͯड़Δ. ͳ

͓, ຊڀݚ্ஐେֶͷதౡढ़थڭतͱͷڞಉڀݚͰ͋Δ.

2 ܈ͱϦʔ

·ͣ, .ग़ͦ͏͍ࢥ͍ͯͭʹͱͦͷϦʔ܈యతݹ Ϧʔͷతੑ࣭͔Β, ܈ͷతੑ࣭, Կز

తੑ࣭͕͔ΔͷͰ͋ͬͨ. ܈యతݹ Gʹର͠, ͦͷϦʔ Lie(G),

Lie(G) := {X ∈ MatN (C)|exp(tX) ∈ G, (t ∈ R)}

ͰఆΊΒΕΔ. ͜ΕϕΫτϧۭؒͷߏΛͪ࣋, ੵހׅʹߋ [x, y] := xy − yxͱ͍͏ԋࢉͰด͍ͯ͡Δ. 

܈ͱͦͷϦʔ, ंྠͷ྆ྠͷΑ͏ʹ͞ڀݚΕΔ. ྫ͑, SLr+1(C) := {x ∈ Matr+1(C)|det(x) = 1}
ͷϦʔ, slr+1(C) = {x ∈ Matr+1(C)|trace(x) = 0}Ͱ͋Δ͕, ͜Ε {ei = Ei,i+1, fi = Ei+1,i, hi =

Ei,i − Ei+1,i+1| i ∈ I}ͱ͍͏ʢϦʔͱͯ͠ͷʣੜݩΛͪ࣋, ҎԼͷؔࣜΛຬͨ͢:

(1) [hi, hj ] = 0,

(2) [hi, ej ] = aijej ,

(3) [hi, fj ] = −aijfj ,

(4) [ei, fj ] = δijhj ,

151



(5) i ̸= j ͷͱ͖, ad(ei)1−aij (ej) = 0,

(6) i ̸= j ͷͱ͖, ad(fi)1−aij (fj) = 0,

͜͜ʹ, Eij  iߦ j ྻͷΈ 1Ͱ, ଞ 0ͷਖ਼ํྻߦ, ad(x)(y) := [x, y]Ͱ͋Δ. ͢Δͱ, ܈ SLr+1(C)ͷ
,Λݩੜ(ͱͯ͠ͷ܈) {exp(tei), exp(tfi), thi | i ∈ I, t ∈ C ̸=0}ͱߏͰ͖Δ:

exp(tei) =
ith

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
1 t
0 1

. . .

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
, exp(tfi) =

ith

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
1 0
t 1

. . .

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
, (1)

thi = diag(1, . . . , 1,

i
∨
t,

i+1
∨
t−1, 1, . . . , 1).

Ұൠͷ୯७ͳ܈ Gʹରͯ͠ಉ༷Ͱ, ͦͷϦʔ g := Lie(G), ઌͷ (1)-(6)ͷؔࣜΛຬͨ͢ੜ

ݩ {ei, fi, hi| i ∈ I}Λͪ࣋, {exp(tei), exp(tfi), thi | i ∈ I, t ∈ C̸=0}͕ Gͷ܈ͱͯ͠ͷੜݩͱͳΔ. ͜

ͷΑ͏ʹ, Ϧʔͷੜ͔ݩΒ, Gͷతͳੑ࣭Λಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖ΔͷͰ͋Δ. ,ʹߋ GͷزԿֶతͳੑ࣭

ಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ·ͣ, ҎԼͷΑ͏ʹ GΛඇަʹղ͢Δ:

G = ⨿u,v∈WGu,v, Gu,v := BuB ∪B−vB−.

Gu,v  double Bruhat cell ͱݺΕΔηϧͰ͋Δ. ୯७ڸө {si}Λ༻͍ͯ, u = si1 · · · sin , v = sj1 · · · sjm
ͱ࠷දࣔ͢Δ. xi(t) := exp(tei), yi(t) := exp(tfi) ͱ͓͖, ࣸ૾ xi : H × (C ̸=0)n+m → Gu,v Λ,

xi(a; t1, · · · , tn, tn+1, · · · , tn+m) = a·yi1(t1)yi2(t2) · · · yin(tn)xj1(tn+1)xj2(tn+2) · · ·xjn+m(tn+m)ͰఆΊΔ.

໋ 2.1. [2] xi , H × (C ̸=0)n+m ͱ Gu,v ͷ͋Δ Zariski ։ू߹ͷؒͷਖ਼ଇಉܕΛ༩͑Δ.

͜ΕʹΑΓ, G H × (C̸=0)n+m ΛషΓ߹ΘͤͨΑ͏ͳزԿߏΛ͍ͯͬ࣋Δ͜ͱ͕Θ͔Δ.

3 ,ඪͱϦʔͷීวแབྷ࠲ Ϋϥελʔ

લઅͰ, ܈ͱͦͷϦʔͷؔʹ͍ͭͯड़ͨ. ,࣍ ܈ͷ࠲ඪͱ, Ϧʔͷීวแབྷͷؔ

ʹ͍ͭͯड़Α͏. Ϧʔ g, .ϕΫτϧۭؒͰ͋ͬͨͭ࣋ͱ͍͏݁߹ଇΛຬͨ͞ͳ͍ੵΛੵހׅ Ϧʔͷද

,Δͱ͖͑ߟΛݱ g͕݁߹ଇͷΓཱͭੵΛͨ࣋ͳ͍ͷԿ͔ͱෆศͰ͋Δ. ͦͷͨΊ, ϦʔͷදݱΛ͑ߟΔ

ͱ͖, ΘΓʹීวแབྷ U(g)Λ͑ߟΔ͜ͱ͕ଟ͍. ͜Ε, ݩΛຬͨ͢ੜࣜͷؔ࣍ {ei, fi, hi|i ∈ I}
Λͭ࣋ C্ͷ݁߹Ͱ͋Δ:

(1)’ hihj = hjhi,

(2)’ hiej − ejhi = aijej ,

(3)’ hifj − fjhi = −aijfj ,

(4)’ eifj − fjei = δijhj ,

(5)’ i ̸= j ͷͱ͖,

1−aij∑

k=0

(−1)k
(
1− aij

k

)
e
1−aij−k
i eje

k
i = 0,

(6)’ i ̸= j ͷͱ͖,

1−aij∑

k=0

(−1)k
(
1− aij

k

)
f
1−aij−k
i fjf

k
i = 0.
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͜ΕΒ, ઌͷ g ͷੜݩͷؒͷؔࣜ (1)-(6) ʹ͓͍ͯ, [x, y] (x, y ∈ g) Λ, xy − yx Ͱஔ͖ͨ͑ͷ

Ͱ͋Δ. ͜ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δͱ, ϦʔͷදݱΛ͑ߟΔ͜ͱͱ, ීวแབྷͷදݱΛ͑ߟΔ͜ͱಉʹͳ

Δ. U(n) (resp. U(h), U−(n))Λ, {ei}i∈I (resp. {hi}i∈I , {fi}i∈I)Ͱੜ͞ΕΔ U(g)ͷ෦ͱ͢Δͱ,

U(g) = U(n)U(h)U−(n)ͱղ͞ΕΔ. ඪ࠲ C[N ]ͱแབྷ U(n)ରؔʹ͋Δ.

C[N ] ∼= U∗
gr(n)  C[Gu,v] , Ϋϥελʔͱ͍͏ߏΛͭ࣋. ͜ΕॳظΫϥελʔมͱݺ

ΕΔ͍͔ͭ͘ͷੜ͔ݩΒ, ଞͷੜ͕࣍ݩʑͱߏ͞Ε͍ͯ͘, ͱ͍͏ߏͰ͋Δ. ͍͓ͯʹඪ࠲

, અͰఆΊΔ࣍ generalized minors ͕ॳظΫϥελʔมͱͳΔ [5]. G͕ Aܕ܈ͷ߹, generalized

minors ௨ৗͷখࣜྻߦʹҰக͢Δ. ͜͜ͰΫϥελʔͷৄ͍͠ఆٛͤͣ, ྫͰઆ໌͢Δ͜ͱʹ͢Δ.

ྫ 3.1. Di1i2···is,j1j2···js Λ, ͕ߦ {i1, · · · , is}, ྻ͕ {j1, · · · , js} Ͱఴࣈ͚ΒΕΔখࣜྻߦͱ͢Δ. G =

SL4(C)ͱ͢Δ. u = s1s2s3s1s2s1 ʹର͠, ඪ࠲ C[Gu,e]ͷ C[D123,123, D12,12, D1,1, D234,123, D34,12, D4,1]

্ͷੜݩΛ, ݩͷੜͭࡾ D2,1, D23,12, D3,1 ͔Β࣍ʑͱߏ͍ͯ͘͜͠ͱ͕Ͱ͖Δ. ྫ͑,

D13,12 =
D3,1D12,12 +D23,12D1,1

D2,1
, D24,12 =

D23,12D4,1 +D34,12D2,1

D3,1
,

D1,1D2,2D34,13 =
D34,12D2,1D123,123 +D234,123D3,1D12,12

D23,12

ͱ͍͏Α͏ʹ, ৽͍͠ੜݩΛ࡞ͭࡾΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͭ·Γ, x1 = D2,1, x2 = D23,12, x3 = D3,1 ͱ͢

Δͱ͖, ”((xj)j ̸=i ͱͷೋ߲)/(xi)”ͱ͍͏ܗͷ৽ͨͳੜݩ x′
i .Ͱ͖ΔͷͰ͋Δߏ͕ x′

1 = D13,12,

x′
2 = D24,12, x′

3 = D24,12 Ͱ͋Δ.  (x1, x2, x3)ΛΫϥελʔ, x1, x2, x3, x′
1, x

′
2, x

′
3 ΛΫϥελʔมͱݺ

Ϳ. ֤ม xi Λ x′
i ʹஔ͖͑Δ͜ͱͰ, ৽ͨʹΫϥελʔ (x′

1, x2, x3), (x1, x′
2, x3), (x1, x2, x′

3)ΛߏͰ͖

Δ. ͜ΕΒ͔Β, ͦΕͧΕͭͣͭࡾ, ·ͨ৽ͨͳΫϥελʔม͕ߏ͞ΕΔ. ͜ͷΑ͏ʹͯ͠, (x1, x2, x3)͔

Β࣍ʑͱ৽ͨͳΫϥελʔม͕ߏ͞Ε͍͖ͯ, ͦͷΑ͏ʹͯ͠࡞ΒΕͨશͯͷΫϥελʔม͕, C[Gu,e]

ͷੜݩͱͳΔ. ͜ͷΑ͏ͳੜݩΛͭ࣋ͷ͜ͱΛΫϥελʔͱݺͿͷͰ͋Δ. ಛʹ,  (x1, x2, x3)

ΛॳظΫϥελʔͱݺͿ.

ྫ͑ G͕ Aܕ܈ͷ߹, N ର͕֯શͯ 1ͷ্ྻߦ֯ࡾશମͷͳ͢܈ͱͳΔ͕, C[N ] N ্

ͷਖ਼ଇؔͷू߹ͳͷͰ, ʮখࣜྻߦʯΛؚΉ. ͜Ε U(n)ʹ͓͚Δʮඪ४جఈʯͷରఈͱͳΔ. ඪ

४جఈ, U(n)ʹ͓͍ͯزԿతʹߏ͞ΕΔجఈͰ͋Δ͕, ͦͷରఈͰ͋Δখࣜྻߦ, Ϋϥελʔมͱ

͍͏߹ͤతͳੑ࣭Λͭ࣋ੜݩͳͷͰ͋Δ. G ͕ଞͷܕͷ߹, અͰఆΊΔ࣍ generalized minors ͕

C[N ]ͷରඪ४جఈͱͳΔ. ͜ͷΑ͏ʹΫϥελʔ, minors ඪ४جఈͷରఈͷੑ࣭Λ౷Ұత

ʹѻ͏ͨΊʹಋೖ͞Εͨ. ҎԼͰ্ͷྫͷΑ͏ʹ, ηϧ Gu,v ্ͷ ΫϥελʔมΛѻ͏.

4 ඪͱ࠲ generalized minor

લઅͰগ͠৮Εͨ, ΔΫϥελʔมͰ͋Δ͚͓ʹඪ࠲ generalized minors Λ෮श͢Δ. ͜Εʹ͍ͭͯ

, [5]͕ৄ͍͠. G0 = N−HN ͱ͓͖, x = [x]−[x]0[x]+, [x]− ∈ N−, [x]0 ∈ H, [x]+ ∈ N ͱ͢ه.

ఆٛ 4.1. u, v ∈ W , i ∈ {1, · · · , r}ʹର͠, generalized minor ∆uΛi, vΛi , ։෦ू߹ uG0v−1 ͷ੍ݶ

͕, ∆uΛi, vΛi(x) = ([u−1xv]0)Λi Ͱ༩͑ΒΕΔ G্ͷਖ਼ଇؔͰ͋Δ.

ಛʹ G = SLr+1(C) (A (܈ܕ ͷͱ͖, ͜Ε௨ৗͷখࣜྻߦʹҰக͢Δ. A ,܈ͷϫΠϧܕ ରশ܈
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Sr+1 ʹಉܕʹͳΓ, ֤୯७ڸө si , ޓ (i, i + 1) ͱݟͳ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷ߹, ∆uΛi, vΛi , ͕ߦ

u{1, 2, · · · , i}, ྻ͕ v{1, 2, · · · , i}Ͱϥϕϧ͞ΕΔখࣜྻߦʹ͍͠.

ྫ 4.2. G = SL4(C), u = s1s2, v = eͷͱ͖, u{1, 2} = {2, 3}, v{1, 2} = {1, 2}Ͱ͋Δ͔Β, x = (xi,j) ∈ G

ʹର͠,

∆uΛi, Λi(x) = det

[
x2,1 x2,2

x3,1 x3,2

]
= x2,1x3,2 − x2,2x3,1.

લઅʹ͓͍ͯ, ඪ࠲ C[Gu,v]ΫϥελʔߏΛͪ࣋, ͷه্ generalized minor ͕Ϋϥελʔมͱ

ͳΔͱड़ͨ. ,ճࠓ v = eͷ߹Λத৺ʹ͑ߟΔ. u = si1 · · · sin ʹର͠, i := (i1, · · · , in)Λ uͷ reduced

word ͱ͍͏. k ∈ {1, 2, · · · , n}ʹର͠, u≤k := si1 · · · sik ͱ͓͘. ͜ͷͱ͖,

∆(k; i)(x) := ∆u≤kΛik
, Λik

(x) (1 ≤ k ≤ n)

ͱ͓͘ͱ, ͜ΕΒ͕࠲ඪ C[Gu,e] ͷॳظΫϥελʔมͱͳΓ, ଞͷΫϥελʔม, ͜ΕΒ͔Β࣍ʑͱ

ੜ͞ΕΔͷͰ͋Δ (ྫ 3.1). i Λ u ͷ reduced word ͱ͢Δͱ͖, ໋ 2.1 ͷࣸ૾ xi , H × (C×)l(u) ͱ,

double Bruhat cell Gu,e ͷ Zariski։ू߹ͱͷؒͷਖ਼ଇಉܕͳͷͰ͋ͬͨ. ࣮, ࣸ૾ xi ͷఆٛʹग़ͯ͘Δ

yi(t)Λ, x−i(t) := yi(t)α∨
i (t

−1)ʹม͑ͨࣸ૾

x̄i(a; t1, · · · , tn) = a · x−i1(t1)x−i2(t2) · · ·x−in(tn)

, H × (C×)l(u) ͱ, Gu,e ͷ Zariski։ू߹ͱͷؒͷਖ਼ଇಉܕΛ༩͑Δ. ͜ΕΛ༻͍ͯ࣍ͷΑ͏ʹఆΊΔ:

∆G(k; i) := ∆(k; i) ◦ x̄i (2)

ྫ 4.3. G = SL4(C)ͱ͠, w := s1s2s3s1s2 Λ AܕϫΠϧ܈ͷݩ, i = (1, 2, 3, 1, 2)Λͦͷ reduced word ͱ

͢Δ. w≤2 = s1s2 Ͱ͋Δ. ͜ͷͱ͖, ྫ 4.2Ͱ͔֬Ίͨͱ͓Γ,

∆(2; i) = ∆w≤2Λi, Λi(x) = ∆s1s2Λi, Λi(x) = x2,1x3,2 − x2,2x3,1

Ͱ͋ͬͨ. Ұํ, (1)ʹΑΓ,

x−i(t) =
ith

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

. . .
t−1 0
1 t

. . .

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Ͱ͋Δ͔Β, a = diag(a1, a2, a3, a4) ∈ H ͱ͢Δͱ,

x̄i(a;Y1,1, Y1,2, Y1,3, Y2,1, Y2,2) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

a1
1

Y1,1Y2,1
0 0 0

a2
(

Y1,1

Y1,2
+ 1

Y2,1

)
a2

Y1,1Y2,1

Y1,2Y2,2
0 0

a3 a3
(

Y1,2

Y1,3
+ Y2,1

Y2,2

)
a3
(

Y1,2Y2,2

Y1,3

)
0

0 a4 a4Y2,2 a4Y1,3

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Αͬͯ,

∆G(k, i)(a;Y1,1, Y1,2, Y1,3, Y2,1, Y2,2) = a2a3

(
Y1,1

Y1,3
+

Y1,2

Y1,3Y2,1
+

1

Y2,2

)
. (3)

ྫ 4.4. G = Sp4(C) (C2 ,(܈ܕ u = s1s2s1s2 ∈ W , i = (1, 2, 1, 2)ʹର͠,

∆G(2; i)(a;Y1,1, Y1,2, Y2,1, Y2,2) = a(s1s2Λ2)

(
Y 2
1,1

Y1,2
+ 2

Y1,1

Y2,1
+

Y1,2

Y 2
2,1

+
1

Y2,2

)
. (4)
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5 ఈͱ୯߲ࣜදࣔج-݁থݱͷද܈ࢠྔ

զʑͷओఆཧ, લઅͰఆΊͨ generalized minors ͱ, ݁থجఈͷ୯߲ࣜදࣔͷؔΛ͡ΔͷͰ͋Δ.

݁থجఈྔ܈ࢠͷදݱ͔Βੜ·Εͨ֓೦Ͱ͋Δ. ͜ΕΒʹ͍ͭͯ෮श͢Δ [8],[9].

5.1 ܈ࢠྔ

g := Lie(G)Λ Gͷ Lie, q Λෆఆݩͱ͢Δ. [n]q = qn−q−n

q−q−1 , [n]q! = [n]q[n− 1]q · · · [1]q ͱ͓͖,

[
n
k

]

q

=
[n]q!

[n− k]q![k]q!

ͱ͓͘. ܈ࢠྔ Uq(g)ͱ, ݩΛຬͨ͢ੜࣜͷؔ࣍ {ei, fi, qhi |i ∈ I}Λͭ࣋ C(q)্ͷ݁߹Ͱ͋Δ:

(1)” qhiqhj = qhi+hj = qhjqhi ,

(2)” qhiejq−hi = qaijej ,

(3)” qhifjq−hi = q−aijfj ,

(4)” eifj − fjei = δij
qdihi−q−dihi

qdi−q−di
,

(5)” i ̸= j ͷͱ͖,

1−aij∑

k=0

(−1)k
[
1− aij

k

]

qdi

e
1−aij−k
i eje

k
i = 0,

(6)” i ̸= j ͷͱ͖,

1−aij∑

k=0

(−1)k
[
1− aij

k

]

qdi

f
1−aij−k
i fjf

k
i = 0.

֤ࣜؔ (1)”-(6)”ʹ͓͍ͯ, (qh Λ͖ڃʹల։͔ͯ͠Β) q → 1ͱ͢Δͱ, Sect.3Ͱड़ͨීวแབྷͷ

ࣜؔ (1)’-(6)’ʹҰக͢Δ. ,܈ࢠྔ Yang-Baxter ํఔࣜ

Ri(u)Ri+1(u+ v)Ri(v) = Ri+1(v)Ri(u+ v)Ri+1(u), Ri(u) = 1⊗ · · ·⊗
i,i+1︷ ︸︸ ︷
R(u)⊗ · · ·⊗ 1 (i = 1, · · · , N)

ͷղΛߏ͢ΔͨΊʹಋೖ͞Εͨ. ϕΫτϧۭؒ V ʹର͠, ͜Ε V ⊗N+1 ্ͷύϥϝʔλʔ͖ͷઢ૾ࣸܗ

(͋Δ͍ྻߦ)ͷؒͷํఔࣜͰ͋Γ, ͜ͷํఔࣜͷղ R(u) : V → V ͷ͜ͱΛ RྻߦͱݺͿ. R͕ྻߦҰͭߏ

͞ΕΔͱ, ͦΕ͔Β౷ֶྗܭʹ͓͚ΔՄղ֨ࢠܕ, ݁ͼ, བྷΈͷෆมྔΛߏ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

܈ࢠྔ Uq(g)ͱͦͷදݱ V ͔Β, ීว RྻߦͱݺΕΔ Y-Bํఔࣜͷղ͕Ұͭߏ͞ΕΔ. ͭ·Γ, ࢠྔ

,͠ߏΛݱͷද܈ ͦͷߏΛௐΔ͜ͱʹΑͬͯ, Մղ֨ࢠܕ݁ͼͷෆมྔΛ࡞Γग़͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ

ͷͰ͋Δ. ྫ͑, Uq(sl2(C))ͷࣗવදݱͱ͍͏؆୯ͳද͔ݱΒ, ݁ͼͷෆมྔͰ͋Δδϣʔϯζଟ߲͕ࣜ

ಘΒΕΔ. ·ͨ, දݱ V ʹର͠, ςϯιϧੵදݱ V ⊗ V Λ࡞Δͱ, ͔ͦ͜Β̎ॏ݁ͼͷෆมྔ͕ಘΒΕΔͷ

Ͱ͋Δ. ͜ͷΑ͏ͳϞνϕʔγϣϯͷͱ, .Ε͍ͯ͘͜ͱʹͳͬͨ͞ڀݚݱͱͦͷද܈ࢠྔ

,ݱͷද܈ࢠྔ Ϧʔͷදݱͱಉ༷ʹ͑ߟΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ෦͕͋Δ. ྫ͑, ༗ݩ࣍ݶ୯७Ϧʔ gͷ

༗طݩ࣍ݶදݱ V , ͋Δ λ ∈ P+ :=
⊕

i Z≥0Λi Λ༻͍ͯ,

V =
⊕

µ≤λ, µ∈P

Vµ, Vµ := {v ∈ V |hiv = µ(hi)v (i ∈ I)},

ͱղ͞ΕΔ. Vµ ̸= 0ͷͱ͖, µΛΤΠτ, Vµ ΛΤΠτۭؒͱ͏ݴ. ͜ͷͱ͖, Vλ Ұݩ࣍Ͱ͋Γ, λΛ

.ΤΠτͱ͍͏ߴ࠷ ಉ͡ߴ࠷ΤΠτΛطͭ࣋දݱ͍ޓʹಉܕʹͳΔ. ͭ·Γ, Ϧʔ gͷ༗طݩ࣍ݶ
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දݱ, P+ Ͱྨ͞ΕΔͷͰ͋Δ.

͜Εྔ܈ࢠʹ͓͍ͯಉ༷Ͱ, Uq(g)ͷ༗طݩ࣍ݶදݱ V ,

V =
⊕

µ≤λ, µ∈P

Vµ, Vµ := {v ∈ V |qhiv = qµ(hi)v (i ∈ I)},

ͱղ͞Ε, P+ Ͱྨ͞ΕΔ. Γ Vλ Ұݩ࣍Ͱ, Vλ = C(q)vλ ͱॻ͚Δ. vλ ∈ V Λߴ࠷ΤΠτϕΫ

τϧͱ͍͏. ͦ͜Ͱ, ΤΠτߴ࠷ λΛͭ࣋ Uq(g)ͷදݱΛ V (λ)ͱ͢ه. ઌʹड़ͨΑ͏ʹ, V (λ)ͷߏ,

ςϯιϧੵͷߏΛௐ͍ͨ. ͦ͜Ͱ༻͍ΒΕΔͷ͕, .ఈͰ͋ΔجઅͰड़Δ݁থ࣍

5.2 ,ݱͷද܈ࢠྔ ݁থجఈ

ΤΠτߴ࠷ λ ∈ P+ Λߴ࠷ͭ࣋ΤΠτදݱ V (λ), ݁থجఈ B(λ)Λ༻͍Δ͜ͱͰ, ʹ͕໌Β͔ߏ

͞ΕΔ. i (1 ≤ i ≤ r), v ∈ V (λ)µ ʹର͠,

v = v0 + fiv1 +
f2
i

[2]!
v2 +

f3
i

[3]!
v3 + · · ·+ fN

i

[N ]!
vN , vj ∈ ker ei ∩ V (λ)µ+jαi

ͱҰҙʹॻ͚Δ. ͦ͜Ͱ, V (λ)্ͷ࡞༻ૉ f̃i, ẽi Λ,

f̃iv = fiv0 +
f2
i

[2]!
v1 +

f3
i

[3]!
v2 +

f4
i

[4]!
v3 + · · ·+ fN+1

i

[N + 1]!
vN ,

ẽiv = v1 + fiv2 +
f2
i

[2]!
v3 +

f3
i

[3]!
v4 + · · ·+ fN−1

i

[N − 1]!
vN

ͰఆΊΔ. ͜ΕΒΛ Kashiwara operators ͱݺͿ. ,ࠓ A0 := { g
h |g, h ∈ C[q], h(0) ̸= 0} ⊂ C(q)ͱ͓͖,

L(λ) Λ, {f̃i1 · · · f̃isvλ|s ∈ Z≥0, 1 ≤ i1, · · · , is ≤ r} ͰఆΊΒΕΔ, V (λ) ͷ෦ A0 ͱ͢Δ. ͦ͜Ͱ,

L(λ)/qL(λ)ͷ C্ͷجఈΛ

B(λ) := {f̃i1 · · · f̃isvλ + qL(λ)|s ∈ Z≥0, 1 ≤ i1, · · · , is ≤ r}

Ͱఆٛ͢Δ. ϕΫτϧۭؒ L(λ)/qL(λ), V (λ)Ͱ q Λ 0ʹͨ͠Α͏ͳۭؒͱͳ͓ͬͯΓ, q ΛԹʹཱͯݟ

ͯ, B(λ)Λ݁থجఈͱݺͿ. ݁থجఈͷݩ, Ϡϯά൫ಓ ͳͲͷ༷ʑͳදࣔํ๏Λͪ࣋, ͦΕΒʹΑͬͯද

,Λࢉܭςϯιϧੵͷߏͷݱ ߹ͤతʹѻ͏͜ͱ͕Ͱ͖ΔΑ͏ʹͳΔ. ͦͷΑ͏ͳදࣔํ๏ͷ͏ͪ, ୯߲

ࣜදࣔͱݺΕΔͷ͕͋Δ. ͜Ε, B(λ)ͷݩΛม {Ys,i|s ∈ Z, i ∈ I}ͷϩʔϥϯ୯߲ࣜͰදࣔ͢Δํ
๏Ͱ, Ci :=(ࢠͷ Y∗,i ͷݸ)−(ͷ Y∗,i ͷݸ)ͱ͓͘ͱ͖,

∑
i CiΛi ͕ͦͷݩͷΤΠτΛද͍ͯ͠

Δ. ·ͨ, Kashiwara operator ͷ࡞༻, ϩʔϥϯ୯߲ࣜͷֻ͚ࢉͰද͞ΕΔ. ୯߲ࣜදࣔͷৄ͍͠ఆٛͷ

ํ, ദࢯݪͷจ [9]Λࢀর͍͖͍ͯͨͩͨ͠. ͜͜ͰྫΛड़Δ.

ྫ 5.1. G = SL4(C) (A3 .ͱ͢Δ(܈ܕ

ਤ 1, ݁থجఈ B(Λ2)ͷϠϯά൫දࣔ ͱ୯߲ࣜදࣔ(ࠨ) (ӈ)Ͱ͋Γ, දݱ V (Λ2)͕ ,Ͱݩ࣍6 ΤΠτ

Λ2, Λ1 + Λ3 − Λ2, Λ3 − Λ1, Λ1 − Λ3, Λ2 − Λ3 − Λ1, −Λ2 ͷΤΠτۭؒʹղ͞ΕΔ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠Δ.

ྫ 4.3ͷ ∆G(k; i)ͷࣜ ߹ΕΔ߲ͷूݱʹ(3) {Y1,1

Y1,3
, Y1,2

Y1,3Y2,1
, 1

Y2,2
}, ఈجͷ݁থه্ B(Λ2)ͷ୯߲ࣜද

ࣔͷҰ෦ͱҰக͍ͯ͠Δ͜ͱʹҙ͢Δ. ͜ͷ෦ lower Demazure crystal B−
s1s2s3s1s2(Λ2) ͱݺΕΔ.

ͭ·Γ, generalized minor ,ʹͷͷ߲ͨ͠ࢪΛඪม࠲ʹ ݁থجఈΛ୯߲ࣜදࣔͨ͠ͷ͕ݱΕͨ, ͱ͍

͏͜ͱͰ͋Δ. ͜Ε͕զʑͷओ݁ՌͰ͋Δ. .Λड़ΔࡉઅͰৄ࣍
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Y0,2

Y0,3Y1,1

Y1,2

Y0,3

Y2,1

Y1,1

Y1,3

Y1,2

Y1,3Y2,1

1
Y2,2

1

2

1

3

2

3

1

4

2

4

3

4

2

##

1

##

3 !!

3 !!

1

##
2 !!

2
##

1
##

3 !!

3 !!

1
##

2 !!

ਤ 1

ྫ 5.2. ଞͷܕʹ͓͍ͯ, Aܕ܈ͷྫ 5.1ͱಉ༷ͷݱ͕͜ىΔ. G = Sp4(C) (C2 .ͱ͢Δ(܈ܕ

1

2
2−→ 1

2

1−→ 2

2

1−→ 2

1

2−→ 2

1
. (5)

Y0,2
2−→

Y 2
1,1

Y1,2

1−→ Y1,1

Y2,1

1−→ Y1,2

Y 2
2,1

2−→ 1

Y2,2
. (6)

Diagram (5), (6) ͦΕͧΕ, ݁থجఈ B(Λ2) ͷϠϯά൫දࣔ, ୯߲ࣜදࣔͰ, දݱ V (Λ2) ͕ΤΠτ Λ2,

2Λ1 − Λ2, 0, Λ2 − 2Λ1, −Λ2 ͷΤΠτۭؒʹղ͞ΕΔ 5 .Ͱ͋Δ͜ͱΛද͍ͯ͠Δݱදݩ࣍ ྫ 4.4 ʹ

͓͚Δ (4) ߹ΕΔ߲ͷूݱʹ {Y 2
1,1

Y1,2
, Y1,1

Y2,1
, Y1,2

Y 2
2,1

, 1
Y2,2

} , ఈجͷ݁থه্ B(Λ2) ͷ୯߲ࣜදࣔͷҰ෦ͱҰ

க͍ͯ͠Δ. ͜ͷ෦ lower Demazure crystal B−
s1s2(Λ2) Ͱ͋Δ. ߲ͷʹ, 2 ,ΕΔ͜ͱΛআ͘ͱݱ͕

generalized minor ∆G(k; i), ݁থجఈΛ୯߲ࣜදࣔͨ͠ͷͷͰॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ, ͱ͍͏͜ͱͰ͋Δ.

ओ݁ՌΛड़Δલʹ, Demazure crystal ͷఆٛΛհ͢Δ.

ఆٛ 5.3. vλ (resp. v−λ ) Λ, B(λ)ͷߴ࠷ (resp. .)ΤΠτϕΫτϧͱ͢Δ࠷ ·ͣ, Be(λ) := {vλ} (resp.

B−
e (λ) := {v−λ })ͱ͓͘. ·ͨ, w ∈ W ʹର͠, siw < w ͷͱ͖,

Bw(λ) :=
{
f̃k
i b | k ≥ 0, b ∈ Bsiw(λ), ẽib = 0

}
\ {0},

B−
w (λ) :=

{
ẽki b | k ≥ 0, b ∈ B−

siw(λ), f̃ib = 0
}
\ {0}

ͱఆΊΔ. Bw(λ)Λ Demazure crystal, B−
w (λ)Λ lower Demazure crystalͱݺͿ.

6 Generalized minors ͱ݁থجఈ

ओఆཧΛड़Α͏. ֤ A, B, C, Dݹܕయ܈ʹ͓͍ͯ, ͷݩ࠷ reduced word ࣍Ͱ༩͑ΒΕΔɿ

i0 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
1 st cycle

, 1, 2, · · · , r − 1︸ ︷︷ ︸
2 nd cycle

, · · · , 1, 2, 3︸ ︷︷ ︸
(r−2) th cycle

, 1, 2, 1) for Ar,

(1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
1 st cycle

, 1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
2 nd cycle

· · · , 1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
r th cycle

) for Br, Cr,

(1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
1 st cycle

, 1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
2 nd cycle

· · · , 1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
r−1 th cycle

) for Dr.

(7)
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u ∈ W Λ, ͦͷ reduced word i͕, (7)ͷ i0 ͷ left factor ͰදΘ͞ΕΔͷͱ͢Δ. AܕͳΒ,

i = (1, · · · , r︸ ︷︷ ︸
1 st cycle

, 1, · · · , r − 1︸ ︷︷ ︸
2 nd cycle

, · · · , 1, · · · , r −m+ 2︸ ︷︷ ︸
m−1 th cycle

, 1, · · · , d︸ ︷︷ ︸
m th cycle

) (8)

ͱ͍͏ܗ, B, C, DܕͳΒ, i = (1, · · · , r)m−1(1, · · · , d)ͱ͍͏ܗͰ͋Δ. ·ͣ Aܕʹؔ͢Δ݁ՌΛड़Α

͏. มY Λ࣍ͷΑ͏ʹ͓͘:

Y = (a;Y1,1, · · · , Y1,r, · · · , Ym−1,1, · · · , Ym−1,r−m+2, Ym,1, · · · , Ym,d).

ఆཧ 6.1. [13] ik Λ, (8)ͷ iͷ͔ࠨΒ k ൪ͷࣈͱ͢Δ. ik , m′ th cycle ʹଐ͢Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖,

∆G(k; i)(Y) = a(u≤kΛd)

⎛

⎜⎝
∑

b∈B−
u≤k

((m−m′)Λd)

µ(b)

⎞

⎟⎠ , (9)

ͱͳΔ. ͜͜ʹ, B−
u≤k

((m −m′)Λd)  B((m −m′)Λd)ͷ lower Demazure crystal, µ  B((m −m′)Λd)

ͷ͋Δ୯߲ࣜදࣔͰ͋Δ.

ྫ 5.1 Ͱड़ͨ௨Γ, generalized minors Λ࠲ඪมͨ͠ͷ͕, (k, i ͔Βܾ·Δ) ݁থجఈͷҰ෦Λ

୯߲ࣜදࣔͨ͠ͷͷʹͳΔ, ͱ͍͏͜ͱͰ͋Δ. ଞͷܕʹͳΔͱ, ͜ͷੑ࣭ m − m′ = 1 ͷ߹

 (Ε͢ࢹΛແ) Γཱͭ, ͱ͍͏ͷ͕࣍ͷఆཧͰ͋Δ. B, C, D ,ʹΔ݁ՌΛड़ΔͨΊؔ͢ʹܕ

Y = (a;Y1,1, · · · , Y1,r, · · · , Ym−1,1, · · · , Ym−1,r, Ym,1, · · · , Ym,d) ∈ H × (C×)n ͱ͓͘.

ఆཧ 6.2. ik , i = (i1, · · · , in)ͷ (m− 1)th cycle ʹଐ͢Δͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖,

∆G(k; i)(Y) = a(u≤kΛd)

⎛

⎜⎝
∑

b∈B−
u≤k

(Λd)

cb µ(b)

⎞

⎟⎠ , (10)

ͱͳΔ. ͜͜ʹ, B−
u≤k

(Λd)  B(Λd)ͷ lower Demazure crystal, cb ͋Δਖ਼, µ  B(Λd)ͷ͋Δ୯߲

ࣜදࣔͰ͋Δ.

7 ͷలޙࠓ

લઅͰड़ͨ݁Ռ, ඪ࠲ C[Gu,e]ͷੜݩΛ, ݁থجఈͱ͚ؔͮΔͷͰ͋ͬͨ. ,ඪͷཧ͕࠲ Ϋ

ϥελʔϦʔͳͲͱີʹؔΘ͍ͬͯΔ͜ͱطʹड़ͨ. ,༿Ͱཧղ͠ݴఈͷجඪཧΛ݁থ࠲

ؔ࿈ʹԠ༻͍ͯ͘͜͠ͱ͕࠷ऴඪͰ͋Δ.

5અͰհͨ͠୯߲ࣜදࣔ, ΞϑΝΠϯྔ܈ࢠͷදݱͷࢦඪͰ͋Δ q-character ͷڀݚͷதͰੜ·Εͨ.

͜ͷࢦඪ, ͦͷද͕ݱͲͷΑ͏ͳΤΠτۭؒʹղ͞ΕΔͷ͔, ֤ͦͯ͠ΤΠτۭؒͷݩ͍࣍ͭ͘ͳ

ͷ͔, ͱ͍͏ใΛ͍ͯͬ࣋ΔͷͰ͋Δ. ͭ·Γ, ༩͑ΒΕͨදݱͷ q-character ͷ explicit formula ͕

͔Ε, ͦͷදۭؒݱͷߏ͕໌Β͔ʹͳΔͷͰ͋Δ. Fundamental modules, KR-modules ͱ͍͏طද

,ͷΫϥε͕͋Δ͕ݱ ͦΕΒͷ q-character ͷެࣜ, [10],[11] ͳͲͰௐΒΕ͍ͯΔ. ಛʹ A, D, E ͷܕ

fundamental modules ͷ q-characters , ͋Δ݁থجఈΛ୯߲ࣜදࣔͨ͠ͷͷʹͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯ

Δ [10]. ͜Ε, ఆཧ 6.2Ͱड़ͨ∆G(k; i)ͷੑ࣭ͱྨ͍ͯ͠ࣅΔ. ·ͨ, generalized minors ∆G(k; i)͕, ؆

୯ͳఴࣈͷมΛ͜͏ߦͱͰ, q-characters ͷ෦ ͱҰக͢Δྫ͕͍͔ͯͬͭݟΔ. ྫ͑ Aܕ܈ͷ
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্ͷ minor ∆G(k; i), ఴࣈมΛ͢Δ͜ͱͰ, ͋Δ Aܕ KR-module ͷ q-character ͷ෦ͱҰக͢Δ.

ΑΓৄ͘͠͏ݴͱ, A ͷܕ KR-module ͷ q-character , ͋Δ݁থجఈΛ୯߲ࣜදࣔͨ͠ͷͷʹͳΔ.

ରͯ͠ ∆G(k; i), ͦͷͷ Demazure crystal ͷ෦ͷΈΛ্͛ͨ͠ͷʹͳ͍ͬͯΔͷͰ͋Δ. ͜ͷΑ

͏ʹ݁থجఈͷ؍ʹཱͭͱ, minors ͱ q-character ͷؔ࿈͕ͯ͑͘ݟΔ. [6]Ͱ, ΞϑΝΠϯྔ܈ࢠͷදݱ

ͷಉ͕ྨܕͳ͢άϩλϯσΟʔΫ܈Λ༻͍ͯ, ༗ܕݶΫϥελʔͷݍԽΛ͍ͯͬߦΔ. ͦͷதͰ, ݱදط

͕ΫϥελʔมͷׂΛ୲͍ͬͯΔ. ༗ܕݶͱ, Ϋϥελʔม͕༗ݱ͔͠ݸݶΕͳ͍Ϋϥελʔͷ

͜ͱͰ͋Δ. ྫ͑, ඪ࠲ C[(SL4(C))e,w0 ] (w0 ϫΠϧ܈ͷ࠷ݩ)༗ܕݶͰ͋Δ. C[(SL4(C))e,w0 ]Ͱ

ॳظΫϥελʔ͚ͩͰͳ͘, શͯͷΫϥελʔม͕, Demazure crystal Λ୯߲ࣜදࣔͨ͠ͷͷͰॻ͚

Δ. ͦͯͦ͠ͷมͨͪ, ͷݱදطΕͨݱԽͷதͰݍ q-characters ͱྨ͍ͯ͠ࣅΔ͕֬ࣄೝͰ͖͍ͯΔ.

͜ͷΑ͏ʹ, Gu,e, ͋Δ͍ Ge,v ্ͷ࠲ඪ͕͠ڀݚ͘͢, ΞϑΝΠϯྔ܈ࢠͷطදݱͱͷ͕ܨΓ͕

ঃʑʹ͔ͭݟΓ࢝Ί͍ͯΔ. ༗ܕݶΫϥελʔͷྨ [4]Ͱͳ͞Ε͓ͯΓ, ଟ͘ͷੑ࣭͕໌Β͔ʹ͞Ε

͍ͯΔ͕, ແܕݶʹ͍ͭͯະղ໌ͳ෦͕ଟ͍. ,Ͱۙ࠷ ,͍ͯ༺ԽΛݍ Ϋϥελʔͷதʹ”ඪ४جఈ”

Λߏ͠Α͏ͱ͍͏͕ڀݚͳ͞Ε͍ͯΔ [7]. Ұൠʹ, ඪ࠲ C[Gu,e]ແܕݶͱͳΔ. ॳظΫϥελʔҎ֎ͷ

Ϋϥελʔม݁থجఈͱؔ࿈͚, Ϋϥελʔཧ, ΞϑΝΠϯྔ܈ࢠͷදݱͷԠ༻Λ͍ͨ͠ࢦ.
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༗ݶମͷϩʔϥϯڃʹ͓͚ΔσΟΦϑΝϯτεۙࣅ

େԻ ஐ߂ (Tomohiro Ooto)∗ ɹ
ஜେֶ ཧ࣭ՊֶڀݚՊֶઐ߈ † തظޙ࢜՝ఔೋ

֓ ཁ

σΟΦϑΝϯτεۙࣅɼ࣮Λ༗ཧͰͲͷ͘Β͍ྑۙ͘ࣅͰ͖Δ͔Λجຊతͳ
ͱ͠ɼͦͷͷ֦ுྨࣅʹ͍ͭͯओʹௐΔͰ͋Δɽ͜ͷۙࣅཧɼ
ӽσΟΦϑΝϯτεํఔࣜͷԠ༻͕͋Γ͔͘ݹΒڀݚͷରͱͳ͖ͬͯͨɽຊ
ςΫχΧϧϨϙʔτͰɼ࣮ʹؔ͢ΔσΟΦϑΝϯτεۙࣅͷઌڀݚߦͱͦͷԠ༻ʹ
͍ͭͯड़Δɽͦͷޙɼ࣮ͷྨࣅͱͯ͠༗ݶମͷϩʔϥϯڃͰͷσΟΦϑΝϯ
τεۙࣅʹ͍ͭͯಘΒΕͨ݁ՌΛհ͢Δɽ

1 ಋೖ

σΟΦϑΝϯτεۙࣅɼ

༩͑ΒΕ࣮ͨ ξ Λ༗ཧͰͲͷ͘Β͍ྑۙ͘ࣅͰ͖Δ͔

Λجຊతͳͱ͠ɼͦͷͷ֦ுྨࣅʹ͍ͭͯओʹௐΔͰ͋ΔɽͪΖΜ༗ཧ
ͷີੑ͔Βɼ͍͘ΒͰ ξͱͷ͕ࠩখ͍͞༗ཧଘ͢ࡏΔɽ͔͠͠ɼ͜ͷࠩͷଌΓํ
(ͷ͞͠)Λ͏·͘ม͑Δ͜ͱͰ໘ന͍͜ͱ͕Θ͔ͬͯ͘Δɽͦ͜Ͱɼ͜ͷઅͰͦͷͷ
͞͠ʹ͍ͭͯ؆୯ͳ߹Λ௨ͯ͠ΠϝʔδΛ௫ΜͰΒ͍͍ͨɽ
·ͣɼҰͭه߸Λಋೖ͢Δɽ࣮ xʹରͯ͠ɼ[x] := max{n ∈ Z | n ≤ x}ͱఆΊΔɽ͜

ͷؔ [·]Ψεه߸ͱΑΕ͓ͯΓɼ࣮ͷ෦ΛऔΓग़ؔ͢Ͱ͋Δɽྫ͑ɼ
[3] = 3, [5.3] = 5, [−6.25] = −7ɽ q ̸= 0ʹରͯ͠ɼ|qξ − [qξ]| ≤ 1ͳͷͰ྆ลΛ |q|Ͱׂ
Δͱɼ

∣∣∣∣ξ −
[qξ]

q

∣∣∣∣ ≤
1

|q|

͕Γཱͭɽैͬͯɼ࣮ۙࣅ༗ཧͷͰۙࣅͰ͖Δɽ࣍ʹɼξ͕༗ཧ a/bͷͱ͖
Δɽ͜ͷͱ͖ɼa/bͱҟͳΔ༗ཧ͑ߟ͍ͯͭʹ p/qʹରͯ͠ɼ

∣∣∣∣
a

b
− p

q

∣∣∣∣ ≥
|aq − bp|

|bq| ≥ 1

|bq|

͕Γཱͭɽ্هͱ߹ΘͤΔͱɼ༗ཧۙࣅ༗ཧͷ͕͋Δҙຯྑ࠷ͷۙࣅͱͳΔɽ
యతݹͷ࣍Ͱ͋Ζ͏ɽແཧʹ͍ͭͯࣅΔ͖͜ͱɼξ͕ແཧͷͱ͖ͷۙ͑ߟʹ࣍

ͳ݁Ռ͕͋Δɽ
∗e-mail: ooto@math.tsukuba.ac.jp
†˟ 305-8577 ҵͭ͘ݝࢢఱԦ 1-1-1 ஜେֶཧ࣭ܥֶҬ
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ఆཧ 1.1 (Dirichlet, 1842). ࣮ ξΛແཧͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍Λຬͨ͢༗ཧ p/q͕ແ
ʹଘ͢ࡏΔ:

∣∣∣∣ξ −
p

q

∣∣∣∣ ≤
1

|q|2 .

ఆཧ 1.1ͷূ໌ɼോϊݪཧ (n+1ӋͷോΛ nݸͷശʹೖΕΔͱɼগͳ͘ͱ ͷശݸ1
ʹ 2ӋҎ্ͷോ͕͍Δ)Λ༻͍ͯॳతʹূ໌Ͱ͖Δɽূ໌ɼ[15, ୈ 1ষ]ʹॻ͍ͯ͋
Δɽఆཧ 1.1͔Βɼແཧۙࣅ༗ཧͷͷ 2ͰۙࣅͰ͖Δɽ
Ҏ্ͷ͜ͱ͔Βɼۙࣅ༗ཧͷͷ 2ͰۙࣅͰ͖Εແཧɼͦ͏Ͱͳ͍༗ཧ

ͱͳΔɽͭ·Γɼ༗ཧ͔ແཧ͔Λఆ͢Δͷʹํఔࣜ (ࣜ)Ͱͳ͘ෆ͕ࣜ͑Δͱ
͜Ζ͕ඇৗʹ໘ന͍Ͱ͋Δɽ
2અͰɼઌ΄ͲະఆٛͰࣅۙྑ࠷ͨͬͷ֓೦ΛఆࣜԽ͠ɼͦΕʹؔ͢ΔઌڀݚߦΛ

հ͢Δɽ࣍ͷ 3અͰɼӽσΟΦϑΝϯτεํఔࣜͷࣅۙྑ࠷ͷԠ༻ʹ͍ͭͯड़
Δɽ4અɼ༗ཧͰͷۙࣅΛҰൠԽͨ͠తଟ߲ࣜͰͷۙࣅʹ͍ͭͯड़
Δɽ5અͰɼ࣮Ͱͳ͘ผͷମ (༗ݶମͷϩʔϥϯڃମ)ͷۙࣅʹ͍ͭͯ؆୯ͳհ
Λ͍ߦɼࠓճͷओ݁ՌΛใ͢ࠂΔɽ

2 ࣮ͷ༗ཧۙࣅ

·ͣɼલઅͰະఆ࣮ٛͩͬͨͷࣅۙྑ࠷Λఆٛ͢Δɽ࣮ ξʹରͯ͠ɼ

0 <

∣∣∣∣ξ −
p

q

∣∣∣∣ ≤
1

|q|w

ͱͳΔ༗ཧ p/q͕ແʹଘ͢ࡏΔΑ͏ͳ࣮ wͷ্ݶΛ µ(ξ)ͱ͠ɼ͜ΕΛ ξͷແཧ
ͱΑͿɽ͜ΕͰɼ༗ཧͷͱ͍͏ͷ͞͠Λࣅۙྑ࠷ͨͬΛఆࣜԽ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ
ແཧͷ͍͑ݴͱཱ͕ͯ࣍͢͠Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽҎԼΛຬ࣮ͨ͢ wͷԼݶ
 µ(ξ)ͱͳΔ: ͋Δਖ਼ͷ࣮ C ͕ଘͯ͠ࡏɼξͱҟͳΔͯ͢ͷ༗ཧ p/qʹରͯ͠ɼ

∣∣∣∣ξ −
p

q

∣∣∣∣ ≥
C

|q|w

Λຬͨ͢ɽैͬͯɼલઅ͔Β࣮ ξʹରͯ͠ µ(ξ) ≥ 1ɼ༗ཧ a/bʹରͯ͠ µ(a/b) = 1͕
ཱ͢Δɽ·ͨɼఆཧ 1.1Λ͍͑ݴΔͱ࣍ͷΑ͏ʹͳΔ:

ఆཧ 2.1 (Dirichlet, 1842). ແཧ ξ ∈ Rʹରͯ͠ɼµ(ξ) ≥ 2ɽ

ैͬͯɼલઅͷޙ࠷ͷํʹड़ͨ༗ཧ͔ແཧͷఆ๏ɼ

µ(ξ) > 1ͳΒ ξ ແཧͰɼͦ͏Ͱͳ͍ͱ͖ (µ(ξ) = 1)ɼ ξ ༗ཧ

ͱͳΔɽ
ෳૉ ξɼP (ξ) = 0ͱͳΔଟ߲ࣜP (X) ∈ Z[X]\{0}͕ଘ͢ࡏΔͱ͖త

ͱ͍͏ɽෳૉͰతͱͳΔશମͷू߹ΛQͱද͢ɽξ͕తͷͱ͖ɼP (ξ) = 0

ͱͳΔ P (X) ∈ Z[X] \ {0}ͷ͏ͪ࠷খͷ࣍Λ ξͷ࣍ͱΑͼɼdeg ξͰද͢ɽ·ͨɼ
తͰͳ͍ෳૉΛӽͱΑͿɽ͜͜Ͱɼ͍͔ͭ͘తͱӽͷྫΛ͛ڍΔɽ
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ྫ. ༗ཧ࣍ 1ͷతɽ
√
2,
√
3,
√
5࣍ 2ͷతɽωΠϐΞ eͱԁप π

ӽɽ

Liouvilleతͷແཧͷ্ݶΛ༩͑ͨɽ

ఆཧ 2.2 (Liouville [7, 8]). ࣍ dͷత ξ ∈ Rʹରͯ͠ɼµ(ξ) ≤ dɽ

Proof. ଞͷσΟΦϑΝϯτεۙࣅͷఆཧͰͦ͏͕ͩɼ͜ͷఆཧͷূ໌ͷϙΠϯτ 0Ͱ
ͳ͍ͷઈର 1Ҏ্ͱ͍͏͜ͱͰ͋Δɽ
p/qΛ ξͱҟͳΔ༗ཧͱ͢Δɽ|ξ − p/q| > 1ͷͱ͖ɼ

∣∣∣∣ξ −
p

q

∣∣∣∣ > 1 ≥ 1

|q|d

ͱͳΔɽ࣍ʹɼ|ξ − p/q| ≤ 1ͷͱ͖Λ͑ߟΔɽP (X) =
∑d

n=0 anX
n ∈ Z[X]\{0}ͰP (ξ) = 0

ͳΔͷΛͱͬͯ͘Δɽ͜ͷଟ߲ࣜΛX = ξ·ΘΓͰςʔϥʔల։͢Δͱɼ

P (X) =
d∑

n=0

P (n)(ξ)

n!
(X − ξ)n

ͱͳΔɽP (0)(ξ) = 0ʹҙ͢Δͱɼ

∣∣∣∣P
(
p

q

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

d∑

n=1

P (n)(ξ)

n!

(
p

q
− ξ

)n
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣ξ −
p

q

∣∣∣∣
d∑

n=1

|P (n)(ξ)|
n!

∣∣∣∣
p

q
− ξ

∣∣∣∣
n−1

≤
∣∣∣∣ξ −

p

q

∣∣∣∣
d∑

n=1

|P (n)(ξ)|
n!

.

·ͨɼ0Ͱͳ͍ͷઈର 1Ҏ্ͳͷͰ
∣∣∣∣P

(
p

q

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∑d
n=0 anp

nqd−n

qd

∣∣∣∣∣ ≥
1

|q|d .

͜͜ͰɼC := min{1, (
∑d

n=1 |P (n)(ξ)|/n!)−1}ͱ͓͘ɽ͢ΔͱɼξͱҟͳΔҙͷ༗ཧ p/q

ʹରͯ͠ɼ
∣∣∣∣ξ −

p

q

∣∣∣∣ ≥
C

|q|d

ͱͳΔͷͰɼµ(ξ) ≤ d͕ಘΒΕΔɽ

LiouvilleʹΑͬͯಘΒΕͨ dͱ͍͏্քɼͦͷޙ d/2 + 1 (Thue [18])ɼ2
√
d (Siegel

[16])ɼ
√
2d (Dyson [6])ͱߋ৽͞Εɼ࠷ऴతʹRothͷखʹΑܾͬͯண͕͍ͭͨɽ

ఆཧ 2.3 (Roth [12]). ࣮ ξ͕ Ҏ্ͷతͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼµ(ξ)࣍2 ≤ 2ɽैͬͯɼ
ఆཧ 2.1ͱ߹ΘͤΔͱɼ

µ(ξ) = 2.

ఆཧ 2.3ͷূ໌͕ॻ͍ͯ͋Δॻͱͯ͠ɼ[15, ୈ 3ষ]͕͛ڍΒΕΔɽఆཧ 2.3ͷରۮΛ
ͷӽఆ͕ಘΒΕΔɽ࣍Δ͜ͱͰɼ͑ߟ

ܥ 2.4. ࣮ ξʹରͯ͠ɼµ(ξ) > 2ͳΒ ξӽɽ
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3 ࣮ͷ༗ཧۙࣅͷԠ༻

͜ͷઅͰɼୈ 2અͰड़ͨఆཧͷԠ༻ʹ͍͔ͭͯͭزհ͢Δɽ·ͣɼӽͷ
Ԡ༻Λհ͍ͨ͠ɽ

ఆཧ 3.1 (Mahler [9]). bΛ 2Ҏ্ͷͱ͠ɼkΛ 3Ҏ্ͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ࣮
ӽ:

ξ =
∞∑

n=0

1

bkn
.

ҙ. MahlerRothͷఆཧΛ༻͍ͳ͍ํ๏Ͱ͕ࣔͨ͠ɼ͜͜ͰRothͷఆཧΛূͨͬ
໌Λ༩͑Δɽ

Proof. ܥ 2.4ΑΓɼµ(ξ) > 2Λࣔͤྑ͍ɽͦͷͨΊɼξʹྑ͍ۙࣅΛ༩͑Δ༗ཧΛߏ
͢Δɽm ≥ 0ʹରͯ͠ɼ

ξm :=
m∑

n=0

1

bkn
=

1 + bk
m−km−1

+ bk
m−km−2

+ · · ·+ bk
m−1

bkm

ͱ༗ཧΛఆΊΔɽ͜ͷͱ͖ɼ

|ξ − ξm| =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=m+1

1

bkn

∣∣∣∣∣ ≤
2

(bkm)k
.

ैͬͯɼµ(ξ) ≥ k > 2ͱͳΔͨΊ ξӽͱͳΔɽ

ఆཧ 3.2 (Danilov [5]). α > 1Λແཧͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ࣮ӽ:

∞∑

n=1

1

b[αn]
.

͜ͷఆཧͷূ໌ɼఆཧ 3.1ͷূ໌ͱಉ͘͡ྑ͍༗ཧۙࣅΛߏͯ͠ܥ 2.4͔Βӽੑ
Λࣔ͢ͱ͍͏ํͰ͋Δɽ࣍ʹɼσΟΦϑΝϯτεํఔࣜͷԠ༻ΛҰͭड़Δɽ

ఆཧ 3.3 (Thue [18]). dΛ 3Ҏ্ͷͱ͠ɼF (X,Y ) ∈ Z[X,Y ]Λطͳ d࣍੪࣍ଟ߲ࣜ
ͱ͢Δɽ·ͨɼkΛͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼෆఆํఔࣜ

F (X,Y ) = k (1)

ͷղ (X,Y ) ∈ Z2༗͔͠ݸݶଘ͠ࡏͳ͍ɽ

ҙ. ͜ͷఆཧɼલઅͰհͨ͠ RothͷఆཧΑΓऑ͍ Thueͷఆཧ (µ(ξ) ≤ d/2 + 1)Λ
༻͍ͯ Thue͕ࣗূ໌ͨ͠ɽ

ྫ. 2X3 − Y 3 = 1ͷղ (X,Y ) ∈ Z2༗ݸݶͷΈɽ
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4 ༗ཧۙࣅͷҰൠԽ

͜ͷઅͰɼແཧͷ֓೦ΛҰൠԽͦ͠Εʹ͍ͭͯΒΕ͍ͯΔ͜ͱΛհ͢ΔɽҰൠ
ԽΛ͢ΔͨΊʹɼ·ͣଟ߲͓ࣜΑͼతͷ͞ߴΛఆٛ͢Δɽଟ߲ࣜ P (X) =∑d

n=0 anX
n ∈ Z[X]ʹରͯ͠ɼH(P ) := max0≤n≤d |an|ΛP ͷ͞ߴͱΑͿɽత ξ ∈ Q

ʹରͯ͠ɼξͷ࠷খଟ߲ࣜΛQ(X)ͱ͓͘ɽͭ·Γɼط͔ͭ࢝ݪతͰ࣍ߴ࠷͕ਖ਼ͱͳ
ΔQ(X) ∈ Z[X] \ {0}ͰQ(ξ) = 0ͱͳΔͷΛͱͬͯ͘Δɽతʹରͯ͠ɼ࠷খଟ߲
ࣜ།Ұͭଘ͢ࡏΔ͜ͱʹҙ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼH(ξ) := H(Q)Λ ξͷ͞ߴͱΑͿɽ͜͜Ͱɼ
తͷ͞ߴͷ؆୯ͳྫΛհ͢Δɽ

ྫ. p, qΛ͍ޓʹૉͳਖ਼ͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ༗ཧ p/qͷ࠷খଟ߲ࣜ qX − pͰ͋
Γɼͦͷ͞ߴH(p/q) = max{p, q}ͱͳΔɽ·ͨɼ

√
2ͷ࠷খଟ߲ࣜX2 − 2Ͱ͋Γɼͦ

ͷ͞ߴH(
√
2) = 2ͱͳΔɽ

ແཧɼ༗ཧͷͱ͍͏ͷ͞͠Ͱࣅۙྑ࠷Λఆ͍ٛͯͨ͠ɽࠓɼઌ΄Ͳఆ
ʹͷΑ͏࣍Λࣅۙྑ࠷ͯ͠ʹΛͷ͞͠͞ߴͨٛ͠ 2ͭఆٛ͢Δɽਖ਼ͷ n͓Αͼ࣮ ξ

ʹରͯ͠ɼ

0 < |P (ξ)| ≤ 1

H(P )w
, degP ≤ n

ͱͳΔ P (X) ∈ Z[X]͕ແʹଘ͢ࡏΔΑ͏ͳ࣮ wͷ্ݶΛ wn(ξ)ͱ͓͘ɽ·ͨɼ

0 < |ξ − α| ≤ 1

H(α)w∗+1
, degα ≤ n

ͱͳΔ α ∈ Q͕ແʹଘ͢ࡏΔΑ͏ͳ࣮ w∗ ͷ্ݶΛ w∗
n(ξ)ͱ͓͘ɽ͜ΕΒೋͭͷؔ

wn, w∗
nDiophantine exponentͱΑΕ͍ͯΔɽҙͷ࣮ ξʹରͯ͠ɼw1(ξ) = w∗

1(ξ) =

µ(ξ) + 1Ͱ͋Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽैͬͯɼDiophantine exponent wn, w∗
nແཧ µ

ͷ֓೦ΛҰൠԽͨ͠ͷͰ͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ 2ͭͷʹ͍ͭͯ͑ߟΔ͜ͱࣗવͳ͜
ͱͩΖ͏ɽ

 4.1. ξΛ࣮ɼnΛਖ਼ͷͱ͢Δɽ

(1) ξ͕తͷͱ͖ɼwn(ξ)ͱ w∗
n(ξ)ͷΛܾఆͤΑɽ

(2) Diophantine exponent wnͱ w∗
nҟͳΔ͔ؔɽͦ͠͏ͳΒɼͲͷ͘Β͍ҟͳ

Δ͔ΛௐΑɽ

 (1)ʹ͍ͭͯɼwn(ξ), w∗
n(ξ)ͷɼξͷ࣍ͱnΛ༻͍ͯදͤΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 4.2. ਖ਼ͷ nͱ d࣍ͷత ξ ∈ Rʹରͯ͠ɼ

wn(ξ) = w∗
n(ξ) = min{n, d− 1}.

ূ໌ʹɼRothͷఆཧ (ఆཧ 2.3)ͷݩ࣍ߴ൛Ͱ͋Δ෦ۭؒఆཧ͕༻͍ΒΕΔɽ෦ۭ
ؒఆཧͷओுٴͼূ໌ʹؔͯ͠ [13, Section VI]ʹॻ͔Ε͍ͯΔɽఆཧ 4.2ͷͦͷଞͷ෦
ͷূ໌ʹؔͯ͠ [2, Section 3.2,3.4]ʹॻ͍ͯ͋Δɽैͬͯɼ (1)ղܾ͞Ε͍ͯΔɽ
࣍ (2)ʹ͍ͭͯΒΕ͍ͯΔ݁ՌΛड़͍͖͍ͯͨɽؔ wnͱ w∗

nͷࠩͷ্քͱ
Լքʹ͍͕ͭͯ࣍ΒΕ͍ͯΔɽ
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ఆཧ 4.3 (Wirsing [19]). nΛਖ਼ͷͱ͠ɼξΛ࣮ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

0 ≤ wn(ξ)− w∗
n(ξ) ≤ n− 1.

ࠩͷ্ݶͱԼݶʹ্͍ͭͯهͷఆཧ͔ΒΘ͔Δ͕ɼ࣮ࡍʹͲͷ͘Β͍ҟͳΔ͔ΛௐΔ
ʹɼδ ∈ [0, n− 1]ʹରͯ͠wn(ξ)−w∗

n(ξ) = δͱͳΔ ξ ∈ RͷଘੑࡏΛௐΔඞཁ͕͋Δɽ
n = 2ͷͱ͖ɼ࿈

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

· · ·

, (a0 ∈ Z, ai ∈ Z>0 for i ≥ 1)

ͱ͍͏௨ৗͷ 10ਐల։ͱҟͳ࣮ͬͨͷදه๏ٴͼͦͷཧΛ༻͍Δ͜ͱͰɼؔ w2−w∗
2

ͷҬܾఆ͞Ε͍ͯΔɽ

ఆཧ 4.4 (Bugeaud [4]). ؔ w2 − w∗
2 ͷҬด۠ؒ [0, 1]Ͱ͋Δɽ

n ≥ 3ʹରͯ͠ɼؔwn−w∗
nͷҬશʹܾఆ͞Ε͍ͯͳ͍͕࣍ͷ෦తͳ݁Ռ͕

ΒΕ͍ͯΔɽ

ఆཧ 4.5 (Bugeaud [1]). ؔ w3 − w∗
3 ͷҬ۠ؒ [0, 2)ΛؚΉɽ

ఆཧ 4.6 (Bugeaud, Dujella [3]). nΛ 4Ҏ্ͷͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼؔ wn − w∗
nͷ

Ҭ࣍ͷ۠ؒΛؚΉ:
[
0,

n

2
+

n− 2

4(n− 1)

)

5 ओ݁Ռ

͜ͷઅͰɼ༗ݶମͷϩʔϥϯڃମͰͷσΟΦϑΝϯτεۙࣅʹ͍࣮ͭͯͱൺֱ
͠ͳ͕Βۙࣅͷ֓೦ઌڀݚߦʹ͍ͭͯड़Δɽͦͷޙɼओ݁ՌΛհ͢Δɽ·ͣٞΛ
ల։͢Δͷʹඞཁͳه߸Λಋೖ͢ΔɽpΛૉͱ͠ɼਖ਼ͷ sʹରͯ͠ q = psͱ͓͘ɽݩ
ͷݸ͕ qݸͷମΛ Fq Ͱද͠ɼFq ͷଟ߲ࣜΛ Fq[T ]Ͱද͢ɽͦͯ͠ɼFq[T ]ͷମ
Λ Fq(T )Ͱද͢ɽͭ·Γɼ

Fq(T ) =

{
P (T )

Q(T )

∣∣∣∣P (T ), Q(T ) ∈ Fq[T ], Q(T ) ̸= 0

}

ͱ͢Δɽ·ͨɼFq ମΛڃͷϩʔϥϯ

Fq((T
−1)) =

{ ∞∑

n=N

anT
−n

∣∣∣∣∣an ∈ Fq, N ∈ Z, aN ̸= 0

}
∪ {0}

Ͱද͢ɽ͜͜ͰɼFq ⊂ Fq[T ] ⊂ Fq(T ) ⊂ Fq((T−1))ͱ͍͏แؚ͕ؔΓཱͭɽ
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Ͱ࣍͠͠ͷྨࣅͷରԠΛߦ͕ڀݚͨͬΘΕ͍ͯΔ:

Z ←→ Fq[T ]

Q ←→ Fq(T )

R ←→ Fq((T
−1))

ճͷओ݁Ռͦ͏͍ͬͨࠓ RͰΓཱͭ͜ͱ͕ Fq((T−1))ͰΓཱ͔ͭͲ͏͔Λௐͨ
ͱͳ͍ͬͯΔɽڀݚ
ɼ4અͰఆٛͨ͠ʹ࣍ 2ͭͷDiophantine exponentͷྨࣅΛఆ͍ٛͨ͠ɽͦͷͨΊʹɼ·

ͣ Fq((T−1))্ʹઈରΛఆΊଟ߲ࣜతͷ͞ߴΛఆٛ͢Δɽξ =
∑∞

n=N anT−n ∈
Fq((T−1)) \ {0}ʹରͯ͠ɼ|ξ| := q−Nɼ·ͨ 0ʹରͯ͠ɼ|0| := 0Ͱ Fq((T−1))্ʹઈର
ΛఆΊΔɽ͜ͷઈରɼFq((T−1))ͷดแ Fq((T−1))·ͰҰҙతʹԆͰ͖Δ͜ͱ͕
ΒΕ͓ͯΓɼͦΕΛ·ͨ | · |Ͱද͢ɽଟ߲ࣜ P (X) =

∑d
n=0 anX

n ∈ (Fq[T ])[X]ʹର͠
ͯɼH(P ) := max0≤n≤d |an|Λ P ͷ͞ߴͱΑͿɽత ξ ∈ Fq(T )ʹରͯ͠ɼξͷ࠷খଟ
߲ࣜΛQ(X)ͱ͓͘ɽͭ·ΓɼX తͳଟ߲ࣜQ(X)࢝ݪ͔ͭطͯؔ͠ʹ =

∑d
n=0 anX

n ∈
(Fq[T ])[X]\{0}ͰɼQ(ξ) = 0͔ͭ ad͕T ʹؔͯ͠ϞχοΫଟ߲ࣜͱͳΔͷΛͱͬͯ͘Δɽ
తʹରͯ͠ɼ࠷খଟ߲ࣜ།Ұͭଘ͢ࡏΔ͜ͱʹҙ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼH(ξ) := H(Q)

Λ ξͷ͞ߴɼdeg ξ := degX QΛ ξͷ࣍ͱΑͿɽ
ਖ਼ͷ nͱ ξ ∈ Fq((T−1))ʹରͯ͠ɼ

0 < |P (ξ)| ≤ H(P )−w, degX P ≤ n

ͱͳΔ P (X) ∈ (Fq[T ])[X]͕ແʹଘ͢ࡏΔΑ͏ͳ࣮ wͷ্ݶΛ wn(ξ)ͱ͓͘ɽ·ͨɼ

0 < |ξ − α| ≤ H(α)−w∗−1, degα ≤ n

ͱͳΔత α ∈ Fq(T )͕ແʹଘ͢ࡏΔΑ͏ͳ࣮w∗ͷ্ݶΛw∗
n(ξ)ͱ͓͘ɽ͜ͷͱ

͖ɼҙͷ ξ ∈ Fq((T−1))ʹରͯ͠w1(ξ) = w∗
1(ξ)ͱͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽͦ͜Ͱɼ࣮

ͱಉ͡Α͏ʹ࣍ͷʹ͍͍ͭͯͨ͑ߟ:

 5.1. nΛਖ਼ͷͱ͠ɼξ ∈ Fq((T−1))ͱ͢Δɽ

(1) ξ͕తͷͱ͖ɼwn(ξ)ͱ w∗
n(ξ)ͷΛܾఆͤΑɽ

(2) Diophantine exponent wnͱ w∗
nҟͳΔ͔ؔɽͦ͠͏ͳΒɼͲͷ͘Β͍ҟͳ

Δ͔ΛௐΑɽ

 (1)ʹؔͯ͠ɼLiouvilleͷఆཧ (ఆཧ 2.2)ͷྨ͕ࣅΓཱͭɽ

ఆཧ 5.2 (Mahler [10]). ࣍ dͷత ξ ∈ Fq((T−1))ʹରͯ͠ɼw1(ξ) ≤ d− 1ɽ

͔͠͠ɼRothͷఆཧ (ఆཧ2.3)ͷྨࣅཱ͠ͳ͍͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽͭ ·Γɼw1(ξ) > 1

ͱͳΔత ξ ∈ Fq((T−1)) ͕ଘ͢ࡏΔɽྫ͑ɼt Λਖ਼ͷɼr = pt ͱ͠ɼξ :=∑∞
n=0 T

−rn ∈ Fq((T−1))ͱ͓͘ɽ͜ͷͱ͖ɼξ r࣍ͷతͰ w1(ξ) = r − 1ͱͳΔ͜
ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ ([10])ɽ
͜ͷ͜ͱ͔Βɼ࣮ʹൺ (1)Λղܾ͢Δͷ͍͜͠ͱ͕Θ͔Δɽ (1)ͷ෦

తͳ݁Ռͱͯ͠ɼw1ͷతͰͷҬʹ͍ͭͯ࣍ͷ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽ
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ఆཧ 5.3 (Thakur [17], Schmidt [14]). ༗ཧw > 1ʹରͯ͠ɼw1(ξ) = wΛຬͨ͢త
 ξ ∈ Fq((T−1))͕ແʹଘ͢ࡏΔɽ

Δɽ͢ࠂճɼ͜ͷ݁ՌΛ֦ு͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ͨͷͰใࠓ

ఆཧ 5.4. nΛਖ਼ͱ͠ɼw > 2n− 1Λ༗ཧͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷࣜΛຬͨ͢
త ξ ∈ Fq((T−1))͕ແʹଘ͢ࡏΔ:

w1(ξ) = w∗
1(ξ) = · · · = wn(ξ) = w∗

n(ξ) = w.

ʹ࣍ (2)Λ͑ߟΔɽؔwnͱ w∗
nͷࠩͷ্քͱԼքʹ͍ͭͯ࣍Λࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ

ఆཧ 5.5 ([11]). nΛਖ਼ͱ͠ɼξ ∈ Fq((T−1))ͱ͢ΔɽkΛ pk ≤ n < pk+1Λຬͨ͢ඇෛ
ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖ɼ͕࣍Γཱͭ:

0 ≤ wn(ξ)− w∗
n(ξ) ≤ (pk − 1)w∗

n(ξ) + (n+ 1)pk − 2.

͞Βʹ 1 ≤ n < 2pͳΒɼ࣍ͷෆ͕ࣜΓཱͭ:

0 ≤ wn(ξ)− w∗
n(ξ) ≤ n− 1.

Rͱ Fq((T−1))Ͱඪ͕ 0ͱ pͰҟͳ͓ͬͯΓɼͦͷӨڹͰҰൠͷ nʹ͍ͭͯఆཧ 4.3

ͷྨࣅΛࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ͳ͔ͬͨɽ͔͠͠ɼখ͍͞ nʹରͯ͠ɼඪ pಛ༗ͷٞΛ༻͍
ͯఆཧ 4.3ͷྨࣅΛࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ
ؔ wn − w∗

nͷҬʹ͍ͭͯ࣍Λࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ

ఆཧ 5.6. nΛ 2Ҏ্ͷͱ͢Δɽؔ wn − w∗
nͷҬด۠ؒ [0, 1]ΛؚΉɽ

ఆཧ 5.5ɼ5.6͔Βɼn = 2ͷͱ͖ؔw2−w∗
2ͷҬ͕ด۠ؒ [0, 1]ͱܾఆͰ͖ͨͷͰɼఆཧ

4.4ͷྨ͕ࣅཱ͢Δɽ·ͨɼҙͷn ≥ 2ʹରͯ͠ɼwn(ξ) ̸= w∗
n(ξ)ͳΔ ξ ∈ Fq((T−1))

ͷଘ͕ੑࡏΘ͔ΔͨΊɼwnͱ w∗
nҟͳΔؔͱͳΓɼ (2)ͷલ෦ղܾͰ͖ͨɽ
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Gorenstein Fano polytope arising from
order polytopes and chain polytopes

୩ɹতળ (Akiyoshi TSUCHIYA) (େࡕେֶେֶӃใՊֶڀݚՊ)∗

ຊߘݪେࡕେֶͷൺ೭ࢯͱদాҰಙࢯͱͷڞಉڀݚ .ͮ͘جʹ[3]

1. ४උ
1.1. ತଟ໘ମͱEhrhartଟ߲ࣜ

P ⊂ Rd Λdݩ࣍ತଟ໘ମ, ͭ·Γ֤ͷ࠲ඪ͕શͯͰ͋ΔΑ͏ͳdݩ࣍
ͷತଟ໘ମͱ͢Δ. ತଟ໘ମ P ͕ਖ਼نͰ͋Δͱ, ҙͷ N > 0 ͓Αͼ
ҙͷ a ∈ NP ∩ Zd ʹର͠, a = a1 + · · ·+ aN Λຬͨ͢a1, . . . , aN ∈ P ∩ Zd ͕
ଘ͢ࡏΔͱ͖Λ͍͏. ͜͜Ͱ NP = {Nα | α ∈ P} Ͱ͋Δ.

·ͨ, ತଟ໘ମ P ͕FanoͰ͋Δͱ, ͦͷ෦ʹؚ·ΕΔ͕Rdͷݪ
ͷΈͰ͋Δͱ͖Λ͍͏. ͞Βʹ, Fano ͳತଟ໘ମ P ͕Gorenstein FanoͰ
͋Δͱ, ͦͷରଟ໘ମ

P∨ := {x ∈ Rd | ⟨x,y⟩ ≤ 1 for all y ∈ P}

Ͱ͋Δͱ͖Λ͍͏. ͜͜Ͱ, ⟨x,y⟩  Rd ͷ௨ৗͷੵͰ͋Δ.

ҙͷਖ਼ n ʹ͍ͭͯؔ i(P , n) Λ

i(P , n) := |nP ∩ Zd|

Ͱఆٛ͢Δ. ͜ͷ࣌, ҎԼ͕ΒΕ͍ͯΔ.

• i(P , n) , n ʹؔ͢Δ d .ଟ߲ࣜͰ͋Γ,ఆ߲ৗʹ̍Ͱ͋Δ࣍

• i(P , n)ͷ࣍ߴ࠷ͷPͷ௨ৗͷମੵͱҰக͢Δ.

͜ͷଟ߲ࣜ i(P , n) Λ P ͷ Ehrhart ଟ߲ࣜ ͱݺͿ.

1.2. ॱংತଟ໘ମͱತଟ໘ମ

P = {p1, . . . , pd}Λ d .ΒͳΔॱংू߹ͱ͢Δ͔ݩ I ⊂ P ͕ϙηοτΠσΞϧ
ͱ, ݅ “a ∈ I, b ∈ P, b < a ͳΒ b ∈ I” Λຬͨ͢ͷΛ͍͏. Pͷϙηοτ
ΠσΞϧશମͷू߹ΛJ (P ) Ͱද͢. ·ͨ, A ⊂ P ͕ͱ, Aͷશͯͷ͕ݩP

ͰൺֱෆՄͳͷΛ͍͏. P ͷશମͷू߹ΛA(P ) Ͱද͢. ۭू߹ ∅ ϙ
ηοτΠσΞϧ͓ΑͼͱΈͳ͢.

֤ I ⊂ P ʹର͠, ρ(I) :=
∑

pi∈I ei ͱఆΊΔ (͜͜Ͱ e1, . . . , ed  Rd ͷ୯Ґ࠲
ඪϕΫτϧ). ॱংू߹P͔Β࣍ͷ2छྨͷತଟ໘ମ͕ߏͰ͖Δ.

O(P ) := conv({ρ(I)|I ∈ J (P )})
∗ e-mail: a-tsuchiya@cr.math.sci.osaka-u.ac.jp
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C(P ) := conv({ρ(A)|I ∈ A(P )})

O(P )Λॱংತଟ໘ମ, C(P )Λತଟ໘ମͱ͍͏. ͜ͷ 2छྨͷತଟ໘ମͷ
Ehrhartଟ߲͕ࣜҰக͢Δ, ͭ·Γ

i(O(P ), n) = i(C(P ), n)

͕Γཱͭ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ ([5]). ಛʹ, O(P )ͱC(P )ͷମੵҰக͢Δ.

1.3. τʔϦοΫͱτʔϦοΫΠσΞϧ

P ⊂ RdΛdݩ࣍ತଟ໘ମͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖

K[P ] := K[xα1
1 · · · xαd

d t : (α1, . . . ,αd) ∈ P ] ⊂ K[x1, . . . , xd, t]

Pʹਵ͢ΔτʔϦοΫͱ͍͏. ·ͨ͜ͷτʔϦοΫͷఆٛΠσΞϧ IPΛ
Pʹਵ͢ΔτʔϦοΫΠσΞϧͱ͍͏. P͕ਖ਼نͷ࣌, K[P ]ͷHilbertؔͱ,

PͷEhrhartଟ߲ࣜ i(P , n)͕Ұக͢Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.

2. ॱংತଟ໘ମͱತଟ໘ମʹਵ͢Δਖ਼نGorenstein Fanoತ

ଟ໘ମ
P = {p1, . . . , pd}, Q = {q1, . . . , qd} Λ, ͱʹd .ΒͳΔॱংू߹ͱ͢Δ͔ݩ P

ͱQʹਵ͢Δॱংತଟ໘ମͱತଟ໘ମΛΈ߹Θͤ, ͷ࣍ 3छྨͷತଟ໘
ମΛߏ͢Δ.

Γ(O(P ),−O(Q)) := conv{O(P ) ∪ −(O(Q))}

Γ(O(P ),−C(Q)) := conv{O(P ) ∪ −(C(Q))}

Γ(C(P ),−C(Q)) := conv{C(P ) ∪ −(C(Q))}

͜͜Ͱತଟ໘ମP ⊂ Rdʹରͯ͠−P := {−α ∈ Rd|α ∈ P}Ͱ͋Δ.

[d] = {1, . . . , d} ͷஔ σ = i1i2 · · · id ͕ P ͷઢ֦ܗுͰ͋Δͱ, pia < pib
Ͱ͋Ε ia < ib Λຬͨ͢ͷΛ͍͏. P ͱ Q ͱͭ࣋͜ுΛ֦ܗ௨ͷઢڞ͕
ͱ, Γ(O(P ),−O(Q))͕ਖ਼نGorenstein Fanoತଟ໘ମͱͳΔ͜ͱಉͰ͋Δ
͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ ([1]). ·ͨ, Γ(O(P ),−C(Q))ͱΓ(C(P ),−C(Q))͕ৗʹਖ਼ن
Gorenstein Fanoತଟ໘ମͰ͋Δ͜ͱ [2]ͱ [4]ͰΒΕ͍ͯΔ. ͜ͷ݁Ռ͜Ε
Β3छྨͷತଟ໘ମʹਵ͢ΔτʔϦοΫΠσΞϧͷάϨϒφʔجఈΛ͢ࢉܭ
Δ͜ͱͰ, ࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

3. 3छྨͷਖ਼نGorenstein Fanoತଟ໘ମͷEhrhartଟ߲ࣜ
άϨϒφʔجఈͷ͔ܗΒҎԼͷఆཧ͕ಘΒΕΔ.

ఆཧ 1 PͱQΛ |P | = |Q| = dͱͳΔॱংू߹ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖,

i(Γ(O(P ),−C(Q)), n) = i(Γ(C(P ),−C(Q)), n)
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͕Γཱͭ. ಛʹ, Γ(O(P ),−C(Q))ͱΓ(C(P ),−C(Q))ͷମੵҰக͢Δ.

͞ΒʹP ͱ Q ,ͱ͖ͭ࣋ுΛ֦ܗ௨ͷઢڞ͕

i(Γ(O(P ),−O(Q)), n) = i(Γ(O(P ),−C(Q)), n) = i(Γ(C(P ),−C(Q)), n)

͕Γཱͭ. ಛʹ, Γ(O(P ),−O(Q)),Γ(O(P ),−C(Q))ͱ Γ(C(P ),−C(Q))ͷମੵ
Ұக͢Δ.

4. 3छྨͷਖ਼نGorenstein Fanoತଟ໘ମͷsmoothੑ
P ⊂ RdΛdݩ࣍Fanoತଟ໘ମͱ͢Δ. P͕Q-factorialͰ͋Δͱ,P͕୯ମత,ͭ
·Γ֤ϑΝηοτ͕୯ମͱͳ͍ͬͯΔͱ͖ʹ͍͏. P͕ smoothͰ͋Δͱ,֤ϑΝ
ηοτͷͷू߹͕ZdͷZجఈͱͳ͍ͬͯΔͱ͖ʹ͍͏. P͕ smooth Fanoͳ
Β, Q-factorial͔ͭGorensteinͰ͋Δ.

3छྨͷਖ਼نGorenstein Fanoತଟ໘ମ͕, ͍ͭ smoothʹͳΔ͔Λಛ͚Δ
͜ͱ͕Ͱ͖ͨ.

ఆཧ 2 d ≥ 2ʹରͯ͠, PͱQΛ |P | = |Q| = dͱͳΔॱংू߹ͱ͢Δ. PͱQ

ڞ௨ͷઢ֦ܗுΛͭ࣋ͱԾఆ͢Δ. ͜ͷͱ͖,࣍ಉͱͳΔ:

(i) Γ(O(P ),−O(Q))Q-factorialͰ͋Δ;

(ii) Γ(O(P ),−O(Q)) smoothͰ͋Δ;

(iii) J (P ) = {{pi1}, {pi1 , pi2}, . . . , {pi1 , . . . , pid}} ·ͨ
J (P ) = {{pi1}, {pi2}, {pi1 , pi2}, . . . , {pi1 , . . . , pid}}, ͔ͭ
J (Q) = {{qi1}, {qi1 , qi2}, . . . , {qi1 , . . . , qid}} ·ͨ
J (Q) = {{qi1}, {qi2}, {qi1 , qi2}, . . . , {qi1 , . . . , qid}}.

ఆཧ 3 d ≥ 2ʹରͯ͠, PͱQΛ |P | = |Q| = dͱͳΔॱংू߹ͱ͢Δ. ͜ͷͱ
:ಉͱͳΔ࣍,͖

(i) Γ(O(P ),−C(Q))Q-factorialͰ͋Δ;

(ii) Γ(O(P ),−C(Q))  smoothͰ͋Δ;

(iii) J (P ) = {{pi1}, {pi1 , pi2}, . . . , {pi1 , . . . , pid}} ·ͨ
J (P ) = {{pi1}, {pi2}, {pi1 , pi2}, . . . , {pi1 , . . . , pid}}, ͔ͭ
A(Q) = {{qi1}, {qi2}, . . . , {qid}} ·ͨ
A(Q) = {{qi1}, {qi2}, . . . , {qid}, {qi1 , qi2}};

ఆཧ 4 d ≥ 2ʹରͯ͠, PͱQΛ |P | = |Q| = dͱͳΔॱংू߹ͱ͢Δ. ͜ͷͱ
:ಉͱͳΔ࣍,͖

(i) Γ(C(P ),−C(Q))  Q-factorialͰ͋Δ;

(ii) Γ(C(P ),−C(Q))  smoothͰ͋Δ;
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(iii) ҙͷ I1, I2 ∈ A2(P )(I1 ̸= I2) ʹؔͯ͠ I1 ∩ I2 = ∅ Ͱ͋Γ, ҙͷ J1, J2 ∈
A2(Q)(J1 ̸= J2)ʹؔͯ͠ J1 ∩ J2 = ∅Ͱ͋Γ, ҙͷ I ∈ A2(P ) ͱҙͷ
J ∈ A2(Q)ʹؔͯ͠ |I ∩ J | ̸= 1ͱͳΔ.

5. 3छྨͷsmooth Fanoತଟ໘ମͱunimodularಉ
dݩ࣍ತଟ໘ମP ,Q ⊂ Rdʹ͍ͭͯ, PͱQ͕ unimodularಉͰ͋Δͱ,

unimodularྻߦU ∈ Zd×dͱϕΫτϧw ∈ Zd͕ଘͯ͠ࡏ, U ʹΑΓఆٛ͞
ΕΔઢ૾ࣸܗ fU : Rd → RdΛ༻͍ͯQ = fU(P) + wͱͰ͖Δ͏ݴʹ࣌. ͜͜Ͱ
v ∈ Rdʹର͠ɺfU(v) = vUͱఆΊΔ. unimodularಉತଟ໘ମͷྨʹΘ
Ε͓ͯΓ, Gorenstein Fanoತଟ໘ମ͓Αͼ smooth Fanoತଟ໘ମ, unimodular

ಉͳͷΛআ͚,֤ݩ࣍ʹ༗͔͠ݸݶଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ.

ॱংू߹ P ͱ QΛݻఆͯ͠, 3छྨͷ Gorenstein Fanoತଟ໘ମ͕ͯ͢
smoothͱͳΔͱ͖, ͕͍ޓ͓ unimodularಉͱͳΔ͔ௐͨ. ҎԼ͕ͦͷ݁Ռ
Ͱ͋Δ.

ఆཧ 5 d ≥ 3 ʹରͯ͠, P ͱ Q Λ |P | = |Q| = d ͱͳΔॱংू߹ͱ͢Δ.

Γ(O(P ),−O(Q)), Γ(O(P ),−C(Q)) ͱ Γ(C(P ),−C(Q)) ͕ͯ͢ smoothͰ͋Δ
ͱԾఆ͢Δ. ͜ͷͱ͖, Γ(O(P ),−O(Q)) ͱ Γ(C(P ),−C(Q))  unimodularಉ
Ͱ͋Δ. ͔͠͠, Γ(O(P ),−C(Q)) ͜ΕΒͱ unimodularಉͱͳΒͳ͍. ͞Β
ʹ, P ̸= QͰ͋Ε, Γ(O(Q),−C(P )) ·ͨ smoothͰ͋Γ, Γ(O(P ),−C(Q))ͱ
unimodularಉͱͳΒͳ͍.

Remark 6 d = 2ͷͱ͖, 3छྨͷ smooth Fanoತଟ໘ମ͓͍ޓunimodular

ಉͱͳΔ. ͞Βʹ3छྨͷGorenstein Fanoತଟ໘ମ͕ͯ͢ smoothͱͳΔͷ
, PͱQ͕ҎԼͷP1͔P2ͷ͍ͣΕ͔ʹͳΔͱ͖Ͱ͋Δ.

P1:

!

!
!

"""
pid

pi2

pi1

P2:

!

!
!!

"""
pid

pi3

pi2pi1 ❆
❆
❆
❆

✁
✁
✁
✁

,ʹޙ࠷ ͜ΕΒͷ݁Ռ͔Β, .ಘΒΕΔ͕ܥͷ࣍

Corollary 7 ҙͷd ≥ 3ʹରͯ͠, smooth Fanoತଟ໘ମPͱQͰ࣍ͷ݅Λ
ຬͨ͢ͷ͕ଘ͢ࡏΔ:

• P ͱ Q ಉ͡Ehrhartଟ߲ࣜΛͭ࣋.
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• P ͱ Q unimodularಉͰͳ͍.
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partially ordered sets, Math. Scand., to appear.

[3] T. Hibi, K. Matsuda and A. Tsuchiya, Gorenstein Fano polytopes arising from
order polytopes and chain polytopes, arXiv:1507.03221.

[4] H. Ohsugi and T. Hibi, Reverse lexicographic squarefree initial ideals and Goren-
stein Fano polytopes, arXiv:1410.4786.

[5] R. P. Stanley, Two poset polytopes, Disc. Comput. Geom. 1 (1986), 9–23.

173



Eulerͷೋॏθʔλͷެࣜʹ͍ͭͯ

ాݪ ྒྷଠ Ryotaro HARADA

ՊڀݚཧՊֶݩେֶେֶӃଟݹ໊

k1, . . . , kn ∈ Z>0 Ͱ͋Γ, kn > 1Ͱ͋Δࢦ (k1, . . . , kn)ʹର͠, ҎԼʹఆ

ٛ͞ΕΔ࣮Λଟॏθʔλ (multiple zeta value)ͱ͍͏.

ζ(k1, . . . , kn) :=
∑

0<m1<···<mn

1

m1
k1 · · ·mn

kn .

·ͨ, kn > 1 ͱͳΔࢦ (k1, . . . , kn) Λऩଋࢦ (admissible index) ͱ

ΑͿ.

ଟॏθʔλ, , ݁ͼཧ, ཧཧֶͳͲͷֶͷ༷ʑͳ

ͱؔ࿈͍ͯ͠Δ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ଟॏθʔλͷڀݚ ͷل18ੈ Euler

ʹΑΔೋॏθʔλ (n = 2ͷଟॏθʔλ)ͷڀݚ ([E])ʹ·ͰΔͱ͞Ε

Δ. Eulerͷ࣮ࡍͷڀݚ༰ʹ͍ͭͯ, (͜ͷจ [E]͕ϥςϯޠͰॻ͔Εͯ

͍ΔͨΊ͔)ৄ͘͠ΒΕ͍ͯͳ͍Α͏Ͱ͋Δ͕, Eulerೋॏθʔλʹͭ

͍ͯͷؔࣜΛಋ͘ prima methodus, secunda methodus, tertia methodus

ͷࡾख๏ΛฤΈग़͓ͯ͠Γ, ͦΕͧΕΑΓҎԼͷڵຯਂ͍ؔࣜΛݟग़ͯ͠

͍Δ;

Prima methodus:

ζ(a)ζ(b) = ζ(a+ b) + ζ(a, b) + ζ(b, a). (1)

Secunda methodus:

ɹɹζ(a)ζ(b)− ζ(a+ b) =
a−1∑

i=0

(−1)i
(
b+ i− 1

i

)
ζ(b+ i)ζ∗(a− i)

+ (−1)a
b−1∑

j=0

(
a+ j − 1

j

)
ζ∗(a+ j, b− j)

+
b−1∑

i=0

(−1)i
(
a+ i− 1

i

)
ζ(a+ i)ζ∗(b− i)

+ (−1)b
a−1∑

j=0

(
b+ j − 1

j

)
ζ∗(b+ j, a− j). (2)
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Tertia methodus:

ζ(a, b) =
a−1∑

i=0

(−1)i
(
b+ i− 1

i

){
ζ∗(b+ i, a− i) + ζ(a− i, b+ i) + ζ(a+ b)

}

+ (−1)a
b−1∑

j=0

ζ∗(a+ j, b− j). (3)

Ҏ্ͷؔࣜʹ͓͍ͯ, ζ∗(a, b)ͱऩଋࢦͰͳ͍ࢦ (a, b) (͢ͳΘͪ b = 1

ͷέʔε)ʹ͓͍ͯ, ζ(a, b)ʹௐੵΛ༻͍ͯਖ਼نԽ ([IKZ])Λͨ͠ࢪ R[T ]
(T ม)ͷݩͷ͜ͱͰ͋Δ.

Euler͕ؔࣜ (1)ʹ༩͑ͨূ໌ਖ਼͍͠ҰํͰ, ࣜؔ (2), (3)ͷূ໌

,ͣ͑ݴશͱ͔Β؍ͳֶͷີݫ ٞͷ༨Λ͍ͯ͠Δ. ճಘΒΕࠓ

ͨ݁Ռ, (2), (3)ʹ͍ͭͯͷ Eulerͷূ໌Λֶతʹਖ਼Խͨ͜͠ͱͰ͋Δ.

Theorem ([H]).  a, b ∈ Z>1ʹର͠,࣮ࣜؔʹࡍ (2), (3)͕Γཱͭ.

͞Βʹ [H]Ͱ͜ͷೋ͕ࣜෳγϟοϑϧ͔ؔࣜΒಋ͔ΕΔ͜ͱ͕ࣔ͞Ε

͍ͯΔ.
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素数と素数のk乗の和について
鈴木雄太 (名古屋大学大学院多元数理科学研究科)∗1

Yuta Suzuki (Nagoya University)

1. Binary additive problems with prime numbers
1742年, Goldbachは次の予想を提出しました:

「4以上の偶数はすべて素数2つの和で書けるであろう.」
これは今日Goldbach予想として知られている数論の古典的未解決問題のひとつです.

20世紀初頭までこのGoldbach予想に関して本質的な進展はありませんでしたが, 1923

年にHardy-Littlewood [5]は次のような漸近式を導出するheuristicsを発表しました: 偶
数nに対してn → ∞のとき,

R(n) ∼ S(n)n. (1)

ただしここで,

R(n) :=
∑

l+m=n

Λ(l)Λ(m), S(n) :=
∏

p|n

(
1 +

1

p− 1

)∏

p!n

(
1− 1

(p− 1)2

)

とし, 以後pは素数を表すこととしましょう. 無限積S(n)は特異級数と呼ばれます. こ
のR(n)は偶数nを素数2つの和で書き表す表し方の個数をvon Mangoldt関数

Λ(n) :=

{
log p (nが素数pのべきの時),

0 (それ以外).

で重み付けしたものとみなせます. 明らかにS(n) ≫ 1なので, この漸近式はGoldbach

予想に非常に強い情報を与えることになります. このHardy-Littlewood [5]のアイデア
を使うことでChudakov [2], van der Corput [3], Estermann [4]は独立に次を得ました:

Theorem 1 ( Chudakov [2], van der Corput [3], Estermann [4] ). X,A ≥ 2を実数と
する. すると, 高々≪ XL−A個の例外を除きすべての偶数n ∈ (1, X]に対して

R(n) = S(n)n(1 +O(L−A)) (2)

が成立する. ただしここでL := logX.

すなわち, 「ほとんどすべての」偶数に対してHardy-Littlewoodの漸近公式が成立す
るということが分かったわけです.

Hardy-Littlewood [5]は上記結果を導くようなアイデアだけでなく,素数の加法的性質
に関する新しい予想をいくつか提出しました. その中の1つを見てみます. 以下, k ≥ 2

を固定された自然数としましょう. 自然数の集合
Irrk :=

{
n ∈ N

∣∣ Xk − n : irreducible over Z
}

を考えます. すると, Hardy-Littlewood [5, Conjecture H, L]は次を予想しました 1:

「十分大きい自然数n ∈ Irrkは素数とk乗数の和で書けるであろう.」

∗1 e-mail: m14021y@math.nagoya-u.ac.jp
1Hardy-Littlewood [5]は k = 2, 3の場合しか述べていませんが, ここでは後年の拡張を述べました.
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本講演ではHardy-Littlewood予想と言ったらこの素数とk乗数の和に関する予想の
ことを指すとします. 特に漸近式 (1)の類似として

Rk(n) ∼ Sk(n)n
1/k (n ∈ Irrk, n → ∞)

をHardy-Littlewoodの方法に従って予想することができます. ただしここで,

Rk(n) =
∑

l+mk=n

Λ(l), Sk(n) :=
∏

p

(
1− ρk(n, p)− 1

p− 1

)
,

ρk(n, p) := #
{
x (mod p)

∣∣ xk ≡ n (mod p)
}

としました. 尚, 条件n ∈ Irrkは条件Sk(n) ̸= 0 と同値であることに注意します. この
問題に対しても, Theorem 1に対応する結果がMiech [9]（k = 2の場合）と川田 [7]（k

が一般の場合）によって得られています：
Theorem 2 (Miech [9], 川田 [7, Theorem 5]). k ≥ 2を自然数, X,A ≥ 2を実数とす
る. 高々≪ XL−A個の例外を除きすべてのn ∈ (1, X] ∩ Irrkに対して

Rk(n) = Sk(n)n
1/k(1 +O(L−A)) (3)

が成立する.

実はこのHardy-Littlewood予想の特異級数Sk(n)の収束性はGoldbach予想の場合と比
べて非常に取り扱いが難しくなります. 実際,特異級数Sk(n)の収束性は代数体Q(n1/k)

のDedekind zeta関数の零点分布と深く関係しています.

一方Hua [6]は素数と素数のk乗の和について研究を始めました. 自然数の集合
Hlocal

k := { n ∈ N | ∀p, (p− 1)|k ⇒ n ̸≡ 1 (mod p) }
を導入し, Hk := Hlocal

k ∩ Irrk とおきましょう. すると次が予想されます:

「十分大きい自然数n ∈ Hkは素数と素数のk乗の和で書けるであろう.」
このHua予想に対するHardy-Littlewood型漸近公式は次のようになります:

R1,k(n) ∼ S1,k(n)n
1/k (n ∈ Hk, n → ∞),

ただしここで
R1,k(n) =

∑

l+mk=n

Λ(l)Λ(m),

S1,k(n) :=
∏

p|n

(
1 +

1

p− 1

)∏

p!n

(
1− p(ρk(n, p)− 1) + 1

(p− 1)2

)

としました. この場合も条件n ∈ Hkは条件S1,k(n) ̸= 0 と同値になることが分かりま
す. この場合のTheorem 1の類似はSchwarz [16]の結果に川田 [7]の結果を組み合わせ
れば得られます:

Theorem 3 (Schwarz [16], 川田 [7]). k ≥ 2を自然数, X,A ≥ 2を実数とする. 高々
≪ XL−A個の例外を除き, すべてのn ∈ (1, X] ∩Hkに対して

R1,k(n) = S1,k(n)n
1/k(1 +O(L−A)) (4)

が成立する.

本講演では, このHua予想のHardy-Littlewood型漸近公式を短区間中で考察します.
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2. Hardy-Littlewood asymptotic formula in short intervals
前節のTheorem 1, 2, 3 の「短区間版」を考えます. すなわち, 「どのくらい短い区

間 (X,X +H]においても, ほとんどすべての自然数がHardy-Littlewood型漸近公式を
満たすと言えるか？」という問題を考えます. 以下の様な結果が得られています:

Theorem 4 (三河 [10], Perelli-Pintz [13]). X,H,A ≥ 2, ε > 0を実数とすると, 条件
X1/3+ε ≤ H ≤ X

の下, 高々≪ HL−A個の例外を除きすべての偶数 n ∈ (X,X + H]に対して漸近式 (2)

が成立する.

Theorem 5 (三河 [11], Perelli-Pintz [14], Perelli-Zaccagnini [15]).

k ≥ 2を自然数とし, X,H,A ≥ 2, ε > 0を実数とする. すると条件
X1−1/k+ε ≤ H ≤ X

の下, 高々≪ HL−A個の例外を除き, すべてのn ∈ (X,X +H] ∩ Irrkに対して漸近式
(3)が成立する.

Theorem 6 (Liu-Zhan [8], Bauer [1]).

k ≥ 2を自然数とし, X,H,A ≥ 2, ε > 0を実数とする. すると条件
X1−1/2k+ε ≤ H ≤ X

の下, 高々≪ HL−A個の例外を除き, すべてのn ∈ (X,X +H]∩Hkに対して漸近式 (4)

が成立する.

Remark 1. ここではどの結果も “制限なし”の表現関数 2を考えましたが, 実はパラ
メータY を導入して, 制限付きの表現関数, 例えば

R∗(n) :=
∑

l+m=n
X−Y <l≤X

m≤Y

Λ(l)Λ(m)

などを考えるとHの範囲を広げることができます. しかし, 制限付きの表現関数からは
制限なしの表現関数の情報を完全に復元することはできないので, ここでは制限なしの
表現関数に限って話をすることにします.

3. Main result
今回, 前節で述べたBauerによるTheorem 6の以下の様な改善を得ました:

Main Theorem. k ≥ 2を自然数とし, X,H,A ≥ 2, ε > 0を実数とする. すると条件
X1−1/k+ε ≤ H ≤ X

の下, 高々≪ HL−A個の例外を除き, すべてのn ∈ (X,X +H]∩Hkに対して漸近式 (4)

が成立する.

Remark 2. 前節で制限つきの表現関数を考えるトリックについて述べました. 先行研
究のどの方法もこのトリックを組み合わせることが可能ですが, 本講演の方法は制限つ
きの表現関数には適用不可能です. 従って, この改善はあくまで制限なしの表現関数を
考えた場合のみの改善です.

2R(n), Rk(n), R1,k(n)のような “表し方の個数”を数える関数のこと.
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Remark 3. ちょっと驚いたことに, Main Theorem での H の動ける範囲は Hardy-

Littlewood予想におけるTheorem 5の範囲と同じになっています.

本講演ではこの改善の方法について報告したいと思います.

4. Hardy-Littlewood method
考えている漸近式の誤差の2乗平均∑

X<n≤X+H
n∈Hk

∣∣R1,k(n)−S1,k(n)n
1/k
∣∣2 (5)

の評価 3を試みます. 自明な評価
R1,k(n) ≪ X1/kL

ないしはHardy-Littlewood型漸近公式 (4)と比較して見れば, 目標となるのは∑

X<n≤X+H
n∈Hk

∣∣R1,k(n)−S1,k(n)n
1/k
∣∣2 ≪ HX2/kL−A

というような形の評価ということになります. Main Theoremはこの形の評価にCheby-

shev不等式を用いれば直ちに得られます. 自然数kに対して, 三角多項式たち
Sk(α) :=

∑

nk≤2X

Λ(n)e(nkα)

を導入します 4. すると加法的指標の直交性より

R1,k(n) =

∫ 1

0

S1(α)Sk(α)e(−nα)dα

を得ます. そこで積分範囲をmajor arcs Mおよびminor arcs mに分割し 5, 誤差の2乗
平均 (5)を

≪
∑

X<n≤X+H
n∈Hk

∣∣∣∣
∫

M

S1(α)Sk(α)e(−nα)dα−S1,k(n)n
1/k

∣∣∣∣
2

+
∑

X<n≤X+H

∣∣∣∣
∫

m

S1(α)Sk(α)e(−nα)dα

∣∣∣∣
2

と評価します. 前者のmajor arcs Mに関する部分は標準的な方法で計算できてしまう
ので, ここでは詳細を述べません. 後者のminor arcs mに関する部分を考えましょう.

準備としてSk(α)を定義する和をdyadicに分割して
Sk(α) =

∑

X<nk≤2X

Λ(n)e(nkα)

と思えるようにしておきます.

3本当はここで特異級数は一旦部分和で置き換えて考えて, 後に川田 [7]の方法によって完全な特異級数
に直す作業が必要ですが, ここでは省略します.

4本当はmajor arc上の計算のために, 和の範囲を適当な定数Bを用いてXL−kB < nk ≤ Xというよ
うに制限しなければいけません. しかしここでは簡単のために和を取る変数を単に上から抑えただけ
にとどめました.

5ここでmajor arcs Mとは三角多項式の近似がしやすい部分であり, Mの寄与のみから主要項が見え
てきます. またminor arcs mとは単位区間のmajor arcs以外の部分であり, 主要項への寄与は小さい
と期待されます.
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5. The minor arcs
このminor arcs上の積分の取り扱い方がLiu-Zhan [8]やBauer [1]の先行研究と大き

く違う部分です. 全体としては, 三河-Peneva [12]の手法をより高次の多項式に拡張し
て, そこにPerelli-Pintz [13]による双子素数予想ないしはGoldbach予想の場合のminor

arc評価を持ち込むことでMain Theoremに必要なminor arc評価が得られます.

まず, 三河-Peneva [12]に従いCesàro weightを利用して2乗を開いて評価すると,
∑

X<n≤X+H

∣∣∣∣
∫

m

S1(α)Sk(α)e(−nα)dα

∣∣∣∣
2

≪
∫ 1

0

∫

m

|S1(α)|2 |Sk(α + β)|2 FH(β) dα dβ

とできます. ただしここでFH(α)はFejér核 6

FH(α) :=
∑

h

w(h)e(hα), w(h) := max

(
1− |h|

2H
, 0

)

です. ここで |Sk(α + β)|2の 2乗を開いて, Sk(α + β)の定義を思い出し, 和を積分の外
に出します. すると, von Mangoldt関数Λ(n)をただの log nで抑えてしまうことで

≪ L2
∑∑

X<mk
1 ,m

k
2≤2X

w(mk
1 −mk

2)

∣∣∣∣
∫

m

|S1(α)|2 e(−(mk
1 −mk

2)α)dα

∣∣∣∣ (6)

を得ます. もしこのまま評価がうまく行けば, 最後に行った操作は「素数のk乗に渡る
和をただのk乗数に渡る和に置き換えた」ということを意味しています. 和 (6)は双子
素数予想ないしはGoldbach予想の場合のminor arc上の積分の平均

∑

X<n≤X+H

∣∣∣∣
∫

m

|S1(α)|2 e(−nα)dα

∣∣∣∣
2

の類似物と思えます. ただし, 積分の中にある加法的指標に k − 1次多項式が入れられ
ているので, このままではGoldbach予想の場合の結果をそのまま用いることは出来ま
せん. そこでなんとかWeyl差分を用いられる形にして, 多項式の次数を下げることを
目標にします. さて, 和 (6)にCauchy-Schwarz不等式を使って2乗の形を作った後に再
度2乗を開きます. すると本質的に∫

m

∫

m

|S1(α)|2 |S1(β)|2Φk(α− β)dαdβ,

Φk(α) :=
∑∑

X<mk
1 ,m

k
2≤2X

w(mk
1 −mk

2)e((m
k
1 −mk

2)α)

というような量を評価すれば良いということになります. そうしたら後はHölder不等
式を使って三角多項式Φk(α) の次数を上げた後にWeyl差分を用いれば, 加法的指標の
中にある多項式の次数を1次にまで落とすことができます. そうしてminor arcs上の積
分の評価は

∑

1≤h≪H

∣∣∣∣
∫

m

|S1(α)|2 e(−hα)dα

∣∣∣∣
2

という和の評価に帰着でき, Perelli-Pintz [13]の方法を用いることでMain Theoremに
必要なminor arc評価を得ます.

6本当はHが自然数でないといけませんが, Hを自然数としても一般性を失わないことが容易に分かり
ます. Xに関しても同様です.
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Remark 4. Main TheoremのHの範囲
X1−1/k+ε ≤ H ≤ X

がどの部分から決まってしまうのかを見てみます. 実は和 (6)の時点で, このHへの制
限が必要になっていることが分かります. 実際, 和 (6)の中でm1 = m2なる項たちの寄
与を考えてみると (

∑

X<mk≤2X

1

)
·
(∫

m

|S1(α)|2 dα
)

(7)

となります. ここで, 区間 (X, 2X]内のk乗数の個数は≍ X1/kで, 積分の方はある正の
定数Cによって≪ XL−Cくらいの評価までしか期待できないので, (7)は結局X1+1/k

くらいの量を寄与することになります. これがHX2/k程度で抑えられる必要がありま
すが, (7)の寄与と比べると

X1+1/k ≪ HX2/k =⇒ X1−1/k ≪ H

くらいの制限は (6)の時点でつかざるをえなくなってしまっているわけです.
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リーマンゼータ関数の導関数の a点

小野塚　友一 (Tomokazu ONOZUKA)

名古屋大学大学院多元数理科学研究科

1 Introduction

リーマンゼータ関数 ζ(s)は次の式で定義される関数で、数論における重要な関
数の 1つである。

ζ(s) :=
∞∑

n=1

1

ns
(ℜs > 1)

この関数が重要である理由としては、ζ(s)と素数分布の関係が挙げられる。素数
分布の問題は整数論の中でも主要な研究対象としてこれまでずっと取り上げられて
きた。この問題にアタックするための道具としてリーマンゼータ関数が使われる。
そしてその中でもリーマンゼータ関数の零点は重要な役割を果たす。リーマンゼー
タ関数の零点については様々な予想があるが、中でも一番大きな予想としてリーマ
ン予想が挙げられる。リーマン予想とは「リーマンゼータ関数の非自明な零点は全
て臨界線 ℜs = 1/2の上にある」という主張であり、1859年にリーマンにより予
想されたが未だに解決に至っていない問題である。そのため現在でも非自明な零点
は研究され続けており、これまでに様々な結果が多くの数学者によって得られてい
る。その中でも有名な結果として 1905年に von Mangoldtによって示された次の
Riemann-von Mangoldtの公式がある。

N(T ) =
T

2π
log

T

2π
− T

2π
+O(log T )

ここでN(T )とはリーマンゼータ関数 ζ(s)の非自明な零点で 0 < ℑs < T を満たす
ものの個数である。この公式は 1913年に Landau[3]により零点から a点に一般化
された。ここで関数 f(s)の a点とは f(s) = aの解で定義される点のことである。
特に ρa = βa + iγaで ζ(s)の a点を表すこととする。この記号を使うと Landauの
結果は次のように書かれる；
任意の a ∈ Cに対して次式が成り立つ。

N(a; 1, T ) :=
∑

1<γa<T

1 =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

T

2π
log

T

2π
− T

2π
+O(log T ) (a ̸= 1)

T

2π
log

T

4π
− T

2π
+O(log T ) (a = 1)

(1.1)

更に Landau[4]は別の一般化も行った。その一般化とは x > 1に対して次の式
が成り立つというものである。

∑

0<γ0<T

xρ0 = −Λ(x)
T

2π
+O(log T ) (1.2)

182



ただし Λ(x)は xが整数のとき von Mangoldtの Λ関数で、そうでなければ 0とな
る関数とする。この式で x = 1とすると左辺はN(T )と一致するため、ある種の一
般化とみなせる。（ただし Landauの結果は x > 1のときにしか成り立たない。）こ
の結果は更に Steuding[7]により a点に一般化されている。Steudingが示したのは
次の主張である；
正数 x ̸= 1に対して次式が成り立つ。

∑

0<γa<T

xρa =

(
α(x)− xΛ

(
1

x

))
T

2π
+O(T

1
2+ε) (1.3)

ただし α(x)は次のDirichlet級数の係数である。

ζ ′(s)

ζ(s)− a
=

∞∑

n=2

α(n)

ns

リーマンゼータ関数の零点に関する別の有名な結果としては 1914年のBohrと
Landau[2]の結果がある。彼らはリーマンゼータ関数の非自明な零点はほとんど
全て臨界線付近にあることを示した。Landau[3]はこの結果を a点にまで拡張し、
リーマン予想を仮定すればリーマンゼータ関数の a点はほとんど全て臨界線付近に
あることを示した。この結果は後に Levinson[5]によりリーマン予想の仮定なしで
も成り立つことが示された。彼が最終的に得た結果は次である；
十分大きい T と T 1/2 ≤ U ≤ T と a ∈ Cに対して次式が成り立つ。

N (1)(a;T, T + U) :=
∑

T<γa<T+U
βa>1/2+(log log T )2/ log T

1 = O

(
U log T

log log T

)
(1.4)

N (2)(a;T, T + U) :=
∑

T<γa<T+U
βa<1/2−(log log T )2/ log T

1 = O

(
U log T

log log T

)
(1.5)

N (3)(a;T, T + U) :=
∑

T<γa<T+U
1/2−(log log T )2/ log T<βa<1/2+(log log T )2/ log T

1

=
U

2π
log T +O

(
U log T

log log T

)
(1.6)

ここまでで紹介してきた結果のいくつかはリーマンゼータ関数の導関数にまで一
般化されている。これから ζ(k)(s)によりリーマンゼータ関数の k回微分を表すこと
とし ρ(k)a = β(k)

a +iγ(k)a により ζ(k)(s)の a点を表すこととする。1970年にBerndt[1]

はRiemann-von Mangoldtの公式を ζ(k)(s)に拡張し次式を得た（k ≥ 1）；

Nk(0; 0, T ) :=
∑

0<γ
(k)
0 <T

1 =
T

2π
log

T

4π
− T

2π
+O(log T ) (1.7)

また式 (1.4)-(1.6)も LevinsonとMontgomery[6, Theorem 2]により ζ(k)(s)に一般
化されている；

N (1)
k (0; 0, T ) +N (2)

k (0; 0, T ) :=
∑

0<γ
(k)
0 <T

|β(k)
a −1/2|≥δ

1 ≪ δ−1T log log T
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2 主結果
今回紹介する主結果はここまでで紹介してきた結果を ζ(k)(s)の a点に一般化

して得られたものである。最初の主結果は Landauの結果 (1.1)と Berndtの結果
(1.7)の一般化に当たるものである。

Theorem 2.1. 正の整数 kと複素数 a ̸= 0に対して次式が成り立つ。

Nk(a; 1, T ) :=
∑

1<γ
(k)
a <T

1 =
T

2π
log

T

2π
− T

2π
+O(log T )

2番目の主結果は Landauの結果 (1.2)と Steudingの結果 (1.3)の一般化となっ
ている（ただし Steudingの結果については x > 1の場合のみ一般化している）

Theorem 2.2. x > 1とする。正の整数 kと複素数 aに対して次式が成り立つ。
∑

1<γ
(k)
a <T

xρ
(k)
a

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T

2π

∑

l≥0
n0,...,nl≥2
x=n0···nl

(−1)k(l+1)

al+1
(log n0)

k+1(log n1 · · · log nl)
k +O(log T ) (a ̸= 0),

T

2π

∑

l≥0
n0≥2

n1,...,nl≥3
x=n0···nl/2l+1

(
−1

(log 2)k

)l+1

(log n0)
k+1(log n1 · · · log nl)

k +O(log T ) (a = 0)

最後の主結果は Levinsonの結果 (1.4)-(1.6)の一般化である。

Theorem 2.3. kを正の整数、α > 1/2を実数、aを複素数とする。十分大きい T

と Tα ≤ U ≤ T に対して次式が成り立つ。

N (1)
k (a;T, T + U) :=

∑

T<γ(k)
a <T+U

β
(k)
a >1/2+(log log T )2/ log T

1 = O

(
U log T

log log T

)

N (2)
k (a;T, T + U) :=

∑

T<γ
(k)
a <T+U

β
(k)
a <1/2−(log log T )2/ log T

1 = O

(
U log T

log log T

)

N (3)
k (a;T, T + U) :=

∑

T<γ
(k)
a <T+U

1/2−(log log T )2/ log T≤β(k)
a ≤1/2+(log log T )2/ log T

1

=
U

2π
log T +O

(
U log T

log log T

)
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ଟॏθʔλελʔͷq-ྨࣅͷੵදࣔʹͭ
͍ͯ

࡚ึࡊ ∗

(KAWASAKI Naho)

֓ ཁ

ଟॏθʔλ (multiple zeta value,MZV)ʹ Drinfel’dੵΛ༻͍ͨ෮
ੵද͕ࣔΑ͘ΒΕ͍ͯΔ͕ɼۙ࠷ɼͦΕͱผͷੵද͕ࣔࢁຊࢯʹΑͬ
ͯಋೖ͞Εͨɽ͜ͷࢁຊࢯʹΑΔੵදࣔMZVͷ q-ྨࣅͰ͋Δ q-MZVͷ
֦ுՄͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔ͬͨͷͰɼͦͷ͜ͱʹ͍ͭͯհ͢ΔɽͦΕैདྷ
͔ΒΒΕ͍ͯΔ Jackson q-ੵΛ༻͍ͨੵදࣔͱ͕ܗҟͳΔͷʹͳͬ
͍ͯΔɽ

1 q-ଟॏθʔλ

1.1 MZSVͱͦͷੵදࣔ

MZVʹDrinfel’dੵද͕ࣔΑ͘ΒΕ͍ͯΔ͕, ,ۙ࠷ ͦΕΛ֦ுͨ͠ੵද
Αͬͯಋೖ͞Εͨʹࢯຊࢁ͕ࣔ ([3]). ·ͣͦΕΛհ͢Δ.

Definition 1.1. ਖ਼ͷ k1, k2, . . . , kn, ͨͩ͠ k1 ≥ 2, ʹରͯ͠, ଟॏθʔλελʔ
 (MZSV)Λऩଋڃ

ζ⋆(k1, k2, . . . , kn) =
∑

m1≥m2≥···≥mn>0

1

m1
k1m2

k2 · · ·mn
kn

Ͱఆٛ͢Δ. ͦͯ͠, MZVͱಉ༷ʹ, Ҿͷ k1 + k2 + · · ·+ kn =: kΛweight, Ҿ
ͷݸ nΛ depthͱݺͿ.

Theorem 1.1 ຊࢁ) [3]). ΠϯσοΫε k = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Nnʹର͠,

J(k) = {0, k1, k1 + k2, . . . , k1 + · · ·+ kn−1},

D⋆(k) =

{
(t1, t2, . . . , tk) ∈ [0, 1]k

∣∣∣∣∣
tj < tj+1 (j /∈ J(k), 1 ≤ j < k),

tj > tj+1 (j ∈ J(k), 1 ≤ j < k)

}

՝ఔ࢜ՊमڀݚେֶେֶӃཧֶۀ࢈ژ∗ 2
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ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖,

ζ⋆(k) =

∫

D⋆(k)

ωδ(1)(t1)ωδ(2)(t2) · · ·ωδ(k)(tk) (k1 ≥ 2)

͕Γཱͭ. ͨͩ͠,

ω0(t) =
dt

t
, ω1(t) =

dt

1− t
,

ͦͯ͠,

δ(j) =

{
0 (j − 1 /∈ J(k), 1 ≤ j ≤ k),

1 (j − 1 ∈ J(k), 1 ≤ j ≤ k)

ͱ͢Δ.

Example 1.1. k = (2, 1, 2)ͷͱ͖,

ζ⋆(2, 1, 2) =

∫

t1<t2>t3>t4<t5

dt1
1− t1

dt2
t2

dt3
1− t3

dt4
1− t4

dt5
t5

ͱͳΔ. ,Δͱ͢ࢉܭӈลΛʹࡍ࣮
∫ t2

0

dt1
1− t1

=
∑

m≥1

∫ t2

0

t1
m−1dt1 =

∑

m≥1

t2m

m
,

∑

m≥1

1

m

∫ 1

t3

t2
m−1dt2 =

∑

m≥1

1− t3m

m2
,

∑

m≥1

1

m2

∫ 1

t4

1− t3m

1− t3
dt3 =

∑

m≥n≥1

1− t4n

m2n
,

∑

m≥n≥1

1

m2n

∫ t5

0

1− t4n

1− t4
dt4 =

∑

m≥n≥l≥1

t5l

m2nl
,

∑

m≥n≥l≥1

1

m2nl

∫ 1

0

t5
l−1dt5 =

∑

m≥n≥l≥1

1

m2nl2
= ζ⋆(2, 1, 2)

ΛಘΔ.

1.2 q-MZSVͱͦͷੵදࣔ

,ճࠓ ͜ͷࢁຊࢯʹΑΔੵදࣔͷ q-MZVͷ֦ுΛಘͨ. ͜Εैདྷ͔ΒΒ
Ε͍ͯΔ Jackson q-ੵΛ༻͍ͨੵදࣔͱ͕ܗҟͳΔͷʹͳ͍ͬͯΔ.

ࣗવ nʹରͯ͠, q-integer [n]Λ

[n] =
1− qn

1− q
ɹ (|q| < 1)

ͱఆٛ͢Δ.

187



Definition 1.2. ਖ਼ͷ k1, k2, . . . , kn, ͨͩ͠ k1 ≥ 2, |q| < 1, ʹରͯ͠, q-ଟॏ
θʔλελʔ (q-MZSV)Λऩଋڃ

ζ⋆q (k1, k2, . . . , kn) =
∑

m1≥m2≥···≥mn>0

q(k1−1)m1+(k2−1)m2+···+(kn−1)mn

[m1]
k1 [m2]

k2 · · · [mn]
kn

Ͱఆٛ͢Δ.

q-MZSVʹ͓͍ͯ, q → 1ͱ͢Δͱ, MZSVΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

Definition 1.3. Jackson q-ੵΛ

∫ a

0

f(t)dqt = (1− q)
∞∑

n=0

aqnf(aqn) (a ≥ 0)

ͱఆٛ͢Δ. ͦͯ͠, ҙͷਖ਼ͷ a, b(b ≥ a ≥ 0)ʹରͯ͠,

∫ b

a

f(t)dqt =

(∫ b

0

−
∫ a

0

)
f(t)dqt

ͱఆٛ͢Δ.

,ճࠓ ͷ݁ՌͰ͋Δఆཧࢯຊࢁ 1.1 ([3])Λ q-ྨࣅʹ֦ுͨ͠ͷΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ
͖ͨͷͰ, ͦΕΛհ͢Δ.

Theorem 1.2. ΠϯσοΫε k = (k1, k2, . . . , kn)ʹର͠,

J(k) = {0, k1, k1 + k2, . . . , k1 + · · ·+ kn−1} ,

D⋆
q(k) =

{
(t1, t2, . . . , tk) ∈ [0, 1]k

∣∣∣∣∣
tj < qtj+1 (j /∈ J(k), 1 ≤ j < k),

tj > tj+1 (j ∈ J(k), 1 ≤ j < k)

}

ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖,

ζ⋆q (k) =

∫

D⋆
q (k)

ωq,δ(1)(t1)ωq,δ(2)(t2) · · ·ωq,δ(k)(tk) (k1 ≥ 2)

͕Γཱͭ. ͨͩ͠,

ωq,0(t) =
dqt

t
, ωq,1(t) =

dqt

1− t
,

ͦͯ͠,

δ(j) =

{
0 (j − 1 /∈ J(k), 1 ≤ j ≤ k),

1 (j − 1 ∈ J(k), 1 ≤ j ≤ k)

ͱ͢Δ.
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Example 1.2. k = (2, 1, 3)ͷͱ͖, J(2, 1, 3) = {0, 2, 3}ΑΓ,

D⋆
q(2, 1, 3) =

{
(t1, t2, . . . , t6) ∈ [0, 1]k

∣∣∣∣∣
t1 < qt2, t2 > t3, t3 > t4,

t4 < qt5, t5 < qt6

}
,

δ(1) = 1, δ(2) = 0, δ(3) = 1, δ(4) = 1, δ(5) = 0, δ(6) = 0

ͱͳΔ. ͕ͨͬͯ͠,

ζ⋆q (2, 1, 3) =

∫ 1

0

dqt6
t6

∫ qt6

0

dqt5
t5

∫ qt5

0

dqt4
1− t4

∫ 1

t4

dqt3
1− t3

∫ 1

t3

dqt2
t2

∫ qt2

0

dqt1
1− t1

ͱͳΔ. ,Δͱ͢ࢉܭӈลΛʹࡍ࣮

∫ qt2

0

dqt1
1− t1

=
∞∑

m=1

∫ qt2

0

t1
m−1dqt1 =

∞∑

m=1

(qt2)m

[m]

ͱͳΔ. ,ʹ࣍

∞∑

m=1

qm

[m]

∫ 1

t3

t2
m−1dqt2 =

∞∑

m=1

qm

[m]

(∫ 1

0

t2
m−1dqt2 −

∫ t3

0

t2
m−1dqt2

)

Ͱ͋ΔͷͰ,

∞∑

m=1

qm

[m]

∫ 1

t3

t2
m−1dqt2 =

∞∑

m=1

qm

[m]2
(1− t3

m)

ͱͳΔ. ಉ༷ʹ͍ͯ͘͠ࢉܭͱ,

∞∑

m=1

qm

[m]2

∫ 1

t4

1− t3m

1− t3
dqt3 =

∞∑

m=1

qm

[m]2

∫ 1

t4

m∑

n=1

t3
n−1dqt3

=
∑

m≥n≥1

qm

[m]2

(
1

[n]
− t4n

[n]

)
,

∑

m≥n≥1

qm

[m]2[n]

∫ qt5

0

1− t4n

1− t4
dqt4 =

∑

m≥n≥1

qm

[m]2[n]

∫ qt5

0

n∑

l=1

t4
l−1dqt4

=
∑

m≥n≥l≥1

qm(qt5)l

[m]2[n][l]
,

∑

m≥n≥l≥1

qmql

[m]2[n][l]

∫ qt6

0

t5
l−1dqt5 =

∑

m≥n≥l≥1

qmql(qt6)l

[m]2[n][l]2
,

∑

m≥n≥l≥1

qmq2l

[m]2[n][l]2

∫ 1

0

t6
l−1dqt6 =

∑

m≥n≥l≥1

qmq2l

[m]2[n][l]3
= ζ⋆q (2, 1, 3)

ΛಘΔ.
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1.3 q-MZVͱͦͷੵදࣔ

લઅͱಉ༷ͷख๏ʹΑΓ, q-MZVͷੵදࣔΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

Definition 1.4. ਖ਼ͷ k1, k2, . . . , kn, ͨͩ͠ k1 ≥ 2, |q| < 1ʹରͯ͠, q-ଟॏ
θʔλ (q-MZV)Λऩଋڃ

ζq(k1, k2, . . . , kn) =
∑

m1>m2>···>mn>0

q(k1−1)m1+(k2−1)m2+···+(kn−1)mn

[m1]
k1 [m2]

k2 · · · [mn]
kn

Ͱఆٛ͢Δ.

q-MZSVͷ߹ͱಉ༷ʹ, q-MZVʹ͓͍ͯ, q → 1ͱ͢Δͱ, MZVΛಘΔ͜ͱ͕
Ͱ͖Δ. ఆཧ 1.2ʹ͓͍ͯ, D⋆

q(k)Λ

Dq(k) =

{
(t1, t2, . . . , tk) ∈ [0, 1]k

∣∣∣∣∣
tj < qtj+1 (j /∈ J(k), 1 ≥ j < k),

tj < tj+1 (j ∈ J(k), 1 ≥ j < k)

}

ʹஔ͖͑Δͱ, .ͷఆཧ͕ಘΒΕΔ࣍

Theorem 1.3. ΠϯσοΫεk = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Nnʹର͠, k̃ = (kn, kn−1, . . . , k1)

ͱ͓͘ͱ, q-MZVͷੵදࣔ

ζq(k) =

∫

Dq(k̃)

ωq,δ(1)(t1)ωq,δ(2)(t2) · · ·ωq,δ(k)(tk) (k1 ≥ 2)

͕Γཱͭ.

͜ͷੵදࣔBradley [1]Ͱͷ q-MZVͷੵදࣔͱ͕ؔͭ͘ͱࢥΘΕΔ͕, ݱ
.ͰະղܾͰ͋Δ࣌

Example 1.3. k = (2, 1)ͷͱ͖,

ζq(2, 1) =

∫

t1<t2<qt3

dqt1
1− t1

dqt2
1− t2

dqt3
t3

ͱͳΔ. ,Δͱ͢ࢉܭӈลΛʹࡍ࣮

∫ t2

0

dqt1
1− t1

=
∞∑

m=1

∫ t2

0

t1
m−1dqt1 =

∞∑

m=1

1

[m]
t2

m ,

∞∑

m=1

1

[m]

∫ qt3

0

t2m

1− t2
dqt2 =

∞∑

m=1

1

[m]

∞∑

n=1

∫ qt3

0

t2
m+n−1dqt2

=
∞∑

m=1

1

[m]

∞∑

n=1

qm+n

[m+ n]
t3

m+n ,

∞∑

m=1

1

[m]

∞∑

n=1

qm+n

[m+ n]

∫ 1

0

t3
m+n−1dqt3 =

∞∑

m=1

1

[m]

∞∑

n=1

qm+n

[m+ n]2
= ζq(2, 1)

ΛಘΔ.
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Self-avoiding walk on random conductors

Yuki Chino∗

Department of Mathematics
Hokkaido University

Joint work with Akira Sakai (Hokkaido University)†

Self-avoiding walk (SAW) is a statistical-mechanical model that the chemist
P. J. Froly first introduced for studying the behavior of linear polymers [4, 5].
Now we have many rigorous results on SAW, especially in d > 4 due to the
lace expansion [1, 7]. However in two or three dimensions, there still remain
open problems [8]. In 1981, B. K. Chakrabarti and J. Kartész first introduced
the random environment to SAW [2]. Our interest is to understand how the
random environment affects the behavior of the observables concerning SAW
around the critical point. In this talk, we will show the quenched critical
point is almost surely a constant and estimate upper and lower bounds.

Model and the results

Let Bd denote the set of nearest-neighbor bonds in Zd, let Ω(x) be the set
of nearest-neighbor self-avoiding paths on Zd from x. The self-avoiding walk
is the set of the trajectries of the walk that can not return the point once it
visited. We call this property self-avoidance constraint. By this property, we
can regard SAW paths as the statistical-mechanical model for linear poly-
mers. Denoting the length of ω by |ω| (i.e., |ω| = n for ω = (ω0, . . . ,ωn))
and the energy cost of a bond between consecutive monomers by h ∈ R, we
define the susceptibility as

χh =
∑

ω∈Ω(x)

e−h|ω|,

which is independent of the location of the reference point x ∈ Zd. Two
other key observables are the two-point function and the number of SAWs

∗chino@math.sci.hokudai.ac.jp
†sakai@math.sci.hokudai.ac.jp

195



of length n:

Gh(x) =
∑

ω∈Ω(o,x)

e−h|ω|, c(n) =
∑

ω∈Ω(x)

1{|ω|=n},

where o is the origin of Zd, 1{··· } is the indicator function, and Ω(o, x) is the
set of nearest-neighbor self-avoiding paths on Zd from o to x. Obviously,

χh =
∑

x∈Zd

Gh(x) =
∞∑

n=0

e−hnc(n).

Due to subadditivity of c(n), we can show that χh < ∞ if and only if h >
log µ, where µ is the connective constant for SAW [7]:

µ = lim
n→∞

c(n)1/n = inf
n
c(n)1/n.

Therefore, h = log µ is the critical point of the susceptibility. Many rigorous
results on the behavior of these observables around the critical point h =
log µ have been proven. However, there still remain many challenging open
problems in two and three dimensions. See [8] and the references therein.

Let X = {Xb}b∈Bd be a collection of i.i.d. bounded random variables
whose law and expectation are denoted by PX and EX , respectively. Sim-
ilarly to the homogeneous case, we define the quenched susceptibility at
x ∈ Zd:

χ̂h,β,X(x) =
∑

ω∈Ω(x)

e−
∑|ω|

j=1(h+βXbj
),

where bj is the j-th bond of ω. Because of the inhomogeneity of X, the
quenched susceptibility is not translation invariant and does depend on the
location of the reference point x. We also define the random media version
counterpart of the number of SAWs c(n) in random environment:

ĉβ,X(x;n) =
∑

ω∈Ω(x)

e−β
∑|ω|

j=1 Xbj1{|ω|=n}.

Therefore, we have

χ̂h,β,X(x) =
∞∑

n=0

e−hnĉβ,X(x;n).

Since χ̂h,β,X(x) is monotonic in h, we can define the quenched critical point:

ĥq
β,X(x) = inf{h ∈ R : χ̂h,β,X(x) < ∞}.
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We denote c(n) be the number of the homogeneous SAWs. By virtue
of the self-avoidance constraint on ω and the i.i.d. property of X, we can
directly compute the annealed susceptibility EX [χ̂h,β,X(x)]

EX [χ̂h,β,X(x)] =
∞∑

n=0

e−(h−log λβ)nc(n),

where λβ = EX [e−βXb ]. Then the annealed critical point must be defined:

ha
β = log µ+ log λβ,

so that EX [χ̂h,β,X(x)] < ∞ if and only if h > ha
β. By Jensen’s inequality,

ha
β ≥ log µ− βEX [Xb].

The following theorem is the main result of this talk.

Theorem 1. Let d ≥ 1 and β ≥ 0. The quenched critical point ĥq
β,X(x)

is PX-almost surely a constant that does not depend on the location of the
reference point x ∈ Zd. Moreover, by abbreviating ĥq

β,X(x) as ĥq
β, we have

log µ− βEX [Xb] ≤ ĥq
β ≤ ha

β, PX-almost surely.

For d = 1, in particular, the lower bound is an equality.

The key elements for the proof are the following:

• To prove that the quenched critical point is PX-a.s. a constant we show
translation invariance and ergodicity by following similar analysis to
that in H. Lacoin [6].

• The upper bound (generally called the annealed bound) is trivial. On
the other hand, the lower bound is derived from the second moment
estimate by using the Paley-Zygmund inequality.

In our main theorem, for d = 1, the lower bound is an equality. We want
to discuss what happens in d ≥ 2:

• In two dimension, H. Lacoin improve the upper bound by using frac-
tional moment method [6].

• In high dimensions, can we estimate the upper and lower bound more
sharply??
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q-PAINLEVÉ EQUATION OF TYPE E(1)
6 ARISING FROM PADÉ APPROXIMATION

長尾秀人 HIDEHITO NAGAO (明石工業高等専門学校)

Abstract. Padé近似と呼ばれる有理関数による近似を応用して，2階線形微分方程式を構
成すると，超幾何微分方程式になることが古くから知られている．さらに，その非線形化
として，Painlevé方程式と呼ばれる 2階非線形微分方程式を構成できることが知られてい
る．最近になって，その q差分的離散化として，E(1)

6 型 affine Weyl群対称性を持つ q差分
的離散 Painlevé方程式を構成することができた．本講演では，この結果について報告する．

1. Introduction

1.1. The background of (differential) Painlevé equations. 　
19世紀末から 20世紀初頭にかけて, Paul Pailvevéによって発見され,「動く特異点は極に
限る」という Pailvevé性を備えた 2階非線形常微分方程式として研究されてきた. 「動く
特異点」とは,微分方程式の初期値問題の解に現れる特異点の位置が初期値に依存する特
異点をいう. Pailvevé程式は PIから PVIまでの 6種類に分類される.

PI : λ′′ = 6λ2 + t,
PII : λ′′ = 2λ3 + tλ + α,

PIII : λ′′ =
1
λ

(λ′)2 − 1
t
λ′ +

1
t
(αλ2 + β) + γλ3 +

δ

λ
,

PIV : λ′′ =
1

2λ
(λ′)2 +

3
2
λ3 + 4tλ2 + 2(t2 − α)λ +

β

λ
,

PV : λ′′ =
( 1
2λ
+

1
λ − 1

)
(λ′)2 − 1

t
λ′ +

(λ − 1)2

t2

(
αλ +

β

λ

)
+
γ

t
λ + δ

λ(λ + 1)
λ − 1

,

PVI : λ′′ =
1
2

(1
λ
+

1
λ − 1

+
1
λ − t

)
(λ′)2 −

(1
t
+

1
t − 1

+
1
λ − t

)
λ′

+
λ(λ − 1)(λ − t)

t2(t − 1)2

(
α + β

t
λ2 + γ

t − 1
(λ − 1)2 + δ

t(t − 1)
(λ − t)2

)
.

ここで, α, β, · · · は複素数パラメーターである.
これら 6種類の Pailvevé方程式に関する退化図式を次のようになる．

PVI→PV→PIII
↘ ↘

PIV→PII →PI.

これら 6種類の Pailvevé方程式は一般的に初等関数の範囲では解くことができないが,
パラメータが特殊な値をとる時に超幾何型の特殊関数で表される解が存在する. 他にも代
数関数，有理関数で表される解などを持つ．

Painlevé方程式は，ハミルトン力学系として表現でき，線形作用素 (ラックス・ペア）の
両立条件として表現でき， Bäcklund変換として affine Weyl群対称性を持つなど，可積分
系としての多くの良い性質を持つ．

2010 Mathematics Subject Classification. 33D15, 34M55, 39A13, 41A21.
Key words and phrases. Padé method, Padé interpolation, q-Painlevé equation.
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Remark 1. ラックス・ペアとは，可積分系の理論における用語であり，2種類の線形方程
式（線形方程式とその変形方程式）の両立条件として，時間発展型非線形方程式が得られ
る組である．

1.2. The background of discrete Painlevé equations. 　
離散 Painlevé方程式は，微分 Painlevé方程式の良い性質を保存したまま離散化したもので
ある．例えば，離散 Painlevé性 (特異点閉じ込め)，特殊解，Bäcklund変換，ラックス・ペ
アなど．それらは拡大 affine Weyl群対称性に関連した有理曲面に基づいて分類され [9]，
差分タイプは楕円差分 (e-),乗法差分 (q-)，加法差分 (d-)の 3種類がある. q差分 Painlevé
方程式は Bäcklund変換としての affine Weyl 群対称性により，E(1)

8 型からD6型まで分類
され，退化図式は次のようになる．

Z↗ ↘
E(1)

8 → E(1)
7 → E(1)

6 → D(1)
5

(q-PVI)

→ A(1)
4

(q-PV)

→ (A2 + A1)(1)

(q-PIV,q-PIII)
→ (A1 + A′1)(1)

(q-PII)

→ A(1)
1

(q-PI)

D6

1.3. The background of Padé method. 　
Padé近似を応用して PainlevéおよびGarnier方程式を研究する簡単な方法 [12]がある．そ
の方法では，適当な Padé近似の問題を設定すれば，Painlevé(Garnier)方程式に対する時間
発展方程式，ラックス・ペア，超幾何型特殊解の 3つが同時に得られる．この方法は Padé
法と呼ばれている．Padé法はこれまで様々な離散 Painlevé方程式 [5]に適用されている
[3, 6, 7, 8, 14]．本報告は [7]に基づく．

2. Padé approximation method to case q-E(1)
6

　本章では，Padé近似を応用して，q差分Painlevé方程式E(1)
6 型の時間発展方程式，ラッ

クス・ペア，超幾何型特殊解を導く．

2.1. Padé approximation problem. 　パラメーター q, ai, bi ∈ C, 0 < |q| < 1, m, n ∈ Z≥0の
とき，適当な関数

(2.1) Y(x) :=
(a1x, a2x, a3x)∞

(b1x, b2x, b3x; q)∞
,

a1a2a3qm

b1b2b3qn = 1.

を与え，Padé近似の問題

(2.2) Y(x) ≡ Pm(x)
Qn(x)

(mod xm+n+1).

を考える．ここで，関数 Pm(x)，Qn(x)はそれぞれm，n次多項式とし，qポッホハンマーは

(2.3) (a1, a2, · · · , ai) j :=
j−1∏

k=0

(1 − a1qk)(1 − a2qk) · · · (1 − aiqk).

とする．
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2.2. Time evolution. 　
パラメーター ai, bi,m, nをシフトさせる作用素 T を
(2.4) T : (a1, a2, a3, b1, b2, b3,m, n)→ (qa1, a2, a3, qb1, b2, b3,m, n).
をする．また，この作用素 T は q差分 Painlevé方程式の時間発展の方向を決定するので，
時間発展と呼ぶ．
未知関数 y(x)に対して，y(x) = Pm(x), Y(x)Qn(x)を解に持つ，3項間 y(x), y(qx), y(x)線形

q差分方程式を L2(x)とし，3項間 y(x), y(x), y(x/q)線形 q差分方程式を L3(x)とする．この
とき，

Lemma 1. 線形 q差分方程式 L2, L3は次のように表示される．

(2.5)
L2(x) : (1 − x f )y(x) − (1 − a2x)(1 − a3x)y(qx)

+
a2a3qmg

b1
(1 − b1x)(1 − x/g)y(x) = 0,

(2.6)
L3(x) : w(1 − x f /q)y(x) +

a2a3qmg
b1

(1 − a1x)(1 − x/qg)y(x)

− qm+n+1(1 − b2x/q)(1 − b3x/q)y(x/q) = 0,

ここで， f , g, f ,wは xに依らない変数であり，記号 F := T (F), F := T−1(F)とする．

Proof. L2, L3の定義より，次の xの恒等式が成り立つ．

L2(x) :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y(x) y(qx) y(x)
Pm(x) Pm(qx) Pm(x)

Y(x)Qn(x) Y(qx)Qn(qx) Y(x)Qn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,(2.7)

L3(x) :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y(x) y(x) y(x/q)
Pm(x) Pm(x) Pm(x/q)

Y(x)Qn(x) Y(x)Qn(x) Y(x/q)Qn(x/q)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.(2.8)

カソラチ行列式を計算すれば，q差分方程式 L2 (2.5), L3 (2.6)が得られる．!
以下では，L2, L3 (2.5), (2.6)に基づいて，q差分 Painlevé方程式 E(1)

6 型に対する時間発
展方程式，ラックス・ペア，超幾何型特殊解が導出される．
2.3. The q-Painlevé equation. 　

Proposition 1. 2変数 f , gの連立 1階非線形 q差分方程式 (1変数の 2階非線形 q差分方程式)

(2.9) ( f g − 1)( f g − 1) =
b2

1

a2
2a2

3qm−n

( f − a2)( f − a3)( f − b2)( f − b3)
( f − a1)( f − b1)

,

(2.10) ( f g − 1)( f g − 1) = qa1b1
(g − 1/a2)(g − 1/a3)(g − 1/b2)(g − 1/b3)

(g − b1/a2a3qm)(g − b1qn+1/a2a3)
.

得られる．これは q差分 Painlevé方程式 E(1)
6 型の時間発展方程式 [5]である.

Proof. q差分線形方程式 L2, L3 (2.5), (2.6)の両立条件として，変数wを含まない 2変数 f , g
の方程式 (2.9), (2.10)が得られる．!
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2.4. The Lax pair. 　

未知関数 y(x)に対して，y(x) = Pm(x),Y(x)Qn(x)を解に持つ 3項間 y(qx), y(x), y(x/q)の
線形 q差分方程式を L1(x)とする．このとき，

Proposition 2. 線形 q差分方程式 L1は次のように表示される．
(2.11)

L1(x) :
(q − b1x)(q − b2x)(q − b3x)qm+n−1

q − f x

[
y (x/q) − a1(q − a2x)(q − a3x)

b2b3qn(q − b1x)(gq − x)
y(x)

]

+
(1 − a1x)(1 − a2x)(1 − a3x)

1 − f x

[
y(qx) − b2b3qn(1 − b1x)(g − x)

a1(1 − a2x)(1 − a3x)
y(x)

]

+
a1qm+1

b2b3g

[ (
1 − b2b3g

a1qm+1

) (
1 − b2b3gqn

a1

)
+

x(1 − a2g)(1 − a3g)(1 − b2g)(1 − b3g)
(1 − f g)(gq − x)

]
y(x) = 0,

２つの線形 q差分方程式 L1, L2 (2.11), (2.5)はラックス・ペアであり，2 × 2行列型ラック
形式 [10]およびスカラー型ラックス・ペア [3, 13]と等価である．

Proof. q差分方程式 L2(x), L2(x/q), L3(x) (2.5), (2.6)から 2項 y(x), y(x/q)を消去すれば，q
差分方程式 L1 (2.11)が得られる．!
2.5. Special solutions. 　

Lemma 2 (Schur関数による公式 [12]). 与えられた関数 Y(x)に対して，x = 0のまわりで
Taylor展開

(2.12) Y(x) =
∞∑

k=0

pkxk, p0 = 1, pi = 0 (i < 0),

を考える．このとき，Padé近似問題 (2.2)を満たすm, n次多項式 Pm(x),Qn(x)は行列式

(2.13) Pm(x) =
m∑

i=0

s(mn,i)xi, Qn(x) =
n∑

i=0

s((m+1)i,mn−i)(−x)i,

で表示される．ここで，sλは Jacobi-Trudi公式 s(λ1,··· ,λl) = det(pλi−i+ j)l
i, j=1で定義される Schur

関数である．

Corollary 1 (Schur関数による公式 2 [12]). 多項式 Pm(x)，Qn(x) (2.13)は，1つの行列式に
次のように表示される．

(2.14) Pm(x) = xms(mn+1)|pi→
∑i

j=0 x− j pi− j
, Qn(x) = (−x)ns((m+1)n)|pi→pi−x−1 pi−1 .

Proposition 3. q差分Painlevé方程式 E(1)
6 型の時間発展方程式 (2.9), (2.10)の超幾何型特殊

解 f , gとして，次のものが得られる．

(2.15)

1 − f /a1

1 − f /a2
=

a1
∏3

i=1(1 − bi/a1)
a2

∏3
i=1(1 − bi/a2)

Ta1(τm,n+1)T−1
a1

(τm+1,n)
Ta2(τm,n+1)T−1

a2
(τm+1,n)

,

1 − 1/b2g
1 − 1/b3g

=
b2

∏3
i=2(1 − ai/b2)

b3
∏3

i=2(1 − ai/b3)

T−1
b2

(τm,n+1)Tb2(τm+1,n)

T−1
b3

(τm,n+1)Tb3(τm+1,n)
,
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ここで，行列式 τm,n = s(mn)の要素 pkは次で与えられる．

(2.16) pk =

bk
3

(
a3

b3

)

k

(q)k

k∑

ki≥0

(
q−k

)
k1+k2

(
a1
b1

)
k1

(
a2

b2

)

k2(
q−k+1b3

a3

)
k1+k2(q)k1(q)k2

(
b1

a3
q
)k1 (b2

a3
q
)k2

.

ここで，パラメーターai, biに依るすべての量であるFに対して，Tai(F) = F|ai→qai , T−1
ai

(F) =
F|ai→ai/qとする．この特殊解は [3]と等価である．

Proof. q差分線形方程式 L2, L3 (2.7), (2.8)の yのカソラチ行列式において，Pm(x), Qn(x)に
よって定義される f , gの値は，Schur関数による公式 2 (2.14)を用いれば得られる．!

Remark 2. 一般の (2.1)(2.16)に関して [11]で述べらている．

(2.17)
N+1∏

i=1

(aix)∞
(bix)∞

=

∞∑

k=0

pkxk = exp
( ∞∑

k=1

N+1∑

s=1

bk
s − ak

s

k(1 − qk)
xk

)
.

Remark 3. 要素 pkは 2変数 q-Appel Lauricella級数の有限和であるが，変換 b3 = qk−1a1a2,
a3 = b1b2の下で，big q-Jacobi多項式と呼ばれる q-超幾何級数 3ϕ2の有限和に書き換えら
れる．

Remark 4. [4]によれば，Andrewsは変換公式 q-Appell Lauricella関数 ϕl
Dと q-超幾何関数

kϕl の間の変換公式 (l = 2の場合 [1] ,正の整数 lの場合 [2])が導いた．

(2.18) l+1ϕl

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a, b1 . . . , bl

c1, . . . , cl
, u

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

(au)∞
(u)∞

l∏

k=1

(bk)∞
(ck)∞

ϕl
D(α, β1, . . . , βl, γ; z1, . . . , zl)

(2.19) kϕl

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
α1, . . . , αk

β1, . . . , βl
, x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ :=

∞∑

s=0

(α1, . . . ,αk)s

(β1, . . . , βl, q)s

[
(−1)sq(s

2)
]1+l−k

xs,

ここで (s
2) := s(s − 1)/2.

(2.20) ϕl
D(α, β1, . . . , βl, γ; z1, . . . , zl) :=

∑

mi≥0

(α)|m|(β1)m1 . . . (βl)ml

(γ)|m|(q)m1 . . . (q)ml

zm1
1 . . . z

ml
l ,

ここで |m| := m1 + . . . + ml.

この変換公式の有限の場合が 3に相当する．

2.6. Main theorem. 　

Theorem 2.1. 適当な Padé近似問題 (2.1), (2.2)の設定により，q差分 Painlevé方程式 E(1)
6

型に対する時間発展方程式 (Proposition 1),ラックス・ペア (Proposition 2),超幾何型特殊
解 (Proposition 3)が 3つ同時に得られる．
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ON THE STOKES MATRICES OF THE tt

⇤-TODA EQUATION

STEFAN HOROCHOLYN (TOKYO METROPOLITAN UNIVERSITY)

Abstract. We derive a formula for the signature of the symmetrized Stokes
matrix S+ST for the tt⇤-Toda equation. As a corollary, we verify a conjecture
of Cecotti-Vafa regarding when S+ST is positive definite, reminiscent of a for-
mula of Beukers and Heckmann for the generalized hypergeometric equation.
The condition S + ST > 0 is prominent in the work of Cecotti and Vafa on
the tt⇤ equation; we show that the Stokes matrices S satisfying this condition
are parameterized by a convex polytope.

1. Introduction

The tt

⇤ equation is a system of nonlinear PDEs which appeared in the work
of Cecotti and Vafa [2] on the classification of supersymmetric field theories in
physics. Dubrovin [3] showed that it admits an isomonodromic deformation in-
terpretation, as well as the standard zero-curvature formulation of harmonic map
theory. This leads to a Riemann-Hilbert correspondence between (local) solutions
and monodromy data of a meromorphic ODE. Clarifying this correspondence is a
subject of current research activity relating several fields of mathematics, including
Hodge theory and algebraic geometry.

There are very few examples where solutions can be found. A special case of
the tt

⇤ equation, introduced by Cecotti and Vafa, and studied mathematically by
Guest-Its-Lin [4, 5] and Mochizuki [7], is the tt⇤-Toda equation. This is, essentially,
the well-known Toda field equation (2-dimensional Toda lattice), although even in
this case the existence of the solutions predicted by Cecotti and Vafa was proved
only recently (in the aforementioned references).

This article was motivated by the conjectures of Cecotti and Vafa regarding the
symmetrized Stokes matrix S + ST, in the case of the tt

⇤-Toda equation. We shall
give a necessary and su�cient condition for S + ST to be positive definite, and a
simple formula for the signature of S+ST, reminiscent of a formula of Beukers and
Heckmann for the generalized hypergeometric equation [1].

Let us now state the tt

⇤-Toda equations and explain the relevant Stokes matrix.
The equations are:

(1.1) 2(w
i

)
zz

= �e

2(wi+1�wi) + e

2(wi�wi�1)
, w

i

: C⇤ ! R
subject to two further conditions:

(1) the “anti-symmetry” condition: w
i

+ w

n�i

= 0; and
(2) the radial condition: w

i

= w

i

(|z|).
We use the convention that w

i

= w

i+n+1 for all i 2 Z. This system is the compat-
ibility condition for the linear system:

⇢
 

z

= (w
z

+ 1
�

W) ,

 
z

= (�w
z

+ �WT) ,
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where:

w = diag (w0, . . . , wn

) , W =

2

666664

e

w1�w0

. . .

e

wn�wn�1

e

w0�wn

3

777775
.

If we write x = |z|, then the radial version of (1.1) is the compatibility condition
for a linear system, which may then be transformed to (see Equation 1.4 of [5]):

(1.2)

8
<

:
 

⇣

=
⇣
� 1

⇣

2W � 1
⇣

xw
x

+ x

2WT
⌘
 ,

 
x

=
⇣

1
x⇣

W+ x⇣WT
⌘
 ,

where ⇣ = �

z

.
The ⇣-system (1.2) is a meromorphic linear ODE in the complex variable ⇣, with

poles of order two at both ⇣ = 0 and ⇣ = 1. The Stokes matrices at these two poles
are equivalent, so we shall only consider the Stokes matrix at ⇣ = 1, and denote
it by S. By the general theory of isomonodromic deformations, Stokes matrices S
correspond to local solutions near 0 (i.e. defined on intervals of the form (0, "))
of the tt

⇤-Toda equation. Further details and explanation may be found in [4, 5],
where S is computed in terms of the asymptotic behaviour of the functions w

i

.
It was conjectured by Cecotti and Vafa, and confirmed in [4, 5, 6, 7], that the

condition S + ST
> 0 implies that the corresponding local solution of the tt

⇤-Toda
equation is globally defined on C⇤ (i.e. such that " = 1). It is, therefore, of
interest to describe the set of such Stokes matrices explicitly, and this is our first
main result.

We show that they form a convex polytope described by simple explicit equations.
It follows from the previous references that a necessary and su�cient condition for
the local solution of the tt

⇤-Toda equation to be globally defined on C⇤ is that
the eigenvalues of the monodromy SS�T are unimodular. (Here, S�T denotes
the transpose of S�1.) For such Stokes matrices, we prove the following explicit
characterization of the signature of S + ST, which we expect to be of use in future
investigations of the tt

⇤-Toda equation:
Theorem: Let � = (N+, N�, N0) denote the signature triple of S + ST, where

N+, N�, and N0 are the number of positive, negative, and zero eigenvalues of
S+ST, respectively. Then � is equal to the signature triple of the diagonal matrix:

diag ((�1)n+1
p(⇡0), . . . , (�1)n+1

p(⇡
n

)) .

Here, ⇡0, . . . ,⇡n

are the n+1 roots of xn+1�(�1)n+1, and the real polynomial p(x) is
the characteristic polynomial of a certain matrix R satisfying (�1)nRn+1 = SS�T.

Corollary: S + ST
> 0 i↵ (�1)n+1

p(⇡
k

) > 0 for all k.
Let us explain what this means in terms of solutions to the tt

⇤-Toda equation.
(For ease of notation, we only describe the case n + 1 = 2m.) It was shown in
[4, 5, 6, 7] that solutions w

i

: C⇤ ! R are in one-to-one correspondence with real
numbers �

i

satisfying �

i

� �

i�1 � �2 for all i, where 2w
i

(z) ⇠ �

i

log |z| as |z| ! 0.
The corresponding eigenvalues of R are exp

�
± i⇡

n+1 (�j + 2j + 1)
�
, 0  j  m� 1,

with

0  ⇡

2m (�0 + 1)  ⇡

2m (�1 + 3)  · · ·  ⇡

2m (�
m�1 + 2m� 1)  ⇡ .
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The condition S+ST
> 0 means that these points must interlace with the (n+1)th

roots of unity, implying that:

0 < �0 + 1 < 2 < �1 + 3 < 4 < · · · < 2m� 2 < �

m�1 + 2m� 1 < 2m ,

and this means that 0 < �

j

< 1 for all j = 0, . . . ,m� 1.
Our second main result is a formula for the sign of p(⇡

k

) when the eigenvalues of
SS�T are unimodular and N0 = 0 (in the notation of the Theorem). If n+1 = 2m
or n + 1 = 2m + 1, then this gives a characterization of the open subsets of Rm

corresponding to each possible signature pair (N+, N�) in terms of configurations
of points on the unit circle which interlace with the roots ⇡

k

of xn+1� (�1)n+1. To
prove this, we show that p(x) satisfies the signed-palindromicity condition p(x) =
(�x)np( 1

x

), and hence, it may be uniquely factored as:

p(x) =

⇢
x

m

p̃(x+ 1
x

) , n+ 1 = 2m ,

(x� 1)xm

p̃(x+ 1
x

) , n+ 1 = 2m+ 1 .

Defining the sequence {p̃[k](x)}
k

of shifted polynomials by p̃

[0](x) := p̃(x+ 2) and:

p̃

[k](x) :=

(
p̃(x+ 2 cos k⇡

m

) , 1  k  m , n+ 1 = 2m ,

p̃(x+ 2 cos (2k�1)⇡
2m+1 ) , 1  k  m+ 1 , n+ 1 = 2m+ 1 ,

we prove the following, which amounts to a special case of Theorem 4.5 of [1]:
Proposition: If ⌫

k

is the number of sign changes in the sequence of non-zero

coe�cients of p̃[k](x), then:

sgn(p(⇡
k

)) =

⇢
(�1)⌫k�k

, n+ 1 = 2m ,

(�1)⌫k+1�(k+1)
, n+ 1 = 2m+ 1 .

Since p(x) is the characteristic polynomial of R, and the entries of R satisfy an
explicit relation with the entries of the Stokes matrix S, the proposition gives a
simple way to check positivity of S + ST.

All of the above results are first proved for a conveniently defined, “abstract
Stokes matrix” S. We then explain the precise relation between this “abstract
Stokes matrix”, and the Stokes matrix S of (1.2).
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ྡαΠτͷঢ়ଶʹґଘ͢ΔٵணߏػΛͭ࣋શඇରশ୯७ഉଞաఔ

Ұɹ৴ޗʢShingo Ichikiʣ∗, ɹ७ʢJun౻ࠤ Satoʣ†, ɹ׆༟ʢKatsuhiro Nishinariʣ†

֓ཁ

શඇରশ୯७ഉଞաఔʢTotallyͭ࣋Λߏػணٵ asymmetric simple exclusion process with Langmuir kinetics; TASEP-

LKʣʹ͍ͭͯ͢ߟΔ. ಛʹ,ྡαΠτͷঢ়ଶʹґଘͯ͠ٵணϨʔτ͕ҟͳΔ TASEP-LKΛ͑ߟΔ. ͦͯ͠,͜ͷܕͷඇฏ

.Λ༻͍ͯղੳ͢Δࣅۙۉఆৗঢ়ଶʹ͍ͭͯฏߧ

1 ͡Ίʹ

ඇରশ୯७ഉଞաఔʢAsymmetric simple exclusion process;

ASEPʣͱɼҰ্ࢠ֨ݩ࣍ΛഉআମੵޮՌΛͨͬ࣋ଟͷཻ

.Ͱ͋ΔܕඇରশʹϥϯμϜΥʔΫ͢Δ֬աఔ͕ࢠ ಛ

ʹ, ,ܕͷΈಈ͘ʹҰํ͕ࢠཻ શඇରশ୯७ഉଞաఔ

ʢTotally asymmetric simple exclusion process; TASEPʣͱ

.Ε͍ͯΔݺ ͜ΕΒͷܕ, ඇฏߧ౷ֶྗܭΛ࢝Ίͱ͢Δ

෯͍Ͱߦ͕ڀݚΘΕ͍ͯΔ. ಛʹ, ंੜͳͲͷࣗݾ

ΒΕ͍༺͘ͱͯ͠ܕΔ͢ݱΛදݱΒΕΔݟʹܥࢠಈཻۦ

͍ͯΔ [1].

·ͨ, ਤ 1 ͷΑ͏ʹ, Langmuir kinetics ͱݺΕΔ্֨ࢠ

ͷҙͷॴͰٵண͕ՄͳϝΧχζϜΛͭ࣋ܕఏҊ͞

Ε͍ͯΔ. ͜ͷܕͰ, લํͷαΠτ͕ۭ͍͍ͯΔͱࢠཻ

͖, Ϩʔτ pʢؒ࣌ dt ͷؒʹ֬ pdtʣͰલํϗοϓ͢Δ.

͔ΒϨʔτࠨࢠཻ,ͨ· αͰྲྀೖ͠,ӈ͔ΒϨʔτ β Ͱ

ྲྀग़͢Δ. ͳ͓,αΠτ͕ۭ͍͍ͯΕ,Ϩʔτ ωA Ͱཻ͕ࢠα

Πτʹٵண͠, αΠτ্ͷཻࢠϨʔτ ωD Ͱ͢Δ. ٵ

ணߏػΛͭ࣋શඇରশ୯७ഉଞաఔʢTASEP-LKʣ,ڥք

ͷྲྀग़ೖϨʔτΛมԽͤ͞Δ͜ͱͰ, ૬ͱີ૬Λີߴ

͢ΔিܸͷଘࡏͳͲڵຯਂ͍ݱ͕ΒΕ͍ͯΔ [2, 3].

ਤ 1 TASEP-LKͷࣜਤ.

,ۙ࠷ ྡαΠτͷঢ়ଶʹґଘ͢Δ͋ΔٵணߏػΛͭ࣋

Ε͍ͯΔ͞ڀݚ͕ܕ [4]. ຊߘͰ, ͜ͷܕΛ, ྡαΠτͷ

ঢ়ଶ͝ͱʹٵணϨʔτͱϨʔτ͕͍͠߹ʹ͍ͭͯ, ֤

֦ʹணϨʔτ͕ҙ͔ͭಠཱʹΛऔΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔΑ͏ٵ

ு͢Δ. ͳ͓, ຊߘʹ͓͍ͯ ”ணϨʔτٵ“ ͱ,ྡαΠτ

ͷঢ়ଶ͝ͱʹٵணϨʔτͱϨʔτ͕͍͠߹ʹ༻͍Δ

ͷͱ͢Δ.

2 ֦ு TASEP-LK

ྡαΠτͷঢ়ଶʹґଘͯ͠ٵணϨʔτ͕ҟͳΔ TASEP-

LKʹ͍ͭͯઆ໌͢Δ. ͦͯ͠,ฏۉۙࣅΛ༻͍Δ͜ͱͰ,ີ

ϓϩϑΝΠϧ͕ຬͨ͢ภඍํఔࣜΛಋ͘.

2.1 ܕ

αΠτ LʢL ≥ 3ʣͷҰࢠ֨ݩ࣍Λ͑ߟΔ. αΠτ iͰ,ཻ

Δঢ়ଶʢτi͕͋ࢠ = 1ʣ,·ͨͳ͍ঢ়ଶʢτi = 0ʣͷ͍ͣΕ͔

ΛऔΔ. ͜͜Ͱ,ཻࢠલํͷαΠτ͕ۭ͍͍ͯΔͱ͖,Ϩʔ

τ 1Ͱલํϗοϓ͢Δ. ͔ΒϨʔτࠨࢠཻ,ͯͦ͠ αͰ

ྲྀೖ͠,ӈ͔ΒϨʔτ β Ͱྲྀग़͢Δ.

,ʹ࣍ .આ໌͢Δ͍ͯͭʹߏػணٵ ྡ͢Δ྆αΠτʹཻ

,߹ͳ͍͕ࢠ ਤ 2ʢaʣͷͱ͓Γ, Ϩʔτࢠཻ ω1 Ͱٵண

͢Δ. ྡ͢ΔαΠτͷͲͪΒ͔Ұํʹཻ͕͋ࢠΔ߹, ਤ 2

ʢbʣͷͱ͓Γ, Ϩʔτࢠཻ ω2 Ͱٵண͢Δ. ྡ͢Δ྆α

Πτʹཻ͕͋ࢠΔ߹,ਤ 2ʢcʣͷͱ͓Γ,ཻࢠϨʔτ ω3 Ͱ

.ண͢Δٵ ͷαΠτͰ,ਤࠨ 2ʢdʣͷͱ͓Γ,ࠨ͔Β 2

൪ͷαΠτʹཻ͕ࢠͳ͍߹Ϩʔτ ω1,ཻ͕͋ࢠΔ߹

Ϩʔτ ω2 Ͱ͢Δ. ·ͨ,ӈͷαΠτͰ,ਤ 2ʢeʣͷͱ

͓Γ, ӈ͔Β 2 ൪ͷαΠτʹཻ͕ࢠͳ͍߹Ϩʔτ ω1,

Δ߹Ϩʔτ͕͋ࢠཻ ω2 Ͱٵண͢Δ.

∗ ౦ژେֶେֶӃ Պڀݚܥֶ
† ౦ژେֶ ઌՊֶٕज़ڀݚηϯλʔ
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ਤ 2 ʢaʣྡ͢Δ྆αΠτʹཻ͕ࢠͳ͍߹. ʢbʣ

ྡ͢ΔαΠτͷͲͪΒ͔Ұํʹཻ͕͋ࢠΔ߹.ʢcʣ

ྡ͢Δ྆αΠτʹཻ͕͋ࢠΔ߹.ʢdࠨʣ ք.ʢeʣڥ

ӈڥք.

2.2 ฏۉۙࣅ

͜ͷܕͷີϓϩϑΝΠϧʹؔ͢ΔภඍํఔࣜΛಋग़͢

Δ. αΠτ iʢ1 < i < LʣͷཻີࢠͷظมԽ࣍ͷΑ͏

ʹදݱͰ͖Δ.

d⟨τi⟩
dt

= ⟨τi−1(1− τi)⟩ − ⟨τi(1− τi+1)⟩

+ ω1⟨(1− τi−1)(1− τi)(1− τi+1)⟩
+ ω2⟨(1− τi−1)(1− τi)τi+1⟩
+ ω2⟨τi−1(1− τi)(1− τi+1)⟩
+ ω3⟨τi−1(1− τi)τi+1⟩
− ω1⟨(1− τi−1)τi(1− τi+1)⟩
− ω2⟨(1− τi−1)τiτi+1⟩
− ω2⟨τi−1τi(1− τi+1)⟩ − ω3⟨τi−1τiτi+1⟩, (1)

ͨͩ͠, ⟨·⟩ ظΛද͍ͯ͠Δ. ·ͨ, ྆ͷαΠτ

ʢi = 1, Lʣ࣍ͷΑ͏ʹදݱͰ͖Δ.

d⟨τ1⟩
dt

= α⟨1− τ1⟩ − ⟨τ1(1− τ2)⟩

− ω1⟨τ1(1− τ2)⟩ − ω2⟨τ1τ2⟩.
d⟨τL⟩
dt

= ⟨τL−1(1− τL)⟩ − β⟨τL⟩

+ ω1⟨(1− τL−1)(1− τL)⟩+ ω2⟨τL−1(1− τL)⟩.

,ʹ࣍ ࣜʢ1ʣʹରͯ͠, ฏۉۙٴࣅͼྲྀମྗֶݶۃΛऔΔ͜

ͱͰ࣍ͷภඍํఔ͕ࣜಘΒΕΔ.

∂ρ
∂ t̄

+ (1− 2ρ)
∂ρ
∂x

= (1− 2ρ)

×
[
Ω1(1− ρ)2 + 2Ω2ρ(1− ρ) + Ω3ρ

2

]
, (2)

ͨͩ͠, Ωj = ωjLʢj = 1, 2, 3ʣ, t = Lt̄ ͼٴ x = i
L

ʢi = 1, 2, · · · , Lʣͱ͢Δ.

3 ղੳ

֦ு TAESP-LKͷఆৗঢ়ଶʹ͍ͭͯ͢ߟΔ.

3.1 ఆৗղ

ࣜʢ2ʣ͔ΒఆৗղΛಋ͘. ఆৗঢ়ଶͰ ∂ρ
∂t̄ = 0ͱஔ͘͜ͱ͕

Ͱ͖Δ. ͜ͷ͜ͱ͔Βͪʹ, ࣗ໌ͳղ ρ(x) = 1
2 Λͭ࣋͜ͱ

͕Θ͔Δ. ͷඍํఔࣜΛղ͘͜ͱͰ,ͦͷଞͷղΛಘ࣍,ͨ·

Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

dρ
dx

= Ω1(1− ρ)2 + 2Ω2ρ(1− ρ) + Ω3ρ
2

= (Ω1 − 2Ω2 + Ω3)ρ
2 − 2(Ω1 − Ω2)ρ+ Ω1. (3)

͜͜Ͱ, Ω1 − 2Ω2 + Ω3 ̸= 0 ͷ߹Λ͑ߟΔ. ࣜʢ3ʣͷඍ

ํఔࣜ, ఆͰ͋Δ͜ͱ͔Β࣍ͷಛघղΛͭ࣋͜ͱ͕

Θ͔Δ.

ξ± =
Ω1 − Ω2 ±

√
Ω2

2 − Ω1Ω3

Ω1 − 2Ω2 + Ω3
.

ͦͯ͠, Ω2
2 − Ω1Ω3 > 0 ͷͱ͖, ಛघղ ξ := ξ+, ք݅ڥࠨ

ρ(0) = αٴͼӈڥք݅ ρ(1) = 1− β Λ༻͍Δ͜ͱͰ, ఆৗ

ঢ়ଶʹ͓͚Δۙࠨղ ρL(x) ͼӈۙղٴ ρR(x) ͷͱ͓͕࣍

ΓಘΒΕΔ.

ρL(x) =
[a(α+ ξ) + b]ξe−(2aξ+b)x + (aξ + b)(α− ξ)

[a(α+ ξ) + b]e−(2aξ+b)x − a(α− ξ)
,

ρR(x) =
[a(1− β + ξ) + b]ξe(2aξ+b)(1−x) + (aξ + b)(1− β − ξ)

[a(1− β + ξ) + b]e(2aξ+b)(1−x) − a(1− β − ξ)
,

ͨͩ͠, a = Ω1 − 2Ω2 + Ω3 ͼٴ b = −2(Ω1 − Ω2) ͱ͢Δ.

ͳ͓, Ω2
2 − Ω1Ω3 = 0ͷͱ͖,ઌڀݚߦͷܕͱҰக͢Δ [4].

,ʹ࣍ ີϓϩϑΝΠϧʹݟΒΕΔিܸͷҐஔʹ͍ͭͯߟ

.Δ͢ িܸͷ͞ vS ,࣍ͷࣜͰදݱͰ͖Δ͜ͱ͕ΒΕ

͍ͯΔ [5, 6].

vS =
ρR(1− ρR)− ρL(1− ρL)

ρR − ρL
= 1− ρL − ρR.

·ͨ, ఆৗঢ়ଶΛ͍ͯ͑ߟΔ͜ͱ͔Β, িܸ͕҆ఆ͍ͯ͠Δ

ͱԾఆ͢Δ. ͭ·Γ,িܸͷ͞ vS Λ 0ͱ͢Δ͜ͱͰ,িܸ

ͷҐஔʹ͓͍ͯۙࠨղͱӈۙղͷؔ࣍ͷΑ͏ʹಘΒ

ΕΔ.

ρR(xS) = 1− ρL(xS), (4)

ͨͩ͠, xS িܸͷҐஔͱ͢Δ. িܸͷҐஔ, ρL(x),

ρR(x) .ΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δٻͼࣜʢ4ʣ͔Βٴ ͦͯ͠ ∆ =

ρR(xS) − ρL(xS) > ͼٴ0 0 < xS < 1ͱͳΔͱ͖,িܸ

ଘ͢ࡏΔ.

Ҏ্͔Β, ఆৗঢ়ଶʹ͓͚ΔີϓϩϑΝΠϧ͕ಘΒΕΔ.

িܸ͕ଘ͢ࡏΔͱ͖, ີϓϩϑΝΠϧ࣍ͷΑ͏ʹ༩͑Β

ΕΔ.

ρ(x) =

{
ρL(x) (0 < x < xS)

ρR(x) (xS < x < 1)

·ͨ,ͦͷଞͷ߹࣍ͷΑ͏ʹද͞ݱΕΔ.

ρ(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ρL(x) (0 < x < x1)
1
2 (x1 < x < x2)

ρR(x) (x2 < x < 1)

x1 ͼٴ x2 ͦΕͧΕ ρL(x1) = 1
2 ͼٴ ρR(x2) = 1

2 ͱͳ

ΔҐஔͰ͋Δ. ͨͩ͠, x1 < 0ʢx2 > 1ʣͷͱ͖, ρL(x)

ʢρR(x)ʣ͕ͳ͍ͱ͢Δ. ͳ͓, ,քͰͦΕͧΕڥ྆ ρ(0) = α

ͼٴ ρ(1) = 1− β ͱͳΔ.

3.2 ૬ਤͱີϓϩϑΝΠϧ

۩ମྫͱͯ͠, Ω1 = 0.3, Ω2 = ͼٴ0.4 Ω3 = 0.2ͷͱ͖ͷ૬

ਤٴͼ֤૬ʹ͓͚ΔີϓϩϑΝΠϧΛࣔ͢.
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ਤ 3 Ω1 = 0.3, Ω2 = ͼٴ0.4 Ω3 = 0.2ͷͱ͖ͷ૬ਤ.

ਤ 3, Ω1 = 0.3, Ω2 = ͼٴ0.4 Ω3 = 0.2ͷͱ͖ͷ૬ਤͰ

͋Δ. ͜ͷ߹, 7ͭͷ૬ʹ۠ผ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ·ͣ, 3ͭ

ͷجຊ૬ʢີߴ૬ʢHʣɾີ૬ʢLʣɾ࠷େྲྀྔ૬ʢMʣʣ

.ΒΕΔݟ͕ “H”ʢ“L”ʣͰ, ີ͕ 1
2 ΑΓ͘ߴʢ͘ʣͳ

Δ. ͦͯ͠, ີϓϩϑΝΠϧ, ρRʢρLʣͰද͞ݱΕΔ. ·

ͨ, “M”Ͱ,ີ 1
2 ͱͳΔ. ີ͕ 1

2 ͷͱ͖ྲྀྔ͕࠷େͱ

ͳΔ͜ͱ͔Β,࠷େྲྀྔ૬ͱݺͿ. ,ʹ࣍ “S” ,িܸ͕؍ଌ

͞ΕΔ૬Λ͍ࣔͯ͠Δ. ,ʹޙ࠷ ࠞ߹૬ʢ࠷େྲྀྔ૬ٴͼີߴ

૬ʢMHʣɾີ૬ٴͼ࠷େྲྀྔ૬ʢLMʣɾີ૬,࠷େ

ྲྀྔ૬ٴͼີߴ૬ʢLMHʣʣ͕ݟΒΕΔ. “MH”ʢ“LM”ʣͷ

ີϓϩϑΝΠϧ, 1
2 ͼٴ ρR ʢρL ͼٴ 1

2ʣͰߏ͞ΕΔ.

·ͨ,“LMH” ͷີϓϩϑΝΠϧ, ρL, 1
2 ͼٴ ρR Ͱද͞ݱ

ΕΔ. ͳ͓,িܸ૬ͷڥք,িܸͷଘࡏͱҐஔΛ͑ߟΔ͜

ͱͰಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

͞Βʹ, ਤ 4 Ͱ, ฏۉۙٴࣅͼϞϯςΧϧϩγϛϡϨʔ

γϣϯʹΑͬͯಘΒΕ֤ͨ૬ʹ͓͚ΔີϓϩϑΝΠϧΛࣔ͠

͍ͯΔ. ࣮ઢฏۉ͔ۙࣅΒ, ·ͨ, ઢϞϯςΧϧϩγ

ϛϡϨʔγϣϯ͔ΒͦΕͧΕಘΒΕͨີϓϩϑΝΠϧͰ͋

Δ. ͜ͷਤ͔Β, ฏۉۙࣅʹΑͬͯಘΒΕͨີϓϩϑΝΠ

ϧ͕ϞϯςΧϧϩγϛϡϨʔγϣϯͷ݁Ռͱਫ਼ྑ͘Ұகͯ͠

͍Δ͜ͱ͕Θ͔Δ.

4 ·ͱΊ

ຊߘͰ, ྡαΠτͷঢ়ଶʹґଘͯ͠ٵணϨʔτ͕ҟͳΔ

TASEP-LK .ͨ͠ߟ͍ͯͭʹ ಛʹ, ணϨʔτ͕ҙٵ֤

͔ͭಠཱʹΛऔΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔΑ͏ʹܕΛ֦ுͨ͠. ͦ͠

ͯ, ฏۉۙࣅΛ༻͍Δ͜ͱͰ, ૬ਤٴͼఆৗঢ়ଶͷີϓϩ

ϑΝΠϧΛಘΔ͜ͱʹޭͨ͠. ྡαΠτͷঢ়ଶ͝ͱʹٵண

ϨʔτٴͼϨʔτͦΕͧΕ͕ҙ͔ͭಠཱʹ͕औΕΔΑ

͏ͳ߹࣮ࡍͷݱͷԠ༻ͳͲʹ͍ͭͯ, ͷ՝Ͱޙࠓ

͋Δ.

ਤ 4 Ω1 = 0.3, Ω2 = 0.4 ͼٴ Ω3 = 0.2 ͷ߹ʹ͓

͚Δ֤૬ͷີϓϩϑΝΠϧ.
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ϩδεςΟοΫ͢Δݸମ܈ʹରͯ͠
ۭؒඇҰ༷ੑ͕༩͑ΔӨڹ
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౦ۀژେֶେֶӃ ཧڀݚֶՊ ֶઐ߈
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1 Introduction

Δ͔ͱ͍͏͢ڹମʹͲͷΑ͏ʹӨݸͷஔ͕ɼ͋Δछͷੜͷݯࢿڥ
ɼอશੜֶʹ͓͍ͯॏཁͳͱͯ͠͞Ε͍ͯΔ [3]ɽຊߨԋͰɼ
૯͕ྔݯࢿҰఆͱ͍͏੍݅ͷԼͰɼੜͷݸମ͕࠷େͱͳΔݯࢿஔ
۩ମతʹͲͷΑ͏ͳܗͰ༩͑ΒΕΔͷ͔ɼͱ͍͏ʹ͍ͭͯͣΔ͜ͱ
Λతͱ͢Δɽ
৮ΕΔͨΊɼVerhulstʹܠͷഎڀݚΊʹɼຊ࢝ [6]͕ఏএͨ࣍͠ͷํఔࣜ

ΛͯݟΈΑ͏ɽ

d

dt
w(t) = w(t){k − w(t)}

͜ΕϩδεςΟοΫํఔࣜͱݺΕΔੜͷ૿৩Λද͢ཧϞσϧͰɼਓ
ʹऴతʹఆৗత࠷ͳෆՄͰɼ૿Ճ͕ͯಷԽ͠ɼݶͷແ੍ޱ
ͳΔͱ͍͏ํ͑ߟΛө͍ͤͯ͞Δɽ͜͜Ͱɼt ∈ R+ؒ࣌ɼw(t) ∈ R
ੜछͷݸମɼk ∈ [0, 1] ⊂ Rతࣗવ૿ՃͱݺΕΔఆͰɼͦͷੜ
͕જࡏతʹ͍ͯͬ࣋Δ࠷େͷൟ৩૿ՃΛද͍ͯ͠Δɽ
ॳظ͕ w(0) > 0Λຬ͍ͨͯ͠Δͱ͢Δɽ͜ͷํఔࣜมܥͰ͋Γ
۩ମతʹղ͘͜ͱ͕Ͱ͖ɼ

w(t) =
k

1 +

(
k

w(0)
− 1

)
e−kt

if (0 < k ≤ 1),

w(t) =
1

t+
1

w(0)

if (k = 0)

ͱද͞ΕΔɽ0 < k ≤ 1ͷͱ͖ɼղw(t) → k (t → ∞)ͱͳΓɼݸମ k
·Ͱ૿৩͢Δ͕ɼk = 0ͷͱ͖ɼղw(t) → 0 (t → ∞)ͱͳΓɼੜ܈ઈ
໓ͯ͠͠·͏ɽ(kҰൠʹ k ∈ Rͱͯ͠ಉ༷ͷ͕ٞͰ͖Δ͕ɼࠓճ؆
୯ͷͨΊʹ 0 ≤ k ≤ 1ͱͯ͠ѻͬͨɽ)
ྀߟɼੜ͕ੜଉҬͰ͋Δ༗քྖҬΛϥϯμϜʹҠಈ͢Δ͜ͱΛʹ࣍

ʹೖΕΔɽͨͩ͠ɼ͜ͷੜଉҬ͕ڥҰ༷Ͱͳ͘ɼతࣗવ૿Ճ͕ۭ
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ؒม xʹґଘ͢Δؔ k = m(x)ʹΑͬͯද͞ΕΔͷͱ͢Δɽ͍͑ݴ
Εɼm(x)ॴ xʹੜ͕૿৩͢Δͷʹద͕ͨ͠ݯࢿͲͷఔஔ͔Εͯ
͍Δ͔Λද͓ͯ͠Γɼ͜ͷؔm(x)Λڥ༰ྔͱݺͿɽ͜ͷm(x)ඇෛ
LebesgueՄଌؔͰ͋Γɼ࣍ͷ݅Λຬͨ͢ͷͱ͢Δɽ

(M1) 0 ≤ m(x) ≤ 1 L-a.e.
(M2) 1

|Ω|
∫
Ω m(x)dx = δ.

͜͜Ͱɼm(x)͕ 0ʹ͍ۙॴੜʹͱͬͯॅΈʹ͍͘ڥͰ͋Γɼm(x)
͕ 1ʹ͍ۙͱ͜Ζੜ͕ॅΈ͍͢ڥͰ͋Δ͜ͱΛද͍ͯ͠Δɽ·ͨɼδ
૯ྔݯࢿΛද͢ఆͰɼ0 < δ < 1Λຬͨ͢ɽ͢ͳΘͪɼm ≡ 0 in Ωͱ͍
ɼ·ͨmگશ͘ͳ͍ঢ়͕ݯࢿ͏ ≡ 1 in Ωͱ͍͏͕͢ݯࢿͯͷྖҬͰ๛
ʹ͋Δঢ়گ͑ߟͳ͍ͷͱ͢ΔɽҎ߱͜ͷ δΛݻఆͨ͠ঢ়گΛ͑ߟΔɽ

Ҏ্ͷঢ়گͷԼɼॴ xɼࠁ࣌ tʹ͓͚Δੜछͷݸମີ vm,ε(x, t)
ɼ࣍ͷۭؒඇҰ༷ੑͷ͋ΔԠ֦ࢄϩδεςΟοΫํఔࣜ (͋Δ͍Fisher-
KPPํఔࣜ)ͱݺΕΔཧϞσϧΛ༻͍ͯද͞ΕΔ [5]ɽ

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

∂vm,ε

∂t
= ε2∆vm,ε +m(x)vm,ε − v2m,ε ((x, t) ∈ Ω× R+),

∂vm,ε

∂n
= 0 ((x, t) ∈ ∂Ω× R+),

vm,ε(x, 0) ≥ 0, vm,ε(x, 0) ̸≡ 0
(
x ∈ Ω

)
,

(1)

m ∈ X :=

{
m ∈ L∞(Ω)

∣∣∣∣0 ≤ m(x) ≤ 1,
1

|Ω|

∫

Ω

m(x)dx = δ

}
.

Ω ⊂ RnੜͷੜଉҬʹରԠ͠ɼΒ͔ͳڥք ∂ΩΛͭ࣋ɽ(1)ͷୈ 2ࣜʹ
͋ΔNeumannڥք݅ɼੜ͕ ∂ΩΛ͑ͯੜଉҬ Ωͷ֎ʹग़ͳ͍͜ͱ
Λҙຯ͢Δɽn ∂Ω্ͷ֎͖୯Ґ๏ઢϕΫτϧͰ͋Δɽ·ͨɼε > 0
ਖ਼ͷఆͰɼ֦ࢄͱݺΕΔੜଉҬΛੜ͕Ҡಈ͢Δ͞Λද͢ύϥ
ϝʔλͰ͋Δɽε͕େ͖͚ΕɼੜଉҬΛੜ͕͍εϐʔυͰҠಈ͠ɼε
͕খ͚͞Εੜ͍εϐʔυͰҠಈ͢Δ͜ͱʹରԠ͍ͯ͠Δɽॳظ݅
vm,ε(x, 0) ∈ C(Ω)؍ଌΛ։࣌ͨ࢝͠ͰͷੜͷੜଉҬͰͷΛද͢ɽ
·ͨɼX ⊂ L∞(Ω)ɼ݅ (M1),(M2)Λຬ͍ͨͯ͠Δؔm(x)શମΛද
͍ͯ͠Δɽͳ͓ɼm(x)͕ఆͳΒɼ಄Ͱհͨ͠ϩδεςΟοΫํఔࣜ
ͱಉ༷ͷ͕ࢉܭͰ͖Δɽ

͜͜Ͱɼ(1)ͷཧϞσϧͰهड़͞ΕΔੜݸମ͕܈ઈ໓ (||vm,ε(·, t)||L∞(Ω) →
0 (t → ∞)) ͤͣ૿৩Ͱ͖Δ͔Ͳ͏͔͕ͱͳΔ͕ɼ͜Εʹରͯ͠ɼ
Cantrell-Cosner([1],[2])ʹΑΔ݁Ռ͕ΒΕ͍ͯΔɽ൴ΒͷҰ࿈ͷ݁ڀݚՌ
ʹΑΓɼm ∈ X ͷͱ͖ɼ(1) ʹඇࣗ໌ͳਖ਼ఆৗղ um,ε ∈ W 2,p(Ω) ∩
C1,α(Ω) (∀p > 1)͕Ұҙతʹଘ͠ࡏɼॳظ vm,ε(x, 0)ʹґଘͤͣ t → ∞
Ͱͯ͢ͷղ͕ um,ε(x)ʹҰ༷ऩଋ͢Δ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔɽ
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͜ͷ݁ՌΛ༻͍ͯɼेʹؒ࣌ t͕ܦաͨ͠ޙͷੜͷݸମΛௐΔͨ
Ίɼ(1)ͷఆৗղ͕ຬͨ͢ઢܗପԁܕภඍํఔࣜΛ֬ೝ͓ͯ͜͠͏ɽ

⎧
⎨

⎩
−ε2∆um,ε = m(x)um,ε − u2

m,ε (x ∈ Ω),
∂um,ε

∂n
= 0 (x ∈ ∂Ω)

(2)

͜͜Ͱɼղ um,ε(x)ڥ༰ྔm(x)ɼ֦ࢄ εʹґଘ͢Δ͜ͱʹҙ
͓ͯ͘͠ɽ

͜ΕΛड͚ɼW.DingΒ 5໊ [3]ͷڀݚʹΑͬͯNet-BenefitͱݺΕΔ࣍
ͷྔ͕ಋೖ͞Εͨɽ

J(m, ε) :=

∫

Ω

[
um,ε(x)− Bm(x)2

]
dx

ͨͩ͠Bඇෛͷఆͱ͢ΔɽJ(m, ε)ɼੜଉ
∫
Ω um,ε(x)dx͔Βݯࢿ

ஔʹ͔͔Δίετ
∫
Ω Bm(x)2dxΛҾ͍ͨΛද͍ͯ͠Δɽ͢ͳΘͪɼJ(m, ε)

ͷ͕େ͖͍ݯࢿஔɼੜͷੜଉ͕ଟ͘ͳΓɼ͔ͭίετͷগͳ͍ࢿ
Δɽ͑ݴஔͱͳ͍ͬͯΔͱݯ

Ͱɼݯࢿͷ૯ྔ δ ͕ҰఆͷԼͰɼJ(m, ε)͕࠷େ͖͘ͳΔݯࢿஔ
m(x)ͱ۩ମతʹͲͷΑ͏ͳݯࢿஔͳͷͩΖ͏͔ɽ͜ΕɼJ(m, ε)ͷେ
Ҭత࠷େԽղͱͳΔm∗(x) ∈ U Λ۩ମతʹٻΊΔͱͳΔɽ

ʹೖΔલʹɼେҬత࠷େԽղ (global maximizer)ͱہॴత࠷େԽղ
(local maximizer)ʹ͍ͭͯड़Δɽڥ༰ྔm(x)ͷू߹Xͷ J(m, ε)ͷ
ݶ্

Jsup := sup
m∈X

J(m, ε)

ʹର͠ɼJ(m∗, ε) = JsupΛຬͨ͢m∗ ∈ X ͷ͜ͱΛେҬత࠷େԽղͱ͍͏ɽ
͜͜Ͱɼ֦ࢄ εੜछͷੜଶʹΑܾͬͯ·ΔͰ͋Γɼ͜͜Ͱݻఆ
͞Ε͍ͯΔɽ·ͨɼm̃(x) ∈ Xʹର͠ɼ͋Δ µ > 0͕ଘ͠ࡏɼ

∫

Ω

|m(x)− m̃(x)|dx < µ

Λຬͨͯ͢͢ͷm ∈ Xʹରͯ͠ɼ

J(m, ε) ≤ J(m̃, ε)

͕Γཱͭͱ͖ɼm̃(x)Λہॴత࠷େԽղͱ͍͏ɽ͜͜ͰɼେҬత࠷େԽղ
େԽղͷ݅ຬ͍ͨͯ͠Δ͜ͱʹҙ͢ΔɽW.DingΒ࠷ॴతہ [3]ʹΑͬ
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ͯɼͯ͢ͷB ≥ 0ɼε > 0ͰେҬత࠷େԽղm∗(x) ∈ X͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱ͕
ࣔ͞Ε͍ͯΔɽ

۩ମతܗঢ়ʹ͍ͭͯW.DingΒ [3]ʹΑͬͯ෦తʹղ͕ಘΒΕ͓ͯ
ΓɼB ≥ 0͕ेେ͖͍߹ʹɼm(x) ≡ δ͕ J(m, ε)ͷେҬత࠷େԽղͰ
͋Δ͜ͱ͕ূ໌͞Ε͍ͯΔɽ͔͠͠B͕খ͍͞ͱ͖ɼJ(m, ε)ͷ͕ (1)ͷ
ఆৗղͷۭؒม xʹର͢Δੵ

∫
Ω um,ε(x)dxʹେ͖͘ґଘ͢ΔͨΊղੳ͕

͘͠ɼ۩ମతͳܗঢ়Θ͔͓ͬͯΒͣɼڀݚͷٴΜͰ͍ͳ͍෦͕ଟ͍ɽ

ͦ͜ͰDingΒ [3]ʹ͓͍ͯղੳΛ͍ߦɼB = 0ͷͱ͖ɼ͢ͳΘͪ
J(m, ε) =

∫
Ω um,ε(x)dxͷͱ͖ɼJ(m, ε)ͷେҬత࠷େԽղ bang-bangੑͱ

͕༰ྔm(x)ڥͱ͍͏༧Λཱͯͨɽ͜͜Ͱɼͭ࣋ΕΔੑ࣭Λݺ bang-
bangੑΛͭ࣋ͱɼm(x)͕ LegbesgueՄଌू߹E ⊂ Ω্Ͱm(x) = 1Λຬ
ͨ͠ɼΩ \ E ⊂ Ω্Ͱm(x) = 0Λຬͨ͢͜ͱΛ͍͏ɽ

ຊߨԋͰɼB = 0ɼεΛݻఆͨ͠ͱ͖ɼڥ༰ྔm(x)Λઁಈͤ͞ɼm(x)
͕ J(m)ͷఀཹͱͳΔ݅Λௐͨ݁ՌΛใ͠ࠂɼ͔ͦ͜Β໌Β͔ʹͳͬ
ͨ J(m)ͷେҬత࠷େԽղ͕ͭ࣋݅ʹ͍ͭͯड़Δɽ࣍ʹɼΩ = (0, 1)ͱ
͠ɼ͜Ε·Ͱͱڥʹٯ༰ྔm(x)Λݻఆ͠ɼεΛಈ͔͢͜ͱΛ͑ߟΔɽߟ
͑Δڥ༰ྔm(x)͕ bang-bangੑΛͭ࣋߹ʹɼಛҟݶۃͷղͱൺֱ
͢Δ͜ͱʹΑΓ

∫
Ω u(x)dxͷ֦ࢄ ε = 0Ͱͷۙల։͕ಘΒΕͨ͜ͱΛ

આ໌͠ɼ͜ΕΒΛ༻͍ͨൃలతͳٞΛՃ͑ͯൃද͍ͨ͠ͱ͏ࢥɽ

2 େҬత࠷େԽղͷੑ࣭

ఆཧ 2.1. m∗(x) ∈ XΛେҬత࠷େԽղͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

ess sup
x∈Ω

m∗(x) = 1,

or

ess inf
x∈Ω

m∗(x) = 0.

͕Γཱͭɽ

ূ໌. ུ֓Λઆ໌͢Δɽ·ͣɼX0 ⊂ XΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

X0 :=

{
m ∈ L∞(Ω)

∣∣∣∣0 < m(x) < 1,
1

|Ω|

∫

Ω

m(x)dx = δ

}
.

∀m0(x) ∈ X0ʹର͠ɼµ > 0ɼg ∈ L∞(Ω);
∫
Ω gdx = 0Λɼm := m0+µg ∈ X0

ͱͳΔΑ͏ʹͱΔɽ͜ͷmʹରͯ͠ఆ·Δ (2)ͷղ u(x)ɼ
∫

Ω

u(x)dx =

∫

Ω

u0(x)dx+ µ

∫

Ω

u1(x)dx+ o(µ)
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ͷܗʹۙల։͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜͜Ͱɼu0(x)ٴͼ u1(x)ɼͦΕͧΕ࣍
ͷํఔࣜͷղͰ͋Δɽ

⎧
⎨

⎩
−ε2∆u0 = m(x)u0 − u2

0 (x ∈ Ω),
∂u0

∂n
= 0 (x ∈ ∂Ω)

(3)

⎧
⎨

⎩
−ε2∆u1 = (m(x)− 2u0)u1 + gu0 (x ∈ Ω),
∂u1

∂n
= 0 (x ∈ ∂Ω)

(4)

͜͜ͰɼୈҰม
∫
Ω u1(x)dxʹ͢Δͱɼ

∫

Ω

u1(x)dx = 0 ⇔ m0 ≡ δ

Λࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽߋʹɼm0 ≡ δ
∫
Ω udxͷେҬత࠷খԽղͰ͋Δ͜ͱ

ࣔ͞Εɼ͕ͨͬͯ͠ఆཧͷ͕݁ಋ͔ΕΔɽ

3 J(m, ε)ͷ εʹର͢Δۙల։

ํఔࣜ (2)͔Βɼ࣍ͷ݁Ռ͕ಋ͔ΕΔɽ

ε2
∫

Ω

|∇u|2

u2
dx =

∫

Ω

mdx−
∫

Ω

udx.

ఆཧ 2.1ΑΓৄ͍͠େҬత࠷େԽղm∗(x)ͷܗঢ়ΛௐΔͨΊʹɼ͜ͷ
∗େͱͳΔΑ͏ͳm࠷ล͕ࠨ ∈ XΛ୳͢͜ͱ͕ॏཁͱͳΔ͕ɼͦͷղੳ༰
қͰͳ͍ɽ͔͠͠ɼm͕C1ڃͱԾఆͨ͠߹ɼ

∫

Ω

|∇u|2dx <

∫

Ω

|∇m|2dx

ͱͳΔ͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ [4]ɽ͕ͨͬͯ͠m(x)ͷޯͷฏۉͱ u(x)ͷޯ
ͷฏۉॏཁͳؔΛ͍ͯͬ࣋Δ͜ͱ͕͑Δɽͦ͜ͰɼDingΒ [3]ͷ༧
Λͱʹɼڥ༰ྔm(x)͕ෆ࿈ଓͰ͋Δ͕࠷มԽ͕ܹ͍͠ bang-bang
ੑΛͭ࣋ͱ͖ͷ J(m, ε)ʹ͍ͭͯৄ͘͠ௐΑ͏ͱͨ͑ߟɽҎ߱ɼ࣍ͷঢ়گ
Λ͑ߟΔɽ

Ω = (0, a)ͱ͠ɼڥ༰ྔm1(x)Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

m1(x) =

{
0 (x ∈ (0, x0)),

1 (x ∈ (x0, a)),

͜ͷ࣌ɼJ(m1, ε)ͷ εʹؔ͢Δۙల։Λௐͨ݁Ռɼ࣍ͷࣜΛಘͨɽ
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ఆཧ 3.1.

J(m1, ε) = δ + C1ε+ C2K
6(sin

π

12
)
1

x6
0

ε7 + o(ε7), (5)

C1 :=

√
2
√
3−

(
3−

√
3 + 2

√
3

)
,

C2 := 12

√
2
√
3

(√
3
√
3 +

√
3−

(
4
√
3 +

9

5

))

͜͜Ͱɼδm1(x)ͷఆ͔ٛΒ δ = a− x0Ͱ͋Δɽ

ূ໌. ུ֓Λઆ໌͢Δɽm1(x)ͷఆ͔ٛΒɼํఔࣜ (2)ͷղ u࣍Λຬͨ͢ɽ

−ε2uxx = −u2, 0 < x < x0, ux(0) = 0,

−ε2uxx = u− u2, x0 < x < a, ux(a) = 0.

·ͨɼݪͰC1ڃʹଓ͢Δ݅ʹΑΓɼ

u(x0+) = u(x0−), ux(x0+) = ux(x0−),

ͱͳΔɽ͜͜ͰɼมมͱݪͰଓ͢Δ݅ʹΑΓɼํఔࣜΛ (0, x0)ɼ
(x0, a)Ͱ͚ͯ͑ߟΔͱɼํఔࣜ (2)ͷղ uΛղ͘͜ͱ࣍ͷ࿈ཱඍํఔ
ࣜΛղ͘͜ͱʹؼண͞ΕΔɽ

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

−uA
xx = −(uA)2, x ∈

(
−x0

ε
, 0
)
,

uA
x

(
−x0

ε

)
= 0, uA

x (0) =

√
2

3
(γ3 − α3),

uA
(
−x0

ε

)
= α, uA(0) = γ, uA

x (x) ≥ 0.

(6)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−uB
xx = (uB)− (uB)2, x ∈

(
0,

1− x0

ε

)
,

uB
x

(
1− x0

ε

)
= 0, uB

x (0) =

√
2

3
(γ3 − α3),

uB

(
1− x0

ε

)
= β, uB(0) = γ, uB

x (x) ≥ 0..

(7)

͜͜ͰɼuA(x) (0, x0)্Ͱͷղ u(x)ɼuB(x) (x0, a)্Ͱͷղ u(x)Λද
͢ɽ͞Βʹɼα := u(0)ɼβ := u(a)ɼγ := u(x0+) = u(x0−)ͱଋ͢Δɽ
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ํఔ͔ࣜΒɼ(0, a)্Ͱ ux > 0͕ࣔ͞ΕΔɽ͞Βʹɼ(6)ɼ(7)ͷୈ 1ࣜͷ
྆ลʹͦΕͧΕ uA

xɼuB
x Λֻ͚ͯ྆ลΛੵ͢Δͱɼ࣍ͷอଘྔ͕ಘΒΕΔɽ

duA

dx
=

√
2

3
((uA)3 − α3)

(
x ∈

[
−x0

ε
, 0
] )

, (8)

duB

dx
=

√
2

3

(
(uB)3 − 3

2
(uB)2 − β3 +

3

2
β2

) (
x ∈

[
0,

1− x0

ε

])
(9)

·ͨɼLiang-Lou[4]ͷ݁Ռ͔Βɼ

α → 0 (ε → 0), (10)

β → 1 (ε → 0) (11)

͕ै͏ɽ͕ͨͬͯ͠ɼε → 0ͱͨ͠ͱ͖ɼอଘྔ

duA

dx
=

√
2

3

(
(uA)3

)
(x ∈ (−∞, 0]), (12)

duB

dx
=

√
2

3

(
(uB)3 − 3

2
(uB)2 +

1

2

)
(x ∈ [0,∞)) (13)

ͱͳΔɽ͜ͷอଘྔ͔ΒಘΒΕΔղ uA, uB͕ݶۃͷղʹ૬͠ɼ۩ମత
ʹղ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ࢄͷղͱ֦ݶۃɼʹ࣍ ε͕ͱͯখ͍͞ͱ͖ͷղͱΛൺֱ͢Δ
͜ͱʹΑΓɼJ(m1, ε)ͷۙల։ΛಘΔ͜ͱΛ͑ߟΔɽอଘྔ (8)ɼ(9)Λ༻
͍ͯɼ࣍ʹड़ΔؔࣜΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

√
2α√
3

x0

ε
= 2K(sin

π

12
)− sn−1

⎛

⎜⎜⎜⎝

√√√√√√1−

⎛

⎝
γ

α
− (1 +

√
3)

γ

α
− 1 +

√
3

⎞

⎠
2

, sin
π

12

⎞

⎟⎟⎟⎠
(14)

tanh

(
1− x0

2ε

)
< 1− 1

4
(1− β) < 1 (15)

͜͜Ͱɼ

K(k) :=

∫ 1

0

1√
(1− ξ2)(1− k2ξ2)

dξ (0 ≤ k < 1)

ɼୈҰछશପԁੵͱݺΕΔ kʹؔ͢ΔؔͰ͋Γɼk → 1ͷͱ
͖ɼK(k) → ∞ͱͳΔɽ·ͨɼ

sn−1(y, k) :=

∫ y

0

1√
(1− ξ2)(1− k2ξ2)

dξ (−1 ≤ y ≤ 1)
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ɼJacobiͷପԁؔͷ͏ͪɼsnؔͱݺΕΔؔͷؔٯͰ͋Δɽ
͜ͷ (14)ɼ(15)ɼ͓Αͼαɼβͷ Φʔμʔ࣍0 (10)ɼ(11)͔Βɼ࣍ͷΑ͏ʹα
ͷۙల։ɼٴͼ βͷධՁΛग़͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

α =
2
√
3

x2
0

K2(sin
π

12
)ε2 + o(ε2), (16)

1− 16
e−

1−x0
ε

1 + e−
1−x0

ε

< β < 1. (17)

͜ͷධՁΛ༻͍ͯɼεέʔϧมޙͷํఔࣜͷղͷੵͱͷؒʹɼ

1

ε

∫ 1

0

u(x)dx =

∫ 0

−x0/ε

uA(x)dx+

∫ (1−x0)/ε

0

uB(x)dx =: IA + IB (18)

͕Γཱͭ͜ͱʹ͠ɼIAɼIBʹ͍ͭͯ͢ࢉܭΔɽ
͜ΕΒͷੵΛ۩ମతʹ͏ߦͷ௨ৗࠔͰ͋Δ͕ɼྫ͑ IAʹ͍ͭͯɼม
ม

d

dx
uA(x) =

d

dy
uA(y)

Λ͢ࢪͱɼඇੵ͕ؔํݶۃఔࣜͷղͰɼੵ۠ؒʹ εͷӨݱ͕ڹΕΔΑ
͏ʹͰ͖Δɽैͬͯอଘྔ (12)ɼuA(y)ͷ۩ମදࣔɼٴͼ αͷۙల։ (16)
߹Θྀͤͯ͢ߟΔͱɼ

IA =
√
6ε

∫ ∞

ε(γ3−α3)−1/6

1

t2

(
1 +

(
24
√
3

x6
0

K6(sin
π

12
) + o(1)

)
t6
)−1/3

dt (ε → 0)

ͱॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͔͜͜Β βͷධՁ (17)Λ͍ͭͭɼࢉܭʹߋΛਐΊΔ
͜ͱʹΑΓɼ

IA =

√
2
√
3− CA,6

1

x6
0

ε6 + o(ε6) (ε → 0), (19)

CA,6 := 12

√
2
√
3

(
9

5
−
√
3

)
K6(sin

π

12
)

ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽIBʹ͍ͭͯɼมม

d

dx
uB(x) =

d

dy
uB(y)

Λ͠ࢪɼอଘྔ (13)ɼٴͼ βͷධՁ (17)Λ༻͍Δ͜ͱͰɼ

IB =
1− x0

ε
−
(
3−

√
3 + 2

√
3

)
+ CB,6

1

x6
0

ε6 + o(ε6) (ε → 0), (20)
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CB,6 := 12
√
2(3−

√
3)K6(sin

π

12
)

Λࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽΑͬͯɼ֤߲ͷల։ (19)ɼ(20)Λ͠߹Θͤɼ(18)ʹ
ҙ͢Δͱɼ(5)ΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

4 ղੳ

ຊߨԋͰɼJ(m, ε)Λ࠷େʹ͢Δڥ༰ྔm∗Λ۩ମతʹௐΔͨΊɼࣹ Өޯ
๏Λ࣮ͯͦ͠ͷղੳΛࢼΈͨ͜ͱΛൃද͢ΔɽࣹӨޯ๏ͱɼJ(m, ε)
ͷmʹؔ͢ΔୈҰมΛௐɼJ(m, ε)͕૿Ճ͢ΔํʹmΛमਖ਼͢Δٕ๏
Ͱ͋Δɽ͜ͷ࣌ɼमਖ਼ͨ͠m͕XʹೖΔΑ͏ʹௐΛ͠ͳͯ͘ͳΒͳ͍ɽ
͔͠͠ɼ೦ͳ͕ΒࣹӨޯ๏Λ࣮ͯ͠ղੳͰ͔Δ͜ͱఀཹ
ͷܗঢ়ͷΈͰɼ࠷ద੍ޚΛ͍͖ͳΓௐΔ͜ͱෆՄͰ͋Δɽཧతͳൃ
లͱฒڀݚͯ͠ߦΛਐΊ͍ͨɽ

ຊߨԋͰɼҎԼʹड़ΔXδͷͲͷΑ͏ͳڥ༰ྔ͔Βελʔτͯ͠ɼ
J(m, ε)͕૿Ճ͢Δํڥʹ༰ྔΛमਖ਼͢ΔΞϧΰϦζϜΛ࣮͢Δ͜ͱ
Λ͑ߟɼ͜Εʹޭͨ͜͠ͱΛൃද͢ΔɽXͰͷॲཧʹ͍ͭͯɼߨԋͰ
৮Ε͍ͨɽ
ɿ͜ͷηΫγϣϯͰɼ֦ࢄ εಈ͔͞ͳ͍ͨΊɼJ(m, ε)Λ J(m)

ͱද͢هΔɽ

໋ 4.1.

Xδ :=

{
m ∈ L∞(Ω)

∣∣∣∣
1

|Ω|

∫

Ω

m(x)dx = δ

}

ͱ͢Δɽҙͷॳظ݅m0 ∈ Xδʹର͠ɼमਖ਼ྔmn ∈ XδΛ࣍ͷΑ͏ʹఆ
ΊΔͱɼJ(m)ͷ૿େྻʹͳΔɽ

mn = mn−1 + µln−1 (∀n ∈ N)

ͨͩ͠ɼ
µ : sufficiently small,

ln−1 ∈ L∞(Ω) = un−1p1,n−1 + p2,n−1 (∀n ∈ N)

Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱɼ
un−1 = u(mn−1),
p1,n−1࣍ͷํఔࣜͷղ

⎧
⎨

⎩
−ε2∆p1,n−1 − (mn−1 − 2un−1)p1,n−1 = 1 x ∈ Ω
∂p1,n−1

∂n
= 0 x ∈ ∂Ω

(21)
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p2,n−1࣍Ͱ༩͑ΒΕΔఆͰ͋Δɽ

p2,n−1 =
−1

|Ω|

∫

Ω

(un−1p1,n−1 − 2mn−1B)dx.
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Regular multiplicity ergodic actions of compact quantum

groups

北川 めぐみ (Megumi KITAGAWA)

お茶の水女子大学大学院 人間文化創成科学研究科 理学専攻

1 コンパクト量子群
Woronowiczによるコンパクト量子群とは、単位的 C∗ 環 Aと、余積と呼ばれる Aから A同士
のminimalテンソル積への単位的*準同型写像 ∆:A → A⊗Aの組 (A,∆)で

• (1) (∆⊗ ι)∆ = (ι⊗∆)∆

• (2) (A⊗ 1)∆(A) = span{(a⊗ 1)∆(b): a, b ∈ A}, (1⊗A)∆(A) = span{(1⊗ a)∆(b): a, b ∈
A}はそれぞれ A⊗Aで稠密

をみたすもののことである。A をコンパクト量子群 G 上の関数環とみなして C(G) とも書く。
A が可換 C∗ 環のときは実際にコンパクト量子群は、普通の意味でのコンパクト群 G に関して
(C(G),∆)の形をしている。
コンパクト量子群には、Haar状態と呼ばれる状態 h:C(G) → Cがただひとつ存在する。この h

は、a ∈ C(G)に対し
(ι⊗ h)∆(a) = (h⊗ ι)∆(a) = h(a) · 1

をみたす。
コンパクト量子群Gの、Hilbert空間H 上のユニタリ表現とは、multiplier環M(K(H)⊗C(G))

のユニタリ U で、(ι⊗∆)(U) = U12U13 を満たすもののことである。L2(G)で、Haar状態 hから
定まるC(G)のGNS表現を表す。 a ∈ C(G)に対して Λ(a)と書いて L2(G)のベクトルとみなす。
C(G) ⊂ B(H0)となっているとき、a ∈ C(G), ξ ∈ H0 に対してW (Λ(a)⊗ ξ) = ∆(a)(Λ(1)⊗ ξ)

によって定まる Gの L2(G)上の右正則表現W がただひとつある。

2 Regular multiplicity ergodic actions

コンパクト量子群 Gの離散双対量子群を Ĝと書く。Gの、von Neumann環M へのエルゴー
ド作用とは、不動点環がスカラーのみからなるようなもののことである。αをエルゴード作用とす
るとき、次の条件は同値である。
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• Gの既約表現 π ∈ Ĝに対して、スペクトル部分空間Mπ の重複度は dimπ となる。
• 任意の既約表現 π ∈ ĜはM 内にユニタリ固有行列をもつ。
• W ∗ crossed product は (I型) 因子である。
• C∗ crossed product は Hilbert空間上のコンパクト作用素からなる C∗ 環と同型である。

このことから、Gの regular multiplicity ergodic action の分類を Ĝのコサイクルの言葉で行う
ことができる。

3 Ĝのコサイクル
ρを Gの右正則表現として、R(G)を ρ(G)で生成される von Neumann環とする。Gが普通の
コンパクト群の場合には R(G)上の余積 δG:R(G) → R(G) ⊗ R(G)は δG(ρ(g) = ρ(g)⊗ ρ(g)を
拡張して得られる。(R(G)⊗R(G)は R(G)同士の von Neumann環のテンソル積を表す。) ユニ
タリ ω ∈ R(G)⊗R(G)で、コサイクル条件式

(δG ⊗ ι(ω))(ω ⊗ 1) = (ι⊗ δG(ω))(1⊗ ω)

をみたすものを Ĝ のコサイクルという。ふたつのコサイクル ω,ω′ が cohomologous とは、ユニ
タリ ν ∈ R(G)が存在して、ω′ = δG(ν∗)ω(ν ⊗ ν)となることであり、この同値関係による同値類
の集合を H2(Ĝ)と書く。
Ĝ のコサイクル ω に対して、αg = Adλ(g) とおく。λ は G の L2(G) 上の左正則表現を表す。
するとこれは、Ĝ の正則 ω 表現の bicommutant への、G の full multiplicity ergodic action を
定める。更に、Gのすべての full multiplicity ergodic actionはこのようにして引き起こされ、そ
のときのコサイクルは一意的に定まる。したがって、full multiplicity ergodic action の同値類と
H2(Ĝ)との間に自然な対応を考えられる。

4 コサイクル表現に対する L1 環と C∗ 環
C∗

ω(Ĝ)を、L1 環の enveloping C∗ 環として定める。
まず L1

ω(Ĝ) を R(G)∗ つまり R(G) の predual で、通常の Banach 空間の構造を持つが積は
⟨φ ◦ ψ, x⟩ = ⟨φ⊗ ψ, δG(x)ω⟩ (φ,ψ ∈ R(G)∗, x ∈ R(G)) で与えられ、対合は φ† = αφ∗ で与えら
れるものとする。すると、L1

ω(Ĝ)は単位的 Banach ∗環となる。
L1
ω(Ĝ)の ∗表現と、Ĝの ω 表現との関係について、次の結果が得られる。ω を Ĝの正規化され

たコサイクルとするとき、φ ∈ L1
ω(Ĝ), ξ ∈ B(H)∗ に対して

⟨π(φ), ξ⟩ = ⟨W, ξ ⊗ φ⟩

という関係によって、L1
ω(Ĝ)の unital ∗表現と、ĜのH への ω表現との１対１対応ができる。こ

のことの証明で肝心なのは、Ĝの正則 ω 表現と L1
ω(Ĝ) 上の canonical trace との関係を GNS構
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成を使って調べることである。Gの L1
ω(Ĝ)への作用についての一般的な事実から、L1

ω(Ĝ)上の忠
実な trace Tr が定義されることがわかる。
πω を Tr に対して GNS構成を適用することで得られる L1

ω(Ĝ)の表現とする。この πω は自然
に Hilbert 空間 L2(G) 上に実現できる。すると、Ĝ の L2(G) 上の正則 ω 表現と、⟨πω(φ), ξ⟩ =

⟨W, ξ ⊗ φ⟩ によって対応する L1
ω(Ĝ)の L2(G)への表現 πω は、Gの B(L2(G))への作用 Adλ(g)

に対して同変な表現であり、さらに Tr は L2(G)における定数関数 1から定まる行列係数である
ことから、πω は L1

ω(Ĝ)の忠実な表現となる。
Gが通常のコンパクト群の場合、このようにして得られた L1

ω(Ĝ)の情報から、コサイクル ω と
σω との関係について、以下のことがわかる。コサイクル ω に関する次の条件は同値である。

• ω は対称的、つまり σω = ω

• ω は自明
• L1

ω(Ĝ)は可換
• πω(Ĝ)′′ は可換

そして、πω(Ĝ)′′ と πσω(Ĝ)′′ は B(L2(G))において互いに commutantになっている。
最後に L1

ω(Ĝ)の enveloping C∗ 環 C∗
ω(Ĝ)の性質をまとめる。

• Gの L1
ω(Ĝ)への作用は、C∗

ω(Ĝ)上の強連続な作用に拡張される。
• 正則表現 piω は C∗

ω(Ĝ)上で忠実であり、C∗
ω(Ĝ)は πω(Ĝ)′′ のノルムについて連続な C∗ 環

となる。
• C∗

ω(Ĝ)!G = K (Kはコンパクト作用素のなす環を表す。)

• C∗
ω(Ĝ) は核型な C∗ 環である。一般の量子群 G の場合には G が余従順性をみたすとき

C∗
ω(Ĝ)は核型となる。

5 例
G = SU(2)の場合、α:SU(2) → Aut(M)を、SU(2)の既約表現 π のコピーが少なくとも１つ
含まれるようなエルゴード作用とすると、M ! L∞(G)がわかる。つまり SU(2)は非自明な full

multiplicity ergodic actionをもたない。このことは、π に対して αg(M) = Mπ(g)となるユニタ

リ固有行列M が、M =

(
a b

−b∗ a∗

)
となることから議論できる。

G = SU(3)や G = SU(2)× SU(2)の場合、そのすべての full multiplicity ergodic actionは、
極大トーラスから誘導される。
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ZdサブシフトにおけるBrudnoの定理

布田　徹 ∗　 (北海道大学)

概要

Brudnoの定理とは、位相力学系のエルゴード的測度において、その Kolmogorov-Sinaiエ
ントロピー (KSエントロピー)と、Kolmogorov複雑度の概念に基づいて定義される「軌道複
雑度」がほとんどいたるところ一致することを主張する定理である。本稿では位相力学系とし
て特に記号力学系の場合を考え、Zd-actionの Brudnoの定理を紹介する。また、その応用と
して、Kolmogorov複雑度を用いて d次元 Isingモデルの圧力関数を表せることをみる。本研
究は戸ノ崎美穂氏 (北海道大学)との共同研究に基づく。

Keywords. Brudno’s theorem, Kolmogorov-Sinai entropy, Kolmogorov complexity,

subshifts, Zd-action, pressure.

1 はじめに
A. A. Brudnoは、位相力学系の点が描く「軌道複雑度」を Kolmogorov複雑度の考えを用いて
定義し、その「軌道複雑度」と KSエントロピーの同等性を明らかにした [2, THEOREM 3.1]。本
稿では、一般の位相力学系ではなく、より扱いやすい記号力学系のサブシフトを考え、その場合の
Brudnoの定理を考える。以下、単に Brudnoの定理といった場合、記号力学系のサブシフトにお
ける Brudnoの定理を指すことにする。また、[2]においてシフトの作用は 1次元であったが、本
稿では d 次元のシフト作用を扱う。Zd-action に Brudno の定理を拡張しようという部分的な試
みとして [8] がある。S. G. Simpson は Zd-action の記号力学系において、「軌道複雑度」と位相
エントロピーが一致する特別な点の存在を示した [8]。我々は、[3]において、エルゴード的測度に
対して、ほとんどいたるところ「軌道複雑度」と KSエントロピーが等しいことを示し、Brudno

の定理を Zd-actionへと拡張した。Zd-actionに拡張したことにより、物理的に興味のある d次元
Isingモデルの圧力関数を Brudnoの定理を用いて表現することができる。
以下、Section 2で、エルゴード理論、アルゴリズム的情報理論、記号力学系から主定理に必要
な最小限の準備をし、Section 3で主定理とその応用を述べる。

∗ E-mail: t-fuda@math.sci.hokudai.ac.jp
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2 準備
本稿を通して N = {1, 2, · · · }, Z = {· · · ,−2,−1, 0, 1, 2, · · · }, Z+ = {0, 1, 2, · · · } とし、d ∈ N
を任意に固定する。さらに、G := Zd or G := Zd

+ とし、任意の n ∈ Nに対して

Λn := {g = (gi)
d
i=1 ∈ G : ∀i ∈ {1, · · · , d}, |gi| < n}

と定義する。| · |によって集合の濃度を表すことにすると、明らかに

|Λn| =
{
(2n− 1)d (G = Zd),

nd (G = Zd
+),

である。

2.1 エルゴード理論

定義 2.1（保測力学系） (X,B, µ)を確率空間とする。X 上の写像の族 T = (T g)g∈G が次の条件
を満たすとする：

1. T は群 Gの X 上の可測な作用。(i.e. 任意の g ∈ Gに対して T g : X → X は可測であり、
T 0 = IX かつ ∀g, g′ ∈ G,T g+g′

= T g ◦ T g′
)

2. µは T-不変。(i.e. ∀g ∈ G, ∀A ∈ B, µ(T−gA) = µ(A))

このとき、四つ組 (X,B, µ,T)を保測力学系という。

保測力学系 (X,B, µ,T) に対して、Iµ(T) := {A ∈ B : ∀g ∈ G,µ(T−gA △ A) = 0} とする。
Iµ(T)の元を T-不変 (mod µ)集合という。

定義 2.2（エルゴード性） (X,B, µ,T) を保測力学系とする。このとき、任意の A ∈ Iµ(T) に対
して、µ(A) = 0または µ(A) = 1が成り立つとき、(X,B, µ,T)はエルゴード的であるという。

定義 2.3（µ-分割） (X,B, µ)を確率空間とする。可測な集合族 α = {Ai : i ∈ I} ⊂ Bは次の条
件を満たすとき X の µ-分割であるという：

µ(Ai ∩Aj) = 0 (i ̸= j), µ

(
X \

⋃

i∈I

Ai

)
= 0 and µ(Ai) > 0 (∀i ∈ I).

したがって、X の µ-分割 αは高々可算である。特に、|I| < ∞であるとき、αは有限 µ-分割であ
るという。α,β を X の µ-分割であるとする。このとき、αと β の細分を

α ∨ β := {A ∩B : A ∈ α, B ∈ β, µ(A ∩B) > 0}.

と定義する。α ∨ β も µ-分割である。
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定義 2.4（µ-分割の情報量とエントロピー） (X,B, µ)を確率空間とし、αを X の µ-分割である
とする。このとき、αの情報量とは次式で定義される可測関数のことである：

Iα(x) := −
∑

A∈α
log2 µ(A) · 1A(x).

αのエントロピーとは次式で定義される平均情報量のことである：

H(α) :=

∫

X
I(α)dµ =

∑

A∈α
ϕ(µ(A)).

ここで ϕ : [0,∞) → Rは次式で定義される関数である：

ϕ(t) :=

{
−t log2 t (t > 0),

0 (t = 0).

ここでは Kolmogorov複雑性の理論との整合性を考慮し、対数の底を 2にしている。

定義 2.5（分割に関する保測力学系のエントロピー） (X,B, µ,T)を保測力学系とし、α を X の
µ-分割とする。各 g ∈ Gに対して、T−gα := {T−gA : A ∈ α}とし、有限部分集合 Λ ⊂ Gに対
して、αΛ :=

∨
g∈G T−gα と定義する。保測力学系 (X,B, µ,T) の分割 α に関するエントロピー

h(µ,α,T)を次式で定義する∗：

h(µ,α,T) := inf
n>0

1

|Λn|
H(αΛn) = lim

n→∞

1

|Λn|
H(αΛn).

定義 2.6（Kolmogorov-Sinai エントロピー） 保測力学系 (X,B, µ,T) の Kolmogorov-Sinai

entropy エントロピー (KSエントロピー)を次式で定義する：

hT(µ) := sup{h(µ,α,T) : α is a µ-partition with H(α) < ∞}.

定義 2.7（µ-生成分割） (X,B, µ,T)を保測力学系とする。αG = B mod µが成り立つとき、µ-
分割 αを µ-生成分割であるという。

定理 2.8（Kolmogorov-Sinai） (X,B, µ,T)を保測力学系とし、αを µ-生成分割とする。この
とき、H(α) < ∞ならば hT(µ) = h(µ,α,T)が成り立つ。

Proof. See [4].

定義 2.9（位相力学系） 組み (X,T) は次の条件を満たすとき、位相力学系であるという：

1. X はコンパクト距離化可能空間である。
2. T = (T g)g∈G は X 上の Gの連続な作用である。(i.e.任意の g ∈ Gに対して T g : X → X

は連続であり、T 0 = IX かつ ∀g, g′ ∈ G, T g+g′
= T g ◦ T g′

)

∗ 二つ目の等号は定理として導き出される。詳しくは [4]を参照せよ。
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位相力学系 (X,T)に対して、B(X)を X の Borel σ-代数とする。T はX 上の Gの可測な作用
でもあることに注意。さらに、Borel-可測空間 (X,B(X))に対して、M(X)を (X,B(X))上のす
べての確率測度からなる集合、M(X,T)を (X,B(X))上のすべての T-不変な確率測度からなる集
合、EM(X,T)を (X,B(X))上のすべてのエルゴード的確率測度からなる集合とする。T-不変な
確率測度の存在は次の定理により保障される。

定理 2.10（Krylov-Bogolubov） (X,T) を位相力学系とする。このとき、X ̸= ∅ ならば
M(X,T) ̸= ∅である。

Proof. See [4].

µ ∈ M(X,T)ならば (X,B(X), µ,T)は明らかに保測力学系である。

定義 2.11（上半連続関数） Y を位相空間とするとき、

USC(Y ) := {f : Y → [−∞,∞) : ∀c ∈ R, {y ∈ Y : f(y) < c} is open} ,

と定義し、USC(Y )の元を上半連続関数という。

定義 2.12（圧力、位相エントロピー、平衡状態） (X,T)を位相力学系とし、ψ ∈ USC(X), inf ψ >

−∞とする。このとき、ψ の圧力を次式で定義する：

p(ψ) := sup
µ∈M(X,T)

(hT(µ) + µ(ψ))

ただし、µ(ψ) :=
∫
X ψ(x)dµ(x)である。測度 ν ∈ M(X,T)は、次式を満たすとき ψ ∈ USC(X)

に関する平衡状態であるという：
p(ψ) = hT(ν) + ν(ψ).

特に p(0) = supM(X,T) hT(µ) を位相力学系 (X,T)の位相エントロピーと呼ぶ。

定理 2.13（エルゴード分解） (X,T)を位相力学系とする。各 µ ∈ M(X,T)に対して、M(X,T)

上の測度 ρが唯一つ存在し、

1. 任意の有界可測関数 f : X → Rに対して、
∫

X
f(x)dµ(x) =

∫

EM(X,T)

{∫

X
f(x)dν(x)

}
dρ(ν),

2. ρ(EM(X,T)) = 1.

任意の可測集合 A ∈ B(X) に対して µ(A) =
∫
EM(X,T) ν(A)dρ(ν) であるから、µ =

∫
EM(X,T) νdρ(ν)と表し、これを µのエルゴード分解と呼ぶ。

Proof. See [4, 7, 9].
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定理 2.14（Jacobs） (X,T) を位相力学系とする。µ ∈ M(X,T) に対してそのエルゴード分解
を µ =

∫
EM(X,T) νdρ(ν) とするとき、次が成り立つ：

hT(µ) =

∫

EM(X,T)
hT(ν)dρ(ν).

Proof. See [4, 9].

2.2 Kolmogorov複雑性

Aを空でない有限集合とする。一般性を失うことなく A := {0, 1, · · · , N} (N ∈ Z+)としてよ
い。A上のすべての有限記号列を

A∗ :=
∞⋃

n=0

An = {λ, 0, 1, · · · , N, 00, 01, · · · , 0N, 10, · · · , 1N, · · · , NN, 000, · · · }

と定義する。ここで、A0 = {λ}であり、λ は空列を表すとする。次の全単射 IA∗→♯ : A∗ → ♯ (♯ ∈
{Z+,Z})を用いて、A∗ と Z+ または Zを同一視することにする。

IA∗→Z+(x) :=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

n−1∑

k=0

(N + 1)k +
n∑

k=1

ak(N + 1)n−k, x = a1a2 · · · an ∈ An (n ∈ N),

0, x = λ,

IA∗→Z(x) := α
(
IA∗→Z+(x)

)

ここで、任意の n ∈ Z+ に対して α(n) := (−1)n+1⌊n+1
2 ⌋ である。たとえば、A = {0, 1}の場合

は次のようになる：

x λ 0 1 00 01 10 11 000 001 · · ·
I{0,1}∗→Z+

(x) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·

x λ 0 1 00 01 10 11 000 001 · · ·
I{0,1}∗→Z(x) 0 1 −1 2 −2 3 −3 4 −4 · · ·

簡単のため、I♯→A∗ := I−1
A∗→♯. とする。

二つの記号列をつなげる写像 A∗ ×A∗ ∋ (x, y) 1→ xy ∈ A∗ を連接という。記号列 x ∈ A∗ の長
さを l(x)で表す。明らかに、任意の x, y ∈ A∗ に対して l(xy) = l(x) + l(y)である。
x, y ∈ A∗ に対して、ある z ∈ A∗ が存在して y = xz であるとき、xは y の接頭語 (prefix)であ
るという。部分集合 A ⊂ A∗ は、任意の元 x ∈ Aに対して、A \ {x}の元が xの接頭語にならな
いとき、prefix-freeであるという。x ∈ A∗ に対して

x̄ := 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
l(x)

0x

とする。l(x̄) = 2l(x) + 1である。
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A1,A2 を空でない有限集合とする。D ⊂ A∗
1 に対して写像 f : D → A∗

2 を考える。D ! A∗
1 で

あるとき、f を部分関数といい、f : A∗
1 ! A∗

2 とかくことにする。D = A∗
1 であるとき、f を全域

関数という。部分関数 φ : A∗
1 ! A∗

2 は、あるチューリングマシンM によって計算されるとき、再
帰的であるという。部分再帰関数 φ : A∗

1 ! A∗
2 の定義域 dom(φ)が prefix-freeであるとき、φを

部分再帰 prefix関数という。
φ : {0, 1}∗ ! A∗ を部分再帰 prefix関数とする。このとき、任意の x ∈ A∗ に対して、xの φに
関する複雑度Kφ(x)を

Kφ(x) :=

{
min{l(p) : p ∈ φ−1(x)}, (φ−1(x) ̸= ∅),
∞ (φ−1(x) = ∅)

によって定義する。さらに、すべての部分再帰 prefix関数 ψ : {0, 1}∗ ! A∗ に対して、ある定数
cφ,ψ ∈ Rが存在して、

∀x ∈ A∗, Kφ(x) ≤ Kψ(x) + cφ,ψ

が成り立つとき、φは additively optimalであるという。

定理 2.15 additively optimalな部分再帰 prefix関数が存在する。

Proof. See [5].

additively optimalな部分再帰 prefix関数は全射である。

定義 2.16 適当な additively optimalな部分再帰 prefix関数 φ : {0, 1}∗ ! A∗ を一つ固定する。
このとき、x ∈ A∗ の prefix Kolmogorov complexityを次のように定義する：

K(x) := Kφ(x).

2.3 Zd サブシフト

Σを空でない有限集合とし、Ω := ΣG とする。Σの離散位相の積位相によって Ωに位相を与え
ると、チコノフの定理により、Ω はコンパクト位相空間になることがわかる。この位相は、任意
の ω = (ωg)g∈G,ω′ = (ω′

g)g∈G ∈ Ωに対して、次のように定められる距離 dが生成する位相でも
ある：

d(ω,ω′) := 2−n(ω,ω′), n(ω,ω′) := sup{n ∈ N : ∀g ∈ Λn,ωg = ω′
g}.

したがって、Ωはコンパクト距離空間である。任意の n ∈ Nと任意の s ∈ ΣΛn に対して、sのシリ
ンダー集合を [[s]] := {ω ∈ Ω : ω " Λn = s} と定める。[[s]]は開かつ閉集合である。任意の n ∈ N
に対して、Cn を ΣΛn 上のシリンダー集合の族

Cn := {[[s]] : s ∈ ΣΛn}

とし、C :=
⋃

n Cn とする。Cは Borel σ-代数 B(Ω)を生成する。次に、

ΣΛ∗ :=
∞⋃

n=0

ΣΛn
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とおく。ここで、ΣΛ0 := {λ}であり、任意の n ∈ Nに対して、ΣΛn := {(ωg)g∈Λn : ∀g ∈ Λn,ωg ∈
Σ}である。任意の部分集合 V ⊂ ΣΛ∗ に対して、[[V ]] :=

⋃
s∈V [[s]]とする。

写像 σg : Ω → Ωを g ∈ Gによるシフト、つまり、任意の ω = (ωg)g∈Gに対して (σgω)i := ωi+g

であるものとする。σ := (σg)g∈G とすると、σ は Ω 上の G の連続な作用であり、したがって、
(Ω,σ)は位相力学系である。σ : G× Ω ∋ (g,ω) 1→ σg(ω) ∈ Ω であることに注意。
空でない部分集合 S ⊂ Ωは、シフト不変 (i.e. ∀g ∈ G,σg(S) = S) かつ S が閉であるとき、サ
ブシフトであるという。S ⊂ Ωがサブシフトであるとき、(S,σ " (G× S))は位相力学系である。
関数 f : G → Z+ は、部分再帰 prefix 関数 φ : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ が存在して、任意の

(x1, · · · , xd) ∈ Gに対して次のようにかけるとき、計算可能であるという：

f(x1, · · · , xd) = (I{0,1}∗→Z+
◦ φ)

(
I♯→{0,1}∗(x1) · · · I♯→{0,1}∗(xd−1)I♯→{0,1}∗(xd)

)

ただし、

♯ =

{
Z, G = Zd,

Z+, G = Zd
+.

全単射な計算可能関数 f : G → Z+ で、任意の n ∈ Nに対して、

f(Λn) = {0, 1, · · · , |Λn|− 1}

であるようなものを一つ固定し、写像 G : ΣΛ∗ → Σ∗ を次のように定義する：

G(s) :=

{
sf−1(0) · · · sf−1(|Λn|−1), s = (sg)g∈Λn ∈ ΣΛn (n ∈ N),
λ, s = λ.

s ∈ ΣΛ∗ の prefix Kolmogorov complexityを

K(s) := K(G(s))

と定義する。

定義 2.17（Kolmogorov complexity density） 任意の ω ∈ Ωに対して、upper Kolmogorov

complexity densityと lower Kolmogorov complexity densityをそれぞれ

K(ω) := lim sup
n→∞

K(ω " Λn)

|Λn|
, K(ω) := lim inf

n→∞

K(ω " Λn)

|Λn|

と定義する。もし K(ω) = K(ω) であるとき、この量を単に K(ω)と表す。

注意 2.18 K(ω)と K(ω) は、prefix Kolmogorov complexityを定義する際に用いる additively

optimalな部分再帰 prefix関数 φと G の選び方に依存しない。
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3 主定理とその応用
以上の準備のもと、主定理を述べる。Σを空でない有限集合とし、S ⊂ Ω (:= ΣG) をサブシフ
トとする。さらに、Ω上の Gのシフト作用 σ の S への制限を ς とする。このとき、(S, ς)は位相
力学系である。

定理 3.1（Brudno’s theorem for Zd (or Zd
+) subshifts） µ ∈ EM(S, ς)ならば、次が成り

立つ：
K(ω) = hς(µ), µ-a.e.ω ∈ S. (3.1)

証明は省略する。詳細は [3]を参照せよ。

例 3.2（Bernoulliシフト） Zd または Zd
+ シフト空間を、以前と同じ記号 (Ω,σ)で表す。この

とき、Σ上の確率分布 q = (qi : i ∈ Σ) に対応するB(Ω)上の Bernoulli測度を µ := q×G とする。
このとき µはエルゴード的であり、hσ(µ) =

∑
i∈Σ ϕ(qi) であるから、定理 3.1より µ-a.e. ω ∈ Ω

に対して次が成り立つ：
K(ω) =

∑

i∈Σ

ϕ(qi).

定理 3.3 µ ∈ M(S, ς)ならば、次が成り立つ：

hς(µ) = µ(K). (3.2)

Proof. µ =
∫
EM(S,ς) νdρ(ν) をエルゴード分解とすると、定理 2.13、定理 2.14、定理 3.1より、

∫

S
K(ω)dµ(ω) =

∫

EM(S,ς)

{∫

S
K(ω)dν(ω)

}
dρ(ν) =

∫

EM(S,ς)
hς(ν)dρ(ν) = hς(µ).

定理 3.3と圧力の定義より、圧力の Kを用いた表示式が得られる。

定理 3.4 ψ ∈ USC(S), inf ψ > −∞ とする。このとき、ψ の圧力は次のように表すことがで
きる：

p(ψ) = sup
µ∈M(S,ς)

µ(K+ ψ).

特に、位相エントロピーは supµ∈M(S,ς) µ(K) である。µ ∈ M(S, ς)が ψ に対する平衡状態である
とすると、

p(ψ) = µ(K+ ψ)

が成り立つ。
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例 3.5（d次元 Isingモデル） d ∈ N、Σ := {+1,−1}とする。ここで、Σの元 +1,−1は、それ
ぞれ G := Zd 上の「格子気体」の各点における「上向きスピン」、「下向きスピン」を表している。
Ω := ΣG を配位空間、T を Ω上の Gのシフト作用とする。d次元 Isingモデルに対して、局所エ
ネルギー関数 ψ : Ω → Rを次のように定義する：

ψ(ω) := −β

⎛

⎝−
d∑

j=1

(ω0ωej + ω0ω−ej )−Bω0

⎞

⎠ , ω ∈ Ω.

ここで、0 := (0, · · · , 0), ej := (0, · · · ,
jth
1 , · · · , 0) ∈ G であり、−

∑d
j=1(ω0ωej + ω0ω−ej ) は隣

接スピン間の相互作用、−Bω0 は格子点 0 のスピン上の磁場 B ∈ R の効果、β ≥ 0 は逆温度
をそれぞれ表す。ψ に対する平衡状態 µ が存在し、定理 3.4 を用いるとこの µ に対して圧力は
p(ψ) = µ(K+ ψ) となる。
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一般化されたシュタルクハミルトニアンに対する
固有値の非存在

板倉恭平 (Kyohei ITAKURA)

神戸大学大学院理学研究科数学専攻

1 導入
通常のシュタルクハミルトニアンは次のように表される．

H = p2 ° E · x + q(x) on L2(Rn).

ここで，p = °ir = (°i @

@x1
, . . . ,°i @

@xn
) であり，0 6= E 2 Rn は一様な電場に対応する定ベクト

ルである．°E ·xをシュタルクポテンシャルと呼ぶ．qは摂動項である．qがある意味で p2°E ·x
よりも小さいという条件の下で，上述のH が固有値をもたないことはよく知られている事実であ
る．今回は，シュタルクポテンシャルの部分を一般化したハミルトニアンを考えたときに得られ
た，固有値の非存在について述べる．

2 仮定と結果
V を実数値関数として，全ハミルトニアンH を次のように定める．

H = p2 + V on L2(Rn).

さらに，V に対して以下の条件を仮定する．0 < Æ < 1として

(A) V = V
1

+V
2

と分解できて，V
1

2 L2

loc

(Rn)であり，ある h 2 Rnが存在して，V
1

∏ °(h ·x)Æ

+

が成り立つ．さらに，V
2

2 Lp(Rn)+L1(Rn)であり，pは n ∏ 4のとき p > n

2

とし，n ∑ 3
のとき p = 2とする．ここで，x

+

= max{x, 0}という記号を用いた．

(B) (A)と同じ pに対して，V 2 Lp

loc

(Rn)が成り立つ．

(C) V は次を満たすような超関数型の導関数を持つ．(A)と同じhに対して，°|h·x|1°Æ(h·rV (x))
が有界かつ，ある ±, R > 0が存在して，h · x ∏ Rに対して，°|h · x|1°Æ(h ·rV (x)) ∏ ±が
成り立つ．

これらの条件は V
1

として次のものを想定して定めている．

V
1

(x) =

8
<

:
(°E · x)Æ (E · x < 0),

°(E · x)Æ (E · x ∏ 0).
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これは，シュタルクポテンシャルの巾を Æ に置き換えたものに相当し，この意味で，シュタル
クポテンシャルの一般化となっている．ファリス・ラヴィンの定理により (例えば [RS II] を参
照)，H は条件 (A)の下で自己共役になる．条件 (B)は一意接続性を保証するために必要である
([ABG], [H], [JK], [SchS]を参照)．また，条件 (C)は直交変換を用いることで次の条件 (C0)に還元
される．

(C0) V は次を満たすような超関数型の導関数を持つ．°|x
1

|1°Æ

@V (x)

@x1
が有界かつ，ある ±, R > 0

が存在して，x
1

∏ Rに対して，°|x
1

|1°Æ

@V (x)

@x1
∏ ±が成り立つ．

以下が，得られた主結果である．

定理 2.1 H = p2 + V とし，V は条件 (A), (B), (C)を満たすとする．そのとき，H は固有値を
もたない．

定理 2.1は以下の 2つの命題を組み合わせることで示される．

命題 2.2 Hが固有関数 √をもつとすると，任意の a ∏ 0に対して ea(x1)+√ 2 L2(Rn)が成り立つ．

命題 2.3 任意の a ∏ 0に対して ea(x1)+√ 2 L2(Rn)が成り立つような H の固有関数 √は存在し
ない．

3 命題の証明のアウトライン
まず，命題 2.2, 命題 2.3の証明に用いる関数や記法を導入する．なめらかな関数W (x

1

)を

W (x
1

) =

8
<

:
x

1

°R° 1

2

(x
1

∏ R + 1),

0 (x
1

∑ R)

で，0 ∑ W, 0 ∑ W 0 ∑ 1, 0 ∑ W 00が成り立つように定める．命題 2.2, 命題 2.3を証明するために
は，指数の巾の (x

1

)
+

を上記のW (x
1

)に置き換えたものについて示せばよい．また，もう一つな
めらかな関数 F (x

1

)を

F (x
1

) =

8
<

:
(x

1

°R)2°Æ (x
1

∏ R + 1),

0 (x
1

∑ R)

で，0 ∑ F, F 0, F 00 が成り立つように定める．命題 2.2の証明には背理法を用いる．つまりある
a > 0が存在して，

eaW √ /2 L2

を仮定して矛盾を導く．命題 1.2の証明の中で，このaは固定して考える．ここで，aW (x
1

), F (x
1

)を
有界な関数で近似することを考える．t, s > 2R+2なる t, sに対してなめらかな関数W

t

(x
1

), F
s

(x
1

)
を次のように定める．まずW

t

(x
1

)は

W
t

(x
1

) =

8
<

:
aW (x

1

) (x
1

∑ t),

at (x
1

∏ 2t)

235



かつ，W (k)

t

(x
1

) = O(t°k+1) (k ∏ 1), W 00
t

(x
1

) ∑ 0 (x
1

∏ R + 1), 0 ∑ W 0
t

∑ aW 0 を満たし，
F

s

(x
1

)は

F
s

(x
1

) =

8
<

:
F (x

1

) (x
1

∑ s),

s2°Æ (x
1

∏ 2s)

かつ，F (k)

s

(x
1

) = O(s°k+2°Æ) (k ∏ 1), 0 ∑ F 0
s

∑ F 0, F 00
s

(x
1

)F 0(x
1

)° F 0
s

(x
1

)F 00(x
1

) ∑ 0 (x
1

∏
R + 1) を満たす．t, s !1のとき，W

t

, F
s

がそれぞれ aW, F に各点収束していることはすぐに
わかる．また，W

t

を用いると
keWt√k ! 1 (t !1)

が成り立っていることに注意しておく．ここで，√
t

= e

Wt
√

keWt
√k と定め，hAit = h√

t

, A√
t

iという記
法を用いる．さらに，

AF =
1
2
(F 0p

1

+ p
1

F 0)

と定める．また，なめらかな関数 Gに対して √
G

= eG√とし，hAi
G

= h√
G

, A√
G

i とする．この
とき，次の 2つの補題が成り立つ．

補題 3.1 G, J をなめらかな関数とし，√
G

2 D([H, AJ ])\D(H)\D(AJ )\D(AG)とする．さら
に，Gは有界な導関数を持つとする．そのとき次の等式が成り立つ．

hi[H,AJ ]i
G

= °4RehAJAGi
G

° 2hJ 0G0G00i
G

.

補題 3.2 u 2 D(H)とし，hBi
u

= hu,Buiと書くことにする．そのとき次が成り立つ．

hi[H, AFs ]i
u

! hi[H,AF ]i
u

(s !1).

ここでは，この 2つの補題の証明は省略する ([Sig]の命題 2.2, 命題 2.4を参照)．

命題 2.2の証明のアウトライン．
まず，ある c > 0が存在して，十分大きい t > 0に対して

hi[H,AF ]i
t

∏ c (1)

が成り立つことを示す．これには，交換子を直接計算することにより得られる次の式を用いる．

hi[H, AF ]i
t

= h°F 0V 0 + 2p
1

F 00p
1

° 1
2
F (4)i

t

.

一方で，次が成り立つことを示す．

hi[H, AF ]i
t

∑ o(1) (t !1).

この評価は，J = F
s

, G = W
t

として補題 3.1と補題 3.2を用いることで示すことができる．しか
しこれは (1)と矛盾する．2
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命題 2.3の証明のアウトライン．
命題 2.3も背理法を用いて示す．つまり，√をH の固有関数として矛盾を導く．命題 2.2より，

√は任意の a ∏ 0に対して eaW √ 2 L2である．そこで，パラメータとして tの代わりに aを用い
て，√

a

= e

aW
√

keaW
√k と定め，hAia = h√

a

, A√
a

iという記法を用いる．まず，命題 2.2のときと同様
に交換子を直接計算することで次の評価を導く．

hi[H, AF ]i
a

∏ c (9c > 0). (2)

一方で，J = F, G = aW として補題 3.1を用いることで，次の評価を導く．

hi[H,AF ]i
a

∑ o(1) (a !1).

しかしこれは (2)と矛盾する．2
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ඇઢܕಈํఔࣜʹର͢Δॳظͷղੳ

एڱ ฏګ (Kyouhei Wakasa)

ւಓେֶେֶӃཧֶڀݚӃֶ෦, ຊֶज़ৼڵձಛผڀݚһ PD
e-mail : wakasa@math.sci.hokudai.ac.jp

1 ং

.Δ͑ߟΛظಈํఔࣜʹର͢Δॳܕͷඇઢ࣍
{

∂2
t u−∆xu = |u|p, in Rn × [0,∞),

u(x, 0) = f(x), ∂tu(x, 0) = g(x), for x ∈ Rn,
(1)

͜͜Ͱ, n ≥ 1 ۭؒݩ࣍, u = u(x, t) ະؔ, f, g ∈ C∞
0 (Rn), p > 1 Ͱ͋Δ.

͜ͷॳظʹ͍ͭͯ, খ͍͞ॳظ (f, g) Λ༩͑ͨ߹ͷؒ࣌େҬղͷଘࡏͱ
ඇଘࡏʹؔ͢Δڀݚ, ۭؒ Δ͚͓ʹݩ࣍3 John [10] ͷ݁ՌΛ࢝·Γͱ͢Δ. ͦΕ,
p > 1 +

√
2 (༏ྟք) ͳΒ, ेখ͍͞ (f, g) ʹରͯ͠ (1) ͷղؒ࣌େҬతʹଘ͠ࡏ,

1 < p < 1 +
√
2 (ྼྟք) ͳΒ, (1) ͷղؒ࣌େҬతʹଘ͠ࡏͳ͍ͱ͍͏ͷͰ͋

Δ. p = 1 +
√
2 (ྟք) ͷͱ͖, Schaeffer [22] ʹΑΓղ͕ؒ࣌େҬతʹଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ

͕ࣔ͞Ε͍ͯΔ. JohnͷڀݚҎ߱, ଞͷۭؒݩ࣍ʹ͓͍ͯ (1) ͷํఔࣜΛղੳ͢ΔऔΓ
Έ͕༷ʑͳऀڀݚʹΑͬͯߦΘΕͨ. ͦͷதͰ Strauss [25] ࣍ͷ༧Λཱͯͨ.ͦΕ,
ʮn ≥ 2, p0(n) Λ ఔࣜํ࣍2 (n − 1)p2 − (n + 1)p − 2 = 0 ͷਖ਼ࠜͱ͢Δͱ͖, p > p0(n)
ͳΒेখ͍͞ॳظʹରͯ͠ղؒ࣌େҬతʹଘ͠ࡏ, ଞํ, 1 < p ≤ p0(n) ͳΒ
ղؒ࣌େҬతʹଘ͠ࡏͳ͍.ʯͱ͍͏ͷͰ͋Δ. ͜ͷ༧, ۭؒ ,͍͓ͯʹݩ࣍2
Glassey [7], [8], ۭؒ ,Ͱۭؒݩ࣍ߴҎ্ͷݩ࣍4 Sideris [23], Rammaha [21], Georgiev
& Lindblad & Sogge [5], Yordanov & Zhang [29], Zhou [34] ΒʹΑͬͯղܾ͞Εͨ. ࡏݱ
Ͱ͜ͷ༧΄΅ղܾ͞Ε͍ͯΔ. ,ͷ߹ݩۭ࣍̍ؒ Kato [11] ʹΑͬͯͯ͢ͷ
p > 1ʹରͯؒ࣌͠େҬղ͕ଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔ. StraussʹΑΔ༧Λղܾ͢
Δڀݚͱฒͯ͠ߦ, (1) ͷղͷ࠷େଘؒ࣌ࡏ (Lifespan) ͷධՁΛಘΔڀݚߦΘΕͨ. ৄ
͘͠, Lindblad [18], Zhou [31], [32], [33], Lindblad & Sogge [20], Takamura & Wakasa
[27], Takamura [26] ΒΛࢀরͷ͜ͱ.

1990ޙ͔Β 2000લʹ͔͚ͯ, ܕඇઢྀͨ͠ߟՌΛޮ༺࡞ޓͷΑ͏ͳ૬࣍
ಈํఔࣜܥ (p-qܥ)ͷߏػΛཧղ͢ΔऔΓΈ͕༷ʑͳऀڀݚʹΑͬͯߦΘΕͨ.

{
∂2
t u−∆xu = |v|p, in Rn × [0,∞),

∂2
t v −∆xv = |u|q, in Rn × [0,∞),

(2)

͜͜Ͱ, p, q > 1 ͱ͢Δ. Del Santo & Georgiev & Mitidieri [3] , (2) ͷؒ࣌େҬղͷଘ
.ઢͰܾఆ͞ΕΔ͜ͱΛࣔͨ͠ۂͷ͕࣍ࡏͱඇଘࡏ ͢ͳΘͪ,

F (p, q, n) = max

{
q + 2 + p−1

pq − 1
,
p+ 2 + q−1

pq − 1

}
− n− 1

2
,
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ͱ͓͘ͱ, F (p, q, n) < 0 ͳΒ, ेখ͍͞ॳظʹରͯ͠ (2) ͷղؒ࣌େҬతʹଘ
,͠ࡏ F (p, q, n) > 0 ͳΒ, ղؒ࣌େҬతʹଘ͠ࡏͳ͍ͱ͍͏ͷͰ͋Δ. ͦͷޙ,
F (p, q, n) = 0 ͷ߹, ۭؒ ,͍͓ͯʹݩ࣍3 Del Santo & E.Mitidieri [4], ʹۭؒݩ࣍ߴ
͓͍ͯ, Kurokawa & Takamura & Wakasa [15] ͕ (2) ͷղ͕ؒ࣌େҬతʹଘ͠ࡏͳ͍͜
ͱΛࣔͨ͠. ,ʹߋ ୯ಠํఔࣜͷ߹ͱಉ༷ʹ, ղͷ࠷େଘؒ࣌ࡏͷ࠷దͳධՁΛಘΔڀݚ
͕, Kubo & Ohta [12], Agemi & Kurokawa & Takamura [1], Kurokawa & Takamura [14],
Georgiev & Takamura & Zhou [6], Kurokawa & Takamura & Wakasa [15] ΒʹΑͬͯߦ
ΘΕͨ.
ۙͷڀݚಈͱͯ͠, ֎෦ॳظڥք, ฏୱͰͳ͍ྔܭΛۭͭؒͰ

ͷ Strauss ༧ͷղܾΛߦʹൃ׆͕ڀݚ͏ߦΘΕ͍ͯΔ. ಛʹ, ϒ͍ͯͭʹڀݚͷऀޙ
ϥοΫϗʔϧͷཧʹݱΕΔ, γϡϰΝϧπγϧτۭ࣌Χʔۭ͕࣌͑ߟΒΕ͍ͯΔ.
͜ΕΒͷڀݚʹ͍ͭͯ, .Λड़Δ͜ͱͱ͢Δࡉৄʹԋதߨ ֎෦ʹؔͯ͠, ྫ͑
, Hidano & Metcalfe & Smith & Sogge & Zhou [9], Zhou & Han [35], Li & Wang [17],
Zha & Zhou [30], Lai & Y.Zhou [16] Λࢀরͷ͜ͱ. ·ͨ, γϡϰΝϧπγϧτۭ࣌Χʔ
ۭ࣌ ʹ͓͚Δղੳʹ͍ͭͯ, Catania & Georgiev [2], Lindblad & Metcalfe & Sogge &
Tohaneanu & Wang [19] Λߟࢀจݙͱ͓ͯͯ͛͘͠ڍ.

2 ओ݁Ռ

͜͜Ͱ, ԋऀʹΑΔ݁Ռߨ [28] Λհ͢Δ͜ͱͱ͢Δ. Λ߲ͭܕͷॏΈ͖ͭඇઢ࣍
ಈํఔࣜʹର͢ΔॳظΛ͑ߟΔ.

⎧
⎨

⎩
∂2
t u− ∂2

xu =
|u|p−1u

(1 + x2)(1+a)/2
in R× [0,∞),

u(x, 0) = εf(x), ∂tu(x, 0) = εg(x), x ∈ R,
(3)

͜͜Ͱ, (f, g) ∈ C2(R) × C1(R), ε > 0 ेখ͍͞ύϥϝʔλ, a ≥ −1, p > 1 ͱ͢
Δ. (3) ͷํఔࣜ, γϡϰΝϧπγϧτۭ࣌ʹ͓͚Δ (1) ͷτΠϞσϧͱͯ͑͠ߟΒΕ
Δ. a = −1 ͷͱ͖, લͰड़ͨΑ͏ʹ [11] ʹΑΓ, ͯ͢ͷ p > 1ʹରͯ͠ղ͕ؒ࣌େ
Ҭతʹଘ͠ࡏͳ͍͜ͱ͕Θ͔͍ͬͯΔ. Kubo & Osaka & Yazici [13] , p > 1, pa > 1 Ͱ,
ॳظ͕ؔح͔ͭ ε ͕ेখ͚͞Ε, (3) ͷղؒ࣌େҬతʹଘ͠ࡏ, p > 1, a ≥ −1

Ͱ, f ≡ 0, g(x) ≥ 0 (∀x ∈ R),
∫ δ

δ/2 g(y)dy > 0 (0 < δ < 1) ΛΈͨ͢ॳظʹରͯ͠,

(3) ͷղ͕ؒ࣌େҬతʹଘ͠ࡏͳ͍͜ͱΛࣔͨ͠. ಛʹ, (3) ͷղͷ࠷େଘؒ࣌ࡏΛ Tε

ͱදͤ, Tε ≤ Cε−p2 ͱͳΔ͜ͱࣔͨ͠. ͜͜Ͱ, C > 0  ε ʹґΒͳ͍ఆͰ͋Δ.
͔͠͠ͳ͕Β, ͜ͷධՁগͳ͘ͱ a = −1 ͷͱ͖ʹ࠷దͰͳ͍͜ͱ͕͔͍ͬͯ
Δ. ,ࡍ࣮ a = −1 ͷͱ͖, ͕ؒ࣌ࡏେଘ࠷ Tε ≤ Cε−(p−1)/2 if

∫
R g(x)dx ̸= 0 ͰධՁ͞Ε

Δ͜ͱ͕ Zhou [31] ʹΑͬͯ໌Β͔ʹ͞Ε͍ͯΔ͔ΒͰ͋Δ. ैͬͯ, զʑͷత Zhou
[31] ͷ݁ՌΛ a ≥ −1 ͷͱ͖ʹ֦ு͢Δ͜ͱ͕తͱͳΔ. զʑҎԼͷ݁ՌΛಘͨ.

Theorem 1 (K.Wakasa [28]) a ≥ −1, p > 1 ͱ͢Δ. f ≡ 0 Ͱ, g ∈ C1(R) , g(x) ≥
0( ̸≡ 0) ∀x ∈ R,

∫ 1

−1 g(y)dy > 0. ΛΈͨ͢ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖͋Δਖ਼ఆ ε0 = ε0(g, a, p),
C = C(g, a, p) ͕ଘͯ͠ࡏ, 0 < ε ≤ ε0 ʹରͯ͠

Tε ≤

⎧
⎨

⎩

Cε−(p−1)/(1−a) if − 1 ≤ a < 0,
φ−1(Cε−(p−1)) if a = 0,
Cε−(p−1) if a > 0,

(4)
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ཱ͕͢Δ. ͜͜Ͱ, φ(s) = s log(2 + s) for s ≥ 0 Ͱ͋Δ.

Theorem 2 (K.Wakasa[28]) a ≥ −1, p > 1 ͱ͢Δ. f ∈ C2(R), g ∈ C1(R) ,
∥f∥L∞(R) < ∞, ∥g∥L1(R) < ∞ ΛΈͨ͢ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ͋Δਖ਼ఆ c = c(f, g, a, p) ͕
ଘͯ͠ࡏ,

Tε ≥

⎧
⎨

⎩

cε−(p−1)/(1−a) if − 1 ≤ a < 0,
φ−1(cε−(p−1)) if a = 0,
cε−(p−1) if a > 0,

(5)

ཱ͕͢Δ.

ূ໌ͷதͰݤͱͳΔ࣮ࣄ, ஞࣅۙ࣍๏ͷୈ̍ஈ֊ͷධՁ͕ࣜ, ಈํఔࣜͷղͷݩ࣍1
දࣜެݱͷಛੑΛجʹվྑͰ͖ͨ͜ͱʹ͋Δ. ·ͨ, ॳظ͕ؔحͰ͋Δ߹ղͷ࠷
େଘؒ࣌ࡏͷධՁΛಘΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷ͜ͱʹ͍ͭͯ, Λड़Δ͜ͱࡉৄʹԋதߨ
ͱ͢Δ.
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தؒΈࠐΈͱଓ

ۙɹᠳଠ (Konnai Shotaro) (ਆށେֶɾཧ)∗

1. ಋೖ
,ఔࣜํܕͳFuchsط additionͱmiddle convolutionͱݺΕΔૢ࡞Λ༗ݶճ͢ࢪ
͜ͱʹΑͬͯʮجຊܕʯͷSchlesingerํܕఔࣜͷΫϥεʹؼண͢Δɻ͜Εͦͷٯ
Β͔ܥʯͷܕຊجରԠ͢ΔʮܕͳFuchsط,ཱ͠ additionͱmiddle convolutionΛ
༗ݶճ܁Γฦ͢͜ͱͰߏͰ͖ΔɻҰൠʹ, ࿈ཱܥͷmiddle convolutionʹΑͬͯͰ͖
ΔSchlesingerํܕఔࣜήʔδมʹΑΔෆఆੑΛͯ͠ఆ·͓ͬͯΓ,ݩͷํఔ͔ࣜ
ΒͰ͖Δํఔࣜͷ۩ମతͳܗΛ༧͢Δ͜ͱຆͲͰ͖ͳ͍ɻͦͷͨΊ, ඞཁͳmiddle

convolutionͷճ͕ଟ͍΄ͲɼํఔࣜΛ্ख͘ߏ͢Δ͜ͱ͘͠ͳͬͯ͘Δɻ͠
͔͠, ѻ͏ରΛେٱอܕඍํఔࣜʹݶఆ͢Εɼmiddle convolution ʹΑΔඍํ
ఔࣜͷߏɼղͷߏΛ͋Δఔඪ४Խ͢Δ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ԋͰ͜ͷ͜ͱߨ
Λհ͠,ͦͷଓͷԠ༻ʹ͍ͭͯड़Δɻ

2. ํఔࣜͷߏ
Schlesingerܕৗඍํఔࣜ

d

dx
Y =

r∑

k=1

Ak

x− tk
Y (Ak ∈ Mat(n;C)) (1)

ͷཹྻߦͷΛ A = (A1, . . . , Ar) Ͱද͢ɻr ͷύϥϝʔλͷaݸ = (a1, . . . , ar) ∈
Cr ʹରͯ͠,

adda(A) = (A1 + a1, . . . , Ar + ar) (2)

ΛAͷadditionͱݺͿɻAͷmiddle convolution࣍ͷΑ͏ʹ3ஈ֊Ͱఆٛ͞ΕΔɻ

ୈ1ஈ֊ (ࠐΈ). Schlesingerํܕఔࣜͷཹྻߦͷ Aʹର͠, nr×nr ͷɹྻߦ

B = (B1, . . . , Br); Bk =

⎛

⎝
O

A1 · · · Ak + µ · · · Ar

O

⎞

⎠ (k = 1, . . . , r) (3)

ͱ Schlesingerํܕఔࣜ d
dxZ =

∑r
k=1

Bk
x−tk

ZΛରԠͤ͞Δૢ࡞Λ cµ(A) = BͰද͠, A

ͷࠐΈͱݺͿɻ

ୈ2ஈ֊ (K ؆). ཹྻߦAk (k = 1, . . . , r)ͷ֊Λ nk ͱ͢Δ. ֤ Ak Λ

Ak = PkQk; Pk ∈ Mat(n, nk;C), Qk ∈ Mat(nk, n;C) (4)

ͱղ͠, ϒϩοΫྻߦQΛ

Q =

⎛

⎝
Q1

. . .
Qr

⎞

⎠ ∈ Mat(ñ, nr;C) (ñ =
r∑

k=1

nk) (5)

∗ e-mail: konnai@math.kobe-u.ac..jp
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Ͱఆٛ͢Δͱ, QBk = B̃kQΛຬͨ͢ B̃k ∈ Mat(ñ;C) ͕Ұҙʹఆ·Δ. ͜ͷ B̃ =

(B̃1, . . . , B̃r) ͱ Schlesingerํܕఔࣜ d
dxZ̃ =

∑r
k=1

B̃k
x−tk

Z̃Λ B ͷK؆ͱݺͿɻ

ୈ3ஈ֊ (L؆). B̃ =
∑r

k=1 B̃k ͷ֊Λ n̂ ͱ͢Δ. ͜ΕΛ2ͭͷྻߦͷੵ

B̃ = P0Q0; P0 ∈ Mat(ñ, n̂;C), Q0 ∈ Mat(n̂, ñ;C) (6)

ʹղ͢Δɻ͜ͷͱ͖Q0B̃k = B̂kQ0 (k = 1, . . . , r)Λຬͨ͢ྻߦͷB̂ = (B̂1, . . . , B̂r)

ͱSchlesingerํܕఔࣜ d
dxẐ =

∑r
k=1

B̂k
x−tk

Ẑ͕Ұҙʹఆ·Δɻ͜ ͷҰ࿈ͷૢ࡞Λmcµ(A) =

B̂Ͱද͠, Aͷmiddle convolution ͱݺͿɻ
ҎԼͰ A ʹରԠ͢ΔSchlesingerํܕఔࣜ, ܕ (n1, . . . , nr) ͷେٱอํܕఔࣜͰ

͋ͬͯ, ϒϩοΫྻߦ A = (Aij)ri,j=1 Λ༻͍ͯ

(x− T )
d

dx
Y = AY ; T = diag(t1In1 , . . . , trInr) (7)

ͱද͞ΕΔ߹Λ͑ߟΔɻ͜ͷͱ͖࣍ͷఆཧཱ͕͢Δɻ

ఆཧ 1. େٱอํܕఔࣜ (x − T ) d
dxY = AY ʹ͓͍ͯ, ࣈͷఴݸ1 k ∈ {1, . . . , r} Λબ

ͼ, Ker(Akk + c) = 0, Ker(Akk − ρ) = 0 ͱԾఆ͢Δɻ͜ͷͱ͖

Amc = add(0,...,ρ,...,0) ◦mc−ρ−c ◦ add(0,...,c,...,0)(A) = (Amc
1 , . . . , Amc

r ) (8)

, ྻߦͷ࣍ Amc ͷఆΊΔେٱอํܕఔࣜ (x− T ) d
dxW = AmcW ͱಉͰ͋Δɻ

Amc =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1k(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξ1
Aij − (ρ+ c)δij

...
... Aij

Ak−1,k(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξk−1

Ak1 . . . Ak,k−1 Akk 0 Ak,k+1 . . . Akr

η1 . . . ηk−1 0 ρ ηk+1 . . . ηr

Ak+1,k(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξk+1

Aij
...

... Aij − (ρ+ c)δij
Ark(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξr

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(9)

͜͜Ͱ ξi ∈ Mat(ni, nk;C), ηj ∈ Mat(nk, nj;C) ࣍ͷؔࣜΛຬͨ͢ͷͱ͢Δɻ

ξiηj = Aij − ρ− Aik(Akk − ρ)−1Akj (i, j = 1, . . . , r, i, j ̸= k) (10)

͜͜·Ͱͷతͳૢ࡞ʹΑͬͯSchlesingerํܕఔ͔ࣜΒ৽͍͠Schlesingerܕ
ํఔࣜΛͨͬ࡞ʹ͗͢ͳ͍ɻ͔͠͠,࣮ࡍʹ͜ΕΒͷ݁Ռํఔࣜͷղʹ·Ͱٞͷ
ରΛ֦ு͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ͞Βʹ,େٱอํܕఔࣜͰେٱอඪ४ղྻߦͱ͍͏ղ
,ʹؔ͢ΔʹԠ༻͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Λར༻ͯ͠ଓྻߦ ఔࣜํܕอٱͷେݩ (7)

ͷଓͱఆཧ 1ͷେٱอํܕఔࣜ (9)ͷଓͷؒͷؔࣜΛ۩ମతʹهड़͢Δ
͜ͱ͕ՄͰ͋ΔɻҎԼͰ͜ͷ͜ͱʹ͍ͭͯड़Δɻ
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3. େٱอඪ४ղྻߦͱଓ
ҎԼ,D = C\{t1, . . . , tr}্ͷେٱอํܕఔࣜ (7)ͷAͱAkkͷݻ༗ࠩΛͨ࣋ͳ
͍ͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖,(7)ͷղͱ֤ͯ͠ಛҟͷपΓͷڍಈΛද͢

Ψ(k) = F (k)(x)(x− tk)
Ak , F (k)(x) ∈ Mat(n;Otk), F (k)(tk) = In, (11)

ͱ͍͏ܗΛͨ͠ղͷجຊ͕ྻߦऔΕΔɻ͜ͷΨ(k)(x)Λ

Ψ(k)(x) = (Ψ(k)
1 , . . . ,Ψ(k)

r ), Ψ(k)
j (x) ∈ Mat(n, nj;O(D̃)), (12)

ͱ͚,Ψ(k)
k ΛूΊͨղΛ

Ψ(x) = (Ψ(1)
1 , . . . ,Ψ(r)

r ) (13)

ͱ͓͖,େٱอඪ४ղྻߦͱݺͿɻେٱอඪ४ղྻߦ࣍ͷΑ͏ʹ΄΅ҰൠతͳԾఆͷ
ԼͰղͷجຊྻߦͱͳΔɻ

ఆཧ 2. େٱอํܕఔࣜ (7)ʹର࣍͠ΛԾఆ͢Δɻ
(1):ϒϩοΫର֯ཁૉAkk (k = 1, . . . , r)ͷݻ༗ඇ,

(2):Aͷݻ༗ෛΛͱΒͳ͍
(3):Akk (k = 1, . . . , r)ͱAͷݻ༗0Λআࠩ͘Λͨ࣋ͳ͍
͜ͷͱ͖େٱอඪ४ղྻߦղͷجຊྻߦɻ

Ұൠʹ,େٱอํܕఔࣜͷղΨ(j)(x)ͱΨ(k)
k (x)ͷؔ x = tkʹ͓͍ͯਖ਼ଇͳղΛ

H(k)
j (x)ͱஔ͘ͱ,ଓCkjΛ༻͍ͯ

Ψ(j)
j (x) = Ψ(k)

k (x)Ckj +H(k)
j (x) (14)

ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻγ1, . . . , γrΛͦΕͧΕ x = t1, . . . , x = trͷपΓΛճΔD ্ͷۂ
ઢͱ͠ɺͦͷେٱอඪ४ղྻߦʹର͢Δղੳଓ͕

γkΨ(x) = Ψ(x)Mk (15)

ͱද͞ΕΔͱ͢Δɻ͢Δͱɺ(14)͔ΒMk (k = 1, . . . , r)

Mk =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
. . .

(e(Akk)− 1)Ck1 · · · e(Akk) · · · (e(Akk − 1)Ckr
. . .

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, e(Akk) = e2πiAkk (16)

ͱ؆ܿʹදࣔ͞ΕΔɻ
େٱอํܕఔࣜ (9)ͷେٱอඪ४ղྻߦΛΨmc(x), γjΨmc(x) = Ψmc(x)Mmc

j ͱ͢Δɻ
͜ͷͱ͖Mmc

j େٱอํܕఔࣜ (9)ͷܗʹ߹Θͤͯ࣍ͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

Mj =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
. . .

(e(Ajj − ρ− c)− 1)Cmc
k1 · · · e(Ajj) · · · (e(Ajj − 1)Cmc

kr
. . .

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (j ̸= k)

(17)
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͜͜ͰCik = (Ci(k1), Ci(k2)),

Mmc
k =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
. . .

(e(Akk)− 1)Cmc
(k1)1 · · · e(Akk) 0 · · · (e(Akk − 1)Cmc

(k1)r

(e(Akk)− 1)Cmc
(k2)1 · · · 0 e(ρ) · · · (e(Akk − 1)Cmc

(k2)r
. . .

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(18)

MkͱMmc
k ͷؔ convolutionΛܦ༝ͯ͠ٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

Dx = C\{t1, . . . , tr, x} ͱ͠,p0 ∈ Dxͷ π1(Dx, p0)ͷੜݩ α1, . . . ,αr,αxΛى p0
ͱͨ͠u = t1, . . . , tr, xͷपΓΛճΔۂઢͷϗϞτϐʔྨͱ͢Δɻ͜ͷͱ͖ύϥϝʔλ
µ ∈ Cʹର͠EulerมΛnr × nͷϒϩοΫྻߦ

IµLk
Ψ(x) =

(∫

Lk

(x− u)µΨ(u)
du

u− ti

)r

i=1

(k = 1, . . . , r) (19)

ͱͯ͠ఆΊΔɻ͜͜ͰLkuฏ໘Dx্ͷੵ࿏ͰLk = L[tk, x] = α−1
x α−1

k αxαk Ͱఆ
·Δ࿏ɻconvolutionΛํͨ͠ࢪఔࣜ (3)ͷղ͜ͷEulerมʹΑ࣮ͬͯ͢ݱΔ͜ͱ͕
Ͱ͖ɺཱ͕࣍͢Δɻ

ఆཧ 3. ҎԼͷ3ͭͷ݅
(i):µ ∈ C\Z
(ii):Ak(k = 1, . . . , r)ͷҟͳΔݻ༗ࠩΛͨ࣋ͳ͍ɻ
(iii):Ak(k = 1, . . . , r),A∞ − µ = −(A1 + . . .+ Ar)− µZ>0 ͷݻ༗Λͨ࣋ͳ͍ɻ
ͷཱΛԾఆ͢Δɻ͜ͷͱ͖

IµΨ(x) =
(
IµL1

Ψ(x), . . . , IµLr
Ψ(x)

)
(20)

 convolutionΛํͨ͠ࢪఔࣜ (3)ͷղͷجຊྻߦɻ

IµΨ(x)ղͷجຊྻߦͰ͋Δ͕,࣮ࡍຆͲେٱอඪ४ղྻߦͱมΘΒͣదͳϒ
ϩοΫର֯ྻߦΛֻ͚ͯΔ͜ͱͰຊʹେٱอඪ४ղྻߦʹ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ

ఆཧ 4.

IµΨ(x)R−1, R = (R1, . . . , Rr) (21)

 (3)ͷେٱอඪ४ղྻߦɻ͜͜Ͱ

Ri = B̃(Aii,−ρ− c+ 1), (i ̸= k)

Rk = B̃(Akk + c,−ρ− c+ 1)
(22)

Ͱ࣍Ͱఆ·Δ B̃ྻߦͷϕʔλؔͰ

B̃(A, µ) := (e(A)−1)(e(µ)−1)

∫ 1

0

uA−1(1−u)µ−1du, A ∈ Mat(n;C), µ ∈ C. (23)

ఆཧ 4Λར༻͠ɺIµΨ(x)Λ্ख͘؆ͯ͠Δ͜ͱͰେٱอํܕఔࣜ (9)ͷେٱอ
ඪ४ղߏ͕ྻߦ͞Εɺଓͷؒʹཱ͢ΔԽ͕ࣜಋग़͞ΕΔɻ
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ఆཧ 5. (ओఆཧ) େٱอํܕఔࣜ (7)ͷଓCij,(i, j = 1, . . . , r)ͱେٱอํܕఔࣜ
(9)ͷଓCmc

ij ,(i, j = 1, . . . , (k1), . . . , r)ؒʹ࣍ͷཱ͕ؔࣜ͢Δɻ

Cmc
ij =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

(
ti − tk
tj − tk

)ρ+c e(−1
2 (ρ+ c))Γ(ρ+ c− Aii)

Γ(−Aii)
Cij

Γ(Ajj − ρ− c+ 1)

Γ(Ajj + 1)
(j < i; i, j ̸= k)

(
ti − tk
tj − tk

)ρ+c e(12(ρ+ c))Γ(ρ+ c− Aii)

Γ(−Aii)
Cij

Γ(Ajj − ρ− c+ 1)

Γ(Ajj + 1)
(i < j; i, j ̸= k),

(24)

Cmc
i(k1) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(ti − tk)
ρ+ce(12(ρ+ c))

Γ(ρ+ c− Aii)

Γ(−Aii)
Cik

Γ(Akk − ρ)

Γ(Akk + c)
(i < k)

(ti − tk)
ρ+ce(−1

2 (ρ+ c))
Γ(ρ+ c− Aii)

Γ(−Aii)
Cik

Γ(Akk − ρ)

Γ(Akk + c)
(k < i)

(25)

Cmc
(k1)j =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−e(−1
2 (ρ+ c))(tj − tk)

−ρ−cΓ(1 + ρ− Akk)

Γ(1− Akk − c)
Ckj

Γ(Ajj − ρ− c+ 1)

Γ(Ajj + 1)
(j < k)

−e(12(ρ+ c))(tj − tk)
−ρ−cΓ(1 + ρ− Akk)

Γ(1− Akk − c)
Ckj

Γ(Ajj − ρ− c+ 1)

Γ(Ajj + 1)
(k < j)

(26)
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Ϙʔεͱ૬࡞ޓ༻͢Δྔܥࢠͷܕͷ

ఈঢ়ଶʹର͢ΔॖୀͷධՁج

ધେथ (Daiju Funakawa)∗

ւಓେֶത࢜՝ఔ 3

ʲ֓ཁʳ

ώϧϕϧτ্ۭؒͷઁಈͷೖͬͨࣗڞݾ࡞༻ૉʹ͍ͭͯ,جఈঢ়ଶʹର͢ΔॖଶΛ্͔ΒධՁ͢Δ.͞ΒʹϘʔεͱ
૬࡞ޓ༻͢ΔྔܥࢠͷܕΛఆٛ͠,͜ͷڞݾ͕ࣗܕͰجఈঢ়ଶΛͭ࣋͜ͱ,جఈঢ়ଶʹର͢Δॖଶͷ্͔ΒͷධՁ
Λ༩͑Δ.

1 Ϟνϕʔγϣϯٴͼओఆཧ

1.1 Ϟνϕʔγϣϯ

ɹຊڀݚभେֶͷኍౡ͕ࢯ 2005ʹڀݚͨͬߦ [H1]ͷҰൠԽͰ͋Δ.ͷྔࢠʹ͓͍ͯجఈঢ়ଶͷଘੑࡏΛݴ
ͷࡏඇଘͨ·ࡏఈঢ়ଶͷଘج.ͷҰͭͱͳ͍ͬͯΔڀݚΊΔ͜ͱॏཁͳٻఈঢ়ଶʹ͓͚ΔॖୀΛجͼٴ,Δ͜ͱ͢ٴ
ূ໌ [AH, AHH1, GLL]ͳͲͰ༷ʑͳख๏͕ಘΒΕ͖ͯͨ. ๏͋Δํࢉܭఈঢ়ଶʹ͓͚Δॖୀʹ͍͍͔ͭͯͭ͘ج
͕, Ұൠগͳ͍. ϑΣϧϛΦϯΛྀ͠ߟͳ͍߹ͷϋϛϧτχΞϯʹ͍ͭͯجఈঢ়ଶʹ͓͚ΔॖଶΛ͢ࢉܭΔࡍ,
൚ؔੵදࣔΛ͢ࢉܭ͠༺Δํ๏͋Δ.͔͠͠,ϑΣϧϛΦϯΛྀͨ͠ߟ߹,ݱஈ֊Ͱ൚ؔੵදࣔΛͯͬ
.Δ͜ͱ͕ग़དྷͳ͍͢ࢉܭఈঢ়ଶʹର͢ΔॖଶΛج ͜ͷ߹ͷҰͭͷղܾͱͯ͠ [H1]ʹΑͬͯɹઁಈ߲͕ඇઁಈ߲ʹର
ͯ͠૬ର༗քͳ߹جఈঢ়ଶʹ͓͚ΔॖୀΛ্͔ΒධՁ͢Δํ๏͕ಘΒΕͨ.ͦͯ͠,ຊڀݚʹΑΓ૬࡞ޓ༻߲͕ඇઁ
ಈ߲ʹରͯ͠૬ର༗քͰͳ͍߹ʹ,جఈঢ়ଶʹ͓͚Δॖଶ্͕͔ΒධՁͰ͖Δ͜ͱ͕ಘΒΕͨ.͜ͷڀݚ৽Ҫே༤
ఈঢ়ଶͷॖج,Λఆٛ͠ܕͷܥࢠΔྔ͢༺࡞ޓͷԠ༻ྫͱͯ͠Ϙʔεͱ૬ڀݚԋͰຊߨͰ͋Δ.ຊڀݚಉڞतͱͷڭ
ଶΛ্͔ΒͷධՁʹ͍ͭͯൃද͢Δ. ɹɹ

1.2 ओఆཧ

ɹຊࢴͰώϧϕϧτۭؒH্ͷઢ࡞ܗ༻ૉ T ͷఆٛҬΛ D(T )Ͱද͢͜ͱͱ͢Δ.·ͨ, T ͷεϖΫτϧΛ σ(T )Ͱද
͠, T ͕Լʹ༗քͳ߹, T ͷεϖΫτϧू߹ σ(T )ͷԼݶΛ T ͷ࠷ΤωϧΪʔͱݺͼ, E0(T )ͱॻ͘:E0(T ) := inf σ(T ).
͞Βʹ ker(T − E0(T )) ! {0}ͷ߹,T جఈঢ়ଶΛͭ࣋ͱ͍ݴ, dim ker(T − E0(T ))Λ T ͷجఈঢ়ଶʹର͢Δॖଶͱݺͼ,
m(T )Ͱද͢:m(T ) := dim ker(T − E0(T )).·ͨ,H͔Β ker(T − E0(T ))ͷਖ਼ࣹӨ࡞༻ૉΛ PT Ͱఆٛ͢Δ.

ɹώϧϕϧτۭؒ H ্ͷඇෛͳࣗڞݾ࡞༻ૉ A0, A1, · · · , An n = 1, 2, · · · ʹରͯ͠ A0 ≼
∑n

j=1 Aj Ͱ͋Δ͜ͱΛ,
∩nj=1D(A

1/2
j ) ⊂ D(A1/20 )Ͱ͋Γ,࣍ͷෆ͕ࣜΓཱͭ͜ͱͱఆٛ͢Δ: ɹ

ɹ ⟨A1/20 ψ, A1/20 ψ⟩ ≤
n∑

j=1
⟨A1/2j ψ, A1/2j ψ⟩ ψ ∈ ∩nj=1D(A1/2j ).ɹ

∗ E-mail:funakawa@math.sci.hokudai.ac.jp
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H0 ΛH্ͷԼʹ༗քͳࣗڞݾ࡞༻ૉͱ͠,HI ΛH্ͷରশ࡞༻ૉͱ͢Δ.·ͨ,͜ͷ 2ͭͷ࡞༻ૉͷ

H := H0 + HI

Լʹ༗քͳࣗڞݾ࡞༻ૉͰ͋Δͱ͢Δ.͜͜Ͱ, H ͷఆٛҬ D(H) := D(H0) ∩ D(HI)ͱఆٛ͢Δ.
·ͨ,ҎԼͷ 3݅ (Ծఆ 1ʙԾఆ 3)ΛԾఆ͢Δ.
Ծఆ 1 (i)H0 ͱ H جఈঢ়ଶΛͪ࣋, m(H0) < ∞Ͱ͋Δ.

(ii)H্ͷඇෛࣗڞݾ࡞༻ૉ LͰ

I ≼ L + PH0

ͱͳΔͷ͕ଘ͢ࡏΔ.
(K,Σ, µ)Λ σ−༗ݶͳଌۭؒͱ͠, ωΛ K ্ͷඇෛͳ ΣՄଌؔͰ 0 < ω(k) < ∞, µ−a.e.k ∈ K Λຬͨ͢ͷͱ͢Δ.·
ͨ,֤ s ∈ Rʹରͯ͠ X := L2(K, dµ)ͷ෦ۭؒ

Xs := { f ∈ X |
∫

K
ω(k)s| f (k)|2dµ(k) < ∞}, s ∈ R.

Λఆٛ͢Δ.·ͨ,H্ͷີͳดઢ࡞ܗ༻ૉͷ {A( f )| f ∈ X}͕ଘ͠ࡏ,֤ f ∈ X ʹରͯ͠ D(L1/2) ⊂ D(A( f ))ͱ,ҙͷ
ψ ∈ D(L1/2)ʹରͯ͠

A(z f + wg)ψ = z∗A( f )ψ + w∗A(g)ψ, f ∈ X, z,w ∈ C

Λຬͨ͢ͱ͢Δ.͜͜Ͱ z∗  z ∈ CͷෳૉڞΛද͢.͞Βʹ࣍ͷઢ࡞ܗ༻ૉΛఆٛ͢Δɿ

A0( f , t) := e−itH0A( f )e+itH0 , t ∈ R, f ∈ X

Ծఆ 2 (i)͋Δ α ∈ (0, 1]ͱ β ≥ 0ʹ͍ͭͯ,ҙͷ f ∈ X−β ʹରͯ͠ A( f ) Hα
0 ʹରͯ͠૬ର༗քͰ͋Δ.

(ii)Hα
0 ͷਊ D͕ଘͯ͠ࡏ,ҙͷ f ∈ X−β ʹରͯ͠ D্Ͱ s-limt→∞ A( f )eitH0 = 0ཱ͕͢Δ.

(iii) ͋Δີͳ෦ۭؒ Y ⊂ X−β ্ͷҙͷ f ∈ Y ͱҙͷ t ∈ R ʹ͍ͭͯ, (H0,A0( f , t))  D(H) ্ʹऑަࢠ
[H0, A0( f , t)]D(H)w Λͪ࣋, [H0, A0( f , t)]D(H)w  D(H)্Ͱ tʹ͍ͭͯڧ࿈ଓͰ͋Δ.
(iv)֤ ψ ∈ D(H)ͱ f ∈ Y ʹରͯ͠ A0( f , t) tʹ͍ͭͯڧඍՄͰ͋Γ,

dA0( f , t)ψ
dt

= −i[H0, A0( f , t)]D(H)w ψ, t ∈ R.

(v) ҙͷ t ∈ R, f ∈ Y ʹରͯ͠ (HI, A0( f , t))  D(H) ্ͰऑަࢠΛͪ࣋, ҙͷ ψ ∈ D(H) ʹରͯ͠
[HI, A0( f , t)]D(H)W ψ  t .࿈ଓͰ͋Δڧ͍ͯͭʹ ͞Βʹ µ-a.e.k ∈ K ʹରͯ͠ D(T (k)∗) ∩ D(T (k)) ⊃ D(H) Λຬͨ
͢H্ͷີͳઢ࡞ܗ༻ૉ T (k)͕ଘ͠ࡏ,ҎԼΛຬͨ͢ɿ
(a)ҙͷ ψ, χ ∈ D(H)ͱ f ∈ Y ʹରͯ͠

∫
K | f (k)⟨χ,T (k)ψ⟩|dµ(k) < ∞Λຬͨ͠,ҙͷ t ∈ Rʹରͯ͠ҎԼཱ͕

͢Δ:

⟨χ, [HI, A0( f , t)]D(H)W ψ⟩ =
∫

K
eiω(k) f (k)∗⟨χ,T (k)ψ⟩dµ(k).

(b)ҙͷ φ ∈ PHHͱ f ∈ Y ʹରͯ͠ҎԼཱ͕͢Δ.
∫

K
| f (k)|ω−n(k)∥T (k)φ∥dµ(k) < ∞, n = 0, 1

(c)ີͳ෦ۭؒ Y0 ⊂ Y ͕ଘͯ͠ࡏҙͷ ψ ∈ D, f ∈ Y0 ͱ φ ∈ PHHʹରཱ͕ͯ࣍͢͠Δ:
∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫

K
f (k)∗⟨ψ, eis(H−E0(H)+ω(k)T (k)φ⟩dµ(k)

∣∣∣∣ds < ∞.

Ծఆ 3 X ্ͷਖ਼نަܥ {en}n Ͱ en ∈ Y, n ∈ NͱͳΔͷͱ ε0 ∈ [0, 1)͕ଘ࣍ͯ͠ࡏΛຬͨ͢:

sup
φ∈D(L1/2)∩PHH, ∥φ∥=1

(
∥L1/2φ∥2 −

∞∑

n=1
∥A(en)φ∥2

)
≤ ε0.
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ఆཧ 1(A.Arai and D.Funakawa 2015)Ծఆ 1-3ΛԾఆ͢Δ.·ͨ, (K,Σ)্ͷඇෛؔ f1, f2 ͕ଘͯ͠ࡏ f1 + ω−1 f2 ∈ X ͱ

γ := ∥ f1 + ω−1 f2∥2 < 1 − ε0,
∥T (k)∗ψ∥ ≤ f1(k)∥(H − E0(H) + ω(k))ψ∥ + f2(k)∥ψ∥, µ − a.e.k ∈ K

ཱ͕͢ΔͱԾఆ͢Δ.͜ͷͱ͖ (i)(ii)ཱ͕͢Δ:
(i)ҙͷ φ ∈ PHH PH0Hͱ overlap͢Δ.
(ii)

dimD(L1/2) ∩ PHH ≤
1

1 − γ − ε0
m(H0)

͞Βʹ γ + ε0 <
1

m(H0)+1
ͱ PHH ⊂ D(L1/2)ΛԾఆ͢Δ.͜ͷͱ͖

(iii)

m(H) ≤ 1
1 − γ − ε0

m(H0)

ཱ͕͢Δ.ಛʹ m(H0) = 1, γ + ε0 < 1/2ͷ߹ m(H) = 1Ͱ͋Δ.

2 ྫɿQBϞσϧ

2.1 ϘιϯϑΥοΫۭؒͱ QBϞσϧͷఆٛ

ఆཧ 1Λ͍,ͷྔࢠͷܕͷॖୀΛ্͔ΒධՁͯ͠ΈΔ.ͦͷͨΊʹ,ϑΥοΫۭؒͱݺΕΔώϧϕϧτۭؒ
ͱ,ϑΥοΫ্ۭؒͷॏཁͳઢ࡞ܗ༻ૉʹ͍ͭͯఆٛΛ༩͑Δ. WΛՄͳώϧϕϧτۭؒͱ͢Δ.͜ͷ࣍,࣌ͷΑ͏ʹͯ͠
ϘιϯϑΥοΫۭؒΛఆΊΔ:

Fb(W) := ⊕∞n=0 ⊗ns W = {Ψ = (Ψ(n))n | Ψ(n) ∈ ⊗nsW, n = 0, 1, · · · }.

͜͜Ͱ, ⊗ns  nॏରশςϯιϧੵΛද͢.֤ f ∈Wʹରͯ͠,ϘιϯϑΥοΫ্ۭؒͰ࡞༻͢Δੜ࡞༻ૉΛ࣍Ͱఆٛ͢Δ.

D(a( f )∗) := {Ψ ∈ Fb(W)|
∞∑

n=0
∥(a( f )∗Ψ)(n)∥2 < ∞}

(a( f )∗Ψ)(n) = an−1( f )∗Ψ(n−1)

an( f )∗Ψ(n) =
√
n + 1S n( f ⊗ Ψ(n)).

͜͜Ͱ, S n  ⊗nW্ͷରশԽ࡞༻ૉͰ͋Δ.ੜ࡞༻ a( f )∗ ด࡞༻ૉͰ͋Γ,ੜ࡞༻ૉͷڞͰϘιϯϑΥοΫ্ۭؒ
ͷফ໓࡞༻ૉΛఆٛ͢Δɿ

a( f )Ψ := (a( f )∗)∗Ψ.

ઢ࡞ܗ༻ૉ T, S ʹରͯ͠,ަࢠ [T, S ]Λ [T, S ] := TS − ST ͱఆٛ͢Δ. ·ͨ,ϘιϯϑΥοΫۭؒͷີͳ෦ۭؒͱ
෦ۭؒΛఆΊΔɿࢠཻݶͷ༗࣍ͯ͠

Fb,0(W) := {Ψ ∈ Fb(W)|͋Δ N ∈ N͕ଘͯ͠ࡏ, ҙͷ n > N ʹରͯ͠Ψ(n) = 0}.

͜ͷͱ͖,ੜɾফ໓࡞༻ૉ࣍ͷਖ਼४ަؔͱݺΕΔॏཁͳؔΛຬͨ͢ɿ

[a( f ), a(g)∗] = ⟨ f , g⟩, [a( f ), a(g)] = [a( f )∗, a(g)∗] = 0 on Fb,0.

γʔΨϧͷͷ࡞༻ૉͱݺΕΔϘιϯϑΥοΫ্ۭؒͷઢ࡞ܗ༻ૉ࣍Ͱఆٛ͞ΕΔɿ

φ( f ) :=
1√
2
(a( f ) + a( f )∗).

͜ͷ࡞༻ૉՄด࡞༻ૉͰ͋Γ,ดแΛऔͬͨ࡞༻ૉΛಉ͡ φ( f )Ͱॻ͘͜ͱͱ͢Δ.φ( f )ࣗڞݾ࡞༻ૉͰ͋Δ.
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·ͨ,W্ͷඇෛͰ୯ࣹͳࣗڞݾ࡞༻ૉ T ʹରͯ͠,ϘιϯϑΥοΫ্ۭؒͰ࡞༻͢Δୈ Ͱఆٛ࣍ૉΛ༺࡞Խࢠ2ྔ
͢Δɿ

D(dΓb(T )) := {Ψ ∈ Fb(W)|
∞∑

n=0
∥dΓb(T )(n)Ψ(n)∥2 < ∞},

dΓb(T )(n)Ψ(n) :=
n∑

j=1
(I ⊗ · · · ⊗ T ⊗ · · · ⊗ I)Ψ(n),

dΓb(T )(0) := 0.

͜ͷͱ͖, ୈ 2 ૉ༺࡞Խࢠྔ dΓb(T ) ࣗڞݾͰ͋Γ, ·ͨ E0(dΓb(T )) = 0 ͱͳΔ. ಛʹ dΓb(T ) ͷجఈঢ়ଶϘιϯ
ϑΥοΫਅۭͱݺΕΔ࣍ͷΫτϧͰ͋Δɿ

Ωb := (1, 0, 0, · · · ) ∈ Fb(W).

ώϧϕϧτۭؒʹ࣍ H ΛऔΔ. ૉͱͯ͠༺࡞ͷΤωϧΪʔΛද͢ࢠཻ H ্ʹಇ͘Լʹ༗քͳࣗڞݾ࡞༻ૉ

A ΛऔΔ. ·ͨ, H ্Ͱಇ͘ඇෛͳࣗڞݾ࡞༻ૉ Bj, j = 1, 2, 3, 4 ΛऔΔ. ·ͨ, Rd ্ϘϨϧՄଌͳؔ ωQB Ͱ

0 < ωQB(k) < ∞, a.e.k ∈ Rd Λຬͨ͢ͷΛऔΔ.͜ͷ ωQB ʹΑΔ L2(Rd)্ͷֻ͚࡞ࢉ༻ૉΛಉ͡ه߸ ωQB Ͱॻ͘.͞Βʹ
L2(Rd)্ͷؔ λΛऔΔ.
Ҏ্ͷఆ͔ٛΒ,Ϙʔεͱ૬࡞ޓ༻͢Δྔܥࢠͷܕͱͯ͠ F := H ⊗ Fb(L2(Rd))Ͱಇ͘ QBϞσϧΛ࣍Ͱఆٛ͢Δɿ

HQB := A ⊗ I + I ⊗ dΓb(ωQB) +
4∑

j=1
gjBj ⊗ φ(λ) j.

͜͜Ͱ gj ∈ R ݁߹ఆͱݺΕΔ࣮Ͱ͋Γ, ಛʹ g4 > 0 Λຬͨ͢ͷͱ͢Δ. ҎԼ, HQB
0 := A ⊗ I + I ⊗ dΓb(ω),

Hint :=
∑
gjHj, Hj := Bj ⊗ φ(λ) j j = 1, 2, 3, 4ͱͯ͠ఆཧ 1Λ͍, QBϞσϧͷॖୀΛ্͔ΒධՁ͢Δ.

2.2 ओఆཧ

QBϞσϧʹରͯ࣍͠ΛԾఆ͢Δɿ
(QB.1) ֤ j = 1, 2, 3, 4ʹରͯ͠, BJ  AͱڧՄͰ͋Δ.͢ͳΘͪ, BJ ͷεϖΫτϧଌͱ AͷεϖΫτϧଌՄͰ

͋Δ.
(QB.2) λ ∈ D(ωQB) ∩ D(ω−1/2QB ).
R+ := {g ∈ R | g > 0}ͱ͢Δ.
ఆཧ 2

(QB.1),(QB.2)ΛԾఆ͢Δ. ͜ͷ࣌,શͯͷ (g1, g2, g3, g4) ∈ R3 × R+ ʹରͯ͠ HQB  D(HQB) = D(HQB
0 ) ∩ D(H4)্ͷࣗݾ

.ૉͰ͋Δ༺࡞ڞ
(QB.3) ωQB ࣍ͷ (1) ͱ (2) Λຬͨ͢. (1) ू߹ KωQB := {k ∈ Rd |ωQB(k) = 0} ͷϧϕʔάଌ 0 Ͱ͋Δ. ·ͨ,

ωQB ∈ C∞(Rd\KQB)ཱ͕͢Δ. (2)ϧϕʔάଌ 0ͷ෦ू߹ K ⊂ Rd ͕ଘ࣍,͠ࡏΛຬͨ͢:

ωQB ∈ C∞(Rd\K),
∂ωQB
∂kn

(k) ! 0, n = 1, · · · , d, k = (k1, · · · , kd) ∈ Rd\K.

(QB.3) ͷྫͱͯ࣍͠ͷ͕ؔ͋Δ. Rd ্ͷؔ ωQB Λ ωQB(k) = |k2 + m2|p, p > 0, m ≥ 0 ͱఆٛ͢Δ. ͜
ͷ࣌, m = 0 ͷ߹ KωQB = {0}, K = ∪dn=1{(k1, · · · , kd) ∈ Rd |kn = 0} ͱͳΓ, m > 0 ͷ߹ KωQB = φ,
K = ∪dn=1{(k1, · · · , kd) ∈ Rd |kn = 0}ͱͳΔ.

(QB.4) AίϯύΫτϨκϧϰΣϯτΛͭ࣋.
͜ͷ࣌,ಛʹఆ δ > 0͕ଘ͠ࡏ, 0 < δ < σ(A)\{E0(A)} − E0(A)Λຬͨ͢.

(QB.5) λ ∈ D(ω−1QB).
(QB.6) λ k j ∈ R, j = 1, · · · , dʹ͍ͭͯඍՄͰ͋Δ.
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(QB.7)
∫

Rd

∣∣∣∣
(∂ jλ(k))
ωQB(k)

∣∣∣∣
2
+
∣∣∣∣(∂ jωQB(k))

λ(k)
ωQB(k)2

∣∣∣∣
2
dk < ∞.

͜͜Ͱ, ∂ j := ∂
∂k j
Ͱ͋Δ.

(QB.8) λͷ༗քͰ͋Δ.
ɹ

ఆཧ 3
(QB.1)-(QB.8)ΛԾఆ͢Δ. ͜ͷ࣌,ҙͷ (g1, g2, g3, g4) ∈ R3 × R+ ʹରͯ͠ HQB جఈঢ়ଶΛͭ࣋.

ҙɿجఈঢ়ଶͷଘੑࡏ݁߹ఆʹ੍ݶΛֻ͚ΕԾఆ (QB.3)-(QB.8)Λ͙ͬͱݮΒ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.
(QB.9) λ ∈ C2(Rd).
(QB.10) |g3| = O(g1+α4 ) α > 0.
ɹ

ఆཧ 4
(QB.1)-(QB.10)ΛԾఆ͢Δ. ͜ͷे࣌খ͞ͳ݁߹ఆ |gj| j = 1, 2, 3, 4,ʹରͯ͠,ཱ͕࣍͢Δ.

m(HQB) ≤ m(A).

ಛʹ Aͷجఈঢ়ଶʹ͓͚Δॖୀ͕ 1Ͱ͋Δ࣌ʹ,ेখ͞ͳ݁߹ఆ |gj| j = 1, 2, 3, 4ʹରͯ͠ HQB
0 ͷجఈঢ়ଶʹ͓

͚Δॖୀ 1Ͱ͋Δ.

ݙจߟࢀ

[A1] A. Arai, An abstract sum formula and its applications to special functions, J. Math. Anal. Appl. 167 (1992), 245–265.
[A2] A. Arai, A theorem on essential selfadjointness with application to Hamiltonians in nonrelativistic quantum field theory.

J. Math. Phys. 32 (1991), no. 8, 2082-2088.
[A3] A. Arai, Essential spectrum of a self-adjoint operator on an abstract Hilbert space of Fock type and applications to

quantum field Hamiltonians. J. Math. Anal. Appl. 246 (2000), no. 1, 189-216.
[A4] A. Arai, Perturbation of embedded eigenvalues: a general class of exactly soluble models in Fock spaces. Hokkaido

Math. J. 19 (1990), no. 1, 1-34.
[AF] A. Arai and D. Funakawa, Upper Bounds on the Degeneracy of the Ground State in Quantum Field Models. Adv. Math.

Phys. Open access journal (2015).
[AH] A. Arai and M. Hirokawa, On the existence and uniqueness of ground states of a generalized spin-boson model, J. Funct.

Anal. 151 (1997), 455–503.
[AHH1] A. Arai, M. Hirokawa and F. Hiroshima, On the absence of eigenvectors of Hamiltonians in a class of massless

quantum field models without infrared cutoff, J. Funct. Anal. 168 (1999), 470–497.
[AHH2] A. Arai, M. Hirokawa and F. Hiroshima, Regularities of ground states of quantum field models, Kyushu J. Math. 61

(2007), 321–372.
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Remarks on Kato’s inequality when ∆pu is a measure

Toshio Horiuchi, Xiaojing Liu

December 25, 2015

1 Introduction

Let Ω be a bounded domain of RN (N ≥ 1). In this article, we shall study Kato’s inequality
when ∆pu is a measure. By ∆pu we denote a a p-Laplace operator:

∆pu = div (|∇u|p−2∇u), (1.1)

where 1 < p < ∞ and ∇u = (∂u/∂x1, ∂u/∂x2, . . . , ∂u/∂xN ).

The classical Kato’s inequality for a Laplacian asserts that given any function u ∈ L1
loc(Ω)

such that ∆u ∈ L1
loc(Ω), then ∆u+ is a Radon measure and the following holds:

∆u+ ≥ χ[u≥0]∆u in D′(Ω), (1.2)

where u+ = max[u, 0]. A similar inequality holds when ∆u is replaced by ∆pu under additional
assumptions on distributional derivatives of u ∈ L1

loc(Ω) (see e.g. [7, 8, 10] ).
Our main result ( see Theorem 2.1 and Corollary 2.1 below) further extends Kato’s inequality

involving ∆p to the case where ∆pu ∈ M(Ω), where M(Ω) denotes the space of Radon measures
on Ω. In other words, µ ∈ M(Ω) if and only if , for every ω ⊂⊂ Ω, there exists Cω > 0 such
that |

∫
Ω ϕ dµ| ≤ Cω||ϕ||L∞ , for any ϕ ∈ C∞

c (ω).
We begin with recalling that for any µ ∈ M(Ω) can be uniquely decomposed as a sum of

two Radon measures on Ω (see e.g. [4, 6]) : µ = µd + µc, where
⎧
⎪⎨

⎪⎩

µd(A) = 0 for any Borel measurable set A ⊂ Ω such that Cp(A,Ω) = 0,

|µc|(Ω \ F ) = 0 for some Borel measurable set F ⊂ Ω such that Cp(F, Ω) = 0.

(1.3)

Here by Cp(K, Ω) we denote a p-capacity of a Borel set K relative to Ω (for the precise definition
see Definition 2.3 in §2). We note that (µd)+ = (µ+)d and (µc)+ = (µ+)c hold by the definition.

Then we recall an admissible class of functions for the strong maximum principle in [10]:

Definition 1.1. (Admissible class in W 1,p∗

loc (Ω)) Let 1 < p < ∞ and p∗ = max(1, p − 1). A
function u ∈ W 1,p∗

loc (Ω) is said to be admissible if and only if ∆pu ∈ M(Ω) and there exists a
sequence {un}∞n=1 ⊂ W 1,p

loc (Ω) ∩ L∞(Ω) such that:

1. un → u a.e. in Ω, un → u in W 1,p∗

loc (Ω) as n → ∞.

2. ∆pun ∈ L1
loc(Ω) (n = 1, 2, · · · ) and

sup
n

|∆pun|(ω) < ∞ for every ω ⊂⊂ Ω. (1.4)

1
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Proposition 1.1. 1. Assume that a function u ∈ W 1,p∗

loc (Ω) is admissible. Then u+ =
max[u, 0] and u− = max[−u, 0] are also admissible.

2. Assume that p = 2. Then a function u ∈ W 1,1
loc (Ω) is admissible if ∆u ∈ M(Ω).

3. A function u ∈ W 1,p
0 (Ω) is admissible if ∆pu ∈ M(Ω).

2 Main results

Theorem 2.1. Let N ≥ 1, 1 < p < ∞ and Ω be a bounded domain of RN . Let Φ be a C1

convex function such that 0 ≤ Φ′ < ∞ on R. Let u ∈ L1
loc(Ω) if p = 2 and let u ∈ W 1,p∗

loc (Ω) if
p ̸= 2. Assume that ∆pu ∈ M(Ω). Moreover if p ̸= 2, assume that u is admissible in the sense
of Definition 1.1. Then we have

∆pΦ(u) ≥ Φ′(u)p−1(∆pu)d − ||Φ′||L∞(R)(∆pu)−c in D′(Ω). (2.1)

From this theorem it follows that we have:

Corollary 2.1. Assume the same assumptions in Theorem 2.1. Then it holds that

∆p(u+) ≥ χ[u≥0](∆pu)d − (∆pu)−c in D′(Ω), (2.2)
∆p|u| ≥ sgn(u)(∆pu)d − |∆pu|c in D′(Ω), (2.3)

where sgn(t) = 1 for t > 0, sgn(t) = −1 for t < 0, and sgn(0) = 0.

Theorem 2.2. ( Inverse maximum principle ) Let N ≥ 1, 1 < p < ∞ and let Ω be a
bounded domain of RN . Let u ∈ L1

loc(Ω) if p = 2 and let u ∈ W 1,p∗

loc (Ω) if p ̸= 2. Assume that
u ≥ 0 a.e. in Ω and ∆pu ∈ M(Ω). Moreover if p ̸= 2, assume that u is admissible in the sense
of Definition 1.1. Then we have

(−∆pu)c ≥ 0 in Ω. (2.4)

Example 1. Let u = |x|α for α = (p − N)/(p − 1).

1. u satisfies
∆pu = α|α|p−2cNδ,

where δ denotes a Dirac mass and cN denotes the surface area of the N -dimensional
unit ball B1. It is easy to see that |∇u| ∈ L1

loc(Ω) if and only if p > 2 − 1/N . When
1 < p ≤ 2 − 1/N holds, we can consider u as a renormalized solution. We recall that if
p ≤ 2 − 1/N , then we cannot expect the solution of an equation of the form ∆pu = f (a
Radon measure) to be in W 1,1

loc (Ω). For the detail, see e.g. [1, 2, 5, 11, 12].

2. If 2 − 1/N ≤ p ≤ N , then (−∆p(u+))c = (−∆pu)+c = −α|α|p−2cNδ ≥ 0. If p > N , then
(−∆p(u+))c = (−∆pu)+c = 0 and ∆p(u+) ≥ χ[u≥0](∆pu)d = α|α|p−2cNδ ≥ 0.

3. When p > 2− 1/N , u is admissible in W 1,p∗
(B1). In fact, u = |x|α is approximated by a

sequence of admissible functions vα(n) = |x|α(n) ∈ L1(B1) where α(n) = α + 1/(n(p − 1))
(n = 1, 2, · · · ). Then, in the sense of measures we have

∆pvα(n) =
1
n
|α(n)|p−2α(n)|x|1/n−N → ∆pu as n → ∞.

Therefore there exits a sequence {nα(n)} such that {nα(n)} → ∞ as n → ∞ and a sequence
of mollification {(vα(n))

nα(n)
ρ } satisfies the conditions in Definition 1.1

2
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3 Lemmas

Let us describe lemmas which are useful for the proof of the main results. Given k > 0, we
denote by Tk:R → R a truncation function

Tk(s) :=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

k if s ≥ k,
s if −k < s < k,
−k if s ≤ −k.

(3.1)

Since Tk|R+ is concave, we have the following lemma in the spirit of the standard L1-version of
Kato’s inequality (see [9]).

Lemma 1. Assume that v ∈ W 1,p
loc (Ω), ∆pv ∈ L1

loc(Ω) and v ≥ 0 a.e. in Ω. Then, for any
k ≥ 0 we have

∆p(Tk(v)) ≤ tk(v)∆pv in D′(Ω), (3.2)
where the function tk : R+ → R is given by

tk(s) :=

{
1 if 0 ≤ s ≤ k,

0 if s > k.

Lemma 2. Let N ≥ 1, 1 < p < ∞, p ̸= 2 and Ω be a bounded domain of RN . Let Φ be a C1

convex function such that 0 ≤ Φ′ < ∞ on R. Let u ∈ W 1,p∗

loc (Ω). Assume that u is admissible
in the sense of Definition 1.1. Then we have the followings:

1. Tk(u) ∈ W 1,p
loc (Ω) for every k > 0. Moreover, given ω ⊂⊂ ω′ ⊂⊂ Ω, there exist positive

constant C such that
∫

ω
|∇Tk(u)|p ≤ Ck

(∫

ω′
|∆pu| +

∫

ω′
|∇u|p−1

)
, (3.3)

where positive constant C are independent on each u.

2. If u ≥ 0 a.e. in Ω, then ∆p(Tk(u)) is a Radon measure for every k > 0 and we have

∆p(Tk(u)) ≤ (∆pu)+ in Ω. (3.4)

The next lemma is seen in [3]; Theorem 2.1.

Lemma 3. Let 1 < p < ∞. Let ν ∈ M(Ω). Then ν ∈ L1(Ω) + W−1,p′
(Ω) if and only if ν is a

diffuse measure. Here p′ = p/(p − 1) and W−1,p′
(Ω) is the dual space of W 1,p

0 (Ω).

When p = 2, the next lemma is seen in [4]; Lemma 2.1.

Lemma 4. Assume that ν ∈ M(Ω) is a diffuse measure with respect to p-capacity ( i.e. νc = 0).
Let {vn} be a sequence in L∞(Ω) ∩ W 1,p

0 (Ω) such that ||vn||∞ ≤ C and vn → v weakly in
W 1,p

0 (Ω). Then
vn → v in L1

loc(Ω; dν).
Equivalently, there exists a subsequence {vnk} converging to v |ν|-a.e. in Ω. Here L1

loc(Ω; dν) =
{f :

∫
ω |f | dν < ∞,∀ω ⊂⊂ Ω}

Without loss of generality in the proof of Theorem 2.1, we may assume that Φ ∈ C2(R),
0 ≤ Φ′ ≤ 1 and Φ′′ has compact support in R. Since Φ is convex and Φ′ is uniformly bounded,
we see that both limit limt→±∞ Φ′(t) exist. Then we prepare the following lemma.

Lemma 5. Assume u ∈ W 1,p∗

loc (Ω) is admissible. Let ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Let Φ be a C2 convex

function such that suppΦ′′ has compact support and

sup
t∈R

(Φ′(t))p−2Φ′′(t) < ∞. (3.5)

Then Φ′(un)p−1ϕ → Φ′(u)p−1ϕ weakly in W 1,p
0 (Ω) as n → ∞.

3

259



References
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Zero-point of continuous closed 1-form and

Lusternik-Schnirelman type Category

渡邊 一義 Kazuyoshi Watanabe (東北大学理学研究科数学専攻)∗

1 Introduction

closed 1-form は Novikov 理論などいろいろな側面から研究されており, 現在では Symplectic 幾何など
数学の様々な分野で応用されている. 2002 年には M.Farber により closed 1-form に対する Lusternik-

Schnirelmann 型理論が研究された. Lusternik-Schnirelmann category とは位相空間に対して何枚の可縮な
open setで被覆できるかという量である. 古典的な Lusternik-Schnirelmann理論は多様体の categoryがなめ
らかな関数の特異点の個数の下界になっているが, 1-form にたいする Lusternik-Schnirelmann理論は 1-form

の零点の個数だけでなく, ホモクリニックサイクルという多様体上の力学系に関する情報も与える. コホモロ
ジークラスに関係する categoryを定義するために Farber は位相空間上の closed 1-form を定義した. これを
連続的な closed 1-form と呼ぶことにする. このレポートでは連続的な closed 1-form 及びコホモロジークラ
スに関係した Lusternik-Schnierelmann Category に関する要約を述べ, 多様体に限らず CW-complex 上で
連続的な closed 1-formの零点を適切に定めることで前述の Lusternik-Schnirelmann categoryに関する定理
が成立することを紹介する.

2 Continuous closed 1-form

X を CW-complex と仮定する. まず closed 1-form を一般化した, “連続的な closed 1-form“について述
べる.

Definition 1. X 上の連続的な closed 1-form 　 ω とは U = {U} を X の開被覆として連続実関数
fU : U → Rの組 {fU}U∈U で次を満たすものと定義する: 任意の組 U, V ∈ U に対して,

fU |U∩V − fV |U∩V : U ∩ V → R (1)

が局所定数間数になっている

２つの 1-forms{fU}U∈U , {gV }V ∈V が 1-formとして一致するとは {fU , gV }U∈U ,V ∈V が再びX 上の連続的
な closed 1-formになっていると定義する. 任意の X 上の連続関数 f : X → Rは開被覆として U = {X}を
とって closed 1-formとしてあらわされる. それをｄｆとあらわす.

ω = {fU}U∈U を連続的な closed 1-formとして, γ : [0, 1] → X を X 上の連続的な道とする. [0, 1]の細分
t0 = 0 < t1 < ... < tN = 1を,任意の iに対して γ[ti, ti+1]が一つの開集合 Ui ∈ U に含まれるようにとる.こ

∗ email:kazuyoshi.watanabe.q5@dc.tohoku.ac.jp
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のとき, 道 γ に沿った連続的な closed 1-formω の積分を次のように定める.

∫

γ
ω =

N−1∑

i=1

[fUi(γ(ti+1))− fUi(γ(ti))] (2)

この積分は細分や開被覆の取り方に依らない.

Lemma 1. X 上の始点と終点が同じ道 γ, γ′ に対して,両者が境界について,ホモトピックであるなら, 連続
的な closed 1-formのそれぞれの道に沿った積分の値は一致する

3 Category with respect to a cohomology class

Lusternik-Schnirelmann category はいかに位相空間が複雑かを示す量であった. 　以下の定義はその
categoryを 1-formのあらわす方向にどれだけ複雑かを示す量として拡張したものである.

Definition 2. X を有限型の CW-complex として, ξ ∈ H1(X;R)をコホモロジークラスとする. cat(X, ξ)

を任意の自然数 N > 0 に対してつぎを満たす開被覆が存在するような最小の整数 k とする.

X = F ∪ F1 ∪ · · · ∪ Fk, (3)

(a)j = 1, ..., k に対し, 包含写像 Fj → X はそれぞれ null-homotopic.

(b) あるホモトピー ht : F → X (t ∈ [0, 1]) があって次を満たす:

h0 は包含写像 F → X であり, 任意の F 上の点 x ∈ F に対して
∫
γx

ω ≤ −N が成り立つ. ここで ω は ξ

をあらわす連続的な closed 1-formとして, また γx(t) = ht(x)である.

Remark

古典的な Lusternik-Schnirelmann categoryとの比較をする. 一般には次が成立する.

cat(X, ξ) ≤ cat(X) (4)

ここで cat(X)は Lusternik-Schnirelmann categoryをあらわす.

また, コホモロジーが 0の時, 両者は一致する.

cat(X, 0) = cat(X) (5)

4 The Estimate of the number of zeros

ここでは, 連続的な closed 1-formの零点を定める. 1-formの定める力学系を利用して, 零点を定めたい.

Definition 3. ω = {fU}U∈U をX 上の連続的な closed 1-formとする. ωの勾配的な流れとは, X 上の連続
的な流れ ϕt で U − (Fix(ϕt) ∩ U)上, fU は流れに沿って狭義単調減少になっていることである.

また, ω の任意の勾配的な流れに対して, 点 p ∈ X が固定点になっているとき, 点 pは ω の零点である, と
いう.
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古典的な Lusternik-Schnirelman categoryの理論では categoryが滑らかな関数の臨界点の下界になってい
た. 1-formに関する場合, 力学系が特殊な状況であれば, 零点の下界になっていることがわかる. まず固定点
と categoryの関係を述べる.

Theorem 1. X を有限型の CW-complex とし, ω を X 上の ξ ∈ H1(X;R) をあらわす連続的な closed

1-formとする. ϕを ω の勾配的な流れとして固定点が 0 < k < ∞個あるとする. このとき k ≤ cat(X, ξ)な
らば, ϕはホモクリニックサイクルを持つ.

ホモクリニックサイクルとは流れの軌跡の列 γ1(t), γ2, ..., γn(t)があって i = 1, ..., n− 1に対して次の式が
成り立つもののことである.

lim
t→+∞

γi(t) = pi+1 = lim
t→−∞

γi+1(t), lim
t→+∞

γn(t) = p1 = lim
t→−∞

γ1(t). (6)

零点の定義より, 次がわかる.

図 1 Homoclinic cycle

Corollary 1. X を有限型の CW-complex とし, ω を X 上の ξ ∈ H1(X;R) をあらわす連続的な closed

1-formとする.

(1) ω が有限個の零点 p1, .., pk をもつとする. もし k < cat(X, ξ)ならば, p1, .., pk を固定点とするような
ω の勾配的な流れはホモクリニックサイクルを持つ.

(2)ω がホモクリニックサイクルを持たないような勾配的な流れをもつとすると, ω は少なくとも cat(X, ξ)

個の零点を持つ.

5 Examples

連続的な closed 1-formと categoryの計算例を挙げる.

種数２の閉曲面 T1 とそれの穴を一つつぶしたようなもの T2 を考え, 図のように穴に対して回るように
1-formをとる. すると, T1 の方は滑らかな多様体となり, 1-formは滑らかなものとしてとれる. 一方 T2 に対
しては, 多様体ではなく, 1-formは連続的な closed 1-formとしてあらわすことができる. つまり, Farber氏
の方法では dθ1 を測ることができても, dθ2 をみることはできない. だが, ここで述べた方法により, dθ2 の零
点も定義されることができ, 個数も測ることができる.

ここで T1 上で, dθ1 の零点の個数は 2個であり, cat(T1, [dθ1]) = 1である.

また, T2 上で, dθ2 の零点の個数は 1個であり, cat(T2, [dθ2]) = 1である.
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図 2 T1 図 3 T2
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同変 Čech-de Rham理論とその応用

藤沢 好 (Ko FUJISAWA)∗

1 序
多様体の位相不変量を調べる一つの道具として de Rhamコホモロジーと呼ばれるものがある. すなわちM

を C∞ 多様体とするとき, その上の p次微分形式全体を Ωp(M)とし外微分 dを考えると d2 = 0が成り立ち,

これより de Rhamコホモロジー
H∗(M) = Kerd/Imd

が定義される. これは比較的ベタな計算で多様体の不変量を求められうる対象ではあるが, まだボンヤリして
いる点がある. たとえば E → M をベクトル束とするとき, その上の微分形式のファイバー積分は通常ファ
イバー方向に関してコンパクトな台を持つ必要がある. これでは, たとえば Thom類などを考える場合, それ
を代表する微分形式が（適当な正規化により）式としてボンヤリしてしまいがちで, 特性類や種々の不変量を
ベタな計算で導出するのに不向きである. これらの欠点を解消する一つ方法として諏訪立雄教授の Čech-de

Rham理論がある. 本稿ではこの Čech-de Rham理論をその同変版へ拡張したもの、すなわち Lie群の作用
が与えられた空間に対して定義される不変量である同変コホモロジーへ拡張した理論について簡単に説明する
（通常の Čech-de Rham理論は群が自明に作用する特殊な場合だと思えることに注意しておく）

2 Cartan複体による同変コホモロジーの定義
G をコンパクト Lie 群, その Lie 環を g M を G-多様体とする. このとき Lie 環 g には G の随伴作用

Adg : g → gがあり, また de Rham複体 Ω∗(M) には g−1 ∈ Gによる左移動 L−1
g から誘導される引き戻し

g∗ := (Lg−1)∗ : Ω∗(M) → Ω∗(M)によって作用する.

定義 2.1 M 上の同変微分形式とは，多項式写像 α : g → Ω∗(M)で次の図式が可換となるものをいう：

g
α !!

Adg

""

Ω∗(M)

g∗

""
g α

!! Ω∗(M)

これは Ω∗
G(M) := (S(g∗)⊗ Ω∗(M))G（S(g∗)は g∗ の対称代数, もしくは g上の多項式環）の元とみなされ,

次のようにして DGAをなす:

degα = 2(多項式次数) + (微分形式の次数)

deqα(X) = dα(X)− ιXα(X) (X ∈ g)

∗ 北海道大学大学院理学院数学専攻 s143035@math.sci.hokudai.ac.jp
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ここで ιX はベクトル場 XM = d
dt |t=0 exp(−tX) による内部微分である.

定義 2.2 (Ω∗
G(M), deq)を Cartan複体と呼び, そのコホモロジー

H∗
G(M) = kerdeq/Imdeq

をM の同変 de Rhamコホモロジーと呼ぶ

3 同変 Čech-de Rhamコホモロジー
簡単のため（また応用のため）G-多様体M が 2つの G-不変な開集合による被覆 U = {U0, U1}を持つもの
とする.

定義 3.1 M の被覆 U に対して

Ωr
G(U) = Ωr(U0)⊕ Ωr(U1)⊕ Ωr−1(U0 ∩ U1)

Deq : Ωr
G(U) → Ωr+1

G (U), (ξ0, ξ1, ξ01) '→ (deqξ0, deqξ1, ξ1 − ξ0 − deqξ01)

を考えると, (Ω∗
G(U), Deq)は複体をなし, これを Čech Cartan複体と呼ぶ. またそのコホモロジーを H∗

G(U)
と書き, U に関する同変 Čech-de Rhamコホモロジーと呼ぶ.

定理 3.2 自然な準同型 r : Ωr
G(M) → Ωr

G(U0)⊕ Ωr
G(U1)は次のコホモロジーの同型を誘導する:

Hr
G(M)

∼→ Hr
G(U)

これは U に従属する同変 1の分割を用いて証明される. 同変 Čech-de Rhamコホモロジーを用いれば自然
に同変相対 de Rhamコホモロジーが定義される:

定義 3.3 (Ω∗
G(U), Deq)の部分複体として

Ωr
G(U , U0) = {ξ = (ξ0, ξ1, ξ01) ∈ Ωr

G(U) | ξ0 = 0}

を考え, このコホモロジーを H∗
G(U , U0)と書き, 同変相対 de Rhamコホモロジーと呼ぶ

定義 3.4 π : E → M を G-同変 r 次元ベクトル束とする（すなわち群が束写像として作用しているベクト
ル束）. このとき E の G-被覆 W = {W0,W1} を W0 = E \ M, W1 = E と定める. またある G-不変な
Riemann計量に関する E の

π1 : T1 → M を閉単位 r-球束, π01 : T01 → M を単位 (r − 1)-球面束

を考える（ただし T01 は T1 の境界の向きと逆）. このときファイバー積分 π∗ を次のように定める:

π∗ : Ωp
G(W,W0) → Ωp−r

G (M), α = (0,α1,α01) '→ π∗α := (π1)∗α1 + (π01)∗α01

ここで (π1)∗ および (π01)∗ は通常のファイバー積分である

定理 3.5 ファイバー積分 π∗ : Ωp
G(W,W0) → Ωp−r

G (M)はコホモロジーの準同型を誘導する:

π∗ : Hp
G(W,W0) → Hp−r

G (M)

266



定理 3.6 次の ψE
eq ∈ Hr

G(W,W0)を同変 Thom類と呼ぶ：

π∗ : Hr
G(W,W0) → H0

G(M), π∗ψ
E
eq = 1

これは次のような同変 Čech-de Rhamコサイクルで代表される:

(0,π∗εeq,−ψeq) ∈ Ωr
G(W,W0)

ここで εeq はM 上の deq-閉同変 r-形式（同変 Euler類）, ψeq は E \M 上の同変 (r− 1)-形式（同変角形式）
で以下の等式を満たす

deqψeq = −π∗εeq on E \M, −(π01)∗ψeq = 1

4 同変特性類とその局所化
3章では同変 Thom類の比較的明示的なコサイクルの表示を見たが, この章では同変 Chern-Weil理論と諏
訪理論を利用して同変 Thom類の同変 top Chern類の局所化による定式化について論じる. これはベタな微
積の計算で確かめることができ, Mathai-Quillenらによるフェルミオン積分や超対称性の言葉を経由した同変
Thom形式の表示と比べて頗る初等的である. 以下では π : E → M を G-同変 r-次元ベクトル束とし, E に値
を持つ微分形式 Ω∗(M,E)には自然な G作用が与えられているとする.

定義 4.1 接続 ∇ : Ω∗(M,E) → Ω∗+1(M,E)で

g ·∇ = ∇ · g

を満たすものを G-不変接続と呼ぶ.

定義 4.2 G-不変接続 ∇に対し

(∇eqα)(X) := (∇− ιX)α(X) α ∈ S(g∗)⊗ Ω∗(M,E)

を G-同変接続と呼び，このとき

∇eq : Ω∗
G(M,E) → Ω∗+1

G (M,E)

となり, また Keq(X) = (∇eq)(X)2 + LE
X を G-同変曲率と呼ぶ. ここで LE

X は Ω0
G(M,E)への G作用から

誘導される無限小変換で, このとき自然にKeq ∈ Ω2
G(M,End(E))とみなせる.

定義 4.3 不変多項式 φ : M(r,C) → Cに対して G-同変特性類が

φ(E)eq = [φ(∇eq)] := [φ(Keq)] ∈ H∗
G(M)

で定まる

これは通常の Chern-Weil理論と同様に Bottの difference formを用いて同変接続の取り方に依らず定義され
ることがわかる.

定義 4.4 π : E → M 上の同変接続 ∇eq に対し同変 Chern形式を

c∗(∇eq) := det(Ir +

√
−1

2π
Keq) = 1 + cieq(∇eq) + · · ·+ cleq(∇eq)
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で定め, そのコホモロジー類

c∗eq(E) = 1 + c1eq(E) + · · ·+ cleq(E) ∈ H∗
G(M)

を同変 Chern類と呼ぶ

これらの同変特性類は通常の同変コホモロジーの元として定められたが, 次に同変 Čech-de Rhamコホモロ
ジーにおける同変特性類について考える.

U = {U0, U1} をM の G-被覆とし, ∇0
eq を E|U0 上の G-同変接続, ∇1

eq を E|U1 上の G-同変接続とする.

このとき同変接続 ∇̃eq = (1− t)∇0
eq + t∇1

eq : E × R → M × Rと自然な射影 ρ : M × [0, 1] → M に対して
Bottの difference formを

φ(∇0
eq∇1

eq) := ρ∗φ(∇̃eq) ∈ Ω∗
G(U0 ∩ U1)

と定めると, これは
Deqφ(∇0

eq,∇1
eq) = φ(∇1

eq)− φ(∇0
eq)

を満たす. これより
φ(∇∗

eq) = (φ(∇0
eq),φ(∇1

eq),φ(∇0
eq,∇1

eq)) ∈ ΩG(U)

は Deq-閉で同変 Čech de Rhamコサイクルを定める

定理 4.5 同型 r : Hr
G(M)

∼→ Hr
G(U) により，φ(E)eq = [φ(∇∗

eq)]．

この定理より [φ(∇∗
eq)]は同変 Čech-de Rhamコホモロジーにおける同変特性類と呼ぶに相応しいものであ

ることがわかる. また [φ(∇∗
eq)]は接続の組の取り方に依らずに定まる.

次に同変特性類の局所化について簡単に説明する:

S ⊂ M を G-不変閉部分多様体とし, U0 = M \ S, U1 を S の G-不変な開近傍とする. このとき
U = {U0, U1}はM の G-被覆となり, このとき短完全系列

0 → Ω∗
G(U , U0) → Ω∗

G(U) → Ω∗
G(U0) → 0

から誘導されるコホモロジーの完全系列

· · · → H∗
G(M,M \ S) → H∗

G(M) → H∗
G(M \ S) → · · ·

がある. このときある幾何学的な理由で特性類 φG(E)eq ∈ H∗
G(M)(= H∗

G(U))が H∗
G(M \ S)で消滅すると

きがあり, このとき系列の完全性より H∗
G(M,M \ S)(= H∗

G(U , U0))に φ(E)eq に対応する元があるが, 一般
にこれは一意ではない. しかし実は特性類が微分形式のレベルで消滅している場合には対応する元が一意に定
まる. これを特性類 φG(E)eq の局所化と呼ぶ. その特別な場合として次の状況を考える.

G-同変ベクトル束 π : E → M に対しW = {W0,W1}を 3章と同様にして定める. このとき対角切断

s∆ : E → π∗E

を考える. また D0
eq を s∆-trivialな π∗E のW0 上の同変接続, D1

eq を π∗E のW1 上の同変接続とする. この
とき cr(π∗E, s∆)eq を

cr(D∗
eq) = (0, cr(D1

eq), c
r(D0

eq, D
1
eq)) ∈ Ω2r

G (W,W0)

で代表されるコホモロジー類とする.
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定理 4.6 上の設定のもと, 次の等式が成り立つ.

cl(π∗E, s∆)eq = ψE
eq

注意 4.7 たとえばこの等式を 1点が底空間の場合, すなわちベクトル束 π : Cl → {0}の場合で考えるとD0
eq

や D1
eq は具体的に与えることで、直接計算で上の等式を確かめることができる.
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Ricci ソリトンとその種々の一般化について
只野　誉 (Homare TADANO)∗

概 要
In this note, stimulated by M. Fernández-López and E. Garćıa-Ŕıo, we shall
give an upper diameter bound for compact shrinking Ricci solitons in terms
of the range of the scalar curvature. As an application, we shall provide
a new sufficient condition for four-dimensional compact shrinking Ricci
solitons to satisfy the Hitchin–Thorpe inequality. We shall also consider
some generalizations of Ricci solitons and give corresponding theorems.

1. Ricci ソリトン

近年, Ricci フローは多様体上の標準的計量の構成において大きな成功を収め, 微分
幾何学における主要な道具としてその地位を確立した. Ricci ソリトンは Hamilton [19]

によって導入され, Perelman [29, 30, 31] による Poincaré 予想の証明において重要な
役割を果たした. Ricci ソリトンは Ricci フローの自己相似解に対応する点で重要な研
究対象であり, 理論物理学における超弦理論の文脈からも活発に調べられている [14].

Definition 1.1. 滑らかな完備 Riemann 多様体 (M, g) が Ricci ソリトン であるとは,

M 上の滑らかなベクトル場 X ∈ X(M) と実数 λ ∈ R が存在して

(1.2) Ricg +
1

2
LXg = λg

が成り立つときにいう. ここで Ricg は (M, g) 上の Ricci 曲率テンソルであり, LX は
ベクトル場 X による Lie 微分を表す. X が Killing ベクトル場なら, Ricci ソリトン
は Einstein 多様体である. この場合, Ricci ソリトンは 自明 であるという. Ricci ソリ
トン (M, g) は λ > 0,λ = 0,λ < 0 のとき, 其々 shrinking, steady, expanding で
あるという. もし, X が M 上の滑らかな函数 f : M → R の勾配ベクトル場を用いて
X = ∇f と書けるならば, Ricci ソリトンは 勾配 Ricci ソリトン であるという. f を
ベクトル場 X のポテンシャル函数という. このとき Ricci ソリトンの式 (1.2) は

(1.3) Ricg +Hess f = λg

と書ける. ここで Hess f は f : M → R のヘッシアンを表す. ポテンシャル函数 f が
定数ならば勾配 Ricci ソリトン (M, g) は自明である.

Example 1.4. 勾配 Ricci ソリトンの典型例は標準的平坦計量を備えた Euclid 空間 Rn

であり, Gaussian ソリトン と呼ばれる. ここで函数 f : Rn → R はノルムを用いて
f(x) = 1

2 |x|
2 で与えられる. これは非コンパクトな shrinking Ricci ソリトンである.
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一方, コンパクト多様体上の非自明な Ricci ソリトンは 4次元以上の shrinking 勾配
Ricci ソリトンであることが知られており [7], その具体例は (M, g) が Kähler 多様体の
場合に小磯 [22], Cao [6], Wang-Zhu [43] らが構成している. Ricci ソリトン (M, g) が
与えられると, 時間 t に依存するベクトル場 Yt := − 1

2λtX により生成されるフロー ϕt

で g を引き戻して得られる M 上の Riemann 計量 g(t) = −2λtϕ∗
tg は Ricci フロー

∂g

∂t
(t) = −2Ricg(t)

の解になる. Ricci ソリトンは Ricci フローの自己相似解に対応し, このフローの特異
点モデルとして現れるだけでなく, Li–Yau–Hamilton 不等式の研究においても重要な
役割を演じる [7, 10, 20]. Perelman [29, 30, 31] による Poincaré 予想の解決において
Ricci ソリトンが中心的な役割を果たして以降, 多くの数学者の注目を集めている.

2. コンパクト性と直径評価

本稿を通して全ての多様体は連結で滑らかであり, 境界を持たないと仮定する. 完備
Riemann 多様体に対してそのコンパクト性や直径を調べることは基本的な問題の一つ
であり, 次の Myers の定理が有名である：
Theorem 2.1 (Myers [28]). Let (M, g) be an n-dimensional complete Riemannian

manifold. If there exists some positive constant λ > 0 such that Ricg ! λg, then (M, g)

is compact with finite fundamental group. Moreover,

diam(M, g) " π

√
n− 1

λ
.

また, コンパクト性に関しては次の Ambrose の定理がよく知られている：
Theorem 2.2 (Ambrose [1]). Let (M, g) be a complete Riemannian manifold. Suppose

that there exists some point p ∈ M for which every geodesic γ : [0,∞) → M emanating

from p satisfies ∫ ∞

0

Ricg(γ̇(s), γ̇(s))ds = +∞.

Then (M, g) is compact.

完備 Riemann 多様体 (M, g) と M 上のベクトル場 X ∈ X(M) に対して

RicX := Ricg +
1

2
LXg, Ricf := Ricg +Hess f

とおき, これらを Bakry–Émery Ricci 曲率と呼ぶ. Ricci ソリトンは Einstein 多様体
の一般化であるから Myers の定理のような基本的な性質が Ricci ソリトンに対して拡
張出来ないか考えることは自然である. 然し乍ら Bakry–Émery Ricci 曲率の正値性は
Ricci ソリトンのコンパクト性を導かない. 実際, Example 1.4 で挙げた Gaussian ソリ
トンは shrinking であるが非コンパクトである. Shrinking Ricci ソリトンのコンパクト
性はそのベクトル場のノルムの有界性によって特徴付けられる. 実際, 次が成り立つ：
Theorem 2.3 (Fernández-López and Garćıa-Ŕıo [12]). Let (M, g) be a complete Rie-

mannian manifold satisfying RicX ! λg for some vector field X ∈ X(M) and positive

constant λ > 0. Then M is compact if and only if |X| is bounded on M .
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一方, Theorem 2.2 の一般化として次が成り立つ：
Theorem 2.4 ([37]). Let (M, g) be a complete Riemannian manifold. Suppose that

there exists some point p ∈ M for which every geodesic γ : [0,∞) → M emanating

from p satisfies ∫ ∞

0

RicX(γ̇(s), γ̇(s))ds = +∞

and |X| " C for some non-negative constant C ! 0. Then (M, g) is compact.

Remark 2.5. Theorem 2.4 はベクトル場 X が勾配ベクトル場の場合に Zhang [45] に
よって示されている. Theorem 2.3 は Theorem 2.4 から直ちに従う.

Bakry–Émery Ricci 曲率が正値の場合, 対応するベクトル場のポテンシャル函数が有
界であるか又はベクトル場のノルムが有界であれば, 次の Myers 型の定理が成り立つ：
Theorem 2.6 (Wei–Wylie [44]). Let (M, g) be an n-dimensional complete Riemannian

manifold satisfying Ricf ! λg for some positive constant λ > 0. If |f | " k for some

non-negative constant k ! 0, then (M, g) is compact. Moreover,

(2.7) diam(M, g) " π

√
n− 1

λ
+

4k√
(n− 1)λ

.

Theorem 2.8 (Limoncu [24]). Let (M, g) be an n-dimensional complete Riemannian

manifold satisfying RicX ! λg for some positive constant λ > 0. If |X| " k for some

non-negative constant k ! 0, then (M, g) is compact. Moreover,

(2.9) diam(M, g) " π

λ

(
k√
2
+

√
k2

2
+ (n− 1)λ

)
.

Remark 2.10. Theorem 2.6 及び 2.8 において k = 0 とすれば, これらは Theorem 2.1

に帰着される. 最近, Limoncu [25, 24] の議論を修正することで (2.7), (2.9) を改良した
直径評価が其々 [35, 36] で与えられた.

近年, 多くの数学者が Ricciソリトンに対する直径評価を与えている. 特に, 非自明な
コンパクト Ricci ソリトンに対する下からの一様な直径評価はWitten ラプラシアンの
第一固有値の下界評価との関連で二木–佐野 [16]によって与えられ,その後, Andrews–Ni

[2], Chu–Hu [11], 二木–Li–Li [15] らによって改良された：
Theorem 2.11 (Futaki–Li–Li [15]). Let (M, g) be an n-dimensional non-trivial com-

pact shrinking Ricci soliton satisfying (1.3). Then

diam(M, g) ! 2(
√
2− 1)π√
λ

.

一方, Fernández-López と Garćıa-Ŕıo [13] はコンパクト Ricci ソリトンに対する下
からの直径評価を Ricci 曲率とスカラー曲率を用いて与えた：
Theorem 2.12 (Fernández-López and Garćıa-Ŕıo [13]). Let (M, g) be an n-dimensional

compact shrinking Ricci soliton satisfying (1.3). Then

diam(M, g) ! max

{√
Rmax − nλ

λ(C − λ)
,

√
Rmax − nλ

λ(λ− c)
, 2

√
Rmax − nλ

λ(C − c)

}
.
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但し, 本稿を通して

C := max
v∈TM

{Ricg(v, v) : |v| = 1}, c := min
v∈TM

{Ricg(v, v) : |v| = 1}

は其々 (M, g) の単位球束上の Ricci テンソルの最大値及び最小値を表し,

Rmax = max
M

R, Rmin = min
M

R

は其々スカラー曲率 R の M 上の最大値及び最小値を表す. 定義から cg " Ricg " Cg

が成り立つ. Theorem 2.6 を受けて Fernández-López と Garćıa-Ŕıo [13] はコンパクト
Ricci ソリトンの上からの直径評価はスカラー曲率の振幅を用いて与えられるだろうと
予想した. 次の直径評価はこの予想に対する肯定的な答えを与える：

Theorem 2.13 ([36]). Let (M, g) be an n-dimensional compact shrinking Ricci soliton

satisfying (1.3). Then

(2.14) diam(M, g) " 1

λ

(
2
√

Rmax −Rmin +
√
4(Rmax −Rmin) + (n− 1)λπ2

)
.

Remark 2.15. Theorem 2.13 において Ricci ソリトンが定スカラー曲率を持てば, Ricci

ソリトンは Einstein 多様体になり, 直径評価 (2.14) は Myers [28] によって示された正
の Einstein 定数を持つ Einstein 多様体に対する直径評価に帰着される.

3. Hitchin–Thorpe 不等式への応用

Hitchin [21] と Thorpe [39] は 4 次元コンパクト多様体 (M, g) が Einstein 計量を許
容すれば, M の Euler 数 χ(M) と符合 τ(M) は不等式

(3.1) 2χ(M) ! 3|τ(M)|

を満たすことを示した. 言い換えれば, この不等式を満たさぬ 4 次元コンパクト多様
体は Einstein 計量を許容しない. (3.1) を Hitchin–Thorpe 不等式という. (3.1) は
Einstein 計量の存在に対する障害を与えるが, 逆に (3.1) を満たすにも拘らず Einstein

計量を許容しない無限個の 4 次元多様体が LeBrun [23] によって構成されている.

Ricciソリトンは Einstein多様体の自然な一般化であるから, 4次元コンパクト Ricci

ソリトンの存在に対する障害が予想される. Ma [26] はスカラー曲率に関する条件の下
で 4 次元コンパクト Ricci ソリトンに対する Hitchin–Thorpe 不等式を示した：

Theorem 3.2 (Ma [26]). Let (M, g) be a four-dimensional compact shrinking Ricci

soliton satisfying (1.3). If the scalar curvature R satisfies

(3.3)

∫

M

R2 " 24λ2vol(M, g),

then the soliton (M, g) satisfies the Hitchin-Thorpe inequality 2χ(M) ! 3|τ(M)|.

また, Fernández-López と Garćıa-Ŕıo [13] は Theorem 2.12 を応用して, コンパクト
Ricciソリトンに対する上からの直径評価を仮定することで同様の十分条件を与えた：
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Theorem 3.4 (Fernández-López and Garćıa-Ŕıo [13]). Let (M, g) be a four-dimensional

compact shrinking Ricci soliton satisfying (1.3). If

diam(M, g) " max

{√
2

C − λ
,

√
2

λ− c
, 2

√
2

C − c

}
,

then the soliton satisfies the Hitchin–Thorpe inequality 2χ(M) ! 3|τ(M)|.

一方, Theorem 2.13 を応用して, コンパクト Ricci ソリトンに対する 下から の直径
評価を仮定することで新たな十分条件を与えることが出来る：

Theorem 3.5 ([36]). Let (M, g) be a four-dimensional compact shrinking Ricci soliton

satisfying (1.3). If

(3.6)

√
Rmax −Rmin

λ2
(16 + 6π2) " diam(M, g),

then the soliton satisfies the Hitchin–Thorpe inequality 2χ(M) ! 3|τ(M)|.

Remark 3.7. Theorem 3.5 において Ricci ソリトンが定スカラー曲率を持てば, Ricci

ソリトンは Einstein 多様体になり (3.6) は自動的に満たされ, Hitchin [21] と Thorpe

[39] によって示された Einstein 多様体に対する Hitchin–Thorpe 不等式に帰着される.

4. 種々の一般化

近年の Ricci フロー及び Ricci ソリトンの発展を背景に, 多くの数学者がそれらの
一般化を考えている. この章では, それらの一般化のうち Ricci almost ソリトンと
quasi–Einstein 多様体に焦点を当てる.

4.1. Ricci almost ソリトン
Ricci almost ソリトンは Pigola–Rigoli–Rimoldi–Setti [32] によって導入された.

Definition 4.1. 滑らかな完備 Riemann 多様体 (M, g) が Ricci almost ソリトン であ
るとは, M 上の滑らかなベクトル場 X ∈ X(M) と函数 λ ∈ C∞(M) が存在して

(4.2) Ricg +
1

2
LXg = λg

が成り立つときにいう. X が Killing ベクトル場で dimM ! 3 なら, Ricci almost ソリ
トンは Einstein 多様体である. この場合, Ricci almost ソリトンは 自明 であるという.

Ricci almost ソリトン (M, g) は λ > 0,λ = 0,λ < 0 のとき, 其々 shrinking, steady,

expanding であるという. もし, X が M 上の滑らかな函数 f : M → R の勾配ベクト
ル場を用いて X = ∇f と書けるならば, Ricci almost ソリトンは 勾配 Ricci almost

ソリトンであるという. f をベクトル場 X のポテンシャル函数という. このとき Ricci

almost ソリトンの式 (4.2) は次の式に帰着される：

(4.3) Ricg +Hess f = λg.
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全ての奇数次元単位球面は非自明な勾配 Ricci almost ソリトンの構造を許容するこ
とが知られている [17]. 函数 λ ∈ C∞(M) が定数ならば, Ricci almost ソリトンは Ricci

ソリトンである. 近年, 多くの数学者が Ricci ソリトンに対応する理論を Ricci almost

ソリトンに対して拡張している. 例えば, Perelman の結果 [29] からコンパクト多様
体上の Ricci ソリトンは勾配 Ricci ソリトンであるが, Barros–Batista–Ribeiro Jr. [4]

はコンパクト多様体上の Ricci slmost ソリトンが定スカラー曲率を持てば, 勾配 Ricci

almost ソリトンになることを示した. 一方, Sharma の結果 [34] によって完備 K-接触
多様体上の勾配 Ricci ソリトンは佐々木–Einstein 多様体になるが, Ghosh [17] はコン
パクト K-接触多様体上の勾配 Ricci almost ソリトンは単位球面に等長同型な佐々木多
様体になることを示した. なお, Kähler 多様体上の勾配 Ricci almost ソリトンは勾配
Ricciソリトンであることが知られている [27]. Ricci almostソリトンは Ricciソリトン
の自然な一般化であるから, Ricci ソリトンの場合と同様に 4 次元コンパクト Ricci ソ
リトンの存在に対する障害が予想される. Brasil–Costa–Ribeiro Jr. [5] は次を示した：

Theorem 4.4 (Brasil–Costa–Ribeiro Jr. [5]). Let (M, g) be a four-dimensional com-

pact gradient Ricci almost soliton with positive scalar curvature satisfying (4.3). If the

scalar curvature satisfies ∫

M

R2dµ " 6

∫

M

λRdµ,

then the soliton (M, g) satisfies the Hitchin–Thorpe inequality 2χ(M) ! 3|τ(M)|.

Chen の結果 [9] により, 完備 Riemann 多様体上の shrinking Ricci ソリトンのスカ
ラー曲率は非負であるから, Ricci almost ソリトンが Ricci ソリトンに帰着されるとき,

Theorem 4.4 は Ma [26] による Theorem 3.2 に一致する.

Riemann 幾何学における最も重要な問題の一つは, Riemann 多様体がどのような条
件下で球面に等長同型か調べることである. Brasil–Costa–Ribeiro Jr. [5]は 4次元のコ
ンパクト勾配 Ricci almost ソリトンが S4 と等長同型であるための十分条件を与えた：

Theorem 4.5 (Brasil–Costa–Ribeiro Jr. [5]). Let (M, g) be a four-dimensional com-

pact gradient Ricci almost soliton with positive scalar curvature satisfying (4.3). If the

scalar curvature satisfies
∫

M

R2dµ " 6

∫

M

λRdµ− 192π2,

then the soliton is isometric to the standard sphere S4.

特に Ricci almost ソリトンが Ricci ソリトンに帰着されるとき, Theorem 4.5 は 4 次
元のコンパクト Ricci ソリトンが S4 と等長同型であるための十分条件を与える：

Theorem 4.6 (Brasil–Costa–Ribeiro Jr. [5]). Let (M, g) be a four-dimensional com-

pact shrinking Ricci soliton satisfying (1.3). If the scalar curvature satisfies

(4.7)

∫

M

R2dµ " 24λ2vol(M, g)− 192π2,

then the soliton is isometric to the standard sphere S4.

次に, Ricciソリトンの別の一般化として Case–Shu–Wei [8]が導入した quasi–Einstein

多様体について述べる.
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4.2. Quasi–Einstein 多様体
完備 Riemann 多様体 (M, g) 上のベクトル場 X ∈ X(M) と函数 f ∈ C∞(M) に対して

RicmX := Ricg +
1

2
LXg −

1

m
X∗ ⊗X∗ Ricmf := Ricg +Hess f − 1

m
df ⊗ df

とおき, これらを m–Bakry–Émery Ricci 曲率と呼ぶ. ここで X∗ は X の双対である.

Definition 4.8. 滑らかな完備 Riemann 多様体 (M, g) が quasi–Einstein 多様体 であ
るとは, M 上の滑らかな函数 f : M → R と 0 < m " ∞ が存在して

(4.9) Ricmf = λg

が成り立つときにいう. f が定数函数なら, quasi–Einstein多様体は Einstein多様体であ
る. この場合, quasi–Einstein多様体は自明であるという. m = ∞なら, quasi–Einstein

多様体は Ricci ソリトンである. Quasi–Einstein 多様体 (M, g) は λ > 0,λ = 0,λ < 0

のとき, 其々 shrinking, steady, expanding であるという.

Quasi–Einstein 多様体は Riemann 多様体の直積上に Einstein 計量を構成する上で
重要な役割を果たす. 実際, 任意次元の Riemann 多様体 (M, g) と m 次元の Riemann

多様体 (N, h) に対してその直積

(M ×N, ḡ) :=

(
M ×N, g ⊕ exp

(
−2f

m

)
h

)

が Einstein 多様体になるのは (M, g) が (4.9) を満たす quasi–Einstein 多様体であり
かつ (N, h) が Einstein 多様体であるときに限る [3]. Quasi–Einstein 多様体の具体例
は Wang [41] が構成している. Ricci almost ソリトンと同様に多くの数学者が quasi–

Einstein多様体の性質を調べている. 例えば, Ricciソリトンと同様にコンパクト多様体
上の steady または expanding な quasi–Einstein 多様体は自明である [40]. また, 3 次
元以下の shrinking Ricci ソリトンは自明であるが, 2 次元の shrinking quasi–Einstein

多様体は自明である [8]. 完備 K-接触多様体上の勾配 Ricciソリトンは佐々木–Einstein

多様体になるが, 同様の事実は完備 K-接触多様体上の quasi–Einstein 多様体に対して
も成り立つ [18]. なお, Kähler 多様体上の quasi–Einstein 多様体は自明である [8].

m–Bakry–Émery Ricci 曲率に対応して, 次の Myers–Ambrose 型の定理が成り立つ：
Theorem 4.10 (Limoncu [24]). Let (M, g) be an n-dimensional complete Riemannian

manifold satisfying RicmX ! λg for some positive constant λ > 0, where m ∈ (0,∞).

Then (M, g) is compact. Moreover,

diam(M, g) " π√
λ

√
n− 1 +m.

Remark 4.11. Theorem 4.10 はベクトル場 X が勾配ベクトル場の場合に Qian [33] に
よって示されている.

Theorem 4.12 ([37]). Let (M, g) be a complete Riemannian manifold. Suppose that

there exists some point p ∈ M for which every geodesic γ : [0,∞) → M emanating

from p satisfies ∫ ∞

0

RicmX(γ̇(s), γ̇(s))ds = +∞,

where m ∈ (0,∞). Then (M, g) is compact.
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Theorem 2.12 で与えられたコンパクトな Ricci ソリトンに対する下からの直径評価
を quasi–Einstein 多様体に拡張することで, コンパクトな quasi–Einstein 多様体に対
する下からの直径評価を与えることが出来る：
Theorem 4.13 ([38]). Let (M, g) be an n-dimensional non-trivial compact shrinking

quasi-Einstein manifold satisfying (4.9) with finite m > 1. Then

diam2(M, g) ! max

{
m(m− 1)

(m− 1)(λ− c) +Rmax −Rmin
log

(
Rmax + (m− n)λ

mλ

)
,

m

C − λ
log

(
Rmax + (m− n)λ

mλ

)
,

4m(m− 1)

(m− 1)(C − c) +Rmax −Rmin
log

(
Rmax + (m− n)λ

mλ

)}
.

一方, コンパクトな quasi–Einstein 多様体に対する下からの一様な直径評価はWang

[42] によって与えられた：
Theorem 4.14 (Wang [42]). Let (M, g) be an n-dimensional non-trivial compact

shrinking quasi-Einstein manifold satisfying (4.9) with finite m ! 1. Then

(4.15) diam(M, g) ! 1√
λ
.

Theorem 4.14 は非自明な quasi–Einstein 多様体と Einstein 多様体の間に間隙定理
を与える. 実際, コンパクトな quasi–Einstein 多様体が (4.15) を満たさなければ, この
ような多様体は Einstein 多様体でなければならない. 一方, Theorem 4.13 を用いるこ
とで, quasi–Einstein 多様体に対する次の間隙定理を与えることが出来る：
Theorem 4.16 ([38]). Let (M, g) be an n-dimensional compact shrinking quasi-Einstein

manifold satisfying (4.9) with finite m > 1. Then (M, g) is trivial if and only if the

one of the following conditions holds:

(1) Ricg !

⎛

⎝1−
m(m− 1) log

(
Rmax+(m−n)λ

mλ

)
− (n−1)π2(Rmax−Rmin)

λ

m(m− 1) log
(

Rmax+(m−n)λ
mλ

)
+ (n− 1)(m− 1)π2

⎞

⎠λg,

(2) cg " Ricg "
(
λ+

cm

(n− 1)π2
log

(
Rmax + (m− n)λ

mλ

))
g for some c > 0,

(3) cg " Ricg "
((

1 +
4m(m− 1)

(n− 1)π2
log

(
Rmax + (m− n)λ

mλ

))
c−Rmax +Rmin

)
g for

some c > 0.

また, quasi–Einstein多様体に対する Hitchin–Thorpe不等式に関して,次が成り立つ：
Theorem 4.17 ([38]). Let (M, g) be a four-dimensional compact shrinking quasi-

Einstein manifold satisfying (4.9) with finite m > 1. If the scalar curvature satisfies

(4.18)

∫

M

R2dµ " 6λ
m− 2

m+ 2

∫

M

Rdµ+
72λ2

m+ 2
vol(M, g),

then the manifold (M, g) satisfies the Hitchin–Thorpe inequality 2χ(M) ! 3|τ(M)|.
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Remark 4.19. Theorem 4.17において, m = ∞とすると quasi–Einstein多様体は Ricci

ソリトンになり (4.18) は Ma によって与えられた Ricci ソリトンが Hitchin–Thorpe

不等式を満たすための十分条件 (3.3) に帰着される.

また, Theorem 4.6 を quasi–Einstein 多様体に拡張することで, 次を得る：

Theorem 4.20 ([38]). Let (M, g) be a four-dimensional compact shrinking quasi-

Einstein manifold satisfying (4.9) with finite m > 1. If the scalar curvature satisfies

(4.21)

∫

M

R2dµ " 6λ
m− 2

m+ 2

∫

M

Rdµ+
72λ2

m+ 2
vol(M, g)− 192π2m− 1

m+ 2
,

then the manifold (M, g) must be isometric to the standard sphere S4.

Remark 4.22. Theorem 4.20において, m = ∞とすると quasi–Einstein多様体は Ricci

ソリトンになり (4.21) は Brasil–Costa–Ribeiro Jr. [5] によって与えられた Ricci ソリ
トンが S4 と等長同型であるための十分条件 (4.7) に帰着される.
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Oriented graphͷඇରশੑʹ͍ͭͯ

ࠤ ᠳฏ (Shohei Satake) ∗(ՊڀݚେֶେֶӃใՊֶݹ໊)

ຊڀݚਆށେֶͷᖒ ਖ਼ݑ।ڭत, த෦େֶͷਆอ խҰڭतͱͷڞಉڀݚͰ͋Δ.

ɹҰൠʹ༩͑ΒΕͨάϥϑͳͲͷֶతߏͷରশੑͷ͞ߴͦͷશࣗݾಉ܈ܕͷҐ
ͰଌΒΕΔ. ຊߨԋͰάϥϑͱ͖͚͞Εͨάϥϑʹண͢Δ. (ແ)άϥϑͱ
ू߹ V ͱ, E ⊂

(
V
2

)
1ͷͰද͞ΕΔߏͰ͋Γ, ߹͚͞Εͨάϥϑͱू͖ V

ͱ (u, v) ∈ E ⇒ (v, u) /∈ EΛΈͨ͢E ⊂ V 2ͷͰද͞ΕΔߏͰ͋Δ. ·ͨV ͷཁૉ
Λ, EͷཁૉΛลͱ͍͍, ༩͑ΒΕͨແ·͖͚ͨ͞ΕͨάϥϑHʹ͍ͭͯ
ू߹, ลू߹ΛͦΕͧΕV (H), E(H)Ͱද͢͜ͱʹ͢Δ 2.

ɹάϥϑGʹ͓͍ͯ {u, v} ∈ E(G) ⇐⇒ {uσ, vσ} ∈ E(G)ΛΈͨ͢V (G)্ͷஔ
σΛGͷࣗݾಉܕͱ͍͍, Gͷશࣗݾಉ܈ܕΛAut(G)Ͱද͢ 3. ͦͷҙຯͰ, άϥϑG

ʹ͍ͭͯ |Aut(G)| > 1Ͱ͋Δͱ͖, GରশͰ͋Δͱ͍͍, ͦ͏Ͱͳ͍ͱ͖Gඇରশ
Ͱ͋Δͱ͍͏. ͕ͩ͜ͷईͰ, ඇରশͳ 2ͭͷάϥϑG, G′͕༩͑ΒΕͨͱ͖, ྆
ऀΛൺֱ͢Δ͜ͱͰ͖ͳ͍. ͰͲͷΑ͏ʹͯ͠άϥϑͷ “ඇରশੑ”ΛଌΕΑ͍
ͷͩΖ͏͔. ͜ͷʹ࠷ॳʹղΛ༩͑ͨͷ͕1963ͷErdős, Rényiͷจ [4]Ͱ͋
Δ. [4]Ͱඇରশͳ༗ݶάϥϑGʹରͯ͠, ลΛదʹՃ·ͨআ͋ͯ͠ڈΔରশ
ͳάϥϑʹม͢ܗΔૢ࡞ symmetrizationΛ͑ߟ, ֤ symmetrizationʹ͔͔Θͬͨล
ͷͷ࠷খΛA(G)ͱΑͼ, ͦΕΛGͷඇରশੑͷईͱͨ͠. ͨͩ͠, G͕ରশͰ
͋Δͱ͖A(G) = 0ͱ͠, G͕K1Ͱ͋Δͱ͖ʹA(G) = ∞ͱఆٛ͢Δ. ·ͣA(G)ʹ
͍ͭͯҎԼͷఆཧ͕ಋ͔ΕΔ.

ఆཧ 1 (Erdős-Rényi [4]). n ≥ 2ͱ͠, GΛn͔ΒͳΔάϥϑͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖

A(G) ≤ [
n− 1

2
].

͕ͩ͜ͷ্քΛୡ͢ΔάϥϑΛ͚ͭݟΔͷ༰қͰͳ͍. ͦ͜Ͱ [4], ेେ
͖ͳ nʹ͍ͭͯͦͷA(G)্͕քʹ͍ۙΛͭΑ͏ͳ nάϥϑGͷଘੑࡏΛ
Erdős-RényiϥϯμϜάϥϑͷख๏Λ༻͍͍ͯࣔͯ͠Δ. ྫ͑,ੑ࣭PΛͭάϥϑ
ͷଘੑࡏΛ͍ࣔͨ͠ͱ͠Α͏. nू߹ʹର͠, ͦͷ֤2෦ू߹ʹରͯ͠, ลΛ֬
1/2ͰબͿߦࢼΛಠཱʹͯͬߦ, ϥϯμϜʹnάϥϑΛੜ͢Δ. ͦͷΑ͏ͳάϥϑ
ΛErdős-RényiϥϯμϜάϥϑ,·ͨ୯ʹϥϯμϜάϥϑͱݺͼ,ϥϯμϜάϥϑશମ
ͷू߹ΛG(n, 1/2)Ͱද͢. ͜ͷͱ͖ʹ֬P [{G ∈ G(n, 1/2) | GPΛΈͨ͞ͳ͍ }]
͕ 1“ΑΓখ͍͞”͜ͱΛࣔͤ, ॴͷάϥϑͷଘੑࡏΛࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ΑΓৄ͠
͘ [3, Chapter 11]Λࢀর͞Ε͍ͨ.

·ͨ, [4]ͰՄࢉແݶάϥϑͷରশੑʹ͍ͭͯड़ΒΕ͓ͯΓ, ՄࢉແݶϥϯμϜ
άϥϑ֬1ͰRadoάϥϑ RͱݺΕΔάϥϑʹಉܕʹͳΔ͜ͱ͕ࣔ͞Ε͍ͯΔ.

RͱҎԼͷఆٛΛຬͨ͢ՄࢉແݶάϥϑͰ͋Δ.

∗˟ 464-8601 ઍछ۠ෆொࢢݹ໊ ߈ཧՊֶઐػࢉܭՊڀݚେֶେֶӃใՊֶݹ໊
e-mail: satake.shohei@f.mbox.nagoya-u.ac.jp

1
(V
2

)
ͰV ͷ 2෦ू߹શମΛද͢.

2ͦͷଞͷάϥϑཧͷ༻ޠʹ͍ͭͯDiestelͷڭՊॻ [3]Λࢀর͞Ε͍ͨ.
.͚͞Εͨάϥϑʹ͍ͭͯಉ༷ʹఆٛ͞ΕΔ͖3
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(*) ҙͷ͍ޓʹަΘΒͳ͍༗ݶͷ෦ू߹U, V ʹରͯ͠, Uͷͯ͢ͷͱ
ͷؒʹล͕͋Γ, V ͷͯ͢ͷͱͷؒʹลΛͨͳ͍Α͏ͳ z /∈ U ∪ V

͕ଘ͢ࡏΔ.

͜ͷఆٛΛຬͨ͢άϥϑಉܕΛআ͍ͯҰҙͰ͋Δ͜ͱ͕ԟ෮๏Λ༻͍ͯࣔ͞ΕΔ.

ͦͷ͔ٞΒ࣍ͷ͕࣮ࣄΓཱͭ.

ఆཧ 2 (cf. Cameron [1], Erdős-Rényi [4]). RରশͰ͋Γ, ͞Βʹ |Aut(R)| = 2ℵ0.

͜ͷ͔࣮ࣄΒR͍ߴରশੑΛͭάϥϑͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δ. Rֶతʹඇৗ
,ຯਂ͍άϥϑͰ͋Γڵʹ ͦͷଞͷRͷੑ࣭ʹ͍ͭͯଟ͘ͷϞσϧཧ߹ͤͷ
.ΑͬͯௐΒΕ͍ͯΔʹऀڀݚ

ɹ͜͏ͨ͠ඇରশੑʹؔ͢Δʹ͍ͭͯ, ͪΖΜ༷ʑͳΞϓϩʔν͕͑ߟΒΕΔ
͕, ຊߨԋͰ, Erdős, Rényiͷࣄʹண͠, ͦͷ͚͖ͮ͞Εͨάϥϑʹؔ͢Δྨ
ࣅ ([5], [6])Λ༩͑Δ. ҎԼ, ࠞཚͷ͓ͦΕ͕ͳ͍ݶΓ, ʹ͚͞ΕͨάϥϑΛ୯७͖
“άϥϑ”ͱॻ͘͜ͱʹ͢Δ. ·ͣ, ඇରশͳ༗ݶάϥϑDʹରͯ͠ลͷআڈ, Ճ·ͨ
ลͷ͖ͷมߋΛ͋ͯͬߦΔରশͳάϥϑʹม͢ܗΔૢ࡞ΛDͷ symmetrization

ͱΑͼ, A(D)Λͦͷ͔͔Θͬͨลͷͷ࠷খͱఆٛ͢Δ. ·ͣA(D)ʹ͍ͭͯҎԼͷ
্ք͕ಘΒΕͨ.

ఆཧ 3 (S-Sawa-Jimbo [5]). n ≥ 3ͱ͠, DΛn͔ΒͳΔάϥϑͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖

A(D) ≤ [
2n+ 1

3
].

,ͷ߹ͱಉ༷͚͞Εͨάϥϑͷ߹Ͱແ͖ ্քΛୡ͢ΔάϥϑΛͭݟ
͚ΔͷࠔͰ͋Δ. ͦ͜Ͱ࣍ͷఆཧͰ͜ͷ্ք͕ۙతʹྑ࠷Ͱ͋Δ͜ͱΛErdős-

RényiϥϯμϜ (oriented)άϥϑͷख๏Λ༻͍ͯࣔ͢. ܿ؆ԋͰূ໌ͷΞΠσΞΛߨ
ʹड़Δ༧ఆͰ͋Δ.

ఆཧ 4 (S-Sawa-Jimbo-Enomoto [5]). ҙͷ ϵ > 0ʹରͯ͠, ͋Δࣗવ n0(ϵ)͕͋ͬ
ͯ, ҙͷn > n0(ϵ)ʹ͍ͭͯA(D) > 2

3n(1 − ϵ)Ͱ͋ΔΑ͏ͳnάϥϑD͕ଘࡏ
͢Δ.

·ͨՄࢉແݶάϥϑʹ͍ͭͯͷରশੑʹؔ͢Δ݁ՌಘΒΕͨ. ՄࢉແݶϥϯμϜ
(oriented)άϥϑ random oriented graph RO (cf. [2])ͱΑΕΔάϥϑͱ֬ 1

ͰಉܕʹͳΔ.

(*) ҙͷ͍ޓʹަΘΒͳ͍༗ݶͷ෦ू߹U, V,W ʹରͯ͠, Uͷͯ͢ͷ
͔Βzʹ͏͔ล͕͋Γ, V ͷͯ͢ͷʹz͔Β͏͔ล͕͋Γ, Wͷ͢
ͯͷͱ zͷؒʹลΛͨͳ͍Α͏ͳ z /∈ U ∪ V ∪W͕ଘ͢ࡏΔ.

͜ͷఆٛΛΈͨ͢άϥϑRͱಉ༷ʹͯ͠, ಉܕΛআ͍ͯҰҙͰ͋Δ͜ͱ͕ࣔ͞ΕΔ.

͜ͷROʹ͍ͭͯ࣍ͷఆཧ͕Γཱͭ.

ఆཧ 5 (S-Sawa-Jimbo [5]). ROରশͰ͋Δ. ͞Βʹ |Aut(RO)| = 2ℵ0.

,ԋͰߨ ͜ͷఆཧͷূ໌Λ͍͔ͭ͘ͷํ๏Ͱ༩͑Δ. ·ͨ, ,Γݶ͢ڐͷؒ࣌ ROͷ
άϥϑཧతੑ࣭Aut(RO)ͷੑ࣭ʹ͍͍ͭͯٞͨ͠.
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ँࣙ
ɹఆཧ4ͷূ໌ʹ͍ͭͯ, ӿຊӴઌੜ͔Βଟ͘ͷΞΠσΞͱ͝ॿݴΛ͍͖ͨͩ·ͨ͠.
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τϩϐΧϧزԿֶͱϞϊυϩϛʔม

ຊࢁ ༔ొɹYuto Yamamoto (౦ژେֶେֶӃཧՊֶڀݚՊ)∗

1. ֓ཁ
τϩϐΧϧزԿֶɼ௨ৗͷՃ๏Λ̎ͭͷͷmaxΛͱΔૢ࡞ʹɼ๏Λ௨ৗͷՃ๏
+ʹऔΓͯ͑ಘΒΕΔmax-plus্ͷزԿֶͰ͋Δɽ͜ͷmaxͱplusͷԋࢉ
ɼ௨ৗͷԋࢉ+,×ͷ͋ΔछͷݶۃʢτϩϐΧϧݶۃʣͱͯ͠ݱΕΔ͕ɼෳૉଟ
༷ମʹͦͷݶۃΛ͢ࢪͱɼͦͷଟ༷ମͷ“ݱ͕”֨ࠎΕΔɽ͜ͷ“֨ࠎ”͕ɼτϩϐΧϧ
ରͰ͋ΔτϩϐΧϧଟ༷ମͰ͋ΔɽڀݚԿֶͷओͳز
τϩϐΧϧଟ༷ମɼݶۃΛऔΔલͷݩͷଟ༷ମʹؔ͢Δ༷ʑͳใΛ͍ͯͬ࣋Δ

͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔɽྫ͑ ItenbergɼKhazarkovɼMikhalkinɼZharkov[1]ʹΑͬͯಋ
ೖ͞ΕͨτϩϐΧϧϗϞϩδʔΛ༻͍ΕɼτϩϐΧϧଟ༷ମͷΈ߹Θͤతͳσʔ
λ͔Βɼݩͷෳૉଟ༷ମͷHodgeΛճ෮Ͱ͖Δ͜ͱ͕ΕΒΕ͍ͯΔ [4]ɽʮτϩϐΧ
ϧଟ༷ମ͔Βɼݩͷଟ༷ମͷใΛͲ͜·ͰҾ͖ग़ͤΔ͔ʁʯͱ͍͏͍͕ɼτϩϐ
ΧϧزԿֶʹ͓͚Δத৺తͳ՝ͷҰͭͱͳ͍ͬͯΔɽ
τϩϐΧϧଟ༷ମʢ͋ΔछͷΞϑΝΠϯߏΛͭ࣋ʣଟ໘ෳମͰ͋Γɼجຊతʹ

τϩϐΧϧଟ༷ମ͕ͭ࣋ใɼΈ߹ΘͤతͳͷʹݶΒΕΔɽ·ͨɼτϩϐΧϧ
ԽʹΑͬͯಘΒΕΔτϩϐΧϧଟ༷ମͷݩ࣍ɼ࣮ݩ࣍Ͱݩͷଟ༷ମͷݩ࣍ͷʹ
ͳΔɽͦͷͨΊɼτϩϐΧϧݶۃΛऔΔաఔͰ͔ͳΓͷใΛࣺͯͯ͠·͍ͬͯΔ͜
ͱʹͳΔɽ͔͠͠ɼٯʹͦͷߏ͕Έ߹ΘͤతͰ୯७Ͱ͋ΔނʹτϩϐΧϧଟ༷ମ
ͷऔΓѻ͍ൺֱత؆୯Ͱɼ༷ʑͳྔΛ۩ମతʹ͢ࢉܭΔ͜ͱΛՄʹ͢Δɽ
ຊߨԋͰɼτϩϐΧϧଟ༷ମͱݩͷଟ༷ମͷτϩϐΧϧݶۃपΓͷϞϊυϩϛʔ

ͱͷؔʹ͍ͭͯड़Δɽ[6]ʹ͓͍ͯɼτʔϦοΫۂ໘ͷ߹ʹɼͦΕͷτϩϐΧ
ϧԽʹΑͬͯಘΒΕΔτϩϐΧϧଟ༷ମΛ༻͍ͯɼݩͷଟ༷ମͷزԿֶతϞϊυϩϛʔ
ͷ۩ମతͳهड़Λ༩͑ͨɽಛʹɼҰݩ࣍ͷ߹ʹϞϊυϩϛʔ͕ଟ༷ମͷίϗϞϩ
δʔʹͲͷΑ͏ʹ࡞༻͢Δͷ͔ࢉܭՄͰ͋Δɽ۩ମྫΛѻ͍ͳ͕Β͜ͷ݁ՌΛ
հ͢Δɽ

2. τϩϐΧϧزԿֶ
max-plus (T,⊕,⊙)࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔɽT := R ∪ {−∞}ͱͯ͠ɼ͜ΕʹՃ
๏⊕ɼ๏⊙Λ

a⊕ b := max {a, b} , a⊙ b := a+ bɹ (a, b ∈ T) (2.1)

Ͱ༩͑Δɽ(T,⊕,⊙)݁߹๏ଇަ๏ଇΛຬ͕ͨ͢ɼՃ๏⊕ʹ͕ؔͯ͠ݩٯඞͣ͠
ଘ͠ࡏͳ͍ɽͦͷͨΊɼ͜ΕʹͳΒͣͱݺΕΔɽ
τϩϐΧϧزԿֶʹ͓͚Δଟ߲ࣜɼ࣍ͷܗͷؔF : Rn+1 → Rͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔɽ

F (X1, . . . , Xn+1) =
⊕

m∈A

am ⊙Xm1
1 ⊙ · · ·⊙Xmn+1

n+1

= max
m∈A

{am +m1X1 + · · ·+mn+1Xn+1}
(2.2)

∗ e-mail: yuto@ms.u-tokyo.ac.jp
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͜͜Ͱɼn ∈ N, ai ∈ RͰɼAZn+1ͷ༗ݶ෦ू߹ͱ͢Δɽ֤am⊙Xm1
1 ⊙ · · ·⊙Xmn+1

n+1

͕୯߲ࣜͰ͋ΓɼͦΕΒͯ͢Rn+1্ͷҰؔ࣍Ͱ͋Δɽͦͯ͠ɼશͯͷ୯߲ࣜͷ
maxΛऔͬͯಘΒΕΔFRn+1্ͷԼʹತͳ۠ઢؔܕΛఆΊΔɽ
·ͨɼτϩϐΧϧଟ߲ࣜF͕ఆΊΔۂ໘V (F ) ⊂ Rn+1ɼ࣍Ͱఆٛ͞ΕΔɽ

V (F ) =
{
X ∈ Rn+1

∣∣ ∃p ̸= ∃q ∈ A, s.t. F (X) = ap + p ·X = aq + q ·X
}
. (2.3)

͜͜Ͱɼp ·Xp1X1 + · · ·+ pn+1Xn+1Λද͢ɽq ·Xಉ༷Ͱ͋Δɽ
τϩϐΧϧزԿֶͱෳૉزԿֶͷؒͷؔΛ͑ߟΔ্Ͱ༻͍Δయܕతͳରɼ

ऩଋPuiseuxڃମऩଋLaurentڃମ্ͷଟ߲ࣜͰ͋Δɽ͜͜ͰɼऩଋLaurent

ମKڃ := C{t}Λ༻͍Δɽ͜Ε࣍ͷඪ४తͳඇΞϧΩϝσεΛͭ࣋ɽ

val : K −→ Z ∪ {−∞}, k =
∑

j∈Z

cjt
j ,→ −min {j ∈ Z | cj ̸= 0} . (2.4)

K্ͷLaurentଟ߲ࣜ f =
∑

m∈A kmxm ∈ K[x±
1 , · · · , x±

n+1]ͷτϩϐΧϧԽͱɼࣜ࣍
Ͱ༩͑ΒΕΔτϩϐΧϧଟ߲ࣜ trop(f) : Rn+1 → RͰ͋Δɽ

trop(f)(X1, · · · , Xn+1) := max
m∈A

{val(km) +m1X1 + · · ·+mn+1Xn+1} . (2.5)

τϩϐΧϧԽʹΑͬͯಘΒΕΔۂ໘ͱݩͷෳૉۂ໘ͷؒʹɼ࣍ͷΑ͏ͳؔ
Δɽ·ͣɼेେ͖͍࣮R͕͋ ∈ R>0ΛͱΓݻఆ͢ΔɽfR ∈ C[x±

1 , · · · , x±
n+1]Λf

ͷ tʹ1/RΛೖͯ͠ಘΒΕΔC্ͷLaurentଟ߲ࣜͱ͢Δɽ͞ ΒʹɼLogR : (C∗)n+1 →
Rn+1Λ

(x1, . . . , xn+1) ,→ (logR |x1|, . . . , logR |xn+1|) (2.6)

ͱ͠ɼAR := LogR ({x ∈ (C∗)n+1 | fR(x) = 0})ͱ͓͘ɽ

Theorem 2.1. ([3, 5]) R → ∞ͷݶۃͷԼͰɼARɼV (trop(f))ʹHausdorffऩଋ
͢Δɽ

͜͜ͰɼRn+1ͷ෦ू߹ͷHausdorffऩଋɼ࣍ͷHausdorffڑʹΑͬͯఆٛ͞
ΕΔɽ

d(X, Y ) := max

{
sup
x∈X

d(x, Y ), sup
y∈Y

d(X, y)

}
, (X, Y ⊂ Rn+1) (2.7)

Example 2.2. K্ͷଟ߲ࣜf͕࣍Ͱ༩͑ΒΕΔ߹Λ͑ߟΔɽ

f(x1, x2) = x2
2 + x2

(
x3
1 + t−2x2

1 + t−2x1 + t−1
)
+ 1. (2.8)

͜ͷͱ͖fͷτϩϐΧϧԽɼ

trop(f)(X1, X2) = max {2X2, 3X1 +X2, 2X1 +X2 + 2, X1 +X2 + 2, X2 + 1, 0} (2.9)

ͱͳΔɽਤ2.1ͷଠઢ෦ɼtrop(f)ʹΑͬͯఆΊΒΕΔτϩϐΧϧۂ໘V (trop(F ))

Λ͍ࣔͯ͠Δɽ·ͨɼARਤ2.2ͷփ৭ͷྖҬͷΑ͏ʹͳΔɽ
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ਤ 2.1: (2.8)ͷ߹ͷV (trop(f)) ਤ 2.2: (2.8)ͷ߹ͷAR

3. ઃఆ
K := C{t}ΛऩଋLaurentڃମͱ͢Δɽn ∈ NΛࣗવͱ͠ɼMΛ֊n+1ͷࣗ༝Z-

Ճ܈ͱ͢Δɽ·ͨɼMR := M⊗ZRͱ͠ɼ∆ ⊂ MRΛತ֨ࢠଟ໘ମͱ͢ΔɽA :=϶∩M

ͱ͓͘ɽ͞Βʹɼf =
∑

m∈A kmxm ∈ K[x±
1 , · · · , x±

n+1]ΛK্ͷn + 1มLaurentଟ
߲ࣜͱ͢Δɽͨͩ͠ɼશͯͷm ∈ Aʹରͯ͠ km ̸= 0Ͱ͋ΔͱԾఆ͢Δɽेେ͖
͍࣮R ∈ R>0ΛͱΓݻఆ͢ΔɽS1

R := {z ∈ C | |z| = R}ͱ͓͘ɽq ∈ S1
Rʹରͯ͠ɼ

fq ∈ C[x±
1 , · · · , x±

n+1]Λ fͷ tʹ 1/qΛೖͯ͠ಘΒΕΔC্ͷଟ߲ࣜͱ͢Δɽ(C∗)n+1

Ͱͷ fqͷྵू߹ΛదʹίϯύΫτԽͨ͠ͷΛ Vqͱ͢Δɽ{Vq}q∈S1
R
ͷ q = ∞प

ΓͷϞϊυϩϛʔม͑ߟ͍ͯͭʹΔɽ
ϞϊυϩϛʔΛ͑ߟΔ্Ͱຊ࣭తͰͳ͍͕ɼ͜͜ͰͷίϯύΫτԽʹ͍ͭͯਖ਼֬ʹ

ड़ΔͱɼFΛ∆ʹର͢Δਖ਼نઔͱ͠ɼͦΕͷϢχϞδϡϥʔͳࡉF ′ΛͱΔɽXF ′

ΛF ′ʹؔ͢ΔC্ͷτʔϦοΫଟ༷ମͱ͢ΔɽVq ⊂ XF ′ΛfqʹΑͬͯఆΊΒΕΔXF ′

ͷτʔϦοΫۂ໘ͱͯ͑͠ߟΔɽ

4. Ұݩ࣍ͷ߹ͷϞϊυϩϛʔ
ۂ໘͕Ұݩ࣍ͷ߹ (n = nͰͷϞϊυϩݩ࣍ओ݁ՌΛհ͢ΔɽҰൠͷͯͬݶʹ(1
ϛʔมʹ͍ͭͯɼ[6] Ͱड़͍ͯΔɽ{ρi}i=1,...dΛV (trop(f))ͷ༗քͳลશମͷू
߹ͱ͢Δɽ֤ล ρiʹɼ࣍ͷΑ͏ʹͯͦ͠ͷ͞Li ∈ R>0Λఆٛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
νi1, νi2 ∈ Rn+1Λρiͷͱ͠ɼ࢝ݪతͳϕΫτϧVi ∈ Zn+1Λ༻͍ͯνi1−νi2 = liVi(li ∈
R>0)ͱॻ͚Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼρiͷ͞ΛLi := liͱఆٛ͢Δɽ·ͨɼCi(i = 1, . . . d)

Λ֤ρiʹରԠ͢ΔVq=R্ͷ୯७ดۂઢͱ͠ɼTi : Vq=R → Vq=RΛCiʹԊͬͨDehnᎇ
Γͱ͢Δɽ

Theorem 4.1. ([6, Corollary 1.1.]) n = 1ͷ߹ɼ{Vq}q∈S1
R
ͷϞϊυϩϛʔมɼ

TL1
1 ◦ · · · ◦ TLd

d ʹΑͬͯ༩͑ΒΕΔɽ
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͜Εɼຊֶձ 2010 ळق૯߹ՊձͷؠඌࢯʹΑΔاըಛผߨԋ [2] ʹ͓
͍ͯɼ༧ͱͯ͠ड़ΒΕ͍ͯΔɽ

5. ۩ମྫ
ͼ࠶ (2.8)ͷྫΛ͑ߟΔɽ͜ͷͱ͖ɼ

fq(x1, x2) = x2
2 + x2

(
x3
1 + q2x2

1 + q2x1 + q1
)
+ 1. (5.1)

ਤ 5ʹࣔ͢Α͏ʹɼρi(i = 1 . . . 7)ΛV (trop(F ))ͷลͱ͠ɼCiΛ ρiʹରԠ͢ΔVq=R্
ͷ୯७ดۂઢͱ͢Δɽࠨͷਤͷഎܠʹ͋Δ֨ࢠɼZ2 ⊂ R2Λࣔ͢ɽ

ਤ 5.1: (2.8)ͷ߹ͷτϩϐΧϧۂ໘V (trop(f))ͱτʔϦοΫۂ໘Vq

֤ρiͷ͞Liɼͦͷลͷ্ʹ͋Δ֨ࢠͷΛ͑Δ͜ͱͰɼ

L1 = 2, L2 = 4, L3 = 12, L4 = L5 = 1, L6 = L7 = 2 (5.2)

ͱΘ͔ΓɼTheorem 4.1͔Β{V }q∈S1
R
ͷϞϊυϩϛʔม͕

T 2
1 ◦ T 4

2 ◦ T 12
3 ◦ T4 ◦ T5 ◦ T 2

6 ◦ T 2
7 (5.3)

ʹΑͬͯ༩͑ΒΕΔ͜ͱ͕͔Δɽ
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Right-angled Artin group ͷϋϯυϧମ܈ͷຒΊࠐ
Έʹؔͯ͠

ཧ߳ܙٱ (Erika KUNO) (౦ۀژେֶ)∗

ຊߘͰ, H = Hg,n Λछ g ≥ 0, marked point n ≥ ͖͖ͷ࿈݁ίϯύΫτݸ0
͚Մϋϯυϧମͱ͠, ͦͷڥք ∂H Λछ g ≥ 0, marked point n ≥ ͖ͷ࿈ݸ0
݁ίϯύΫτ͖͚Մۂ໘ S = Sg,n ͱݟͳ͢.

1. ಋೖ
2012ʹ Koberda [2] ͕άϥϑ Γ ͕ S ͷۂઢάϥϑ C(S) ͷ full subgraph Ͱ͋Δͳ
Β Γ ্ͷ right-angled Artin group A(Γ)  S ͷࣸ૾ྨ܈ Mod(S) ͷ෦܈ʹͳΔ
͜ͱΛࣔͨ͠. ʹߋ 2013ʹ Kim-Koberda [1]͕ S ͷෳࡶ͕ 2ҎԼͷͱ্͖هͷٯ
͕Γཱͭ, ͢ͳΘͪ A(Γ)͕ Mod(S)ͷ෦܈ʹͳΔͱ͖ Γ C(S)ͷ full subgraph

ʹͳΔ͜ͱΛࣔ͠, S ͷෳࡶ͕ n ≥ 4 ͷͱ͖ʹ֤ n ʹରͯ͠άϥϑ Γ(n) Ͱ A(Γ(n))

 Mod(S) ͷ෦܈ʹͳΔ͕ Γ(n)  C(S) ͷ full subgraph ʹͳΒͳ͍ͷΛߏ͠
ͨ. H ͷϋϯυϧମ܈ Mod(H)  S ͷࣸ૾ྨ܈ Mod(S) ͷ෦܈Ͱ͋Γ, H ͷԁ൘
άϥϑ D(H) ͷ࡞༻͕͋Δ. ຊߘͰ, ϋϯυϧମ܈ͱԁ൘άϥϑʹରͯ͠ಉ༷ͷ͜
ͱΛ͑ߟಘΒΕͨ݁Ռʹ͍ͭͯใ͢ࠂΔ.

2. ४උ
2.1. άϥϑ

ຊߘͰάϥϑ Γ ͱ 1 .ͱͱ͢Δ͜͢ࢦ୯ମάϥϑΛݶ༗ݩ࣍ V (Γ) Λ Γ ͷू
߹, E(Γ) Λ Γ ͷลू߹ͱ͢Δ. .ͳ͍ͱ͢Δͨ࣋άϥϑϧʔϓଟॏลΛʹߋ

ఆٛ 2.1. X ⊂ V (Γ) ʹର͠, X ʹΑΔ Γ ͷ full subgraph ·ͨ X ʹΑΔ༠ಋ෦
άϥϑ Λ ͱ, Λ ͷू߹Λ X ͱ͠, Λ ͷลू߹Λ X ʹ྆Λͭ࣋ Γ ͷล
શମͱͯ͠ఆΊΒΕͨάϥϑͷ͜ͱͰ͋Δ.

Γ ͷ v ͷ Γ ͷ link ͱ v ͱลͰ݁ΕΔશମͷू߹ͷ͜ͱͰ͋Δ. ·
ͨ, n શάϥϑͷ্ͷݸ K ͱ K ͷ֤͕ K ͷͦͷଞͷશͯͷͱลͰ
݁ΕΔάϥϑͰ͋Δ. Γ ͷ༠ಋ෦άϥϑͰશάϥϑͰ͋ΔͷΛ clique ͱ͍͏.

ఆٛ 2.2. ਖ਼ͷ N ʹରͯ͠ Γ ͕ N-thick stars Λͭ࣋ͱ, Γ ͷ֤ v ͷ link

͕ҟͳΔ2ͭͷ N − 1 ͷ্ͷݸ clique ΛؚΉ͜ͱͰ͋Δ.

2.2. ϋϯυϧମ

छ g ≥ 0 ͷϋϯυϧମ Hg ͱ ʹମٿݩ࣍3 g ͷݸ 1-ϋϯυϧ D2 × I ΛషΓ߹Θ
ͤΔ͜ͱͰಘΒΕΔ .ଟ༷ମͰ͋Δݩ࣍3 ୠ͠, D2  ԁ൘Ͱݩ࣍2 I ۠ؒͰ͋Δ.

Hg ͷڥք ∂Hg छ g ͷ࿈͖͚݁Մดۂ໘ Sg ͱͳΔ. छ g ≥ 0, marked

point n ≥ ͖ͷϋϯυϧମHݸ0 = Hg,n ͱ, ∂Hg ্ͷ nݸͷʹ໊લ p1, p2, · · · ,
pn Λ͚Δ͜ͱͰಘΒΕΔ .ଟ༷ମͰ͋Δݩ࣍3 H ͷڥք ∂H Λछ g ≥ 0, marked

point n ≥ ໘ۂ͚Մ͖͖ͷ࿈݁ίϯύΫτݸ0 S = Sg,n ͱݟͳ͢. H ͷԁ
൘ d ͕ H ,ΕΔͱ·ࠐ༗ʹຒΊݻʹ d ͷ෦ H ͷ෦ʹ, d ͷڥք H ͷڥքʹ
∗˟ 152-8551 ౦ژ۠ࠇେԬࢁ 2-12-1ɹ౦ۀژେֶେֶӃཧڀݚֶՊ ֶઐ߈
e-mail: kuno.e.aa@m.titech.ac.jp
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ຒΊࠐ·ΕΔ͜ͱͰ͋Δ. H ʹݻ༗ʹຒΊࠐ·Εͨԁ൘ d ͕ ຊ࣭త Ͱ͋Δͱ, d

 ∂H ্ͷԁ൘ͷڥքʹͳΒͳ͘, ͔ͭ∂H ্ͷ 1ͭͷ marked point ʹΞΠιτϐο
ΫʹͳΒͳ͍͜ͱͰ͋Δ. ຊߘͰԁ൘ͱ H Εͨຊ࣭తͳԁ൘Λ·ࠐ༗ʹຒΊݻʹ
.ͱͱ͢Δ͜͢ࢦ

ఆٛ 2.3. ϋϯυϧମ H্ͷmulti-diskͱ H ͷ͍ޓʹަΘΒͳ͘ΞΠιτϐοΫ
Ͱͳ͍͍͔ͭ͘ͷԁ൘ͷू߹ͷ͜ͱͰ͋Δ. H ͷෳࡶΛ ξ(H) = max{3g−3+n, 0}
ͱఆΊΔ. ͜Ε H ͷ multi-disk ͷͷ࠷େʹҰக͢Δ. ͕ 3g − 3 + n

Ͱ͋Δ multi-disk Λ maximal multi-disk ͱ͍͏ (ྫਤ 1).

ਤ 1: Hg,n ͷ maximal multi-disk ͷྫ.

S ্ͷ multi-curve Λఆٛ 2.3 ͷ H ͷԁ൘Λ S ͷຊ࣭త୯७ดۂઢʹม͑
Δ͜ͱͰఆΊΔ. S ͷෳࡶ ξ(H) = max{3g − 3 + n, 0} Ͱ͋Γ H ͷෳࡶͱҰக
͢Δ.

ఆٛ 2.4. H ͷ ԁ൘άϥϑ D(H) ͱ, ԁ൘ͷΞΠιτϐʔྨΛͱ͠, 2ͭͷ
ͦΕΒʹରԠ͢Δԁ൘ͷΞΠιτϐʔྨͷதͰԣஅతʹަΘΒͳ͍දݩͷ͕બ
Δͱ͖ʹลͰ݁ΕΔͱఆΊΔ͜ͱʹΑͬͯͰ͖Δάϥϑͷ͜ͱͰ͋Δ (ྫਤ 2).

ਤ 2: H1,5 ͷ disk graph ͷྫ.

S ͷ ઢάϥϑۂ C(S) ఆٛ 2.4 ͷԁ൘ͷΞΠιτϐʔྨΛຊ࣭త୯७ดۂઢͷΞ
Πιτϐʔྨʹม͑Δ͜ͱͰఆΊΒΕΔάϥϑͰ͋Δ.
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ఆٛ 2.5. H ͷϋϯυϧମ܈ Mod(H) ͱ H ্ͷ͖Λอͭඍಉ૬ࣸ૾ͷΞΠι
τϐʔྨͰ H ্ͷ marked point ͷू߹Λอͭͷશମʹࣸ૾ͷ߹Λԋࢉͱͯ͠܈
.ΛೖΕͨͷͰ͋Δߏ H ͷԁ൘ d ʹԊͬͨ disk twist δd ͱ d ʹԊͬͯ H Λ
ΓͦͷยଆΛ 2π ӈʹճసͤ͞࠶ͼ d Ͱ H ΛషΓ߹ΘͤΔͱ͍͏ૢ࡞ͰಘΒΕΔඍ
ಉ૬ࣸ૾ͷ͜ͱͰ͋Δ (ਤ 3 ΛݟΑ). Mod(H) ͷݩ φ ͕ multi-disk twist Ͱ͋Δ
ͱ, φ ͕͍͔ͭ͘ͷ͍ޓʹަΘΒͳ͘ΞΠιτϐοΫͰͳ͍ԁ൘ʹԊͬͨ disk twist

(ͷྦྷ) Λ߹ͨ͠ͷΛදͭ࣋͜ʹݩͱͰ͋Δ.

ਤ 3: disk twist ͷྫ.

S ͷࣸ૾ྨ܈ Mod(S) ఆٛ 2.5 ͷ H ্ͷ͖Λอͭඍಉ૬ࣸ૾Λ S ্ͷ͖
Λอͭඍಉ૬ࣸ૾ʹม͑Δ͜ͱͰఆٛ͞ΕΔ܈Ͱ͋Δ. Mod(H)  Mod(S) ͷ෦
.ͳΔʹ܈

2.3. Right-angled Artin group

ఆٛ 2.6. ༗ݶάϥϑ Γ ্ͷ right-angled Artin group A(Γ) ͱҎԼͷද͔ࣔΒ
༩͑ΒΕΔ༗ݶੜ܈ͷ͜ͱͰ͋Δ:

A(Γ) = ⟨V (Γ) | [vi, vj] = 1 ⇔ {vi, vj} ∈ E(Γ)⟩ .

ྫ (Right-angled Artin group)

(1) ਤ 4 (a) , ⟨v, w | [v, w] = 1⟩ ∼= Z× Z ͱͳΔ, ୠ͠ Z શମͷू߹Ͱ͋Δ.

(2) ਤ 4 (b) , ⟨v, w | ∅⟩ ∼= F2 ͱͳΔ, ୠ͠ F2 ֊ 2 ͷࣗ༝܈Ͱ͋Δ.

(3) ਤ 4 (c) , ⟨v, w, x, y | [v, x] = [v, y] = [w, x] = [w, y] = 1⟩ ∼= F2 × F2 ͱͳΔ.

(4) ਤ 4 (d) , ⟨v, w, x, y | [v, w] = [x, y] = 1⟩ ∼= (Z× Z) ∗ (Z× Z) ͱͳΔ.

ਤ 4: άϥϑ͔Β right-angled Artin group ΛఆΊΔྫ.

ఆٛ 2.7. A(Γ) ͔Β Mod(H) ͷຒΊࠐΈ (୯ࣹ४ಉܕ) f ͕ඪ४తͰ͋ΔͱҎԼ
ͷ 2ͭͷ݅Λຬͨ͢͜ͱͰ͋Δ.
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(i) ࣸ૾ f  Γ ͷ֤Λ multi-disk twist ʹ͏ͭ͢.

(ii) άϥϑ ΓͷҟͳΔ 2ͭͷ uͱ vʹରͯ͠, f(u)ͷ support f(v)ͷ support

ʹؚ·Εͳ͍. ୠ͠ multi-disk twist ͷ support ͱͦͷ multi-disk twist ʹؚ
·ΕΔ֤ disk twist Λ͢ࢪԁ൘ͷਖ਼ଇۙͷू߹ͷ͜ͱͰ͋Δ.

3. ओ݁Ռ
ఆཧ 3.1. Γ ͕ D(H) ͷ༠ಋ෦άϥϑͰ͋ΔͳΒ A(Γ)  Mod(H) ͷ෦܈ʹ
ͳΔ.

ఆཧ 3.2. H ͷෳࡶ͕ 0 ·ͨ 1 Ͱ͋Δͱ͢Δͱ, A(Γ) ͕ Mod(H) ͷ෦܈ͳΒ
 Γ  D(H) ͷ༠ಋ෦άϥϑʹͳΔ. H ͷෳࡶ͕ 2 Ͱ A(Γ) ͔Β Mod(H) ͷ
ඪ४తͳຒΊࠐΈ͕ଘ͢ࡏΔͱ͢Δͱ Γ  D(H) ͷ༠ಋ෦άϥϑʹͳΔ.

ఆཧ 3.3. Γ0 Λਤ 5ͷάϥϑͱ͢Δ. H = H0,7, H1,5 ʹରͯ͠ A(Γ0)  Mod(H) ͷ෦
܈ʹͳΔ͕ Γ0  D(H) ͷ༠ಋ෦άϥϑʹͳΒͳ͍.

ਤ 5: άϥϑ Γ0.

ఆཧ 3.4. H Λෳࡶ͕ N ͷҙͷϋϯυϧମͱ͢Δ. Γ ͕ N-thick stars Λͪ࣋
A(Γ) ͔Β Mod(H) ͷඪ४తͳຒΊࠐΈ͕ଘ͢ࡏΔͳΒ Γ  D(H) ͷ༠ಋ෦ά
ϥϑʹͳΔ.

ँࣙ
ձʮୈ12ճूڀݚ ֶ૯߹एखूڀݚձʯͰͷߨԋͷػձΛ༩͑ͯͩͬͨ͘͞ӡӦҕ
һͷํʑʹ৺ΑΓँײਃ্͛͠·͢. ·ͨ, ͔ࠒΒڀݚʹؔ͢Δ͜ͱͰৗʹഎதΛ
ԡͯͩ͘͠͞Γ, ຊڀݚʹ͓͍ͯஸೡʹ͝ࢦಋΛͯͩͬͨ͘͠͞౦ۀژେֶͷԕ౻
,Έ·ͤΜɻͦͯͯ͠͠ँײઌੜʹݦٱ ಸྑঁࢠେֶͷுᇞඣઌੜͱ౦ژཧՊେֶ
ͷኍਐઌੜʹϋϯυϧମ܈ԁ൘άϥϑʹؔͯ͠େม༗ӹͳॿݴΛ͍͖ͨͩେ͖
ͳֶͼͱͳΓ·ͨ͜͠ͱΛվΊͯް͘ྱޚਃ্͛͠·͢.
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[1] S. Kim and T. Koberda, Right-angled Artin groups and finite subgraphs of curve graphs,

to appear in Osaka Journal of Mathematics, available at arXiv:1310.4850v2 [math.GT].

[2] T. Koberda, Right-angled Artin groups and a generalized isomorphism problem for
finitely generated subgroups of mapping class groups, Geom. Funct. Anal. 22 (2012),
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͍ͯͭʹͷදࣔ܈໘ͷࣸ૾ྨۂ͚ෆՄ͖

େɹݯ (Genki Omori) (౦ۀژେֶ)∗

1. ಋೖ
ɹNg,nΛछ gɼڥք nͷ࿈݁ͳ͖͚ෆՄίϯύΫτۂ໘ɼΣg,nΛछ gɼ
໘ͱ͢ΔɽSΛNg,n͘͠Σg,nͱ͠ۂ͚ՄίϯύΫτ͖քnͷ࿈݁ͳڥ
քڥඍಉ૬ࣸ૾ͷݾతͳࣗ߃ք্ڥɼ͢ͳΘͪSͷ܈ɼM(S)ΛSͷࣸ૾ྨʹ࣌ͨ
Λݻఆ͢ΔΞΠιτϐʔྨ͔ΒͳΔ܈ͱ͢Δɽͨͩ͠ɼS͕͖͚Մͳ߹͖
Λอͭࣸ૾ྨͷΈΛ͑ߟΔ͜ͱʹ͢ΔɽM(Σg,n)ͷ༗ݶදࣔɼHatcher-Thurston [3]ɼ
Wajnryb [7]ɼHarer [2]ͳͲʹΑͬͯٻΊΒΕ͍ͯΔɽGervais [1]ͦΕΒͷ༗ݶදࣔ
Λ༻͍ͯM(Σg,n)ͷແݶදࣔΛٻΊ͓ͯΓɼߋʹɼLuo [4]͕ͦͷGervais ͷදࣔΛॻ
දࣔΛ༩͍͑ͯΔɽݶΑΓ୯७Խ͞Εͨແ͖ͯ͑
ҰํɼParis-Szepietowski [5]ʹΑͬͯn͕0͔1ͷ࣌ʹM(Ng,n)ͷ༗ݶද͕ࣔٻΊΒ

Ε͓ͯΓɼߋʹStukow [6]ͦͷදࣔΛॻ͖͑ɼੜ͕ܥDehn twist ͱY-ಉ૬ࣸ૾
͔ΒͳΔ༗ݶදࣔΛ༩͍͑ͯΔɽຊߘͰ n͕ 0͔ 1ͷ࣌ͷM(Ng,n)ͷ୯७ͳແݶද
ࣔʹ͍ͭͯհ͢Δɽ

2. ४උ
S্ͷଆͳ୯७ดۂઢ cʹର͠ɼtc ∈ M(S)ΛɼcʹԊͬͯSΛΓ։͖ɼͦͷยํ
ͷڥքΛ 360ӈʹ೧Γ࠶ͼషΓ߹ͤΔࣄͰಘΒΕΔ S্ͷඍಉ૬ࣸ૾ͱ͠ɼcʹ
ԊͬͨӈखDehn twist ͱݺͿɽͨͩ͠ɼS͕͖͚ෆՄͳ߹ʹ֤ cͷਖ਼ଇۙ
N (c)ʹ͖Λ1ͭೖΕΔࣄͰӈखDehn twist tcΛఆٛ͢Δʢਤ রʣɽࢀ1

ਤ 1: S্ͷଆͳ୯७ดۂઢ cʹԊͬͨӈखDehn twist tcɽ

Ng,n্ͷ୯ଆͳ୯७ดۂઢµͱ୯७ดۂઢαʹରͯ͠ɼYµ,α ∈ M(Ng,n)Λɼµͷਖ਼ଇ
ۙͰ͋ΔMöbiusͷଳΛαʹԊͬͯ̍पͤ͞ΔࣄͰಘΒΕΔNg,n্ͷඍಉ૬ࣸ૾ͱ
͠ɼCrosscap pushing map ͱݺͿɽಛʹα͕ଆͳ࣌ɼYµ,αΛY-ಉ૬ࣸ૾ͱݺͿɽ·
ͨɼYµ,αɼ“µͷਖ਼ଇۙͰ͋ΔMöbiusͷଳΛ1ͱΈͳ͠”ɼͦͷૢ࡞ʹΑͬͯα͔
ΒಘΒΕΔNg−1,n্ͷج͖୯७ϧʔϓαͱ४ಉ૾ࣸܕψµ : π1(Ng−1,n) → M(Ng,n)

ʹΑͬͯɼYµ,α = ψµ(α)ͱॻ͚Δࣄʹҙ͢Δɽ
ҎԼɼDehn twists ͱYµ,αͨͪͱͷؒͷؔࣜʹ͍ͭͯհ͢Δɽ

(0) S্Ͱԁ൘ए͘͠Möbius ͷଳΛுΔ୯७ดۂઢ cʹର͠ɼtc = 1ɽ

(I) ϒϨΠυؔࣜɿ

ຊڀݚՊݚඅ (՝൪߸:15J10066)ͷॿΛड͚ͨͷͰ͋Δɻ
∗ e-mail: omori.g.aa@m.titech.ac.jp
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• f ∈ M(S)ʹର͠ɼftcf−1 = t
εf
f(c)ɽͨͩ͠ɼf |N (c) : N (c) → N (f(c))͕

͖Λอͭ࣌ εf = 1ɼอͨͳ͍࣌ εf = −1ͱ͢Δɽ
• f ∈ M(Ng,n)ʹର͠ɼfYµ,αf−1 = Y

εα,f(α)

f(µ),f(α)ɽͨͩ͠ɼf(α)ͷ͖ͱ αͷ
Β༠ಋ͞ΕΔ͔͖ f(α)ͷ͕͖͍࣌͠ εα,f(α) = 1ɼ͘͠ͳ͍࣌
εα,f(α) = −1ͱ͢Δɽ

(II) 2-νΣΠϯؔࣜɿ
ਤ 2ͷΑ͏ͳ୯७ดۂઢ c1ɼc2ɼδʹର͠ɼ(tc1tc2)

6 = tδɽͨͩ͠ɼ͜ͷ tc1ɼtc2ɼ
tδͷਖ਼ͷ͖N (c1 ∪ c2)ͷ͔͖Β༠ಋ͞ΕΔͷͱ͢Δɽ

(III) ϥϯλϯؔࣜɿ
ਤ 3ͷΑ͏ͳ୯७ดۂઢ αi (i = 1, 2, 3)ɼδi (i = 1, 2, 3, 4)ʹର͠ɼtα1tα2tα3 =

tδ1tδ2tδ3tδ4ɽͨͩ͠ɼ͜ͷ tα1ɼtα2ɼtα3ɼtδ1ɼtδ2ɼtδ3ɼtδ4ͷਖ਼ͷ͖N (α1∪α2)

ͷ͔͖Β༠ಋ͞ΕΔͷͱ͢Δɽ

(IV) αɼβɼαβ ∈ π1(Ng−1,n)͕୯७ͳϧʔϓͰද͞ΕΔ࣌ɼψµ(αβ) = ψµ(α)ψµ(β)ɽ
(V) α͕୯ଆͳ୯७ดۂઢͰ͋Δ࣌ɼYµ,α = tε1δ1t

ε2
δ2
ɽͨͩ͠ɼδ1 % δ2N (µ ∪ α)ͷڥ

քʹͳΔͷͰɼε1ͱ ε2ͦΕͧΕ1͔−1Ͱ͋Δʢਤ রʣɽࢀ4

ਤ 2: 2-νΣΠϯؔࣜɽ
ਤ 3: ϥϯλϯؔࣜɽ

ਤ 4: αɼNNg,n(δ1)ɼ NNg,n(δ2) ͷ্͕͖ਤͷΑ͏ͳ࣌ɼYµ,α = tδ1t
−1
δ2
ͱͳΔɽ͜͜

Ͱɼਤதͷʷҹ։ԁ൘Λൈ͍ͯग़དྷΔڥքͷରᪧͷಉҰࢹΛҙຯ͢Δɽ

Gervais [1]ͱLuo [4]͕༩͑ͨM(Σg,n)ͷແݶදࣔɼҎԼͷͷͰ͋Δɽ

ఆཧ 2.1 (Gervais, Luo). g ≥ 0ɼn ≥ 0ʹର͠ɼM(Σg,n)ͷදࣔҎԼͰ༩͑ΒΕΔɽ
ੜܥɿ{tc | cɿΣg,n্ͷ୯७ดۂઢ}
ɿ(0)ɼ(I)ɼ(II)ɼ(III)ɽࣜؔ
ͨͩ͠ɼϒϨΠυؔࣜ tdtct

−1
d = t

εtd
td(c)

ͷܗͰ͔ͭ |c ∩ d|͕0͔1ͷͷͰेɽ
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3. ओ݁Ռ
Stukow [6]ͷ༗ݶදࣔʹGervais [1]ͷٞΛద༻͢Δ͜ͱʹΑͬͯ࣍ͷ݁Ռ͕ಘΒΕΔɽ

ఆཧ 3.1. g ≥ 3͔ͭn ∈ {0, 1}ɼए͘͠ (g, n) = (2, 1)ʹର͠ɼM(Ng,n)ͷදࣔҎ
ԼͰ༩͑ΒΕΔɽ
ੜܥɿ{tc | cɿNg,n্ͷଆͳ୯७ดۂઢ}

∪{Yµ,α | µɿNg,n্ͷ୯ଆͳ୯७ดۂઢɼαɿNg,n্ͷ୯७ดۂઢ}
ɿ(0)ɼ(I)ɼ(II)ɼ(III)ɼ(IVࣜؔ )ɼ(V )ɽ

ҙ 3.2. ࣜؔ (I)ɼ(IV )ΛDehn twist ͱY-ಉ૬ࣸ૾ͷੵͰॻ͖͢ࣄͰɼఆཧ 3.1

ͷؔࣜ (V )ෆཁʹͳΔɽ

ҙ 3.3. M(N2)༗܈ݶͰ͋ΓɼߋʹM(N1)ɼM(N1,1)ࣗ໌ͳ܈ʹͳΔɽ
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STRICTLY CONVEX WULFF SHAPES

AND C1 CONVEX INTEGRANDS

HUHE HAN

Abstract. Let � : Sn ! R+ be a continuous function and letW� be the Wul↵

shape associated with �. We show that Wul↵ shape W� is strictly convex if
and only if convex integrand of W� is of class C1. We also show that if the

boundary of W� is a C1 submanifold, then � must be the convex integrand of

W� .

1. Introduction

Let n be a positive integer. Given a continuous function � : Sn ! R+ where
Sn ⇢ Rn+1 is the unit sphere and R+ is the set consisting of positive real numbers,
the Wul↵ shape associated with �, denoted by W� , is the following intersection

W� =
\

✓2Sn

��,✓.

Here, ��,✓ is the following half-space:

��,✓ = {x 2 Rn+1 | x · ✓  �(✓)}.

Figure 1. A Wul↵ shape W� .

By definition, the Wul↵ shape W� is a convex body such that the origin of Rn+1

is an interior point of W� . The notion of Wul↵ shape was first introduced by G.
Wul↵ in [9]. Let Id : Rn+1 ! Rn+1 ⇥ {1} be the map defined by Id(x) = (x, 1).
Denote the point (0, . . . , 0, 1) 2 Rn+2 by N . The set Sn+1 �H(�N) is denoted by

2010 Mathematics Subject Classification. 52A20, 52A55, 82D25.
Key words and phrases. Wul↵ shape, dual Wul↵ shape, strictly convex, convex integrand,

support function.
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Sn+1
N,+ . Let ↵N : Sn+1

N,+ ! Rn+1⇥{1} be the central projection relative to N , namely,

↵N is defined as follows for any P = (P1, . . . , Pn+1, Pn+2) 2 Sn+1
N,+ (see Figure 2):

↵N (P1, . . . , Pn+1, Pn+2) =

✓
P1

Pn+2
, . . . ,

Pn+1

Pn+2
, 1

◆
.

Figure 2. The central projection ↵N .

Next, we consider the mapping  N : Sn+1 � {±N} ! Sn+1
N,+ (see Figure 3),

defined by

 N (P ) =
1p

1� (N · P )2
(N � (N · P )P ).

The mapping  N was introduced in [5], has the following intriguing properties:

Figure 3. P · N (P ) = 0.

(1) For any P 2 Sn+1 � {±N}, the equality P · N (P ) = 0 holds,
(2) for any P 2 Sn+1 � {±N}, the property  N (P ) 2 RN + RP holds,
(3) for any P 2 Sn+1 � {±N}, the property N · N (P ) > 0 holds,
(4) the restriction  N |Sn+1

N,+�{N} : Sn+1
N,+ � {N} ! Sn+1

N,+ � {N} is a C1 di↵eo-

morphism.

For any point P 2 Sn+1, let H(P ) be the closed hemisphere centered at P ,
namely,

H(P ) = {Q 2 Sn+1|P ·Q � 0},

296



where the dot in the center stands for the scalar product of two vectors P,Q 2 Rn+2.
For any non-empty subset fW ⇢ Sn+1, the spherical polar set of fW , denoted by fW �,
is defined as follows:

fW � =
\

P2fW

H(P ).

for details on spherical polar set, see for instance [1, 6]

Proposition 1 ([6]). Let � : Sn ! R+ be a continuous function. Let graph(�) =
{(✓, �(✓)) 2 Rn+1 � {0} | ✓ 2 Sn}, where (✓, �(✓)) is the polar plot expression for a

point of Rn+1 � {0}. Then, W� is characterized as follows:

W� = Id�1 � ↵N

⇣�
 N � ↵�1

N � Id (graph(�))
��⌘

.

Proposition 2 ([6]). For any Wul↵ shape W� , the following set, too, is a Wul↵

shape:

Id�1 � ↵N

⇣�
↵�1
N � Id (W�)

��⌘
.

Definition 1 ([6]). Let W� be a Wul↵ shape. The Wul↵ shape given in Proposition
2 is called the dual Wul↵ shape of W� .

A Wul↵ shape W� said to be self-dual Wul↵ shape if the equality W� = Id�1 �
↵N

⇣�
↵�1
N � Id (W�)

��⌘
holds, for details on self-dual Wul↵ shapes, see for instance

[4].

The mapping inv : Rn+1 � {0} ! Rn+1 � {0}, defined as follows, is called the
inversion with respect to the origin of Rn+1.

inv(✓, r) =

✓
�✓,

1

r

◆
.

Let �� be the boundary of the convex hull of inv(graph(�)). If the equality �� =
inv(graph(�)) is satisfied, then � is called a convex integrand. The notion of convex
integrand was firstly introduced by J. Taylor in [8].

2. Main Results

Theorem 1 ([2]). Let W ⇢ Rn+1
be a convex body containing the origin of Rn+1

as an interior point of W . Then, W is strictly convex if and only if its convex

integrand �W is of class C1
.

Theorem 2 ([3]). Let � : Sn ! R+ be a continuous function and let W� be the

Wul↵ shape associated with �. Suppose that the boundary of W� is a C1
submani-

fold. Then, � must be the convex integrand of W� .

3. Applications of Theorem 1

Since the boundary of the convex hull of a C1 closed submanifold is a C1 closed
submanifold (for instance, see [7, 10]), as a corollary of Theorem 1, we have the
following:

Corollary 1 ([2]). Let � : Sn ! R+ be a function of class C1
. Then, W� is strictly

convex.

In particular, we have the following:
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Corollary 2 ([6], Theorem 1.3). Let � : Sn ! R+ be a function of class C1
. Then,

W� is never a polytope.

On the other hand, the converse of Corollary 1 does not hold in general (see Figure
4).

Figure 4. A strictly convex Wul↵ shape W� having non smooth
support function �.

Combining Theorem 1 and Proposition 1 yields the following:

Corollary 3 ([2]). A Wul↵ shape in Rn+1
is strictly convex if and only if the

boundary of its dual Wul↵ shape is C1
di↵eomorphic to Sn

.

In particular, we have the following:

Corollary 4 ([2]). A Wul↵ shape in Rn+1
is strictly convex and its boundary is

C1
di↵eomorphic to Sn

if and only if its dual Wul↵ shape is strictly convex and the

boundary of it is C1
di↵eomorphic to Sn

.

It is interesting to compare Corollary 4 and the following proposition:

Proposition 3 ([6]). A Wul↵ shape in Rn+1
is a polytope if and only if its dual

Wul↵ shape is a polytope.

Finally, we give an application of Theorem 1 from the view point of pedal.

Definition 2 ([2]). Let p (resp., F : Sn ! Rn+1) be a point of Rn+1 (resp., a C1

embedding). Then, the pedal of F (Sn) relative to p is the mapping G : Sn ! Rn+1

which maps ✓ 2 Sn to the nearest point in the tangent hyperplane to F (Sn) at
F (✓) from the given point p.

Let W be a Wul↵ shape in Rn+1. Suppose that @W is C1 di↵eomorphic to Sn.
Then, @W may be regarded as the graph of a certain C1 embedding F : Sn ! Rn+1,
and �W is exactly the pedal of @W relative to the origin. Theorem 1 gives a su�cient
condition for the pedal of @W relative to the origin to be smooth:

Corollary 5 ([2]). Suppose that a Wul↵ shape W in Rn+1
is strictly convex and

its boundary is C1
di↵eomorphic to Sn

. Then, the pedal of @W relative to the any

interior point of W is of class C1
.
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TOPOLOGICAL CLASSIFICATION OF MAP GERMS USING REEB
GRAPHS

ERICA BOIZAN BATISTA

1. Introduction

The classification problem of singular points of C1 map germs is one of the most impor-
tant problems in Singularity theory. The classical classification is done via A-equivalence,
where we take C

1-di↵eomorphism germs in the source and the target. However, this is
a di�cult problem and it presents a lot of rigidity. Then it seems natural to investigate
the classification of map germs up to weaker equivalence relations. Here we consider
topological equivalence or C0-A-equivalence, where the changes of coordinates are home-
omorphisms instead of C1-di↵eomorphisms.
This work is devoted to the topological classification of C1 map germs from R3 to R2

which are finitely determined. The topological structure of a finitely determined map
germ f : (R3

, 0) ! (R2
, 0) is determined by the so-called link of f (cf. [6]). The link

of f is obtained by taking a small enough representative f : U ⇢ R3 ! R2 and the
intersection of its image with a small enough sphere S

1
� centered at the origin in R2.

When f has isolated zeros (i.e., f�1(0) = {0}), the link is a stable map � : S2 ! S

1 and
f is topologically equivalent to the cone of �. As a consequence, two finitely determined
map germs f, g : (R3

, 0) ! (R2
, 0) are topologically equivalent if their associated links are

topologically equivalent.

2. Finite determinacy and the link of a map germ

Two C

1 map germs f, g : (R3
, 0) ! (R2

, 0) are A-equivalent if there exist C

1-
di↵eomorphism germs  : (R3

, 0) ! (R3
, 0) and � : (R2

, 0) ! (R2
, 0) such that f =

� � g �  . If �,  are homeomorphisms instead of C1-di↵eomorphisms, then we say that
f and g are topologically equivalent (or C0

-A-equivalent).
For simplicity, we will write just di↵eomorphism instead of C1-di↵eomorphism.
We say that f : (R3

, 0) ! (R2
, 0) is k-determined if for any map germ g with the same

k-jet, we have that g is A-equivalent to f . We say that f is finitely determined if it is
k-determined for some k.
Let f : U ! R2 be a C

1 map, where U ⇢ R3 is an open subset. We denote by
S(f) = {p 2 U | Jf(p) does not have rank 2} the singular set of f , where Jf(p) is the
Jacobian matrix of f . We also denote the discriminant set of f by �(f) = f(S(f)).
Let f : (R3

, 0) ! (R2
, 0) be a finitely determined map germ. Then there exists a

representative f : U ⇢ R3 ! R2 such that

i) S(f) \ f

�1(0) = {0},
ii) the restriction f |U � {0} has only definite and indefinite simple fold singularities.

If f is finitely determined, then its discriminant �(f) is a plane curve with an isolated
singularity at the origin. The number of half branches of �(f) will play a crucial role in

Key words and phrases. topological equivalence, classification, link, Reeb graph.
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the analysis of the Reeb graph associated to link of f and consequently, in the topological
classification of f .

Denote by J

r(n, p) the r-jet space from (Rn
, 0) to (Rp

, 0). For positive integers r

and s with s � r, let ⇡s
r : Js(n, p) ! J

r(n, p) be the canonical projection defined by
⇡

s
r(j

s
f(0)) = j

r
f(0). For a positive number ✏ > 0 we set

D

n
✏ = {x 2 Rn | kxk2  ✏}, B

n
✏ = {x 2 Rn | kxk2 < ✏} and S

n�1
✏ = {x 2 Rn | kxk2 = ✏}.

We denote D

n, Bn and S

n�1 the standard disk, ball and sphere of radius 1, respectively.
T. Fukuda has proved the following cone structure theorem in his papers [5, 6]:

Theorem 2.1. For any semialgebraic subset W of J

r(n, p), there exist an integer s (s �
r) depending only on n, p and r, and there exists a closed semialgebraic subset ⌃W of

(⇡s
r)

�1(W ) having codimension � 1 such that for any C

1
map f : Rn ! Rp

with j

s
f(0)

belonging to (⇡s
r)

�1(W ) \ ⌃W we have the following properties:

(A) The case f

�1(0) = {0}: there is ✏0 > 0 such that for any number ✏ with 0 <

✏  ✏0 we have:

(A-i) the set S̃

n�1
✏ = f

�1(Sp�1
✏ ) is a C

1
submanifold without boundary which is

di↵eomorphic to the standard unit sphere S

n�1
.

(A-ii) The restricted map f |S̃n�1
✏ : S̃n�1

✏ ! S

p�1
✏ is topologically stable (C

1
stable if

(n, p) is a nice pair in Mather’s sense).

(A-iii) If D̃

n�1
✏ = f

�1(Dp�1
✏ ), then the restricted map f |D̃n�1

✏ : D̃n�1
✏ ! D

p
✏ is topo-

logically equivalent to the cone of f |S̃n�1
✏ .

(B) The case f

�1(0) 6= {0}: there exist a positive number ✏0 and a strictly increas-

ing C

1
function � : [0, ✏0] ! [0,1) with �(0) = 0 such that for every ✏ and � with

0 < ✏  ✏0 and 0 < �  �(✏) we have:

(B-i) f

�1(0)\ S

n�1
✏ is an (n� p� 1)-dimensional manifold and it is di↵eomorphic

to f

�1(0) \ S

n�1
✏0 .

(B-ii) D

n
✏ \ f

�1(Sp�1
� ) is a C

1
manifold, in general with boundary and it is di↵eo-

morphic to D

n
✏0 \ f

�1(Sp�1
�(✏0)

).

(B-iii) the restriction f |Dn
✏ \ f

�1(Sp�1
� ) : Dn

✏ \ f

�1(Sp�1
� ) ! S

p�1
� is a topologically

stable map (C

1
stable if (n, p) is a nice pair in Mather’s sense) and its topo-

logical class is independent of ✏ and �.

Assuming that f is r-determined for some r and taking W = {jrf(0)}, we can apply
Theorem 2.1 to obtain a representative of f satisfying (A) or (B), depending on if f�1(0) =
{0} or f�1(0) 6= {0}. Note that when n  p we always have f�1(0) = {0} but when n > p

we may have the two possibilities.

Definition 2.2. Let f : (R3
, 0) ! (R2

, 0) be a finitely determined map germ such that
f

�1(0) = {0}. We say that the stable map f |S̃2
✏ : S̃2

✏ ! S

1
✏ is the link of f , where f is a

representative that satisfies the Fukuda’s conditions (A) of Theorem 2.1 adapted for case
n = 3 and p = 2.

Corollary 2.3. Two finitely determined map germs f, g : (R3
, 0) ! (R2

, 0) with f

�1(0) =
{0} = g

�1(0) are topologically equivalent if their associated links are topologically equiva-

lent.
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3. The generalized Reeb graph

The Reeb graph was introduced by Reeb in [7] and it is well known that it is a complete
topological invariant for Morse functions from S

2 to R (see [1]).

Proposition 3.1. Let � : S2 ! S

1
be a stable map. Then � is not a regular map.

Given a continuous map f : X ! Y between topological spaces, we consider the
following equivalence relation on X: x ⇠ y , f(x) = f(y) and x and y are in the same
connected component of f�1(f(x)).

Proposition 3.2. Let � : S2 ! S

1
be a stable map. Then the quotient space S

2
/ ⇠

admits the structure of a connected graph in the following way:

(1) the vertices are the connected components of level curves �

�1(v), where v 2 S

1
is

a critical value;

(2) each edge is formed by points that correspond to connected components of level

curves �

�1(v), where v 2 S

1
is a regular value.

Each vertex of the graph can be of three topological types, depending on if the connected
component has a maximum/minimum critical point, a saddle point or just regular points.
Let v1, . . . , vr 2 S

1 be the critical values of �. We choose a base point v0 2 S

1 and an
orientation. We can reorder the critical values such that v0  v1 < . . . < vr and we label
each vertex with the index i 2 {1, . . . , r}, if it corresponds to the critical value vi.

Definition 3.3. The graph given by S

2
/ ⇠ together with the the labels of the vertices,

as previously defined, is said to be the generalized Reeb graph associated to � : S2 ! S

1.

For simplicity, from now on we will just call Reeb graph to the generalized Reeb graph,
unless otherwise specified.

Proposition 3.4. Let � : S2 ! S

1
be a stable map. Then the Reeb graph of � is a tree.

Let �, � : S2 ! S

1 be two stable maps. Let �� and �� be their respective Reeb graphs.
Consider the induced quotient maps �̄ : �� ! S

1
� and �̄ : �� ! S

1
� , where S

1
� , S

1
� denote

S

1 with the graph structure whose vertices are the critical values of �, � respectively.

Definition 3.5. An isomorphism between two graphs �1 and �2 is a bijection f from
V (�1) to V (�2) such that two vertices v and w are adjacent in �1 if and only if f(v) and
f(w) are adjacent in �2, where V (�i) = {vertices of �i}.

Definition 3.6. We say that �� is equivalent to �� and we denote it by �� ⇠ ��, if there
exist graph isomorphisms j : �� ! �� and l : S1

� ! S

1
� , such that the following diagram

is commutative:

V�
�̄|V����! ��

j|V�

??y
??yl|��

V�
�̄|V����! ��

where V� = {vertices of ��}, V� = {vertices of ��} and �� and �� are their respective
discriminant sets.

Theorem 3.7. Let �, � : S

2 ! S

1
be two stable maps. If � and � are topologically

equivalent then their respective Reeb graphs are equivalent.
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The above theorem allows us to extend the definition of Reeb graph for C0-stable maps
between topological spheres.

Theorem 3.8. Let �, � : S2 ! S

1
be two stable maps such that �� ⇠ ��. Then � is

A-equivalent to �.

Corollary 3.9. Let �, � : S2 ! S

1
be two stable maps. Then the following statements are

equivalent:

(1) �, � are A-equivalent,

(2) �, � are topologically equivalent,

(3) �� ⇠ ��.

Theorem 3.10. Let f, g : (R3
, 0) ! (R2

, 0) be two finitely determined map germs such

that f

�1(0) = {0} = g

�1(0). If f and g are topologically equivalent then the Reeb graphs

of their links are equivalent.

Again, Theorem 3.10 together with Corollary 2.3 and Theorem 3.8 show that the Reeb
graph is a complete topological invariant for map germs from with isolated zeros.

Corollary 3.11. Let f, g : (R3
, 0) ! (R2

, 0) be finitely determined map germs such that

f

�1(0) = {0} = g

�1(0). Then the following statements are equivalent:

(1) f, g are topologically equivalent,

(2) the Reeb graphs of the links of f, g are equivalent,

(3) the links of f, g are topologically equivalent.
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άϥϑʹਵͨ͠ϋΠύʔ܈

ɹᠳฏʢShohei OYANOKIʣ (ಸྑڭҭେֶେֶӃ)∗

֓ ཁ

༗ݶϋΠύʔ܈ͱ,༗܈ݶΛ֦ுͨ͠ͷͰ͋Δ. ·ͨ, άϥϑͱ, 
ͷू߹ͱลͷू߹͔ΒͳΔਤܗͷ͜ͱͰ͋Δ. ຊڀݚͰ, άϥϑ͔Βྡ
.ͨͬߦ͢Δ͜ͱΛߏΛ܈ͳͲͷతͳಓ۩Λ༻͍ͯϋΠύʔྻߦ ·ͨ,
ϋΠύʔ͔܈ΒάϥϑΛߏ͢Δ͜ͱͨͬߦ.ຊߨԋͰ, ༗܈ݶͱ༗ݶϋ
Πύʔ܈ͱͷҧ͍ʹ͍ͭͯड़, ۩ମྫΛަ͑ͳ͕Β, άϥϑ͔ΒϋΠύʔ܈
Λߏ͢Δํ๏ʹ͍ͭͯड़Δ.

1. ͡Ίʹ
༗܈ݶΛ֦ுͨ֓͠೦ͷҰͭͱͯ͠, ༗ݶϋΠύʔ͕܈ଘ͢ࡏΔ. ͦͷϋΠύʔ܈ͷఆ
ٛʹ͍ͭͯड़, ༗͕܈ݶϋΠύʔ܈Ͱ͋Δ͜ͱͷূ໌Λ͏ߦ. ͦͯ͠, ͍͔ͭ͘ͷ۩
ମྫΛ௨ͯ͠ϋΠύʔ܈ͷߏํ๏ʹ͍ͭͯड़Δ.

2. ༗ݶϋΠύʔ܈ͱ
2.1. ͷ४උ߸ه

·ͣ, ༗ݶϋΠύʔ܈ʹ͍ͭͯड़ΔͨΊʹඞཁͳه߸ͷఆٛΛ͏ߦ.

ఆٛ 1 (algebra). ۭͰͳ͍ू߹A͕࣍ͷੑ࣭Λຬͨ͢ͱ͖, ू߹AalgebraͰ͋Δͱ
͍͏.

1. AC্ͷϕΫτϧۭؒͰ͋Δ.

2. Aʹੵ͕ఆٛ͞Ε͍ͯΔ.

3. Aͷԋࢉʹରͯ͠, ๏ଇΛຬͨ͢.

ఆٛ 2 (ର߹−). algebra Aʹରͯ͠, ࣸ૾−Λ− : A → Aͱ͢Δ. a, b ∈ A,λ ∈ Cʹ
ରͯ͠

(a+ b)− = a− + b−, (λa)− = λ−1a−, (ab)− = b−a−, (a−)− = a

Λຬͨ͢ͱ͖, ࣸ૾−Λର߹ͱ͍͏. ͨͩ͠, λ−1λͷෳૉڞΛද͢.

ఆٛ 3 (involutive algebra). ۭͰͳ͍ू߹A͕࣍ͷੑ࣭Λຬͨ͢ͱ͖, ू߹A invo-

lutive algebraͰ͋Δͱ͍͏.

1. A͕algebraͰ͋Δ.

2. Aʹର߹−͕ఆٛ͞Ε͍ͯΔ.

ఆٛ 4 ( (support)). ू߹X = {c0, c1, . . . , cn}͕͋Γ, µ = a0c0 + a1c1 + a2c2 + · · ·+
ancn(ai ∈ C, ci ∈ X) ʹରͯ͠, µ ͷ (support)Λද͢ supp(µ)Λ

supp(µ) := {cj ; aj ̸= 0}

ͱఆٛ͢Δ.

ΩʔϫʔυɿϋΠύʔ܈, άϥϑ
∗ e-mail: a153302@student.nara-edu.ac.jp
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2.2. ༗ݶϋΠύʔ܈ͷެཧ

ൺֱͷͨΊʹ༗܈ݶͷఆٛΛ·ͣҎԼʹࣔ͢.

ఆٛ 5 (༗܈ݶ). ༗ूݶ߹ G = {g0, g1, g2, . . . , gn}ʹରͯ͠,ೋ߲ԋࢉ ◦ : G×G → G͕
ఆٛ͞Ε͓ͯΓ, ҎԼͷ݅Λຬͨ͢ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, G = (G, ◦)Λ܈ͱ͍͏.

• gi ◦ gj = gk ∈ G ( ԋࢉʹؔͯ͠ด͍ͯ͡Δ ).

• g ∈ Gʹରͯ͠, g ◦ e = e ◦ g = gͱͳΔ e ∈ Gͷଘࡏ.

• g ∈ Gʹରͯ͠, g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = eͱͳΔ g−1 ∈ Gͷଘࡏ.

• gi, gj, gk ∈ Gʹରͯ͠, gi ◦ (gj ◦ gk) = (gi ◦ gj) ◦ gk ཱ͕.

ͦͯ͠, ༗ݶϋΠύʔ܈࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞Ε͍ͯΔ.

ఆٛ 6 (༗ݶϋΠύʔ܈, Generalized fusion rule algebra).

༗ूݶ߹K := {c0, c1, . . . , cn}ʹରͯ͠,

CK := {µ =
n∑

k=0

akck, ak ∈ C}

ͱ͓͘. ,ࢉͷೋͭͷԋ࣍ convolution ◦ : CK × CK → CK, involution ∗ : CK → CK
͕͋Γ, K := (K,CK, ◦, .ͷ݅Λຬͨ͢ͱ͢Δ͕࣍(∗ ͜ͷͱ͖ K := (K,CK, ◦, ∗)
ΛϋΠύʔ܈ͱ͍͏.

1. CK݁߹Λຬͨ͢ involutive algebraͰ͋Δ.

2. ci ◦ cj =
n∑

k=0

akijck

3. c0୯Ґݩ

4. c∗i = cj ⇔ c0 ∈ supp(ci ◦ cj)

5. akij ∈ R+,
n∑

k=0

akij = 1

·ͨ, ͷ݅Λakijޙ࠷ ∈ Z+ʹஔ͖ͨ͑ͱ͖, KΛGeneralized fusion rule algebraͱ
͍͍ಛʹ, F ͱද͢. ͨͩ͠, R+ := {r|r ∈ R, r ≥ 0}, Z+ := {m|m ∈ Z,m ≥ 0}Ͱ
͋Δ.

 1. ͜ͷఆٛ, ϋΠύʔ܈༗܈ݶͱҟͳΓ, ू߹ K ʹԋࢉఆٛ͞Εͯ
͓Βͣ, CK ͰͷԋࢉΛ͑ߟΔͱ͍͏͜ͱΛҙຯ͍ͯ͠Δ. ·ͨ, ެཧͷ 2, 3, 4 ͦ
ΕͧΕ, ༗܈ݶͷެཧʹ͓͚Δ, ԋࢉʹؔͯ͠ด͍ͯ͡Δ͔Ͳ͏͔, ୯Ґݩͷଘੑࡏ, ٯ
.ରԠ͍ͯ͠Δʹੑࡏͷଘݩ

 2. ϋΠύʔ܈ Kຊདྷ (K,CK, ◦, ∗)ͷ࢛ͭͰߏ͞ΕΔ͕, ,ड़Λলུͯ͠ه

K = {c0, c1, c2}͕ϋΠύʔ܈Ͱ͋Δ. ͱ͍ͬͨܗͰ͜͢هͱ͕͋Δ.

͜͜Ͱ, ϋΠύʔ܈͕܈ͷ֦ுʹͳ͍ͬͯΔ͜ͱΛ͔֬ΊΔ.
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ఆཧ 1 (༗܈ݶϋΠύʔ܈Ͱ͋Δ). ҙͷ༗܈ݶ༗ݶϋΠύʔ܈Ͱ͋Δ.

ূ໌. ܈ G = (G , ·) Λ͑ߟΔ. ͨͩ͠ G , G = {g0, g1, . . . , gn} ͱ͠ g0  G ͷ୯
Ґݩ. ͞Βʹ, gi , gj ∈ CG ʹରͯ͠, convolution ◦ Λ

gi ◦ gj := gi · gj = gk (0 ≤ k ≤ n)

ͱఆΊΔ. ͞Βʹ, involution ∗Λ, (gi)∗ := (gi)−1ͱ͢Δ. ͜ΕΑΓ, G = (G,CG, ◦, ∗)͕
ϋΠύʔ܈ͷެཧΛຬ͍ͨͯ͠Δ͜ͱΛ֬ೝ͢Δ.

1. CG݁߹Λຬͨ͢ involutive algebraͰ͋Δ͜ͱʹ͍ͭͯ.

͜ΕCGͷఆٛ, .Λຬͨ͢͜ͱ͔Β͔֬ΊΒΕΔ߹͕݁܈

2. gi ◦ gj =
n∑

k=0

akijgkʹ͍ͭͯ

gi ◦ gj = gi · gj = gk (0 ≤ k ≤ n)

ͱͳΔ. ·ͨ,

gk = 0× g0 + 0× g1 + · · ·+ 0× gk−1 + 1× gk + 0× gk+1 + · · ·+ 0× gn

ͱද͞ΕΔͷͰ, ຬ͍ͨͯ͠Δ͜ͱ͕Θ͔Δ.

3. g0୯Ґݩ. ͜ΕG͕܈Ͱ͋Δ͜ͱ͔Β໌Β͔Ͱ͋Δ.

4. g∗i = gj ⇔ g0 ∈ supp(gi ◦ gj) ʹ͍ͭͯ

(a) ⇐ʹ͍ͭͯ
gi ◦ gj = gk (0 ≤ k ≤ n) ͱද͞ΕΔ͜ͱʹҙͯ͠ূ໌Λ͏ߦ.

g0 ∈ supp(gi ◦ gj)
⇒g0 ∈ supp(gk)

⇒g0 ∈ {gk}
⇒g0 = gk

⇒g0 = gi · gj
⇒g−1

i = gj

⇒g∗i = gj

(b) ⇒ʹ͍ͭͯ
͜Ε, ,ͷ͍ٞͬͯ͘͜ͱ͕ՄͰ͋ΔͨΊه্ ཱ͍ͯ͠Δ͜ͱ
͕Θ͔Δ.

5. akij ∈ R+,
n∑

k=0

akij = 1 ʹ͍ͭͯ

gk = 0× g0 + 0× g1 + · · ·+ 0× gk−1 + 1× gk + 0× gk+1 + · · ·+ 0× gn Ͱ͋Γ, ͦ
ͷͷ͕໌Β͔ʹ1Ͱ͋Δ͔Β, ͜ͷެཧຬ͍ͨͯͯ͠Δ

Ҏ্Λͬͯ, ༗͕܈ݶ༗ݶϋΠύʔ܈Ͱ͋Δ͜ͱ͕ূ໌Ͱ͖ͨ.
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3. άϥϑ͔ΒϋΠύʔ܈ͷߏ
ϋΠύʔ܈Λߏ͢Δํ๏ෳଘ͢ࡏΔ. ͦͷதͰൺֱత୯७ͳํ๏Ͱ͋Δ, ྡ
.͢Δ͜ͱʹ͍ͭͯड़Δߏ͍ͯ༺Λྻߦ ͦͷͨΊͷ४උΛ͍͔ͭ͘͏ߦ.

ఆٛ 7 (ྡྻߦ). ͕nͷάϥϑGʹରͯ͠,  viͱvjΛ݁ͿลͷΛaijͱ
ͨ͠ͱ͖, aijΛཁૉͱ͢Δn × nྻߦA(G) = (aij) ΛGͷྡྻߦͱ͍͏. ༗άϥ
ϑͷ߹, aij ࢝ vi , ऴ vj Λހͭ࣋ͷݸͱ͢Δ.

 3. ͜ͷఆ͔ٛΒΘ͔ΔΑ͏ʹ, ྡྻߦάϥϑGͷͷϥϕϧͷ͚ͭํʹґ
ଘ͍ͯ͠Δ.

3.1. ਖ਼n֯ܗͷάϥϑͷ߹

ಘΒΕ͍ͯΔ݁Ռ࣍ͷ௨ΓͰ͋Δ.

ఆཧ 2 (ਖ਼m֯ܗͷάϥϑʹਵͨ͠ϋΠύʔ܈). ਖ਼m֯ܗDmͷྡ͔ྻߦΒಘΒ
ΕΔϋΠύʔ܈ΛK(Dm)ͱ͢Δ. K(Dm)ͷҐ ⌊m

2 ⌋ + 1Ͱ͋Δ. ·ͨ, ͦͷߏࣜ
ਖ਼2m (m = 1, 2, 3 . . . , n)֯ܗͷ߹, ͷࣜ࣍ (1)ͷΑ͏ʹͳΓ,

cicj = cjci =
1

2
c|i−j| +

1

2
ci+j (1 ≤ i , j ≤ n− 1)

cnci = cicn = cn−i (i = 1, 2, . . . , n)
(1)

ਖ਼2m+ 1 (m = 1, 2, 3 . . . , n)֯ܗͷ߹, ͷࣜ࣍ (2)ͷΑ͏ʹͳΔ.

cicj = cjci =
1

2
c|i−j| +

1

2
ci+j (1 ≤ i , j ≤ n− 1)

cnci = cicn =
1

2
c|n+1−j| +

1

2
c|m−j| (i = 1, 2, . . . , n)

(2)

͜ͷϋΠύʔ܈Λߏͨ͠ํ๏࣍ͷ௨ΓͰ͋Δ.

1. άϥϑ͔ΒྡྻߦY1Λੜ͢Δ.

2. ྡ͔ྻߦΒ, Generalized fusion rule algebra ΛಘΔ.

3. ͦͷGeneralized fusion rule algebra ͷ֤ݩΛؔݩ࣍ͰׂΔ.

ͳ͓, .ͷఆٛҎԼͷΑ͏ͳͷʹͳΔؔݩ࣍

ఆٛ 8 .(ؔݩ࣍) Generalized fusion rule algebra Fʹରͯ͠, d : F → R+ͱͳΔ४
ಉ૾ࣸܗΛؔݩ࣍ͱ͍͏. ͨͩ͠, Fͷ୯Ґݩ eʹରͯ͠, d(e) = 1Ͱ͋Δ.

,ʹ࣍ ͍͔ͭ͘ͷྫΛࣔ͢.

3.2. ਖ਼ܗ֯ࡾͷແάϥϑ

.Δ͑ߟ͍ͯͭʹάϥϑͷແܗ֯ࡾ୯७ͳਖ਼࠷ ·ͣ, खॱ 1Λ࣮͢ߦΔ. ྡྻߦ
ͷఆٛΑΓ,

Y1 =

⎛

⎜⎝
0 1 1

1 0 1

1 1 0

⎞

⎟⎠

Y 2
1 =

⎛

⎜⎝
0 1 1

1 0 1

1 1 0

⎞

⎟⎠

⎛

⎜⎝
0 1 1

1 0 1

1 1 0

⎞

⎟⎠ =

⎛

⎜⎝
2 1 1

1 2 1

1 1 2

⎞

⎟⎠ = 2Y0 + Y1

307



ਤ 1: ਖ਼ܗ֯ࡾͷແάϥϑ

Αͬͯ, F := {Y0, Y1} ͱ͢Δͱ, ͜ΕGeneralized fusion rule algebra ʹͳΔ. ͦͷ
.ͷΑ͏ʹͳΔ࣍ࣜߏ

Y 2
1 = 2Y0 + Y1, Y0Y1 = Y1Y0 = Y1

,ʹ࣍ खॱ 2Λ࣮͢ߦΔ. ,ಘΒΕͨࠓ Y 2
1 = 2Y0 + Y1 ͷ྆ลΛࣸ૾dͰࣸ͢. ؔݩ࣍

ͷఆٛΑΓ, d(Y0) = 1 Ͱ͋Δ͔Β, ؔݩ࣍Ί͍ͨٻ (ͷ ) d(Y1)Λxͱ͓͘.

d(Y 2
1 ) = d(2Y0 + Y1)

ࣸ૾ d͕४ಉܗͰ͋Δ͜ͱΑΓ, d(Y1) = −1, 2. ࣸ૾ dͷҬ͕R+Ͱ͋Δ͜ͱ͔Β,

d(Y1) = 2. .Δ͢ߦखॱ3Λ࣮ʹ࣍ ͭ·Γ, ू߹Fͷ֤ݩΛؔݩ࣍ (ͷ )ͰׂΔ. ͠
͕ͨͬͯ, .ͷΑ͏ʹͳΔ࣍ݩ֤

c0 :=
1

d(Y0)
Y0 = Y0, c1 :=

1

d(Y1)
Y1 =

1

2
Y1

ͦͯ͠, खॱ2ͰಘΒΕͨؔࣜΛ༻͍Δͱ,

c21 =
1

2
Y1

1

2
Y1 =

1

4
Y 2
1 =

1

4
(2Y0 + Y1) =

1

2
Y0 +

1

4
Y1 =

1

2
c0 +

1

2
c1

͕ͨͬͯ͠, K := {c0, c1} ͱ͢Δͱ, ͜ΕҐ 2ͷϋΠύʔ܈Ͱ͋Γ, K ∼= Z 1
2
(2) Ͱ

͋Δ. ͦͯ͠, ͦͷߏࣜ,

c21 =
1

2
c0 +

1

2
c1, c0c1 = c1c0 = c1

Ͱ͋Δ. ͨͩ͠, Zq(2)ͱ, Ґ͕ 2ͷϋΠύʔ܈Ͱ͋Γ, ҎԼͷߏࣜΛͭͷͰ
͋Δ.

c21 = qc0 + (1− q)c1 (0 < q ≤ 1)

͜Ε͕ਖ਼ܗ֯ࡾͷແάϥϑ͔ΒಘΒΕΔϋΠύʔ܈Ͱ͋Δ.

3.3. શάϥϑ Kn

·ͣ, ఆٛΛड़Δ. ͳ͓, Լͷਤ2ʹࣔ͢ͷ, n = 5, 6ͷ߹Ͱ͋Δ.

ఆٛ 9 .(શάϥϑ) ,શάϥϑͱ nݸͷΛ͍ޓʹͯ͢ลͰ݁ΜͩάϥϑͰ
͋Γ, Knͱද͢.

͜ΕΑΓ, .ͷఆཧΛূ໌͢Δ࣍

308



ਤ 2: શάϥϑK5,K6

ఆཧ 3 .(܈શάϥϑKnʹਵͨ͠ϋΠύʔ) ,શάϥϑKn͔Β ϋΠύʔ͕܈ಘ
ΒΕ, K = {c0, c1} ∼= Z 1

n−1
(2)ͱͳΔ. ͦͯͦ͠ͷߏࣜҎԼͷΑ͏ʹͳΔ.

c21 =
1

n− 1
c0 +

(
1− 1

n− 1

)
c1, c1c0 = c0c1 = c1

ূ໌. ͜ͷͱ͖, άϥϑ, ͯ͢ͷ͕ࣗࣗҎ֎ͱ̍ຊͣͭଓ͞Ε͍ͯΔ
ͷͰ, ྡྻߦ Y1 ର͕֯ 0Ͱ͋Γ, ͦΕҎ֎ͷ 1ͱͳΔ. ͕ͨͬͯ͠, Y 2

1

, ର͕֯n− 1, ͦΕҎ֎ͷͯ͢n− 2ͱͳΔ. ͭ·Γ,

Y 2
1 = (n− 1)Y0 + (n− 2)Y1 (3)

ͷ͕ؔΓཱͭ. ͕ͨͬͯ͠, F := {Y0, Y1} ͱ͢Δͱ͜ΕGeneralized fusion rule

algebra ͱͳΔ. ͔͜͜Βؔݩ࣍Λ༻͍ͯϋΠύʔ܈Λߏ͢Δ. d(Y1) = x ∈ R+ ͱ
͓͘. ࣜ (3)ΑΓ, d(Y1) = n− 1ͱͳΔ. ͦͯ͠,

c0 :=
1

d(Y0)
Y0 = Y0, c1 :=

1

d(Y1)
Y1 =

1

(n− 1)
Y1

ͱ͠, c21Λ͢ࢉܭΔ.

c21 =
1

(n− 1)2
Y 2
1 =

1

(n− 1)2
((n− 1)Y0 + (n− 2)Y1)

=
1

(n− 1)2
((n− 1)c0 + (n− 1)(n− 2)c1)

=
1

(n− 1)
(c0 + (n− 2)c1)

=
1

n− 1
c0 +

n− 2

n− 1
c1

=
1

n− 1
c0 +

(
1− 1

n− 1

)
c1

Αͬͯ, K := {c0, c1} ͱ͢Δͱ, ͜ΕϋΠύʔ܈ͱͳΓ, K ∼= Z 1
n−1

(2) Ͱ͋Δ. ͦͷ
,ࣜߏ

c21 =
1

n− 1
c0 +

(
1− 1

n− 1

)
c1, c1c0 = c0c1 = c1

Ͱ͋Δ. Ҏ্ʹΑΓఆཧ͕ࣔ͞Εͨ.
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3.4. AnܕͷσΟϯΩϯਤܗʹਵͨ͠ϋΠύʔ܈

,ʹ࣍ AnσΟϯΩϯਤ͔ܗΒಘΒΕΔϋΠύʔ܈Λड़Δ. AnσΟϯΩϯਤܗͷఆٛ
ҎԼͷ௨ΓͰ͋Δ.

ఆٛ 10 (AnσΟϯΩϯਤܗ). nݸͷͱn− 1ຊͷลΛঢ়ʹ࿈݁ͤͨ͞άϥϑ
ΛAnܕσΟϯΩϯਤܗͱ͍͏.

3.5. A3ܕσΟϯΩϯਤܗ

ਤ 3: A3ܕσΟϯΩϯਤܗ

͜Ε·Ͱͱಉ༷ʹ͑ߟΔͱ

Y1 =

⎛

⎜⎝
0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎞

⎟⎠ , Y 2
1 =

⎛

⎜⎝
0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎞

⎟⎠

⎛

⎜⎝
0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎞

⎟⎠ =

⎛

⎜⎝
1 0 1

0 2 0

1 0 1

⎞

⎟⎠

͜͜Ͱ, Y2Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δ.

Y2 =

⎛

⎜⎝
0 0 1

0 1 0

1 0 0

⎞

⎟⎠

͢Δͱ, Y 2
1 = Y0 + Y2 ͱͳΔ.ͦͯ͠, Y 2

2 = Y0 Ͱ͋Δ͔Β, Ҏ্ͷ݁ՌΛ·ͱΊΔͱ,

ද1ΛಘΔ.

ද 1: A3ܕσΟϯΩϯਤܗʹਵͨ͠Fusion rule algebraͷԋࢉද

Y0 Y1 Y2

Y0 Y0 Y1 Y2

Y1 Y1 Y0 + Y2 Y1

Y2 Y2 Y1 Y0

͕ͨͬͯ͠, F := {Y0, Y1, Y2} ͱఆٛ͢Ε, ͜ΕGeneralized fusion rule algebra Ͱ
͋Δ. ͔͜͜ΒϋΠύʔ܈Λߏ͢Δ. ͜Ε·Ͱͱಉ͡Α͏ʹ͢Δ͜ͱͰ͖Δ͕, ࣍
,Ίํʹෳ͋ΔͨΊٻͷؔݩ ༗ϕΫτݻ༗λmaxͷݻେ࠷Y1ͷྻߦճྡࠓ
ϧΛར༻ͯ͠ߏ͢Δ.

det(Y1 − λE) = −λ3 − (−λ− λ) = λ(
√

2 + λ)(
√

2− λ)

͕ͨͬͯ͠,

λmax =
√
2

(
= 2 cos

1

3 + 1
π

)
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Ͱ͋Δ. ͜ΕΑΓ͜ͷݻ༗ʹର͢Δݻ༗ϕΫτϧΛٻΊΔͱ, x,ҙఆt ∈ R\{0}
Λ༻͍ͯ,

x =

⎛

⎜⎝
x

y

z

⎞

⎟⎠ = t

⎛

⎜⎝
1√
2

1

⎞

⎟⎠

ͱͳΔ. ͜͜Ͱ,

c0 :=
1

x
Y0 = Y0, c1 :=

1

y
Y1 =

1√
2
Y1, c2 :=

1

z
Y2 = Y2

ͱ͢Δ. ͜ΕΒʹରͯ͠, c21 c22ͳͲΛ͢ࢉܭΔͱ,

c21 =
1

2
Y 2
1 =

1

2
(Y0 + Y2) =

1

2
(c0 + c1) =

1

2
c0 +

1

2
c1

c1c2 =
1√
2
Y1Y2 =

1√
2
Y1 = c1, c2c1 = Y2

1√
2
Y1 =

1√
2
Y2Y1 = c1, c22 = Y 2

2 = Y0 = c0

͕ಘΒΕΔ. ͕ͨͬͯ͠, K := {c0, c1, c2} ͱ͢Δͱ, ͜ΕϋΠύʔ܈ͱͳΓ, ࣜߏ
Λ·ͱΊΔͱ, .ͷද2ͷΑ͏ʹͳΔ࣍

ද 2: A3ܕσΟϯΩϯਤܗʹਵͨ͠ϋΠύʔ܈ ͷԋࢉද

c0 c1 c2

c0 c0 c1 c2
c1 c1

1
2c0 +

1
2c1 c1

c2 c2 c1 c0

͜Ε͕, A3ܕσΟϯΩϯਤ͔ܗΒಘΒΕΔϋΠύʔ܈Ͱ͋Δ.

4. ͓ΘΓʹ
.͢Δํ๏ʹযΛͯͯड़͖ͯͨߏΛ܈ճϋΠύʔࠓ ͞Βʹ, ͦͷߏํ๏ʹ
͍ͭͯओʹྡྻߦʹ͍ͭͯड़͖ͯͨ. ͕ͨͬͯ͠, ܈ͷ՝ͱͯ͠ϋΠύʔޙࠓ
͔ΒάϥϑΛߏ͢Δํ๏ͷཱ֬Ͱ͋ͬͨΓ, ϋΠύʔ͕܈ಘΒΕΔάϥϑͱͦ͏Ͱͳ
͍άϥϑͷزԿֶతҙຯΛ໌Β͔ʹ͢Δ͜ͱͰ͋ͬͨΓ͕͛ڍΒΕΔ.
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Eigenvector sensitivity analysis による 
生物群集の季節動態を駆動するプロセスの環境勾配に沿った空間パターン 
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概要 

 

Eigenvector sensitivity analysis

  

 

 

１．背景 

推移確率行列モデル 
 x  P

 (e.g. [4, 6, 7]).  

xt+1 =Pxt  (1) 
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Eigenvector sensitivity analysis 
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Recognition problem of map-germs and applications

（写像芽の認識問題とその応用）

加葉田雄太朗
Yutaro Kabata

北海道大学大学院理学院数学専攻

1 Introduction

我々が物体（曲面）を眺める時、そこには自然に R2 → R2 の写像の特異点が輪郭とし
て現れる。特に曲面の直線との接触は曲面の射影の局所的な特異点型により測ることがで
き、特異点理論は曲面の局所理論の有効なツールである [1, 2, 4, 5, 12]。
ポスターではまず R2 から R2 への可微分写像の特異点（写像芽）の A-型の著者によ

る簡易な判定法を与える。次に判定法を用いてジェネリックな曲面のワンパラメーター
族の中心射影に現れる特異点の分類に対する結果を紹介する。また、曲面のMonge form

に関する条件式が上記の特異点の分類過程の副産物として得られるが、それに基づいて
得られた曲面のMonge formのジェットの射影変換による分類、及びその BDE (binary

differential equation)のトポロジカルな位相型の分類との関係も紹介する．
本稿では、特に写像芽の判定法について詳しく説明し、その応用については概要のみを

説明する。詳細については [5, 12]を参考されたい。

2 Classification and Recognition

ポスター及び本稿では可微分写像芽 f : R2, 0 → R2, 0 で corank (df)0 = 1 であるも
の（以下では、corank1写像芽と呼ぶ）を主な対象とし、これの A-同値による同値類を
考える。 なお、二つの可微分写像芽が A-同値とはソースとターゲットの局所座標変換が
存在して互いに移り合うことである。corank1写像芽 R2, 0 → R2, 0 で Ae-cod≤ 4 とな
るものの A-同値類よる分類が J. H. Rieger によって与えられている [8]（表１）。（なお、
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Ae-cod≤ r の写像芽とは写像族 R2 ×Rr → R2 に一般的に現れるA-特異点を意味する）。
では、任意に与えられた写像芽の A-型はどのように判定できるであろうか？「与えら

れた写像芽がリストのうちのいずれの同値類に属するかを決定する判定法を与えよという
問題は認識問題と呼ばれ実は自明ではない [4]。通常、与えられた写像芽がどの同値類に
属するかを決定するには、テイラー展開の低次の項から順に具体的な座標変換を見つけて
整理していく、という過程を踏まなければいけない。この過程は非常に煩雑であり、特に
非専門家にとっては分類の結果を応用しようとするときの壁となるであろう。さらには、
Riegerの分類は代数的な手法に基づいているので、Riegerのリストとその証明からは各
同値類の幾何科学的な意味も見いだし難い。次節では佐治氏の Ae-余次元 1の写像芽の判
定法 [10]を拡張した写像芽のジェットレベルでの系統的な判定法を紹介し、またテイラー
展開の係数を用いた A-型の判定法についても言及する。

3 Saji’s criteria and the generalization

佐治氏の判定法は、以下で定義される λ(discriminant function)と η(null vector filed)

という幾何学的な記号によって記述される。λは λ(x, y) := ∂(f1,f2)
∂(x1,x2)

(f = (f1, f2))とし
て、η は f の特異点集合（λ = 0）上で df の kernelを張るようなベクトル場として、そ
れぞれ定義する。これらを用いてより高次の corank1写像芽 R2, 0 → R2, 0を次のように
ジェットレベルで判定することができる。

定理 3.1 表 3において第１列目におけるジェットの型は第３列目の条件によって判定で
きる。

なお Ae-余次元 2 以上の A-型の判定にはさらに条件が必要である。ここでは次の
Butterflyと呼ばれる corank1写像芽、およびその退化形（表における番号と標準形はそ
れぞれ 6 : (x, xy + y5 ± y7)、7 : (x, xy + y5)と書かれる）の特徴付けを例として見てみ
よう [5]。✓ ✏

1. j5f(0) ∼A5 (x, xy + y5) ⇐⇒ dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = η2λ(0) = η3λ(0) = 0, η4λ(0) ̸= 0.

2. さらに上の条件があるとき f = (x, xy + y5 +
∑

i+j≥6 aijx
iyj)と表すことができ、

αf := a07 − 5
8a

2
06 ̸= 0 ⇐⇒ f ∼A (x, xy + y5 ± y7), αf = 0 ⇐⇒ f ∼A (x, xy + y5)✒ ✑

上の 1. では、座標変換によって f の原点での 5-ジェット j5f(0)（5 次までのテイラー
展開）が (x, xy + y5) となることに対して、座標変換で不変になるような幾何学的な
特徴付けを佐治氏のように η と λ を用いて与えている。しかしながらこれだけでは
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Specified jet [8] A-type [9] Criteria [10, 11, 5]

regular : (x, y) 1 λ(0) ̸= 0 （we may assume λ(0) = 0 in the following）
fold : (x, y2) 2 ηλ(0) ̸= 0

cusp : (x, xy + y3) 3 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = 0, η2λ(0) ̸= 0

I2 : (x, y3 ± x2y) 4±2 dλ(0) = 0, detHλ(0) ̸= 0, η2λ(0) ̸= 0

I∗ : (x, y3) 4±
k

(k ≥ 3) dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 1, η2λ(0) ̸= 0

II4 : (x, xy + y4) 5 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = η2λ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0

II5 : (x, xy + y5) 6, 7 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = η2λ(0) = η3λ(0) = 0, η4λ(0) ̸= 0

II6 : (x, xy + y6) 8, 9 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = · · · = η4λ(0) = 0, η5λ(0) ̸= 0

II7 : (x, xy + y7) 10 dλ(0) ̸= 0, ηλ(0) = · · · = η4λ(0) = η5λ(0) = 0, η6λ(0) ̸= 0

III∗ : (x, xy2 + y4) 112k+1 dλ(0) = 0, detHλ(0) < 0, η2λ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0

IV1 : (x, xy2 + y5) 12, 13, (14) dλ(0) = 0, detHλ(0) < 0, η2λ(0) = η3λ(0) = 0, η4λ(0) ̸= 0

IV2 : (x, xy2 + y6) 15 dλ(0) = 0, detHλ(0) < 0, η2λ(0) = · · · = η4λ(0) = 0, η5λ(0) ̸= 0

V1 : (x, x2y + y4) 16, 17 dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 1, η2λ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0

V2 : (x, x2y + Axy3) 18 dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 1, η2λ(0) = η3λ(0) = 0

V I : (x, y4 + αx2y2 + Ax3y) 19 dλ(0) = 0, rkHλ(0) = 0, η3λ(0) ̸= 0

表 1 Classifications and criteria: 第２列目は対応するAe 余次元 4以下のA-型（[8]

を参照）を意味しており、３列目において Hλ は λの Hesse行列を表す。

butterfly(x, xy+ y5 ± y7)とその退化系 (x, xy+ y5)を区別することはできない。我々は
2. で見たように具体的に座標をとった時のテイラー展開の係数で書かれる判定式を必要
とするのである。他の corank1写像芽（2 ≤ Ae-cod≤ 4）も同様に、

1. η と λによってジェットが特徴付けられ、
2. テイラー展開の係数によって各 A-型が決定される

という形で記述される [5]。

4 Application to central projections of the surface

我々の判定法の応用として、曲面の中心射影に現れる特異点の分類を紹介する。πp :

R3 − {p} → RP 2 を、xを x− pで生成される直線に対応させるような自然な射影とした
時、R3 内の曲面M の点 p(∈ R3 −M) からの中心射影 ϕp は ϕp := πp|M : M → RP 2

と定義される。興味深いことにジェネリックな曲面の中心射影には Ae-cod= 3の特異点
のうちの３つ（8, 12, 16）が現れないことが Arnoldと Platonovaによって示されている
[1, 6, 7]。彼らは Riegerとは異なる立場で曲面の中心射影に現れる特異点の分類を行って
いるため、Rieger のリストと曲面の中心射影に一般に現れる特異点との関係は明らかで
はない。講演者は前節の判定法を用いて、Riegerの分類の立場から Arnoldと Platonova

による結果の再証明を与えた。その過程で、判定法の ηkλ(0)という量と αf のように書
ける量との違いで、特異点が中心射影にジェネリックに現れるかどうかが決定することを
確かめた。
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さらに同様の手法で、1-パラメーター曲面族の中心射影に一般に現れる特異点の分類も
行い、Arnoldと Platonovaの結果の一般化を与えた。

5 Application to the classification of jets of Monge forms

以降では R3 = {[x; y; z; 1]}として RP 3 の開部分集合とみなす。R3 内の滑らかな曲面
は任意の点で Monge form のテイラー展開により書ける。ポスター及び本稿の関心は曲
面の局所理論なので、原点 0でMonge form z = f(x, y) =

∑
ij aijx

iyj により定まる曲
面（芽）M を考える（M = {(x, y, f(x, y))}）。
前節の曲面の中心射影における特異点分類において、上のMong formのジェット空間

（多項式空間あるいは有限個の aij の組がなす空間）のストラティフィケーションが自然
に得られる。つまり、M の中心射影の写像芽が原点である型になるという条件はMonge

formのテイラー展開の係数 aij に関する条件式を生み出すということである。
ここで得られたストラティフィケーションにおける各 stratumの射影変換による簡潔な

標準形が本ポスターで紹介される（[12]も参照）。ただし、ジェネリックな曲面のMonge

formに関する結果は Platonova [7]により与えられていたもので、それをパラメーター族
に拡張したというのが著者等の新しい結果であるということを注意しておく。
本ポスターでは最後に、得られた標準形が表す曲面の原点における漸近曲線を定義する

BDE
fyydy

2 + 2fxydxdy + fxxdx
2 = 0.

と [3, 13]などにおける BDEのなトポロジカルな分類との比較を紹介する。
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1 Introduction

We study the Ruelle Perron Frobenius theorem, which are defined for continuous functions on

the space,
∑+

n = {1, . . . , n}N, of sequences x = {xi}∞i=0 of 1 to n. The operators act on the

Banach space C(
∑+

n ) of continuous functions on
∑+

n with the sup ∥φ∥ = sup{|φ(x)| : x ∈
∑+

n }.
The set M(

∑+
n ,σ) denotes the set of all σ-invariant Borel probability measures. For Hölder

continuous function φ, there is a unique measure called equilibrium state for φ , which attains

the supremum in the Variational Principle

P (φ) = sup

{
hµ +

∫
φdµ : µ ∈ M(

∑+
n ,σ)

}

where P (φ) is the pressure of φ and hµ is the entropy of the µ.

The Ruelle Perron Frobenius theoem says the Ruell Perron Frobenius operators for Hölder

continuous functions have the eigenfunction h and the eigenmeasure ν with the same positive

eigenvalue λ. This is an extension of the Perron Frobenius theorem to the infinite dimensional

space C(
∑+

n ). The theorem is important since the unique equilibrium state for a Hölder contin-

uous function is given by the eigenfunction and the eigenmeasure of the Ruelle Perron Frobenius

operator for φ.

2 Definition of Symbolic Dynamical System

Endow
∑+

n = {1, . . . , n} with the product topology of the discrete topology of {1, . . . , n}. We

can define a metric which coincides with the topology. Take β ∈ (0, 1). Define a metric dβ on∑+
n by

dβ(x, y) =

{
0 if x = y,

βN otherwise,

where N = min{i ≥ 0 : xi ̸= yi}. Observe that
∑+

n is a compact metric space. Let B(
∑+

n )

denote the set of all Borel sets of
∑+

n and the set

[x0, . . . , xm−1] = {y ∈
∑+

n : xi = yi for all i = 0, . . . ,m− 1}
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is called a cylinder set starting 0 with length m. Note that the set of all cylinder sets is a basis

of the topology of
∑+

n .

Define a continuous map σ :
∑+

n →
∑+

n by σ({xi}∞i=0) = σ({xi+1}∞i=0), which is called the

shift map.

µ ∈ M(
∑+

n ) is σ-invariant if

µ(σ−1B) = µ(B)

for all B ∈ B(X). The set M(
∑+

n ,σ) denotes the set of all σ-invariant measures on
∑+

n . For

φ ∈ C(
∑+

n ) and k ∈ N define

varkφ = sup{∥φ(x)− φ(y)∥ : xi = yi for 0 ≤∀ i ≤ k}

and define

F = {φ ∈ C(
∑+

n ) :
∃b > 0, ∃α ∈ (0, 1), varkφ ≤ bαk for ∀k ≥ 0}.

Then φ ∈ F is Hölder continuous with regard to dβ , i.e., there is C > 0 and γ ∈ (0, 1] such that

∥φ(x)− φ(y)∥ ≤ Cdβ(x, y)
γ

for all x, y ∈
∑+

n . The set F is the set of all Hölder continuous functions.

We can introduce weak*-topology on the dual space C(
∑+

n )
∗ of the Banach space C(

∑+
n ) to

M(
∑+

n ) by the Riesz Representaion Theorem. For µ ∈ M(
∑+

n ), define Fµ ∈ C(
∑+

n )
∗ by

Fµ(φ) =

∫
φdµ

for every φ ∈ C(
∑+

n ). Then, by the Riesz Representation Theorem, this correspondence becomes

a bijection betweenM(
∑+

n ) and {F ∈ C(
∑+

n )
∗ : F is linear, normalized, continuous and positive},

a subset of C(
∑+

n )
∗. We induce the weak*-topology on C(

∑+
n )

∗ to M(
∑+

n ) by this correspon-

dence. Note that M(
∑+

n ) and M(
∑+

n ,σ) are non-empty and compact in weak*-topology.

3 The existence and the uniqueness of equilibrium states

For any Hölder continuous function there is a unique Gibbs measure, which gives quantitative

information on the measure of cylinder sets. The Gibbs measures for Hölder continuous functions

are also the unique equilibrium state.

Definition 3.1 Gibbs measures[2]

Let φ be a continuous function on
∑+

n . A measure µ ∈ M(
∑+

n ) is called a Gibbs measure for φ

if there are c1, c2 > 0 and P ∈ R such that

c1 ≤
µ([x0, . . . , xm−1])

exp(−mP +
∑m−1

k=0 φ(σkx))
≤ c2

for all x ∈
∑+

n and m ≥ 1.
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if µ is a Gibbs measure for a Hölder continuous function, the value P in the above defini-

tion is actually the pressure for φ. We define the Ruelle Perron Frobenius operators whose

eigenfunctions and eigenmeasures are used to construct Gibbs measures.

Definition 3.2 Ruelle Perron Frobenius operator[2]

For φ ∈ C(
∑+

n ) define an operator L = Lφ : C(
∑+

n ) → C(
∑+

n ) by

Lf(x) =
∑

y∈σ−1x

eφ(y)f(y)

for every f ∈ C(
∑+

n ) where x ∈
∑+

n .

The dual operator L∗ : M(
∑+

n ) → M(
∑+

n ) is

L∗ν(f) =

∫
Lfdν

for every ν ∈ M(
∑+

n ) where f ∈ C(
∑+

n ).

We have the following theorem.

Theorem 1 Ruelle Perron Frobenius Theorem [2, Theorem 1.7.]

Suppose φ ∈ F. Then there are λ > 0, h ∈ C(
∑+

n ) with h > 0 and ν ∈ M(
∑+

n ) such that

Lh = λh, L∗µ = λµ, ν(h) = 1, (3.3)

and

∥λ−mLmg − ν(g)h∥ → 0 as n → ∞ (3.4)

for every g ∈ C(
∑+

n ).

This theorem can be considered as the extension of the Perron Frobenius Theorem. The

theorem says that for a d × d matrix B = (bij) with positive entries there are right and left

eigenvectors with the same positive eigenvalue λ such that thier elements are all positive. Define

a linear functional T : C(
∑+

n ) → R by T (g) = ν(g). Note that the space C(
∑+

n ) can be

decomposed into the eigenspace E(λ) of λ and Ker(T ). (3.4) implies λ is the spectral radius of

L.
We can get a Gibbs measure, which is actually an equilibrium state, for a Hölder continuous

function. Let φ ∈ F. We get λ > 0, h ∈ C(
∑+

n ) and ν ∈ M(
∑+

n ) as in the above theorem.

Define µ ∈ M(
∑+

n ) by

µ(f) = ν(hf) =

∫
f(x)h(x)dν (3.5)

for all f ∈ C(
∑+

n ). The measure µ becomes σ-invariant and the unique Gibbs measure for φ.

The measure µ is also the unique equilibrium state for φ.
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Theorem 2 The existence and uniqueness of Gibbs measures [2, Theorem 1.2. and Theorem

1.22]

Suppose φ ∈ F. Then there is a unique Gibbs measure µ with the constant

P = P (φ).

Theorem 3 The existence and uniqueness of equilibrium states [2, Theorem 1.22.]

Suppose φ ∈ F. Then the Gibbs measure µφ for φ is the unique equilibrium state for φ, i.e.,

hµφ +

∫
φ dµφ = P (φ).

4 Phase transition

In the previous section we saw the case where uniqueness of equilibrium states holds. On

the other hand, it is not clear whether uniqueness holds for continuous functions which is not

Hölder continuous. Indeed there are examples of functions which have more than two equilibrium

states.[3] The coexistence of multiple equilibrium states is called a phase transition with the

analogy of the statistical mechanics.

It is interesting to find functions which have more than two equilibrium states and the condition

on functions that phase transition happens. It is also interesting to search how common phase

transition happens, which means whether functions with more than two equilibrium states are

dense in the set of all continuous functions.

ݙจߟࢀ

[1] A.T.Baraviera, R.Leplaideur and A.O.Lopes, Ergodic optimization, zero temperature limits

and the Max-Plus algebra, 29◦ Coloquio Brasileiro de Matematica, IMPA, 2013.

[2] Rufus Bowen, Equilibrium States and the Ergodic Theory of Anosov Diffeomorphisms, Lec-

ture Notes in Mathematics vol. 470, Springer, Berlin, 1975.

[3] Franz Hofbauer, Examples for the Nonuniqueness of the Equilibrium States, Transactions of

the American Mathematical Society vol. 228, 1977, pp.223-241.

[4] Peter Walters, An Introduction to Ergodic Theory, GraduateTexts in Mathematics 79,

Springer, New York, 1982.

328



行列問題を用いた可換梯子型
パーシステントホモロジー群の直既約分解

竹内博志 (Hiroshi Takeuchi) ∗

共同研究者：Emerson Gaw Escolar，浅芝秀人，平岡裕章

概要

近年の位相的データ解析では，実データ解析の需要に応えるため，ジグザグパーシステント
加群などの時系列位相的データ解析の手法が提案されてきた．本研究では，ジグザグパーシス
テント加群の直既約分解を前提として，現在ガラスのデータ解析に応用されている可換梯子型
パーシステント加群の直既約分解を，行列問題を用いた新しい分解アルゴリズムによって達成
した．

1 位相的データ解析及び本研究の背景
位相的データ解析では，有限個の点列で与えられるデータ P⊂ RN に対して，その位相的性質を
調べる問題がよく考えられる．例えば，センサーネットワークの被覆問題 [6]や材料科学における
物性解析 [5] などに応用されている．もちろん P は有限集合であるから，単純にホモロジー群を
考えても意味のある特徴抽出は行えない．そこで位相的データ解析では，有限点列からフィルト
レーション付きの幾何モデル X = {Xi : 有限単体複体もしくは位相空間 | X1 ⊂ X2 ⊂ · · ·⊂ Xn }を構
成し，その幾何モデルに対して体 K 係数 q次ホモロジー函手 H = Hq(−,K)を作用させることがよ
く行われる（有限点列から有限単体複体のフィルトレーションを構成する方法としては，アルファ
複体や Vietoris-Rips複体などがよく使われる [3]）：

H(X) : H(X1)→ H(X2)→ · · ·→ H(Xn) (1)

(1)をパーシステントホモロジー群と呼ぶ．これは H(Xi)の元がフィルトレーション内を j 進んだ
H(Xi+ j)で存続しているかどうかを調べることが出来，与えられた空間の堅牢（robust）な位相不
変量を抽出することが出来る．次の節で述べる箙（quiver）の表現論を用いることで，この（加）
群は一意に直既約分解することが出来，それによってパーシステント図などの扱いやすい表示を得
ることが出来る．
また，この箙の表現論を用いて，パーシステントホモロジー群を様々な形式で一般化することが
出来る．その中でも，本研究の研究対象である可換梯子型パーシステント加群は，時系列データの

∗ 東北大学大学院理学研究科（〒980-0845仙台市青葉区荒巻青葉 6 - 3, E-mail: hiroshi.takeuchi.s6@dc.tohoku.ac.jp）
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堅牢なホモロジー群を扱うことが出来る．例えば論文 [4]では可換梯子型パーシステント加群を用
い，シリカガラス (SiO2)の加圧状態でのリング構造の保持性等が議論されており，今後この可換
梯子型パーシステント加群を使ったデータ解析の発展が期待されている．この加群を扱いやすく表
示するときも直既約分解する必要があるが，先行研究で得られている分解アルゴリズム [4]は扱い
が困難で冗長である．本研究ではこの分解アルゴリズムを，行列の標準形を求める問題に置き換え
ることによって簡易化した．

2 箙の表現論
箙 Q = (Q0,Q1) とは，頂点集合が Q0 で有向辺の集合が Q1 で与えられる有向グラフのことで
ある．箙 Q の頂点 a ∈ Q0 から b ∈ Q0 への辺 α ∈ Q1 を α : a→ b で表す．また頂点 a から b へ
の長さ ℓの道 (a | α1 . . .αℓ | b)は，α1 の始点が aで αℓ の終点が b，かつ αi の終点と αi+1 の始点
(i = 1, . . . ,ℓ－ 1) が等しい ℓ 個の辺 α1, . . . ,αℓ から与えられる．このとき，箙 Q に対して道代数
KQが，Q内の全ての道で張られるベクトル空間に，道の合成

(a | α1 · · ·αℓ | b)(c | β1 · · ·βm | d) = δb,c(a | α1 · · ·αℓβ1 · · ·βm | d)
（δb,cはクロネッカーのデルタ記号）

からなる積構造を入れたものとして定まる．ここでは有限 (|Q0|, |Q1| < ∞)かつサイクル*1を持た
ない箙のみを考える．また始点と終点が等しい道 wi の線形和

ρ =
k

∑
i=1

ciwi, ci ∈ K

を Qの関係と呼び，関係の集まり {ρ1, . . . ,ρs }が道代数 KQに生成するイデアルを ⟨ρ1, . . . ,ρs⟩と
書く．
箙Qの表現M = (Ma,ϕα)a∈Q0,α∈Q1 とは，各頂点 a∈Q0に有限次元ベクトル空間Maを割り当て，
各辺 α : a→ bに線形写像 ϕα : Ma→Mbを割り当てたものである．またイデアル I = ⟨ρ1, . . . ,ρs⟩が
定める代数 A = KQ/I の表現M = (Ma,ϕα)a∈Q0,α∈Q1 は，箙 Qの表現であって各関係 ρ j = ∑i ci jwi j

に対して ϕρ j = ∑i ci jϕwi j = 0 を満たすもので与えられる*2．ここで ϕw は道 w = (a | α1 · · ·αℓ | b)

に対して線形写像の合成 ϕw = ϕαℓ ◦ · · ·◦ϕα1 を意味する．例えば，次の箙

Q =

1′◦ 2′◦

1◦ 2◦

α

γ

β δ (2)

*1 始点と終点が等しい道
*2 定義より，イデアル I が {0}の場合は，箙の表現と代数の表現は同じものである．
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の，関係 ρ = γδ −βα が定める代数 KQ/I の表現

M =

M1′ M2′

M1 M2

ϕα

ϕγ

ϕβ ϕδ (3)

においては ϕδ ϕγ −ϕα ϕβ = 0が成り立ち，(3)が可換図式となる．このように代数の表現を可換図
式とするような関係から定まるイデアルを可換関係イデアルと呼ぶことにする．
代数 A = KQ/I の表現 M = (Ma,ϕα)a∈Q0,α∈Q1 と M′ = (M′a,ϕ ′α)a∈Q0,α∈Q1 の直和表現 M⊕M′ と
は，各頂点 a ∈Q0 にベクトル空間Ma⊕M′a を割り当て，各辺 α : a→ bに線形写像 ϕα ⊕ϕ ′α : Ma⊕
M′a→Mb⊕M′b を割り当てたものである．
代数 A = KQ/I の表現 M は，M = N⊕N′ なる任意の直和分解に対して常に N = 0 もしくは

N′ = 0となるとき直既約という．Krull-Schmidtの定理によると，任意の表現M は直既約な表現の
直和 M ∼=W1⊕ · · ·⊕Ws に同型を除いて一意に分解出来ることが知られている．箙 Qもしくは代数
Aは，直既約表現の異なる同型類の個数が有限個であるとき有限型であるといい，そうでないとき
無限型と呼ぶ．
An 型の箙とは，次のような n個の頂点が n−1個の辺で結ばれた有向グラフのことである：

An(τn) :
1◦ 2◦ · · · n◦

ここで，←→は −→もしくは←−を表し，それぞれに記号 f ,b（forwardと backward）を用意し
ておけば，An 型箙は f ,bの n−1個の列 τn で表せる．Gabrielの定理 [7]によると，An 型箙の任
意の表現

M : M1 M2 · · · Mn

は，直既約な区間表現

I[b,d] : 0←→ · · ·←→ 0←→
b 番目

K ←→ K←→ · · ·←→
d 番目

K ←→ 0←→ · · ·←→ 0
（K←→ K は全て恒等写像）

の直和
M ∼=

⊕

1≤b≤d≤n
I[b,d]mb,d , (mb,d ∈ Z≥0：重複度) (4)

として同型を除いて一意に分解可能であることが知られている．パーシステントホモロジー群は，
An 型箙の射の向きが全て揃った τn = f f · · · f の特別な場合であり，各区間表現は H(Xb)で発生し
H(Xd+1) で消滅するホモロジー群の生成元を意味している．パーシステントホモロジー群の一意
分解 (4)から定まる多重集合

DM = {(b,d) | 1≤ b≤ d ≤ n，(b,d)は重複度 mb,dをもつ}

をパーシステント図と呼ぶ．この表示は視覚的にわかりやすく，パーシステントホモロジー群の応
用においては頻繁に利用されている．
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箙の表現論によって拡張されたパーシステントホモロジー群（パーシステント加群と呼ぶ）は，
位相的データ解析の適用範囲を更に拡げることになった．例えばタンパク質フォールディングのよ
うに，時系列データとして時刻 t での位相空間 Yt の列 Y1,Y2, . . . ,YT が与えられている場合（例えば
時刻 t でのタンパク質の形を Yt とする），これらは一般にはフィルトレーションを成さないが，

Y1 Y1∪Y2 Y2 · · · YT−1∪YT YT

（ ↪→は包含写像）

が誘導するパーシステント加群

H(Y1) H(Y1∪Y2) H(Y2) · · · H(YT−1∪YT ) H(YT ) (5)

を直既約分解することで，時系列 Y1, . . . ,YT の中で存続する位相的特徴を抽出することが可能に
なる．
An 型パーシステント加群をジグザグ（パーシステント）加群といい，論文 [2]をはじめとして
様々な直既約分解アルゴリズムが与えられている．ジグザグ加群は時系列データを扱うことが出来
る最も基本的なパーシステント加群なので，現在力を入れて発展が継続されている．

3 シリカガラスによる位相的データ解析への新たな話題提起
時系列データとして次のような例を考えてみよう．シリカガラス SiO2 の原子配置 P ⊂ R3 が与
えられている．このガラスを圧縮変形させて新しい原子配置 P′ ⊂ R3 を得た．この時，2つのシリ
カガラスに共通する幾何構造，即ちガラスの圧縮変形に対して不変な幾何構造を捉えたい．ジグザ
グパーシステント加群を考えると，この幾何構造を捉えることは出来るが，この手法は各空間にお
けるホモロジー群のパーシステンスを捉えてはいない．この時系列のパーシステンスと空間のパー
システンスを同時に捉える手法として考えられたのが，次の可換梯子 (Commutative Ladder, CL)

型パーシステント加群である．まず元の原子配置 Pに対して，2つの位相空間 Xr =
⋃

p∈P
Br(p)（た

だし，Br(p)は点 pを中心とした半径 rの球体），Xs =
⋃

p∈P
Bs(p)をとり，新しい原子配置 P′ に対し

ても同様に 2つの位相空間Wr =
⋃

p′∈P′
Br(p′)，Ws =

⋃

p′∈P′
Bs(p′)をとると，次の可換図式が定まる．

H(Xs) H(Xs∪Ws) H(Ws)

H(Xr) H(Xr ∪Wr) H(Wr)

この図式を CL型パーシステント加群と呼び，縦方向はフィルターの数が 2のパーシステントホモ
ロジー群になっており，横方向は時系列データの数が 2のジグザグ加群になっている．従ってこの
新しいパーシステント加群は，時系列データに共通する幾何構造を考えつつ，その幾何構造の堅牢
性・パーシステンスを考えることが出来る．
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4 可換梯子 (CL)型パーシステント加群
CL型パーシステント加群は一般に次のように定義される．

定義. 上段と下段で同じ横方向の向き付け τn を与えた箙

L(τn) =

1′◦ 2′◦ 3′◦ · · · n−1′◦ n′◦

1◦ 2◦ 3◦ · · · n−1◦ n◦

を可換関係イデアル I で割った代数CL(τn) = KL(τn)/I を長さ nの可換梯子と呼ぶ．そしてこの代
数CL(τn)の表現

M =

M1′ M2′ M3′ · · · Mn−1′ Mn′

M1 M2 M3 · · · Mn−1 Mn

h1′ h2′ h3′ hn−1′

h1

ϕ1 !
h2

ϕ2 !
h3

ϕ3

hn−1

ϕn−1 ! ϕn (6)

を長さ nの CL型パーシステント加群と呼ぶ．

[4]では，CL(τn)は n≤ 4のとき向きづけ τnに依らず常に有限型となり，n > 4では一般には無限
型となることが示されており，Auslander-Reiten箙を用い，パーシステント図を Auslander-Reiten

箙の頂点集合上の関数として一般化出来ることが示されている．ここで一般に，代数 A に対し
てその Auslander-Reiten 箙とは，頂点集合 Γ0 を全ての直既約表現の同型類で与え，また同型
類 [M], [N] ∈ Γ0 に対して既約射*3M → N が存在するとき Γ1 内の辺 [M]→ [N] を対応させた箙
Γ(A) = (Γ0,Γ1)のことである．長さ n≤ 4の可換梯子に対する Auslander-Reiten箙は論文 [4]に全
てリストアップされている．図 1には一例として，[4]でシリカの解析に使われた CL型パーシス
テント加群 CL( f b)

◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦
(7)

の場合の Auslander-Reiten箙を載せている．ここで各頂点に位置する既約な同型類 [I]は次元ベク
トル dim I を用いて表示しており，例えば既約表現

K 0 K

K K K

の次元ベクトルは 101
111で表している．

*3 次の 2つの条件を満たすとき f : M→ N を既約射という：(i) f はレトラクションでも切断でもない．(ii)任意の分解
f = f1 ◦ f2 に対して， f1 はレトラクションもしくは f2 は切断になる．
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図 1 CL( f b)の Auslander-Reiten箙

よって有限型の可換梯子CL(τn)の Auslander-Reiten箙を Γ = (Γ0,Γ1)で表すと，CL(τn)の任意
の表現 M は，頂点集合 Γ0 で与えられる直既約表現を用いて一意に分解

M ∼=
⊕

[I]∈Γ0

Ik[I] ,（k[I] ∈ Z≥0：重複度）

される．

5 主結果
本研究では，CL型パーシステント加群を行列で表示することによって，有限型の CL型パーシ
ステント加群 (6)の直既約分解アルゴリズムを簡略化した．
一般に，箙 Qの表現 V = (Va, fα)とW = (Wa,gα)の間の射 φ = {φa : Va→Wa }a∈Q0

: V →W を

Wa Wb

Va Vb

gα

fα

φa φb! (∀α : a→ b ∈ Q1) (8)

を満たすものと定めると，Qの表現全体を対象とした表現の圏 rep(Q)が定義される．
更に，圏 rep(Q) の射全体を対象とする圏 Arr(rep(Q)) を考えることが出来る．この新たな圏

Arr(rep(Q))の射は対象 φ1 : V1→W1 と φ2 : V2→W2 に対し，

ψ = (ψV ,ψW ) : φ1→ φ2，
V2 W2

V1 W1

φ2

φ1

ψV ψW! (9)

と定める．
以上の一般論は箙 Q を代数 KQ/I に取り替えても成り立つ．このようにして定まる圏

rep(CL(τn)) と Arr(An(τn)) の間には圏同型 F : rep(CL(τn)) ∼= Arr(An(τn)) が自然に定まるので，
CL型パーシステント加群を圏 An(τn)の射として扱うことが出来る．即ち，M ∈ rep(CL(τn))の直
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既約分解を求める問題は，射 F(M) = φ : V →W の標準形を求める問題に帰着される．更にこの φ
は以下述べるように，行列の形で簡単に扱うことが出来る．
任意の V = (Vi, fα) ∈ rep(An(τn))は，(4)のように

ηV : V ∼=
⊕

1≤b≤d≤n
I[b,d]mb,d , (mb,d ∈ N0：重複度) (10)

と分解された．この同型を通して，φ : V →W を

Φ = ηW φη−1
V :

⊕

1≤a≤b≤n
I[a,b]ma,b →

⊕

1≤c≤d≤n
I[c,d]m

′
c,d (11)

と書き直すことが出来る．更に，Φを行列

Φ =

[
Φ(c,d)

(a,b)

]
，Φ(c,d)

(a,b) : I[a,b]ma,b → I[c,d]m
′
c,d , (12)

Φ(c,d)
(a,b) = [gi, j]，gi, j : I[a,b]→ I[c,d]，(1≤ i≤ ma,b,1≤ j ≤ mc,d) (13)

と表示することが出来る．一般に，I[a,b] から I[c,d] への射の集合 HomKAn(τn)(I[a,b], I[c,d]) の
体 K 上のベクトル空間としての次元は 0 もしくは 1 である．従って，この次元がちょうど 1 の
とき，0でない射 f (c,d)(a,b) : I[a,b]→ I[c,d]が存在し，任意の i, j についてある mi, j ∈ K が存在して，

gi, j = mi, j f (c,d)(a,b) と書ける．即ち Φは

Φ =

[
Φ(c,d)

(a,b)

]
=

[
F(c,d)
(a,b) f (c,d)(a,b)

]
，(F(c,d)

(a,b)は係数 K の行列) (14)

と書ける．ただし，dimK HomKAn(τn)(I[a,b], I[c,d]) = 0の場合は f (c,d)(a,b) = 0と定める．従ってこの
行列は，特定の成分は常に 0になるという特徴を持つ．
あとはこの行列を標準形に直せば良いが，この行列は通常の係数 K の行列と違って成分に射

f (c,d)(a,b) を含むため，実行出来る行列の基本変形が f (c,d)(a,b) によって制限される．例として箙 (7)から定
まる CL( f b)型パーシステント加群の直既約分解を考えよう．今，A3( f b)の Auslander-Reiten箙
Γ(A3( f b))は (15)である．ただし以下，I[b,d]や (b,d)を b:d と略記する．

Γ(A3( f b)) =

1:2 3:3

2:2 1:3

2:3 1:1

f 1:3
1:2f 1:2

2:2

f 2:3
2:2

f 3:3
1:3

f 1:1
1:3f 1:3

2:3

(15)
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この場合，(14)の表記は一般に以下のように書ける．

Φ =

F1:1
1:1 f 1:1

1:1 F1:1
1:2 f 1:1

1:2 0 F1:1
1:3 f 1:1

1:3 0 0

0 F1:2
1:2 f 1:2

1:2 F1:2
2:2 f 1:2

2:2 0 0 0

0 0 F2:2
2:2 f 2:2

2:2 0 0 0

0 F1:3
1:2 f 1:3

1:2 F1:3
2:2 f 1:3

2:2 F1:3
1:3 f 1:3

1:3 F1:3
2:3 f 1:3

2:3 0

0 0 F2:3
2:2 f 2:3

2:2 0 F2:3
2:3 f 2:3

2:3 0

0 0 0 F3:3
1:3 f 3:3

1:3 F3:3
2:3 f 3:3

2:3 F3:3
3:3 f 3:3

3:3

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

1:1

1:2

2:2

1:3

2:3

3:3

1:1 1:2 2:2 1:3 2:3 3:3

(16)

ここで，0となっている成分は全て dimK HomKAn(τn)(a:b,c:d) = 0を満たすことが確かめられる．
例えば ϕ : 1:1→ 1:2は，

K K 0

K 0 0

idK

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ，ϕ = (ϕ1,ϕ2,ϕ3) (17)

である．明らかに ϕ2 = ϕ3 = 0であり，また図式の可換性より，ϕ1 = 0でなくてはならない．従っ
て ϕ = 0となる．
以下 f c:d

a:b は省略する．
圏 rep(An(τn))の同型射も，行列の表記では Φと同様に，特定の成分が必ず 0になるという制限
を受ける．行列 Φの列の基本変形は，圏 rep(An(τn))の同型射によって与えられる行列

R =

R1:1
1:1 R1:1

1:2 0 R1:1
1:3 0 0

0 R1:2
1:2 R1:2

2:2 0 0 0

0 0 R2:2
2:2 0 0 0

0 R1:3
1:2 R1:3

2:2 R1:3
1:3 R1:3

2:3 0

0 0 R2:3
2:2 0 R2:3

2:3 0

0 0 0 R3:3
1:3 R3:3

2:3 R3:3
3:3

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

1:1

1:2

2:2

1:3

2:3

3:3

1:1 1:2 2:2 1:3 2:3 3:3

(18)

をΦに右から掛けることによって実行される．例えばΦRの (2:2,1:2)成分は (F1:2
1:2 R1:2

2:2+F1:2
2:2 R2:2

2:2)

なので，Rを適当に取れば (F1:2
1:2 )の成分を (F1:2

2:2 )の成分に足すことが出来る．しかし逆に，ΦRの
(1:2,1:2) 成分は (F1:2

1:2 R1:2
1:2) なので，(F1:2

2:2 ) の成分を (F1:2
1:2 ) の成分に足すことは出来ない．行の基

本変形も同様の制限を受ける．
本研究ではこの制限された基本変形を用い，全ての小行列 Fc:d

a:b を標準形
[

E 0
0 0

]
，(E は単位行列） (19)
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に変換する擬似コードを作成した．この最終的な出力が CL 型の直既約成分を与えることは，
Auslander-Reiten箙 (CL( f b)の場合は図 15)で確認出来る．

6 まとめ
本研究では，CL型パーシステント加群を行列の形に置き換えることにより，従来より簡便な直
既約分解のアルゴリズムを構成した．またこのアルゴリズムはジグザグ加群の直既約分解を仮定し
ているので，ジグザグ加群の直既約分解アルゴリズムが改良されると，このアルゴリズムも自動的
に改良される利点がある．更にこの擬似コードは容易に並列化出来るので，クラスターマシンによ
るビッグデータの解析に適している．
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337



ॴہ HardyۭؒͷݩΛ֎ྗ߲ͱ͢Δ

Rivièreํܕఔࣜͷऑղͷਖ਼ଇੑ

ౡ ਸ࢙ʢTakafumi Nojimaʣ

౦ۀژେֶम࢜՝ఔ 2

1 ಋೖ

ຊߘͰड़Δ݁Ռͱઌڀݚߦͷઆ໌ͷҝ, ༩͑ΒΕͨؔ f ʹΑΔ Poissonํఔࣜ

−∆u = f (1.1)

ͷ W 1,2-ऑղ u ͷਖ਼ଇੑʹ͍ͭͯ͑ߟΑ͏. ͜͜Ͱ W k,p  Sobolev ۭؒͰ͋Γ, ఴ͑

ࣈ k, p ͦΕͧΕऑ͍ҙຯͰͷඍՄճͱऑඍͷ p ՄੵੑΛҙຯ͢Δ. ࠓ

ํఔࣜͱ Sobolev ۭؒͷఆٛҬ͞΄ͲॏཁͰͳ͍ͷͰهड़Λলུͨ͠. f ͷՄੵ

ੑ u ͷਖ਼ଇੑʹӨڹΛ༩͑Δ. ྫ͑ f ͕ L2
loc-ؔʢہॴ 2 Մੵؔʣͷ

߹ࠩ๏ʹΑΓ u ͷߴ֊ͷऑඍՄੑ͕ࣔͤ, u ͕ W 2,2
loc -ؔͱ͔Δ. ·ͨ,

Calderón-ZygmundͷಛҟੵʹΑΓ 1 < p < ∞ ͷ߹

f ͕ Lp
loc-ؔͳΒ u  W 2,p

loc -ؔ (1.2)

ͳΔ͕ࣄ͔Δ [3, Chapter 9]. ҰํͰ p = 1 ͷͱ͖ʹ (1.2) Γཱͨͳ͍͕ࣄ

͔͍ͬͯΔ. .ΒΕΔ͛ڍͷΑ͏ͳྫ͕࣍

ྫ 1.1 (p = 1 ͷͱ͖ (1.2) ෆཱͷྫ). B1 Λ R2 ͷ୯Ґԁ൫ͱ͠, f0 ∈ W 1,2 (B1) ∩
C∞ (

B1\{0}
)
Λ f0(x) := log log

(
e|x|−1

)
ͱͯ͠ఆΊΔ. x ∈ B1\{0} ʹରͯ͠ f0 ͷඍ



∇f0(x) = − x

|x|2 log (e|x|−1)
, ∆f0(x) = − 1

{|x| log (e|x|−1)}2
= −|∇f0(x)|2

ͱͳΔࢉܭ͕ࣄʹΑΓٻΊΒΕΔ. ·ͨ GaussͷൃࢄఆཧΛࣄ͏Ͱ, ؔͷҙຯͰ

−∆f0 = |∇f0|2 in B1
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͕Γཱͭͱ͔Δ. f := |∇f0|2, u := f0 ͱஔ͚ u ∈ W 1,2 (B1) Ͱํఔࣜ

−∆u = f in B1

ͷऑղͱͳ͍ͬͯΔ. ͔͠͠ u ̸∈ W 2,1
(
B1/2

)
Ͱ͋Δ. ࡍ࣮

|∇2u(x)| ≥ 1

2|x|2 log (e|x|−1)

͕ B1\{0} ্ͰΓཱͭ͜ͱ͔Β
∫

B1/2

|∇2u|dx ≥
∫

B1/2

1

2|x|2 log (e|x|−1)
dx

= 2π

∫

(0,1/2)

1

2r2 log (er−1)
rdr = +∞.

͜ͷΑ͏ʹ (1.2)  p = 1 Ͱཱ͠ͳ͍. ͔͠͠, ಛघͳදࣔΛͭ࣋ L1-ؔ f ʹ

,Δͱ͑ߟͯͬߜ (1.2)ͷ p = 1 ͷͱ͖ʹ૬͢Δ݁Ռ͕ࣔͤΔ߹͕͋Δ. ࣍ div-curl

lemmaͱݺΕΔఆཧͷҰ෦Ͱ͋Δ. ূ໌ [5]ΛࢀরͤΑ.

໋ 1.2. B1 Λ R2 ͷ୯Ґԁ൫ͱ͠, f1, f2 ∈ W 1,2 (B1) ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ํఔࣜ

−∆u = det (∇f1,∇f2) (1.3)

ͷ W 1,2-ऑղ u ʹ͍ͭͯ, u ∈ W 2,1
loc (B1) Ͱ͋Δ.

(1.3)ͷӈลʹ͍ͭͯ, f1, f2 ∈ W 1,2 (B1) ͳͷͰ

det (∇f1,∇f2) =
∂f1
∂x1

· ∂f2
∂x2

− ∂f2
∂x1

· ∂f1
∂x2

∈ L1 (B1) .

͔͠͠, ͦΕҎ্ͷՄੵੑҰൠʹΊͳ͍. ͦͷҝ, ྫ 1.1ͰͨݟΑ͏ʹ Caldelón-

Zygmundཧ͔Β u ∈ W 2,1
loc (B1) ͱ͔Βͳ͍. ͦΕʹ͔͔ΘΒͣऑղͷਖ਼ଇੑ

্͕͕Δͷ, (1.3)ͷӈล͕ϠίϏΞϯͱ͍͏ಛघͳදࣔΛ͍ͯͬ࣋ΔҝͰ͋Δ.

໋ 1.2ʮCaldelón-ZygmundཧΛద༻ͯ͠ऑղͷਖ਼ଇੑΛௐΔࣄग़དྷͳͯ͘

, (1.3)ͷΑ͏ʹํఔ͕ࣜಛघͳදࣔΛͭ࣋ͱ͖, ऑղͷਖ਼ଇੑ্͕͕ΔʯࣄΛҙຯ͢

Δ͕, ͦΕͰଞʹͲͷΑ͏ͳํఔࣜͷಛघͳද͕ࣔ͋ΔͩΖ͏͔.

2007 ʹํఔࣜͷऑղͷਖ਼ଇੑ্͕͕Δ৽ͨͳද͕ࣔൃ͞ݟΕͨ [7]. Ͱ͋Δऀݟൃ

RivièreʹͪͳΈ, ͦͷදࣔΛํͭ࣋ఔࣜΛ૯শͯ͠ RivièreํܕఔࣜͱݺͿ. ຊߘͷओ݁

Ռ Rivièreํܕఔࣜʹؔ͢ΔͷͰ͋Δ. ͷୈ࣍ 2અͰ Rivièreํܕఔࣜʹ͍ͭͯ

આ໌Λ͢Δ. ઌڀݚߦͱओ݁Ռʹ͍ͭͯୈ 3અʹ͢ه.
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2 Rivièreํܕఔࣜ

m ≥ 2, B1 Λ R2 ͷ୯Ґԁ൫, so (m) Λ m .શମͷू߹ͱ͢Δྻߦରশ࣍ ·ͨ,

Ω = (Ωi,j)1≤i,j≤m ∈ L2
(
B1; so (m)⊗ ∧1R2

)
ͱ͢Δ. ͢ͳΘͪ,

Ωi,j ∈ L2
(
B1;R2

)
, Ωj,i = −Ωi,j

ͱ͢Δ. m-࿈ཱภඍํఔࣜ

−∆ui =
m∑

j=1

⟨Ωi,j ,∇uj⟩R2 in B1 (i = 1, 2, · · · ,m) (2.1)

Λ͑ߟΑ͏. (2.1)ͷӈลΛ (Ω.∇u)i ͱ͓͘. ͢Δͱ (2.1)

−∆u = Ω.∇u in B1 (2.2)

ͱॻ͖දͤΔ. (2.2)Λ RivièreํܕఔࣜͱݺͿ.

ҙ 2.1. (2.1)ͷӈลΛ͜ͷΑ͏ʹஔ͍ͨͷ, ʹతࣜܗ m ͱྻϕΫτϧͷྻߦਖ਼ํ࣍

.ҝͰ͋Δཱͨͯݟͷੵͱྻߦ

(2.2) ͷऑղ u ∈ W 1,2 (B1;Rm) ͕༩͑ΒΕͨͱͯ͠, ͦͷਖ਼ଇੑΛ͑ߟΑ͏. ·ͣ,

(2.2)ͷӈล L1 (B1;Rm) ʹଐ͕͢ࣄͪʹ͔Δ. ͔͠͠ Ұൠ͔ΒͦΕҎ্ͷՄ

ੵੑ͔Βͣ, ऑղ u ͷߴ֊ͷऑඍՄੑ͔Βͳ͍. ͔͠͠ Rivière Ω ͷ

ରশੑͱ͍͏ߏ͕ u ͷਖ਼ଇੑΛ্͛Δ͜ͱΛݟൈ͖, .ͷఆཧΛূ໌ͨ࣍͠

ఆཧ 2.2 ([7]). B1 Λ R2 ͷ୯Ґԁ൫, m ≥ 2, 1 ≤ p < 2, Ω ∈ L2
(
B1; so (m)⊗ ∧1R2

)

ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖͋Δ ϵ = ϵ(m, p) > 0 ͕ଘͯ͠ࡏ, ||Ω||L2(B1) ≤ ϵ ͕ΓཱͭͳΒ

−∆u = Ω.∇u in B1

ͷऑղ u ∈ W 1,2 (B1;Rm)  W 2,p
(
B1/2;Rm

)
ʹଐ͢. ͞Βʹ͋Δ C = C(m, p) > 0

͕ଘͯ͠ࡏ, .ͷΑ͏ʹධՁͰ͖Δ࣍

||u||W 2,p(B1/2) ≤ C||u||L1(B1).

ఆཧ 2.2ͱඃ෴ͷٞʹΑΓ u ∈ W 2,p
loc (B1;Rm) ͱ͔Δ.
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3 ओ݁Ռͱؔ࿈͢Δઌڀݚߦ

ୈ߸ه 2અͱಉ͡ͱ͢Δ. Rivièreํܕఔࣜ (2.2)ͷӈลʹ֎ྗ߲ f ΛՃ͑ͨํఔࣜ

−∆u = Ω.∇u+ f in B1 (3.1)

ͱ, (3.1)ͷऑղ u ∈ W 1,2 (B1;Rm) .Δ͑ߟ͍ͯͭʹ (3.1)ʹ͓͍ͯ Ω ≡ O in B1 ͱ͢

Δͱ m-࿈ཱ PoissonํఔࣜͳͷͰ, f ͷଐ͢ΔۭؔؒʹԠͯ͡ಘΒΕΔ (3.1)ͷऑղͷ

ੑ࣭, Poissonํఔࣜͷ߹ʹྨ͢ࣅΔͱ༧͞ΕΔ. (3.1)ͷऑղ u ͷਖ਼ଇੑʹؔͯ͠

ҎԼͷઌ͕͋ڀݚߦΔ. ऑղྻͷίϯύΫτੑͷڀݚ, ௐࣸ૾ Diracௐࣸ૾ͷԠ

༻ʹ͍ͭͯ [2, 4, 7, 8, 9, 10, 11]ͳͲΛࢀরͤΑ.

· f ∈ L logL(B1;Rm) ͳΒ u ∈ W 2,1
loc (B1;Rm) [11]

· f ∈ Lp(B1;Rm) (1 < p < 2) ͳΒ u ∈ W 2,p
loc (B1;Rm) [11]

· f ∈ L2(B1;Rm) ͳΒ u ∈ W 2,2
loc (B1;Rm)ෆཱ.f ≡ 0ͷ߹Ͱྫ͕͛ڍΒΕΔ.

[9, Chapter 4.3].

͜͜Ͱ

L logL (B1) :=
{
f ∈ L1 (B1)

∣∣ ||f ||L logL(B1) < ∞
}
,

||f ||L logL(B1) :=

∫

B1

|f | log
(
e+ |f |·||f ||−1

L1(B1)

)
dx

ͱ͍ͯ͠Δ.
(
L logL (B1) , ||·||L logL(B1)

)
 BanachۭؒͱͳΔ͕ࣄΒΕ͓ͯΓʢ[6,

Theorem 3], [9, Chapter 2.7.2]ʣ, ·ͨ Lebesgueۭؒͱ L logL (B1) ͷؒʹ

Lp (B1) (p > 1)
conti.
↪→ L logL (B1)

conti.
↪→ L1 (B1) (3.2)

ͳΔแؚ͕ؔ͋ΔࣄΒΕ͍ͯΔ.

(3.1)ͷऑղͷ W 2,1-ਖ਼ଇੑʹ͍ͭͯ f ∈ L1 (B1;Rm) ͷ߹ྫ 1.1ͰͨݟΑ͏ʹ

ҰൠʹಘΒΕͳ͍. ʢΩ ≡ O in B1 ͱ͢Δͱ (3.1) PoissonํఔࣜͱͳΔҝʣ Ұํ

Ͱ L logL (B1;Rm) ͱ͍͏ L1 (B1;Rm) ΑΓগ͚ͩ͠ྑ͍ۭؔؒʹଐ͢Δ f Λ༩͑ͨ

߹ऑղ u  u ∈ W 2,1
loc (B1;Rm) ʹଐ͢Δ্͕ࣄड़ͷઌڀݚߦͰ໌͍ͯ͠Δ.

ͦ͜ͰຊߘͰ֎ྗ߲ f ͷଐ͢Δۭؔؒͱͯ͠,ߋʹ L1 (B1;Rm)ʹ͍ۙہॴHardy

ۭؒ h1 (B1;Rm) Λ༩͑ͯऑղͷ W 2,1-ਖ਼ଇੑ͕ಘΒΕΔ͔Ͳ͏͔Λ͢ߟΔ.

ॴہ Hardyۭؒ࣍Ͱఆٛ͞ΕΔۭؔؒͰ͋Δ.

h1
φ (B1) :=

{
f ∈ L1 (B1)

∣∣∣ ||f ||h1
φ(B1) := ||mB1,φ[f ]||L1(B1) < ∞

}
.
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͜͜Ͱ֤ f ∈ L1 (B1),
∫
R2 φdx ̸= 0 ͳΔ φ ∈ C∞

c (B1) , t > 0 ʹରͯ͠,

φt(x) := t−2φ (x/t) ,

mB1,φ[f ] : B1 ∋ x 0→ sup {|φt ∗ f(x)| | 0 < t < 1− |x|} ∈ R

ͱ͓͍ͨ.
(
h1
φ (B1) , ||·||h1

φ(B1)

)
 Banach ۭؒͱͳΔ [1]. ఆٛʹΑΔͱ ||·||h1

φ(B1) 

φ ͷऔΓํʹґଘ͢Δ͕, ϊϧϜಉʹͳΔͱ͍͏ҙຯͰಉ͡ BanachۭؒΛ༩͑Δ. ͦ

ͷҝ, h1 (B1) , ||·||h1(B1) ͳͲͱ φ Λলུͯ͠ද͢هΔ. Lebesgueۭؒ, L logL (B1) ͱ

h1 (B1) ͷؒʹ

L logL (B1)
conti.
↪→ h1 (B1)

conti.
↪→ L1 (B1)

ͳΔแؚ͕ؔ͋Δ. (3.2)ͱ͋ΘͤΔͱ࣍ͷแؚ͕͔ؔΔ.

Lp (B1) (p > 1)
conti.
↪→ L logL (B1)

conti.
↪→ h1 (B1)

conti.
↪→ L1 (B1)

h1(B1) ઈରΛऔΔࣄʹؔͯ͠ด͍ͯ͡ͳ͍ʢ L∞(B1) ͱͷੵΛऔΔૢ࡞ʹ͍ͭͯ

ด͍ͯ͡ͳ͍ʣͷͰ, ͦͷͰ L logL(B1) ͱঢ়͕گҟͳ͍ͬͯΔ. Ұ࿈ͷઌڀݚߦͰ

͍ͣΕʮ֎ྗ߲ͷଐ͢Δۭ͕ؔؒઈରΛऔΔԋࢉʹ͍ͭͯด͍ͯ͡Δʯͱ͍͏ੑ

࣭Λ༻͍ͯऑղͷਖ਼ଇੑͷূ໌Λߦͳ͍ͬͯΔ. ͦΕΏ͑֎ྗ߲͕ہॴ Hardy ۭؒʹଐ

͢߹ઌڀݚߦͷख๏Λద༻͢Δ͕ࣄͰ͖ͳ͍. ͦ͜ͰࢲผͷํΛཱͯͯΛ

ճආ͠, .ͷ݁ՌΛಘͨ࣍

ओ݁Ռ 3.1. B1 Λ R2 ͷ୯Ґԁ൫, m ≥ 2, Ω ∈ L2
(
B1; so (m)⊗ ∧1R2

)
, f ∈

h1 (B1;Rm) ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖

−∆u = Ω.∇u+ f in B1

ͷऑղ u ∈ W 1,2 (B1;Rm)  W 2,1 (B1;Rm) ʹଐ͢. ͞Βʹ͋Δ C = C(m) > 0 ͕ଘ

,ͯ͠ࡏ
||∇2u||L1(B1) ≤ C

{
||∇u||L2(B1) + ||f ||h1(B1)

}

ͱධՁͰ͖Δ.
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イジング模型の確率幾何的表現による
相転移・臨界現象の解析

北海道大学　大学院
理学院　数学専攻

半田　悟（Satoshi HANDA）

1 導入
1.1 背景
　水は 0℃で凍りはじめて氷へと状態を変え，100℃で沸騰しはじめて水蒸気へと状態を変える．このよ
うに私たちの身の回りには，ある温度を境にして，性質の異なった状態（相）に移り変わる，いわゆる「相転
移現象」といわれる物理現象が多くみられる．その境となる温度は「臨界点」といわれる．別の相転移現象と
しては，鉄は常温において，一度磁場をかけた後，磁場を切ると，その磁場の影響を保つ（自発磁化が存在す
る）が，770℃という温度を超えると，磁場の影響を保つことができなくなる，という現象が有名である．こ
れは，強磁性相から常磁性相に移り変わるという相転移現象であり，その臨界点はキュリー温度として良く知
られている．また，臨界点の周辺では，諸々の物理量が特異的な振る舞いをするという「臨界現象」がみられ
る．これら臨界点の存在や諸々の臨界現象は，実験的に観測されている．この実験的事実を理論的に説明しよ
うと，統計力学に基づいた数理模型が，それぞれの相転移現象に応じて，考案されてきた．特に，強磁性体の
統計力学模型が，1920年にドイツの物理学者ヴィルヘルム・レンツによって考案された．その模型は，レン
ツの学生であるエルンスト・イジングがその研究を行ったことから，「イジング模型」といわれ，現在にいた
るまで，多くの物理学者・数学者が研究を続けている．

1.2 目的
イジング模型に関する未解決問題のひとつに，1-arm 指数 ρ と言われる臨界指数の決定の問題がある．定
義等の詳細は後で述べることとする．この 1-arm指数 ρは，イジング模型においては 1であるという予想が
されているが，1という上限評価も下限評価も示されていない．今回は，その上限評価について研究すること
を目的とした．結果としては，1という上限評価を厳密に得ることはできていない現状であるが，従来のハイ
パースケーリング不等式から得られる上限評価を少しだけ改良することができた．証明には，ランダムカレン
ト表現とよばれる確率幾何的な表現を用いる．以下では，イジング模型をスピン系の言葉で定義し，その後，
確率幾何的表現であるランダムカレント表現を紹介し，最後に，1-arm 指数の定義や上限評価についてまと
める．
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2 イジング模型の定義とランダムカレント表現
2.1 イジング模型の定義と基本的な事実

Λ上の各格子点 xに，スピン変数と言われる確率変数 σx ∈ {+1,−1}を定義する．+1は格子点 x上のス
ピンが上向きの状態にあることを表現し，−1は下向きの状態にあることを表現している（図 1参照）．格子点
上のスピンの組を σ = {σx}x∈Λ で表し，スピン配位と呼ぶ．またスピン配位全体の集合を SΛ と書くことに
する．また，BΛ は，Λの二点の組み合わせ全体を表し，その組み合わせをボンドという．このスピン変数た
ちに確率測度を与えるが，ここでは統計力学で良く用いられるカノニカル分布（ギブス分布ともいわれる）を
用いる．その確率測度を用いて，スピン変数たちの積 σA =

∏
x∈A σx の期待値を以下の様に定義する．

⟨σA⟩BC

Λ;β,h =
∑

σ∈SΛ

σAe−βHh(σ) / Z(β, h).

ここで β ∈ R+ は，逆温度を表すパラメータである．規格化定数に相当する分母を Z(β, h)と書き，分配関数
と呼ぶ．指数部分にある Hh(σ)は，スピン配位 σ の状態におけるエネルギーを表すハミルトニアンといわれ
る量であり，

Hh(σ) = −
∑

{x,y}∈BΛ

Jx,yσxσy − h
∑

x∈Λ

σx

と定義される．ここで，h ∈ R は，考えている系にかけている外部磁場の大きさを表すパラメータである．
Jx,y は相互作用定数といわれる，２つのスピンの間の相互作用の大きさを表す定数である．平行移動不変性
（並進対称性）(Jx,y = Jo,y−x)と強磁性 (Jx,y ≥ 0)を仮定しておく．また，外部磁場がかかっていないときの
ハミルトニアン H0(σ)を単に，H(σ)と表すことにする．
次に，境界条件について述べる．ハミルトニアン Hh(σ) を用いて定義されたイジング模型は，自由境界
条件をもつといわれる．さらに，Λ の外部境界が +1 のスピンで囲まれている状況を考えたハミルトニアン
H+

h (σ)，つまり，

H+
h (σ) = Hh(σ)−

∑

x∈Λ,y /∈Λ

Jx,yσx

を用いたときを，プラス境界条件という．
と定義する．BC というのは，境界条件を表し，free，+でそれぞれ表すことにする．
自発磁化ms(β)を，

ms(β) = lim
h↓0

lim
Λ→Zd

⟨ 1

|Λ|
∑

x∈Λ

σx⟩
BC

Λ;β,h

= · · · = ⟨σo⟩+Zd;β

と定める．ms(β)は，磁場を無くしたあとに磁性がどうなるかを表している．実際には，高温相（逆温度 β が
小さいとき）では，この値は 0であり，低温相 (逆温度 β が大きいとき)では，正にもちあがる（図 2参照）．
これは熱揺らぎとスピンの協力現象のバランスによるものと解釈できる．この境目に相当するのが臨界点であ
る．背景でも述べたように，一般に温度などのパラメターを変化させたときに，ある値を境に物質の性質が定
積に変化する現象を相転移という．イジング模型において，その性質を表す物理量のひとつが，上記で定義し
た自発磁化である．イジング模型において臨界点は，その自発磁化を用いて次のように定義される．

βc = inf{β ≥ 0 | ms(β) > 0}.
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β < βc を高温相といい，β > βc を低温相という．定義から高温相では自発磁化は 0であり，低温相では正に
もちあがる．特に最近接格子模型においては，d ≥ 2で βc が 0でも +∞でもない有限な値になることが知ら
れており，相転移の存在が結論づけられる．また臨界点の直上や近傍では，それらの物理量が冪的な特異性を
示す．このような振る舞いを一般的に臨界現象と呼ぶ．その冪指数たちを臨界指数と呼ぶ．臨界点は考えてい
る物理系の細かい定義によって変わるが，臨界指数はそういった詳細に依らず，次元や対称性だけで決まるも
のと信じられている．そのため，物理系は臨界指数によって分類できるとされており，イジング模型において
も，その臨界指数を求めることは重要であり，大きな目的となっている．次の節で 1-arm指数と呼ばれる臨
界指数を与える．

図 1 各格子点上のスピン変数の向き 図 2 イジング模型の臨界現象

2.2 ランダムカレント表現と源泉の移し替え補題の帰結
Proposition 2.1 (ランダムカレント表現 [3]).

⟨σA⟩+Λ =
∑

n∈Z
BΛ∪{g}
+

∂n∩Λ=A

w(n)

Z̃(β)
.

まず，この命題に出てくる記号等を説明する．非負整数の組 n = {nb}b∈BΛ ∈ ZBΛ
+ を「カレント配位」とい

い，nb をボンド b上の「カレント」という．∂nは格子点の集合で，「源泉」と呼ばれ，以下のように定義さ
れる．

∂n = { z ∈ Λ |
∑

b∋z

nb は奇数 }.

ここで w(n) =
∏

b∈BΛ

(βJb)nb

nb!
を重みと呼ぶ．g /∈ Zd は，ゴーストサイトと言われる点で，ある意味 Λの外部

境界を一点とみた点であり，内部境界の点は g との間にもボンドがあり，そこにもカレントがふられている．
上記の命題における右辺の式の表現を「ランダムカレント表現」という．特に，次節で定義する 1-arm指数を
定義する際に用いられる ⟨σo⟩+r という，「半径 r の d次元球上の臨界点直上におけるプラス境界条件のもとで
の一点関数の期待値」をランダムカレント表現すると次のようになり，また下図 3のようになる．

⟨σo⟩+βc,r
=

∑

n∈Z
BBr∪{g}
+

∂n∩Br={o}

w(n)

Z̃(β)
.

赤い線は奇数の線で，青い線は 0でない偶数の線を表している．源泉が Br の中では oだけなので，赤い線で
oと境界に対応する g がつながらなければならない．このランダムカレント表現の導出は，カノニカル分布に
おける確率の重みに相当する，指数関数の部分をテイラー展開することによる．
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図 3 ⟨σo⟩+βc,r
に対するランダムカレント表現

最後に，ランダムカレント表現において重要な等式を紹介しておく．これは，全体のグラフを部分グラフへと
分ける場合の数，という組み合わせ論的な等式として，証明される．

Proposition 2.2 (源泉の移し替え補題の帰結 [3]).

∑

m∈Z
BΛ∪{g}
+

∂m=A

∑

n∈Z
BΛ∪{g}
+ |B

∂n={x,y}

w(m)w(n) =
∑

m∈Z
BΛ∪{g}
+

∂m=A△{x,y}

∑

n∈Z
BΛ∪{g}
+ |B
∂n=∅

w(m)w(n)1{x←→
m + n

y in B}.

ここで，ZBΛ∪{g}
+ |B は B 内のボンド上でのみ 0でない値をとるカレント全体の集合とする．△は集合の対

称差である．事象 {x←→
m + n

y in B}は，格子点 x, y が B 内のボンドで，m+ nのカレント和が 0でないもの
を使ってつながるという事象を表している．二つのスピン変数たちの期待値の積を考えるときに，それらをカ
レント表現で書くと二つのカレントが表れ，それを式変形する際に役立つ等式である．例えば，以下のような
ものがある．

(⟨σo⟩+r )
2 =

∑

m∈Z
BBr∪{g}
+

∂m∩Br={o}

∑

n∈Z
BBr∪{g}
+

∂n∩Br={o}

w(m)w(n)

Z̃(β)2
=

∑

m∈Z
BBr∪{g}
+

∂m∩Br=∅

∑

n∈Z
BBr∪{g}
+

∂n∩Br=∅

w(m)w(n)

Z̃(β)2
1{o←→

m + n
g}.

3 1-arm指数 ρの上限評価
3.1 臨界指数の定義
まず，臨界指数 ρ > 0は次のように定義される．

⟨σo⟩+βc,r
≍ r−ρ.

ここで，臨界点直上であることに注意する．自発磁化の式をみると，r → ∞に相当するものであることが分
る．臨界点直上の自発磁化の値は 0であり，臨界点で連続であることが知られている．つまり，この臨界指数
は，r が大きくなっていくとき，半径 r の d次元球上の βc 直上での自発磁化は r のどのくらいの冪で 0に減
衰するかを表す指数である．

3.2 主定理と予想
Theorem 3.1. 　
d > 4におけるイジング模型に対して，1-arm指数 ρの存在と ⟨σoσx⟩freeZd ≍ (|x| ∨ 1)2−d を仮定する．このと
き，ρ ≤ d−3

2 である．特に，d = 5においては，ρ ≤ 1である．
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Conjecture 3.2. 　
d > 4におけるイジング模型に対して，1-arm指数 ρの存在と ⟨σoσx⟩freeZd ≍ (|x| ∨ 1)2−d を仮定する．このと
き，ρ ≤ 1である．

パーコレーションという別の模型での 1-arm指数 ρpc が，d > 6において 2であることが厳密に示されてお
り [1]，イジング模型でも，対応する 1-arm指数を決定しようということが最大の目標となっている．イジン
グ模型では d > 4において 1であることが信じられているので，まずは，上からの評価だけでも導出しようと
いう試みである．ハイパースケーリング不等式（最後に載せておく）という不等式から，d > 4では ρ ≤ d−2

2

であるということが知られている．ここに，dとして 4+ ϵ (ϵ > 0)をいれてみると，ρ ≤ 1+ ϵ
2 であることが

示されるのだが，ϵ > 0であるから，1よりも真に大きい可能性が排除できない．従って，その可能性を排除で
き，1以下であるということ示すだけでも大きな進歩なのである．これまでに得られた結果としては，d > 4

においては ρ ≤ d−3
2 であるという，ρ ≤ 1に比べると非常に弱いものになっているが，上述のハイパースケー

リング不等式から得られる結果よりも，1
2 だけ精度が良くなっている．一般の d > 4の場合は，示すことがで

きなかったので，Conjectureとしている．下からの評価 ρ ≥ 1についても，将来的な課題であり，これが解
決されると，臨界指数 ρが d > 4で 1であることが完全解決されるのである．証明に関しては，あるスピン変
数らの期待値の積を考え，それらをランダムカレント表現し，源泉の移し替え補題の帰結等を用いて，不等式
評価をし，再びスピン系の表現に戻すことでなされる．

Theorem 3.3 (ハイパースケーリング不等式 [2]). 　
d次元の有限レンジのイジング模型は次の不等式を満たす．

d− 2 + η ≥ 2ρ.

d > 4において η = 0であるという事実を用いると，ρ ≤ d−2
2 が得られる．
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Transmuted Logistic II distribution
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Abstract

A generalization of the generalized inverse Logistic II distribution so-called transmuted gen-
eralized inverse Logistic II distribution is proposed and studied. The studies we have done:
calculate the first and second time, set the survival function, risk function and a study of statis-
tical order.

Keywords: transmuted, logistic II distribution, heavy-tailed distribution, asymmetry pa-
rameter.

Introduction

The models are an important tool for estimating the behavior of some population. However,
in many cases, they show some problems of adjustment with the data. The Logistics II model
describes a similar curve with normal, symmetrical model, but with a correction in tails. It
has interesting applications in modeling chronic obstructive respiratory disease, geological is-
sues, Hemolytic Uremic Syndrome Data (HUS), physical-chemical phenomena, psychological
issues, the survival time of patients diagnosed with leukemia, and weight gain data. [2] In this
paper we built a model transmuted Logistics II. In order to improve the model data that already
known to have heavy tails characteristic of more asymmetrically. A transmuted a transforma-
tion model is made in a model in order to generalize it. This model has a parameter more, the
asymmetry parameter.

Logistic II Model

The probability density function (pdf) of the logistic II distribution is given by:

f (x;µ,d) =
exp

�
�
� x�µ

d )
� 

d
�
1+ exp

�
�
� x�µ

d
� �2 (1)

at where x 2 R+, µ 2 R e d 2 R+.
We have the cdf of logistic II distribution:

F(x;µ,d) =
Z x

�•

exp
�
�
� t�µ

d
� 

d
�
1+ exp

�
�
� t�µ

d
� �2 dt =

1
1+ exp

�
�
� x�µ

d )
� (2)
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Transmuted Model

This section explains how the transmuted model is constructed of any existing model, and
F1 a model of the distribution function known and f2 to the new model. The new model is
defined by the following transformation: [1]

F2(x) = (1+l)F1(x)�lF1(x)2 (3)

which on differentiation yields,

f2(x) = f1(x)[(1+l)�2lF1(x)] (4)

for l 2 [�1,1] where f1(x) e f2(x) are the pdfs of F1(x) and F2(x).

Transmuted Logistic II Model

In this section we use the results shown in the previous section in the logistic II model and
thus create a new model. Applying equation 2 the equation 4 define the density function:

FT L2(x;µ,d,l) = 1
1+ exp

�
�
� x�µ

d
� 

"
(1+l)� l�

1+ exp
�
�
� x�µ

d
� �

#

Also we define the probability density function of the logistic model transmuted II:

fT L2(x;µ,d,l) =
exp

�
�
� x�µ

d
� 

d
�
1+ exp

�
�
� x�µ

d
� �2

(
(1+l)� 2l

1+ exp
�
�
� x�µ

d
� 
)

for l 2 [�1,1].
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The first and second figures above are some examples of distribution functions and pdf
for some values of l. The third figure shows the asymmetry in cases where comparing two
constants and their respective opposite to zero and constant, if there is symmetry in the model.

Regardless of the values µ and d we can standardize this model as a random variable Z =
X �µ

d
⇠ T Log2(Z) to facilitate the bills. Thus we have the distribution function:

FT L2(z) =
1

1+ exp{�z}


(1+l)� l

1+ exp{�z}

�

and
fT L2(z) =

exp{�z}
(1+ exp{�z})2

⇢
(1+l)� 2l

1+ exp{�z}

�
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ਖ਼ଇۂ໘্ͷϑϩϯλϧͱ৮Մల໘

(Osculating developable surfaces of regular surfaces along frontals)

ຊଟ ढ़Ұ

HONDA Shun’ichi

ւಓେֶେֶӃཧֶӃֶઐ߈

1 ֓ཁ

ਖ਼ଇۂ໘্ͷਖ਼ଇۂઢμϧϒʔ (Darboux frame) Λ༻͍ͯɼͦͷੑ࣭͕͘ΒΕ͍ͯΔɽ

͔͠͠ɼۂઢ͕ಛҟΛͭ࣋߹͜ͷݶΓͰͳ͍ɽຊߨԋͰɼϢʔΫϦουฏ໘ R2 ্ͷϑ

ϩϯλϧʢ[2]ʣΛҰൠԽͨ͠ਖ਼ଇۂ໘ M ্ͷϑϩϯλϧΛఆٛ͠ɼ[3] ʹ͓͚Δਖ਼ଇۂ໘ M ্ͷ

ਖ਼ଇۂઢʹԊͬͨ৮Մల໘ͷҰൠԽͱͯ͠ɼਖ਼ଇۂ໘ M ্ͷϑϩϯλϧʹԊͬͨ৮Մల໘Λ

ఆٛ͠ɼͦͷੑ࣭Λհ͢Δɽͦͷࡍɼʮ[4] ʹ͓͚Δ͖ۂઢʯٴͼʮ[5] ʹ͓͚Δٿ໘ϧδϟ

ϯυϧۂઢʯͷཧΛԠ༻͢Δɽͳ͓ɼຊߨԋઘपҰࢯʢւಓେֶʣɼڮߴխ๎ࢯʢࣨའ

ɽͮ͘جʹڀݚಉڞେֶʣͱͷۀ

2 ਖ਼ଇۂ໘্ͷϑϩϯλϧ

I Λ։۠ؒ·ͨ RɼU Λ։ྖҬ·ͨ R2 ͱ͢ΔɽຒΊࠐΈ X : U → M, (u, v) "→ X(u, v)

ʹରͯ͠ɼM = X(U) Λਖ਼ଇۂ໘ͱݺͿɽ͞Βʹɼਖ਼ଇͱݶΒͳ͍ฏ໘ۂઢ γ : I → U, t "→
(u(t), v(t)) ʹର͠ɼۭؒۂઢ

γ = X ◦ γ : I → M ⊂ R3

Λ͑ߟΔɽਖ਼ଇۂ໘ͷ୯Ґ๏ઢϕΫτϧΛ γ ͷΛͨ͠ݶ੍ʹ্

nγ(t) =
Xu ×Xv

|Xu ×Xv|
◦ γ(t)

ͱ͢Δɽ·ͨɼ୯Ґଋ T1M Λ

T1M = {(x,y) ∈ M × TxM | |y| = 1} ⊂ M × S2

ͱ͢Δɽ

ఆٛ 2.1ʢ୯Ґଋ T1M ্ͷϧδϟϯυϧۂઢʣ ࣸ૾ (γ, ν) : I → T1M ͕ҙͷ t ∈ I ʹର͠

ͯ (γ, ν)∗(t)θ = 0 Λຬͨ͢ͱ͖ɼ(γ, ν) Λਖ਼ଇۂ໘ M ্ͷϧδϟϯυϧۂઢͱݺͿɽ͜͜Ͱɼθ

୯Ґଋ T1M ্ͷඪ४৮̍ࣜܗ࣍Ͱ͋Δɽ্هͷ݅ҙͷ t ∈ I ʹରͯ͠ γ̇(t) ·ν(t) = 0

Λຬͨ͢͜ͱͱಉͰ͋Δɽ͞Βʹɼ(γ, ν) ͕ΊࠐΈͷͱ͖ (γ, ν) Λਖ਼ଇۂ໘ M ্ͷϧδϟϯ

υϧΊࠐΈͱݺͿɽ
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ఆٛ 2.2ʢਖ਼ଇۂ໘ M ্ͷϑϩϯλϧʣ ਖ਼ଇۂ໘ M ্ͷۂઢ γ : I → M ʹରͯ͠ɼ͋Δ

ν : I → S2 ͕ଘͯ͠ࡏ (γ, ν) : I → T1M ⊂ M × S2 ͕ϧδϟϯυϧۂઢͰ͋Δͱ͖ɼγ Λਖ਼ଇۂ

໘ M ্ͷϑϩϯλϧͱݺͿɽ͞Βʹɼ(γ, ν) ͕ϧδϟϯυϧΊࠐΈͷͱ͖ γ Λਖ਼ଇۂ໘ M ্

ͷϑϩϯτͱݺͿɽ

ҙ 2.3 (γ, ν) : I → T1M ⊂ M × S2 ͕ϧδϟϯυϧۂઢͰ͋Δ͜ͱͱɼ(γ,nγ , ν) : I →
M × S2 × S2 ͕͖ۂઢʢ̖ɼ[4]ʣͰ͋Δ͜ͱಉͰ͋ΔɽҎԼͰɼ(γ,nγ , ν) ͕

ઢͰ͋Δͱͯٞ͠Λల։͢Δɽۂ͖

3 ৮Մల໘

͖ۂઢ (γ,nγ , ν) : I → M × S2 × S2 ͷۂΛ (ℓ,m, n,α) ʢ̖ɼ[4]ʣɼٿ໘ϧδϟϯ

υϧۂઢ (nγ , νn) : I → S2 × S2 ͷۂΛ (mn, nn) ͱ͢Δʢ̗ɼ[5]ʣɽ

͜ͷͱ͖ɼµ(t) := nγ(t)× ν(t) ͼٴ µn(t) := nγ(t)× νn(t) ͱ͢Δͱɼ͖ۂઢ (γ,nγ , ν)

ͷ {nγ(t), ν(t),µ(t)} ͱٿ໘ϧδϟϯυϧۂઢ (nγ , νn) ͷ {nγ(t), νn(t),µn(t)} ʹରͯ͠ɼ
Β͔ͳؔ θ : I → R ͕ଘͯ͠ࡏҎԼͷؔΛຬͨ͢ɿ

⎛

⎝
nγ(t)
νn(t)
µn(t)

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1 0 0
0 cos θ(t) − sin θ(t)
0 sin θ(t) cos θ(t)

⎞

⎠

⎛

⎝
nγ(t)
ν(t)
µ(t)

⎞

⎠ .

ఆٛ 3.1ʢ৮Մల໘ʣ ਖ਼ଇۂ໘ M ্ͷϑϩϯλϧ γ ʹԊͬͨ (Osculating developable sur-

face) Λ ODγ : I × R → R3,
ODγ(t,λ) = γ(t) + λνn(t)

ͱ͢Δɽ

ఆٛΑΓ ODγ ઢ৫໘Ͱ͋Δ͕ɼdet(γ̇(t), νn(t), ν̇n(t)) = 0 ΑΓɼODγ Մల໘Ͱ͋Δʢ

̘ʣɽҰํɼ(t0, 0) ͕ ODγ ͷਖ਼ଇͰ͋Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ(t0, 0) ʹ͓͍ͯ ODγ ͷ๏ઢϕ

Ϋτϧ X ͷ๏ઢϕΫτϧ nγ ͱಉ͡ํΛͭ࣋ɽ͜ΕΒͷੑ࣭ΑΓɼODγ Λਖ਼ଇۂ໘্ͷϑ

ϩϯλϧʹԊͬͨ৮Մల໘ͱݺͿɽ

ҎԼͰ ODγ ͱަࣹӨʢத৺ࣹӨʣʢ̙ʣͱͷؔΛ༩͑Δɿ

ఆཧ 3.2 ͷઃఆͷԼɼnγه্ ͷਖ਼ଇ͕ີͰ͋Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼҎԼ͕Γཱͭɿ

(A) ҎԼಉͰ͋Δɿ

(1) ODγ ப໘Ͱ͋Δɼ

(2) nn(t) ≡ 0ɼ

(3) γ ަࣹӨʹؔ͢ΔྠֲઢͰ͋Δɽ

(B) nn(t) ̸= 0 ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼҎԼಉͰ͋Δɿ

(4) ODγ ਲ਼໘Ͱ͋Δɼ

(5) α(t) sin θ(t) + d
dt

(
α(t) cos θ(t)

nn(t)

)
≡ 0,

(6) γ த৺ࣹӨʹؔ͢ΔྠֲઢͰ͋Δɽ

ྫ 3.3 ฏ໘ۂઢ γ : R → R2, t "→ (t3,−t2) ͱਖ਼ଇۂ໘ X : R2 → R3, (u, v) "→ (u, v, (u2 + v3)2)

ͷ߹ γ = X ◦γ(t) = (t3,−t2, 0)Λ͑ߟΔɽ͜ͷͱ͖ɼγ M = X(R2)্ͷϑϩϯλϧͰ͋Δɽ
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͞Βʹ৮Մల໘ ODγ(t,λ) = (t3,−t2 + λ, 0) Ͱ༩͑ΒΕΔɽnn(t) ≡ 0 ΑΓɼODγ(R × R)
ப໘Ͱ͋Δʢਤ̍ʣɽ

ਤ 1 ਤ 2 ਤ 3

ఆཧ 3.4 M ⊂ R3 ΛՄల໘ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼM ͷਖ਼ଇ෦্ͷۂઢ γ ʹରͯ͠ɼ͋Δ

νn : I → S2 ͕ଘͯ͠ࡏɼ(nγ , νn) : I → S2 × S2 ٿ໘ϧδϟϯυϧۂઢͰ͋Δɽ͞Βʹɼnγ

ͷਖ਼ଇ͕ີͳͱ͖ɼODγ(I × R) ⊂ M ͕Γཱͭɽ

ඇப໘తͳ ODγ ͷಛҟҎԼͰಛ͚ΒΕΔɿ

ఆཧ 3.5 ͖ۂઢ (γ,nγ , ν) : I → M × S2 × S2 ͷۂΛ (ℓ,m, n,α) ɼٿ໘ϧδϟϯυϧۂ

ઢ (nγ , νn) : I → S2 × S2 ͷۂΛ (mn, nn) ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼඇப໘తͳ ODγ ʹରͯ͠ɼҎ

Լ͕Γཱͭɿ

(1) ODγ(t0,λ0) ͕ਖ਼ଇͰ͋ΔͨΊͷඞཁे݅ɼ

α(t0) cos θ(t0) + λ0nn(t0) ̸= 0

͕Γཱͭ͜ͱͰ͋Δɽ

(A) (t0,λ0) Λ mn(t0) ̸= 0 Λຬͨ͢ ODγ ͷಛҟͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼҎԼ͕Γཱͭɿ

(2) ODγ ͕ (t0,λ0) ʹ͓͍ͯΧεϓঢ়ۂ໘ c ॴඍಉ૬Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे݅ɼہʹ

α(t0) sin θ(t0) +
d

dt

(
α(t0) cos θ(t0)

nn(t0)

)
̸= 0

͕Γཱͭ͜ͱͰ͋Δɽ

(3) ODγ ͕ (t0,λ0) ʹ͓͍ͯπόϝͷඌ sw ॴඍಉ૬Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁे݅ɼہʹ

α(t0) sin θ(t0) +
d

dt

(
α(t0) cos θ(t0)

nn(t0)

)
= 0,

d

dt

(
α(t0) sin θ(t0) +

d

dt

(
α(t0) cos θ(t0)

nn(t0)

))
̸= 0

͕Γཱͭ͜ͱͰ͋Δɽ

(B) (t0,λ0) Λ mn(t0) = 0 Λຬͨ͢ ODγ ͷಛҟͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼҎԼ͕Γཱͭɿ

(4) ODγ ͕ (t0,λ0) ʹ͓͍ͯΧεϓঢ়ަࠥࢠ cc ॴඍಉ૬Ͱ͋ΔͨΊͷඞཁेہʹ

݅ɼṁn(t0) ̸= 0 ͔ͭ

α(t0) sin θ(t0) +
d

dt

(
α(t0) cos θ(t0)

nn(t0)

)
̸= 0

͕Γཱͭ͜ͱͰ͋Δɽ

ɹ͜͜ͰɼΧεϓঢ়ۂ໘ c c(u, v) = (u, v2, v3)ɼπόϝͷඌ sw sw(u, v) = (3u4+u2v, 4u3+

2uv, v)ɼΧεϓঢ়ަࠥࢠ cc  cc(u, v) = (u, uv3, v2) Ͱ͋Δɽ
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ྫ 3.6 ઢۂۭؒ γ : [0, 2π) → S2,

γ(t) =

(
3

4
cos t− 1

4
cos 3t,

3

4
sin t− 1

4
sin 3t,

√
3

2
cos t

)

 S2 ্ͷϑϩϯλϧͰ͋Δʢਤ̎ʣɽ࣮ࡍɼγ ͷର ν : [0, 2π) → S2 

ν(t) =

(
3

4
sin t+

1

4
sin 3t,−3

4
cos t− 1

4
cos 3t,−

√
3

2
sin t

)

Ͱ͋Δɽ͜ͷͱ͖ɼ৮Մల໘ ODγ  λ = tan t (t ̸= 0, π
2 ,π,

3
2 ) ͰΧεϓঢ়ۂ໘ɼ(0, 0), (π, 0)

ͰΧεϓঢ়ަࠥࢠͰ͋Δʢਤ̏ʣɽ



̖ ͖ۂઢ ([4])

I Λ۠ؒ·ͨ R ͱ͢Δɽ

ఆٛ 3.7ʢ͖ۂઢʣ ࣸ૾ (γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2 ͷ̏ͭͷ݅Λຬͨ͢ͱ͖͕࣍

ઢۂ͖ (framed curve) ͱݺͿɿ

(1) γ̇(t) · ν1(t) = 0, (2) γ̇(t) · ν2(t) = 0, (3) ν1(t) · ν2(t) = 0.

ಛʹɼ(γ̇, ν̇1, ν̇2) ̸= (0, 0, 0) Λຬͨ͢ͱ͖ɼ(γ, ν1, ν2) Λ͖ΊࠐΈ (framed immersion) ͱ

Ϳɽݺ

͖ۂઢ (γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2 ʹରͯ͠ɼµ(t) := ν1(t) × ν2(t) ͱ͢Δͱɼ

{ν1(t), ν2(t),µ(t)}  γ(t) ʹԊ͏ਖ਼ͷͰɼ
⎛

⎝
ν̇1(t)
ν̇2(t)
µ̇(t)

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0 ℓ(t) m(t)

−ℓ(t) 0 n(t)
−m(t) −n(t) 0

⎞

⎠

⎛

⎝
ν1(t)
ν2(t)
µ(t)

⎞

⎠ γ̇(t) = α(t)µ(t)

Λຬͨ͢ɽ͜ͷͱ͖ɼ

ℓ(t) = ν̇1(t) · ν2(t), m(t) = ν̇1(t) · µ(t), n(t) = ν̇2(t) · µ(t), α(t) = γ̇(t) · µ(t)

Ͱ͋Δɽ͜ͷؔͷ (ℓ,m, n,α) : I → R4 Λ͖ۂઢͷۂͱݺͿɽ͖ۂઢͷۂɼύ

ϥϝʔλͷͱΓํʹґଘ͢Δɽ

ɹ̎ͭͷ͖ۂઢ (γ, ν1, ν2), (γ̃, ν̃1, ν̃2) : I → R× S2 × S2 ʹରͯ͠ɼ͋Δճస X ∈ SO(3) ٴ

ͼฏߦҠಈ x ∈ R3 ͕ଘͯ͠ࡏɼ

(a) γ̃(t) = X(γ(t)) + x, (b) ν̃1(t) = X(ν1(t)), (c) ν̃2(t) = X(ν2(t))

Λຬͨ͢ͱ͖ɼ̎ͭͷ͖ۂઢ (γ, ν1, ν2) ͱ (γ̃, ν̃1, ñu2) ߹ಉͰ͋Δͱ͏ݴɽ

ఆཧ 3.8ʢ͖ۂઢͷଘࡏʣ [4] (ℓ,m, n,α) : I → R4 ΛΒ͔ͳࣸ૾ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

ઢۂ͖ (γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2 Ͱɼ(ℓ,m, n,α) Λۂͱ͢Δͷ͕ଘ͢ࡏΔɽ

ఆཧ 3.9ʢ͖ۂઢͷҰҙੑʣ ̎ͭͷ͖ۂઢ (γ, ν1, ν2), (γ̃, ν̃1, ν̃2) : I → R3 × S2 × S2 ʹ

ରͯ͠ɼ͜ΕΒͷۂ͕Ұக͢Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ̎ͭͷ͖ۂઢ (γ, ν1, ν2) ͱ (γ̃, ν̃1, ν̃2) 

߹ಉͰ͋Δɽ
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̗ ઢۂ໘ϧδϟϯυϧٿ ([5])

ఆٛ 3.10ʢٿ໘ϧδϟϯυϧۂઢʣ ࣸ૾ (γ, ν) : I → S2 × S2 ٿͷ̎ͭͷ݅Λຬͨ͢ͱ͖͕࣍

໘ϧδϟϯυϧۂઢ (spherical Legendre curve) ͱݺͿɿ

(1) γ(t) · ν(t) = 0, (2) γ̇(t) · ν = 0.

ಛʹɼ(γ̇, ν̇) ̸= (0, 0) Λຬͨ͢ͱ͖ɼ(γ, ν) Λٿ໘ϧδϟϯυϧΊࠐΈ (spherical Legendre

immersion) ͱݺͿɽ

ઢۂ໘ϧδϟϯυϧٿ (γ, ν) : I → S2 × S2 ʹରͯ͠ɼµ(t) := γ(t) × ν(t) ͱ͢Δͱɼ

{γ(t), ν(t),µ(t)}  γ(t) ʹԊ͏ਖ਼ͷͰɼ

⎛

⎝
γ̇(t)
ν̇(t)
µ̇(t)

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0 0 m(t)
0 0 n(t)

−m(t) −n(t) 0

⎞

⎠

Λຬͨ͢ɽ͜ͷͱ͖ɼ
m(t) = γ̇(t) · µ(t), n(t) = ν̇(t) · µ(t)

Ͱ͋Δɽ͜ͷؔͷ (m,n) : I → R2 Λٿ໘ϧδϟϯυϧۂઢͷۂͱݺͿɽٿ໘ϧδϟϯυϧ

ɼύϥϝʔλͷऔΓํʹґଘ͢Δɽۂઢͷۂ

̎ͭͷٿ໘ϧδϟϯυϧۂઢ (γ, ν), (γ̃, ν̃) : I → S2 × S2 ʹରͯ͠ɼ͋Δճస X ∈ SO(3) ͕

ଘͯ͠ࡏɼ
(a) γ̃(t) = A(γ(t)), (b) ν̃(t) = A(ν(t))

Λຬͨ͢ͱ͖ɼ̎ͭͷٿ໘ϧδϟϯυϧۂઢ (γ, ν) ͱ (γ̃, ν̃) ߹ಉͰ͋Δ ͱ͏ݴɽ

ఆཧ 3.11ʢٿ໘ϧδϟϯυϧۂઢͷଘࡏʣ (m,n) : I → R2 ΛΒ͔ͳࣸ૾ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

ઢۂ໘ϧδϟϯυϧٿ (γ, ν) : I → S2 × S2 Ͱɼ(m,n) Λۂͱ͢Δͷ͕ଘ͢ࡏΔɽ

ఆཧ 3.12ʢٿ໘ϧδϟϯυϧۂઢʣ ̎ͭͷٿ໘ϧδϟϯυϧۂઢ (γ, ν), (γ̃, ν̃) : I → S2 × S2 ʹ

ରͯ͠ɼ͜ΕΒͷۂ͕Ұக͢Δͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ̎ͭͷٿ໘ϧδϟϯυϧۂઢ (γ, ν) ͱ (γ̃, ν̃)

߹ಉͰ͋Δɽ

̘ ઢ৫໘ͱՄల໘

ઢۂۭؒ γ(t) ͱͦͷύϥϝʔλ t ʹґଘ͢ΔྵͰͳ͍ϕΫτϧ ξ(t) ͓Αͼύϥϝʔλ λ ʹ

Αͬͯ
F (t,λ) = γ(t) + λξ(t)

ͱද͞ΕΔۂ໘Λઢ৫໘ (ruled surface) ͱݺͿɽγ Λಋઢ (base curve)ɼξ Λ४ۂઢ (director

curve) ͱݺͼɼt Λݻఆ͢Δ͝ͱʹಘΒΕΔઢ γ(t) + ξ(t) Λઢ (ruling) ͱݺͿɽΨεۂ

͕ৗʹ 0 Ͱ͋ΔΑ͏ͳઢ৫໘ΛՄల໘ (developable surface) ͱݺͿɽઢ৫໘ F (t,λ) ͕Մల໘Ͱ

͋Δ͜ͱͷඞཁे݅ɼҙͷ t ∈ I ʹରͯ͠ɼ

det(γ̇, ξ(t), ξ̇(t)) = 0
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͕Γཱͭ͜ͱͰ͋Δɽಋઢ ξ Λਖ਼نԽ͠ɼξ̃(t) = ξ(t)/|ξ(t)| ͱ͢Δɽ ˙̃
ξ(t) ≡ 0 Ͱ͋Δͱ

͖ɼF (t,λ) ப໘ (cylinder) Ͱ͋Δͱ͏ݴɽ·ͨɼ
˙̃
ξ(t) ̸= 0 Ͱ͋Δͱ͖ɼF (t,λ) ඇப໘త

(non-cylindrical) Ͱ͋Δͱ͍͏ɽF (t,λ) ͕ඇப໘తͰ͋Δͱ͖ɼ

γ(t)− γ̇(t) · ˙̃ξ(t)
˙̃
ξ(t) · ˙̃ξ(t)

ξ̃(t)

Ͱදࣔ͞ΕΔۂઢΛకׅઢ (striction curve) ͱݺͼɽઢ৫໘ͷಛҟకׅઢ্ʹݱΕΔ͜ͱ͕

ΒΕ͍ͯΔɽకׅઢ͕ఆͰ͋Δͱ͖ɼF (t,λ) ਲ਼໘ (cone) Ͱ͋Δͱ͏ݴɽ

̙ ྠֲઢ

M ⊂ R3 Λਖ਼ଇۂ໘ɼn Λ M ্ͷ୯Ґ๏ઢϕΫτϧͱ͢Δɽ୯ҐϕΫτϧ k ∈ S2 ʹର͠

ͯɼk ͷަࣹӨͷྠֲઢํ

{p ∈ M | n(p) · k = 0}

Ͱ༩͑ΒΕΔɽ͜Ε k ͷަࣹӨͷಛҟू߹Ͱ͋Δɽํ

Ұํɼఆ c ∈ R3 ʹରͯ͠ɼc ʹର͢Δத৺ࣹӨͷྠֲઢ

{p ∈ M | (p− c) · n(p) = 0}

Ͱ༩͑ΒΕΔɽ͜Ε c ʹର͢Δத৺ࣹӨͷಛҟू߹Ͱ͋Δɽྠֲઢͷ֓೦ө૾ཧʹ͓͍

ͯॏཁͳׂΛ୲͍ͬͯΔʢ[1]ʣɽ
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ϧʔτܥͷΤϧϋϧτଟ߲ࣜͱͦͷྵ

ాࢁ ༞ݟʢYumi Yamadaʣ
େֶܗࢁ ҬڭҭจԽֶ෦ ҬڭҭจԽֶՊ

1 ಋೖ
ఆٛ 1.1 ల։ڃ) )

Σ = Σ(ΓɼS; z)

=
∑

γ∈Γ

zlS(γ)

=
∞∑

k=0

σ(k)zk

∈ Z[[z]]

ͨͩ͠ɼσ(k) {γ ∈ Γ|lS(γ) = k}Λຬͨ͢ݩͷΛද͢ɽ

ఆٛ 1.2 (AnɼBnɼCnɼDnࢠຊతͳ̐ͭͷϧʔτ֨ج)

An =

{
(x1,ʜ, xn+1) ∈ Zn+1ʛ

n+1∑

i=1

xi = 0

}

⊃ R(An) =
{
±(ei − ej)ʛ1 ≤ i < j ≤ n+ 1

}

Bn = Zn

⊃ R(Bn) =
{
±eiʛ1 ≤ i ≤ n

}
∪ R(Dn)

Cn =

{
(x1,ʜ, xn) ∈ Znʛ

n∑

i=1

xi ≡ 0 (mod2)

}

⊃ R(Cn) =
{
±2eiʛ1 ≤ i ≤ n

}
∪ R(Dn)

Dn =

{
(x1,ʜ, xn) ∈ Znʛ

n∑

i=1

xi ≡ 0 (mod2)

}

⊃ R(Dn) =
{
±ei ± ejʛ1 ≤ i < j ≤ n

}
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ఆཧ 1.1 ,ͷʢΓه্) Rʣͷڃల։ )

Σ(An, R; z) = (1− z)−n
n∑

i=0

(
n

i

)2

zi

Σ(Bn, R; z) = (1− z)−n

(
n∑

i=0

(
2n+ 1

2i

)
zi − 2nz(1 + z)n−1

)

Σ(Cn, R; z) = (1− z)−n
n∑

i=0

(
2n

2i

)
zi

Σ(Dn, R; z) = (1− z)−n

(
n∑

i=0

(
2n

2i

)
zi − 2nz(1 + z)n−2

)

2 Τϧϋϧτଟ߲ࣜ
K Λ༗ݩ࣍ݶͷ࣮ϕΫτϧۭؒ V ͷ֨ࢠ Γʹ͓͚Δತଟ໘ମͱ͢Δɽ

KoΛKͷ෦ͷ֨ࢠͷɼ∂KΛKͷڥքͷͷͱ͢Δͱɼk ≥ 1

ʹରͯ͠ɼ

kK ∩ ΓͷݩͷΛEK(k)

k
o
K ∩ ΓͷݩͷΛE o

K(k)

∂(kK) ∩ ΓͷݩͷΛE ∂
K(k)

ͱද͠ɼ͜ΕΛ༻͍ͯΤϧϋϧτڃΛҎԼͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

ఆٛ 2.1 (Τϧϋϧτڃ )

εK(z) =
∞∑

k=0

EK(k)z
k =

PK(z)

(1− z)d+1

ε o
K
(z) =

∞∑

k=0

E o
K
(k)zk =

P o
K
(z)

(1− z)d+1

ε ∂
K
(z) =

∞∑

k=0

E ∂
K
(k)zk = εK(z)− ε o

K
(z)

dͷತଟ໘ମͱͨ͠ͱ͖ͷಛΛ·ͱΊΔɽݩ࣍ͷΑ͏ͳهɼK্͕ʹ࣍

360



ఆཧ 2.1 (Τϧϋϧτ )

(i)EK(k)͕࣍ dͰ͋Δ kʹؔ͢Δଟ߲ࣜͰ͋ΓɼEK(0) = 1

(ii)k ≥ 1ʹରͯ͠ɼ
EK(−k) = (−1)dE o

K
(k)

(iii)ಉ༷ʹɼk ≥ 1ʹରͯ͠ɼ

EK∂ (−k) = (−1)d+1E ∂
K
(k)

(iv)K͕ϥϛωʔλʔͳΒɼPK

(
1
z

)
= zdPK(z)

(v)ଟ߲ࣜEK(k)ͷओ V olret(K)

(vi)ଟ߲ࣜEK(k)ͷ kd−1ͷͷ 2ഒ V olret(∂K)

ͨͩ͠ɼV ol(K) =
√
disk(Γ)V olret(K)ɽ

ͷؒʹڃల։ͱΤϧϋϧτڃ

Σ(γ, R; z)

1− z
= εK(z)

ͱ͍͏͕ؔ͋ΓɼͦΕͧΕͷ෦ू߹RΛತʹแΉ͜ͱʹΑͬͯݱΕΔ
ತଟ໘ମʹؔ͢ΔΤϧϋϧτଟ߲ࣜΛҎԼͷΑ͏ʹಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

ఆཧ 2.2 (Τϧϋϧτଟ߲ࣜ )

Anͷ߹ɿEK(k) =
n∑

i=0

(
n

i

)2(k − i+ n

n

)

Bnͷ߹ɿEK(k) =

(
k + n

n

)
+

n∑

i=1

{(
2n+ 1

2i

)
− 2n

(
n− 1

i− 1

)}(
k − i+ n

n

)

Cnͷ߹ɿEK(k) =
n∑

i=0

(
2n

2i

)(
k − i+ n

n

)

Dnͷ߹ɿEK(k) =

(
k + n

n

)
+

n∑

i=1

{(
2n

2i

)
− 2n

(
n− 2

i− 1

)}(
k − i+ n

n

)

·ͨɼ̐ ͭͷϧʔτ֨ࢠAnɼBnɼCnɼDnʹ͓͚ΔV ol(K)ͱV olret(∂K)

ҎԼͷΑ͏ʹఆ·Δɽ
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໋ 2.1 (V ol(K), V olret(K))

Anͷ߹ɿV ol(K) =

√
n+ 1(2n)!

(n!)3
=

√
n+ 1

n!

(
2n

n

)

V olret(∂K) =
1

(n− 1)!

(
2n

n

)

Bnͷ߹ɿV ol(K) =
2n(2n − n)

n!

V olret(∂K) =
22n−1

(n− 1)!

Cnͷ߹ɿV ol(K) =
4n

n!

V olret(∂K) =
22n−1

(n− 1)!

Dnͷ߹ɿV ol(K) =
2n(2n − n)

n!

V olret(∂K) =
2n−1

(n− 1)!
(2n − n)

ಛʹɼAnɼCnɼDnͷͱ͖

V olret(∂K)

V olret(K)
= n

ಉ༷ʹBnʹରͯ͠ɼ

V olret(∂K(Bn))

V olret(K(Bn))
< n(n ≥ 3)

lim
n→∞

1

n

V olret(∂K(Bn))

V olret(K(Bn))
=

1

2

Ͱ͋Δɽ

3 ༷ʑͳಛੑ
ͷه্ 4ͭͷϧʔτܥͷΤϧϋϧτଟ߲ࣜʹؔͯ͠ɼ͠Կ͔͠Βͷ
ಛ͕͋ΔͷͳΒɼnݩ࣍ʹ͓͚ΔΤϧϋϧτଟ߲͕ࣜ༧ଌͰ͖ΔͷͰ
ͳ͍͔ͱ͑ߟɼ࣮ه্ʹࡍͷ̐ͭͷϧʔτܥͷڃల։ɼΤϧϋϧτ
ల։ͯ͠Έͨɽͯͬ͢ɼͦͯ͠Τϧϋϧτଟ߲ࣜΛϓϩάϥϜΛڃ
Δͱɼ͍͔ͭ͘ͷಛੑΛ͚ͭݟΔ͜ͱ͕Ͱ͖ͨɽ
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ఆཧ 3.1

AnɼCnܕϧʔτܥʹ͓͍ͯɼͦΕͧΕͷ RΛತʹแΜͩͷΛK ͱ͠
ͨͱ͖ɼͦͷΤϧϋϧτଟ߲ࣜͷࠜͷ࣮෦ͯ͢−1

2 ʹͳΔɽ

ఆཧ 3.2

4ͭͷϧʔτܥʹରͯ͠Τϧϋϧτڃͱڃల։ͷ֤ΛૉͰׂͬ
͍ͯ͘ͱɼͱͷฒͼʹ๏ଇੑ͕͋Δɽ

4 ޠ݁
AnɼBnɼCnɼDnʹؔ͢Δࢠຊతͳϧʔτ֨جճ̐ͭͷࠓɼʹޙ࠷
ݟओ͕ͩͬͨɼଞʹ༷ʑͳಛ๏ଇੑ͕͋ΔΑ͏ͩɽͦΕΛ͕ڀݚ
͚ͭΔͱڞʹɼZnͷΤϧϋϧτଟ߲ࣜʹ͍ͭͯͷڀݚΛਐΊ͍͖͍ͯͨ
ͱ͍ͯ͑ߟΔɽ
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