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はじめに

「第 8回数学総合若手研究集会～数学を中心とした広範な知識の交流～」(以下MCYR8)は、
大学院生および若手研究者により運営される研究集会です。
本研究集会は、

• 数学に関わる様々な分野における若手研究者の「交流の場」
• 新しい研究テーマを見つける「発見の場」

を主な狙いとしています。
本研究集会では、数学専攻はもちろんのこと、数学に関わる物理・化学・生物・経済・工学
など、広い分野の若手研究者の方々のご講演およびポスター発表が行われます。
講演は、口頭発表であるシングルセッションとパラレルセッション、そしてポスター発表か
らなります。シングルセッションでは、すべての分野の参加者に聴講して頂けるように、講演
者の方にはできるだけ入門的な内容、とくに問題の背景、動機から話して頂くようお願いして
おります。パラレルセッションでは、分野ごとに部屋を分けて講演して頂きますので、より専
門的な内容の講演をお聴きになることが出来ます。
このテクニカルレポート集は講演者の方々から事前に集めた原稿を印刷したものです。本研
究集会の目的に合わせ、講演者の方には多分野の方々にも分かり易いように、入門的な事項を
含めて書いて頂きました。参加者の皆様が講演をより深く理解し、活発で広範な知識の交流を
行い、またご自身の研究を進展させる一助となればこの上ない喜びです。
なお、この研究集会は、

• 北海道大学大学院理学研究院数学部門
の援助を受けて開催されます。
最後になりましたが、開催にあたり、

• 北大数学教室の先生方、
• 数学事務の方々、
• 講演者の皆様、参加者の皆様、
• 過去のMCYR世話人の方々

から、多大なるご支援を頂きました。皆様のおかげで今年度も無事にMCYRを開催すること
が出来ました。この場を借りて心より感謝申し上げます。

2012年 2月
MCYR8 世話人
高棹圭介 伊藤翼 菅井智 陶山大輔
中島規博 宮川尚紀 矢野充志
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• シングルセッション (D)

松澤 泰道 (Yasumichi MATSUZAWA) 北海道大学大学院理学院

Popaの埋め込み問題について

小林 雅人 (Masato KOBAYASHI) 東京工業大学理工学研究科

あみだ＝コクセター群＋ブリュア順序

寺本 央 (Hiroshi TERAMOTO) 北海道大学電子科学研究所

局所スペクトル解析による大自由度力学系の解析

本田 淳史 (Atsufumi HONDA) 東京工業大学大学院理工学研究科

3次元球面の外的平坦曲面

栗原 大武 (Hirotake KURIHARA) 東北大学大学院理学研究科

デザインと excess theorem

池田 正弘 (Masahiro IKEDA) 大阪大学大学院理学研究科

臨界冪と劣臨界冪の非線形項を持つシュレディンガー方程式における小さな初期値に対する解の爆発

田中 守 (Mamoru TANAKA) 東北大学大学院理学研究科

有限グラフの第 l固有値

鹿野 豊 (Yutaka SHIKANO) 東京工業大学大学院理工学研究科

Discrete Time Quantum Walks and Integrability

• パラレルセッション　幾何学会場 (A, B)

菊田 伸 (Shin KIKUTA) 東北大学大学院理学研究科

カラテオドリー測度双曲多様体上の標準束及び余接束の正値性

北澤 直樹 (Naoki KITAZAWA) 東京工業大学理工学研究科

多様体上の折り目写像

北別府 悠 (Yu KITABEPPU) 東北大学大学院理学研究科

測度距離空間の Coarse Ricci曲率

野口 和範 (Kazunori NOGUCHI) 信州大学理学部

categoryのオイラー標数と重心細分
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大鳥羽 暢彦 (Nobuhiko OTOBA) 慶応義塾大学大学院理工学研究科

スカラー曲率一定計量の新しい例

隅田 大貴 (Daiki SUMIDA) 九州大学数理学府

ミルナー束の組が誘導するトーラスへの可微分写像の特異点

佐藤 寛之 (Hiroyuki SATO) 京都大学大学院情報学研究科

リーマン多様体上の最適化アルゴリズムおよびその行列計算への応用

野坂 武史 (Takefumi NOSAKA) 京都大学数理解析研究所

カンドルと低次元トポロジー

加藤 諒 (Ryo KATO) 名古屋大学大学院多元数理科学研究科

Towards algebraic K-theory of local fields at the prime 2

竹内 司 (Tsukasa TAKEUCHI) 東京理科大学理学研究科

力学系におけるHamiltonianについての recursion operatorの構成

阿部 拓 (Hiraku ABE) 首都大学東京理工学研究科

重み付きグラスマンの（有理係数）T -同変コホモロジーについて

大森 俊明 (Toshiaki OMORI) 東北大学大学院理学研究科

指数調和写像を用いた調和写像の存在定理

今田 充洋 (Mitsuhiro IMADA) 慶応義塾大学理工学研究科

Normality of complex contact manifolds

飯田 麻理 (Mari IIDA) 東京理科大学理学研究科

１変数 star積の適用

• パラレルセッション　代数学会場 (B)

高橋 祐人 (Yuto TAKAHASHI) 名古屋大学大学院多元数理科学研究科

拡大次数を制限した類体塔の無限性

宮坂 宥憲 (Yuken MIYASAKA) 東北大学理学部

Torsion on theta divisors of hyperelliptic Jacobians and p-adic Sato theory

岡本 卓也 (Takuya OKAMOTO) 名古屋大学多元数理科学研究科

On alternating analogues of the Mordell-Tornheim double and triple zeta values

田坂 浩二 (Koji TASAKA) 九州大学数理学府

自然数を 8s個の平方数で表す方法の個数の明示公式

長谷川 武博 (Takehiro HASEGAWA) 工学院大学学習支援センター

Some remarks on superspecial curves of low genus

安武 和範 (Kazunori YASUTAKE) 九州大学大学院数理学府

相対反標準束がネフになる射影空間束の構造について

矢城 信吾 (Shingo YASHIRO) 九州大学数理学府

degX ≥ codimX + 1となる射影多様体について

• パラレルセッション　数理科学会場 (C)

二口 伸一郎 (Shinichiro FUTAKUCHI) 北海道大学大学院理学院
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Product Integration related to Quantum Zeno Dynamics

木村 恵二 (Keiji KIMURA) 京都大学大学院理学研究科

回転球殻内の Boussinesq熱対流問題の安定性と分岐構造及び熱対流が両側球に及ぼす影響

石本 健太 (Kenta ISHIMOTO) 京都大学数理解析研究所

微生物の流体力学と帆立貝定理

ダニエル・パックウッド (Daniel PACKWOOD) 京都大学理学研究科

連続時間の酔歩過程に対する緩和関数

山本 健 (Ken YAMAMOTO) 早稲田大学大学院先進理工学研究科

破壊現象におけるベキ分布を説明する可解な確率モデルについて

周 冠宇 (Guanyu ZHOU) 東京大学数理科学研究科

Analysis of the fictitious domain method with H1-penalty for parabolic problem

犬伏 正信 (Masanobu INUBUSHI) 京都大学大学院理学研究科

Kolmogorov流の共変 Lyapunov解析

寺西 功哲 (Noriaki TERANISHI) 北海道大学大学院理学院

Absence of Ground States of Generalized Spin Boson Model

• パラレルセッション　解析学会場 (C, D)

柿澤 亮平 (Ryohei KAKIZAWA) 東京大学大学院数理科学研究科

Determining nodes for semilinear parabolic evolution equations in Banach spaces

高江洲 俊光 (Toshimitsu TAKAESU) 九州大学マス・フォア・インダストリ研究所

確率解析的手法による二階の線形偏微分方程式の固有関数の減衰評価について

王 艶艶 (Yanyan WANG) 名古屋大学多元数理科学研究科

On the parameter dependence of the Bergman kernels of rectangles

近藤 信太郎 (Shintaro KONDO) 慶應義塾大学大学院理工学研究科

Initial boundary value problem for model equations of resistive drift wave turbulence with Stepanov-

almost-periodic initial data

坂田 繁洋 (Shigehiro SAKATA) 首都大学東京理工学研究科

ポテンシャルの最大点に関する幾何学的考察

増田 茂 (Shigeru MASUDA) 流体数理古典理論研究所

Navier-Stokes方程式定立時のNavierと Poissonの数理論争

石田 敦英 (Atsuhide ISHIDA) 神戸大学大学院理学研究科

定電場へと漸近する時間変動電場内での 2体散乱問題

森岡 悠 (Hisashi MORIOKA) 筑波大学大学院数理物質科学研究科

On absence of embedded eigenvalues and a unique continuation property for discrete Schrödinger

operators

香川 智修 (Toshinao KAGAWA) 東京理科大学大学院理工学研究科

Weyl Transforms and Solutions to Schrödinger Equations for Time-Dependent Hermite Operators

小林 徹平 (Teppei KOBAYASHI) 明治大学先端数理科学インスティテュート
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摂動管状領域におけるNavier-Stokes方程式の時間周期問題

若杉 勇太 (Yuta WAKASUGI) 大阪大学大学院理学研究科

変数係数の摩擦項を持つ半線形波動方程式の大域解の存在について

杉山 裕介 (Yuusuke SUGIYAMA) 東京理科大学理学研究科

ある準線形双曲型方程式の解の爆発について

若狭 恭平 (Kyohei WAKASA) 公立はこだて未来大学大学院システム情報科学研究科

非線形波動方程式の一般論に対する最適性の最終問題

冨澤 佑季乃 (Yukino TOMIZAWA) 中央大学大学院理工学研究科

不動点問題と均衡問題への近似法

• ポスターセッション (E)

赤澤 眞之 (Masayuki AKAZAWA) 北海道大学大学院工学院

大型ヘリカル装置の磁場分布逆解析結果に対する最外殻磁気面の数値的同定

伊東 杏希子 (Akiko ITO) 名古屋大学多元数理科学研究科
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大久保 岳 (Gaku OKUBO) 北海道大学大学院工学院
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岡崎 建太 (Kenta OKAZAKI) 京都大学数理解析研究所
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甲谷 里奈 (Rina KABUTOYA) 奈良女子大学大学院
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対称群及び交代群による環積における方程式の解の個数
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Schedule

2月27日 (月)
9:50-10:00 開会

10:00-11:00 松澤 泰道 (解析)

11:20-12:20 小林 雅人 (代数)

12:20-14:00 昼食

会場A 会場 B 会場 C 会場D

14:00-14:30 菊田 伸 (幾何) 高橋 祐人 (代数) 二口 伸一郎 (数理) 柿澤 亮平 (解析)

15:00-15:30 北澤 直樹 (幾何) 宮坂 宥憲 (代数) 木村 恵二 (数理) 高江洲 俊光 (解析)

16:00-16:30 北別府 悠 (幾何) 野口 和範 (幾何) 王 艶艶 (解析) 近藤 信太郎 (解析)

17:00-17:30 大鳥羽 暢彦 (幾何) 坂田 繁洋 (解析) 増田 茂 (解析)

2月28日 (火)
10:00-11:00 寺本 央 (数理)

11:20-12:20 本田 淳史 (幾何)

12:20-14:00 昼食

会場A 会場 B 会場 C 会場D

14:00-14:30 隅田 大貴 (幾何) 岡本 卓也 (代数) 石本 健太 (数理) 石田 敦英 (解析)

15:00-15:30 佐藤 寛之 (幾何) 田坂 浩二 (代数) D. Packwood(数理) 森岡 悠 (解析)

16:00-16:30 野坂 武史 (幾何) 加藤 諒 (幾何) 山本 健 (数理) 香川 智修 (解析)

17:00-18:30 ポスターセッション

2月29日 (水)
10:00-11:00 栗原 大武 (代数)

11:20-12:20 池田 正弘 (解析)

12:20-14:00 昼食

会場A 会場 B 会場 C 会場D

14:00-14:30 竹内 司 (幾何) 長谷川 武博 (代数) 周 冠宇 (数理) 小林 徹平 (解析)

15:00-15:30 阿部 拓 (幾何) 安武 和範 (代数) 犬伏 正信 (数理) 若杉 勇太 (解析)

16:00-16:30 大森 俊明 (幾何) 矢城 信吾 (代数) 寺西 功哲 (数理) 杉山 裕介 (解析)

17:00-17:30 今田 充洋 (幾何) 飯田 麻理 (幾何) 若狭 恭平 (解析) 冨澤 佑季乃 (解析)

18:00-20:00 懇親会

3月1日 (木)
10:00-11:00 田中 守 (幾何)

11:20-12:20 鹿野 豊 (数理)

12:20-12:30 閉会
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シングルセッション



Popaの埋め込み問題について

松澤 泰道（北海道大学・日本学術振興会特別研究員 PD）

概要

このテクニカルレポートでは，Sorin Popa氏が 2005年に提起した Polish群の埋め込み問題について基

本的なことから解説したいと思います．この研究は安藤浩志君（京都大学）との共同研究です．

1 はじめに

良く知られているように*1，コンパクト Lie群は適当な次数のユニタリ群 U(n)に埋め込むことができます．

この意味でユニタリ群 U(n)は Lie群の中でも特別な位置を占めています．このことを考慮すると，U(n)上

の Lie群論を無限次元ユニタリ群上にまで拡張しようとすることは自然な試みのように思えます．ここで無限

次元ユニタリ群とは，無限次元 Hilbert空間上のユニタリ作用素全体のなす群のことです．位相は各点収束位

相を入れて，位相群と考えています．しかし無限次元ユニタリ群上で Lie群論を展開するのは極めて困難であ

るとこが分かります．というのも，無限次元ユニタリ群の一径数部分群の生成子全体が全然 Lie環にならない

からです．生成子はいわゆる非有界作用素となり，定義域の問題に遭遇します．無限次元ユニタリ群は Lie環

を持つには大き過ぎるのです．そんな中で私は安藤浩志君と共同で，無限次元ユニタリ群の部分群で，Lie環

を持つクラスを発見しました．

定理 1.1 (Ando-M 2010). 有限 von Neumann 環のユニタリ群の閉部分群に同形な Polish 群は Lie 環を

持つ．

次のステップは，どのような Polish群が有限 von Neumann環のユニタリ群の閉部分群に同形かを決定す

ることです．実はこの問題は私たちとは全く独立に，2005年に Sorin Popaによって提起されていたことが後

になって分かりました．Popa氏は氏の cocycle超剛性定理を述べる際に target groupとしてこのようなクラ

スの Polish群を導入し，有限型 Polish群と名付けました．この有限型 Polish群が本講演の主題です．Popa

氏が有限型 Polish群を導入した後に提起した，有限型 Polish群の特徴づけの問題を紹介します．

このテクニカルレポートでは，この問題を理解するために必要なことを基本的なことから詳しく解説するこ

とを目標としました．そのため，有限型 Polish群の細部にはあまり触れられませんでした．興味を持たれた

方は直接声をかけて頂けると嬉しいです．

テクニカルレポートの内容を説明します．第二節は Polish群を定義し，無限次元ユニタリ群を理解する為

に不可欠な Hilbert空間を導入し，線形作用素，そしてユニタリ群を導入します．第三節では Popaの問題を

理解するのに必要な von Neumann環を必要最小限に絞って解説します．最後の第四節で有限型 Polish群を

定義し，Popaの問題を紹介します．

*1 この節で用いた概念や用語は後の節で詳しく解説しています．ご存知のない概念があっても気になさらずに先に進んでください．
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2 Polish群・Hilbert空間・ユニタリ群

2.1 Polish群

まずは基本的な用語の復習から始めたいと思います．位相群とは位相を備えた群であって，積と逆元をとる

演算が連続になっているもののことです．Polish 空間とは完備可分距離空間に同相な位相空間のことです．

位相群が位相空間として Polish空間であるとき，Polish群といいます．数学に現れる多くの群が Polish群

になっています．いくつか例を挙げますが，無定義語もあります．ご存知のない言葉が出てきたときはあまり

気にせず先に進んでください．

• 第二可算公理を満たす局所コンパクト Hausdorff 位相群は Polish 群です．例えば一般線形群

GL(n,C)，特殊線形群 SL(n,C)，ユニタリ群 U(n)，直交群 O(n)，ax+ b群，Heisenberg群，Lorentz

群，Cn � U(n)，等々．加法群として Rn や Cn も局所コンパクトな Polish群です．

• 上記の一例ですが，可算離散群は Polish群です．特に有限群は Polish群です．可算離散群の例として

は整数 Zや自由群 Fn 等があります．

• 可分な Banach 空間を加法群とみなすと Polish 群です．例えば lp 空間（1 ≤ p < ∞）や連続関数空
間 C[0, 1] は Polish 群です．しかし l∞ はノルムに関して可分ではないので Polish ではありません．

Banach空間が無限次元なら局所コンパクトでないので，ここで紹介した Polish群は局所コンパクトで

はないことに注意してください．

• 距離付け可能なコンパクト空間 X 上の自己同相全体のなす群 Homeo(X)にコンパクト開位相を入れ

ると Polish 群になります．具体的には Cantor 空間 {0, 1}N や Hilbert 立方体 [0, 1]N 上の自己同相群

があります．この例も一般には局所コンパクトになりません．

• 自然数の集合 N上の全単射全体のなす群 S∞ は各点収束位相に関して Polish群となります．ここで各

点収束位相とは，S∞ を直積空間 NN =
∏

n∈N
N の部分集合とみなしたときの，直積位相から決まる相

対位相のことです．Nの位相は離散位相ですが，その直積空間 NN の位相は離散ではないので注意して

ください．S∞ の点列 {σn}∞n=1 と元 σ ∈ S∞ に対して

σn → σ ⇐⇒ σn(k) → σ(k) (∀k ∈ N)

となります．これが各点収束位相という呼称の由来です．NN が距離付け可能な可分位相空間なので，

その部分空間である S∞ も可分です．完備な距離は例えば

d(σ, τ) :=
∞∑
k=1

1− δσ(k),τ(k)

2k
+

∞∑
l=1

1− δσ−1(l),τ−1(l)

2l
, σ, τ ∈ S∞

で与えられます．ここで δ·,· は Kroneckerのデルタです．この Polish群 S∞ を無限対称群といいます．

無限対称群も局所コンパクトではありません．
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• Polish群の可算直積は再び Polish群です．従って ZN，RN，CN は Polish群です．しかしこれらはも

う局所コンパクトではありません．

2.2 Hilbert空間

Hilbert空間とは内積を備えた線形空間で，内積から定まる自然な距離に関して完備なもののことです．以

下では係数体は常に複素数体を考え，Hilbert空間をH ，そのベクトルを ξ, η, ζ 等で表します．内積 〈ξ, η〉は
η に関して線形とし，内積から定まるノルムを ‖ξ‖ :=

√〈ξ, ξ〉と書きます．基本的な例を確認します．

• 有限次元空間 Cn は内積 〈z, w〉 :=∑n
k=1 zkwk に関して Hilbert空間です．逆に有限次元 Hilbert空間

は全てこの形に内積を込めて同型です．

• 二乗総和可能な複素数列のなす空間 l2 :=
{
a = {ak}∞k=1 :

∑∞
k=1 |ak|2 < ∞} は内積 〈a, b〉 :=∑∞

k=1 akbk に関して Hilbert 空間となります．l2 空間は可分かつ無限次元です．逆に可分な無限

次元 Hilbert空間は全て l2 空間に内積を込めて同型です．

• 測度空間 (X,B, μ)上の二乗可積分関数全体の空間

L2(X,B, μ) :=
{
f : X → C : f は可測かつ

∫
X

|f(x)|2dμ(x) < ∞
}

は内積

〈f, g〉 :=
∫
X

f(x)g(x)dμ(x), f, g ∈ L2(X,B, μ)

に関して Hilbert空間です．ここで，ほとんどいたるところ等しい関数は同一視していることに注意し

てください．適当な条件の下で L2 空間は可分になります．例えば，X を第二可算公理を満たす位相空

間とし，B を開集合系から生成される完全加法族，μを外部正則な測度とすると L2(X,B, μ)は可分で
す．扱っている完全加法族が明らかなときは B を省略して L2(X,μ)と書くこともあります．

可分な無限次元 Hilbert空間は l2 空間や L2 空間以外にも色々な形で実現されますが，重要なことはどれも

互いに同型ということです．これは一見すると Hilbert 空間がつまらない対象であることを示しているよう

にも見えますが，そうではありません．この結果によってその上部構造を安心して研究することができます．

Hilbert空間の表現を自由に取り替えながら研究できるのも魅力です．見え方が様々でも本質は一つという性

格は，量子力学にも通じています．

2.3 線形作用素

Hilbert空間H からそれ自身への線形写像のことを線形作用素または単に作用素といいます．連続な線形

作用素のことを有界といいます．この用語は Hilbert空間の単位球面上で有界になることから来ています：

線形作用素 xが連続 ⇐⇒ sup{‖xξ‖ : ξ ∈ H , ‖ξ‖ = 1} < ∞.

有界という呼称からはH 全体の上で supをとるのが自然でしょう．しかし線形作用素は線形なので，H

全体で supをとるとスカラー倍を施すことによって常にその値を無限にすることができてしまいます（x = 0
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のとき）．これが単位球面上に制限して supをとる理由です．

• n × n複素行列全体の集合をMn(C)と表します．各行列 a ∈ Mn(C)は自然に Cn 上の線形作用素と

思えます．更に実は連続です．これは成分を計算すれば直ぐに分かります．

• l2 空間上の作用素 S を

S(a1, a2, a3, . . . ) := (0, a1, a2, a3, . . . ), a = {ak}∞k=1 ∈ l2

と定めます．容易に分かるようにこの作用素は有界です．これをシフト作用素といいます．

余談ですが，量子力学に現れるような作用素は連続にはなり得ません．

さて，Hilbert空間H 上の有界線形作用素全体の集合を B(H )と表すことにします．この集合は和とスカ

ラー倍と積（写像の合成）に関して閉じています．実はもう一つ，対合と呼ばれる演算 ∗を備えています．作
用素 x ∈ B(H )に対してその共役作用素 x∗ ∈ B(H )を

〈ξ, x∗η〉 = 〈xξ, η〉, ∀ξ, η ∈ H

を満たす作用素として定義します．このような作用素の存在は自明ではありませんが，唯一つ存在することが

Rieszの表現定理を通して分かります．対応 x �→ x∗ が対合と呼ばれる演算です．

• H = Cn のときは B(H ) = Mn(C)です．このとき，共役作用素は共役行列になります．

• l2 空間上のシフト作用素 S の共役作用素は

S∗(a1, a2, a3, . . . ) = (a2, a3, a4, . . . ), ∀a = {ak}∞k=1 ∈ l2

となります．

いよいよ本講演の主役であるユニタリ作用素とそれらのなす群を定義します．有界作用素 u ∈ B(H )がユ

ニタリであるとは，u∗u = uu∗ = 1を満たすときにいいます．ここで 1 = 1H は Hilbert空間H 上の恒等写

像です．ユニタリ作用素は全単射であり u−1 = u∗ です．更に内積を保ちます：

〈uξ, uη〉 = 〈ξ, η〉, ∀ξ, η ∈ H .

逆に内積を保つH 上の全単射線形作用素はユニタリです．ユニタリ作用素全体の集合を U(H )と書き，ユ

ニタリ群と呼びます．実際，U(H )は写像の合成に関して群になります．ユニタリ作用素は Hilbert空間上の

自己同形なので，ユニタリ群とは Hilbert空間上の自己同形群ということです．

• H = Cn のときはユニタリ作用素とはユニタリ行列のことです．従って U(H ) = U(n)となります．

• Gを局所コンパクト Hausdorff位相群とし，μをその Haar測度とします．各 g ∈ Gに対して Hilbert

空間 L2(G,μ)上のユニタリ作用素 λ(g)を

(λ(g)ϕ) (x) := ϕ(g−1x), ϕ ∈ L2(G,μ), x ∈ G

と定義することができます．写像 λ : G → U(L2(G,μ)) は G の左正則表現と呼ばれ，群の準同形に

なっています．
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• 行列 u ∈ Mn(C)が u∗u = 1または uu∗ = 1を満たしていれば自動的にユニタリになることは良く知

られています．しかし無限次元の場合はこの事実は成り立ちません．例えば l2 空間上のシフト作用素

S は S∗S = 1を満たしますが

SS∗(a1, a2, a3, . . . ) = (0, a2, a3, a4, . . . ), ∀a = {ak}∞k=1 ∈ l2

となり，SS∗ = 1です．

次にユニタリ群 U(H )に位相を入れます．位相の入れ方はいくつかありますが，ここでは各点収束位相を

入れます．すなわち，U(H )をH からH への写像全体の空間H H =
∏

ξ∈H H の部分集合とみなして，

直積位相から定まる相対位相を入れます．この位相が各点収束位相と呼ばれる理由は次の通りです．すなわ

ち，U(H )のネット {ui}i∈I とユニタリ作用素 u ∈ U(H )について

ui → u ⇐⇒ uiξ → uξ (∀ξ ∈ H ).

ネットとは点列の一般化です．ご存知のない方は点列だと思って頂いて問題ありません*2．各点収束位相を入

れることでユニタリ群は位相群になります．同形な二つの Hilbert空間に対してはそれらのユニタリ群も同形

なので，可分な無限次元 Hilbert空間上のユニタリ群を U(l2)と書いたりします．
有限次元のユニタリ群 U(n)はコンパクトですが，無限次元の場合はコンパクトどころか局所コンパクトに

すらなりません．まずは基本的な性質を紹介します．

定理 2.1. ユニタリ群 U(l2)について次が成り立つ．

(1) 　 U(l2)は局所コンパクトでない．
(2) 　 U(l2)は Polish群．

(3) 　 U(l2)は完備かつ左不変な距離で距離付けできない．
(4) 　 U(l2)は両側不変距離で距離付けできない．

無限次元ユニタリ群の面白さを感じて頂くために，より深く強力な定理をいくつか述べておきます．

定理 2.2 (Stoyanov 1984). ユニタリ群 U(l2)から Hausdorff位相群への連続な群準同形は自動的に開写像．

定理 2.3 (Tsankov 2011). ユニタリ群 U(l2)から可分な Hausdorff位相群への群準同形は自動的に連続．

系 2.4. 各点収束位相はユニタリ群 U(l2)上の唯一つの Polish群位相．

Proof. もう一つ Polish群位相があったとして，その位相を O と書きます．U(l2)上の恒等写像 idを考える

と，Tsankovの定理から，各点収束位相と O 位相に関して連続です．よって Stoyanovの定理から開写像な

ので，idは同相になります．

定理 2.5 (Gromov-Milman 1983). ユニタリ群 U(l2)のコンパクト Hausdorff空間への連続な作用は必ず不

動点を持つ．

定理 2.6. ユニタリ群 U(l2)は稠密な共役類を持つ．

定理 2.7. ユニタリ群 U(l2)は可縮．

*2 実際，ユニタリ群の各点収束位相は距離化可能なので点列で十分です．
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有限次元のユニタリ群は可縮ではないので，最後の結果は有限次元と無限次元のユニタリ群がホモトピー論

的に大きく異なることを主張しています．

3 von Neumann環

有界線形作用素全体の集合 B(H )は和とスカラー倍と積と対合を備えていました．恒等写像 1 = 1H を含

む B(H )の部分集合がこれら四つの演算で閉じていて，更に然るべき位相で閉集合になっているときに，von

Neumann環といいます．正確な定義を述べる前に，B(H )の位相を明確にしておきたいと思います．

ユニタリ群上にもいくつかの位相があるように，B(H ) 上にもいくつかの位相が入ります．それぞれ特

徴があるのですが，ここでも今までと同じように各点収束位相を入れます．すなわち，B(H ) を直積空間

H H =
∏

ξ∈H H の部分集合とみなし，直積位相の相対位相を B(H )に入れます．これが各点収束位相で

す．各点収束位相はまた強作用素位相や強位相とも呼ばれます．収束の様子は今までと同様です．つまり，

B(H )のネット {xi}i∈I と作用素 x ∈ B(H )について

xi → x ⇐⇒ xiξ → xξ (∀ξ ∈ H ).

各点収束位相に関して B(H )の和とスカラー倍は連続になります．しかし対合と積は連続でないことに注

意してください．定義を与えます．

定義 3.1. B(H )の部分集合Mが恒等写像 1を含み，和，スカラー倍，積，対合，各点収束位相で閉じてい

るとき，Mを von Neumann環という．更にMが v∗v = 1かつ vv∗ = 1なる元 v ∈ Mを持たないとき，

Mを有限 von Neumann環という．

• B(H )は von Neumann環ですが，H が無限次元のときは有限ではありません．実際，シフト作用素

S は S∗S = 1かつ SS∗ = 1を満たします．

• Mn(C)は有限 von Neumann環です．実際，行列 v ∈ Mn(C)が v∗v = 1を満たせば，

Tr(1− vv∗) = Tr(1)− Tr(vv∗) = Tr(1)− Tr(v∗v) = Tr(1)− Tr(1) = 0

となります．一方，1− vv∗ の固有値は全て正なので 1− vv∗ = 0です．

• 測度空間を (X,B, μ)とします．X 上の本質的に有界な関数*3全体の集合を L∞(X,B, μ)とします*4．

L∞(X,B, μ)は自然に L2(X,B, μ)に有界線形作用素として作用しています．このとき，L∞(X,B, μ)
は有限 von Neumann環です．実際，L∞(X,B, μ)は可換なので有限であることは直ちに従います．逆
に可換な von Neumann環はこの形に同形になります．すなわち，

可換 vonNeumann環 = 測度論

です．これが理由で von Neumann環は非可換積分論と呼ばれたりします．注意が必要ですが，「非可

換測度空間」というものが存在するわけではなく，測度論のアナロジーが von Neumann環の上で展開

できる，という意味です．具体的には非可換 Lp 空間を構成し，
(
LP
)∗

= Lq といった馴染みある等式

*3 測度 0の集合を除いたところで有界な複素数値可測関数．
*4 ほとんどいたるところ等しい関数は同一視します．
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を証明したりすることができます．その際，積分に対応するものが「トレース」です．トレースについ

ては後で詳しく述べます．

• Γを可算無限離散群，λをその左正則表現とします．集合 {λ(s) ∈ B(l2(Γ)) : s ∈ Γ}から生成される
von Neumann環を L(Γ)と書き，群 von Neumann環と呼びます．群 von Neumann環 L(Γ)は有

限です．これは L(Γ)がトレースを持つことから従います．つまり，Hilbert空間 l2(Γ) ∼= l2 の標準基

底を {δs}s∈Γ，Γの単位元を e ∈ Γとすると，線形汎関数

τ(x) := 〈δe, xδe〉, x ∈ L(Γ)

は次の性質を持ちます．ただし，M := L(Γ)としています．

(T.1) 　（トレース性）τ(xy) = τ(yx), ∀x, y ∈ M.

(T.2) 　（正性）τ(x∗x) ≥ 0, ∀x ∈ M.

(T.3) 　（忠実性）τ(x∗x) = 0ならば x = 0．

(T.4) 　（規格性）τ(1) = 1.

(T.5) 　（正規性）τ は σ 強連続*5．

よって，v ∈ Mが v∗v = 1を満たすとすると，

τ(1− vv∗) = τ(1)− τ(vv∗) = 1− τ(v∗v) = 1− 1 = 0

となります．一方で 1− vv∗ ≥ 0なので 1− vv∗ = 0です．以上から群 von Neumann環が有限である

ことが分かりました．

さて，以上の証明を見ると，群 von Neumann環であるかどうかに関わらず，性質 (T.1)～(T.5)を満たす

線形汎関数を持てば有限 von Neumann環であると結論できます．実は逆も成り立つことが分かっています．

定理 3.2. 可分 Hilbert空間上の von Neumann環が有限であるためには，性質 (T.1)～(T.5)を満たす線形汎

関数を持つことが必要十分である．このような線形汎関数をトレースという．

4 有限型 Polish群

有限 von Neumann環Mのユニタリ元全体を U(M)と表します．すなわち，U(M) := M∩U(H )です．

U(M)は U(H )の部分群なので，それ自身位相群です．そこでこの U(M)をMのユニタリ群と呼びます．

我々の興味はこのような群の部分群として実現できる位相群です．

定義 4.1 (Popa 2005). Polish群 Gが適当な可分 Hilbert空間上に作用する有限 von Neumann環のユニタ

リ群の閉部分群に同形なとき，Gを有限型という．

有限型 Polish群 Gは両側不変距離で距離付けできます．有限 von Neumann環Mはトレース τ を持つの

で，これを用いて距離
d(u, v) := τ ((u− v)∗(u− v))

1/2
, u, v ∈ U(M)

*5 各点収束位相より若干強い位相．あまり気にしないでください．
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が定義できます．これは両側不変です．実際，

d(wu,wv) = τ ((u− v)∗w∗w(u− v))
1/2

= τ ((u− v)∗(u− v))
1/2

= d(u, v).

また，

d(uw, vw) = τ (w∗(u− v)∗(u− v)w)
1/2

= τ ((u− v)∗(u− v)ww∗)1/2

= τ ((u− v)∗(u− v))
1/2

= d(u, v).

以上から dが両側不変距離であることが分かりました．Gは U(M)の閉部分群だったので，Gも両側不変距

離で距離付けできます．Sorin Popaが提起した問題とは，この性質が有限型 Polish群を特徴付けるかという

問題です．

Problem 4.2 (Sorin Popa 2005). U(l2)の閉部分群に同形な Polish群が両側不変距離で距離付け可能なら

ば有限型か．

私は安藤浩志君との共同研究で，特定のクラスの Polish群については Popaの問題を肯定的に解きました．

有限型 Polsih群の例を含め，この辺の話は講演でお話します．紙数が尽きてしまったので，ここで筆を置き

たいと思います．
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あみだ＝コクセター群＋ブリュア順序

小林　雅人∗

2012年 2月

第 8回数学総合若手研究集会 (北海道大学)

概 要

対称群に純代数な方法（コクセター群）で半順序（ブリュア順序）を導入
する。この２つのアイディアをまとめて理解するには、「あみだ」を考えるの
が助けになる。読者には群の知識を仮定する。

1 イントロダクション

計量ベクトル空間やリー群など、複数の構造を併せもつ数学的対象が存在する。
実は、対称群もそうである。ある特殊な群の構造を利用して、純代数な方法で半
順序を導入できる。このあらすじを述べるのが本稿の目的である。
タイトルの「コクセター群」は前述の「純代数的」、「ブリュア順序」は「半順

序」に相当する。この２つのアイディアをまとめて理解するには、「あみだ」を考
えるのが助けになる。これがタイトルの意味である。
「あみだくじ」の数学的に厳密な定義を考えてみよう。これはそれほど自明では
なく、少なくとも２通りの解釈ができる。ひとつは置換（くじ）として（図 1左、
置換としてだけ考えるなら横線をすべて隠してしまっても構わない！）。もうひと
つは横線の情報まで含めた図形（図 1右）として。もちろん、普段は混同している
わけだ。これは数学としては「ある対象とその同値類の同一視」にほかならない
（この種の混同はよくある）。次節から、詳細をはっきりさせていこう。
読者には群の知識を仮定する。なお理論の概説が目的なので、定理や事実の証

明はすべて省略する。詳しく知りたい方は [1, Chapters 1, 2]あるいは [2, Chapters

1, 5]をじっくり読んでほしい。
∗東京工業大学理工学研究科（kobayashi@math.titech.ac.jp）
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図 1: あみだは「くじ」か「横線つきの図形」か？

♦ ♠ ♣

♣ ♦ ♠

？ ？ ？

�� �� ��

2 モノイドと語

定義 2.1. モノイド1は結合法則を満たす積と単位元を備えた代数系のことである。
集合Sに対し、S語とはSから有限個の元を選び出して順序をつけて並べたものを
いう。すなわち k重デカルト積Skの元 (r1, r2, . . . , rk)のことである。ただし、簡単
に r1r2 · · · rkと書くことが多い。kを語の長さという。形式的に長さ 0の空語も考
え、eで表す。w = r1r2 · · · rkに対して、 ri1ri2 · · · rij (1 ≤ i1 < i2 < · · · < ij ≤ k)

の形の語を wの部分語と呼ぶ。eはすべての語の部分語と考える。自由モノイド
S∗とは、S語全体の集合（すなわち S∗ =

⋃
k≥0

Sk）に語を並べて書くことを積、e

を単位元とするモノイドのことである。

定義 2.2. Gをモノイド、S ⊆ Gを部分集合、w ∈ Gをモノイドの元とする。
w = r1r2 · · · rk (ri ∈ S)が成り立つとき、語 r1r2 · · · rkはwを表示するという。

当然、wを表示する語は一意的とは限らない。また、

r1r2 · · · rk = w = r′1r
′
2 · · · r′j (j < k)

のようにより短い語で表示できることもある。
1図 2からもわかるように、あみだの横線を並べて表示する発想には逆元の概念は全く必要がな

い。なるべく素朴な感覚を出発点に、より適切な数学を構成していく方針は捨てがたい（横線に向
きをつける手はあるが、いくらか直感とは離れてしまう）。よって、あえて群よりも一般的なモノ
イドの観点から話を始めることにした。第 4節で見るように、コクセター生成元は s−1 = sを満た
すので、モノイドでも群でも結局は同じことなのだが。
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3 対称群

定義 3.1. 自然数 nに対して [n] = {1, 2, . . . , n}とおく。[n]上の全単射を置換と呼
び、その集合を記号 Snで表す。

Snには写像の合成（記号 ◦は省略）を積、恒等写像を単位元、逆写像を逆元と
して自然に群構造が入る。その構造をもう少し詳しく知るために、次の生成元に
注目しよう：

定義 3.2. 各 i ∈ [n− 1]に対して、コクセター生成元 siを

si(j) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
i+ 1 j = i

i j = i+ 1

j その他

で定義する。その全体を記号S := {s1, s2, . . . , sn−1}で表し、コクセター生成集合と
呼ぶ。

厳密に言えば、Snの部分集合を Sで表すのは混乱を起こしかねない。しかし文
献ではよく使われているので、ここでもそれにしたがうことにする。

例 3.3. 各 siはあみだの横線と理解してよい。すると、横線を引いたあみだくじは
S語として自然に表示できる（図 2）。ただし、写像の合成の順序と一貫させるた
めに上から引いた横線を語の右から書くものとする。

図 2: あみだを横線（S語）で表示

s1s2s1s2s2s1s2
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ここで重要な事実を確認しておこう：

事実 3.4. どんなw ∈ Snに対しても、ある有限個の r1, r2, . . . , rk ∈ Sが存在して

w = r1r2 · · · rk
が成り立つ。いいかえれば、すべてのw ∈ Snに対して S語の表示が存在する。

ゆえに、Snの群構造は本質的に Sの元の間の関係式に帰着できる。

4 コクセター関係式

命題 4.1 (コクセター関係式). すべての i, j ∈ [n − 1], |j − i| ≥ 2に対して、
(sisi)

1 = (sisi+1)
3 = (sisj)

2 = eが成り立つ。

注意 4.2. より具体的には

s2i = e,

sisi+1si = si+1sisi+1,

sisj = sjsi

とかけることを注意しておく（図 3）。

注意 4.3. 一般に、（無限でもよい）群 Gに生成集合 S = {s1, s2, . . . , sn−1}が存
在して関係式 (sisj)

m(i,j) = e (ただしm(i, j)は自然数で、m(i, i) = 1, m(i, j) ≥ 2

(i = j)を満たす）が成り立つときGをコクセター群、Sをコクセター生成集合と
いう。この観点では、Snはm(i, i+ 1) = 3, m(i, j) = 2 (|j − i| ≥ 2)のタイプのコ
クセター群というわけだ。伝統的に「タイプAn−1」という名前がある。nでなく
て n− 1なのは、コクセター生成元の数を明示するのが慣例であることから。

図 3: コクセター関係式

= = =

s2i = e sisi+1si = si+1sisi+1 sisj = sjsi

· · · · · ·
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5 ブリュア順序

まずは少し用語の準備をする。以下、特に断らない限り u, v, wは Sn、riは Sの
元、eは恒等写像を表す。

定義 5.1. wの長さを

�(w) = min{k ≥ 0 | w = r1r2 · · · rk, ri ∈ S}

で定める。ただし、eは空語で表示できると約束して �(e) = 0と定義する。wを表
示する語の中で、長さがちょうど �(w)のものを被約語と呼ぶ。

定義 5.2. u, vが共役であるとは、ある wが存在して u = w−1vwが成り立つこと
をいう。特に記号 T :=

⋃
w∈Sn

w−1Swで Sの元に共役な置換全体を表す。

このふたつの概念を用いて、ブリュア順序の基本になる二項関係を導入する：

定義 5.3. vがw のリダクションであるとは、ある t ∈ T が存在して v = twかつ
�(v) < �(w)が成り立つことをいう。このとき v −→ wと表す。

定義 5.4 (ブリュア順序). u ≤ wを、ある v0, v1, v2, . . . , vk ∈ Sn が存在して

u = v0 −→ v1 −→ v2 −→ · · · −→ vk = w

が成り立つことと定める。

図 4: S3のブリュア順序

s1s2s1

s1s2

�����������
s2s1

�����������

s1

�� ������������������������
s2

��������������������������

e

�������������

�������������

��
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この関係により、(Sn,≤, �)は半順序集合になる。なおこの順序や長さはSnだけ
でなく、その中の特別な生成集合 Sを指定して構成できたことを改めて強調して
おく。したがって≤S, �Sとでも書くべきだが、簡単のために以下でも省略する。

例 5.5. 図 4は S3のリダクションあるいはブリュア順序を示す。例えば

s1 −→ s2s1 −→ s1s2s1

であるから、s1 < s1s2s1である。また、s2s1と s1s2の間にリダクションの列は存
在しないので、s2s1 ≤ s1s2かつ s1s2 ≤ s2s1が成り立つ。要するに、このふたつは
比較不可能である。

注意 5.6. T を互換、�(w)を転倒数と解釈してブリュア順序を導入する方法もあ
る。実は、その方が直感的にわかりやすい。しかし、それは [3]の第３～５章に書
いたので、ここでは一般的な方法をとった。我々の方法をそのまま用いれば、ど
んなコクセター群にもブリュア順序を定義できる。詳しくは [1, Chapters 1, 2]を
参照せよ。

6 応用Ａ：部分語の性質

コクセター群のアイディアは単純に見えるが、実はきわめて強力な理論である。
本節と次節では応用を紹介する。

事実 6.1 (削除性質). w = r1r2 · · · rkを被約語、t ∈ T とする。もし tw −→ wなら
ある j ∈ [k]が存在して、

tw = r1r2 · · · r̂j · · · rk
が成り立つ。ただし、r̂jは取り除くことを意味する。

つまり、「リダクションを矢印と逆の向きに進むこと」は「ある部分語をとるこ
と」に対応する。ただし r1r2 · · · r̂j · · · rkは必ずしも被約とは限らない。したがっ
て、場合によっては �(w)− �(tw)は１よりも大きくなる。

例 6.2. w = s1s2s7s5s3, t = s1s2s1とおく（両方とも被約）。コクセター関係式を
用いれば

tw = (s1s2s1)(s1s2s7s5s3) = s1 s2s1s1s2︸ ︷︷ ︸
e

s7s5s3 = s1s7s5s3

が成り立つので、twは s1s2s7s5s3からちょうど s2を取り除いたものになる。
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定理 6.3 (部分語の性質). w = r1r2 · · · rkを被約語とする。次の２つは同値：

(1) u ≤ w,

(2) ある i1, i2, . . . , ij ∈ [k]が存在して、i1 < i2 < · · · < ijかつ u = ri1ri2 · · · rij が
成り立つ。つまり、uは語 r1r2 · · · rkの部分語の表示をもつ。

語の包含関係がそのままブリュア順序の大小である、という非常にわかりやす
いアイディアだ。念のため詳細を確認しておく：定理の主張は、「wの

、
　任
、
　意
、
　の被約

語 r1r2 · · · rkに対して、(1) ⇐⇒ (2)が成り立つ」である（事実 6.1も同様）。u, w

の被約語はたくさん存在するので、実は相当に強い結果である。

例 6.4. (1) u = s2s5s3, w = s1s2s7s5s3とする。いま、語 s1s2s7s5s3が被約とわ
かったとしよう。すると、部分語の性質から直ちに u < wが成り立つ。実
際、s2s5s3は s1s2s7s5s3 と部分語として現れる。wの他の被約語 s5s1s2s7s3
に対しては、部分語 s5s2s3が uを表示する。

(2) 図 4では、部分語の性質が確かに成り立っている。また、最大元を表示する
語 s1s2s1の代わりに s2s1s2をとっても、やはり部分語の性質が成り立つ。

7 応用Ｂ：群の同型性

もうひとつの応用として、コクセター関係式は群全体の構造を決定してしまう
ことを見る。

定義 7.1. u, v ∈ S∗がコクセター同値とは、uからコクセター関係式 4.1のいずれ
かを有限回用いて vまで移れることとする。このとき u ∼ vと表す。

例 7.2. u = s1s2s1s2s2s1s2, v = s1とおく。

s1s2s1s2s2s1s2 ∼ s1s2s1s1s2 ∼ s1s2s2 ∼ s1

より、u ∼ vが成り立つ。

その名の通り、∼は S∗上に同値関係を定義する。これから生ずる商群（商モノ
イド）S∗/∼= {S語のコクセター同値類 }は Snと同型になる：

定理 7.3. 群Gが n− 1個の元からなる生成集合 S = {s1, s2, . . . , sn−1}を持ち、コ
クセター関係式 4.1のみを満たすと仮定する。このとき、Gは Snと群として同型
である。
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つまり、このような群は本質的に一つしかない。ここで「パラダイムシフト」が
起こる。我々は、対称群を置換の合成で成す群として導入した。しかしそれをす
べて忘れて、単にコクセター関係式から群 Snを定義してもよいと定理は主張する
（ちょうど、行列式の具体的な和の表示を忘れて多重線形性と正規性からも抽象的
に定義できるように）：

[Snのもうひとつの顔]

Perm[n] −→ Sn ←− S∗/∼

ちなみに、定理の仮定のもとでGは（ブリュア順序で）Snと
、
　順
、
　序同型にもなる。

8 発展

コクセター群は多面体や鏡映の対称性を記述する理論として 20世紀前半に始ま
り、周辺の数学を大きく巻き込んで発展して来た。現代では、特に組み合わせ理
論・代数幾何学・表現論と仲が良い：

コクセター複体

正多面体 鏡映群 超平面配置

R&KL多項式 シューベルト多様体 コクセター群 リー代数 ルート系

ヘッケ代数 量子群 くみひも群

ヤン・バクスター方程式

どのトピックも膨大な量の文献があるので、ここで個々に紹介することはでき
ない。[1]にある豊富な参考文献を活用するとよいだろう。
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3次元球面の外的平坦曲面

本田　淳史∗†

東京工業大学大学院理工学研究科

概要

O’Neill-Stielの定理により，3次元球面内の完備な外的平坦曲面 (ガウス・クロネッカー曲率
が常に消える曲面)は全測地的なものに限ることが知られているが，ある種の特異点を許容す
ると非自明な例が数多く存在する．本講演では，それらの分類結果を紹介する．分類の応用と
して，双対性と焦面に関する結果も述べる．

1 背景
双曲平面 H2 から H3 への等長はめ込み，すなわち H3 の完備な外的平坦曲面 (ガウス・クロネッ
カー曲率が常に消える曲面) は非自明な例が数多く存在する ([1], [4])．一方，Hartman-Nirenberg

の定理により R3 の完備な外的平坦曲面は柱面となり，自明なものに限る ([2], [15])．
ここで，ある種の特異点を許容した外的平坦曲面である外的平坦フロントを考える．C∞-写像

f : M2 → R3 が外的平坦フロントであるとは，各点 p ∈ M2 に対し，その近傍 U ⊂ M2 と C∞-写像
ν : U → S 2 が存在して，〈d f (T M), ν〉 = 0，rank(dν) ≤ 1かつ ( f , ν) : U → R3 × S 2 がはめ込みであ
るものをいう．さらに，外的平坦フロント f : M2 → R3 が完備であるとは，M2 上のコンパクトな
台を持つ 2階の対称共変テンソル T が存在し，ds2 + T が M2 上の完備な計量となるときをいう．
このような完備外的平坦フロントは完備外的平坦曲面の一般化であり，非自明な例が数多く存在す
る．Murata-Umehara [16]はそれらを研究し，次の結果を得た．

事実 1.1 ([16]). 完備外的平坦フロント f : M2 → R3 は，特異点集合が空でないならば臍点を持た
ず，向き付け可能であり余向き付け可能である．それらは変曲点を持たない正則閉曲線 ξ̂ : S 1 → S 2

と S 1 上の 1次微分形式 αで ∫
S 1

ξ̂α = 0

を満たすものと対応する．さらに， f の全てのエンドが埋め込みであるならば， f のカスプ辺でな
い特異点は少なくとも 4つ存在する．

∗ 10d00059@math.titech.ac.jp
† 本研究は特別研究員奨励費 (課題番号:23・9534)の助成を受けたものである．
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一方で，O’Neill-Stiel[17]の定理から球面 S 3 の外的平坦曲面は完備ならば全測地的となる．し
かし，外的平坦フロントを考えると，完備，より強く閉である非自明なものが数多く存在する．こ
こでは，そのような S 3 の外的平坦閉フロントを研究した結果を紹介する．主結果は以下の通りで
ある．その系として得られる双対性と焦面に関する結果も紹介する (第 4節を参照)．

主定理. 全測地的でない S 3 の外的平坦閉フロントは，2 次元球面 S 2 の正則閉曲線のペア
(γ1(s), γ2(s))で

κ1(s) > −κ2(s), sは弧長パラメータ , 長さが有理比

を満たすものと 1対 1に対応する (ただし各 k = 1, 2に対し，κk は γk の測地的曲率)．

また，R3の外的平坦フロントは平坦フロントでもある．S 3の平坦フロントはKitagawa-Umehara

[10] により調べられている．H3 の平坦フロントについては多くの先行研究があり，主として
[7, 8, 9, 11, 12, 13, 14]などが挙げられる．一般に，外的平坦フロントと平坦フロントは異なる性質
を持つ．例えば，平坦フロントの平行フロントは平坦フロントであるが，外的平坦性は平行フロン
トをとる操作で保たれない．しかし，類似する性質として，平坦性も外的平坦性も焦面をとる操作
で不変であることがわかった．これについても第 4節で紹介する．

2 準備 : 3次元球面内の外的平坦フロントについて
本節では，主結果を理解するために必要な S 3 の外的平坦フロントの基本的性質を紹介する．3

次元球面 S 3 を特殊ユニタリ群 SU(2)と同一視する :

S 3 = SU(2) = {X ∈ H ; det X = 1}
(
ただし H =

{(
z −w̄
w z̄

)
; z, w ∈ C

})
.

ここで H は四元数体と同型である．また，H に内積 〈A, B〉 := trace(AB−1)/2 (ただし A, B ∈ H)を
与えるとき，4次元ユークリッド空間 R4 と等長的である．単位接ベクトル束

T1S 3 =
{
(p, v) ∈ S 3 × S 3 ; 〈p, v〉 = 0

}
⊂ H × H

は標準的接触形式 (Liouville形式) Θを持つ．S 3 への自然な射影を πとするとき，S 3 のフロント
は次のように定義される．

定義 2.1 (フロント). 2次元多様体 M2 から S 3 への C∞-写像 f : M2 → S 3 がフロント (front)であ
るとは，各点 p ∈ M2 に対し，その近傍 U ⊂ M2 と Legendreはめ込み L : U → T1S 3 が存在して，
π ◦ L = f となるときをいう．

曲面，つまり M2 から S 3 へのはめ込みは，その (局所的に定義される)単位法線ベクトル場 νを
用いて定まる写像 L = ( f , ν)が Legendreはめ込みを与えるので，フロントである．また，特異点
(すなわち rank(d f )p ≤ 1となる点 p ∈ M2 )をもつ場合にもフロントとなる例が存在するので，フ
ロントははめ込まれた曲面よりも広いクラスである．
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フロント f : M2 → S 3 の Legendreリフト L = ( f , ν)の第 2成分として定まる S 3 への写像 νを
単位法線ベクトル場という．また，p ∈ M2 がフロント f の臍点であるとは，rank(dν)p = 0となる
ときをいう．次の補題は定義から明らかであるが，有用である．

補題 2.2. フロント f : M2 → S 3 の臍点 p ∈ M2 は非特異である．

フロントにおける外的平坦性を次のようにして定義する．

定義 2.3 (外的平坦フロント). フロント f : M2 → S 3 が外的平坦 (extrinsically flat)であるとは，そ
の単位法線ベクトル場 νが常に退化しているときをいう．

フロントに対して，主曲率関数 λ1, λ2 は特異点において定義されないが，その拡張として実射影
直線 R ∪ {∞} = P1(R)へ値を持つ写像である主曲率写像 Λ1, Λ2 を定義することができる．外的平
坦フロント f : M2 → S 3 に対しては Λ2 ≡ [0 : 1]とできるので，Λ := Λ1 : M2 → P1(R)を主曲率
写像と呼ぶことにする．p ∈ M2 が臍点であることと，Λ(p) = [0 : 1]となることは同値である．さ
らに，滑らかな場合の主曲率半径関数にあたる関数

ρ :=
ψ2

ψ1

: M2 → R ∪ {∞} (Λ = [ψ1 : ψ2])

を主曲率半径関数という．外的平坦フロント f の臍点集合を U f とすると，非臍点集合 M2 \ U f

上では ρは実数値 C∞-関数である．
S 3 の大円の運動の軌跡として得られるフロントを線織的であるといい，線織的な外的平坦フロ
ントを可展的という．

3 主結果
外的平坦閉フロントとは，外的平坦フロント f : M2 → S 3 で M2 がコンパクトであり ∂M = ∅を

満たすものである．主定理はそれらの分類を与える．

主定理. 全測地的でない S 3 の外的平坦閉フロントは，2次元球面 S 2 の閉曲線のペア (γ1(s), γ2(s))

で

(3.1) κ1(s) > −κ2(s), sは弧長パラメータ , 長さが有理比

を満たすものと 1対 1に対応する (ただし各 k = 1, 2に対し，κk は γk の測地的曲率)．

この対応は，以下のように具体的に表される．立体射影 πN により，S 2 をリーマン球面 C ∪ {∞}
と同一視する．このとき，条件 (3.1) を満たす S 2 の閉曲線のペア (γ1(s), γ2(s)) に対し，μk(s) =

πN(γk(s))とし

Mk(s) :=
1√

1 + |μk |2
[

1 μk(s)

−μ̄k(s) 1

]
, σ(t) :=

[
eit 0

0 e−it

]
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(k = 1, 2)とするとき，写像

(3.2) f (s, t) = M1(s)σ(t) M2(s)−1 ∈ SU(2) = S 3

は外的平坦閉フロントを与える．逆に，すべての外的平坦閉フロントはこのようにして得られる．
主定理の証明は，次の 2ステップに分けられる：

(1) 外的平坦閉フロントは可展的であることを示す．
(2) 可展的フロントを構成する．

ステップ 1 : 外的平坦閉フロントの臍点

滑らかな場合と同様に，外的平坦フロントは臍点を持たないならば可展的である．従ってここで
は，外的平坦閉フロントには臍点が存在しないことを示す．

命題 3.1. 全臍的でない外的平坦閉フロントは，臍点を持たず可展的である．

このために，補題を用意する．フロント f : M2 → S 3 と実数区間 J ⊂ R に対し，曲線
c = c(t) : J → M2 で 〈ĉ′′(t), ν〉 = 0 (ただし ĉ = f ◦ c)を満たすものを漸近線と呼ぶ．

補題 3.2 (一般化された球面的Masseyの補題). 外的平坦フロント f : M2 → S 3 の臍点集合をU f，
J ⊂ Rを区間とする．非臍点集合 M2 \ U f に含まれる漸近線 c = c(t) : J → M2 \ U f で，tを弧長
パラメータとするとき，主曲率半径写像 ρは c(t)上で

∂2

∂t2
ρ = −ρ

を満たす．

（命題 3.1の証明）. U f � ∅として矛盾を導く．非臍点集合 M2 \U f では，rank(dν) = 1. 従って，
曲率線座標系 (s, t)で νs � 0, νt = 0となるものが存在する．漸近線は t-曲線 (一意的)．一般化され
た球面的Masseyの補題より， f |M2\U f : M2 \ U f → S 3 は漸近的完備な可展的フロントである．各
q ∈ ∂U f に対し，{qn}n∈N ⊂ M2 \U f で，qn → qとなるものが存在する．各非臍点 qn ∈ M2 \U f を
通る漸近線を γn(t)とすると，γn → ∃γ．γ は q ∈ ∂U f を通る漸近線．従って，∂U f の像は S 3 の
測地線に含まれる．よって，q ∈ ∂U f は漸近的完備な可展的フロント上の臍点と思える．従って，
次の補題 3.3を示せば十分である． �

補題 3.3. 漸近的完備な可展的フロントは，全臍的でないならば臍点をもたない．

ステップ 2 : 測地線の空間から見た可展面

命題 3.1から，外的平坦閉フロントは (臍点を持たない)可展的閉フロントと同値であることがわ
かった．ここでは，可展的フロントの構成方法を与える．
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線織面は S 3 の大円，すなわち測地線の運動の軌跡であるので，測地線の空間の曲線を与える．
逆にそのような曲線は線織面を与えるので，次の対応を得る：

S 3 の線織面←→L(S 3)の曲線.

ここで，L(S 3)は S 3 の向き付けられた測地線の空間とする．この対応のもとで，可展面と対応す
る L(S 3)の曲線を決定しよう．

S 3 の大円は，R4 の 2 次元部分空間と同一視できるので，L(S 3) は R4 の向き付けられた 2 次
元部分空間全体のグラスマン多様体 G̃r2(R4) とみなすことができる．よく知られているように，
G̃r2(R4)は S 2 × S 2 と同型であるので，L(S 3) = S 2 × S 2 である．このとき，L(S 3)上の計量Gtw を
次で定まる直積擬リーマン計量

(3.3) Gtw = g
1
FS − g2

FS

とし，ミニツイスター計量と呼ぶ．ただし，gFS を S 2 の標準計量とする．これを用いると，可展
面と対応する L(S 3)の曲線を記述することができる．

命題 3.4. S 3 の可展面は，(L(S 3),Gtw)の null曲線と対応する．

ここで，擬リーマン多様体の曲線が nullとは，その速度ベクトルの大きさが常に 0となるもの
である．測地線の空間 (L(S 3),Gtw) = (S 2 × S 2, g1

FS − g2
FS)の曲線 α(s) = (γ1(s), γ2(s))に対して，そ

の Gtw に関する速度ベクトルの大きさは

0 = Gtw(α′(s), α′(s)) =
∣∣∣γ′1(s)

∣∣∣2 − ∣∣∣γ′1(s)
∣∣∣2

であるので，α(s) = (γ1(s), γ2(s))が nullである必要十分条件は，γ1(s)と γ2(s)が常に同じ速さを
持つことである．従って，とくに弧長パラメータを持つ球面曲線 γ1(s), γ2(s) を与えると，L(S 3)

の null曲線を与えることができる．L(S 3)の曲線 α(s) = (γ1(s), γ2(s))に対応する S 3 の線織面は式
(3.2)で与えられ，フロントである条件と閉である条件を調べることで，主定理を得る．

4 応用

双対性について

測地線の空間 L(S 3)をグラスマン多様体 G̃r2(R4)と同一視するとき，R4 での直交補空間を与え
る写像

G̃r2(R4) � Π �−→ Π⊥ ∈ G̃r2(R4)

は，直交双対測地線を定める．これを用いて，線織面に対してその双対線織面が定義される．
この双対性に関する，先行研究を紹介する．可展面のあるクラスとして，接線曲面と呼ばれるも
のがる．すなわち，S 3 の曲線の接線方向に測地線を伸ばしてできる線織面である．Izumiya-Nagai-

Saji [6]は，接線曲面の双対線織面は接線曲面であることを示している．また，この双対性のもと
で，特異点の双対性が成り立つことも示した．
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しかし，一般の可展面の双対線織面は可展面であるかどうかは不明である．そこで，筆者は命題
3.4を用いてこの問題が肯定的に解決されることを示した．すなわち，可展面の双対線織面は可展
面である．また，外的平坦閉フロントで，その双対と合同なもの，すなわち自己双対外的平坦閉フ
ロントも分類することができた．

系 1. 自己双対外的平坦閉フロントは，有理長を持つ球面卵形線と 1対 1に対応する．

焦面について

焦面とはフロントの平行曲面の特異点の軌跡である．Σ3 = R3, S 3, H3 の平坦フロントに対して，
その焦面は平坦フロントを与えることが知られている (Σ3 = H3 の場合は [18], Σ3 = R3 の場合は
[16], Σ3 = S 3 の場合は [10]参照)．筆者は，その類似として，外的平坦フロントの焦面は外的平坦
フロントを与えることを示した．

Kokubu-Rossman-Umehara-Yamada [11]は H3 の平坦フロントの焦面を研究した．その中で，焦
面の逆問題，すなわち “与えられた平坦フロントに対して，それを焦面に持つような平坦フロント
は存在するか”という問題を考え，それは常に解けることを示した．さらに，完備な平坦曲面であ
るホロスフィアと測地線のチューブを焦面に持つ平坦フロントを分類した．
同様の問題を S 3 の外的平坦フロントについて考えると，焦面の逆問題には，解が存在しない場

合があることがわかった．

系 2. 全測地的曲面を焦面に持つような，外的平坦フロントは存在しない．

付録 A 向き付けられた測地線の空間について
ここでは，向き付けられた測地線の空間とその上のミニツイスター計量の定義をし，ミニツイス
ター空間と標準シンプレクティック形式との関係を述べる．

3次元空間型 Σ3 = R3, S 3, H3 の向き付けられた測地線の空間を L(Σ3)とする．すなわち，Σ3 の
単位速度を持つ測地線 γ1(t), γ2(t)が同値であるとは，ある実数 t0 が存在して

γ1(t) = γ2(t + t0)
(∀t ∈ R

)

となるときをいい，その同値類を [γ(t)]とするとき，測地線の同値類の商集合を向き付けられた測
地線の空間と呼び，L(Σ3)と表す．

ミニツイスター空間
3次元空間型の測地線の空間はある複素構造 Jtw を持ち，ミニツイスター空間という複素曲面と
なる (詳細は Hitchin[3]参照)．向き付けられた測地線の空間 L(Σ3)の点 [γ(t)]における接空間は，
γ(t)の測地変分の γ′(t)に直交する方向の変分ベクトル場全体と同一視できるので，γ(t)に沿う直交
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ヤコビ場全体 J⊥(γ)と線型同型である．測地線の空間 L(Σ3)において，直交ヤコビ場全体 J⊥(γ)

の線型変換 (Jtw)[γ] : J⊥(γ)→ J⊥(γ)を

(Jtw)[γ] (V) := γ′ ×γ V (V ∈ J⊥(γ))

と定義すると，これは L(Σ3)の概複素構造を定める．ただし，×は Σ3 のベクトル積である．この
とき，Jtw は可積分であり [3]，複素構造 Jtw をミニツイスター複素構造，複素曲面 (L(M3), Jtw)を
M3 のミニツイスター空間と呼ぶ．

標準的シンプレクティック構造
一方，L(Σ3)上には標準的なシンプレクティック構造 Ωが定まる．写像 π̂ : T1Σ

3 → L(Σ3)を

π̂(p, v) =
[
γp,v

]
, (p, v) ∈ T1Σ

3

と定める．ただし，γp,v は p ∈ Σを始点とし，初速度を v ∈ TpΣとする測地線である．このとき，
T1Σ

3 の標準接触形式 Θを用いて，Ωを Ω = π̂∗(dΘ)と定めると，L(Σ3)上のシンプレクティック
構造を定める．Ωを標準シンプレクティック形式という．

ミニツイスター複素構造から定まる計量
測地線の空間 L(Σ3)のミニツイスター複素構造 Jmt，標準シンプレクティック形式 Ωを用いて，

Gmt を
Gmt = Ω(Jtw·, ·)

と定めると，L(Σ3) の中間符号を持つ Kähler 計量を定める．これをミニツイスター計量という．
ミニツイスター計量は共形平坦である．Σ3 = S 3 のとき，Gmt は (3.3)と一致する．
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デザインと excess theorem

栗原 大武∗

東北大学大学院理学研究科数学専攻

代数的組合せ論に於いて，‘きれいな’ 有限集合の性質を調べることが重要な研究対象である．ここで言う
‘きれいな’有限集合とはどういうものであろうか．勿論 ‘きれいさ’を測る数学的に厳密な定義があるわけでは
ない．我々の研究では，先ず様々な状況に応じて ‘きれいさ’の指標を与え，その指標の下でよい有限集合の性
質を調べ，分類していく．本講演ではそのような ‘きれいさ’の指標であるアソシエーションスキームや距離集
合やデザインの概念について述べ，それぞれの関係についてみていく．そして，デザインとアソシエーション
スキームの新しい関係を与える条件について紹介したい思う．

1 アソシエーションスキーム
色々な集合の中でも群構造を持った集合は扱いやすいことが多い．そして群の中で有限群に限っただけで
も，非常に多くの群があり，深淵な理論が存在する．一方でアソシエーションスキームの概念は元々，実験計
画法という統計学の分野で導入されたが，Delsarteによって改めて代数的組合せ論の立場から見直された．そ
れにより，現在ではアソシエーションスキームは有限可移置換群の満たす性質の一般化として扱われ，そこで
有限群論との関係も非常に深くなっている．詳しい解説は Bannai–Ito [2]，Godsil [10]などを参照されたい．
その意味でアソシエーションスキームは対称性の高いものであり，我々の興味を惹くものである．この節では
アソシエーションスキームの基本的な事柄を与える．

定義 1.1 (アソシエーションスキーム). X を有限集合とする．R0, R1, . . . , Rd をX ×X の空でない部分集合
とする．次の 4つの条件が成り立つとき X = (X, {Ri}di=0)をクラス dの対称なアソシエーションスキームと
呼ぶ．

(1) R0 = {(x, x) |x ∈ X}．
(2) X ×X = R0 ∪R1 ∪ · · ·Rd．かつ i = j であれば Ri ∩Rj = ∅．
(3) 各 i ∈ {0, 1, . . . , d}に対して，tRi = Ri．ここで tRi := {(y, x) | (x, y) ∈ Ri}．
(4) 各 i, j, k ∈ {0, 1, . . . , d} を任意に固定したときに (x, y) ∈ Rk に対して {z ∈ X | (x, z) ∈ Ri, (z, y) ∈

Rj}に含まれる元の個数は i, j, k だけに依存して決まる．すなわち (x, y) ∈ Rk のとり方にには無関係
に定まる．この定数を pki,j で表し，intersection number と呼ぶ．

アソシエーションスキームの例を一つ挙げよう．X = {x, y, z, w}を 1辺の長さが 1の正方形の頂点集合と
する．このとき X の 2元の取りうる距離は 0, 1,

√
2のいずれかである．この距離の関係で X ×X を分割す

ると，X とその分割はアソシエーションスキームになる．このようにアソシエーションスキームは対称性の

∗ JSPS Research Fellow, E-mail : sa9d05@math.tohoku.ac.jp
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高い，見た目にも ‘きれいな’集合であることが多い．
次にアソシエーションスキームの代数的な構造についてみていく．MC(X) を行と列が X の元で添え字付
けられた C上の |X|次の正方行列全体の集合とする．MC(X)の元で関係 Ri に関する隣接行列 Ai を

(Ai)x,y =

{
1 if (x, y) ∈ Ri

0 otherwise

で定義する．このとき定義 1.1の条件 (1)–(4)は

(1) A0 = I．ここで I は |X|次単位行列である．
(2)

∑d
i=0 Ai = J．ここで J は成分が全て 1の |X|次正方行列である．また Ai ◦ Aj = δi,jAi が成り立つ．

ここで ◦はアダマール積（成分毎の積），δi,j は i = j のとき 1，i = j のとき 0を表す．
(3) 各 i ∈ {0, 1, . . . , d}に対して，tAi = Ai，つまり対称行列である．
(4) 各 i, j ∈ {0, 1, . . . , d}に対して，AiAj =

∑d
k=0 p

k
i,jAk．

と同値である．
A0, A1, . . . , Ad で張られるベクトル空間は同値条件の (4)より積に関して閉じていることがわかる．この代
数をBose–Mesner代数と呼び，Aで表す．このとき同値条件の (3)と (4)よりAは可換代数であることが分か
り，これより Aが半単純であることが得られる．従って Aは原始冪等元からなる基底 E0 = 1

|X|J,E1, . . . , Ed

を持つ．そこで，アソシエーションスキーム X の第一固有行列 P，第二固有行列 Q を，A の二つの基底
{A0, A1, . . . , Ad}，{E0, E1, . . . , Ed}の間の変換行列として定義する：

(A0, A1, . . . , Ad) = (E0, E1, . . . , Ed)P, |X|(E0, E1, . . . , Ed) = (A0, A1, . . . , Ad)Q

すなわち，P = (Pi(j))
d
j,i=0, Q = (Qi(j))

d
j,i=0 と表したときに，Ai =

∑d
j=0 Pi(j)Ej，|X|Ei =

∑d
j=0 Qi(j)Aj

（0 ≤ i ≤ d）が成り立つ．特に P は Xの指標表とも呼ばれる．
アソシエーションスキームの中でも，P 多項式アソシエーションスキームと Q多項式アソシエーションス

キームは扱いやすいクラスである．以下でそれらの定義を与える．

定義 1.2 (P 多項式アソシエーションスキーム). X = (X, {Ri}di=0)を対称なアソシエーションスキームとす
る．このとき，各 i ∈ {0, 1, . . . , d}に対して，隣接行列 Ai がある i次の多項式 vi によって Ai = vi(A1)と表
されるときに，Xは関係の並べ方 R0, R1, . . . , Rd に関して P 多項式アソシエーションスキーム，また単に P

多項式スキームと呼ぶ．

定義 1.2では，{Ai}di=0 から決まる多項式によって P 多項式スキームを定義しているが，第一固有行列 P

を用いて定義することも出来る．実際に以下が同値である：

(1) Xが並べ方 R0, R1, . . . , Rd に関して P 多項式アソシエーションスキームである．
(2) P がある i次の多項式 vi の組 {vi}di=0 によって P = (vi(P1(j)))

d
j,i=0 と表される．

勿論 “P 多項式スキーム” はこの第一固有行列 P に由来する．また P 多項式スキームと双対な Q 多項式ス
キームも同様に定義できる．

定義 1.3 (Q多項式アソシエーションスキーム). X = (X, {Ri}di=0)を対称なアソシエーションスキームとす
る．このとき，各 i ∈ {0, 1, . . . , d}に対して，Ei がある i次の多項式 v∗i によって |X|Ei = v∗i ((|X|E1)

◦)と
表されるときに，Xは原始冪等元の並べ方 E0, E1, . . . , Ed に関して Q多項式アソシエーションスキーム，単
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に Q多項式スキームと呼ぶ．ここで多項式 f と行列M に対して，f(M◦)は f にアダマール積でM を代入
して得られる行列を表す．

注意 1.4. Xが並べ方 R0, R1, . . . , Rd に関して P 多項式スキームであるとき，R2 以降の並べ方は R1 だけに
依存して決定されることが知られている．このことより，R2 以降の並べ方を気にしないときには，Xは R1

（もしくは A1）に関して P 多項式スキームであると呼ぶこともある．Q 多項式スキームに関しても同様に
{Ei}di=0 の並べ方は E1 にのみ依存するので，Xは E1 に関して Q多項式スキームであると呼ぶこともある．

2 球面上の組合せ論
前節では抽象的な有限集合の中でも ‘きれいな’構造をもつアソシエーションスキームについて見てきた．こ

の節では球面上の有限集合に対して ‘きれいさ’を与える指標を導入し，それらの性質を見ていく．以下，Rm

上には標準的な内積 x · y := txy，x = t(x1, x2, . . . , xm), y = t(y1, y2, . . . , ym) ∈ Rm が入っているとする．
また Rm 内の単位球を Sm−1 で表す．

2.1 s距離集合

球面 Sm−1 上の有限集合 X に対して，A(X) = {x · y |x, y ∈ X, x = y}, A′(X) = A(X) ∪ {1} とする．
|A(X)| = sであるときに，X を s距離集合と呼ぶ．Rm 上の有限集合X が，任意の x ∈ X に対して−x ∈ X

を満たすときに X を極対的であると呼ぶ．
内積の取りうる値が s種類と制限すると X の濃度はある程度までしか大きくならないことは想像に難くな
い．実際に以下の上界が知られている．

定理 2.1 (Delsarte–Goethals–Seidel [6]). (1) X ⊂ Sm−1 を s距離集合をする．このとき，次が成り立つ．

|X| ≤
(
m+ s− 1

s

)
+

(
m+ s− 2

s− 1

)
.

(2) 更に X が極対的であれば，次が成り立つ．

|X| ≤ 2

(
m+ s− 2

s− 1

)
.

S1 上の正多角形の頂点集合や S2 上の正多面体の頂点集合などや，偶かつユニモジュラーな極限的格子 [4]

の原点から一番近い点の集合など，対称性の高い点配置の集合は定理 2.1 の上界に近い濃度を持つ．それ故
‘きれい’と思える有限集合を研究していく上で，我々は定理 2.1の上界に近い濃度を持つ有限集合を ‘きれい
な’集合とする．実際にそのような有限集合は以下のような非常に良い性質を持つ．

定理 2.2 (Larman–Rogers–Seidel [14], Nozaki [16]). X を Sm−1 の s 距離集合とする．また A(X) =

{α1, α2, . . . , αs}とする．このとき |X| ≥ 2(
(
m+s−2
s−1

)
+
(
m+s−3
s−2

)
) であれば，各 i ∈ {1, 2, . . . , s}に対して

Ki :=
∏

j∈{1,2,...,s}
j �=i

1− αj

αi − αj

は必ず整数になる．
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この定理から定理 2.1 の上界に近い濃度を持つ有限集合の内積の集合はある程度制限された値しかとれ
ない．この定理より，定理 2.1 の上界に近い濃度を持つ集合の特徴付けや分類が行われている．詳しくは
Musin–Nozaki [15]を参照されたい．

2.2 tデザイン

球面デザインの概念は 1977年に Delsarte–Goethals–Seidel [6]によって，s距離集合の双対的な概念とし
て導入された．

定義 2.3 (Spherical design). X ⊂ Sm−1 を空でない有限集合とし，tを正の整数とする．このときX が球面
tデザインであるとは任意の t次以下の多項式 f(x) = f(x1, x2, . . . , xm) ∈ R[x1, x2, . . . , xm]に対して，等式

1

|Sm−1|
∫
Sm−1

f(ξ) dξ =
1

|X|
∑
ξ∈X

f(ξ)

が成り立つときにいう．また半径 rの球面 rSm−1 上の球面 tデザインX を，1
rX ⊂ Sm−1 が球面 tデザイン

になるときに定める．

言い換えると，有限集合 X ⊂ Sm−1 が球面 tデザインとなるのは t次以下の任意の多項式に対して球面で
の積分値の平均とX 上での値の平均が一致するときである．X の強さ（strength）をX が tデザインになる
最大の tで定義する．球面デザインの例として，S2 上の正 20面体の頂点集合は 5デザインである．
球面デザインについても，濃度の限界が知られている．

定理 2.4 (Delsarte-Goethals-Seidel [6]). X を Sm−1 上の球面 tデザインとする．このとき次が成り立つ．

(1) tが偶数のとき：t = 2eとすると

|X| ≥
(
m+ e− 1

e

)
+

(
m+ e− 2

e− 1

)
.

(2) tが奇数のとき：t = 2e+ 1とすると

|X| ≥ 2

(
m+ e− 2

e− 1

)
.

更に X が等号を満たすとする．このとき X は極対的である．

定理 2.4 の不等式の右辺は定理 2.1 に出てくる不等式の右辺に非常に似ている．これは決して偶然ではな
く，有限集合 X の強さ tと距離の数 sには以下のような密接な関係がある．

定理 2.5 (Delsarte-Goethals-Seidel [6]). X を Sm−1 上の強さ tの s距離集合とする．

(I) 以下のことが成り立つ．
(1) t ≤ 2s

(2) 次の３つの条件は同値：(a) t = 2s，(b) X が定理 2.1 (1)の等号を満たす，(c) X が定理 2.4 (1)

の等号を満たす．
(II) −A′(X) = A′(X)を仮定すると以下が成り立つ．

(1) t ≤ 2s− 1
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(2) 次の３つの条件は同値：(a) t = 2s− 1，(b) X が定理 2.1 (2)の等号を満たす，(c) X が定理 2.4

(2)の等号を満たす．

2.1節で定理 2.1 の上界に近い濃度を持つ有限集合について調べることが重要であることを見てきた．そし
て定理 2.5によって，その条件は tと sの関係によって言い換えられる．実際に tと 2sが近い場合，もしくは
極対的で tと 2s− 1が近い場合に，有限集合にアソシエーションスキームが付随するという良い性質を持つ．

定理 2.6 (Delsarte-Goethals-Seidel [6], Bannai–Bannai [1]). X を Sm−1 上の強さ tの s距離集合とする．
t ≥ 2s− 2であれば，X にはクラス sの Q多項式スキームが付随する．また X が極対的であり，t ≥ 2s− 3

であれば，X はクラス sの Q多項式スキームが付随する．

定理 2.6により，球面上のよい有限集合から Q多項式スキームが得られることがわかった．また次節では，
逆にアソシエーションスキームから良い有限集合を得ることを見ていく．

3 アソシエーションスキームの球面への埋め込み
X = (X, {Ri}si=0) をクラス sの対称なアソシエーションスキームとし，A = SpanC{Ai}si=0 をその Bose–

Mesner代数，{Ei}si=0 を Aの原始冪等元からなる基底とする．このとき各 Ei は全て実対称行列である．一
つの冪等元 Ei を固定しておく．これから Ei に関しての Xの球面への埋め込みを考える．いま C|X| の標準
基底 {ex |x ∈ X}を考える．Ei の要素は全て実数であるから Eiex ∈ R|X| であり，Ei の階数を mi とする
と集合 {Eiex |x ∈ X} すなわち Ei の列ベクトルの集合は R|X| の mi 次元部分空間 Vi を張っている．いま
x, y ∈ X に対して Eiex と Eiey の R|X| における標準的内積を計算する．

(Eiex) · (Eiey) =
tex

tEi(Eiey) =
texE

2
i ey = texEiey (3.1)

となる．すなわち Eiex と Eiey の内積は Ei の (x, y)成分に等しい．Ei =
1

|X|
∑s

j=0 Qi(j)Aj と表されかつ
Ei の各成分は実数であるから，Qi(j)は全て実数であることがわかる．ここで Qi(0) = mi である．従って
x ∈ X に対してベクトル Eiex の長さは全て

√
mi

|X| となる．Vi を Rmi と同一視すれば {
√

|X|
mi

Eiex |x ∈ X}
は全て Rmi の単位球面上に実現されるのである．また (x, y) ∈ Rj であれば (Eiex) · (Eiey) =

1
|X|Qi(j)と

なっている．すなわち X から Ei を利用して Rmi の単位球面上の高々 s 距離の集合 X ′ が構成されるので
ある．
各 j ∈ {1, 2, . . . , s} に対して |Qi(j)| ≤ Qi(0) が成り立つことが知られている．このとき Qi(j) < Qi(0)

(1 ≤ j ≤ s) であれば，Ei に関する Xの球面への埋め込み方は単射である．また {Qi(j)}sj=0 が全て異なれ
ば，X ′ は丁度 s距離集合になることが確かめられる．

命題 3.1. X = (X, {Ri}si=0) を対称なアソシエーションスキームとする．Xは Qi(j) < Qi(0) (1 ≤ j ≤ s)

となる iを持つと仮定する．Ei に関する Xの球面への埋め込み X ′ は球面 2デザインになる．

命題 3.1の仮定を満たすものの例として，原始的なアソシエーションスキームの各 Ei (1 ≤ i ≤ s) や Q多
項式スキームの E1 がある [2]．さらに Xがクラス sの Q多項式スキームのときには，{Q1(j)}sj=0 が全て異
なる．つまりクラス sの Q多項式スキーム Xの E1 に関する Xの球面への埋め込み X ′ は丁度 s距離集合に
なる．
このようにしていろいろなアソシエーションスキームから色々な球面上の有限集合が得られる．またこのよ
うな球面への埋め込みはこれまで色々な形でアソシエーションスキームの研究に有効に利用されてきている．
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ここでアソシエーションスキームの球面への埋め込みを利用して得られた結果を一つ紹介する．

定理 3.2 (Kurihara–Nozaki [12]). X = (X, {Ri}di=0)をクラス d ≥ 2の対称なアソシエーションスキームで
かつ {Q1(j)}dj=0 が全て異なるものとする．また Xの E1 に関する Xの球面への埋め込みで得られる d距離
集合の LRS比を {Ki}di=1 とする．このとき以下は同値である．

(1) Xは E1 に関して Q多項式スキームである．
(2) 以下を満たす l ∈ {2, 3, . . . , d}が存在する：任意の i ∈ {1, 2, . . . , d}に対してKi = −Pi(l) を満たす．

上の定理でアソシエーションスキームから得られる d距離集合の LRS比は

Ki =
d∏

j=1
j �=i

Q1(0)−Q1(j)

Q1(i)−Q1(j)

となることが簡単な計算から分かる．これに関して代数的に双対的な定理も得ることができた．

定理 3.3 (Kurihara–Nozaki [13]). X = (X, {Ri}di=0)をクラス d ≥ 2の対称なアソシエーションスキームで
かつ {P1(j)}dj=0 が全て異なるものとする．このとき以下は同値である．

(1) Xは A1 に関して P 多項式スキームである．
(2) 以下を満たす l ∈ {2, 3, . . . , d}が存在する：任意の i ∈ {1, 2, . . . , d}に対して

d∏
j=1
j �=i

P1(0)− P1(j)

P1(i)− P1(j)
= −Qi(l)

を満たす．

4 2デザインと excess theorem

前節では，クラス sの Q多項式スキームから 2デザインである s距離集合が構成できることを見た．それ
では逆に 2デザインである s距離集合がどのような性質を持てば，Q多項式スキームが付随するのかという
疑問が浮かび上がる．この節ではその問いの答えを与える excess theoremについて解説する．
X を

√
mSm−1 上の 2 デザインで s 距離集合のものとして，|X| = n とする．また X の Gram 行列

G ∈ MR(X)を G = 1
n (x · y)x,y∈X によって定める．X 上の R値関数からなる空間を C(X)で表し，C(X)

に内積を
(f, g) =

1

n

∑
x∈X

f(x)g(x), f, g ∈ C(X)

によって定める．多項式 p ∈ R[t]と a ∈ Xに対して，aでの pの帯球関数 ζa(p) : X → Rを ζa(p)(x) = p(a·x)
によって定める．C(X)の部分空間 Polk(X)を以下のように帰納的に定義する．Polk(X)の定義はGodsil [9]

が与えたものである．

• Pol0(X)は X 上の定数関数からなる空間，
• Pol1(X) = SpanR{ζa(p) | a ∈ X, deg p ≤ 1},
• Polk(X) = SpanR{fg | f ∈ Pol1(X), g ∈ Polk−1(X)} for k ≥ 2.
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この部分空間は Pol0(X) ⊂ Pol1(X) ⊂ · · · を満たす．そして最終的に Pols(X) は C(X) と一致することが
知られている．そこでX の次数 S を S := min{i ∈ {0, 1, . . . , s} |Poli(X) = C(X)} によって定める．当然，
次数 S は S ≤ sを満たす．
Harm0(X) = Pol0(X) とし，k ∈ {1, 2, . . . , S}に対しては

Harmk(X) = Polk(X) ∩ Polk−1(X)⊥

によって Harmk(X)を定義する．このとき

Harmk(X) = {0} (0 ≤ k ≤ S) and C(X) =

S⊕
k=0

Harmk(X).

が成り立つ．更に Harm1(X) は具体的に Harm1(X) = SpanR{ζa(t) | a ∈ X} と表すことが出来る．また
HarmS(X)の次元を X の excess と呼ぶ．
Fi を C(X) から Harmi(X) への射影行列とする．このとき {Fi}Si=0 は

∑S
i=0 Fi = I, Fj = 0, F 2

j = Fj

(j ∈ {0, 1, . . . , S}) を満たす．更に F0 と F1 については具体的に F0 = 1
nJ，F1 = Gによって与えられる．

α ∈ A′(X) に対して，κα := |{(x, y) ∈ X2 |x · y = α}| とする．また，X の零化多項式を Z(t) =∏
α∈A′(X)(t− α) で定義する．R[t]/(Z)上の内積を

〈p, q〉 := 1

n2

∑
α∈A′(X)

καp(α)q(α), p, q ∈ R[t]/(Z) (4.1)

で定める．今，R[t]/(Z)上の多項式の列 q0, q1, . . . , qs で

(1) deg qk = k for 0 ≤ k ≤ s

(2) 〈qk, qh〉 = δk,hqk(m) for 0 ≤ k, h ≤ s

を満たすものを準距離多項式と呼ぶ．準距離多項式は三項間漸化式を満たす：

tqk(t) = b∗k−1qk−1(t) + a∗kqk(t) + c∗k+1qk+1(t) (0 ≤ k ≤ s), (4.2)

ここで b∗k−1, a
∗
k, c

∗
k+1 ∈ Rであり，b∗−1 = c∗s+1 = 0とする．

以上で主結果の準備が終わった．そして以下が今回の主結果の excess theoremである．

定理 4.1 (Kurihara [11]). X を Sm−1 上の 2デザインかつ s距離集合とする．このとき以下が成り立つ：

(1) dimHarmS(X) ≤ qs(m).

(2) A′(X) = {α0 = m,α1, . . . , αs} とし，Ri = {(x, y) ∈ X2 |x · y = αi}とする．(1)の等号が成り立つ
ための必要十分条件は，S = sかつ (X, {Ri}di=0)が Gに関して Q多項式スキームになることである．

注意 4.2. 定理 4.1の代数的に双対な結果として，グラフの excess theoremがある．詳しくはFiol–Garriga [7]，
van Dam [5]，Fiol–Gago–Garriga [8]を参照されたい．これはグラフが距離正則グラフになるための特徴づ
けを与えたものである．尚，距離正則グラフとはグラフの中でも P 多項式スキームが付随したものである．
距離正則グラフについては Brouwer–Cohen–Neumaier [3]が詳しい．
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臨界冪と劣臨界冪の非線形項を持つシュレディンガー方程式
における小さな初期値に対する解の爆発

池田　正弘
（大阪大学大学院 理学研究科 数学専攻 博士 2年 (DC2)）

Abstract. We study the initial value problem for the nonlinear Schrödinger equation with a
critical or subcritical nongauge invariant nonlinearity:

(NLS)

j
i∂tu + 1

2
Δu = λ |u|p ,

u (0, x) = εf (x) ,

where n ∈ N, 1 < p ≤ 1 + 2
n
, T > 0, (t, x) ∈ [0, T ) × Rn, u = u (t, x) ∈ C is a complex-valued

unknown function of (t, x) , λ ∈ C\ {0} , f = f (x) ∈ C is a given complex-valued function
and ε > 0 is a positive parameter. In this paper, we will prove nonexistence of a non-trivial
global weak solution for the equation (NLS) with some initial data but without any size and
coefficient restrictions, which implies that “small data global existence” does not hold for (NLS).
Furthermore, we will also prove the L2-norm of a time local L2-solution with a suitable initial
data blows up at a finite time.

§1. Introduction

This is joint work with Yuta Wakasugi in Osaka University. We study existence of a blow-up
solution for the nonlinear Schrödinger equation (NLS) with a critical or subcritical nongauge
invariant power type nonlinearity

(1.1) i∂tu +
1
2
Δu = λ |u|p , (t, x) ∈ [0, T )×Rn

with the initial condition

(1.2) u (0, x) = εf (x) , x ∈ Rn,

where T > 0, n ∈ N, 1 < p ≤ 1 + 2
n , u = u (t, x) ∈ C is a complex-valued unknown function

of (t, x) , λ = λ1 + iλ2 ∈ C\ {0} , λi ∈ R (i = 1, 2) , ε > 0 is a positive parameter, f = f (x) =
f1 (x) + if2 (x) ∈ C and fi (x) ∈ R (i = 1, 2) are real-valued given functions.

First it is well-known that local well-posedness holds for the NLS (1.1) in Sobolev spaces
Hs (s ≥ 0) (see e.g. [11], [14], [22] and references therein). Furthermore, in the critical case of
(n, p) = (2, 2) , nonexistence of the wave operator for NLS (1.1) was studied in papers [18] and
[20]. However, there is no result about global existence of NLS (1.1) for the initial value problem.
In this paper, we will show nonexistence of a non-trivial global weak solution (see Definition
2.1) for NLS (1.1) with suitable initial data. This means that “small data global existence”
does not hold for NLS (1.1). More precisely, we will prove the following: Let p ∈ (

1, 1 + 2
n

]
,

－48－



2 池田　正弘

λ ∈ C\ {0} and ε > 0. And with regard to the sign of λ1 and λ2, we choose the initial data
f = f1 + if2 ∈ L1

loc (Rn) satisfying

(1.3)

λ1\λ2 λ2 = 0 λ2 > 0 λ2 < 0
λ1 = 0 × ∫

f1dx > 0
∫

f1dx < 0
λ1 > 0

∫
f2dx < 0

∫
f1dx > 0 or

∫
f2dx < 0

∫
f1dx < 0 or

∫
f2dx < 0

λ1 < 0
∫

f2dx > 0
∫

f1dx > 0 or
∫

f2dx > 0
∫

f1dx < 0 or
∫

f2dx > 0

and the integrand which appears in this table (1.3) is a L1-function (for example if λ2 = 0,
then we assume f2 ∈ L1). If there exists a global weak solution u for NLS (1.1) (see Definition
2.1) with the initial condition (1.2), then u = 0 a.e (t, x) ∈ [0,∞) × Rn , which leads to a
contradiction to the assumption of f (for example if λ1 > 0 and λ2 = 0, then

∫
f2dx < 0.

By using the above result, we will also prove L2-norm of the time local L2-solution u with a
initial data f ∈ L2 satisfying the above additional conditions blows up at a finite time.

Next we introduce some notations and function spaces used in this paper. Fφ or φ̂ is the
Fourier transform of φ defined by

Fφ (ξ) ≡ 1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−i(x·ξ)φ (x) dx,

and the inverse Fourier transformation F−1 is given by

F−1φ (x) ≡ 1

(2π)
n
2

∫
Rn

ei(x·ξ)φ (ξ) dξ.

Denote by U (t) the free evolution groups for the Schrödinger equation:

U (t)φ ≡ F−1 exp
(
− it

2
|ξ|2

)
Fφ

= (2πit)−
n
2

∫
Rn

e
i
2t
|x−y|2φ (y) dy.

We denote the usual Lebesgue space by Lp ≡ {φ ; ‖φ‖Lp < ∞} , where the norms are ‖φ‖Lp ≡(∫
Rn |φ (x)|p dx

) 1
p if 1 ≤ p < ∞ and ‖φ‖L∞ ≡ supx∈Rn |φ (x)| if p = ∞. Furthermore, we

introduce the space-time norm

‖φ‖Lr
t (I;Lρ

x) ≡ ∥∥‖φ (t)‖Lρ
x

∥∥
Lr

t (I)
,

where I is a bounded or unbounded time interval. Denote the locally integrable function space
by

Lp
loc ≡

{
φ ; ‖φ‖Lp(U) < ∞ for U satisfying U ⊂ Ū ⊂ Rn and Ū is compact

}
.

For m,κ ∈ R and 1 ≤ p ≤ ∞, we introduce the weighted Sobolev space:

Hm,κ
p ≡

{
φ ∈ S ′

(Rn) ; ‖φ‖Hm,κ
p

≡
∥∥∥∥(1 + |x|2

)κ/2
(1 − Δ)m/2 φ

∥∥∥∥
Lp

< ∞
}

.

We also write for simplicity Hm,κ
2 = Hm,κ, Hm,0

p = Hm
p and Hm,0 = Hm, so we usually omit

the index κ = 0 and p = 2 if it does not cause a confusion. We let C (I;X) be the space of
continuous functions from an interval I to a Banach space X. For simplicity, we write A 	 B if
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SMALL DATA BLOW-UP FOR NLS 3

there exist some positive constants C1, C2 > 0 such that C1B ≤ A ≤ C2B and we also use AB
if there exists a positive constant C > 0 such that A ≤ CB.

Next we recall some previous results for NLS (1.1). Since there are large amount of papers
for NLS, we mention the following related to our result. Many authors have been studying NLS
with a gauge invariant power type nonlinearity:

(1.4) i∂tu +
1
2
Δu = λ0 |u|p−1 u, (t, x) ∈ R × Rn,

where λ0 ∈ R, 1 < p. In the case of 1 < p < 1 + 4
n , Y. Tsutsumi [22] proved global existence

of L2-solution for an integral equation associated with NLS (1.4) with the initial condition
u (0, x) = u0 ∈ L2 without any size restriction (For other type solutions see e.g. [4] etc). It is
also well known that when n ≥ 2, p ≥ 1 + 4

n and λ0 < 0, there are solutions of (1.4) blowing
up in finite time for certain initial data (see e.g. [16]). In the case of 1 < p ≤ 1 + 2

n and
λ0 < 0, J. E. Barab [1] studied the asymptotic behavior of solutions for NLS (1.4) and showed
that a smooth global solution u for NLS (1.4) does not tend to a free one as t → ±∞, which
implies nonexistence of the wave operator for NLS (1.4). On the other hand, in the case of
1 + 2

n < p < 1 + 4
n and λ0 > 0, Y. Tsutsumi and K. Yajima [23] proved that the asymptotic

behavior of solutions for NLS (1.4) is like a free one. From these results, the number p = 1 + 2
n

can be seen a border line between the short range scattering and the long range one. Next
we state some results in the critical case p = 1 + 2

n . T. Ozawa [17] studied the final value
problem for NLS (1.4) with (n, p) = (1, 3) and showed existence of a solution u such that it
tends to a modified free one U (t)F−1 exp

(
−iλ0 |û+|2 log t

)
û+ as t → +∞ for a small final

data u+ ∈ H0,2. By the method of the paper [17], J. Ginibre and T. Ozawa [5] extended the
result to higher dimensional cases (n, p) = (2, 2) ,

(
3, 5

3

)
. On the other hand, N. Hayashi and

P. I. Naumkin [7] studied the initial value problem for NLS (1.4) with p = 1 + 2
n and n = 1, 2

and 3. They proved that for small initial data u0 ∈ Hγ,0 ∩ H0,γ
(
γ > n

2

)
, there exists a global

solution u for NLS (1.4) such that it decays like a free one
(
O

(
t−

n
2

)
as t → ±∞

)
and tends

to a modified free one as t → ±∞. In the subcritical case 1 < p < 1+ 2
n , N. Hayashi, E. Kaikina

and P. I. Naumkin [6] studied the initial value problem for more general NLS including that of
(1.4) and showed that there exists a global solution u for a small analytic initial data and it
asymptotically behaves like a modified free one as t → ±∞. We note that λ |u|p is not treated
in paper [6]. Recently N. Kita and A. Shimomura [13] considered NLS (1.4) with 1 < p ≤ 3,
n = 1 and λ0 ∈ C. It is proved that if Imλ0 < 0 and p is close to 3, then there exists a global
solution u for an arbitrarily large initial data u0 ∈ H1,0 ∩H0,1, it decays faster than a free one
and behaves like a modified free one as t → ±∞ (see also [12]). Thus, it can be seen that in
the case of Imλ0 < 0, the nonlinear term λ0 |u|p−1 u acts as a dissipation term.

Our next concern is to observe NLS with a nongauge invariant nonlinearity. In [3], J. M.
Delort studied the initial value problem for the NLS in two space dimensions (n = 2) with a
quadratic nonlinearity of a form Q1 (u,∇u)+Q2

(
ū,∇u

)
where Qj are polynomials homogeneous

of degree 2 satisfying Qj (u, 0) ≡ 0. He proved the global existence of solutions in suitable
weighted Sobolev spaces and their asymptotic behavior in L∞. Though u∂iu, ū∂iū, (∂iu) (∂ju)
and (∂iū) (∂j ū) (i, j = 1, 2) falls within the scope of the paper [3], u2, |u|u, |u|2 and ū2 etc. are
not treated. K. Moriyama, S. Tonegawa and Y. Tsutsumi [15] studied the final state problem
for NLS with the following nongauge invariant power type nonlinearities in one and two space
dimensions:

(1.5) i∂tu +
1
2
Δu = Fn, (t, x) ∈ R × Rn for n = 1, 2.
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where
F1 = λ11u

3 + λ12uū2 + λ13ū
3,

F2 = λ21u
2 + λ22ū

2

and λij ∈ C (i = 1, 2 and j = 1, 2, 3) . They proved existence of a solution for NLS (1.5) such
that the asymptotic behavior is like a free one. From this result, we can see that the nonlin-
earities Fn (n = 1, 2) have a short range effect even if the absolute value of them behaves like
|u|1+ 2

n near u = 0 such as |u| 2
n u. N. Hayashi and P. I. Naumkin [8] considered the initial value

problem for NLS (1.5) with n = 1 and showed global existence of small solutions for a small
analytic initial data under some coefficient conditions. In [10], N. Hayashi, P. I. Naumkin, A.
Shimomura and S. Tonegawa studied the final state problem for NLS with a gauge invariant
nonlinearity and nongauge invariant ones:

(1.6) i∂tu +
1
2
Δu = Gn, (t, x) ∈ R × Rn for n = 1, 2,

where
G1 = λ10 |u|2 u + F1,

G2 = λ20 |u|u + F2,

λi0 ∈ R (i = 1, 2) (see also [19]). They proved existence of a solution for NLS (1.6) such that
it has a modified free profile. Thus we find that the nonlinear terms Gn (n = 1, 2) have a long
range effect different from Fn (n = 1, 2) only. Even though in these studies about scattering
theory, the nonlinearity λ |u|1+ 2

n is not treated. A. Shimomura [18] studied an asymptotic
behavior of solution for the quadratic NLS in two space dimensions:

(1.7) i∂tu +
1
2
Δu = λ23 |u|2 (t, x) ∈ R × R2, λ23 ∈ C.

In [18], he showed “the almost nonexistece” of a non-trivial scattering state for NLS (1.7). More
precisely, he proved that if there exist a positive time T ≥ 0, a scattering state u+ ∈ H0,2 and
a solution u ∈ C

(
[T,∞) ;L2

)
to NLS (1.7) such that it behaves like free one as t → ∞ in two

senses:

(1.8) ‖u (t) − U (t)u+‖L2 = O
(
t−ε

)
,

(1.9)
(∫ ∞

t
‖u (s) − U (s)u+‖4

L4 ds

) 1
4

= O
(
t−1/4−ε

)
,

for some ε > 0, then u+ is identically zero. Here the space-time norm L4
t

(
(t,∞) ;L4

x

)
which

appears in (1.9) corresponds to the well-known Strichartz estimate in two space dimensions (see
[24]). We note that it is assumed that there exists a solution u ∈ C

(
[T,∞) ;L2

)
for the NLS

(1.7) satisfying (1.9). The solution u has the same time decay property (see (1.17)) as a free
one. N. Hayashi and P. I. Naumkin [9] considered the final state problem for NLS with the
quadratic nonlinearities including λ23 |u|2 in two space dimensions:

(1.10) i∂tu +
1
2
Δu = λ21u

2 + λ22ū
2 + λ23 |u|2 , (t, x) ∈ R × R2,

where λ2i ∈ C (i = 1, 2, 3) . They showed that if the coefficients satisfy

(1.11) λ21 =
λ23

2
, λ22 =

λ2
23

2λ23

, λ23 ∈ C\ {0} ,
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then for a small final data u+ ∈ H0,2 ∩ H2
1 with û+ (0) = 0, there exists a unique solution

u ∈ C
(
[1,∞) ;L2

)
to NLS (1.10) such that the asymptotic estimates

(1.12) ‖u (t) − U (t)u+‖Lp = O
(
t

2
p
−1

)
, as t → ∞ for 2 < p ≤ ∞

(1.13)
∥∥∥∥u (t) −

(
U (t)u+ + iλ23

∫ ∞

t
|U (s)u+|2 ds

)∥∥∥∥
H2

= O
(
t−1

)
, as t → ∞

hold. We can see that by (1.12), the solution u ∈ C
(
[1,∞) ;L2

)
to NLS (1.10) with the

coefficient conditions (1.11) decays like a free one in Lp-sense (p > 2) and by (1.13), it tends to

(1.14) U (t)u+ + iλ23

∫ ∞

t
|U (s)u+|2 ds as t → ∞ in L2.

In [20], A. Shimomura and Y. Tsutsumi showed the second term
∫∞
t |U (s)u+|2 ds of (1.14) does

not converge to zero as t → ∞ for u+ ∈ H0,κ (κ > 1) . Thus it can be seen that the solution
u to NLS (1.10) including λ23 |u|2 with the coefficient conditions (1.11) is not asymptotically
free in L2-sense. We note that since λ21 = 0 and λ22 = 0 follows from the coefficient conditions
(1.10), the method of the paper [9] does not seem to be applicable to (1.7) directly. In [20], A.
Shimomura and Y. Tsutsumi reconsidered NLS (1.7) and improved the assumptions (1.8) and
(1.9) on the convergence rate. In fact, they showed that if there exist a positive time T ≥ 0,
a scattering state u+ ∈ H0,κ for some κ > 1, and a solution u ∈ C

(
[T,∞) ;L2

)
for NLS (1.7)

such that

(1.15) lim
t→∞ ‖u (t) − U (t)u+‖L2 = 0

(1.16) lim
t→∞ t

1
4

(∫ ∞

t
‖u (s) − U (s)u+‖4

L4 ds

) 1
4

= 0,

then u+ is identically zero. We note that as in the previous work [18], it is also assumed that
there exist a solution u ∈ C

(
[T,∞) ;L2

)
for NLS (1.7) such that it decays like a free one. In

fact by the identity (1.16) and the well-known dispersive estimate ‖U (t)u+‖L4 t−
1
2 ‖u+‖

L
4
3

, we
find the time decay estimate

‖u‖L4
t ((t,∞);L4

x)

≤ ‖u − U (·)u+‖L4
t ((t,∞);L4

x) + ‖U (·)u+‖L4
t ((t,∞);L4

x)

= O
(
t−

1
4

)
as t → +∞(1.17)

under the scattering state u+ ∈ L
4
3 . However according to the authors’ knowledge, there is no

result about global existence for the Cauchy problem at t = 0 for NLS (1.7). So in this paper, we
will show nonexistence of a non-trivial global weak solution for NLS (1.1) with suitable initial
data (see (1.3)). Furtheremore, we will prove L2-norm of the time local L2-solution with the
suitable initial data blows up at a finite time.
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§2. Main Result

In this section, we state our main result. First, we introduce the definition of the weak solution
precisely.

Definition 2.1. We mean u is a time “local” weak solution of NLS (1.1) with (1.2) if there
exists a positive T > 0 such that u belongs to Lp

loc ([0, T ) × Rn) and satisfies the NLS (1.1) in
the following sense; ∫

[0,T )×Rn

u

(
−i∂tψ +

1
2
Δψ

)
dxdt

= iε

∫
Rn

f (x)ψ (0, x) dx + λ

∫
[0,T )×Rn

|u|p ψdxdt,(2.1)

for any ψ ∈ C2
0 ([0, T ) × Rn) . Moreover, if we can take T > 0 as any positive number, u is

called a “global” weak solution.

This equation (2.1) follows from the differential equation (1.1) formally. In fact, multiplying
the NLS (1.1) by a test-function ψ ∈ C2

0 ([0, T ) × Rn) , by integration over the whole space
[0, T ) × Rn, integrating by parts with respect to time t and space x and using the initial
condition (1.2), the identity (2.1) can be obtained.

Next we mention nonexistence of a nontrivial global weak solution for NLS (1.1) with a
suitable initial data.

Theorem 2.1. Let n ∈ N be a space dimension, 1 < p ≤ 1 + 2
n and ε > 0. For any λ =

λ1 + iλ2 ∈ C\ {0} , we assume that with regard to the sign of λi (i = 1, 2) , the initial data
f = f1 + if2 ∈ L1

loc (Rn) satisfies the table (1.3) and the only integrand that appears in the table
(1.3) belongs to the Lebesgue space L1. If there exists a global weak solution u for NLS (1.1)
with u (0, x) = εf (x) , then u (t, x) ≡ 0 for a.e (t, x) ∈ [0,∞) × Rn.

Remark 2.1. The conclusion of the theorem implies u (t, x) ≡ 0 for a.e (t, x) ∈ [0,∞)×Rn is
a contradiction to the assumption of the initial data f. For example, if λ1 > 0 and λ2 = 0, then
we assume

∫
Rn f2 (x) dx < 0, which leads to a contradiction.

Remark 2.2. We emphasize that in Theorem 2.1, we don’t restrict on the coefficient λ and the
positive parameter ε > 0. Furthermore, it is not necessary that both of the functions f1 and f2

belong to L1 (see (1.3)). For example, if λ1 > 0, then we may assume f1 ∈ L1
loc, f2 ∈ L1 and∫

Rn f2 (x) < 0.

Remark 2.3. The authors do not know whether or not there exists a global weak solution u
for NLS (1.1) with the initial condition u (0, x) = εf (x) , when the initial function f does not
satisfy the assumption of our theorem (for example λ1 > 0, λ2 = 0, and

∫
f2dx ≥ 0 or f2 /∈ L1).

Next we state well-known local existence of L2-solution for the integral equation

(2.2) u (t) = εU (t) f − iλ

∫ t

0
U (t − s) |u|p ds

associated with (1.1) under the initial condition u (0, x) = εf (x) .
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Proposition 2.2. Let n ∈ N be a space dimension and 1 < p < 1 + 4
n , ε > 0 and λ ∈ C\ {0} .

Then for any f ∈ L2, there exists a positive time T > 0 and a unique solution u ∈ C
(
[0, T ) ;L2

)
of the integral equation (2.2) such that u ∈ Lr

t ([0, T ) ;Lρ
x) , where (ρ, r) defined by ρ = p+1 and

2
r = n

2 − n
ρ .

Proposition 2.2 can be proved easily by using the Strichartz estimate (see [24] etc) and a
fixed point theorem, so we omit the proof in detail (see e.g. [14] and [22] etc). The important
thing is that the local existence time T > 0 depends only on n and the size ε of the initial data.

Next we mention that an L2-solution u ∈ C
(
[0, T ) ;L2

)
is always becomes a weak solution

in the sense of Definition 2.1.

Proposition 2.3. Let T > 0. An L2-solution u ∈ C
(
[0, T ) ;L2

)
to the integral equation (2.2)

is an example satisfying Definition (2.1) in the same time interval [0, T ) .

By combining Theorem 2.1, Proposition 2.2 and Proposition 2.3, we can prove existence of
L2-blow-up solution u ∈ C

(
[0, T ) ;L2

)
to the integral equation (2.2). Let

Tm ≡ sup {T ∈ [0,∞) ; there exists a unique solution u to (2.2)
such that u ∈ C

(
[0, T ) ;L2

) ∩ Lr
t ([0, T ) ;Lρ

x)
}

be a maximal existence time of local L2-solution, where 1 < p ≤ 1+ 2
n , ρ = p+1 and 2

r = n
2 − n

ρ .
Then we have the following:

Corollary 2.4. Let 1 < p ≤ 1 + 2
n , λ = λ1 + iλ2 ∈ C\ {0} , ε > 0 and f ∈ L2. If the initial

data f = f1 + if2 satisfies an additional condition in the table (1.3) with respect to the sign
of λi (i = 1, 2) and the integrand which appears in the table belongs to L1, Then the life span
Tm < ∞ and the L2-norm of a local solution blows up at t = Tm :

(2.3) lim inf
t→Tm−0

‖u (t)‖L2 = +∞.
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有限グラフの第 l固有値

田中 守
東北大学大学院理学研究科

概 要

有限グラフの固有値とは, そのグラフの隣接行列を用いて定義できる離散離散ラプ
ラシアンの固有値のことである. 本講演では, l-1個の有限グラフの第 2固有値の下か
らの評価と, そのグラフをいくつかの辺で結び連結にしたグラフの第 l固有値の下か
らの評価の関係を与えたい. さらに, 第 l固有値の下からの評価とHilbert空間への一
様埋め込み不可能性の関係についても述べる.

1 グラフと等周定数

まずグラフに関する基本的な定義を復習する. (グラフの基本的な定義や事実は [8]の 7

章が参考になる.) グラフとは, 集合の組G = (V,E)で, Eが {{x, y} : x, y ∈ V, x = y}の
部分集合であるものとする. V の元をGの頂点といい, Eの元をGの辺という. 簡単のた

め, 辺 {x, y}を xyと書く. 有限グラフとは, 頂点集合が有限なグラフである. グラフGが

連結であるとは, Gの任意の 2頂点 x, yに対して, Gの辺の列 (x1x2, x2x3, x3x4, . . . , xl−1xl)

が存在して, x1 = xかつ xl = yを満たすことである. 以下, G = (V,E)はいつも連結有限

グラフとする. また, グラフHに対して, VHと書けばHの頂点集合, EHと書けばHの辺

集合を表すとする.

例 1.1. 完全グラフKnとは, VKn := {1, 2, . . . , n}で, EKn := {ij : i = j}である連結有限
グラフである.

· · ·K1 K2 K3 K4 K5
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例 1.2. 素数 pに対してグラフ Zpを, VZp := Zpで,

EZp := {ij : j = i + 1} ∪ {ij : j = i − 1} ∪ {ij : j = i−1, i = 0, i−1}

であるグラフとする. これも連結有限グラフである.

Z2 Z3 Z5 Z7 Z11 · · ·

Gの頂点 x ∈ V の次数 deg(x)とは, xを含む辺の本数 |{xy ∈ E : y ∈ V }|である. また

deg(G)をGの頂点の次数の最大値とする. Gの部分グラフH とは, VH ⊂ VG, EH ⊂ EG

を満たすグラフのことである. 頂点集合 V の部分集合 F から誘導されるGの部分グラフ

H とは, VH = F であり, 任意の x, y ∈ VH に対して, xy ∈ Eならば xy ∈ EH を満たす部

分グラフである. Gの分割とは, Gの部分グラフの族 {Gi = (Vi, Ei)}iで, V が {Vi}iの直

和であり, 各Giが Viから誘導されるGの部分グラフであるものである.

例 1.3. グラフG0の分割 {G1, G2}.

G0

G1 G2

定義 1.4. 有限グラフGの等周定数とは,

h(G) := min
F⊂V

{ |∂F |
|F | : 1 ≤ |F | ≤ |V |

2

}
である. ここで, ∂F := {xy ∈ E : x ∈ F, y ∈ V − F}であり, F の境界という.

等周定数は, Gの頂点集合同士の結びつきの強さを表していると見なせる. 例えば, 全

ての頂点同士が辺で結ばれている完全グラフKnは h(Kn) = n − 1であり, 最も結びつき

の強いグラフと言える. 一方で, Knの 1頂点 xとKmの 1頂点 yを辺 xyで繋いだグラフ

をH とすると, h(H) = 1/ min{n,m}である. これは, H の部分グラフとしてKnとKm

の結びつきが弱いためと言えるであろう. 上の例 1.3では, G1とG2の間の結びつきが弱

いように見えるが, 実際に確かめてみると h(G) = |∂G1|/|VG1 | = 2/3である.
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2 グラフ上の離散ラプラシアン

定義 2.1. V = {x1, x2, . . . , x|V |}と表す. グラフG上の隣接行列Aとは,

Aij :=

⎧⎨⎩1 xixj ∈ Eのとき

0 それ以外
i, j = 1, 2, . . . , |V |

で定義される行列である. 行列Dを

Dij :=

⎧⎨⎩deg(xi) i = jのとき

0 それ以外
i, j = 1, 2, . . . , |V |

とする. グラフG上の離散ラプラシアンΔGとは,

ΔG := D − A

で定義される行列である.

ΔGは実対称行列であるので, その固有値は実数である. そこでΔGの固有値を, その大

きさの順に

λ1(G) ≤ λ2(G) ≤ · · · ≤ λ|V |(G)

と書く. (最初を第 0固有値 λ0(G)とする習慣もある. )

R
V を V 上の実数値関数空間とし, f, g ∈ RV に対し内積を 〈f, g〉 :=

∑
x∈V f(x)g(x)と

定義する. 同様に, REをE上の実数値関数空間とし, α, β ∈ REに対して内積を 〈α, β〉 :=∑
e∈E α(e)β(e)と定義する. それぞれの内積から定義されるノルムを ‖ ‖で表す. この

とき, RV を R|V | と同一視することで, ΔG は R
V から R

V への作用素とみなせる. 写像

d : RV → R
Eを f ∈ RV に対して, df(xy) := |f(x) − f(y)|で定義する. このとき, 任意の

f ∈ RV に対して 〈ΔGf, f〉 = 〈df, df〉であることが簡単な計算で分かるので, ΔGは半正値

である. 以下も簡単に示せる事実である.

補題 2.2. (i) λ1(G) = 0であり, その固有関数は定数関数.

(ii) Gの連結性と λ2(G) > 0は同値. より一般に, 連結でない有限グラフHの連結成分

の個数が lであることと, λl+1(H) > 0かつ λl(H) = 0であることは同値.

(iii) λ|V |(G) ≤ 2 deg(G).

次は, よく知られた事実である.
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定理 2.3 ([1], [2], cf. [3]).

λ2(G)

2
≤ h(G) ≤

√
2 deg(G)λ2(G)

この定理から, λ2(G)もグラフの頂点集合同士の結びつきの強さを表していることが示

唆される.

この後の節では, 特にGの第 l固有値 (l ≥ 3)に注目する. そのとき次の等式が有用で

ある.

λl+1(G) = sup
Ll

inf
f∈RV

{‖df‖2

‖f‖2
: f ⊥ Ll, f ≡ 0

}
= inf

Ll+1

sup
f∈RV

{‖df‖2

‖f‖2
: f ∈ Ll+1, f ≡ 0

}
. (1)

ただし, LlはRV の l次元部分空間である.

3 分割と離散ラプラシアンの固有値の関係

補題 3.1 ([7]). 連結有限グラフGの分割 {Gi = (Vi, Ei)}l
i=1に対して

λl+1(G) ≥ min
i=1,2,...,l

λ2(Gi)

が成り立つ.

証明の概略. 関数 ϕ0 ∈ RV を値 1を取る定数関数とし, ψi ∈ RV を i = 1, 2, . . . , l − 1に対

して,

ψi(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
|Vi+1| x ∈ ∪i

j=1Vj のとき

−∑i
j=1 |Vj| x ∈ Vi+1 のとき

0 その他

で定義する. 関数 ϕ0と各 ψiはそれぞれ互いに直交しているため, これらで生成される部

分空間は l次元である. この l次元部分空間を等式 (1)の左の等式の Llとして採用するこ

とで, λl+1(G)が下から評価できる.

この補題のGとして, 「l個の結びつきの強いグラフを少ない辺で繋いだグラフ」を考

えると, 証明中の l次元部分空間を等式 (1)の右の等式のLlに用いることで, λl(G)は十分

小さいことが示せる. 特に, λl(G) � λl+1(G)となることが証明できる.

一方で, 次が成り立つ.
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定理 3.2 ([7]). 或る l ∈ Nに対して

(l + 3)l+3
√

2 deg(G)λl(G) ≤ λl+1(G)

が成り立つとする. このときGの或る分割 {Gi = (Vi, Ei)}l
i=1が存在して,

(l + 3)l+3
√

2 deg(G) min
i=1,2,...,l

λ2(Gi) ≥ λl+1(G)

と

min
i=1,2,...,l

|Vi| ≥ 1√
2 deg(G)λl(G)

を満たす.

この定理は, つまり λl(G) � λl+1(G)のとき, Gが「l個の結びつきの強いグラフを少な

い辺で繋いだグラフ」であることを示唆している. よって, この定理と補題は「連結でな

い有限グラフHの連結成分の個数が lであることと, λl(H) = 0かつ λl+1(H) > 0である

ことが同値である」という事実の拡張として見ることもできる.

定理 3.2の証明の概略. 最初に, 求めたい分割 {Gi = (Vi, Ei)}l
i=1を帰納的に構成する. 以

下, 部分グラフはすべてその頂点集合から導入されるものとする.

(1) Gの部分グラフH0を

|∂H0|/|VH0 | = h(G) かつ |VH0 | ≤ |V |/2

を満たすものとし, H1を V − VH0から導入される部分グラフとする.

(2) h(H i1) ≤ h(Hj1)とする. ただし i1, j1 ∈ {0, 1}かつ i1 = j1. この時, H i1の部分グラフ

H i10として

|∂Hi1H
i10|/|VHi10| = h(H i1) and |VHi10| ≤ |VHi1 |/2

を満たすものを取り, H i11を VHi1 − VHi10から導入される部分グラフとする. ここで, ∂Hi1

は, H i1の部分グラフとしての境界である.

(3) もし h(Hj1) ≤ min{h(H i10), h(H i11)}ならば, Hj1の部分グラフHj10として

|∂Hj1H
j10|/|VHj10 | = h(Hj1) and |VHj10 | ≤ |VHj1 |/2

を満たすものを取り, Hj11を VHj1 −VHj10から導入される部分グラフとする. 一方で, もし

min{h(H i10), h(H i11)} < h(Hj)ならば, h(H i1i2) ≤ h(H i1j2)とする. ただし, i2, j2 ∈ {0, 1}
かつ i2 = j2. そして, H i1i2の部分グラフH i1i20として

|∂Hi1i2H
i1i20|/|VHi1i20 | = h(H i1i2) and |VHi1i20| ≤ |VHi1i2 |/2
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を満たすものを取り, H i1i21を VHi1i2 − VHi1i20 から導入される部分グラフとする. このよ

うな操作を, 構成された部分グラフ {Ha1a2...am}中の分割されていない部分グラフの個数
が l個になるまで繰り返す. この {Ha1a2...am}中の分割されていない部分グラフの族が, 求

めたい分割 {Gi = (Vi, Ei)}l
i=1である.

この分割が定理の不等式を満たすことを示すために, さらにもう一度, 上の操作を行い

{Ha1a2...am}中の分割されていない部分グラフの個数を l + 1個にする. そして, その部分

グラフの族を {Hi}l+1
i=1で表す. ただし, Hl+1の頂点数が {Hi}の中で最大とする. このと

き, 関数 ϕ0 ∈ RV を値 1を取る定数関数とし, ψ′
i ∈ RV を i = 1, 2, . . . , lに対して,

ψ′
i(x) :=

⎧⎨⎩|VHi
| if x ∈ V − VHi

−|V − VHi
| = |VHi

| − |V | if x ∈ VHi
.

で定義する. 関数 ϕ0と ψ′
iで生成される部分空間は l + 1次元である. この l + 1次元部

分空間を等式 (1)の右の等式の Ll+1として採用することで, mini=1,2,...,l λ2(Gi)を用いて

λl+1(G)が上から評価できる.

4 エクスパンダーの族

エクスパンダーの族は, コンピュータネットワークの理論 (cf. [6])や, 後の節で述べる距

離空間の埋め込みなどに応用のある対象である.

定義 4.1. エクスパンダーの族とは, 有限グラフの列 {Gn = (Vn, En)}∞n=1で以下を満たす

ものである:

(i) n → ∞のとき |Vn| → ∞;

(ii) 或る k > 0が存在し, 任意の n ∈ Nに対し deg(Gn) ≤ k;

(iii) 或る定数C > 0が存在し, 任意の n ∈ Nに対して h(Gn) ≥ C.

定理 2.3から, この定義の (iii)の条件は, 或る定数 C > 0が存在し, 任意のm ∈ Nに対
して λ2(Gn) ≥ Cであることと同値である.

例 4.2 (cf. §2.2 in [6]). 有限連結グラフの族 {Zp}p:primeはエクスパンダーの族である.

注意 4.3. {Kn}∞n=1は, (i)と (iii)の条件は満たすが, (ii)の条件を満たさない.

－61－



l個のエクスパンダーの族 {Gi
n}∞n=1 (i = 1, 2, . . . , l)に対して, {Gn}∞n=1を連結有限グラ

フの列で, 各 nで {Gi
n}l

i=1がGnの分割になっているものとする. この時, 補題 3.1を使う

と, 或る定数C > 0が存在して, 任意の n ∈ Nに対して λl(Gn) ≥ Cが成り立つ. 逆に, 定

理 3.2を用いると次が示せる.

系 4.4 ([7]). {Gn = (Vn, En)}∞n=1を有限グラフの列で以下を満たすものとする:

(i) n → ∞のとき |Vn| → ∞;

(ii) 或る k > 0が存在し, 任意の n ∈ Nに対し deg(Gn) ≤ k;

(iii) 或る定数C > 0が存在し, 任意の n ∈ Nに対して λl(Gn) ≥ C.

このとき, 或る l′ ≤ lと, 数列 {nm}∞m=1, 任意のmに対してGnmの分割 {H i
m}l′

i=1が存在し

て, 各 i = 1, 2, . . . , l′に対して, 列 {H i
nm

}∞m=1はエクスパンダーの族である.

注意 4.5. この結果は, 船野-塩谷 [4]による次の結果を, グラフの場合に示したものである:

第 l固有値が無限大に発散する閉重み付きリーマン多様体の列は, k個のレビ族の和であ

る. ただし, 上の系の証明は, 彼らの証明方法とは異なる.

5 一様埋め込み

連結グラフの頂点集合には, 2頂点を結ぶ辺の最小数で距離を与えることができる. こ

れをグラフの距離という. この節では, グラフの離散ラプラシアンの固有値の下からの評

価と, グラフの一様埋め込み不可能性の関係について述べる.

定義 5.1. 距離空間の列 {(Xn, dXn)}∞n=1が, 距離空間 (Y, dY )に一様埋め込みできるとは,

関数 ρ1, ρ2 : [0,∞) → [0,∞)と各 nで写像 fn : Xn → Y が存在し, 以下が成り立つこと:

(i) 任意の nと任意の x, y ∈ Xnに対し

ρ1(dXn(x, y)) ≤ dY (fn(x), fn(y)) ≤ ρ2(dXn(x, y)),

(ii) r → ∞のとき ρ1(r) → ∞.

特に, (Xn, dXn)がすべて同じ距離空間 (X, dX)のとき, (X, dX)が (Y, dY )に一様埋め込み

できると言う.
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一様埋め込みとは, 距離空間の等長埋め込みや擬等長埋め込みよりも非常に弱い埋め込

みである. しかし, 次が成り立つ.

定理 5.2 ([5]). エキスパンダーの族は, ヒルベルト空間に一様埋め込みできない.

この結果は, ヒルベルト空間に一様埋め込みできない有限生成群が存在することを示す

ために用いられている. この結果の拡張として次が示せる.

系 5.3. 系 4.4の有限グラフの列は, ヒルベルト空間に一様埋め込みできない.

注意 5.4. エキスパンダーの族が部分グラフとして入っているとしても, その部分グラフ

としての埋め込みが, 距離空間としての一様埋め込みであるとは限らないため, 上の系は

自明ではない. しかし, この系は [5]中の証明とまったく同じ証明方法で示すことができる.
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概 要

離散時間量子ウォーク (Discrete Time Quantum Walk, 以下、
DTQWと記す。)は、ランダムウォークをモチーフにして量子力
学の中で定義されたものである。その性質はランダムウォークとは
まったく異なり、弱収束定理が様々な場合において証明されている。
今回、我々はどのような離散時間量子ウォークが解け、どのような
ものが解けないかの分類指針を会えたので発表する。

1 はじめに

最もシンプルな確率過程として、１次元格子 (ℤ上)のランダムウォー
クがある。１次元上に粒子（ウォーカー）を用意し、粒子はコインの表裏
のどちらかが確率的に出ることによって、１次元格子点上を左右に動く
というシステムである。𝑡ステップ後の１次元格子上の粒子の位置を𝑋𝑡

と書くことにすると、確率変数となる。さて、コインの表（裏）の出る
確率を１ステップことに 𝑝 = 1/2（1 − 𝑝 = 1/2）とし、表（裏）が出る

∗本研究会を挙行するにあたり、世話人ならびに事務スタッフの皆さんに大変感謝致
します。また、本研究は JSPS 学振特別研究員奨励費 (No. 21008624) より援助を受け
ました。

†本レポートは北海道大学で開催される第 8回数学総合若手研究集会～数学を中心と
した広範な知識の交流～の講演要綱である。
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と１次元格子上の１サイトを左（右）に動くというシンプルなランダム
ウォークを考える。すると、中心極限定理により以下の極限分布を得る
ことができる。

𝑋𝑡

𝑡
⇒ 𝑁(0, 1). (1)

ここで、⇒は弱極限を表し、𝑁(0, 1)は平均 0,分散 1の正規分布を表す。
この分布は、

𝑓(𝑥) =
1√
2𝜋
exp

(
−𝑥2

2

)
(2)

という確率分布関数をもつ。
ランダムウォークをまとめると、「コイン投げ」および「コイン投げの

結果に応じて粒子をシフトさせる」という２つの操作に分割することが
できる。これに対して、量子力学上でランダムウォークのようなものを
対応させようと考える。量子力学の要請から、測定をしない限り確率が
導入されない。そこでランダムウォークの２つの操作をそれぞれ量子状
態に対する時間発展だと解釈することにより、ユニタリー作用素として
定義することにする。それを記述するために、まずはヒルベルト空間を
準備する。粒子とコインのそれぞれにヒルベルト空間が定義されている
と考えれば良いので、

ℋ := 𝑙2(ℤ)⊗ ℂ2 (3)

とする。また、今後のためにサイト (𝑛 ∈ ℤ)ごとにおける量子状態を[
𝜓(𝑛, 𝐿)

𝜓(𝑛,𝑅)

]
∈ ℋ (4)

と書くこととする。次に、「コイン投げ」に対応した「量子コイン投げ」
を定義する。量子コイン投げは、コインのほうのヒルベルト空間にのみ
作用するように定義しなければならないので、ヒルベルト空間上の線形
作用素の空間をℒ(ℋ)と書くこととすると、

𝐶 := 𝐼 ⊗ 𝐶 ∈ ℒ(ℋ) (5)

とし、𝐼は恒等作用素とし、

𝐶 =

(
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)
∈ 𝑈(2) (6)
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とする。また、シフトを表現するユニタリー作用素を𝑊 と書くこととす
るとコインの表と裏にはシフトの際には作用はしないので、

𝑊 =
∑
𝑛∈ℤ

[
𝜓(𝑛− 1, 𝐿)𝜓†(𝑛, 𝐿) + 𝜓(𝑛+ 1, 𝑅)𝜓†(𝑛,𝑅)

]
∈ ℒ(ℋ) (7)

となる。これら２つのユニタリー作用素をあわせたユニタリー作用素𝑈 :=

𝑊𝐶をもって、1ステップのDTQWと定義する。また、初期の量子状態を

𝜑0 :=

[
𝑞𝐿
𝑞𝑅

]
(8)

とすると、𝑡ステップ後のサイト 𝑛での量子状態は[
𝜓𝑡(𝑛, 𝐿)

𝜓𝑡(𝑛,𝑅)

]
= (𝑃𝑛 ⊗ 𝐼)𝑈 𝑡𝜑0 (9)

とする。ここで、𝑃𝑛 := (𝜓(𝑛, 𝐿)𝜓
†(𝑛, 𝐿)+𝜓(𝑛,𝑅)𝜓†(𝑛,𝑅))/∣∣𝜓(𝑛, 𝐿)𝜓†(𝑛, 𝐿)+

𝜓(𝑛,𝑅)𝜓†(𝑛,𝑅)∣∣はサイト 𝑛への射影作用素とする。そして、𝑡ステップ
後のサイト 𝑛の確率分布は

Pr[𝑋𝑡 = 𝑛] := ∣𝜓𝑡(𝑛, 𝐿)∣2 + ∣𝜓𝑡(𝑛,𝑅)∣2 (10)

と表すことにする。この際、𝑡ステップ後に測定を加えているためにDTQW
のウォーカーの位置に関しては確率変数となる。しかし、次の事実があ
るということを述べておく。

Remark 1. 𝐸𝑡 := {𝑋𝑡 : 𝑡 ∈ 𝒩0}は確率過程として定義されていない。

今まで、DTQWの定義およびその確率過程としての理解は量子確率論
における確率過程として捉えられてきた歴史がある。そこで、確率過程
として捉えられていないDTQWを基にして、古典的確率過程を導くとい
うことを著者を含めたグループで行ってきた [1, 2]。しかし、最近、ラン
ダムウォークを軸にして古典から量子への対応関係を導こうとする考え
方 [3]もあるが、いまだにどのアプローチも本質的解決までには至ってい
ない。

2 DTQWの弱極限定理

ランダムウォークと同様にして、DTQWにも弱極限定理が存在する。
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Theorem 1 (Konno [4, 5]). 上記で定義した量子ウォークに関して、𝑎𝑏𝑐𝑑 ∕=
0であれば、以下の弱極限が存在する。

𝑋𝑡

𝑡
⇒ 𝐾(∣𝑎∣). (11)

ここで、𝐾(𝑟) は分散 𝑟の分布を示している。𝐾(𝑟)という分布はパラメー
タ 𝑟 ∈ (0, 1)をもった確率分布関数 𝑓(𝑥; 𝑟):

𝑓(𝑥; 𝑟) =

√
1− 𝑟2 1(−𝑟,𝑟)(𝑥)

𝜋(1− 𝑥2)
√
𝑟2 − 𝑥2

{
1−

(
∣𝑞𝐿∣2 − ∣𝑞𝑅∣2 +

𝑎𝑞𝐿𝑏𝑞𝑅 + 𝑎𝑞𝐿𝑏𝑞𝑅
∣𝑎∣2

)
𝑥

}
,

(12)

を持っている。ここで、1(−𝑟,𝑟)(𝑥)は定義関数である。

Remark 2. この極限分布は逆正弦則とは本質的に異なっている。

本定理から、ランダムウォークと違い、ステップ数の 2次で収束スピー
ドが速くなるために、これを利用して量子計算アルゴリズムを発展させ
ようという研究もある [6]。また、ランダムウォークと比較すると極限分
布の形が偉く異なりRecurrence構造も大きくことなるということが知ら
れている。以下で与える証明は、文献 [4, 5]で用いられた組み合わせ論的
証明でなく、 離散フーリエ変換を用いた証明方法を紹介する [7]。

Proof. 最初にフーリエ変換をして、基底を変えることとする。そこで、サ
イト 𝑛でコイン状態が 𝜉 ∈ {𝐿,𝑅}に対して、𝜓(𝑛, 𝜉)は以下のように変換
される。

𝜓(𝑘, 𝜉) =
∑
𝑛∈ℤ

𝑒−𝑖𝑘𝑛𝜓(𝑛, 𝜉). (13)

そして、このフーリエ変換した後の空間上での 1ステップ時間発展は

Ψ̂(𝑘)𝑡 :=
∑
𝑛∈ℤ

𝑒−𝑖𝑘𝑛𝑈 𝑡𝜑0

= 𝑒𝑖𝑘

[
𝑎 𝑏

0 0

]∑
𝑛∈ℤ

𝑒−𝑖𝑘(𝑛+1)𝑃𝑛+1𝑈
𝑡−1𝜑0

+ 𝑒−𝑖𝑘

[
0 0

𝑐 𝑑

]∑
𝑛∈ℤ

𝑒−𝑖𝑘(𝑛−1)𝑃𝑛−1𝑈
𝑡−1𝜑0

=

[
𝑒𝑖𝑘 0

0 𝑒−𝑖𝑘

]
𝑈Ψ̂(𝑘)𝑡−1 (14)
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と表され、初期状態に関しては

Ψ̂(𝑘)0 = 𝑞𝐿𝜓(𝑘, 𝐿) + 𝑞𝑅𝜓(𝑘,𝑅) (15)

となる。組み合わせると、

Ψ̂(𝑘)𝑡 = 𝑈(𝑘)𝑡Ψ̂(𝑘)0 (16)

を得る。ここで、

𝑈(𝑘) :=

[
𝑒𝑖𝑘 0

0 𝑒−𝑖𝑘

]
𝑈. (17)

と定義する。確率分布に関しては、

Pr[𝑋𝑡 = 𝑛] =

∫ 𝜋

−𝜋

𝑑𝑘′

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋

𝑑𝑘

2𝜋
𝑒𝑖(𝑘−𝑘′)𝑛Ψ̂†(𝑘′)0𝑈 †(𝑘′)𝑡𝑈(𝑘)𝑡Ψ̂(𝑘)0 (18)

となる。そこで、確率変数𝑋𝑡に対する 𝑗次モーメントは以下のように与
えられる。

Ex[(𝑋𝑡)
𝑗] :=

∑
𝑛∈ℤ

𝑛𝑗 Pr[𝑋𝑡 = 𝑛]

=
∑
𝑛∈ℤ

∫ 𝜋

−𝜋

𝑑𝑘′

2𝜋
𝑒−𝑖𝑘′𝑛Ψ̂†(𝑘′)𝑡

∫ 𝜋

−𝜋

𝑑𝑘

2𝜋

{(
−𝑖

𝑑

𝑑𝑘

)𝑗

𝑒𝑖𝑘
′𝑛

}
Ψ̂(𝑘)𝑡

=

∫ 𝜋

−𝜋

𝑑𝑘

2𝜋
Ψ̂†(𝑘′)𝑡

(
𝑖
𝑑

𝑑𝑘

)𝑗

Ψ̂(𝑘)𝑡. (19)

𝑈(𝑘)の固有値を 𝜆𝜉(𝑘)とし、固有ベクトルを 𝑣𝜉(𝑘) (𝜉 ∈ {1, 2})とする。
すると、(

𝑖
𝑑

𝑑𝑘

)𝑗

∣Ψ̂(𝑘)𝑡⟩ =
∑

𝜉∈{1,2}
𝑡(𝑡− 1) ⋅ ⋅ ⋅ (𝑡− 𝑗 + 1)×

× 𝜆𝜉(𝑘)
𝑡−𝑗𝑣†𝜉(𝑘)Ψ̂(𝑘)0𝑣𝜉(𝑘) +𝑂(𝑡𝑗−1). (20)

式 (19)は

Ex[(𝑋𝑡)
𝑗] =

∫ 𝜋

−𝜋

∑
𝜉∈{1,2}

𝑡(𝑡− 1) ⋅ ⋅ ⋅ (𝑡− 𝑗 + 1)𝜆𝜉(𝑘)
−𝑗

(
𝑖
𝑑

𝑑𝑘
𝜆𝜉(𝑘)

)𝑗

×

× 𝑣†𝜉(𝑘)Ψ̂(𝑘)0Ψ̂
†(𝑘)0𝑣𝜉(𝑘) +𝑂(𝑡−1)

=

∫ 𝜋

−𝜋

∑
𝜉∈{1,2}

𝑡(𝑡− 1) ⋅ ⋅ ⋅ (𝑡− 𝑗 + 1)

(
𝑖 𝑑
𝑑𝑘
𝜆𝜉(𝑘)

𝜆𝜉(𝑘)

)𝑗

×

× ∣𝑣†𝜉(𝑘)Ψ̂(𝑘)0∣2
𝑑𝑘

2𝜋
+𝑂(𝑡−1) (21)

－68－



となる。すると、𝑡 → ∞という極限で

Ex

[(
𝑋𝑡

𝑡

)𝑗
]
→
∫ 𝜋

−𝜋

∑
𝜉∈{1,2}

(
𝑖 𝑑
𝑑𝑘
𝜆𝜉(𝑘)

𝜆𝜉(𝑘)

)𝑗

∣𝑣†𝜉(𝑘)Ψ̂(𝑘)0∣2
𝑑𝑘

2𝜋
(22)

となる。なので、モーメント母関数は、

Ex
[
𝑒(𝑖𝜏𝑋𝑡)/𝑡

]
→

∑
𝜉∈{1,2}

∫ 𝜋

−𝜋

exp

(
𝑖𝜏
𝑖 𝑑
𝑑𝑘
𝜆𝜉(𝑘)

𝜆𝜉(𝑘)

)
×

× ∣𝑣†𝜉(𝑘)Ψ̂(𝑘)0∣2
𝑑𝑘

2𝜋
as 𝑡 → ∞ (23)

ここで、𝜏 ∈ ℝは任意定数である。そこで、
𝑖 𝑑
𝑑𝑘

𝜆𝜉(𝑘)

𝜆𝜉(𝑘)
の部分を計算すると

𝑖 𝑑
𝑑𝑘
𝜆𝜉(𝑘)

𝜆𝜉(𝑘)
= ± ∣𝑎∣ cos

(
𝑘 − 𝜃

2

)√
∣𝑎∣2 cos2

(
𝑘 − 𝜃

2

)
− (1− ∣𝑎∣2)𝑒𝑖2𝑘

=: ±𝑥, (24)

ここで ∣𝑎𝑑− 𝑏𝑐∣ = 1というユニタリー条件から 𝑒𝑖𝜃 := 𝑎𝑑− 𝑏𝑐と置いた。
式 (23)および ∣⟨𝑣1(𝑘)∣Ψ̂(𝑘)0⟩∣2 + ∣⟨𝑣2(𝑘)∣Ψ̂(𝑘)0⟩∣2 = 1から次を得る。

Pr[𝑋𝑡 ≤ 𝑥] =

∫ 𝑘(𝑥)

−𝑘(𝑥)

∣𝑣†1(𝑘)Ψ̂(𝑘)0∣2
𝑑𝑘

2𝜋

+

(∫ −𝜋+𝑘(𝑥)

−𝜋

+

∫ 𝜋

𝜋−𝑘(𝑥)

)
∣𝑣†2(𝑘)Ψ̂(𝑘)0∣2

𝑑𝑘

2𝜋
(25)

それゆえ、確率分布関数は

𝑓(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
Pr[𝑋𝑡 ≤ 𝑥]

=
1

2𝜋

(
∣𝑣†1(𝑘)Ψ̂(𝑘)0∣2 + ∣𝑣†1(−𝑘)Ψ̂(−𝑘)0∣2

+∣𝑣†2(−𝜋 + 𝑘)Ψ̂(−𝜋 + 𝑘)0∣2 + ∣𝑣†2(𝜋 − 𝑘)Ψ̂(𝜋 − 𝑘)0∣2
) 𝑑𝑘(𝑥)

𝑑𝑥

=

√
1− ∣𝑎∣2 1(−∣𝑎∣,∣𝑎∣)(𝑥)

𝜋(1− 𝑥2)
√

∣𝑎∣2 − 𝑥2
× (26)

×
{
1−

(
∣𝑞𝐿∣2 − ∣𝑞𝑅∣2 +

𝑎𝑞𝐿𝑏𝑞𝑅 + 𝑎𝑞𝐿𝑏𝑞𝑅
∣𝑎∣2

)
𝑥

}
. (27)

これにより、所望の結果を得た。

本証明以外にも、物理的な理解を利用する証明方法も存在する [8]。
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3 DTQWと固有値の関係

これまで、サイトに依存しないコインを使ってきたが、この節ではサ
イトに依存するコインを用いて 1ステップのDTQWを記述する作用素の
固有値に関する関係を見ていくことにする。

𝐶 =
∑
𝑛

[
𝑃𝑛 ⊗

(
cos(2𝜋𝛼𝑛) − sin(2𝜋𝛼𝑛)
sin(2𝜋𝛼𝑛) cos(2𝜋𝛼𝑛)

)]
(28)

とコイン作用素を定義し直し、これによるDTQWを inhomogeneous QW
と呼び、以下ではこのダイナミクスを考える。すると、図 1のような確
率分布を得ることができる。 すると、以下の定理を得る。

図 1: Probability distribution in the inhomogeneous QW at the 1500th

steps. Here, we take the inverse period 𝛼 = 𝜋, which is an irrational

number. Note that, the probability outside the plot range is zero within

the numerical accuracy.

Theorem 2 (Shikano and Katsura [9]). For any irrational 𝛼 ∈ ℝ/ℚ, the

limit distribution of the inhomogeneous QW divided by any power of the

time variable is localized at the origin:

𝑋𝑡

𝑡𝜃
⇒ 𝐼 (𝑡 → ∞), (29)

where 𝑋𝑡 is the random variable for the position at the step 𝑡, 𝜃 (> 0) is

an arbitrary parameter. Here, the limit distribution 𝐼 has the probability
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図 2: Recurrence property in the inhomogeneous QW by the 1500th steps.

The recurrence is dynamics of the probability distribution at the origin.

The parameters are same to Fig. 1.

density function 𝑓(𝑥) = 𝛿(𝑥) (𝑥 ∈ ℝ), which is the Dirac delta function.

It is noted that the limit distribution 𝐼 is independent of the parameter 𝜃.

この証明の本質はDTQWが有限系になる𝛼を見つけ、その有理数𝛼を
用いてDirechretの近似定理の拡張を用いて無理数の場合を証明する。
つまり、DTQWの局在化に関しては𝛼を変えてもロバストに働くとい
う性質をみるために、この 1ステップの作用素 𝑈 と固有値との関係を数
値的にみると図 3を得る。これらの関係は局在化および非局在化に対し
てスペクトル解析の見地から次のような定理が成り立つと考えられる。

Conjecture 1. The distribution of the DTQW is not localized if the

quantum walk operator 𝑊𝐶 only has continuous spectra and does not

have embedded eigenvalues.

これらのことを総合すると、無限系になる際は、ある特別な 𝛼に対し
て存在しそうであり、この極限分布はいまだに証明されていない。また、
有限系に関しては可積分系との対応関係を示すことができると予想され、
これらをもとに分類定理を与えることが出来る。
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図 3: The self-similar and fractal structure in the inhomogeneous QW.

Arguments of the eigenvalues of 𝐶𝑊 (vertical axis) are plotted as a func-

tion of the parameter 𝛼 = 𝑃
4𝑄
(horizontal axis) with 𝑄 ≤ 50. Note that,

𝑃 and 𝑄 must be relatively prime.

4 結びに

本稿では、DTQWとは何か?という定義の部分から始め、何故、可積分
系との関係を示すに至ったかという道筋を基本的な性質を証明しながら
書いてきた。可積分系との対応関係は今、研究が進行中であり、MCYR8
までになるべく多くの対応関係を見つけることとしたい。
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カラテオドリー測度双曲多様体上の
標準束及び余接束の正値性 1

菊田　伸 2（東北大学大学院 理学研究科 数学専攻 D3）

1. 導入
本講演では, コンパクトな複素多様体上の Carathéodory測度双曲性と標準束及び余接束の代

数幾何的な正値性の間の数値的な関係を考察する. この二つの性質を繋げるための方法として,

Carathéodory測度双曲性を反映して自然に定義される内在的な特異計量に注目し, その曲率を多

重ポテンシャル論的な意味で捉え, 計算したことが本研究の特徴の一つである.

複素函数論の Schwarzの補題は「単位円盤間の正則写像は Poincaré体積形式に関する測度を

減少する」と測度減少原理として幾何学的に解釈出来る. 測度双曲性なる概念は, 測度減少原理の

要請の下, Poincaré体積形式を n次元複素多様体X に一般化する際に現れる概念である. 例えば

定義 1.1. X のCarathéodory擬体積形式 vCX は次で定義される内在的擬体積形式である：

vCX := sup{g∗v1 ; gはX から Bn への正則写像 }.
この vCXは正則写像に関する測度減少原理を満たすことが分かる. また特異なXに対しては,類似の

形でCarathéodory測度μC
Xとして定義される. そしてμC

Xが非自明なときに, XはCarathéodory

測度双曲的であるという. ここで v1 は n次元複素単位球 Bn 上の Poincaré体積形式である.

この概念は正則写像や有理型写像の研究に大きな応用を与えているが, 一方でこの様な測度双

曲性を持つコンパクトな多様体X もしくは測度の性質自体も興味深い問題の一つである. 実は定

義からその性質は, 微分幾何学的には Ricci 曲率が負である, 代数幾何学的には標準束KX が豊富

という正値性を持つ多様体の性質に近いことが期待されている. そして実際に, その期待を裏づけ

る結果として, 「一般型の複素射影代数多様体は小林測度双曲的である」という小林-落合の定理

がある ([7]). 一般型という条件は, 標準束が正値性の一つである巨大という条件を満たすことで

定義される. また小林測度双曲性とは, Carathéodory擬体積形式の双対として定義される小林擬

体積形式に関する測度双曲性である. そしてこの逆がいわゆる小林予想である.

小林予想. ([7]) 小林測度双曲的な射影代数多様体は一般型か？

この予想は 2次元以下の場合を除いてまだ解決されていない. この問題の意義は, 測度双曲多様

体に代数多様体の中での位置付けを与えるということである. しかしアプリオリには, 小林測度双

曲性という Bnからの正則写像の性質が, 多重標準束の大域切断の存在を導くことが見えない. そ

こがこの問題が未解決な理由の一つである. その意味でも, 次の辻元氏による予想が重要である：

辻予想. 標準束が豊富である多様体上で, 小林擬体積形式の曲率カレントは半正であるか？

これらの予想が本研究の一つの動機づけになった. つまり, コンパクトな複素多様体Xで普遍被

覆 X̃がCarathéodory測度双曲的な場合にこの問題を考察した. ここで, コンパクトな多様体には

Carathéodory測度双曲性はないので, 被覆上のCarathéodory測度双曲性を考えている. 実はこの

Carathéodory測度双曲性は多様体に非常に強い制約を与え, 例えば上の辻予想は Carathéodory

擬体積形式に対しては標準束に関する仮定無しで成り立つ. よって, その Carathéodory測度双曲

性という最も強い双曲性ゆえの, より強い結論が導けることが期待できるはずであると予想した.

具体的に云えば, 次の問題が自然に浮かび上がる：
1第８回数学総合若手研究集会, 北海道大学, 2012 年 2 月 27 日–3 月 1 日
2e-mail:sa6m15@math.tohoku.ac.jp
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問題. Carathéodory測度双曲性を測る量と標準束及び余接束の正値性を測る量が比較できるか?

そしてその比較はCarathéodory測度双曲性の標準束及び余接束の正値性への影響を明確にするか？

これが本講演の主問題であり, いくつかの結果を得ることができたので報告する.

2. 結果

2.1. 標準束の巨大性との比較

コンパクトなX 上の標準束KX が巨大であることの数値的な特徴付けは, 次の標準束に対する

体積 vol(KX)が正であることである：

vol(KX) := limm→∞
h0(X,O(mKX))

mn/n!

つまりこの量が KX の巨大という正値性を測っていると考えられる. そこで次の Carathéodory

測度双曲性との比較を得ることができた：

定理 2.1. ([6]) X をコンパクト正規複素解析空間, X̃ をX の普遍被覆とするとき

vol(KX) ≥ (n+ 1)nn!

(4π)n
μC
X̃
(X)

となる. 特に X̃がCarathéodory測度双曲多様体ならば, KX は巨大, すなわちXは一般型である.

Carathéodory擬体積形式の逆 (vCX)−1は, KX 上の特異 Hermite計量と考えられることに注意

する. この定理の証明において, その計量の最も重要な性質は, その曲率カレント
√−1∂∂ log vCX

が半正値であることである. その性質を用いてまず次が示せる：

定理 2.2. ([6]) Carathéodory擬体積形式 vCX の曲率は −1以下である：

KvC
X
:= − 2n

(n+ 1)nn!

(
√−1∂∂ log vCX)nac

vCX
≤ −1, i.e.,

(
1

2π

√−1∂∂ log vCX

)n

ac

≥ (n+ 1)nn!

(4π)n
vCX

ただし, acは Lebesgue測度に関しての Lebesgue分解の絶対連続部分である.

そしてこの曲率の不等式を Boucksom-Popoviciによる体積 vol(KX)の曲率カレント積分によ

る表示 ([1], [10])に代入することで結論が得られる.

また Bergman核も標準束の正値性を解析的に研究する対象として重要である. 故に Bergman

核と Carathéodory擬体積形式を比較することは, 我々の問題意識からしても興味深い問題であ

る. これに関しては, 次の結果を得た：

定理 2.3. ([6])滑らかな compact商を持つCarathéodory測度双曲多様体Xに対して,X\Zero(vCX)

において Bergman核形式と計量は正である.

証明は B.-Y. Chenによる方法 ([3])を適用する. つまり, 条件を満たす L2正則 n形式の存在を示

すために, 標準的な ∂ 作用素の L2 評価式を, 有界な強多重劣調和関数をウェイトとして用いる.

この定理から次に考えるべき問題の１つは, Carathéodory擬体積形式と Bergman核形式の間

の明確な不等式を見つけることである. 実際, 計量の場合にはこれに対応した結果がある ([7]).

2.2. 部分多様体に沿った標準束の正値性との比較

コンパクトなX 内の d次元解析的部分集合 ι : Z ↪→ X に沿った標準束KX の正値性を測る代

数幾何的な量の一つは, 制限型体積 volX|Z(KX)である. それは体積の定義で, アンビエントな多

様体上に拡張できる部分多様体上の大域切断だけ考えたものである：

volX|Z(KX) := limm→∞
dim Im[ι∗ : H0(X,O(mKX)) → H0(Z,O(mKX |Z))]

md/d!
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一方で,我々はこの概念に対応するCarathéodory擬体積形式の制限型vCX|Z(制限型Carathéodory

擬体積形式と呼ぶ)を導入した (本質的には D. A. Eisenmanによって定義されていた ([4])).

定義 2.1. 滑らかなZに対しては, Zへの制限型Carathéodory擬体積形式 vCX|Z は次で定義する：

vCX|Z := sup

{
(f |Z)∗

(
2d

d!(n+ 1)d
(
√−1∂∂ log v1)

d

)
; f はX から Bn への正則写像

}
.

一般の Z に対してはこの類似の形で測度 μC
X|Z として定義し, 制限型 Carathéodory測度と呼ぶ.

定理 2.1に倣って, 私はこれらの概念の間に明確な不等式があるのではないかと予想した：

予想. nと dのみに依る正定数 Cn,d が存在して volX|Z(KX) ≥ Cn,d μ
C
X̃|Z̃(Z)が全ての既約かつ

閉な Z に対して成り立つか？ただし X̃ はX の普遍被覆, Z̃ は X̃ への Z の引戻しである.

実はこの予想は, 全ての Z に対して成り立つように Cn,d を取ることはできない:

命題 2.1. 上の予想で Z には, Z �⊂ Zero(vC
X̃
)という条件が必要である.

しかし Z �⊂ Zero(vC
X̃
)の条件を付けた予想が正しいかどうかは今のところ確認できていない. 今

のところの我々のこの予想に関した結果は, 以下で述べる予想の弱い形である

上で導入したD. A. Eisenmanによる制限型 Carathéodory擬体積形式の代わりに, 我々は次の

第 2の制限型Carathéodory擬体積形式 vCX|Z を考える. それはオリジナルの制限型Carathéodory

擬体積形式の定義で, 全ての正則写像の上限ではなく, Carathéodory臨界写像だけを考えたもの

である：x ∈ Zreg に対して

(vCX|Z)x := sup
gx

{
(gx|Z)∗

(
2d

d!(n+ 1)d
(
√−1∂∂ log v1)

d

)
x

}
.

ここで gx : X → BnはxにおけるCarathéodory臨界写像,すなわち (g∗xv1)x = (vCX)xと gx(x) = o

を満たす正則写像である.

我々の結果は, この代用品に変えると上の予想は成り立つというものである：

定理 2.4. X をコンパクトとし, また Z はX の既約閉解析的部分集合とする. また X̃ はX の普

遍被覆, Z̃ は X̃ への Z の引戻しとする. 更に Z̃ �⊂ Zero(vC
X̃
)が成り立つと仮定する. このとき次

が従う：

volX|Z(KX) ≥ d!(n+ 1)d

(4π)d

∫
Zreg

vC
X̃|Z̃ .

これは実際に予想よりは弱い形であるが, 定理 2.1の拡張にはなっている. またこの定理の定数

のままでは D. A. Eisenmanの制限型 Carathéodory体積に取り替えると成り立たない.

定理の証明については, 定理 2.1のときと流れは同じである. まず Boucksom-Popoviciの公式

の久本 ([5])と松村 ([9])による制限型版を適用するために, その定理の Z と曲率カレントに対す

る仮定が今の状況で成り立つことを確認する. その際に次が必要である.

補題 2.1. KX の non-ample locus B+(KX)に対して次が成り立つ：

B+(KX) ⊂ Zero(vC
X̃
).

その後に定理 2.1の時の曲率の不等式に対応する次の不等式を示す. ただし, 久本-松村の定理を

使うために, acを使った wedge積ではなく non-pluripolar Monge-Ampère積 〈 · 〉(cf. Boucksom-

Eyssidieux-Guedj-Zeriahi [2])という積を用いた形で示す必要がある：
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補題 2.2. 〈(
1

2π

√−1∂∂ log vC
X̃
|Z̃reg

)d
〉

≥ d!(n+ 1)d

(4π)d
vC
X̃|Z̃

定理 2.4を用いると, 強 Carathéodory測度双曲性と標準束 KX の豊富性を数値的に比較でき

る. その前に次のことに注意する：

定理 2.5. ([6]) X が Carathéodory測度双曲的ならば, 特異 Hermite計量 (vCX)−1 の曲率カレン

ト
√−1∂∂ log vCX は Zero(vCX)の外で狭義正値である. 特にX がコンパクトでその普遍被覆 X̃ が

強 Carathéodory測度双曲的, 即ち vC
X̃

> 0ならば, X はKX が豊富な射影代数多様体である.

これはH. Wu [11]によっても証明なしで述べられている. またこの定理の後半は, 特異Hermite

計量 (vCX)−1の正則化を用いて示しており, 強 Carathéodory測度双曲性と標準束KX の豊富性の

数値的な関係を与えていない. 次の結果はこの定理の数値的版であり, 定理 2.4から直ちに従う：

系 2.1. X をコンパクトとし, また Z はX の d次元既約閉解析的部分集合 (d > 0)とする. X の

普遍被覆 X̃ が強 Carathéodory測度双曲的であると仮定する. このとき次が成り立つ：

(Kd
X · Z) ≥ d!(n+ 1)d

(4π)d

∫
Zreg

vC
X̃|Z̃reg

.

KX が豊富であることの数値的な判定方法は Nakai-Moishezon-Kleimanによって, d > 0なる

任意の Z との交点数 (Kd
X · Z)が正であることと知られている. 従って, この系は Carathéodory

測度双曲性を測る量がKX が豊富であることを測る量で下から評価できることを示している.

3. 更なる問題　ー余接束の正値性ー
ここまでは標準束についてのみ考察してきたが, 同じような数値的な比較が, 余接束 T ∗X, 更に

一般に d次外積束 Ωd
X =

∧d
T ∗X の正値性に対しても可能かどうかという問題は自然である. こ

の場合は Ωd
X 上には Carathéodory測度双曲性を反映した複素 Finsler計量が自然に入る. この計

量を用いることで, H. Kratz([8])はコンパクトなX 上の普遍被覆 X̃ が強Carathéodory測度双曲

的ならば, 余接束 T ∗X がネフであることを示した. しかし, その証明は数値的な比較をしていな

い. そこで, 我々は Kratzの主張のある数値的版を D. A. Eisenmanによる制限型 Carathéodory

擬体積形式の曲率が −1以下であることに帰着することで示せた.

今後も更に, T ∗X の様々な正値性と Carathéodory測度双曲性の間の数値的な比較ができるか

どうかを考察していきたい.
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多様体上の折り目写像

北澤　直樹
東京工業大学理工学研究科数学専攻

多様体をその上の良い関数 ( Morse 関数 ) を用いて調べるのが Morse 理論で
ある. ( [4], [6] 等が良い教科書. ) 値域を実数ではなく一般の Rn や ( 境界なし )
C∞ 多様体 ( 但し定義域より次元は高くない ) にすることを考えるのは自然であ
る. 実際一般型の研究は Whitney や Thom による研究 ( [12], [11] ) に始まり今
に至るまで活発になされている. 一般型においても良い写像が鍵となる ; 中でも,
折り目写像と呼ばれる, Morse 関数の特異点の最も自然な一般化であるような特
異点のみ特異点としてもつ写像が鍵である. 本稿では折り目写像について著者の
研究含め紹介する. 以下 m,n ∈ N で, M を m 次元 C∞ 閉多様体, f : M → Rn

を C∞ 級写像, S(f) を f の特異点集合とする.

1 多様体上の Morse 関数, 折り目写像と可微分写像
の Reeb space

まず Morse 関数と折り目写像を導入する.

1.1 Morse関数

Definition 1. M 上の C∞ 関数 f : M → R がMorse 関数. ⇔ f の各特異点
が非退化.

Proposition 1 (Morse’s lemma). p ∈ S(f) が非退化とする. このときある p を
中心とする局所座標 (U, φ) ( φ = (x1, · · · , xm) ) と局所座標の取り方によらない
i があって
f |U ◦φ−1(x1, · · · , xm) =

∑k=m−i
k=1 xk

2 −∑m
k=m−i+1 xk

2 + f(p)
とできる. ( i を p の指数と呼ぶ. )
さらに Morse 関数の特異点集合は離散集合.

Definition 2. M 上の C∞ 関数 f : M → R が良い Morse 関数. ⇔ f の各特
異点が非退化で各特異点で値が異なる.

以下は有名な定理である. ( Whitney 位相やこの定理については例えば [4]を
参照のこと. )

Proposition 2. 良いMorse関数は ( Whitney位相を入れた写像空間 C∞(M,R)
に関し ) 稠密に存在する.
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1.2 折り目写像

Definition 3. m ≥ n ≥ 1 とする.

1. p ∈ S(f) が折り目特異点. ⇔ ある p を中心とする局所座標 (U, φ) ( φ =
(x1, · · · , xm) )とある f(p)を中心とする局所座標 (V, ψ) ( ψ = (y1, · · · , yn)
) があって
(y1, · · · , yn−1, yn) := (x1, · · · , xn−1,

∑m−n−i
k=0 xn+k

2−∑m−n
k=m−n−i+1 xn+k

2)
とできる.

2. f : M → Rn が折り目写像. ⇔ f の各特異点が折り目特異点.　

Proposition 3. m ≥ n ≥ 1 , f : Mm → Rn を C∞ 写像とする.

1. p ∈ M を f の折り目特異点とする. このとき前の Definition 3で min{i,m−
n+ 1 − i} は一意に定まる. ( これを p の指数と呼ぶ. )

2. f : M → Rn を折り目写像とする. このとき S(f) そして指数 i の特異点全
体の集合 Fi(f) は M の n−1 次元 C∞ 部分多様体である. さらに f |Fi(f)

は C∞ はめ込み.

Definition 4. 折り目写像 f : M → Rn で f |S(f) が正規交叉をもつ C∞ はめ
込みであるとき f は良い折り目写像であるという.

良い Morse 関数は良い折り目写像である. ( 良い ) Morse 関数は C∞(M,R)
において稠密に存在するのに対し, ( 良い ) 折り目写像はそうとは限らないし存
在しないケースもある. 例えば値域 R2 の場合, 定義域の多様体の Euler 数が
偶数であることが, 存在の必要十分条件であることが知られている ( [11]他 ) .
Eliashberg ( [2], [3] )に始まる, 一般の次元対での折り目写像の存在問題は, 折り
目写像に関する重要問題の一つである.
良い折り目写像は, 安定写像と呼ばれるものの特別なものである. 安定写像は

Mather 等により系統的に研究されており, 大域的特異点論において重要な概念で
ある. 詳しくは [4] 等参照のこと.

1.3 Reeb space

( 良い ) 折り目写像, 安定写像の研究において重要な, Reeb space を導入する.

Definition 5. m ≥ n ≥ 1 , f : M → Rn で M 上の同値関係を以下のように定
義する.

p1 ∼f p2 ⇔ p1 と p2 は同じ点における f の逆像の同じ連結成分にある.

Wf := M/∼f
を f のReeb spaceという. ( 商写像 qf : M → Wf とする. )

次が良く知られている.

Proposition 4. f が良い折り目写像の時 Reeb space は多面体.

Remark 1. 一般に安定写像, さらにより広いクラスでも, 同様のことが成立する
ことが知られている. ( 例えば [5] に平面への安定写像の場合の証明がある. 一応
触れておくと良い Morse 関数の場合は明らか. )
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2 良い性質をもった折り目写像の研究

次の ( 特に 1990 年代以降の ) 流れに着目する.

• special generic 写像 → ( 折り目写像で各特異点の指数が 0 であるもの. [1]
で導入された. その後 [7] 等を経て 1990 年代に [8], [9] 等多くのことが分
かった. )

• Reeb space や値域の各点の逆像が単純な, ( 平面への ) 安定写像 ( [5] )

• ( 主に平面への ) 正則値の逆像が球面の非交和である安定写像 ( [10] )

著者はこれらを「良い折り目写像と定義域多様体の性質に関する研究」であると
考え, 先行研究をもとに適当にクラスを定め, 各クラスについて研究している. こ
こでは, 著者が行っている,「特異値の形状配置に条件を付けた写像と多様体の関
係」に関する研究を紹介する. 以下著者が導入した円周型折り目写像を定義する.

Definition 6 (円周型折り目写像). f : M → Rn ; S(f) が標準的球面の非交和,
f |S(f) が C∞ 埋め込みであるような折り目写像
{C} � {O} � {Ia}a∈F ( F は有限集合 ) ; Rn − f(S(f)) の連結成分全体の集合で
C ∼= Dn , O ∼= Sn−1 × [0,+∞) , Ia ∼= Sn−1 × [0, 1] をみたす
とするとき f は円周型折り目写像であるという.

Example 1. ある「ホモトピー球面上の special generic 写像」. ( 例えば平面
への special generic 円周型折り目写像が [8] に登場している. ) その他 special
generic でないが円周型折り目写像の定義を満たすものやその Reeb space も [5]
や [10] 等に具体例として登場している.

この Example の例もいくつか含むクラスを定め考察し, 分かったことを以下定理
として紹介する.

Theorem 1. n ≥ 2 , m ≥ 2n で M ; 単連結
f : M → Rn ; 特異点の指数が 0 , 1 で f(M) ∼= Dn である円周型折り目写像
任意の p ∈ Rn − f(S(f)) で f−1(p) は almost sphere ( 標準的円板を境界上の
C∞ 微分同相で貼りあわせてできる球面 ) の非交和
l ∈ N ; p ∈ C ( 円周型折り目写像の定義における C ) , f−1(p) の連結成分数
とする. このとき qf はホモトピー群の同型 πk(M) ∼= πk(Wf ) ( 0 ≤ k ≤ m−n−1
) を誘導し

1. πk(M) ∼= πk(Wf ) ∼= {0} ( 0 ≤ k ≤ n− 1 ) .

2. m > 2n ならば πn(M) ∼= Hn(M ;Z) ∼= Zl−1 .
m = 2n ならば πn(M) ∼= Hn(M,Z) ∼= Z2bn(Wf ) ∼= Z2(l−1) .
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である. さらに M は, コンパクト ( n− 1 )-連結 PL 多様体 W で i : M → W
が ( m− n− 1 )-同値であり Wf とホモトピー同値であるものの境界となる.
さらに f−1(p) が全ての p ∈ Rn − f(S(f)) において標準的球面の非交和とす

る. [Sn−1,Diff∞+(Sm−n)] が 1 個の元からなり Diff∞+(Sm−n) の部分群である
C∞ Lie 群 G があり包含写像 i : G → Diff∞+(Sm−n) がホモトピー同値写像の
とき, Sm−n+1 から ( m− n + 1 )-標準的球体の内部 l 個の非交和を除いたもの
をファイバーとする Sn−1 上の C∞ 束 E と Dn × Sm−n l 個の非交和 P があ
り, 境界での Sn−1 上の C∞ 自明束 Sn−1 × �Sm−n の間の, 底空間のある C∞

微分同相 φ̄ を誘導する束写像となっている C∞ 微分同相 φ が ( 写像類置換を
法として ) 一意に存在し, M ∼= E

⋃
φ P と表せる. さらに E が自明 C∞ 束なら

ば, 前の W は C∞ でとれる.
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測度距離空間の Coarse Ricci 曲率
北別府　悠 (東北大学大学院理学研究科)∗

1. 序
Lott, Villani, Sturm らによって最適輸送問題を通して測度距離空間上で曲率次元条件
と呼ばれる Ricci 曲率の下限条件の一般化がなされた. 他方 Ollivier により coarse

Ricci 曲率 というものが距離空間とその上の random walk の組に対して定義され
た. これらの概念はどちらも Riemann 多様体の Ricci 曲率の下限と密接な関係がある
ことが示されていたが, 一般の測度距離空間上では二つの関係は知られていなかった.

今回曲率次元条件より弱い条件である Bishop-Gromov 不等式を満たすような測地
空間に対しては, ある random walk を用いた coarse Ricci 曲率の下限が得られた. ま
た Riemann 多様体上では別の random walk に対しても通常の Ricci 曲率の下限から
coarse Ricci 曲率の下限が得られた. 更に random walk から自然に定まる Laplacian

に対して固有値と coarse Ricci 曲率の下限に関係があることがわかったのでそれにつ
いても述べる.

2. 準備
距離空間といえば完備可分距離空間を指すものとする. また P(X) で距離空間 X 上の
Borel 確率測度全体の集合を表すとする. (X, d) 上の Borel 確率測度μ, ν に対して, そ
の coupling ξ ∈ P(X × X) を,

ξ(A × X) = μ(A), ξ(X × B) = ν(B)

が任意の Borel 集合 A,B に対して成り立つようなものとし, μ と ν の coupling 全体
の集合をΠ(μ, ν) で表す. Pp(X) で∫

X

d(o, x)p dμ(x) < ∞ for ∃o ∈ X

を満たす μ ∈ P(X) 全体の集合を表す. μ, ν ∈ Pp(X) に対して

Wp(μ, ν) :=

(
inf

ξ∈Π(μ,ν)

∫
X×X

d(x, y)p dξ(x, y)

)1/p

と定め, Wp を p 次 Wasserstein 距離という. (Pp(X), Wp) は実際に距離空間になる
ことが知られている. Borel 写像 m : (X, d) → (P1(X),W1) をX 上の random walk

といい, {mx}x∈X などと表す.

定義 2.1 ([3]). 距離空間とその上の random walk の組 (X, d, {mx}x∈X) に対して, 2点
x, y ∈ X に沿ったcoarse Ricci 曲率 κ(x, y) を

κ(x, y) := 1 − W1(mx, my)

d(x, y)

で定める.
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距離空間 (X, d) とその上の正の Radon 測度 ν の組を測度距離空間と呼ぶ. 実数 K

と N > 1 に対して関数 sK,N : [0,∞) → R を

sK,N(t) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√

(N − 1)/K sin(t
√

K/(N − 1)) K > 0のとき
t K = 0のとき√

(N − 1)/ − K sinh(t
√−K/(N − 1)) K < 0のとき

と定める. 測度距離空間 (X, d, ν) が Bishop-Gromov 不等式 [BGK,N ] を満たすとは

ν(BR(x))

ν(Br(x))
≤

∫ R

0
sK,N(t)N−1 dt∫ r

0
sK,N(t)N−1 dt

が任意の x ∈ X および任意の 0 < r ≤ R ≤ √
(N − 1)/ max {K, 0} で成り立つことを

指す. ただし Br(x) は x を中心とする半径 r の距離球とし, 1/0 = ∞ と約束する. 例
えば Ricci 曲率が下からある数 K で一様に抑えられているような N 次元の多様体は
[BGK,N ] を満たすことが知られている. しかし [BGK,N ] が満たされているからといっ
てRicci 曲率が下に有界であるとは一般には言えない.

3. 主定理
距離空間 (X, d) は任意の2点間の距離を実現するような道が存在するとき 測地的とい
う. 距離球 Br(x) 上の一様測度を mx と定めると {mx}x∈X は random walk になって
いる. これを r-step random walk と呼ぶことにする. 次が成り立つ.

定理 3.1 ([1]). 測地的な測度距離空間 (X, d, ν) が Bishop-Gromov 不等式 [BGK,N ] を
満たすとする. r-step random walk に対して coarse Ricci 曲率は

inf
x,y∈X

κ(x, y) ≥ −2r
sK,N(r)N−1∫ r

0
sK,N(t)N−1 dt

を満たす.

今までは簡単なグラフなどを除いては coarse Ricci 曲率の具体的な下限は知られて
いなかった (Riemann 多様体上の漸近的な評価は知られていた [3]). しかし定理 3.1

により曲率次元条件を満たすような距離空間に対しては下限が具体的に定まる. 更に
sub-Riemann 距離を持つ Heisenberg 群のように曲率次元条件を満たさないがBishop-

Gromov 不等式を満たすような空間に対しても下限が定まる. このような例は今まで知
られていなかった.

注意 3.2. 去年の幾何学シンポジウムで講演したときには [BG0,N ] の場合しかわかって
いなかったので今回の結果はその一般化と言える.

完備なRiemann多様体M 上の Ricci曲率が下に有界であるとする. すると熱方程式
の基本解pt(x, y)が存在することが知られている. random walk mt

x を pt(x, y)と Dirac

測度 δx の合成積で定義するとき, 次が成り立つ.

定理 3.3. 完備な Riemann 多様体 (M, g) の Ricci 曲率が下から定数 K で抑えられて
いるとする. するとこのとき random walk {mt

x}x∈M に対する coarse Ricci 曲率は

inf
x,y∈M

κ(x, y) ≥ 1 − e−Kt

を満たす.
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定理 3.3は Nicola Gigli 氏によって指摘された. 証明は本質的には Riemann 多様体
上の熱流とエントロピーの勾配流が一致することと勾配流の超縮小性といわれるもの
を使う.

Random walk 付きの距離空間 (X, d, {mx}x∈X) 上の関数 f : X → R に対してその
Laplacian Δf を

Δf(x) := f(x) −
∫

X

f(y) dmx(y)

と定める. 次の評価を得た.

定理 3.4 ([1]). Random walk 付きの距離空間 (X, d, {mx}x∈X) が infx,y∈X κ(x, y) ≥ κ

を満たすとする. またある λ ∈ R に対してある Lipschitz 関数 f が存在して, Δf = λf

を満たすとする. このとき f が定数関数でなければκ ≤ λ ≤ 2 − κ が成り立つ. 特に
κ > 0 ならば Δf = 0 を満たす Lipschitz 関数は定数関数のみである.

注意 3.5. 定理 3.4は Riemann幾何学における Laplacianの固有値に関するLichnerow-

icz の定理および Liouvile 型定理に対応している. またこの結果はグラフの場合には独
立に示されていた [2].

参考文献
[1] Yu Kitabeppu, Lower bound of coarse Ricci curvature on metric measure spaces and eigenvalues

of Laplacian, preprint.

[2] Yong Lin and Shing-Tung Yau, Ricci curvature and eigenvalue estimate on locally finite graphs,
Math. Res. Lett. 17 (2010), no. 2, 343–356.

[3] Yann Ollivier, Ricci curvature of Markov chains on metric spaces, J. Funct. Anal. 256 (2009),
no. 3, 810–864.
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categoryのオイラー標数と重心細分

野口 和範∗(信州大学理学部アソシエイト研究員)

1 オイラー標数

オイラー標数とは多面体、または単体複体等に対して定義されるホモトピー不変
量であり、

V − E + F

で定義される。ここで V は頂点の数、E は辺の数、F は面の数である。
オイラー標数の特徴の一つとして、重心細分による不変性がある。例を挙げ

ると三角形の重心細分は以下の図の通りである。

左の三角形のオイラー標数は 3 − 3 + 1 = 1であるが、重心細分を取った後のオ
イラー標数も 7− 12 + 6 = 1でオイラー標数は変わらない。
私はこの定理の category的類似が成立するかどうかについて調べてきた。つ

まり問題は

categoryのオイラー標数は重心細分による不変性を持つか？

である。

2 categoryのオイラー標数

2.1 Leinsterによる定義

categoryに対するオイラー標数は Leinster(2008)による仕事が最初のものである。
これによりグラフのオイラー標数や単体複体のオイラー標数など、様々な種類の
オイラー標数を統一的に扱うことが可能になった。しかし categoryのオイラー標
数はそれほどメジャーな概念ではないと思われるので、定義と性質について少し
詳しく説明したいと思う。

I を finite category(object, morphismの数が有限)とし、objectの集合を

Ob(I) = {x1, x2, . . . , xn}

とする。この時、n× n-行列AI を (i, j)-成分が xiから xj へのmorphismの数で
ある行列と定義する。

∗E-mail : noguchi@math.shinshu-u.ac.jp
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Definition 2.1. Let w, c be row vectors of Qn. Then, we say w is a weighting
on I if

AI
tw = AI

⎛⎜⎜⎜⎝
w1
w2
...
wn

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
1
...
1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

We say c is a coweighting on I if

cAI = (c1, c2, . . . , cn)AI = (1, . . . , 1).

Definition 2.2. Define the Euler characteristic χL(I) of I by

χL(I) =
n∑
i=1

wi

if I has both a weighting w and a coweighting c.

以下に χL の特徴をいくつか挙げる。

1. categoryの equivalenceで不変である。

2. Aを finite acyclic categoryとした時、その分類空間BAの空間としてのオイ
ラー標数とAの category としてのオイラー標数は等しい。つまり χL(A) =
χ(BA)。

3. χL は有理数に値を持つ。特に有限群 Gを objectが一つ、morphismを G
の元で categoryと見なした時、χL(G) =

1
#G である。

まず 1についてであるが、categoryの equivalenceというのは位相空間における
ホモトピー同値に対応するような概念である。一般に small category J（smallは
object,morphismの全体が集合になるの意味）に対して分類空間 BJ という位相
空間（さらに言うなら CW-complex）が構成でき、二つの small category J1, J2
が equivalenceの時、BJ1, BJ2はホモトピー同値であるという定理がある。であ
るので χLは categoryの世界におけるホモトピー同値による分類をするための道
具だと言える。
2については書いてある通りであるが、ここで acyclic categoryの定義を与え

ておく。これ以降も講演でも頻繁に使う重要な概念である。

Definition 2.3. A small category A is an acyclic category if all the endomor-
phisms are only identity morphisms and if there exists an arrow f : X → Y
such that X �= Y , then there does not exist an arrow g : Y → X.

3についてであるが χL(G) =
1
#G という値については fibrationを使った解

釈を与えることができる。ある条件を持つ fibration F ↪→ E → B に対して、
χ(E) = χ(F )χ(B)という公式があり、これをGの分類空間BGの fibration G ↪→
EG → BGに対して適用すると、χ(EG) = χ(G)χ(BG)を得る。ここで EGは
可縮であるので χ(EG) = 1で、Gには離散位相が入っているので χ(G) = #G、
よって χ(BG) = 1

#G という解釈が可能である。

－87－



2.2 The series Euler characteristic

その後 Berger-Leinster(2008)による series Euler characteristicχΣ という finite
categoryに対する新しいオイラー標数が定義された。定義やその性質については
講演の中で発表する。前述の χL とは AI が逆行列をもつときに両者の値は一致
するが、基本的には別の不変量である。重心細分によるオイラー標数の不変性で
はこの χΣ が中心的な役割を果たす。

3 categoryの重心細分

以下に categoryの重心細分の定義をあげる。ただ論文の中からコピーペーストし
ただけで愛想も何もないが、講演の中では分かりやすく説明するつもりである。

Definition 3.1. Let J be a small category. Then, the barycentric subdivision
Sd(J ) of J is a small category whose objects are elements of the non-degenerate
nerve of J and the set of morphisms between X and Y is the quotient set of
order-preserving maps f : [qX ] → [qY ] satisfying Y ◦ f = X under the relation
defined below. The equivalence relation is generated by the following relation:
Given order-preserving maps f, g : [qX ] → [qY ] satisfying Y ◦ f = X,Y ◦ g =
X respectively. Define f ∼ g if for any 0 ≤ i ≤ qX , Y (min{f(i), g(i)} →
max{f(i), g(i)}) is an identity morphism.
重心細分の特徴は以下のとおりである。

1. Sd(J)は acyclic categoryで、Sd2(J)は posetになる。

2. Sdはホモトピー型を変えない。つまり、BJ と BSd(J)はホモトピー同値
である。

3. Sd(J)が finite category ⇔ J が finite acyclicである。

Sdがホモトピー型を変えないのでなおさら重心細分による不変性を期待した
くなる。
以下に重心細分の例を挙げる。

Example 3.2. G1 = • �� •��

Sd(G1) = x0 ��

���
��

��
��

� x1 ��

���
��

��
��

� x2 ��

���
��

��
��

� x3 ��

����
��

��
��

�
. . .

y0 ��

����������
y1 ��

����������
y2 ��

����������
y3 ��

����������
. . .

Sdを取ると acyclic categoryになるので、図のように一方方向のみmorphism
が進んでいくような categoryになる。

4 重心細分による不変性

この問題の難しさは重心細分を取ると元の category が finite でも、多くの場合
infiniteになってしまうということである。この問題を考え始めたとき χL, χΣと
いう２種類のオイラー標数しか定義されていなかった。この２つのオイラー標数
は finite categoryに対するものである。そのため重心細分を取った後の category
に対して使えるオイラー標数の定義を考える必要があった。
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4.1 N-filtered acyclic categoryのオイラー標数

私はその結果 N-filtered acyclic categoryに対するオイラー標数 χfil を定義した
(2011)。詳しい定義は講演の中で発表するが、N-filtered acyclic category とは
acyclic categoryで、objectにmorphismの流れに沿った番号付けがしてある cat-
egoryである。この番号付けに関して極限を取ることでオイラー標数を定義した。
Sd(I)には自然に番号付けが入り、その番号付けを以下の定理の statementの中
では Lで表してある。

Theorem 4.1. Let I be a finite category for which the series Euler characteristic
can be defined. Then, χfil(Sd(I), L) is also defined and they coincide

χΣ(I) = χfil(Sd(I), L).

よって χΣ と χfil という別々の不変量を使ってはいるが、この定理の意味で
categoryのオイラー標数の重心細分による不変性は成立する。

4.2 L2-オイラー標数

上記 χfil を発表したのとほぼ同時期に Fiore-Lück-Sauer(2011)によって L2-オイ
ラー標数 χ(2) というものが定義された。これは関数解析の手法とホモロジー代
数を使って定義される。紙面の都合上正確な定義は紹介することができないが、
大雑把に言うと small category J に関する projective resolutionを作り、ホモロ
ジーを取る。ここで空間のオイラー標数ならば rankの交代和を取るところである
が、ここでは von Neumann dimensionという非負の実数に値を持つ dimension
を取り、交代和を取る。
この L2-オイラー標数の特徴は、「object、morphismの有限性を仮定しない」

ことである。上の重心細分の不変性では χΣ と χfil という別々の不変量を用いた
が、L2-オイラー標数では純粋に L2-オイラー標数自身が重心細分による不変性を
持つかどうかという問題を考えることができる。結果、次の定理を得た。

Theorem 4.2. For a small category I, χ(2)(Sd(I)op) exists if and only if I is
finite acyclic, in which case, we have

χ(2)(Sd(I)op) = χ(2)(I).

L2-オイラー標数は object,morphismの有限性を仮定しないが、Sd(I)のよう
な形の category に対しては非常に相性が悪い。Sd(I) が finite category の時の
み、χ(2)(Sd(I)op)が存在し、重心細分による不変性が成立する。しかしこれなら
ば χL, χΣ でも十分である。
私は L2-オイラー標数の定義の中の無限和を取るという部分を修正した ex-

tended L2-Euler characteristic χ
(2)
ex を定義し、以下の定理を得た。

Theorem 4.3. Suppose I is a finite category. Then, there exists the extended

L2-Euler characteristic χ
(2)
ex (Sd(I)op) of Sd(I)op if and only if its series Euler

characteristic χΣ(I) exists, in which case, we obtain

χΣ(I) = χ(2)ex (Sd(I)
op).

まとめると χ
(2)
ex も χfilも重心細分を取った categoryにたいしては、元の cat-

egoryの χΣと同じである。講演では χ
(2)
ex 、χfilの両者が何故 χΣと同じになるの

か、そしてこれからの課題について話す予定です。
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スカラー曲率一定計量の新しい例

慶應義塾大学大学院理工学研究科　大鳥羽暢彦

概要

二次元球面 S2 上の非自明な S2-束の上にスカラー曲率一定の Riemann計量を構成した. それらの
計量は S2 への射影が Riemann沈め込みになるという性質を持ち,等長変換群が三次元球面 S3 を含む

という意味で対称性が高い. また, それらの計量の曲率, 体積, スカラー曲率の積分, 及びWeyl共形不
変量を明示的に計算することができた. 計算結果を見ると,これらの計量の中には単なるスカラー曲率
一定計量よりも”良い”計量が含まれていることが期待される.

1 構成の概略

S3 S3× I M

まず, 計量を定義する 4 次元コンパクト多様体 M について述べる. 3 次元球面 S3 =
{
(z,w) ∈

C2
∣∣∣ |z|2 + |w|2 = 1

}
を閉部分群 {w = 0} � S1 の右作用で割り, 商写像 H : S3→ S2 を Hopf 束と呼ぶ.

Hopf束により S3 は S2 上の S1-束の構造を持つので, S3 と有界閉区間 I ⊂Rの直積 S3× I は S2 上の

(S1× I )-束になる. 従って,各ファイバー S1× I の両端の S1 を一点に割ることで, S2 上の滑らかな S2-
束Mが得られる (上図).

S2-束Mの定義は次のようにする. I = [−tb, tb],
◦
I = (−tb, tb) ⊂Rとし, S3× I を S3, S3×◦I, S3 の直和

ととらえて,両端の S3 を Hopf束 Hで S2 に割る写像を σとする.

σ : S3× I = S3� (S3×◦I)�S3 → S2� (S3×◦I)�S2 =: M

σによって商位相を入れたものが位相空間Mである. また,次の図式

S3× I
σ

��

H×id
��

M

π

��S2× I
射影 �� S2

を可換にする写像を πとする. チャートを具体的に構成することによってMに微分構造を入れること
ができ,その微分構造の下で,

(i)
(
π,M,S2

)
は S2 上の滑らかな S2-束になり,
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(ii) S3×◦I がMに開かつ稠密に埋め込まれ,

(iii) S3 の S3×◦I への左作用がMへの滑らかな左作用に拡張する.

また, このようにして構成した C∞ 級多様体M は, 複素射影平面 CP2 と逆向きの複素射影平面 CP2

の連結和 CP2#CP2 と微分同相になる.

S3 ×◦I 上のスカラー曲率一定計量のうちで M 全体に拡張するものを探したい. S3 上の左不変ベク

トル場であって Hamilton 四元数 i, j,k に対応するものを X1,X2,X3 とし, d
dt を

◦
I 上の標準的なベク

トル場とする. X1,X2,X3,
d
dt の S3 ×◦I へのリフトを (同じ記号で) X1,X2,X3,Y と書くことにすると,

{X1,X2,X3,Y}は接空間の各点で基底をなす. ここで, 開区間
◦
I 上の C∞ 級正値関数 f1, f2, f3 > 0をと

り, S3×◦I 上の Riemann計量 g = g( f1, f2, f3)を次の式で定義する.

g(Y,Xi) = g(Xi,Xj) = 0 (i � j) g(Y, Y ) = 1 g(Xi,Xi) = f 2
i

すなわち {X1,X2,X3,Y} が各点で直交基底をなし, 各点における長さがそれぞれ f1(t), f2(t), f3(t),1 で
ある (従って特に S3 方向に一定である)と定める.

g( f1, f2, f3) のスカラー曲率が S3 ×◦I 上で一定であるという条件は, f1, f2, f3 に関する 2 階の非線形

常微分方程式で表される. また, 計量 gの局所座標表示を見ることで, S3 ×◦I 上の Riemann計量 gが
M全体に滑らかに拡張するための必要十分条件が f1, f2, f3 及びそれらの導関数に関する境界条件で与
えられることが分かる. このようにして,スカラー曲率一定計量の構成を常微分方程式の境界値問題に
帰着する.

なお, S3 ×◦I の各 S3 に g( f1, f2, f3) から誘導される計量が S3 の左作用で不変であることから, g が
M上の計量に拡張したならば, gは S3 の左作用 (iii)で不変な計量になる. また, これらの計量の構成

は Don Pageによる CP2#CP2 上の Einsitein計量の構成を参考にしている (Géométrie riemannienne
en dimension 4, Arthur Besse, Exposé n◦ XVにその説明がある) .

2 Duffing方程式

Koszulの公式などを用いて S3×◦I 上のリーマン計量 g( f1, f2, f3)の曲率テンソルが計算でき,そのス
カラー曲率 μは次の式 (1)を満たすことが分かる.

−μ
2
=

3∑
i=1

{ f ′′i
fi
+

f ′i f ′i+1
fi fi+1

+
f 4
i −2 f 2

i f 2
i+1

f 2
1 f 2

2 f 2
3

}
(1)

f2, f3 が同じ定数 ν > 0である場合 (これは射影 π : M→ S2 が半径 ν/2の球面への Riemann沈め込み
になる場合に相当する)には, f1 を f と書き直すと,式 (1)は Duffing方程式と呼ばれる常微分方程式

f ′′ = − 1
ν4

f 3+
( 4
ν2 −

μ

2

)
f (2)

になる. また,この場合には S3×◦I 上の計量 g( f ,ν,ν)がM上の計量に拡張することと f が境界条件

f (−tb) = f (tb) = 0, f ′(−tb) = 1, f ′(tb) = −1 (3)

を満たすことは同値だということが分かる. 従って,スカラー曲率一定計量の構成が境界値問題 (2), (3)
の正値解を探すことに帰着される.
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第一積分を用いてこの境界値問題の解の存在と一意性を保証することで,スカラー曲率一定計量の存
在を保証する. 以上の議論から次を得る.

定理 1 (O.) 任意の実数 μと任意の正数 ν > 0に対し, M上の Riemann計量 g(μ,ν)であって次の (a),
(b), (c)を満たすものが存在する.

(a) gのスカラー曲率は一定で, μに等しい. gは Einstein計量ではない.

(b) S2-束の射影 π : M→ S2 は半径 ν/2の球面への Riemann沈め込みである.

(c) S3 が (M, g)に等長的に作用する.

また, g(μ,ν)と g(μ̃, ν̃)が等長同型ならば, μ = μ̃かつ ν = ν̃である.

更に,第一積分から解の陰関数表示が得られるので,その表示を利用すると,解 f に関する定積分∫ tb

−tb

f 2n+1dt,
∫ tb

−tb

(
f ′)2 f dt (n = 0,1,2, . . . )

がそれぞれ μ,νに関する初等関数で表されることが分かる. これらの定積分が,体積やWeyl共形不変
量などの積分不変量を計算するための鍵となる.

3 体積とWeyl共形不変量

Mの体積と稠密部分多様体 S3×◦I ⊂Mの体積は一致する. また, S3×◦I の各 S3 の体積は標準的な S3

の体積 2π2 の ν2 f (t)倍である. 従ってMの体積は

Vol
(
M, g(μ,ν)

)
= 2π2ν2

∫ tb

−tb

f dt

と表され, ( f の積分は計算できるので) μ,ν に関する初等関数で書けることが分かる. 更に, g のスカ
ラー曲率は一定なので, Einstein-Hilbert汎関数*1 による gの値は μ

√
Vol
(
M, g(μ,ν)

)
であり, こちら

も初等関数で表される (計算結果は後述する).
4次元多様体のWeyl共形不変量W ≥ 0はWeyl共形テンソルの 2乗ノルムの積分値である. 多様

体が共形平坦であること (すなわち計量が局所的には Euclid計量の関数倍になっていること)とW が

消えることは同値であり, Weyl共形不変量は多様体がどの程度共形平坦でないかということを定量的
に測る不変量だと言える.

Riemann多様体
(
M, g(μ,ν)

)
のWeyl共形テンソルを計算すると,その 2乗ノルムは

48
ν4

(
f ′)2+ 12

ν8 f 4− 4μ

ν4
f 2+
μ2

3
(4)

と表され, S3 方向に一定であることが分かる. ゆえに,そのWeyl共形不変量Wg(μ,ν) を求めるには, (4)
に各 S3 の体積 2π2ν2 f をかけて区間 I 上で積分すればよい. 従って, ( f ′)2 f , f 5, f 3, f の定積分を計算
することでWeyl共形不変量が求まる.
上に述べた計算を実際に行い,次の結果を得た.

*1 4次元の場合,スカラー曲率の積分を体積の平方根で割ったもの:
∫

Mμg
/√

Vol(M, g). 多様体Mに定義される Riemann計量
全体の空間上の汎関数であり,その臨界点は Einstein計量である.
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定理 2 (O.) Riemann計量 g(μ,ν)の体積 Vol(μ,ν), Einstein-Hilbert汎関数の値 E(μ,ν),及びWeyl共
形不変量W(μ,ν)はそれぞれ次のように表される.

Vol(μ,ν) = 2
√

2π2ν4 Arccot
(
μν2−8

2
√

2

)

E(μ,ν) =
4√

8πμν2

√
Arccot

(
μν2−8

2
√

2

)

W(μ,ν) = 480π2−76π2μν2+

{
59μ2ν4

3
−272μν2+1032

}√
2π2 Arccot

(
μν2−8

2
√

2

)

μν2 = μ̃ν̃2 ならば g(μ,ν)と g(μ̃, ν̃)は (本質的には)定数倍を除いて一致するため, E(μ,ν)とW(μ,ν)
は μν2 にのみ依存する. 従って EとW のグラフが次のように描ける.

このグラフから,この Riemann計量の族は互いに共形同値でない計量を 1パラメータ分含むというこ
とが分かる. なぜなら共形不変量W が異なるかもしくはスカラー曲率 μの符号が異なれば共形同値で

はないからである. また, Einstein-Hilbert汎関数の値 (すなわち山辺汎関数*2 の値)が S4 の山辺共形

不変量 8
√

6π以上ならば山辺計量ではないので, μν2 の値が大きい計量は山辺計量ではないというこ

とも分かる.

4 今後の課題

g(μ,ν)のうちでスカラー曲率 μが 0以下の計量は全て山辺計量であることから, μν2 の値が十分小

さい計量もまた山辺計量である可能性がある. その判定のために,ラプラシアンの第一固有値を求める
ことによって,これらの計量のうちで山辺汎関数の安定な臨界点になっているものを決定する必要があ
る. また, E(μν2), W(μν2)の臨界点にあたる計量はそれ以外の計量よりも特に”良い”性質を持っている
ことが期待されるので, 例えば Bachテンソルの挙動を見るなどして, それらの計量についても詳しく
調べたい.
定理 1において述べた計量 g(μ,ν)の性質 (b), (c)はこれらの計量を特徴づけるのではないかと考え
ている. つまり, 性質 (b), (c)を持つM上のスカラー曲率一定計量は, 等長同型を除いて私の構成した
計量 g(μ,ν)に限ると予想している. その根拠の一つは,等長同型を除くと, S3 上の左不変計量は左不変

ベクトル場 X1,X2,X3 が直交している場合で全て尽くされるということである.

*2 Einstein-Hilbert汎関数の, ある共形類への制限. 山辺汎関数の臨界点は共形類の中のスカラー曲率一定計量である. 山辺汎
関数の最小点は山辺計量と呼ばれ,単なるスカラー曲率一定計量と区別される. 山辺汎関数の (一つの共形類における)最小値
は山辺共形不変量と呼ばれる.
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ミルナー束の組が誘導するトーラスへの可微分写像の特異点

九州大学　数理学府　隅田大貴

1. Introduction

n変数複素多項式 f が f (0) = 0を満たすとする。Sε = {z ∈ Cn| ‖z‖ = ε} ,Kf =
{z ∈ Sε|f (z) = 0}及び S1 = {t ∈ C| |t| = 1}とする。正数 εが十分小さければ、可微
分写像ϕf = f/ |f | : Sε\Kf → S1の特異点は存在せず、ϕfはMilnorファイブレーショ
ンと呼ばれるS1上の局所自明ファイブレーションとなる [1]。同様に g (0) = 0を満たす
n変数複素多項式 gに対して、Kg = {z ∈ Sε|g (z) = 0} , ϕg = g/ |g| : Sε\Kg → S1

とする。またKfg = {z ∈ Sε|f (z) g (z) = 0}とする。ここで写像 ϕf の拡張として次
の写像を考える。

Φ : Sε\Kfg → S1 × S1 = T 2, Φ(z) =

(
f (z)

|f (z)| ,
g (z)

|g (z)|
)

この写像はどのように小さい ε > 0についてもΦが特異点を持つことがある。Milnor
ファイブレーションや Hamm[2]などの例に反して、原点のいくら近くでもファイブ
レーションとならないことは、非常に興味深い。そのため本講演では Φの特異点に
ついて得られた結果を紹介する。

2. Preliminaries

結果を述べるための準備を行う。まずは可微分写像の特異点の定義である。

Definition 2.1 (特異点). f : M → N を可微分多様体間の可微分写像とし、dzf :
TzM → Tf(z)N を f の微分写像とする。このとき rankdzf < min {dimM, dimN}
ならば z ∈ M は f の特異点という。

特異点にはいくつも型があるが、本講演で扱う比較的調べやすい折り目特異点と
折り目写像の定義を述べる。

Definition 2.2 (折り目特異点,折り目写像). f : M → N (p = dimM ≥ dimN = q)
を可微分多様体間の可微分写像とし、z ∈ M を f の特異点とする。z ∈ M の周りの
M の局所座標 x = (x1, x2, . . . , xp) : UM → Rp と f (z) ∈ N の周りの N の局所座標
y = (y1, y2, . . . , yq) : UN → Rq が存在して、

yj ◦ f = xj (j = 1, 2, . . . , q − 1) ,

yq ◦ f = −x2
q − · · · − x2

q+λ−1 + x2
q+λ + · · ·+ x2

p

を満たすとき、z ∈ M は f の指数 λ (0 ≤ λ ≤ p− q + 1)の折り目特異点であるとい
う。f の特異点が折り目特異点のみであるとき、f は折り目写像という。

話をMilnorファイブレーション ϕf に戻す。２つのベクトルが直交することは、
それらのベクトルの Hermite内積 〈·, ·〉の実部が 0であるということで記述できる。
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そのため Tz (Sε\Kf )は、Re 〈v, z〉 = 0を満たすベクトル v ∈ Cn全体に一致する。n
変数多項式 f に対し、grad log f を

grad log f =
1

f

(
∂f

∂z1
,
∂f

∂z2
, . . . ,

∂f

∂z2

)

で定義する。ただし上付き線は複素共役を意味する。このときMilnorより、実 2n−2
次元多様体である ϕf のファイバー F の点 z ∈ F における接空間 TzF は、

{v ∈ Cn | Re 〈v, z〉 = Re 〈v, i grad log f (z)〉 = 0}
に一致することが知られている。

本講演で扱う多項式である擬斉次多項式と斉次多項式の定義を行う。

Definition 2.3 (擬斉次多項式,斉次多項式). n変数多項式 f について
n∑

j=1

zj
aj

∂f

∂zj
= f

を満たすような正の有理数ベクトルwf = (a1, a2, . . . , an)が存在するとき、fはweight
wf の擬斉次多項式であるという。特に a1 = a2 = · · · = an = mのとき、f は次数m
の斉次多項式であるという。

3. Results

これらの定義に則って次の結果を得た。

Lemma 3.1. z ∈ Sε\Kfg が Φの特異点であるための必要十分条件は、３つのベク
トル z, i grad log f (z) , i grad log g (z)が R上線形従属になることである。

Φは十分小さい εについて、特異点を持つ場合と持たない場合がある。特異点を
持たない場合として、Lemma 3.1より次の結果を得た。

Corollary 3.2. f, g : Cn, 0 → C, 0 を f ∈ C [z1, . . . , zm] , g ∈ C [zm+1, . . . , zn]とす
る。ε > 0が十分小さければ、Φの特異点は存在しない。

一般の多項式対 f, gについてΦの特異点集合を記述することは容易ではない。そこ
で考える多項式を擬斉次多項式に限定する。f, gのweightに条件をつけると、Lemma
3.1から次が従う。

Corollary 3.3. f, g : Cn, 0 → C, 0 がある有理数 sについて wg = swf を満たす
weight wf , wg の擬斉次多項式対とする。このとき Φの特異点集合は{

z ∈ Sε\Kfg | ∂f

∂zj

∂g

∂zk
− ∂f

∂zk

∂g

∂zj
= 0 ∀j, k = 1, 2, . . . , n

}

で定義される集合に一致する。

Corollary 3.3より Φの特異点が存在する場合として、次の結果を得た。

Proposition 3.4. f, g : C2, 0 → C, 0が次数 mf ,mg の斉次多項式対の場合、Φの
特異点集合は Sε\Kfg 全体か、高々mf +mg − 2個の円周になる。

Corollary 3.3より得られた Φの特異点について、Φの特異点および特異値の周り
の局所座標を構成することにより、その特異点が折り目特異点になるための必要十分
条件を得た。以下、右上付き T は行列の転置を表すこととする。さて、本講演の主
結果を述べる。
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Theorem 3.5. f, g : Cn, 0 → C, 0 がある有理数 s について wg = swf を満たす
weight wf , wg の擬斉次多項式対とする。実 2n− 2次元線形空間

{v ∈ Cn | Re 〈v, z〉 = Re 〈v, i grad log f (z)〉 = 0}
の実基底を並べた n× (2n− 2)行列を V とする。Φの特異点 zが折り目特異点であ
るための必要十分条件は

detRe
(
V THessz (si log f (z)− i log g (z))V

) �= 0

を満たすことである。

Φの特異点に条件を付与することで、Theorem 3.5よりその特異点が折り目特異点
であるための必要十分条件を得た。またその場合折り目特異点の指数も決定できた。

Corollary 3.6. f, g : Cn, 0 → C, 0 がある有理数 sについて wg = swf を満たす
weight wf , wg の擬斉次多項式対とする。zを Φの特異点で、zと i grad log f (z)が
C上線形従属になるものとする。複素 n− 1次元線形空間

{v ∈ Cn| 〈v, z〉 = 0}
の複素基底を並べた n× (n− 1)行列をW とする。z が Φ の折り目特異点であるた
めの必要十分条件は

det
(
WTHessz (si log f (z)− i log g (z))W

) �= 0

を満たすことである。

Proposition 3.7. f, g : Cn, 0 → C, 0 がある有理数 sについて wg = swf を満たす
weight wf , wg の擬斉次多項式対とする。zと i grad log f (z)が C上線形従属になる
Φの折り目特異点 zの指数は n− 1である。

Corollary 3.6 の条件を満たす Φ の特異点の例を２つ紹介する。その証明手順は
Lemma 3.1より Φの特異点集合を決定し、Corollary 3.3より各々の特異点が折り目
特異点かどうかを判別している。

Proposition 3.8. 多項式 f = Σn
j=1cjz

m
j , g = Σn

k=1dkz
m
k : Cn, 0 → C, 0 は、任意の

j, kについて cj , dk �= 0、任意の j �= kについて cjdk − ckdj �= 0を満たすとする。こ
のときm = 2ならば Φは折り目写像であり、m > 2ならば Φの特異点は存在しそれ
は折り目特異点ではない。

Proposition 3.9. 多項式 f, g : C2, 0 → C, 0を f = zm1 + zm2 , g = z1z2 とする。こ
のときどのようなm ≥ 2と ε > 0についても Φは折り目写像である。
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リーマン多様体上の最適化アルゴリズムおよび

その行列計算への応用

佐藤 寛之∗

京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻

1 リーマン多様体上の最適化問題の例

まず，リーマン多様体上の最適化問題を考える動機付けのために，例となる問題を 2つ紹介する．

p, nを p ≤ nなる整数とし，Aを n × n対称行列とする．グラスマン多様体
Grass(p, n) =

{
X ∈ Rn×n|X2 = X,XT = X, rank(X) = p

}
=

{
X = Y Y T |Y ∈ St(p, n)

}
(1.1)

上の，次のレイリー商最小化問題の解は，Aの小さい方から p個の固有値に属する固有空間である．

問題 1.1.
minimize F (X) := tr (AX) ,

subject to X ∈ Grass(p, n).

次に，p ≤ n ≤ mとし，N = diag (μ1, . . . , μp) , μ1 > · · · > μp とする．次の St(p,m) × St(p, n)上の最

適化問題の解を (U∗, V∗)とすると，U∗, V∗ の列ベクトルはそれぞれ，m× n行列 Aの大きい方から p個の特

異値に属する左特異ベクトル，右特異ベクトルである．

問題 1.2.
maximize G(U, V ) := tr

(
UT AV N

)
,

subject to (U, V ) ∈ St(p,m) × St(p, n).

2 ユークリッド空間における最適化手法の多様体への拡張

次のユークリッド空間 RN における制約条件なしの問題を考える．

∗ hsato@amp.i.kyoto-u.ac.jp
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問題 2.1.
minimize f(x),

subject to x ∈ RN .

最小化すべき関数 f は目的関数と呼ばれる．制約条件なしの最適化問題に対する手法としては，最急降下
法，ニュートン法などが知られている [5]が，これらの手法は次のアルゴリズムのように共通する構造を持つ．

Algorithm 1 RN における制約なし最適化手法

1: 初期点 x0 ∈ RN を選ぶ.

2: for k = 0, 1, 2, . . . do

3: 探索方向 ηk ∈ RN とステップサイズ tk > 0を求める.

4: 次の点 xk+1 を，
xk+1 := xk + tkηk (2.1)

によって定める．

5: end for

こうした制約条件なしの問題に対する最適化手法は，制約条件付きの問題に対しては，一般には用いること

ができない．しかし，制約条件を満たす点全体の集合M が滑らかな多様体である場合には，次の問題 2.2の

ように，多様体M における制約条件なしの最適化問題であると見なすことができる．

問題 2.2.
minimize f(x),

subject to x ∈ M.

このような多様体上の制約条件なしの最適化問題の解法アルゴリズムは，アルゴリズム 2 を多様体上に拡

張することで導出される．まず，探索方向 ηk は Txk
M 内の接ベクトルとなるように選ぶことにする．そし

て，多様体上では一般には加法が定義されず，更新の式 (2.1)は意味をなさないから，加法を別の演算に取り

替える必要がある．そこで，γ(0) = xk, γ̇(0) = ηk なるM 上の曲線 γ に沿って次の点 xk+1 を探索する．そ

のために，「探索をする上で妥当な」曲線を定める写像 R : TM →M が見つかれば，Rx := R|TxM として，

xk+1 := Rxk
(tkηk)なる更新式を得られる．そのための写像 R をレトラクションと呼ぶ．正確には，レトラ

クションの定義は次の通りである [1, 2]．

定義 2.1. 写像 R : TM → M が以下の 2つの性質を満たすとき，R をM 上のレトラクションという.

Rx を，Rの TxM への制限とする.

1. Rx(0x) = x. ここで，0x は TxM の零元を表す.

2. T0xTxM � TxM という同一視の下で，Rx は
DRx(0x) = idTxM

を満たす．ここで，DRx(0x)は Rx の 0x における微分である.
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たとえば，M がリーマン多様体であれば，指数写像を用いて
Rx(ξ) := Expx(ξ), ξ ∈ TxM (2.2)

と定義すると，Rx から定まる R : TM → M はレトラクションである．

ステップサイズ tk > 0の決め方としては，たとえばアルミホの方法がある [1, 3]．
レトラクション Rを用いることにより，リーマン多様体上の最適化アルゴリズムは次のように書かれる．

Algorithm 2 リーマン多様体M における制約なし最適化手法

1: 初期点 x0 ∈ M を選ぶ.

2: for k = 0, 1, 2, . . . do

3: 探索方向 ηk ∈ Txk
M とステップサイズ tk > 0を求める.

4: 次の点 xk+1 ∈ M を，
xk+1 := Rxk

(tkηk) (2.3)

によって定める．

5: end for

各最適化手法を特徴づけるのは，探索方向 ηk ∈ RN とステップサイズ tk > 0の決め方である．たとえば最

急降下法では探索方向 ηk ∈ Txk
M を ηk = − grad f(xk) によって求める．ここで，gradはリーマン多様体

(M, g)の計量 g に関する勾配を表す．ニュートン法では ηk をニュートン方程式
Hess f(xk)[ηk] = − grad f(xk) (2.4)

の解として求める．ここで，HessはM 上のレヴィ・チビタ接続 ∇から定まるヘシアンである．
本講演では，多様体上の最急降下法やニュートン法についての一般論を述べた後，グラスマン多様体上のレ

イリー商最小化問題（問題 1.1）を詳しく論じる．また，2つのシュティーフェル多様体上の最適化問題（問

題 1.2）についても議論する．

3 グラスマン多様体上の最適化問題

n，pを，n ≥ pを満たす整数とする．ユークリッド空間 Rn における p次元部分空間全体からなる集合と，

n × pの直交行列全体からなる集合をそれぞれ Grass(p, n), St(p, n)と表す．これらはそれぞれ多様体の構造

を持ち，グラスマン多様体，シュティーフェル多様体と呼ばれる．

グラスマン多様体 Grass(p, n)は，
Grass(p, n) �{

X ∈ Rn×n|X2 = X, XT = X, rank(X) = p
}

=
{
X = Y Y T |Y ∈ St(p, n)

}
(3.1)

と見なすこともでき，我々はこの立場を採用して最適化アルゴリズムを導く．

グラスマン多様体上での最適化に必要な事柄は，レトラクション R，目的関数 F の勾配 gradF，ヘシアン

Hess F などである．

レトラクションは前節で述べたように，指数写像を用いて定義することができ，指数写像の形は，グラスマ

ン多様体上の点 X から ξ ∈ TX Grass(p, n)の方向に伸びる測地線に対する測地線方程式を解くことで求めら

れる．また，QR分解を用いて
RX(ξ) = qf((I + ξ)Y ) (qf((I + ξ)Y ))T

, ξ ∈ TX Grass(p, n) (3.2)

によって定義される Rもレトラクションとなる．ここで，qf((I + ξ)Y )は，(I + ξ)Y の QR分解
(I + ξ)Y = QR, Q ∈ St(p, n), Rは対角成分が正の上三角行列 (3.3)
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における Qを表す．

また，目的関数 F : Grass(p, n) → Rをグラスマン多様体上の滑らかな関数とするとき，X ∈ Grass(p, n)

における F の勾配は，
gradF (X) = FXX + XFX − 2XFXX

であり，X ∈ Grass(p, n) における F のヘシアン Hess F (X) は TX Grass(p, n) 上の線形変換で，ξ ∈
TX Grass(p, n)に対して

Hess F (X)[ξ] = 2 sym
(
X sym(FXX [ξ] + 4FXξX − 2FXξ) (In − X)

)
のように作用する．ここで，FX は (i, j)成分が

∂F

∂Xij
(X)であるような n × n行列であり，FXX [ξ]は (i, j)

成分が
n∑

k,l=1

∂2F

∂Xij∂Xkl
ξkl であるような n × n行列である．

これらを用いて最適化アルゴリズムを具体的に実装することができる．特にグラスマン多様体のレイリー商

最適化問題に対しては，最急降下法とニュートン法を組み合わせたハイブリッドな方法を用いると，大域的最

適解に大域的に収束する点列を得られる．講演では，この点を詳しく論じるとともに，問題 1.1に現れる行列

Aが縮退する固有値を持つときの問題の性質についても論じる．

4 2つのシュティーフェル多様体上の積多様体上の最適化問題

問題 1.2についても同様に最適化アルゴリズムを導出するが，この問題に対して最急降下法を適用して得ら

れる点列の収束は非常に遅い．また，ニュートン法についても，ニュートン方程式がかなり複雑になりその

まま解くのは困難である．講演ではこうした困難について詳しく解説するとともに，その解決策について論

じる．
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カンドルと低次元トポロジー

野坂 武史 (Takefumi Nosaka) *1

京都大学数理解析研究所 博士課程３回生

カンドルとは或る代数系であり、おおよそ等質空間 H\Gに入る良い二項演算の事である. カンドルは, 余次元２

の実多様体の組の研究に相性がよい. 特に筆者は, (曲面)結び目, 閉３次元多様体, ４次元レフシッツ束への, カンド

ルの適用法を幾らか進展させた [N3, N4, N6, HN]. またカンドル X の分配則が四角形と相性がよく, 群ホモロジー

に類似物として, カンドルの分類空間 (ラック空間という)が知られる. 筆者はそのコホモロジー群 [N2, N7]やホモ

トピー群 [N1, N4]を幾つか計算し、位相幾何的にもささやかな応用を与えた [N5]. 筆者の研究目標として、カンド

ルを使った議論を数学の色々な (特に幾何・トポロジー)分野に広げ応用される事を夢見ている. 本講演では, カンド

ルと分類空間と適用法について紹介する. 本稿では, その講演の内容を概説する.

本稿の構成は以下とした: 節１でカンドルと例を紹介する. 節２ではカンドルの分類空間 BX[FRS]を紹介し, そ

の空間のホモトピー群 π∗(BX)が結び目との関わりを概説する. ３節では筆者の仕事を大雑把ながらに、列挙する.

1 カンドルの定義と例

定義 1.1 ([Joy]). カンドルとは, 集合 X と二項演算 ∗ : X ×X −→ X で次を条件を満たすものをいう.

• (QI) 任意の x ∈ X に対して, x ∗ x = x.

• (QII) 任意の x, y ∈ X に対して唯一の元 z ∈ X が存在して x = z ∗ y を満たす.

• (QIII) 任意の x, y, z ∈ X に対して (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z).

この定義は少し解りづらいため, 今からカンドルの例を提示する.

例 1.2. [I] (アレクサンダーカンドル) M を Z[T±]加群とする. このとき x ∗ y = Tx+ (1− T )y とするとM はカ

ンドル構造を持つ. 特に, 有限体 Fq と元 ω ∈ Fq に対し, X = Fq[T ]/(T − ω)の形がもっとも扱い易い.

[II] (共役カンドル) Gを群とする. 任意の x, y ∈ Gに対して x ∗ y = y−1xy とカンドル構造を入れることが出来る.

[III] (等質空間上のカンドル構造) H ⊂ Gを群の組とし, 中心化群 ZH(G)の元 z0 を固定する. このとき, 左商集合

X = H\Gに, 二項演算を [x] ∗ [y] := [z0xy
−1z0y] (x, y ∈ G)として定義する. すると組 (X, ∗)はカンドルになる.

逆に, カンドルが“連結”である時, この例のカンドルの 1つに同型である事が知られている.

[IV] (基本カンドル) N ⊂ M を向付き実多様体の余次元２の組とする. このとき, 基本カンドル Q(M,N)を, 次の

ラケット状のものからの連続写像のホモトピー類で定義する.

Q(M,N)
def
= { −→ (M,N, {∞})}/ホモトピー.

Q(M,N)には自然にカンドル構造が下図のように定義される (詳細は [Joy]など参考).

*
def

*1 E-mail address: nosaka@kurims.kyoto-u.ac.jp
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結び目を考える. 即ち円 S1 から球面 S3 への埋込みK である. すると基本カンドル Q(S3,K)は結び目を分類する:

事実 1.3 ([Joy]). 結び目がK が他の結び目K ′ と (または −K∗ と)イソトピーで繋がる必要十分条件は, 或るカン

ドル 同型 Q(S3,K) ∼= Q(S3,K ′)が存在する事である

よって, この基本カンドル Q(S3,K)を研究する事は, 結び目の分類の手段として有効である. しかし基本カンド

ルは有限表示の可算な代数系なので直接は調べるのは難儀である. しかし調べる手段を一つ紹介する:

定義 1.4. D を絡み目図式とし, X をカンドルとする. X-カラリングとは射像 C : {over arc} −→ X のことで図式

D の各交点に対して次を満たすものをいう. X-カラリング全体の集合を ColX(D)と書く事にする.

α β

γ
C(γ) = C(α) ∗ C(β)

事実 X をカンドルとする. D,D′ を絡み目 L ⊂ S3 の二つの図式とする. D と D′ がライデマイスター移動で移り

あうとき自然な全単射 ColX(D) � ColX(D′)が或る. 自然な全単射 HomQnd(Q(S3, L,X) � ColX(D)がある.

この前半の証明は, 下図のライデマイスター移動による X-カラリングの変化を見る事で, 全単射を構成する事で

ある. カンドルの定義がうまく効いている事が見て取れる.

R-III move

       R-II move

       R-I move

a=a*a

aa
a

a a a a

ab

b b

b

b b

b

b cc

c b*c b*cc (a*b)*c(a*c)*(b*c)

この事実の云わんとする事は, X-カラリングとは他のX を使って QK を相対的に調べる事をいう. しかしながら,

代数トポロジーならばさらに悟る事に, カンドル X のコホモロジー (特性類)をその全単射 ColX(D) � ColX(D′)

から引き戻す事で, さらに深い情報を得たいと思ってしまう. その 1つの答えが次節のラック空間である.

2 ラック空間とその２次ホモトピー群

カンドル X に対して, ラック空間 BX の定義 [FRS]を復習した後, そのホモトピー群 π2(BX) と結び目の関連

を述べる. 本稿ではその BX に関し 3-セルまでの定義を紹介する (本来は“四角-sets”の幾何実現で構成された).

定義 2.1. カンドル X に対して, ラック空間とは次で定義される CW複体である.

• BX の 1-スケルトンを X で添え字づけられた円 S1 の wedge和とする.

• 1-スケルトン ∪ {(a, b)-スケルトン |(a, b) ∈ X×2} を BX の 2-スケルトンとする. ここで (a, b)-セルとは次のよ

う正方形の 2-セルであり, 下図の各辺を 1-スケルトンに添え字が合うように貼る.

• 2-スケルトン ∪ {(a, b, c)-スケルトン |(a, b, c) ∈ X×3}を BX の 3-スケルトンとする. ここで (a, b, c)-セルとは

次のような 3-セルである: 即ち, 上面が (a, b)-セルで, 高さ方向の辺が全て c ∈ X でラベルされたものである. 公理

(QIII)から下図の各面が (a,b)型の 2-セルになっている (それはカンドルの定義の分配則から well-definedである).

添え字に合わせて各面をその 2-スケルトンに貼った.
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a

b b

a ∗ b

b
a ∗ b

a

b

c

c c
b ∗ c

b ∗ c
(a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c)

図 1 (a, b)でラベルされた 2-セルと, (a, b, c)でラベルされた 3-セル.

さて, この空間 BX のホモトピー群 π2(BX)に関する事実 2.2を言及する. まず次の商集合を考えよう:

Π2(X) := {D の X-カラリング C |D : 結び目図式 }/ライデマイスター移動, コンダルダンス移動

ここでコンコルダンス移動とは次の図のような同じカラーを持つ近いアークの対応である. するとこの集合 Π(X)

は, カラリングの disjoint unionをとる事でアーベル群構造を持つ (cf.ボルディズム群).

a a

次に, 準同型 Π2(X) → π2(BX)を定義する. D を絡み目図式とし, C をその X-カラリングとする. 絡み目図式

を S2 上の図式と思うと, D の双対分割は, S2 の四角によるセル分割を与える. その２セルらの辺に, 自然にX でラ

ベルが付けられる. すると各２セルを BX の 2-スケルトンらに対応させる事が出来る. それは S2 上に全体で貼り

合い, セル写像 ξC : S2 → BX ができた. そのホモトピー類はライデマイスター・コンコルダンス移動に因らないの

で (BX の 3-セルの定義より), ほしい準同型準同型 Π2(X) → π2(BX)を定義できた. さらに知られている事に

定理 2.2 ([FRS]). その準同型は同型 π2(BX) ∼= Π2(X)を誘導する.

この事実より, 群環 Z[π2(BX)] に値をもつ結び目の不変量はたやすく作れる (厳密な定義は [N1] に記した). ホ

モトピー群はわかりづらいので, コホモロジー群に落としたものも有用である (カンドルコサイクル不変量とい

う)[CJKLS, CEGS] (他に参考文献をもっと提示すべきだが, 紙幅の都合上略します).

3 筆者の結果の紹介

さて、このようにホモトピー群 π2(BX)は結び目と関連をもち, ある種のボルディズム群である. 代数トポロジー

ではボルディズム群を調べるとご利益が多くある. その見地から著者いくらか結果を得たので紹介する.

• (π2(BX)と π3(BX)の計算) まず修論 [N1]で, π2(BX)の有限生成性や具体的計算など行った．後に或る革新を

得て, 筆者は“レギュラー”で奇数位数のアレクサンダーカンドル X に対して, π2(BX)を計算可能にした. 具体的

計算結果は [N4]を見よ (そこには π3(BX)の計算もある)．

さらに, ホモトピー群の計算には空間 BX のホモロジー群を計算する事が鍵になる。そこで,

• 筆者は整係数ホモロジー群 BX の有用な直和因子である“カンドルホモロジー”を計算した. 詳細にいえば, 奇素

数位数のアレクサンダーカンドル全てに対し, カンドルホモロジーを捩れ込みで全て決定した [N2]. 今の時点で, 筆

者の結果がもっとも広いカンドルのクラスである上, 当論文で或る予想も解決した.

•また低次元トポロジーでお馴染みであるが, 結び目の不変量が構成されれば, ３次元多様体の不変量が構成され

るものである. そこで分岐被覆空間との議論を噛合わせて, 畠中英里氏と筆者は [H, HN, N3], カンドルから３次元

多様体を扱える基礎固めに成功した: 空間 BX のホモトピー群やコサイクルを使って, ３次元多様体の不変量が構
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成し, 調べた. 我々の不変量は, Dijkgraaf-Witten不変量より強いか等しい事を示した. おそらく等価だろうが未解

決である.

そのホモトピー群の代表元である結び目がどう位相的意味を持つか調べた, 余次元２と相性がよいと述べたが, 実

際, その元は分岐被覆空間との相性が良い事が解った．アレクサンダーカンドルに関しては [N5]に書いた．カンド

ル一般でカンドルコサイクル不変量の位相的意味を与へる議論は [N8]を参照.

また余次元２の他の例として,“レフシッツ束”というものがある．例えていえば, レフシッツ束とは, ２かける２の

見方でアプローチできる良い４次元多様体である．カンドルからのアプローチが松本幸夫先生などにより考察され

ていたが, 筆者はそれを推し進め, 4次元多様体の「符号数」という不変量をカンドルから取り出すことに成功した.

また他に、「カンドルの特性類」という観点からも研究した [N7]. つまり空間 BX のコホモロジーの良い元 (コサ

イクル)の具体的な表示が必要である. そこで筆者は“アレクサンダーカンドルの G族”というクラスに対して, コ

サイクル表示を得る方法を見出した. そこでの構成は, 任意の群 Gと右 G加群に適応できる議論で懐が広い. 不変

式論という代数的な議論から多くコサイクルを得る事ができた. 特にモジュラー表現と関わる部分が面白いと筆者

は考えているが今後の課題である。(ちなみに, そのアイディアの大本は, 井上-蒲谷氏ら [IK]の影響がある. 彼らは,

双曲体積・Chern-Simons不変量をカンドルの言葉に換言する仕事を修められた)
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TOWARDS ALGEBRAIC K-THEORY OF LOCAL FIELDS AT
THE PRIME 2

加藤　諒（名古屋大学大学院多元数理科学研究科 D1）

近年, 代数トポロジーと他分野との関連性は目まぐるしい勢いで解析されている.
その関係を与える例の 1つとして, 代数的K 理論が挙げられる.

幾何学的トポロジー
空間上の代数的 K 理論−−−−−−−−−−−→ 代数トポロジー

環上の代数的 K 理論←−−−−−−−−−− 数論

スキーム上の代数的 K 理論

�⏐⏐ 数論的多様体

⏐⏐�
代数幾何学

スキーム論←−−−−− 数論幾何学

まず,代数的K理論について簡単に説明しよう. Waldhausen圏 Cとは, w-cofibration
と w-weak equivalenceと呼ばれる構造を持つ圏である. 代数的 K 理論とは, Wald-
hausen圏 C に対し, K(C)なる位相空間（無限ループ空間, またはスペクトラム）を
対応させる, ある特別な関手である. このK(C)を, Cの代数的K 理論と呼ぶ [11]. 環
Rに対し, その有限生成射影的 R加群の圏 PA の代数的K 理論K(PA)を Rの代数
的K 理論と呼び, K(R)と表す.

S を球面スペクトラムとし, Σをスペクトラムの圏の懸垂自己関手とする. このと
き, mod n MooreスペクトラムMn はコファイバー列

S
n−→ S → Mn → ΣS

により与えられる. 以下, スペクトラムの圏への関手 F に対し, F∗(−) = π∗F (−),
F∗(−,Z/n) = π∗(F (−) ∧ Mn)と表記する. 体K の代数的K 群とは, K の代数的K
理論K(K)のホモトピー群

K∗(K) = π∗K(K)

として定義され, K のmod n代数的K 群は

K∗(K,Z/n) = π∗(K(K) ∧ Mn)

と定義される. (注意: 代数的K 群のことも代数的K 理論と呼ぶこともある.)

Theorem 1. (Hesselholt-Madsen [5, Theorem A]) H∗(−,−) を Galois コホモロ
ジー, pを奇素数とする. このとき, K が 1の pv 乗根 μpv を含む標数 0の離散完備付
値体で, その剰余体が標数 pの完全体となるとき,

Ki(K,Z/pv) ∼=
{

H0(K,μ⊗s
pv ) ⊕ H2(K,μ

⊗(s+1)
pv ) i = 2s,

H1(K,μ⊗s
pv ) i = 2s − 1

が i ≥ 1で成立する.

以下, この仕事の詳細を述べる. T = {z ∈ C : |z| = 1} とする. このとき,
Waldhausen圏 Cに対し, 位相的Hochschildホモロジー T (C)が定義される [5]. T (C)
は T-スペクトラムの構造を持つ. pを素数とし, Cr を位数 rの巡回群とする. Cr は
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Tの部分群であることから, 関手 T (−)は Cr-スペクトラムの圏への関手と考えるこ
とができ, TR-ホモロジー関手 TRn(−; p)は, T (−)を用いて

TRn(−; p) = T (−)Cpn−1

と定義される. 圏 C からこの関手により得られる pro-スペクトラム TR•(C; p)は次
の Frobenius射と呼ばれる射を持つ [5].

F : TRn(C; p) → TRn−1(C; p).

TR(C; p)を {TRn(C; p)}n のホモトピー極限と定義するとき, C の位相的巡回ホモロ
ジーは次のコファイバー列により与えられる.

TC(C; p) → TR(C; p) 1−F−−−→ TR(C; p).

Aを商体 K と剰余体 k を持つ離散完備付値環とする. これらの代数的 K 理論に
対し, Quillenにより次のコファイバー列の存在が知られている [7].

K(k) → K(A) → K(K) → ΣK(k).

ここで, Aに依存して決まる特別なWaldhausen圏に T (−)を適用することで, 以下
のスペクトラムが定義される [5, Definition 1.5.5].

T (A|K), T (A), T (k).
このとき, [1]により導入された円分的跡写像 trにより, 次のコファイバー列の間の射
が得られる.

K(k) −−−−→ K(A) −−−−→ K(K) −−−−→ ΣK(k)

tr

⏐⏐� tr

⏐⏐� tr

⏐⏐� tr

⏐⏐�
TC(k; p) −−−−→ TC(A; p) −−−−→ TC(A|K; p) −−−−→ ΣTC(k; p)

Hesselholt-Madsenによる [4]の仕事により, 左の 2つの trは, i ≥ 0, v ≥ 1に対し
πi(−,Z/pv)により同型を誘導する. よって, i, v ≥ 1に対し,

Ki(K;Z/pv) tr−→ TCi(A|K; p,Z/pv)

は同型である. 以上のことから, K のmod pv 代数的K 群の構造への, 次の様な流れ
が得られる.

TRn
∗ (A|K; p,Z/pv) ⇒ TR∗(A|K; p,Z/pv) ⇒ TC∗(A|K; p,Z/pv) ∼= K∗(K;Z/pv).

では, TRn
∗ (A|K; p,Z/pv)はどうすれば解析できるであろうか？以下はそれについて

説明していこう.

TR•(A|K; p) = {TRn(A|K; p)}n に対し, 次の 制限射と呼ばれる射

R : TRn(A|K; p) → TRn−1(A|K; p)

がある. この射の構成を簡単に説明しよう. G-スペクトラム X と射 f : G′ → Gが
与えられたとき, この f を介することによりG′-スペクトラムとみなしたX を, f∗X
と表記する. E を可縮な自由 T-CW複体, E+は E に基点を加えた空間とし, 次のコ
ファイバー列を考える.

E+
collaps−−−−→ S0 → Ẽ → ΣE+.

ρrを群同型射 T
∼=−→ T/Crとする. このとき, (Ẽ ∧T (A|K))Cp は T/Cp-スペクトラム

となるため, 上の表記を用いて, T-スペクトラム ρ∗p(Ẽ ∧ T (A|K))Cp が得られる. | − |
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を T-スペクトラムの圏からスペクトラムの圏への忘却関手としたとき, T (A|K)は円
分構造を持つことが知られている, i.e.

∃r : |ρ∗p(Ẽ ∧ T (A|K))Cp | 
 |T (A|K)|.
この構造は, 帰納的に任意の nに対し

rn+1 : |ρ∗pn(Ẽ∧T (A|K))Cpn | = |ρ∗pn−1(ρ∗p(Ẽ∧T (A|K))Cp)Cpn−1 | 
 |ρ∗pn−1T (A|K)Cpn−1 |
へ拡張される. この射により, 制限射 Rは

|ρ∗pn−1T (A|K)Cpn−1 | → |ρ∗pn−1(Ẽ ∧ T (A|K))Cpn−1 | rn−→� |ρ∗pn−2T (A|K)Cpn−1 |

として与えられる. 以下, |ρ∗rX|をX と略記する. T-スペクトラムX に対し, 関数ス
ペクトラム F (E+, X)を考え, X の Cr-ホモトピー固定点スペクトラムを

XhCr = F (E+, X)Cr

と定義する. このとき, 自然な射 γ : T (A|K) → F (E+, T (A|K))により誘導される射

Γ : TRn(A|K; p) → T (A|K)hCpn−1

が得られる. 同様に,

Γ̂ : (Ẽ ∧ T (A|K))Cpn−1 → (Ẽ ∧ F (E+, T (A|K)))Cpn−1

が得られる. また,

H•(Cpn−1 , X) := (E+ ∧ X)Cpn−1 ,

Ĥ(Cpn−1 , X) := (Ẽ ∧ F (E+, T (A|K)))Cpn−1

と定義することで, 次のコファイバー列の間の射が得られる.

H•(Cpn−1 , T (A|K)) −−−−→ TRn+1(A|K; p) R−−−−→ TRn(A|K; p)∥∥∥ Γ

⏐⏐� bΓ

⏐⏐�
H•(Cpn−1 , T (A|K)) −−−−→ T (A|K)hCpn−1 −−−−→ Ĥ(Cpn−1 , T (A|K))

この下のスペクトラムについては, それぞれ次の様なスペクトル系列が構成可能で
ある.

E2
s,t = H−s(Cpn−1 , Tt(A|K)) ⇒ πs+tT (A|K)hCpn−1 ,

Ê2
s,t = Ĥs(Cpn−1 , Tt(A|K)) ⇒ πs+tĤ(Cpn−1 , T (A|K)).

以下, 上の 1つ目のスペクトル系列を E∗, 2つ目のスペクトル系列を Ê∗と表記する.
[5]における TR-ホモロジーの解析は, 簡単に言うならば次の手順で行われている.

(1) Ê∗ を計算することにより, n = 1で π∗(Γ̂,Z/p)が同型となることを示す.
(2) (1)の結果を用いて, Γを E∗ により解析する.
(3) (2)により得られた Γの性質を用いて, n ≥ 1での Ê∗ を v = 1で計算する.
(4) (3)で得られた結果を, [10]の結果を用いて v ≥ 1に拡張する.

以上の流れにより, TR-ホモロジーを解析することで Theorem 1は示されている.

では, p = 2における問題点とは何であろうか？
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ホモトピー論における有名な結果として, 素数 pに対してmod p Moore スペクト
ラムは p > 2ならば環スペクトラムとなり, M2 は環スペクトラム構造を持たない.
よって, 例えば K∗(K;Z/2) は環構造を持たない. 上の (1)∼(4) の手順を踏むとき,
v = 1の解析がまず始めにあるわけだが, これはMp の環構造の存在に大きく依存し
ている. M4 に関しては, 岡の結果によりM4 は非可換な環スペクトラム構造を持ち,
安定Hopf写像 η ∈ πS

1 を用いることで, π∗(M4)の積の交換子は常に η2で割れること
を示している [6]. これに対し, T (A|K)には η2 は常に自明に作用する (cf. [3]). よっ
て, T∗(A|K,Z/4)は可換環構造を持つことが分り, この結果により, 上記の問題は解
決される.

次の問題は, M4に対し 4が素数でないことにより発生する. 簡単に述べると, M4

を用いることは Z/4係数で考えることに対応するため, splitting等の問題が避けられ
なくなり, 具体的な代数構造が見えなくなってしまう. この問題に関しては, Rognes
が [8]により行なった仕事が非常に良いアプローチを与えている. この仕事により,
Rognesは T (Z;Z/4)の構造を, 完全に代数的な Z/2係数により与えられる代数構造
を用いることで幾何的な Z/4係数の構造を決定している. つまり, この方法では Z/2
係数に関して幾何的な情報に依存しない為, M4から生じる Z/4において起こる問題
を Z/2に落とすことが可能となる. そこから, [9]の手法を用いることで, v ≥ 2に関
する Theorem 1 へアプローチが可能であろうことが期待できる.

また, この研究に対して, p-typical de Rham-Witt複体と呼ばれる代数構造が必要
不可欠である. p > 2では [5]に詳細が述べられているが, p = 2におけるこの代数構
造の定義は [2]によって再構築された. これにより, 2-typical de Rham-Witt複体が
この研究に利用可能となったが, p = 2のときは ιと呼ばれる構造射が非自明である
ことや, スペクトル系列の微分の結果が変わること等が予想されることから, p > 2と
の違いが生じるであろう.

Hesselholt-Madsenの仕事 [5]の p = 2でのアナロジーを行うことへの問題は, 上
述したこと以外には起きないであろうことが期待される. 現段階で, ある程度までの
素数 2での問題は解決が可能であることが分かっている.

References

[1] M. Bokstedt, W.C. Hsiang and I. Madsen, The cyclotomic trace and algebraic K-theory of
spaces. Invent. Math. 111 (1993), no. 3, 465-539.

[2] V. Costeanu, On the 2-typical de Rham-Witt complex. Doc. Math. 13 (2008), 413-452.

[3] L. Hesselholt, The big de Rham-Witt complex, Preprint 2010.
[4] L. Hesselholt, I. Madsen, On the K-theory of finite algebras over Witt vectors of perfect fields,

Topology 36 (1997), 29-101.
[5] L. Hesselholt, I. Madsen, On the K-theory of local fields, Ann. of Math. 158 (2003), 1-113.

[6] S. Oka, Multiplications on the Moore spectrum. Mem. Fac. Sci. Kyushu Univ. Ser. A 38
(1984), no. 2, 257-276.

[7] D. Quillen, Higher algebraic K-theory I, Algebraic K-theory I: Higher K-theories (Battelle
Memorial Inst., Seattle,Washington, 1972), Lecture Notes in Mathematics, vol. 341, Springer-

Verlag, 1973.
[8] J. Rognes, The product on topological Hochschild homology of the integers with mod 4

coefficients, J. Pure Appl. Algebra 134 (1999) 210-217.
[9] J. Rognes, Algebraic K-theory of the two-adic integers, J. Pure Appl. Algebra 134 (1999)

287-326.
[10] S. Tsalidis, Topological Hochschild homology and the homotopy descent problem, Topology

37 (1998), 913-934.

[11] F. Waldhausen, Algebraic K-theory of spaces, Algebraic and geometric topology, Lecture
Notes in Mathematics, vol. 1126, Springer-Verlag, 1985, pp. 318-419.

－108－



力学系におけるHamiltonianについての
recursion operatorの構成

竹内 司 (東京理科大学 理学研究科M2)∗

1. はじめに

古典力学において， Liouvilleの意味で完全積分可能な系のことを可積分系と呼ぶ．
[1]によれば，自由度nの系では，独立なn個のPoisson bracketが 0である第１積分が
分かれば，系は求積法で解けることが分かる．このことについて，[5]において以下の
ように記述されている．

• n次元空間の運動 (2n個の変数をもつハミルトン系)の場合には，
n個の第１積分，G1 = H, G2, · · · , Gn があり，{Gi, Gj} = 0 かつ
gradG1, · · · , gradGn が１次独立であるときを，完全積分可能と呼ぶ．

一方で，G.De Filippo，G.Marmo，M.Salerno，G.Vilasiらにより可積分系の新しい
特徴付けがなされている．特に，G.Vilasi氏の著書 [3]により，多様体M の余接ベク
トル束 T ∗M上での力学系におけるHamiltonianについて recursion operator T の構成
がなされている．この recursion operatorとは以下に挙げる定理における，ある対角化
可能な (1, 1)テンソル場である．Vilasi氏によれば，Tの意味での可積分性はベクトル
場Δの自由度が有限であるか無限であるかによらず表現することができる．

これらのことについて，次の定理が与えられている.

定理 1 ([3]). M2n上のvector field Δ，∃T：対角化可能な (1,1) tensor field s.t.

1. Δ-invariant : LΔT = 0.

2. Nijenhuis torsion が消滅：NT = 0.

3. 固有値 λj について，degλj =2 かつ至るところ微分可能：(dλj)p �= 0，∀p ∈ M.

とする．このとき，Δは separableかつ symplectic structure ∃ωについて completely

integrableであり，かつHamiltonian.

この定理におけるT が recursion operatorであり，(Jk, ϕ
k)を基底として選べば，以

下の形をとる：

T =
∑

k

λk(Jk)

(
∂

∂Jk

⊗ dJk +
∂

∂ϕk
⊗ dϕk

)
.

この T は剛体の運動やKepler dynamicsなどにおいてはすでに知られている．ここ
でトレース Tr(T k) (k = 1, 2, · · · , n)をそれぞれ取ることで，自由度 nのHamiltonian

についてn個の関数的に独立な保存量が得られる.

本研究の目的は，Kepler dynamicsにおける recursion operatorの構成を例として，
幾何学的な観点から具体的な力学系における他の recursion operatorを構成することで
ある．
∗〒 162-8601 東京都新宿区神楽坂 1-3　東京理科大学大学院 理学研究科
e-mail: j1110605@ed.tus.ac.jp

－109－



2. Kepler dynamics

R
3 − {0}において，極座標表示されたKepler dynamics について考察する．このと

き，あるvector field Δが与えられglobally Hamiltonian vector fieldであるとする．こ
れは，Hamiltonian Hと symplectic form ωについて，iΔω = −dH を満たすvector field

である．ここで，N = R3 − {0}，M = T ∗N とし，Mにおける recursion operator T

を構成する．
このとき [2]によって，作用角変数 (J, ϕ)を用いれば，H, Δ, ω はそれぞれ以下のよう

に与えられる．

H = − mk2

(J1 + J2 + J3)2
,

Δ =
2mk2

(J1 + J2 + J3)3

(
∂

∂ϕ1
+

∂

∂ϕ2
+

∂

∂ϕ3

)
,

ω =
3∑

i=1

dJi ∧ dϕi.

ここで，Δは separableでなくHのHessianが0になるため，recursion operatorを容
易に求めることができない．しかし，Hが作用変数のみによって決まるため，座標変
換を行うことで新たな組 (J ′, ϕ′)を考えることができる．これによりHを新たな組で表
現すれば，変数分離とみることができる．結果として，recursion operatorは次の形で
与えられる．

T =
3∑

i,j=1

(
(tS)i

j

∂

∂Ji

⊗ dJj + Si
j

∂

∂ϕi
⊗ dϕj

)
.

ただし，

S =

⎛⎜⎝ J1 J2 J3

J2 − J3 J1 + J3 J3

J3 − J2 J2 J1 + J2

⎞⎟⎠ .

このTは確かに定理における３条件を満たすことが分かる．
また，関数的に独立な保存量は以下の３つである．

Tr(T ) = 2 {(J1 + J2 + J3) + (J1 − J2 + J3) + (J1 + J2 − J3)} ,

T r(T 2) = 2
{
(J1 + J2 + J3)

2 + (J1 − J2 + J3)
2 + (J1 + J2 − J3)

2
}

,

T r(T 3) = 2
{
(J1 + J2 + J3)

3 + (J1 − J2 + J3)
3 + (J1 + J2 − J3)

3
}

.

3. Upper half-space

上半空間Rn
+ = {(q1, q2, · · · , qn)|qn > 0}からRnの単位球面への微分同相写像を考え

る．ここで与えられる写像において，逆写像の引き戻しを gPとすれば，

gP =
1

(qn)2
(dq1 ⊗ dq1 + dq2 ⊗ dq2 + · · · + dqn ⊗ dqn)

となる．このとき，(Rn
+, gP )を双曲空間のPoincaréの上半空間モデルという．([4]参照)
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また，可逆な行列 (gij)の逆行列 (gij)で表せば，

H =
1

2

∑
i,j

gij(q)pipj

である．([5]参照)

以上により，T ∗
R

n
+ のgeodesic flowにおけるHamiltonian Hは次の形で与えられる：

H =
1

2
(qn)2

(
p1

2 + p2
2 + · · · + pn

2
)
.

このとき，Hamilton-Jacobi方程式を考え，pi =
dSi

dqi
(i = 1, 2, · · · , n)とし，これを

Siについて解く．ここで，S =
∑n

i=1 Si であるから，

S =
√

Kn−1 q1 +
n−1∑
i=2

√
Kn−i + Kn−i+1 qi

+
√

2H − K1(qn)2 − 1√
2H

log

(
1

qn

(√
2H

K1

+

√
2H

K1

− (qn)2

))
.

これより，Pi = − ∂S

∂Qi

(Q1 = H,Q2 = K1, · · · , Qn = Kn−1) とおけば，

P1 =
1√
2H

log

(
1

qn

(√
2H

K1

+

√
2H

K1

− (qn)2

))
,

P2 = − qn−1

2
√

K1 − K2

− 1

2K1

√
2H − K1(qn)2,

Pi = − qn−i+1

2
√

Ki−1 − Ki

− qn−i+2

2
√

Ki−2 − Ki−1

(i = 3, 4, · · · , n − 1),

Pn = − q1

2
√

Kn−1

− q2

2
√

Kn−2 − Kn−1

.

また，H(q, p) = H(Q,P ) = Q1であり，xi = Qi, xn+i = Pi (i = 1, 2, · · · , n), Xn+1 =

1, Xj = 0 (j = 1, · · · , n, n + 2, · · · , 2n) とすれば，

Δ =
2n∑
i=1

Xi
∂

∂xi

(
= Xn+1

∂

∂xn+1

)
.

よって，Δは separableであり，recursion operator を容易に求めることができる．

T =
2n∑
i=1

Si
j

∂

∂xi
⊗ dxj, S =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0
. . . Qn 0 · · · 0

0 · · · 0 Q1 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 · · · Qn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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以上から，このT は定理における３条件を満たしており，関数的に独立な保存量を
考えれば，

Tr(T k) = 2

⎡⎣(
1

2
(qn)2

n∑
i=1

pi
2

)k

+
n−1∑
j=1

⎧⎨⎩
(

n−j∑
i=1

pi
2

)k
⎫⎬⎭

⎤⎦ , (k = 1, 2, · · · , n)

により得られる．
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[KT] Gr(d, n) T -
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H∗
T (X)

H∗
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T (X)

Goresky-Kotwittz-MacPherson([GKM])

Theorem 0.2. ([GKM]) (0.1) 0 1
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GKM

Yes

Proposition 0.3. λ (1) (3) H∗
T (wGr(d, n) :Q)

{S̃λ} H∗
T (point :Q)-

S̃λ

S̃λS̃μ =
∑
ν

cνλμS̃ν

[KT] H∗
T (wGr(d, n) :Q)

w wGr(d, n)

Theorem 0.4. H∗
T (wGr(d, n) :Q)

(1) cλλλ =
∏

(k,l)∈inv(λ)
w(k,l)λ

(
t(k,l)λ

w(k,l)λ
− tλ

wλ

)
,

(2) wμ

(
tμ
wμ

− tλ
wλ

)
cλλμ =

∑
μ′:μ′→μ

cλλμ′ ,

(3) wλ

(
tλ
wλ

− tν
wν

)
cνλμ =

∑
λ′:λ′→λ

cνλ′μ −
∑

ν′:ν→ν′

wλ

wν′
cν

′
λμ.

H∗
T (wGr(2, 4) :Q)

wΩ◦
λ

λ, μ, ν
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指数調和写像を用いた調和写像の存在定理

大森俊明∗

東北大学大学院理学研究科数学専攻

§1 導入

本稿を通して (M, g)および (N, h)はそれぞれmおよび n次元のコンパクトで境界を
もたないRiemann多様体とする. C∞級写像 u : M → N に対して

E(u) :=

∫
M

|du|2 dμg

により定義される汎函数を考える. 但し |du|は微分 duの g, hに関するHilbert-Schmidt

ノルムであり dμgは (M, g)の体積要素である. 汎函数Eの臨界点は調和写像と呼ばれ,

対応する第一変分公式は
τ(u) := divg(du) = 0

によって与えられる. divgは gに関する発散である.

調和写像は, 調和函数の最も単純な一般化でありながら, 非常に豊富な側面をもち,

トポロジーや代数幾何など幅広い分野への応用を見せてきた. 特に現在もなお研究され
続けている重要な問題としてその存在がある. 本稿では, 調和写像の古典的な存在理論
を指数調和写像を用いた新しい方法で展開したい. 以下が主定理である.

定理 A ([4]). (M, g), (N, h)をコンパクトで境界をもたないRiemann多様体とし, (N, h)

の断面曲率がN 上いたるところで非正であると仮定する. このとき汎函数

Eε(u) :=

∫
M

eε|du|2 − 1

ε
dμg

の臨界点 uε : (M, g) → (N, h)のエネルギーが一様に有界な列 {uε ; Eε(uε) ≤ E0}ε>0は
ε → 0のとき, ある調和写像 u0 : (M, g) → (N, h)に一様収束する.

系として非正曲率多様体への調和写像の存在に関する次の重要な定理が証明できる.

系 (Eells-Sampson [2]). もし値域 (N, h)の断面曲率がN 上いたるところで非正ならば,

与えられたホモトピー類を代表する調和写像が存在する.

∗E-mail address: sa6m07@math.tohoku.ac.jp
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定理 B. (M, g), (N, h)をコンパクトで境界をもたないRiemann多様体とし, Mの次元は
2であると仮定する. このとき汎函数Eεの臨界点 uε : (M, g) → (N, h)のエネルギーが
一様に有界な列 {uε ; Eε(uε) ≤ E0}は, ε → 0のとき, ある有限個の点 {p1, . . . , pk} ⊆ M

の外で, ある (M 全体で滑らかな)調和写像 u0 : (M, g) → (N, h)に一様収束する.

更に値域N の 2次元ホモトピー群が消えている場合は次が証明できる.

系 (Sacks-Uhlenbeck [5]). もし dim M = 2かつN の 2次元ホモトピー群が π2(N) = 0

ならば, 与えられたホモトピー類を代表する調和写像が存在する.

§2 指数調和写像

定義. 写像 u : (M, g) → (N, h)が指数調和写像であるとは, u : M → N が C∞級写像
であってかつRiemann計量 gと hに関する汎函数

E(u) :=

∫
M

e|du|2 dμg

の臨界点であるときをいう. 対応する第一変分公式は次で与えられる:

τ(u) + 〈∇|du|2, du〉 = 0.

最も特筆すべき点は, 常に最大の正則性をもつ指数調和写像が存在することである:

定理 (Duc [1]). (M, g), (N, h)をコンパクトで境界をもたない Riemann多様体とする.

任意のホモトピー類H ∈ [M, N ]は E-最小点を許容しそれは必然的にC∞級である.

Ducの証明に少し手を加えることにより実際次が証明できる.

補題 1. Br(x) ⊆ M によって点 x ∈ M を中心とする半径 r > 0の測地球を表す.

sup
B1/2(x)

|du|2 ≤ C0

∫
B1(x)

(
e|du|2 − 1

)
dμg.

ここで定数C0 > 0は次元m = dim M , Ricci曲率Ric(M,g), 曲率テンソルR(N,h)および
体積 volg(B1(x))のみに依存し, 更にもし (N, h)の断面曲率がN 上いたるところで非正
ならばR(N,h)には依存しない.

§3 定理Aおよび定理Bの証明

[定理Aの証明] Riemann計量 gと hに関するEεの臨界点 uεは, Riemann計量 gと εh

に関しては E1の臨界点になっている. よって補題より

sup
M

|duε|2g, εh ≤ C0

∫
M

(
e|duε|2g, εh − 1

)
dμg

が得られる. 但し, 仮定から h, よって εhに関するNの断面曲率は非正であることから,

定数C0は曲率テンソルR(N,εh)には依存しない. |duε|2g, εh = ε|duε|2g, hであるから, 両辺
を ε > 0で割れば uεの勾配が上から一様にC0E0で抑えられることが判り, よって定理
の結論が従う.
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上の証明において, (N, h)の断面曲率に関する仮定がないと定数C0は ε → 0のとき
非有界である. しかし uεはRiemann計量 ε−1gと hに関して見てもまたE1の臨界点に
なっていることに注目する. そして補題から得られる評価

sup
Bε−1g

1/2
(x)

|duε|2ε−1g, h ≤ Cε

∫
Bε−1g

1 (x)

(
e
|duε|2

ε−1g, h − 1
)
dμε−1g

における定数Cεは, 今度はRic(M,ε−1g)に依存するがこれは ε → 0のとき 0に収束する.

|duε|2ε−1g, h = ε|duε|2g, hであることから gと hに関して上の評価式を書き直すと

sup
B√

ε/2(x)

(
√

ε)2|duε|2 ≤ C0(
√

ε)2−m

∫
B√

ε(x)

eε|duε|2 − 1

ε
dμg(3.1)

となる. 今度は体積 dμε−1g = (
√

ε)−mdμgが発散していることに注意. この評価式から,

特に, (m− 2)次元Hausdorff測度が有限のある特異点集合Σ ⊆ M の外では, ε|duε|2は
一様に有界であることが判る.

[定理Bの証明] 特に dim M = 2のときは (3.1)より ε|duε|2はM 全体で一様に有界と
なり, 更に, 与えられた δ > 0に対して有限個の点 {p1, . . . , pl}の外では

ε|duε|2 ≤ δ, ∀ ε � 1

が成り立つ. よって方程式 τ(uε) + ε〈∇|duε|2, duε〉 = 0の非線型項は調和写像の方程式
τ(u) = 0のそれと同様の扱いができ, 結局, ある有限個の点 {p1, . . . , pk}の外では

|duε|2 ≤ C0, ∀ ε � 1

が成り立ち定理の結論が従う.

参考文献
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(1964), 109–160.

[3] H. Naito, On a local Hölder continuity for a minimizer of the exponential energy functional, Nagoya
Math. J. 129 (1993), 97–113.

[4] T. Omori, On Eells-Sampson’s existence theorem for harmonic maps via exponentially harmonic
maps, to appear in Nagoya Math. J.

[5] J. Sacks and K. Uhlenbeck, The existence of minimal immersions of 2-spheres, Ann. of Math. (2)
113 (1981), no. 1, 1–24.
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Normality of complex contact manifolds

今田 充洋∗

慶應義塾大学大学院 基礎理工学専攻

1 序

実 (2n+ 1)次元多様体上の接触構造とは, 大域的な 1形式 ηが存在して,

η ∧ (dη)n �= 0

を満たすものであった (詳細は [2]など). この構造を奇数次元の複素多様体

上に拡張したものを考えたい. この拡張は 1959 年の Kobayashi の論文 [7]

に始まり, それ以来 Ishihara-Konishi [4], [5], Blair [3]らの研究により進展が

見られている. 実接触幾何において, Sasaki [9] は概接触計量構造に対する

normalityを定義した. 現在では佐々木構造と呼ばれ, 近年, 物理学からの注

目も集めている重要な存在となっている. 本講演ではこの normalityという

概念がどのように複素多様体上に拡張され, そこからどのような議論が出来

るかを紹介したい.

2 定義

初めに, 用語の定義をしておく.

Definition 1. M を (2n+1)次元の複素多様体, {Oλ}をその開被覆とする.

M が複素接触多様体であるとは, 以下の 1)と 2)を満たすものとする.

1) 各 Oλ において, 正則 1形式 ωλ がとれて, Oλ の各点で

ωλ ∧ (dωλ)
n �= 0 が成り立つ.

2) Oλ ∩ Oμ �= ならば, その上に 0でない正則関数 hλμ が存在し,

ωλ = hλμωμ が成り立つ.

∗e-mail address: imaddd@a6.keio.jp

－120－



各 Oλ において, Hλ = {X ∈ TOλ | ωλ(X) = 0}と定義しておく. hλμ た

ちは 0でないので, Oλ ∩Oμ上でHλ = Hμが成り立つ. よってH = ∪Hλは

well-definedで, M 上の正則かつ, 可積分でない subbundle である. 我々はこ

れを horizontal subbundle と呼ぶことにする.

Definition 2. (M,J, g)を (2n+ 1)次元の Hermite多様体 (J は概複素構造,

gは Hermite 計量)とし, U = {Oλ}をその開被覆とする. M が複素概接触計

量多様体とは, 以下の 1)と 2)を満たすものとする.

1) 各Oλにおいて, 1形式 uλ と vλ = uλJ , (1,1)-テンソル Gλ と Hλ = GλJ ,

単位ベクトル場 Uλ と Vλ = −JUλ が存在して, 以下を満たす.

H2
λ = G2

λ = −id+ uλ ⊗ Uλ + vλ ⊗ Vλ

g(GλX,Y ) = −g(X,GλY )

g(Uλ, X) = u(X)

GλJλ = −JλGλ

GλUλ = 0

uλ(Uλ) = 1,

2) Oλ ∩ Oμ �= φならば, Oλ ∩ Oμ 上に関数 a, b が存在して以下を満たす.

uμ = auλ − bvλ

vμ = buλ + avλ

Gμ = aGλ − bHλ

Hμ = bGλ + aHλ

a2 + b2 = 1.

Remark. (M, {ωλ}) を複素接触多様体とする. このとき

ωλ = uλ − ivλ

と 2つの実形式に分解することで複素概接触計量構造を構成することが出来

る [6]. これを少し区別するために. 複素接触計量構造と呼ぶ.

Example. C3 = {(z1, z2, z3)} において正則 1形式 ωを

ω = (dz3 − z2dz1)/2

と定義することで, 複素接触多様体 (C3, ω)を得る. さらに上の分解を行うこ

とで, 複素接触計量構造が Blair [1]により構成されている.
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3 Normality

記号はこれまでの通りとする. [6]において, Ishihara-Konishiは複素概接

触計量構造の normalityを, 以下に定義する 2つのテンソル S, T が恒等的に

0になることとした.

S(X,Y ) = [G,G](X,Y ) + 2g(X,GY )U − 2g(X,HY )V + 2v(Y )HX

−2v(X)HY + σ(GY )HX − σ(GX)HY + σ(X)GHY − σ(Y )GHX,

T (X,Y ) = [H,H](X,Y ) − 2g(X,GY )U + 2g(X,HY )V + 2u(Y )GX

−2u(X)GY + σ(HX)GY − σ(HY )GX − σ(Y )GHX + σ(X)GHY.

ここで, [·, ·] は Nijenhuis テンソルを表し, σ は g に対する Levi-Chivita 接

続∇を用いて, σ(X) = g(∇XU, V )と定義する (詳細は [8]を参照されたい).

我々はこの条件を「I-K normality」と呼ぶことにする. 同じく [6]にて, 複素

概接触計量多様体が I-K normalityをもてば, (M,J, g) がKähler多様体にな

ることが示されている. このような多様体の例として, Fubini-Study計量を

もったCP 2n+1 が挙げられる [3]. ここで, 私の結果を一つ紹介したい.

Proposition. M 上の複素概接触計量構造が I-K normality を持つならば,

任意のX ∈ Hに対して,

K(X, JX) +K(X,GX) +K(X,HX) = 6

が成り立つ. ここに, K(X,Y )はX,Y により生成される平面による断面曲率

を表すものとする.

つまり I-K normalityを満たしているかどうかを, 断面曲率の計算によって

チェックしようというものである. 実際に計算すると, 先のCP 2n+1において

K(X, JX) = 4, K(X,GX) = K(X,HX) = 1 と求まり, 等式を満たすこと

が分かる. しかしこれ以外に I-K normality をもった複素 (概)接触計量多様

体はまだ見つかっていない. そこで Korkmaz は, 「具体例が見つからないの

は, そもそもの I-K normalityが強すぎる条件なのではないか? 」いう考えに

基づき, 新たな normalityを定義した.

Definition. [8] 複素接触計量多様体が normalityを持つとは,

S(X,Y ) = T (X,Y ) = 0 (任意のX,Y ∈ Hに対し) かつ,

S(U, Y ) = T (V, Y ) = 0 (任意の Y に対し)

が成り立つことと定義する.

明らかに I-K normalityよりも少し弱い. 本講演ではこの話題も踏まえたう

えで, 私が現在取り組んでいる事についてお話するつもりである.
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star

1970 star star
star Jacobi

theta star star exponential theta

Eisenstein εn star

1 star

1970

star ([1])

star

Definition 1. P(C2n) f, g ∈ P(C2n)

Λ ∈ M(2n, C)

f ∗Λ g = f exp

(
i�

2

( 2n∑
k,�=1

←−−
∂ukΛk,�

−→
∂u�

))
g = fg +

i�

2
{f, g}+ · · ·

uk, u� ∈ C ,
←−−
∂uk f

−→
∂u�

g Λk,� Λ k, �

fg � f g �

f g

� → 0 ∗

M.Kontsevich

star star

star

star

star ([2])
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2 1 star

Λ star

Definition 2.

f(v) ∗ρ g(v)= f(v) exp
(ρ
2

←−
∂v

−→
∂v

)
g(v) =

∞∑
n=0

1

n!

(ρ
2

)n

(∂vnf(v)) (∂vng(v))

←−
∂v

−→
∂v f g

Definition 3.

e
ρ
4
∂2

(vn) =
∞∑

m=0

1

m!

(ρ
4

)m

(∂2mvn) eαv∗ρ =
∞∑
n=0

1

n!
αn(v ∗ρ · · · ∗ρ v)

3 Jacobi theta

Jacobi theta star

star star theta ϑ∗ theta ϑ

([2] [3] [5]) theta

Proposition 1.

ϑ1∗ρ (v) = −i
∞∑

n=−∞
(−1)ne(2n+1)πiv

∗ρ ϑ2∗ρ (v) =
∞∑

n=−∞
e(2n+1)πiv
∗ρ

ϑ3∗ρ (v) =
∞∑

n=−∞
e2nπiv∗ρ ϑ4∗ρ (v) =

∞∑
n=−∞

(−1)ne2nπiv∗ρ

ρ = −τi
π

, q = eρπ
2i2 = e−ρπ2

ϑ2
1∗ρ (v) =

(
e∑
λ

o∑
μ

−
o∑
λ

e∑
μ

)
M(λ, μ), ϑ2

2∗ρ (v) =

(
e∑
λ

o∑
μ

+
o∑
λ

e∑
μ

)
M(λ, μ)

ϑ2
3∗ρ (v) =

(
e∑
λ

e∑
μ

+
o∑
λ

o∑
μ

)
M(λ, μ), ϑ2

4∗ρ (v) =

(
e∑
λ

e∑
μ

−
o∑
λ

o∑
μ

)
M(λ, μ)

M(λ, μ) = e
ρ
2
(λ2−μ2)π2

e2λπiv∗ρ
∑e

λ λ

theta

Proposition 2.

ϑ2
3∗ρ (v) ϑ

2
3∗ρ (a) + ϑ2

1∗ρ (v) ϑ
2
1∗ρ (a) = ϑ2

3∗ρ (0) ϑ3∗ρ (v + a) ϑ3∗ρ (v − a)

ϑ4
1∗ρ (v) + ϑ4

3∗ρ (v) = ϑ4
2∗ρ (v) + ϑ4

4∗ρ (v) a

star theta
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4 Eisenstein ε

star Eisenstein ε

Definition 4.
εn(x) =

∑
e;μ

1

(x+ μ)n
= lim

M→+∞

M∑
μ=−M

1

(x+ μ)n∑
e;μ Eisenstein εn(x) n � 3

n � 3
∑

e;μ =
∑

μ εn(x)

εn∗(x) =
1

xn∗
+

∞∑
λ=1

(
1

(x+ λ)n∗
+

1

(x− λ)n∗

)
xn
∗ = x ∗ · · · ∗ x︸ ︷︷ ︸

n

x1
∗ = x x−1

∗ �= x−1

x−n
∗ xn

∗ ∗

x−n
∗ =

(−1)n

(n− 1)!

∫ ∞

0

tn−1 exp∗(tx) dt

x ∗ exp∗(tx) =
d
dt
exp∗(tx) xn

∗ ∗ x−n
∗ = 1

exp∗(αx) = exp(ρ
4
α2) exp(αx) Re ρ < 0 ρ → 0 εn∗(x)

εn(x) εn∗(x) εn(x)
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拡大次数を制限した類体塔の無限性

高橋 祐人 (名大多元数理)∗

概 要

本研究では，類体塔の無限性と p 類体塔の無限性との間にある差を明らか
にするため，類体塔の拡大次数に制限を加えたものについて考察する．講演
者は，奇素数 l に関するある条件の下で，2 類体塔が有限であるが，拡大次
数の素因数を 2 と l まで許した場合には無限回の拡大が可能になるような虚
2 次体が，無限個存在することを証明した．また，l = 3 の場合には 2 類体
塔の代わりに 3 類体塔の有限性を要求することも可能である．

1. 研究の背景
本研究の目的は，類体塔の無限性と p 類体塔の無限性との間にある差を考察するこ

とである．問題設定に先立って本節では，古典的な類体塔とその背景について述べる．

定義 1 (Hilbert類体，Hilbert p 類体). 代数体 K に対して，その最大不分岐Abel拡大
(resp. 最大不分岐Abel p 拡大)を K のHilbert類体 (resp. Hilbert p 類体)と呼ぶ．

類体論の教えるところにより，K のHilbert類体 K1 のGalois群 Gal (K1/K) は K

のイデアル類群 ClK と同型である．また，K のHilbert p 類体のGalois群は ClK の
p-Sylow部分群と同型である．K のHilbert類体およびHilbert p 類体は K 上有限次拡
大であり，一意的に定まることに注意しておく．

定義 2 (類体塔，p 類体塔). K を代数体とする．K0 = K とし，Ki のHilbert類体
(resp. Hilbert p 類体)を Ki+1 とすることで得られる体の拡大列

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Ki ⊂ Ki+1 ⊂ · · · ⊂ K∞ =
∞⋃
i=0

Ki

を K の類体塔 (resp. p 類体塔)と呼ぶ．

K∞/K が有限次拡大であるとき，すなわち真の拡大が有限回で停止しているときK

の類体塔は有限であるといい，そうでないとき無限であるという．p 類体塔の有限性も
同様に定義される．
代数体の類体塔は，Furtwänglerによって次の問題の形で初めて考察された．いわゆ

る類体塔問題である．

問題 (類体塔問題，[4]を参照). 代数体の類体塔は常に有限であるといえるか？

類体塔問題は当初，肯定的な解決が予想されていた．このような予想がなされた理
由として，山村 [10]ではFermatの大定理との関連が指摘されている．背景にあるのは，
次の事実である．

∗ e-mail: m09026e@math.nagoya-u.ac.jp

－128－



命題 3 ([7], Proposition 1, Proposition 2を参照). K を代数体とする．K の類体塔
(resp. p 類体塔)が有限である必要充分条件は，K のある有限次拡大 L が存在し，L の
類数が 1 (resp. p と互いに素)となることである．

Kummerによる，円分体 Q(ζp) における分解を利用したFermatの大定理の証明は，
p が非正則であるとき，すなわち p が Q(ζp) の類数を割り切るときには適用できない．
そこで，Q(ζp) を類数 1 の拡大体の中に埋め込むことで，この問題を回避することが
期待されていたわけである．
しかし，類体塔問題は現在では否定的に解決されている．Golod-Šafarevič [3]は1964

年，有限 p 群のホモロジー群の次元の間にある種の不等式が成立することを証明した．
これを類体塔のGalois群に適用することで，次の定理が得られる．

定理 4 ([7], Theorem 3を参照). K を代数体とする．K の p 類体塔が有限であるな
らば，

d(p)(ClK) < 2 + 2
√

r(K) + δ(p)(K)

が成立する．ただし，左辺は K のイデアル類群 ClK の p 階数，右辺の r(K) は K の
無限素点の個数を表し，δ(p)(K) は K が 1 の原始 p 乗根を含むとき 1，含まないとき
0 と定める．

すなわち，イデアル類群の p 階数が充分大きな代数体を構成すれば，定理 4 からそ
の p 類体塔は無限となり，したがって，命題 3 よりその類体塔も無限となることがわ
かる．こうして古典的な類体塔問題は否定的に解決された．

例 5. K = Q(
√−2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13) とすると，種の理論より d(2)(ClK) = 5 である．

したがって定理 4 より K の 2 類体塔は無限であり，特に類体塔も無限である．

2. 問題と方針
前節で述べたとおり，ある素数 p に対して p 類体塔の無限性を証明することで類体

塔の無限性を得る手法は常套的なものである．
しかし，興味深いことにこの逆は成立しない．実際に1980年，Schmithals [8]により

反例となる虚 2 次体，すなわちすべての素数 p に対して p 類体塔が有限であるにもか
かわらず，類体塔は無限であるような虚 2 次体の例が指摘されている．
彼が指摘した例は虚 2 次体のみであったが，講演者は実 2 次体についても同様の具

体例をいくつか発見した．さらに，計算ソフトウェアKASH 3 [5]を用いて探索したと
ころ，同様の条件を満たす 2 次体は少なくとも 233 個存在することが確認された．
以上の事実から，類体塔が無限であることと p 類体塔が無限であることとの間には

かなりの差があるのではないか，という疑問が自然に生じる．特に 2 次体の場合に関
して定式化すれば，次のような問題が生じることになる．

問題. すべての素数 p に対して p 類体塔が有限であるにもかかわらず，類体塔は無限
であるような 2 次体は，無限個存在するか？

しかしながら，この問題を直接取り扱うことは非常に困難であると考えられる．原
因は，p 類体塔の有限性を判定する手段が極めて限られていることにある．

定理 6 (Taussky [9], Theorem I, Theorem II). K を代数体とする．K のイデアル類群
の p-Sylow部分群が巡回群，もしくは p = 2 で四元群であるならば，K の p 類体塔は
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有限である．

奇素数 p に対して，2 次体の p 類体塔の有限性を判定するための条件は，これ以外
にはほとんど知られていない．したがって，すべての素数 p に対して p 類体塔の有限
性を要求するためには，イデアル類群の奇数部分が巡回群であることを証明せねばな
らず，これはまったく現実的ではない．
そこで，問題を扱いやすくするために，「すべての素数に対して」という条件は一旦

保留し，あらかじめ与えたいくつかの素数に対してのみ p 類体塔の有限性を要求する
ことを考える．この方針の下，講演者は次のような対象を新しく定義した．

定義 7 (P 制限類体塔). K を代数体とし，P を素数からなる集合とする．KP
0 = K と

し，すべての p ∈ P に渡って KP
i のHilbert p 類体を合成したものを KP

i+1 とするこ
とで得られる体の拡大列

K = KP
0 ⊂ KP

1 ⊂ · · · ⊂ KP
i ⊂ KP

i+1 ⊂ · · · ⊂ KP
∞ =

∞⋃
i=0

KP
i

を K の P 制限類体塔と呼ぶこととする．

類体塔や p 類体塔の場合と同様に，KP
∞/K が有限次拡大であるとき，K の P 制限

類体塔は有限であるということとする．
P 制限類体塔は，従来の類体塔および p 類体塔を内包する概念である．実際，P が

素数全体からなる集合である場合が従来の類体塔に相当し，素数ただひとつからなる
集合である場合が従来の p 類体塔に相当する．
命題 3 の類似として，P 制限類体塔の有限性に関しても次が事実が成立する．

命題 8. K を代数体とし，P を素数からなる集合とする．K の P 制限類体塔が有限
である必要充分条件は，K のある有限次拡大 L が存在し，L の類数がすべての p ∈ P

に対して互いに素となることである．

ここから，類体塔と p 類体塔との関係の類似として，ある p ∈ P に対して p 類体塔
が無限であるならば，P 制限類体塔もまた無限であることがわかる．しかしすでに見
たとおり，すべての素数 p ∈ P に対して p 類体塔が有限であっても，P 制限類体塔が
有限であるとは限らない．

3. 主結果
今回は，P が素数 2個からなる集合である場合に関して扱う．2次体のイデアル類群

の 2階数は種の理論を用いて比較的容易に統制できるため，lを奇素数とし，P = {2, l}
の場合を考える．
この場合に関して，Byeon-Lee [2]およびLemmermeyer [6]の結果を援用することで，

講演者は以下の結果を得た．

定理 A. l を奇素数とする．さらに，ある奇数 a ≥ 3 と，p ≡ 5, q ≡ 7 (mod 8) かつ
(p/q) = −1 を満たすある素数 p, q が存在して

4al = p + q

と表されるとする．このとき，2 類体塔が有限であり，かつ {2, l} 制限類体塔が無限
であるような虚 2 次体が無限個存在する．
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この定理が主張しているのはあくまでも 2 類体塔の有限性のみであり，l 類体塔の
有限性に関しては何も述べていないことに注意しておく．

2 次体の類数の 3 非可除性は，それ以外の奇素数に関する非可除性よりも先行研究
が豊富である．したがって，2次体の 3類体塔の有限性に関してもより多くの情報が得
られることが期待される．この方針の下，Byeon [1]による手法を援用することで，講
演者は以下の結果を得た．

定理 B. 3 類体塔が有限であり，かつ {2, 3} 制限類体塔が無限であるような 2 次体は，
実 2 次体，虚 2 次体ともにそれぞれ無限個存在する．

しかしながらこの場合，逆に 2 類体塔の有限性は保証できない．これは，手法とし
てある条件を満たすような基本判別式の密度評価を用いており，具体的な構成がわか
らないことが原因である．
最後に，定理 A について具体例をひとつ挙げておく．

例 9. l = 17 の場合について考える．素数 p, q を p = 516560573, q = 79 と取ると，
p ≡ 5, q ≡ 7 (mod 8) かつ (p/q) = −1 であり，

4 · 317 = 516560652 = p + q

となる．したがって定理 A より，2 類体塔は有限であるにもかかわらず，{2, 17} 制限
類体塔は無限であるような虚 2 次体が無限個存在することがわかる．

なお，直接計算により，700 以下のすべての奇素数 l に対して定理 A の仮定が成立
することが確認された．
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TORSION ON THETA DIVISORS OF HYPERELLIPTIC
JACOBIANS AND p-ADIC SATO THEORY

宮坂宥憲

東北大学大学院理学研究科

ABSTRACT. 本講演では,方程式 y2 = x2g+1 + x (g ≥ 2)によって定
義される超楕円曲線の Jacobian多様体のテータ因子上に,ある位数
の torsionが存在しない,という結果 ([5])を紹介する. 主結果の証明
方法には, 素数次フェルマー曲線の巡回商に対して類似の結果を示
した, Andersonによる p-進タウ関数を用いた手法を用いる. また本
稿の主結果は, 東北大学の山崎隆雄准教授との共同研究に基づいて
いる.

1. INTRODUCTION

X を標数 0の体K上の滑らかな射影かつ連結な種数 2以上の曲線
とし, J を X の Jacobian 多様体, Z を J の閉部分多様体とする. Jtor

を J の torsion 部分群としたとき, Raynaud の定理 (の一部) によって,
Jtor ∩ Z は次のどちらかの条件の下で有限集合となる:

(a) Z = X が Abel-Jacobi写像による J への X の埋め込みの像,
(b) J が absolutely simple.

ここで (a)(b)の場合に次の自然な問題が考えられる:

Problem 1. 有限集合 Jtor ∩ Z を具体的に決定せよ.

Colemanによる, X を Fermat曲線としたときに有限集合 Jtor ∩X を
具体的に決定した結果を始めとして, (a) の場合における Problem 1 に
関する研究はこれまでのところ数多くある. (この問題の surveyとして,
例えば [7].)
一方で Anderson は, J が (b)を満たし, Z = Θ が J のテータ因子で

ある場合を考察した. 彼は X が素数次 Fermat曲線の巡回商であると
き,ある位数の torsionが Θ上に存在しないことを示した (詳細は下の
Remark 5). その証明には, 佐藤タウ関数が用いられる. 佐藤タウ関数
は, KP方程式などの完全可積分方程式のソリトン解を記述する関数で
あって,いわゆる「佐藤理論」において中心的な役割を成す関数である
(詳細は下の Remark 6). 彼はその理論の p-進類似を発展させることで
Problem 1のような数論幾何学的な問題への応用を与えた. 我々は今回,
X が超楕円曲線である場合に, Andersonの理論を用いて類似の結果を
証明した.

Date: December 20, 2011.
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2. MAIN RESULTS AND SOME REMARKS

次に主結果を具体的に述べる. gを 2以上の整数とし, K を標数 0の
体で 1の原始 4g 乗根 ζ を含むとする. X を種数 g の K 上の超楕円曲
線で次の方程式で与えれるものとする:

y2 = x2g+1 + x. (2.1)

∞ ∈ X(K) を, 関数 x と y が極にもつ閉点とする. X の自己同型写
像 r を r(x, y) = (ζ2x, ζy) によって定義する. G := 〈r〉 を Aut(X) の
部分群 (位数 4g の巡回群)とする. このとき X の Jacobian 多様体 J
は, G の作用によって Z[G]-加群とみなされる. (ここで, Aoki の結果
により J は absolutely simple.) J のテータ因子 Θ ⊂ J を, L ∈ J が
H0(X,L ((g − 1)∞)) 	= {0}を満たす集合として定義する.
次に素数 pを p ≡ 1 mod 4gを満たすものとし, pの上の素イデアル

℘ ⊂ Z[ζ]をとる. χを合成写像

G
r �→ζ→ Z[ζ]∗ � (Z[ζ]/℘)∗ = F∗

p

によって定義する. このとき i = 0, 1, · · · , 4g−1に対して次が示される:

dimFp J [p]χ
i

=

{
0 (i : even)
1 (i : odd),

ここで J [p]χ
i
:= {L ∈ J [p] | r∗L = χi(r)L }. このとき我々は次の結

果を得た.

Theorem 2. 4gと互いに素な i ∈ {1, 3, · · · , 4g − 1}に対し,

(J [p]χ
i

+ J [2]) ∩Θ ⊆ J [2].

Theorem 3. K は Qp の有限次拡大とする. Qを X の閉点とし, LQ :=
OX(Q−∞)とおく. 仮定として, Qの座標 x(Q), y(Q)はK の整数環に
属しているとする. このとき 4g と互いに素な i ∈ {1, 3, · · · , 4g − 1}に
対し,

(J [p]χ
i

+LQ) ∩Θ = {LQ}.
Remark 4. 曲線 (2.1)が g = 2の場合, Boxall-Grant [3]によってΘ∩Jtor

は具体的に決定されている. (代数閉体上で 22個の点からなる.)

Remark 5. 比較のため, Anderson [2]の結果を述べる. lを奇素数,整数
a ≥ b > 1を l + 1 = a+ bを満たすものとし, 1の原始 l乗根 ζl をとる.
X を方程式

yl = xa(1− x)b

によって定義される滑らかな射影曲線とする. J , Θを上と同様に定義
し (ここで Koblitz-Rohrlichの結果により, J は absolutely simple), X の
自己同型写像 γ を γ(x, y) = (x, ζly) によって定義する. この作用は J
に Z[ζl]-加群の構造を与える. Z[ζl]のイデアル aに対し, J の a-torsion
部分群を J [a] と書く. 素数 p を p ≡ 1 mod l を満たすものとし, p の
上の素イデアル ℘ ⊂ Z[ζl]をとる. このとき Andersonは次の事を証明
した:

(J [℘] + J [(1− ζl)]) ∩Θ ⊆ J [(1− ζl)].
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Grant [4]は X が hyperellipticであるという仮定において (つまり a ∈
{2, (l + 1)/2, l − 1}のとき),次のことを示す事で Andersonの結果を改
良した: すべての n ≥ 1に対し,

(J [℘n] + J [(1− ζl)]) ∩Θ ⊆ J [(1− ζl)].

(ただし彼は証明において Andersonの理論は用いていない.)

Remark 6. 次の非線形偏微分方程式は KdP方程式と呼ばれる:

4ut − 12uux − uxxx = 0

(ここで u = u(t, x)). また次の方程式は KP方程式と呼ばれる.

(4ut − 12uux − uxxx)x − 3uyy = 0

(ここで u = u(t, x, y)). これらのソリトン方程式とよばれる微分方程式
たちは,代数曲線と非常に深いつながりをもっていることが知られてい
る. (たとえば, C上の楕円曲線に付随するWeierstrassの ℘-関数は, KdV
方程式の解を与える.)「タウ関数」は, KdV方程式または KP方程式を
含む一連の微分方程式系 (KdV階層または KP階層と呼ばれる)の解を
表す master functionと見なされるものである. 「佐藤理論」は,そのタ
ウ関数が無限次元グラスマン多様体 (Sato Grassmannian)上の各点に対
応して得られるというものである. Andersonはこの理論の p-進類似を
発展させることによって上述の結果を証明し,我々も今回それを引用し
た. (KdV方程式等に関する surveyとして [1]または [6]を挙げておく.)
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1 多重ゼータ関数の parity result

リーマンゼータ関数

ζ(s) =
∞∑

m=1

m−s,

は数論や数理物理の分野などで重要な役割を果たしている．1735年に, Eulerは
ζ(2) = π2/6.

という公式を与えた．また，その一般化である

ζ(2n) =
|B2n|(2π)2n

2 · (2n)!
, (1.1)

は広く知られている．ただし，nは正の整数，Bn は位数 nのベルヌーイ数である．また，Euler

[3]は

ζ(s1, s2) =
∞∑

m1,...,mr=1

m−s1
1 (m1 + m2)−s2 ,

という２重級数を導入して，それらが絶対収束する領域にある正の整数点での値を考察した．特に，
[3]では「どうのような正の整数 p1, p2 に対して，ζ(p1, p2)が有理係数の {ζ(j) | 2 ≤ j ≤ p1 + p2}
の多項式として表せるか？」という問題を考えていたように思える．これは (1.1)の結果の拡張と
して捉えられる．２０世紀に入り，上の２重級数を一般化した

ζEZ,r(s1, . . . ,sr) =
∞∑

m1,...,mr=1

m−s1
1 (m1 + m2)−s2 · · · (m1 + m2 + · · · + mr)−sr ,

という Euler-Zagier型多重ゼータ関数が導入された．Ihara, Kaneko, Zagier [5]や Tsumura [13]

は独立に異なる方法を用いて，上で述べた [3]で考えられていた問題の一般化の答えを与えた．

Theorem 1.1. ([5, Corollary 8], [13, Theorem]) rを正の整数とする．正の整数 p1, . . . , pr に対
して，r と p1 + · · · + pr の偶奇が異なるのならば，ζEZ,r(p1, . . . , pr)は ζEZ,k(q1, . . . , qk)の積の
有理線形結合で表すことができる．ただし，q1, . . . , qk は正の整数で k < r とする．

Theorem 1.1 の n = 2 のときは Tornheim [10] により示され, n = 3 のときは Borwein,

Girgensohn [2]により示されている. 前にも述べたがこの結果は [3]で考えられていた問題の解答
を与えている． このような (1.1)の結果の一般化として考えられる Theorem 1.1の結果は parity
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resultと呼ばれ, 多重ゼータ関数の重要な性質の１つである. Borwein, Borwein, Girgensohn [1]

やHuard, Williams, Zhang [4]は Theorem 1.1の r = 2のときの明示公式を与え, また，Borwein,

Girgenshon [2]はある仮定の下での Theorem 1.1の r = 3 のときの明示公式を与えている．
このような parity resultは Euler-Zagier型多重ゼータ関数だけではなく，様々な多重ゼータ関
数に対して知られている．例えば，Matsumoto [6]によって導入されたMordell-Tornheim型多重
ゼータ関数

ζMT,r(s1, . . . , sr; sr+1) =
∞∑

m1,...,mr=1

m−s1
1 m−s2

2 · · ·m−sr
r (m1 + m2 + · · · + mr)−sr+1 , (1.2)

に対しても parity resultが成り立つことが知られている．実際には，Tornheim [10]は r = 2の
ときのMordell-Tornheim型多重ゼータ関数の parity resultを示し， Tsumura [14]は一般的な
Mordell-Tornheim型多重ゼータ関数の parity resultを示した．また，Huard, Williams, Zhang

[4] や Onodera [9]は独立に Tornheimや Tsumuraの結果の明示公式を与えた．

2 類似Mordell-Tornheim型多重ゼータ関数の parity result

今回はMordell-Tornheim型多重ゼータ関数の類似の関数

Tb1,...,br (s1, . . . , sr+1) =
∞∑

m1,...,mr=0

(2m1 + b1)−s1 · · · (2mr + br)−sr

× (2m1 + · · · + 2mr + b1 + · · · + br)−sr+1 (2.1)

の parity resultについて考える．ただし，b1, . . . , br ∈ {1, 2}とする．(2.1)は s1, . . . , sr+1 の関
数として, 全 Cr+1-空間に有理型で解析接続され, その possible singularitiesは明示的に決定され
ていることに注意する ([7, Theorem 3.6]を参考)．また， [11], [12], [15]では， Tsumuraは T1,2

に対しての parity resultを示している．実際に彼は「正の整数 p1, p2, p3 に対して，p1 + p2 + p3

が奇数で p3 ≥ 2ならば T1,2(p1, p2, p3)が {ζ(j) | 2 ≤ j ≤ p1 + p2 + p3} の積の有理係数の線形結
合として表せる」ことを示した．さらに，次の明示公式も与えた．

Theorem 2.1. ([15, Theorem 3.4]) p1, p2, p3 を p3 ≥ 2と p1 + p2 + p3 ≡ 1 mod 2を満たす正
の整数とする. このとき，

T1,2(p1, p2, p3) = −Z0(p1, p2, p3) + 2
[(p3−2)/2]∑

ν=0

[(p3−2−2ν)/2]∑
μ=0

ρ1(2μ + 1)

× Z1(p1, p2, p3 − 1 − 2ν − 2μ)
(−1)ν(π/2)2ν

(2ν + 1)!
が成り立つ．ただし，q ∈ {1, 2}, l ∈ N0, r ∈ N, θ ∈ R, λj = (1 + (−1)j)/2に対して，

Zq(p1, p2, p3) =
p1∑

j=0

ρ1(p1 − j)(−1)jλp1+1+j

×
j∑

ν=0

(
p3 − 1 + j − ν

p3 − 1

)
(−π/2)ν

ν!
χν+q

2 (
π

2
, p3 + j + p2 − ν)
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+
p2∑

j=0

ρ2(p2 − j)(−1)jλp2+j

×
j∑

ν=0

(
p3 − 1 + j − ν

p3 − 1

)
(−π/2)ν

ν!
χν+q

1 (
π

2
, p3 + j + p1 − ν),

χl
q(θ, r) =

∞∑
n=0

(−1)n sin(p)((2n + q)θ)
(2n + b)r

,

ρq(r) =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + b)r

とする．

[9]の方法を応用することで，この結果よりも簡潔な parity result に関する Tb1,b2 の明示公式
を与えることができた．それは次のようなものである．

Theorem 2.2. ([8, Theorem 4.1])　 p1, p2, p3 を p1 + p2 + p3 ∈ 2N+ 1を満たす正の整数とす
る. b1, b2 ∈ {1, 2}にたいして,

Tb1,b2(p1, p2, p3) = (−1)p1J(b1,b3;b2)(p1, p3; p2) + (−1)p2J(b2,b3;b1)(p2, p3; p1),

が成り立つ．ただし，b3 は b3 ≡ b1 + b2 mod 2 を満たす b3 ∈ {1, 2} で，正の整数 q1, q2, q3 と
a1, a2, a3 ∈ {1, 2}に対して，
J(a1,a2;a3)(q1, q2; q3)

=
∑

k

{(
q1 + q2 − 1 − 2k

q1 − 1

)
(δa2,1 + (−1)a22−2k) +

(
q1 + q2 − 1 − 2k

q2 − 1

)
(δa1,1 + (−1)a12−2k)

}
× ζ(2k)Ta3(q3, q1 + q2 − 2k)

とする． また，この和は k ∈ [0,max{q1, q2}/2]を満たす整数を全てわたり，δa,1 は Kronecker’s

deltaとする．

Remark. T2,2(p1, p2, p3) = 2−p1−p2−p3ζMT,2(p1, p2, p3) に注意すると，Theorem 2.2 は On-

oderaの r = 2のときの結果の一般化である ([9, Theorem 3, Example 3.1]を参照のこと).

Example. T1,2(p1, p2, 1)のいくつかの具体例を与えておく:

T1,2(1, 1, 1) =
7
16

ζ(3),

T1,2(3, 1, 1) =
31
64

ζ(5) − 2
32

ζ(2)ζ(3),

T1,2(1, 3, 1) =
31
64

ζ(5) − 7
32

ζ(2)ζ(3),

T1,2(2, 2, 1) = −31
64

ζ(5) +
5
16

ζ(2)ζ(3),

T1,2(5, 1, 1) =
127
256

ζ(7) − 3
128

ζ(2)ζ(5) − 15
128

ζ(4)ζ(3),

T1,2(1, 5, 1) =
127
256

ζ(7) − 31
128

ζ(2)ζ(5) − 7
128

ζ(4)ζ(3),
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T1,2(4, 2, 1) = −127
256

ζ(7) +
17
64

ζ(2)ζ(5) +
15
128

ζ(4)ζ(3),

T1,2(2, 4, 1) = −127
256

ζ(7) +
17
64

ζ(2)ζ(5) +
7

128
ζ(4)ζ(3),

T1,2(3, 3, 1) =
127
256

ζ(7) − 17
64

ζ(2)ζ(5).

最後に，[8]では，Theorem 2.2の結果の他に同様の方法を用いることで，Tb1,b2,b3 の明示公式
も与えている．また，これらの結果を用いることで，他の多重ゼータ関数の parity resultの明示
公式も与えている．
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自然数を8s個の平方数で表す方法の個数の明示
公式

田坂浩二 (九州大学数理学府)

概 要
整数論の古典的な問題として, 「自然数N がいつ n個の平方数の和で書けるか.

また, 書けたとしたら何通りあるか.」といった問題がある. 今回, n = 8s (s ≥ 2)に
おけるある種の明示公式を得たのでそれを紹介する.

1 序

自然数 nを s個の平方数の和で表す方法の個数を rs(n)と表記する:

rs(n) := �{(x1, x2, . . . , xs) ∈ Zs | n = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
s}.

[2, 3]等にあるように, rs(n)の研究の歴史は古く, 多くの問題が考えられており, また,

様々な先行結果が知られている. 今回は特に, rs(n)の明示公式について知られている結
果の主要なものをいくつか紹介し, 次の節で主結果を述べる.

明示公式における最初の結果はGauss(1801)と Jacobi(1829)によって与えられた, 以
下の r2(n)に関するものである:

r2(n) = 4(d1(n)− d3(n)).

ここで, dj(n)は nのmod 4で jと合同な正の約数の個数を表す. テータ関数

θ(q) =
∑
m∈Z

qm
2

を考えると, θ(q)sは rs(n)の母関数である. 母関数 θ(q)sを他の級数で表記するという
ことにより rs(n)の明示公式を得られるが, Jacobiは楕円関数の理論を用いて, θ(q)sを
Lambert級数で表記することにより r4(n), r6(n), r8(n)に関する明示公式を示した:

r4(n) = 8
∑
d|n

d �≡0 (4)

d, r6(n) = 4

⎛⎜⎜⎝ ∑
d|n

d≡3 (4)

d2 −
∑
d|n

d≡1 (4)

d2

⎞⎟⎟⎠+ 16

⎛⎜⎜⎝ ∑
d|n

n
d
≡1 (4)

d2 −
∑
d|n

n
d
≡3 (4)

d2

⎞⎟⎟⎠ ,

r8(n) = (−1)n16
∑
d|n

(−1)dd3.
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よく知られるように, r4(n)は Lagrangeによる. さらに, r10(n), r12(n)等の公式も知られ
るが, 上記のような単純な約数和関数のみを用いた明示公式は得られていない (カスプ形
式の存在と関連している).

三角数における表現の個数を

ts(n) := �{(x1, x2, . . . , xs) ∈ Zs
≥0 | n =

x1(x1 + 1)

2
+ · · ·+ xs(xs + 1)

2
}

とおく. ts(n)に対し, Kac氏とWakimoto氏 (‘94 [5])は t4j2(n), t4j2+4j(n) (j ≥ 1)の明
示公式を予想した. Milen氏 (‘02 [7])はこの予想を証明し, さらに r4j2(n), r4j2+4j(n)を j

個のある約数和関数の積の線形和で表す公式を得た (Ono ‘02 [8]も参照). これにより,

s = 4, 8, 16, 24, 36, 48, . . .に対する rs(n)の公式が得られるわけだが, Chan氏と Chua氏
(‘03 [1])は s = 32の場合も 2つのある約数和関数の積の線形和でかけることを示した. 彼
らは同じ論文の中で, sが 16以上の 8の倍数であるときはいつでも２つのある約数和関数
の積の線形和でかけることを予想した（今回の主結果はこの予想の解決）. Chan-Chua

予想を受け, Imamoḡlu氏とKohnen氏 (‘05 [4])は, r8s(n) (s ≥ 2)が２つのある約数和関
数の積とある約数和関数の線形和でかけることを示した. 彼らの証明でキーとなる結果
は以下である : 合同部分群 Γ0(2) := {( a b

c d ) ∈ SL2(Z) | c ≡ 0 (mod 2)}のカスプ 0と i∞
に対応するEisensiten級数を G0

k, G
i∞
k とおき, Γ0(2)の有理数係数のカスプ形式が張るQ

上のベクトル空間を SQ
k (2)とかくと,

〈G0
2lG

i∞
k−2l | 2 ≤ l ≤ (k − 4)/2〉Q = SQ

k (2). (1.1)

2 主結果

正の整数 kに対し, σk−1(n) =
∑

d|n d
k−1とおく. また,

σi∞
k−1(n) =

∑
d|n

(−1)ddk−1, σ0
k−1(n) =

∑
d|n

n/d:odd

dk−1

とおくと, これらは各々Γ0(2)のEisenstein級数Gi∞
k , G0

kの係数として現れる. ここで, n

が正の整数でなければ σk−1(n) = 0と定め, 便宜上 σi∞
k−1(0) = (1− 2k)Bk/2kとおく (Bk :

Bernoulli数). これらある種の約数和関数の積を

ρi∞r,s (n) =
n∑

m=0

σi∞
r (m)σi∞

s (n−m), ρ0r,s(n) =
n−1∑
m=1

σ0
r(m)σ0

s(n−m)

とおく.
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Theorem 1. (T. [9]) 正の整数 s ≥ 2 に対し, 次を満たすような有理数 μs(l) (l =

2, 3, . . . , s)が一意に定まる :

r8s(n) = (−1)n
24s

(4s− 2)!

s∑
l=2

μs(l)

(
4s− 2

2l − 1

)
ρi∞4s−2l−1,2l−1(n) (n ≥ 0),

t8s(n− s) =
1

(4s− 2)!

s∑
l=2

μs(l)

(
4s− 2

2l − 1

)
ρ04s−2l−1,2l−1(n) (n ≥ s).

有理数 μs(l)は一意的に存在するということしか言えておらず, μs(l)の性質はよくわかっ
ていない. μs(l)のいくつかの値を紹介する.

s = 2 μ2(2) = 36

s = 3 μ3(2) = 420, μ3(3) = −200

s = 4 μ4(2) = 3168, μ4(3) = −3600, μ4(4) = 1764

s = 5 μ5(2) = 21060, μ5(3) = −30810, μ5(4) = 36860, μ5(5) = −19116

3 証明方針

証明は, Imamoḡlu-Kohnenの結果 (1.1)の精密化にあたる, 次の補題から導かれる.

Lemma 2. 正の偶数 k ≥ 4に対し, 次の集合 {G0
k(τ), G

0
2r(τ)G

0
k−2r(τ) | 2 ≤ r ≤ [k/4]}は

QG0
k(τ)⊕ SQ

k (2)の基底をなす.

補題の証明には, レベル２の２重ゼータ値 (r ≥ 2, s ≥ 1)

ζeo(r, s) =
∑

m>n>0
m even,n odd

1

mrns
, ζeo(r, s) =

∑
m>n>0

m odd,n even

1

mrns
, ζoo(r, s) =

∑
m>n>0

m odd,n odd

1

mrns
.

の関係式族である double shuffle relationが重要な役割を果たす:

Proposition 3. 整数 r, s ≥ 2に対し

ζo(r)ζe(s) = ζoe(r, s) + ζeo(s, r)

=
∑
i+j=k

(
i− 1

r − 1

)
ζoe(i, j) +

∑
i+j=k

(
i− 1

s− 1

)
ζoo(i, j),

ζo(r)ζo(s) = ζoo(r, s) + ζoo(s, r) + ζo(r + s)

=
∑
i+j=k

((
i− 1

r − 1

)
+

(
i− 1

s− 1

))
ζeo(i, j).

ここで, ζo(k) =
∑

n>0:odd n
−k, ζe(k) =

∑
n>0:even n

−kである. 今後, 和の取り方 i+ j = k

は i, j ≥ 1を動くとする.
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以下, 補題の証明について簡単に述べる. 詳細は論文を参考にされたい ([6, 9]). Propo-

sition 3のモジュラー形式における一種のプロトタイプが “２重Eisenstein級数”である.

２重 Eisenstein級数の double shuffle relationから, (1.1)に出てきた生成元 G0
2lG

i∞
k−2lを

{G0
k(τ), G

0
2r(τ)G

0
k−2r(τ) | 2 ≤ r ≤ [k/4]}のQ線形結合で書く式を導くことにより, 補題

が証明される.
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[4] Ő. Imamoḡlu, W. Kohnen, Representations of integers as sums of an even number

of squares, Math. Ann., 333(4), 2005, 815–829.

[5] V. G. Kac, M. Wakimoto, Integrable highest weight modules over affine superalgebras

and number theory, Lie theory and geometry, in honor of Bertram Kostant, Progr.

Math. 123 (ed. J. L. Brylinski, R. Brylinski, V. Guillemin and V. Kac, Birkh auser,

Boston, MA, 1994) 415–456.

[6] M. Kaneko, K. Tasaka, Double zeta values, double Eisenstein series and modular

forms of level 2, preprint(2011).

[7] S. Milne, Infinite families of exact sums of squares formulas, Jacobi elliptic func-

tions, continued fractions, and Schur functions, Ramanujan J. 6 (2002), 7–149.

[8] K. Ono, Representations of integers as sums of squares, J. Number Theory 95 (2002)

253–258.

[9] K. Tasaka, On a conjecture for representations of integers as sums of squares and

double shuffle relations, preprint(2011).

－142－



Some remarks on superspecial curves of low genus
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1 序文

n > 1 を自然数とし p > n を合同式 p ≡ ±1 (mod n) をみたす素数とする．Fp を位数 p の有限体と
し Kをその代数閉包とし固定する．K上の曲線が楕円的であるとは，その種数が 1のときをいう．K
上の楕円曲線 Eが超特異的 (supersingular)であるとは，その p-捻れ部分群が自明になるときをいう
(E[p] = {P ∈ E | pP = O} = {O})．K上の g次元アーベル多様体が超特異的であるとは，それが g個の
超特異楕円曲線と K上同種になるときをいう．また，K上の g次元アーベル多様体が superspecial
であるとは，それが g 個の超特異楕円曲線と K 上 同型 になるときをいう．K 上の種数 g の曲線が
超特異的 (または superspecial)であるとは，そのヤコビ多様体が超特異的 (または superspecial)で
あるときをいう．もちろん superspecialはいつでも超特異的である．K上の種数 gの曲線が通常的
(ordinary)であるとは，その L-多項式 L(t)の tg の係数が標数 pの倍数でないときをいう．

次は 1941年のMax Deuringの定理である (Joseph Silvermanの AEC (定理 V.4.1)をみよ)．

事実. もし λ ∈ Kが方程式
∑ p−1

2
s=0

( p−1
2
s
)2
λs = 0の根なら，K上の楕円曲線 y2 = x(x − 1)(x − λ)は超特異

的である (多項式
∑ p−1

2
s=0

( p−1
2
s
)2
λs は Deuring多項式とよばれる)．そうでなければ通常的である．

このレポートの目的は，上の楕円曲線が超特異的かどうかの判定法を，種数 2および 3の場合に
拡張することである．主定理を紹介するために，いくつか記号を導入したい．λ � 0, 1を Kの元とす
る．K上の曲線 yn = x(x − 1)(x − λ)n−1 を Cλ = C(n)

λ と書くことにし K上の多項式 H(n)
p (λ)を

Hp(λ) = H(n)
p (λ) =

[ p−1
n

]∑
s=0

(
p − 1 −

[ p−1
n

]
s

)([ p−1
n

]
s

)
λs

と定義する．この多項式も Deuring多項式とよぶことにする．この多項式は分離的である (井草)．

次はこのレポートの主定理である．

定理 1.1. (1) もし λ ∈ Kが方程式 H(3)
p (λ) = 0の根なら，K上の曲線 C(3)

λ は超特異的である．

(2) もし λ ∈ Kが H(2)
p (λ) = 0と H(4)

p (λ) = 0の共通根なら，K上の曲線 C(4)
λ は超特異的である．

定理 1.2. n = 3または 4とする．もし H(n)
p (λ) = 0なら λは Fp の 2次拡大体に入る．

∗E-mail: thasegawa@suou.waseda.jp
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2 定理 1.1の証明

ここでは定理 1.1の線型代数学的な証明を与えたい．そのために，いくつか補題を用意する．

命題 2.1. (1) 曲線 Cλ は y2 = x2n + (2 − 4λ)xn + 1と書き直せる (超楕円的)．

(2) 曲線 Cλ の種数 g(Cλ)は n − 1である．

証明. (1) y2 = x2n+(2−4λ)xn+1 = (xn + 1 − 2λ)2+4λ(1−λ)⇐⇒ (y − (xn + 1 − 2λ)
) (

y + (xn + 1 − 2λ)
)
=

4λ(1−λ)に注意せよ．新しい変数 s = (y + xn + 1)/2を定義する．このとき，上の式は y−(xn+1−2λ)
2 =

λ(1−λ)
s−λ

となるから xn + 1 − 2λ = (s− λ)+ λ(1−λ)
s−λ ⇐⇒ xn = (s− λ)+ λ(1−λ)

s−λ + 2λ− 1となる．(s− λ)n を乗法す

れば (s − λ)nxn = (s − λ)
(
(s − λ)2 + λ(λ − 1) + (s − λ)(2λ − 1)

)
= s(s − 1)(s − λ)n−1 となる．新しい変

数 t = (s − λ)xを定義すれば tn = s(s − 1)(s − λ)n−1 を得る．

(2) 2 重被覆写像 Cλ → P1, (x, y) �→ x の分岐点は方程式 x2n + (2 − 4λ)xn + 1 = 0 の根である．
Riemann-Hruwitzの種数公式から 2g(Cλ) − 2 = 2(−2) + 2nとなるから g(Cλ) = n − 1を得る． �

注意. この主張は n = 1でも成り立つ．方程式 y2 = x2n + (2 − 4λ)xn + 1によって定義される曲線も
Cλ と書くことにし g = g(Cλ) = n − 1と定義する．pについての仮定と (2)から p > n > gである．

Kの元 ci を
(
x2n + (2 − 4λ)xn + 1

) p−1
2
=

p−1
2∑

s=0

p−1
2 −s∑
t=0

( p−1
2
s

)( p−1
2 − s

t

)
(2 − 4λ)sxn(s+2t) =

n(p−1)∑
i=0

cixi によって

定める．Kの元を成分にもつ g × g行列Mλ を

Mλ =M(n)
λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cp−1 cp−2 · · · cp−g
c2p−1 c2p−2 · · · c2p−g
...

...
. . .

...
cgp−1 cgp−2 · · · cgp−g

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
と定義する．1978年の Noriko Yuiの定理から，もしMλ の階数が gなら Cλ は通常的になる．

この行列Mλ は次のように単純化される．

補題 2.2. (1) p ≡ +1 (mod n)のとき，

Mλ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cp−1 0 · · · 0

0 c2p−2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · cgp−g

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , cip−i = c(n−i)p−(n−i)

となる．さらに cp−1 = (−1)
p−1

n Hp(λ)が成り立つ．

(2) p ≡ −1 (mod n)のとき，

Mλ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 · · · 0 cp−g
0 · · · c2p−g−1 0
... . .
. ...

...
cgp−1 · · · 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
tMλ =Mλ

である．ただし tAは Aの転置である．さらに cp−g = (−1)
p−g

n Hp(λ)が成り立つ．

証明. (1) 前半の主張は，もし i � jなら cip− j = 0を示せばよい．後半の主張は，Legendre多項式お
よび超幾何関数などの性質から示せる．その証明は [H]に書いてある．(2)も同様に示せる． �

Ω1 を Cλ 上の正則 1-形式 (differential 1-form) の層とし H0(Cλ,Ω1) を Ω1 の 0 次コホモロジー
群とする．これは {xidx/y | i = 0, 1, . . . , n − 2} を基底とする K 上の n − 1 次元ベクトル空間になる．
C : H0(Cλ,Ω1)→ H0(Cλ,Ω1)を Cartier作用素とする．これは 1/p-線型写像である．このとき，

C

(
dx
y
, x

dx
y
, . . . , xn−2 dx

y

)
=

(
dx
y
, x

dx
y
, . . . , xn−2 dx

y

)
Mλ

(
1
p

)
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となることが知られている．ただし A = (aij)に対し A
(

1
p

)
= (a

1
p

i j)と書くことにする．もし C が零写像

なら Cλ は supersupecialである．この事実は 1982年の Niels Nygaardの定理である．

証明. (定理 1.1 (1)) はじめに p ≡ +1 (mod 3) とする．補題 2.2 (1) から Mλ =

(
cp−1 0

0 c2p−2

)
=(

cp−1 0
0 cp−1

)
= (−1)

p−1
3 Hp(λ)

(
1 0
0 1

)
を得る．もし λ が方程式 Hp(λ) = 0 をみたせば Mλ = 0 と

なるから C は零写像である．このとき，Nygaardの定理から Cλ は supersupecialとなる．p ≡ −1
(mod 3)のときも証明は同様である． �

注意. Yuiの定理から，もし λが Hp(λ)の根ではなかったら Cλ は通常的となる．

定理 1.1 (2)の証明には，さらに次の補題を用いる．

補題 2.3. n = 4とする．このとき，c2p−2 = (−1)
p−1

2 H(2)
p (λ)が成り立つ．

証明. 補題 2.2 (1)の後半の主張と同様である． �

証明. (定理 1.1 (2)) はじめに p ≡ +1 (mod 4)とする．補題 2.2 (1)と補題 2.3から

Mλ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cp−1 0 0

0 c2p−2 0
0 0 c3p−3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(−1)
p−1

4 H(4)
p (λ) 0 0

0 (−1)
p−1

2 H(2)
p (λ) 0

0 0 (−1)
p−1

4 H(4)
p (λ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
となる．もし λが２つの方程式H(2)

p (λ) = 0と H(4)
p (λ) = 0の共通根ならばMλ = 0だから C は零写像

である．このとき，Cλ は supersupecialとなる．p ≡ −1 (mod 4)のときも証明は同様である． �

3 定理 1.1の背景

ここでは定理 1.1の代数幾何学的な証明を与えたい．そこから定理 1.1の背景がみえる．K上の曲線
Cに対しそのヤコビ多様体を Jac(C)と書くことにする．K上の楕円曲線とそのヤコビ多様体は K上同
種である．K上の曲線 Cの自己同型写像 σに対しその商曲線 (quotient)を C/〈σ〉と書くことにする．
次の事実は 1989年の Ernst KaniとMichael Rosenの定理を特殊化したものである．

事実. Cを K上の超楕円曲線とし ιをその超楕円対合 (involution)とする．σを σ◦ ι = ι◦σをみたす位
数 2の Cの自己同型写像とする．このとき，Jac(C)と Jac(C/〈σ〉) × Jac(C/〈σ ◦ ι〉)は K上同種である．

証明. (定理 1.1 (1)) n = 3のとき，曲線 Cλの方程式は y2 = x6 + (2− 4λ)x3 + 1となる．この曲線の種
数は 2である．このとき，ι : (x, y) �→ (x,−y)はその超楕円対合となる．σ : (x, y) �→ (1/x, y/x3)はその
自己同型写像である．これらは単純な計算である．また，σおよび σ ◦ ιによる Cλ の商曲線は E1 =
Cλ/〈σ〉 : y2 = 4x3+9x2+6λx+λ2, a1 � 0およびE2 = Cλ/〈σ◦ι〉 : y2 = 4x3+9x2+6(1−λ)x+(1−λ)2, a2 � 0
となる．これらはどちらも楕円曲線である．

Cλ
σ














σ◦ι
���

��
��

��
�

E1 E2.

２つの楕円曲線 E1および E2のDeuring多項式は
(
4x3 + 9x2 + 6λx + λ2

) p−1
2
= · · ·+a1H(3)

p (λ)xp−1+

· · · および
(
4x3 + 9x2 + 6(1 − λ)x + (1 − λ)2

) p−1
2
= · · ·+a2H(3)

p (λ)xp−1+ · · · である．もし λがH(3)
p (λ) = 0

の根なら２つの楕円曲線 E1と E2はどちらも超特異的になる．他方，Kani-Rosenの定理から Jac(Cλ)
は E1 × E2 に K上同種である．定義から Cλ は超特異的となる． �

注意. K 上の楕円曲線 E1 の Legendre の標準形は y2 = x(x − 1)
(
x − ρ3(2+ρ)

1+2ρ

)
である．ただし ρ は

4(1 + ρ + ρ2)3λ = 27ρ2(1 + ρ)2 をみたす Kの元である．
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証明. (定理 1.1 (2)) 方程式 y2 = x(x4 + (2 − 4λ)x2 + 1)によって定義される K 上の曲線を Hλ と書く
ことにする．これは種数 2である．ιと σを上と同じものとする．このとき，その商曲線はどちらも
E = Hλ/〈σ〉 = Hλ/〈σ ◦ ι〉 : y2 = (x − 1)(x2 − λ)となる．これは楕円曲線である．

Hλ
σ

��
��

��
�� σ◦ι

���
��

��
��

�

E E.

この曲線 Eの Deuring多項式は H(4)
p (λ)となる．もし λが H(4)

p (λ) = 0の根なら Eは超特異的だ
から，上と同様に Hλ もそうなる．n = 4 のとき，Cλ の方程式は y2 = x8 + (2 − 4λ)x4 + 1 である．
τ : (x, y) �→ (−x, y)はその自己同型写像である．その商曲線は E′ = Cλ/〈τ〉 : y2 = x(x − 1)(x − λ)とな
る．この楕円曲線の Deuring多項式は H(2)

p (λ)である．τ ◦ ιによる Cλ の商曲線は Hλ である．

Hλ
τ

����
��

��
�� τ◦ι

����
��

��
��

E Hλ.

もし λが H(2)
p (λ) = 0と H(4)

p (λ) = 0の共通根なら，上と同様に Cλ は超特異的となる． �

4 定理 1.2の証明

ここでは定理 1.2の証明を与えたい．そのために 1941年の Deuringの定理を紹介する．

事実. もし λ ∈ Kが方程式 H(2)
p (λ) = 0の根なら λは Fp の 2次拡大体に入る．

この定理は，現在では次のように拡張されている．

注意 (Hans-Georg Ruck). もし α ∈ Kが H(2)
p (α4) = 0をみたすなら αは Fp の 2次拡大体に入る．

証明. (n = 3) 定理 1.1 (1)から，もし H(3)
p (λ) = 0なら C(3)

λ は超特異的である．すべての超特異曲線は

Fp2 上定義されているから C(3)
λ も Fp2 上定義されている．ここから λ ∈ Fp2 を得る．

(n = 4) 恒等式 H(4)
p (t2) = (−1)

[ p−1
4

] (
t+1

2

) p−1
2 H(2)

p

(
2t

1+t

)
から，もし H(4)

p (λ) = 0 なら H(2)
p

(
2
√
λ

1+
√
λ

)
=

0, ρ := 2
√
λ

1+
√
λ
となる．Deuringの定理から ρ ∈ Fp2 である．ここから

√
λ ∈ ρ/(2 − ρ) ∈ Fp2 を得る．�

n = 3のときも Ruckの主張と同様の定理が成り立つ．

注意. もし α ∈ Kが H(3)
p (α3) = 0をみたすなら αは Fp の 2次拡大体に入る．
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相対反標準束がネフになる射影空間束の
構造について

安武和範　 (九大数理博士３年)

概 要

本稿では、正標数の閉体上定義された非特異射影多様体上のベクトル束の半安定
性と、その射影化における相対反標準束のネフ性との関係について解説する。さらに
接束の射影化における相対反標準束がネフとなる多様体の性質についても述べる。

1 Introduction

代数多様体の研究における基本的な道具の一つとして、ベクトル束は多くの人々によっ
て研究がなされている。まず、ベクトル束における最も重要な概念である安定性について
述べる。以下では、ベクトル束とその切断から構成される局所自明層を同一視する。

定義 1.1. Xをn次元非特異射影多様体、EをX上のベクトル束、HをX上の豊富な因子
とする。EがHに関して (半)安定ということを、任意のねじれのない真の部分層0 �= F ⊂ E
に対して次の不等式が成り立つことで定義する。

μ(F) < μ(E) :=
c1(E).Hn−1

rank(E)
, (resp. μ(F) � μ(E)).

事実 1.2. 一般に代数曲線上のベクトル束は安定ベクトル束の拡大によって得られるこ
とが次の２つの事実によってわかる。(see. [3])

1. (Harder-Narashimhan filtration)

E を非特異曲線上のベクトル束とする。このとき部分ベクトル束の列

0 = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ · · · ⊆ Ek = E

で gri = Ei/Ei−1が半安定かつ μ(gri) > μ(gri+1)を満たすものが唯一つ存在する。
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2. (Jordan-Hölder filtration)

E を非特異曲線上の半安定ベクトル束とする。このとき部分ベクトル束の列

0 = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ · · · ⊆ Ek = E

で gri = Ei/Ei−1が安定かつ μ(gri) = μ(gri+1)を満たすものが存在する。

2 標数０の場合
非特異複素射影曲線上のベクトル束に対しては、次に述べるように多くの特徴付けが
ある。

事実 2.1. 非特異複素射影曲線 C上の階数 rのベクトル束 E に対し、その射影化を π :

PC(E) → Cで表し、ξE をその上の自明因子とする。この時以下は同値。(see. [2], [4])

1. E は半安定；

2. 相対反標準束−Kπ := rξE − π∗(c1(E))がネフ；

3. NA(P(E)) = R�0[−Kπ] + R�0[π
∗d]、ここで dはN1(C) ∼= Zの正の生成元；

4. NE(P(E)) = R�0[(−Kπ)r−1] + R�0[(−Kπ)r−2.π∗d]；

5. P(E)上の任意の有効因子はネフ；

6. E は射影的平坦な接続を持つ；

7. E は基本群の射影的表現によって構成される。

一般次元では上記のような半安定束の特徴付けはないが、特に今回の話題である相対
反標準束がネフであるベクトル束に関して次のことが知られている。それを述べる前に、
半安定束の研究において重要なBogomolovの不等式を紹介する。

事実 2.2. (Bogomolovの不等式) 非特異複素射影多様体X上の階数 rのベクトル束 Eが
豊富因子Hに関して半安定とする。この時次のチャーン類の不等式が成り立つ。

2rc2(E) − (r − 1)c1(E)2 � 0.

事実 2.3. 非特異複素射影多様体 X上の階数 rのベクトル束 E に対し、その射影化を
π : PX(E) → Xで表し、ξE をその上の自明因子とする。この時以下は同値。(see. [5])
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1. 相対反標準束がネフ；

2. E は任意の豊富因子に関して半安定かつ Bogomolovの不等式 において等号が成立
する；

3. 部分ベクトル束の列
0 = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ · · · ⊆ Ek = E

で gri = Ei/Ei−1が基本群の射影的表現によって構成され、かつμ(gri) = μ(gri+1)を
満たすものが存在する。

相対反標準束−Kπ := rξE − π∗(c1(E))がネフになるベクトル束に関して、より詳しく
以下のようなことが成り立つ。

定理 2.4. [6] 非特異複素射影多様体X上の階数 rのベクトル束 Eに対し、相対反標準束
がネフとする。

1. 相対反標準束は巨大にならない。

2. 相対反標準束が半豊富であるとする。このときエタール被覆 ν : X ′ → X が存在し
て PX′(ν∗E) ∼= X ′ ×Pr−1が成り立つ。特に Eはエタール基本群の表現によって構成
される。

3 正標数の場合
正標数の場合、上で定義された安定性だけでは条件として弱く、より強い強半安定の概
念が用いられる。強半安定の定義を述べる。

定義 3.1. Xを正標数の代数閉体上定義された非特異射影多様体、HをX上の豊富な因
子、E をX上のHに関する半安定ベクトル束とする。さらに FX : X → Xを絶対フロベ
ニウス射とする。E がHに関して強 (半)安定ということを、任意の自然数 nに対して絶
対フロベニウス射による n回引き戻し F

(n)
X (E)もまたHに関して半安定で定義する。

標数が０の場合と同様に、強半安定ベクトル束に対しても Bogomolovの不等式は成り
立つことが知られている。強半安定ベクトル束を考えることによって、事実 2.3の類似が
正標数でも得られる。

定理 3.2. [6] 非特異射影多様体 X上の階数 rのベクトル束 E に対し、その射影化を
π : PX(E) → Xで表し、ξE をその上の自明因子とする。この時以下は同値。
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1. 相対反標準束がネフ；

2. E は任意の豊富因子に関して強半安定かつ Bogomolovの不等式 において等号が成
立する。

系 3.3 ([1], [6]). 代数閉体 k上定義された非特異射影多様体Xの接束 TX に対し、その
射影化を π : PX(TX) → Xで表す。この時次が成り立つ。

1. 相対反標準束がネフ⇒ Xは有理曲線を含まない ;

2. ch(k) = 0のとき、相対反標準束がネフ⇔ ∃ν : A → X, アーベル多様体からの
エタール被覆射；

3. ch(k) > 0, dim(X) = 2かつκ(X) � 0 のとき、相対反標準束がネフ⇔ ∃ν : A → X,

アーベル曲面からのエタール被覆射。
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degX ≥ codimX + 1となる射影多様体について

九州大学数理学研究院 矢城 信吾

概要

本稿は、第８回数学総合若手研究集会での講演に基づいて、degX ≥ codimX + 1となる非退化射影多

様体 X ⊆ Pn
k の分類について紹介する。ここで、断りがない限りは、基礎体は標数任意の代数的閉体 k と

する。さらに、degX = codimX + 1となる場合を minimal degree, degX = codimX + 2となる場合

を almost minimal degree ということにする。

またこの場を借りて、本講演の機会を与えていただいた世話人の方々に深く感謝いたします。

1 紹介：研究の背景

まず簡単に研究の背景について紹介する。この研究は次の補題から始まる。

補題 1.1. X ⊆ Pn
k を非退化射影多様体とすると

degX ≥ codimX + 1

が成り立つ。

この補題は、19 世紀後期には直感的に理解されていたものも、精密な証明が与えられるのは 20 世紀に

入ってからである。（[E-H.1]）この中で、特に degX = codimX + 1となる場合を minimal degreeといい、

degX = codimX + 2となる場合を almost minimal degreeという。この minimal degree となるような非

退化射影多様体の分類を行うことが最初の目標となった。これは [E-H.1] により、次のような分類の結果を

得た。

定理 1.2 ([E-H.1]). X ⊆ Pn
k を minimal degreeとなる非退化射影多様体とする。このとき、X は次のよう

なものと同型になる。

1. 射影空間 Pn
k

2. ２次超曲面 Q

3. P5
k 内の Veronese曲面 V もしくは V 上の錐 C1

4. Rational normal scroll S(a1, · · · , ad) (
∑

ai = codimX + 1)もしくは S 上の錐 C2

また、同様な分類結果を別の手法として、[Fu1] は Δ-genus という不変量を用いての結果を得ている。

（minimal degree の場合は Δ-genus= 0）ここで、共通しているのは、X の斉次座標環は Cohen-Macaulay

環となっていることである。

この立場から、環論的な考察の方がより一般的な結果が得られるのではないかと考えられる。

例えば、上記の定理 1.2.では、X を射影多様体 (既約かつ被約な射影スキーム)と仮定しているが、既約性の
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条件を弱めて、考えることができる。そこで、X を pure-dimensional reduced sub scheme と仮定する。*1こ

のように仮定することで、Pn
k 内の点集合 X に対して、minimal degree であるとは、n+ 1個の点が general

positionにあることと同値である。

このように環論的な手法を流用していく中、almost minimal degree に関する構造定理が [H-S-V.1]によっ

て示された。この中で、minimal degreeの場合は次のような特徴づけられた。

定理 1.3 ([H-S-V.1]). X ⊆ Pn
k の pure-dimensional,reducedな非退化射影スキームとする。ただし、dimX ≥

1の場合は、connected in codimension 1とする。I(X) ⊆ R = k[x0, · · · , xn]を定義イデアルとすると、次

の条件が同値である。

1. X はminimal degreeである。

2. X は Arithmetically Cohen-Macaulay 多様体であり、次のいずれかが成り立つ。

（a）Castelnuovo’s regularity が regR/I(X) = 1.

（b）R/I(X) ∼= k[y1, · · · , yd](yi は k 上超越的で d = dimR/I(X))

定理 1.4 ([H-S-V.1][B-P.1]). X ⊆ Pn
k が almost minimal degree な射影多様体であることと次のいずれかが

成り立つのと同値である。

1. X は normal Del Pezzo variety.

2. X は、minimal degree で codimY ≥ 2 な射影多様体 Y ⊆ Pn+1
k の閉点 p ∈ Pn+1

k \Y からの linear

projectionである。

これは、環論の立場からいえば、座標環が Buchsbaum環の構造を持っている。

また、得られた斉次座標環の極小自由分解 (minimal free resolution)を考えることも重要となってくる。極

小自由分解を考えることで、そのイデアルの生成元の個数や次数などの情報を知ることができる。(詳しくは

後述の例)

このような経緯で、degX = codimX + iの場合がどのようになるかを考察していくのが目標となる。

2 例

環の関係については、次のような関係がある。

{regular} ⊂ {locally complete intersection} ⊂ {Gorenstein} ⊂ {Cohen-Macaulay} ⊂ {Buchsbaum}
{regular} ⊂ {normal}

例 2.1. 一般の位置にある 4点 X = {P0, P1, P2, P3 = (1 : 1 : 1)} ⊂ P2
k の斉次座標環は Gorenstein環であ

る。S = k[x0, x1, x2]とすると

0 → S(−2)
ϕ2→ S2(−1)

ϕ1→ S.

ϕ1 =
(
x0x1 − x0x2, x0x2 − x1x2

)
, ϕ2 =

(
x0x2 − x1x2

−x0x1 + x0x2

)
.

*1 pure-dimensional ⇔def X の各既約成分の次元が同じ
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例 2.2. Veronese 曲面 V = v2(P
2
k)は Cohen-Macaulay環であり、

0 → S3(−4)
ϕ3→ S8(−3)

ϕ2→ S6(−2)
ϕ1→ S.

ϕ1 = (x0x1 − x2
3, x0x2 − x2

4, x1x2 − x2
5, x2x3 − x4x5, x1x4 − x3x5, x3x4 − x0x5)

,

ϕ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−x2 0 0 0 −x4 0 x5 0
x1 −x1 −x3 0 0 0 0 x5

0 x0 0 −x3 0 −x4 0 0
−x3 0 x0 x1 0 x5 0 −x4

x4 −x4 0 x5 x0 x2 −x3 0
0 −x5 −x4 0 −x3 0 x1 x2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, ϕ3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 x4 −x5

x3 x4 0
−x1 −x5 0
x0 0 x4

−x5 −x2 0
0 x0 −x3

−x4 0 −x2

0 −x3 x1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

例 2.3. 次のようにパラメトライズされた曲面 F = {(uv3 : uv2w : b4 : v3w : vw3 : w4)} ⊂ P5
k を考える。こ

の定義イデアルは

I(F ) = (x1x2−x0x3, x1x4−x0x5, x3x4−x2x5, x
3
3−x2

2x4, x1x
2
3−x0x2x4, x

2
1x3−x2

0x4, x2x
2
4−x2

3x5, x0x
2
4−x1x3x5, x

3
4−x3x

2
5)

であり、極小自由分解は

0 → S1(−5) → S6(−4) → S15(−3) → S18(−2) → S9(−1) → S.

となる。これは Buchsbaum環の例であり、Cohen-Macaulay環で無い例である。

3 結び

今現在得られている結果の一部を挙げておく。degX = codimX + 3の場合の完全な分類結果はできてい

ないが、現在作成中の原稿がある。発表時までに準備できればと考えている。

定理 3.1. X ⊆ Pn
k で degX = codimX + 3のとき、その斉次イデアルの生成元は quadrics,cubics,quartics

である。*2

なお、いくつかの証明に必要と思われる補題を挙げておく。これらの中には、degX ≥ codimX + 1の場

合で使えるように拡張した補題もある。

補題 3.2. Aを次数付き k 代数とし、d = dimA ≥ 2, P = A+ とする。このとき次が成り立つ。

1. Aが dimA/p = 1となる随伴素イデアルを持たないことと局所コホモロジー群 H1
P (A)が Noether加

群であることが同値である。

2. Aを pure-dimensional で reducedとする。このとき

（a）[H1
P (A)]p = 0 (p < 0).

（b）ProjAの連結成分は 1 + rankk[H
1
P (A)]0 個である。

*2 この結果をもっと精密化したい。
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補題 3.3. R = k[x0, · · · , xn] とし、A = R/I を次数付き k 代数とする。l ∈ R を次数 1 の斉次元とし、

S = R/lRとすれば次がなりたつ。

1. l が A の非零因子であるとき、A の次数付き R 加群としての極小自由分解 F∗ → A → 0 に対して、

F∗/lF∗ → A/lA → 0は次数付き S 加群としての A/lAの極小自由分解である。特に

TorRi (k,A) ∼= TorSi (k,A/lA) (i ≥ 0).

2. lA = 0のとき
TorRi (k,A) ∼= TorSi (k,A)⊕ (TorSi−1(k,A)(−1)) (i ≥ 0).

補題 3.4. Aを pure-dimensional,reducedな次数付き k代数とし、dimA ≥ 2のときは ProjAが connected

in codimension 1とする。lを Aの generic linear formとし、B := A/lA :< P >とする。このとき、B は

次のような性質をもつ。

dimB = dimA− 1, codimB = codimA, degB = degA

depthB = max{1, depthA− 1}, rankk[B]1 = rankk[A]1 − 1.

これらの補題により、帰納的な証明が可能になる。
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Product Integration related to
Quantum Zeno Dynamics

( )

1 ( )

1

∫ b

a

f(s)ds := lim
μ(Δ)→0

N∑
k=1

f(sk)(sk − sk−1)

f Δ : a = s0 < · · · < sN = b
[a, b] μ(Δ) (product

integration, product integral) [1]

b∏
a

eA(s)ds := lim
μ(Δ)→0

N∏
k=1

eA(sk)(sk−sk−1)

k k = 1 k = N
A

A(s)∏b
a e

A(s)ds = e
∫ b
a A(s)ds

A(s)

Proposition 1. X B(X) X A
[a, b] B(X)-∏x

a e
A(s)ds

dF (x, a)

dx
= A(x)F (x, a), x ∈ [a, b], F (a, a) = I.

I

2

3

1E-mail : k4h46v@bma.biglobe.ne.jp
2 A(x)
3 A(x)

A(x)
[1, 2]
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2

(quantum Zeno
effect; QZE) [7]

4

(quantum Zeno dynamics; QZD)
[6]

H
P H

ψ ∈ H
Pψ H H

t H e−itH

[a, b] Δ : a = s0 < · · · < sN = b Δ
sk (k = 0, · · · , N) P a

ψ b
∏N

k=1(P exp{−i(sk − sk−1)H}P )ψ
μ(Δ)

0 QZD

lim
μ(Δ)→0

N∏
k=1

(Pe−i(sk−sk−1)HP )ψ (2.1)

[3, 4, 11]

3

(2.1) H P
H,P

P QZE
[5] {ψ(s) | s ∈ [a, b]}

P (s)

H

H
H(s) a b∏b

a e
−iH(s)ds P QZD

lim
μ(Δ)→0

N∏
k=1

(
P (sk)

sk∏
sk−1

e−iH(s)dsP (sk−1)

)

4 [8, 9]
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Theorem 2. Let A ∈ L1
s(a, b)

5 and let P : [a, b] → B(H) be a L1
s-differentiable function

such that each P (s) is orthogonal projection. Then

s-lim
μ(Δ)→0

N∏
k=1

(
P (sk)

sk∏
sk−1

eA(s)dsP (sk−1)

)
=

b∏
a

e{P
′P+PAP}(s)dsP (a). (3.1)

Where P ′ is the L1
s-derivative of P , and the product integration in the right hand side is

defined as the strong product integration. Moreover, the invertible operator UZ(a, b) :=∏b
a e

{P ′P+PAP}(s)ds gives a bijection between RanP (a) and RanP (b).

Proposition 3. (Dollard and Friedman; [2] Theorem 12): Let A be a function defined
on [a, b] such that

(i) For each s ∈ [a, b], A(s)is the infinitesimal generator of a contraction semigroup.
(ii) For each s ∈ [a, b], the point 0 is in the resolvent set of A(s), and A−1 is L1

s-
differentiable on [a, b] with derivative B.

(iii) The function C = AB belongs to L1
s(a, b;B(X)).

Then the operator A(s) have a common domain D and there is a unique B(X)-valued
function U(x, a) defined on [a, b] such that U(a, a) = I and

d

dx
U(x, a)ψ = A(x)U(x, a)ψ (3.2)

for every ψ ∈ D. (The derivative in (3.2) is the ordinaly derivative for an X-valued
function. U(x, a) is written as usual

∏x
a e

A(s)ds.

QZD

Theorem 4. In addition to the hypotheses of Proposition 3, assume that P ∈ B(H) be
a L1

s-differentiable function such that each P (s) is orthogonal projection, and RanP (s) ⊂
Dom(A(s)2). Then

s-lim
μ(Δ)→0

N∏
k=1

(
P (sk)

sk∏
sk−1

eA(s)dsP (sk−1)

)
=

b∏
a

e{P
′P+PAP}dsP (a). (3.3)

Where
∏sk

sk−1
eA(s)ds is the product integration given by Proposition 3, and the product

integration in the right-hand side is defined as strong product integration.
5 L1

s(a, b) [a, b] B(H)- B(H)
L1- A L1

s(a, b)
A L1

s-differentiable B ∈ L1
s(a, b)

A(x)ψ = A(a)ψ +

∫ x

a

B(s)ψds, x ∈ [a, b]

Bochner A
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Theorem 5. In addition to the hypotheses of Proposition 3, assume that the orthogonal
projection P (s) satisfies (i) RanP (s) ⊂ DomH(s)for all s ∈ [a, b], (ii) sups ‖H(s)P (s)‖ <

∞, (iii) sups,t∈[a,b], s�=t

‖P (s)− P (t)‖
|s− t| < ∞. For the partition Δ : a = s0 < · · · < sN = b

and ψk ∈ RanP (sk) (k = 0, · · · , N − 1), we set

C(Δ, {ψk}k) :=
N∏
k=1

‖P (sk)U(sk, sk−1)ψk−1‖2.

Where U(y, x) :=
∏y

x e
−iH(s)ds. Then

lim
μ(Δ)→0

C(Δ, {ψk}k) = 1 (3.4)

without depending on how to choose ψk ∈ RanP (sk).
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微生物の流体力学と帆立貝定理

石本健太∗ (京都大学数理解析研究所)

1 はじめに

細菌やプランクトンのような微生物の運動は，我々が目にする鳥や魚，昆虫といった生物とは大きく異なる

運動形態を持っている．例えば，大腸菌のようなバクテリアは鞭毛と呼ばれる螺旋状の突起物をコルク抜きの

ように回転させることで推進力を得る．また，ゾウリムシのような大きな微生物の仲間は繊毛と呼ばれる無数

の体毛状の器官を外界の水に打ち付けることで移動している．

このような微生物の運動に関しては生物学者だけでなく，半世紀にわたり工学者や物理学者，応用数学者に

より研究が進められ，近年でも盛んに研究が行われている [7]．微生物の運動を理解する際のマイルストーン

として，Purcellの帆立貝定理 (the scallop theorem)[10]がよく知られている．この定理は微生物のまわりの

流体運動が Stokes方程式に従うとき，生物の形状変形が帆立貝のような時間反転可能な往復運動 (reciprocal

motion)の場合，変形の速度に依らず変形の１周期での移動距離がゼロになるというものである．

一方で，現実の微生物は変形により移動することができるので，この定理が何らかの理由で破れている必要

がある．実際には往復運動を行わないために運動が可能になっているのだが，近年，この定理が破れる条件

についての研究が盛んに行われ [8]．流体の弾粘性や，慣性による定理の破れが指摘されている．本講演では，

この慣性による定理の破れに注目したい．

生物のサイズが大きくなるに従い慣性の影響が大きくなり，実際の帆立貝のように往復運動でも運動ができ

るようになるはずである．微生物とそうでないものの中間のサイズのものとして，例えばクリオネの幼体を考

えると，これらは体長が数 mm程度で体表面に繊毛をもつが，同時に羽ばたき運動のような往復運動に近い

泳ぎも行う．これに関して Childressと Dudleyは，ある臨界の Reynolds数*1で帆立貝定理が破れると指摘

している [4]．その後，流体実験や数値解析等の研究がいくつかなされているが ([8])，いずれも決定的な結果

には至っていない．

帆立貝定理に関しては，多くの証明が与えられており，幾何学的な観点からは，例えば，[11]，[6]，[2]，物

理学的な証明のスケッチとしては [3]や [7]などたくさんあるが，これらはいずれも慣性がある場合には定理

の意味が明確にならない．そこで，本講演では，まず帆立貝定理がどのような定理であるかを流体力学的な観

点から，[5]に従って紹介する．さらに，慣性の影響が小さい極限での帆立貝定理の破れについて，[5]の結果

を中心に紹介したい．本講演の内容は山田道夫氏（京都大学数理解析研究所）との共同研究に基づいている．

∗ ishimoto@kurims.kyoto-u.ac.jp
*1 流体の性質を特徴づける定数で生物の大きさや速度，流体の粘性で決まる．
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2 系の設定

まず，変形によって流体中を移動する生物 Õ(=real swimmer)の運動を議論するため，Õ と同じ形状変形
を行うが仮想的にまわりに流体の影響を受けない生物 O(=virtual swimmer)の運動を考える (図 1)．生物を

除いた領域で流体が存在するとし，時刻 t ∈ R+ = {x ≥ 0|x ∈ R}での生物Oと Õの領域の補集合を Ωt，Ω̃t

とし，Ω = ∪t∈R+ (Ωt × {t}) , Ω̃ = ∪t∈R+

(
Ω̃t × {t}

)
⊂ R3 ×Rを定める．境界は十分滑らかであるとする．

生物 Õ に固定された正規直交座標系 {ẽi(t)}と慣性座標系 {ei}(= {ẽi(0)}) (i = 1, 2, 3)を考える．Õ の並
進X(t) ∈ R3 と回転 R(t) ∈ SO(3)は，２つの座標系 {ei}と {ẽi}の間の座標変換を用いて定義する．生物
Õの表面の変形速度は，O の形状 f(a, t) = ∂Ωt（aは Lagrange座標*2）を用いてR∂f/∂tと定義する．

図 1 生物 O と Õ の座標系 {ei}と {ẽi}．

生物のまわりの流体の支配方程式は一般には非圧縮 Navier-Stokes 方程式である．流体の速度場 u : Ω̃ →
R

3 � u(x, t)に対して，

Rω
∂ui

∂t
+ Re

3∑
j=1

uj
∂ui

∂xj
= −

3∑
j=1

∂σij

∂xj
(1)

3∑
i=1

∂ui

∂xi
= 0. (2)

ただし，σ =
∑3

i,j=1 σijei ⊗ ej : Ω̃ → R
3 ⊗ R3 はストレステンソルで

σij = −p +
∂ui

∂xj
+

∂ui

∂xj
. (3)

pは圧力と呼ばれる関数 p : Ω̃ → Rである．また生物の運動は Newtonの運動方程式に従う．生物の並進速

度 U(t)と回転角速度 Ω(t)は

RS
d
dt

(
U
Ω

)
=

(
F
T

)
(4)

*2 生物の表面を表すラベル付けで，例えば aを時刻 t = 0での位置 x(0)とすればよい．
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を満たす．ここで F (t) と T (t) は生物にかかる力とトルクでそれぞれ Fi =
∫

∂Ω̃t

∑3
j=1 σijnjdS，Ti =∫

∂Ω̃t

∑3
j,k,l=1 εijkxjσklnldS で与えられる．式 (1),(4)には３つの非負定数 Re，Rω，RS が現れる．*3

実際の流体中の生物の運動，すなわち Ω̃は生物の変形速度 f と並進と回転の速度 U と Ωによって定まっ

ていることに注意しなければならない．

3 帆立貝定理

前章の準備のもとで，「はじめに」で触れた帆立貝定理の意味を明確にすると次のようになる．

定義： 生物 Õ が周期 T の往復運動をするとは，連続関数 g(t) と回転行列 S(t) が存在し，f(t) =

S(t)f(g(t)), g(0) = g(T ) = 0を満たす*4ことである．

定理（帆立貝定理, [5]）：3つの定数 Re, Rω, RS がすべてゼロのとき，生物 Õ が周期 T の往復運動をすれ

ば，X(T ) = 0かつR(T ) = 1が成り立つ．

これらの意味と実際の微生物の運動への適用を考える．まず，往復運動の定義であるが，関数 g は回転の自

由度を許して，行きと帰りの形状 f を対応づける写像である．周りに流体の無い生物 O に対して運動量と角
運動量の保存則が成り立つことが重要である．生物のサイズが小さい場合には定理の仮定になっているよう

に，3つの定数はいずれも無視できる程度に小さい値となる．例えば，大腸菌の場合生物のサイズは 10μm程

度であり，Re, Rω, RS は 10−4 ほどの値になる．このような微生物が帆立貝のような行きと帰りの形状が重

なるような上で述べた意味での往復運動を行っても，運動の 1周期で元の位置に戻ってしまうため移動ができ

ない．そのため，実際の微生物はこのような往復運動を避けることで移動している．大腸菌のようなバクテリ

ア類の鞭毛の回転運動は往復運動ではないし，ゾウリムシなどに代表される繊毛による運動のように，変形の

自由度がたくさんある場合には簡単に往復運動から逃れることができる．

4 慣性による定理の破れ

では，定理のもうひとつの仮定である，3つの定数がすべてゼロであるという条件は実際の生物に対してど

れほどまで正しいのだろうか．また，これらの定数が非零である場合には往復運動で生物は移動することがで

きるのであろうか．

まず，3つの定数のうち RS のみがゼロでない場合を考える．この場合には，生物の変形が往復運動でも一

般には移動することができる [5]．１周期の変位 X を RS に関して漸近展開すると，X = O(RS)となる．た

だし，羽ばたき運動のような形状の対称性がある場合にはX = O(R2
S)となり，形状変化の速度も含めて変形

の対称性が「高い」場合には 1周期の変位はより RS のより高次のオーダーになることがわかる．

さらに，RS に加えてRω もゼロでないとした場合への拡張を考える．簡単な例として Lighthillの squirmer

モデル ([9], [1])と呼ばれるボルボックスのような球状の生物が表面を変形させることで移動する生物モデル

にこの拡張を適用した．軸対称な球の微小変形を考え，生物の変位 X(t)に対して変形の振幅 εに関する漸近

展開 X ∼ ∑∞
n=1 εnX(n)(t)を行いその低次の振る舞いを考える．すると，

*3 Re は Reynolds 数，Rω は Reynolds 数と Strohal 数の積に等しく，振動 Reynolds 数と呼ばれる．それぞれ Re = ρUL/μ，

Rω = ρL2ω/μ である．ここで Lは生物の大きさ，U は生物の速度，ω は生物の周期運動の振動数，ρ は流体の密度，μ は流体

の粘性係数を表す．RS は Stokes数とも呼ばれる数で生物の密度 ρM を用いて RS = ρML2ω/μで表される．
*4 g(t)は周期関数である必要は無い．
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• O(ε)では変形の 1周期での変位はゼロではない (X(T ) 
= 0)が時刻無限大の極限では元の位置に戻る．

すなわち，|X((n + 1)T ) − X(nT )| → 0 (n → ∞)．

• O(ε2)では時刻無限大の極限でも生物は元の位置に戻らず，その変位はO(Rω)となり，RS に依存しな

い量になる．

• この漸近的な変位の大きさは RS のみがゼロでないとした場合と同様に「対称的な」変位の場合はより

高次のオーダーになる．

などの結果を得た．

5 おわりに

今後の方針としては，さらに Re 
= 0の場合に拡張することが考えられる．しかし，その場合には方程式が

非線形であるために解析は非常に困難になる．Oseen近似*5のような近似方法もあるが，線形の場合でさえ，

生物の変形を捉えて流体方程式を扱うことは難しいことを考えると，数値的なアプローチが必要になってくる

ように思われる．また，Re = 0の場合にも一般の変形のもとでの定理がどのように破れるのかという問題も

興味深い．

本稿の冒頭で触れたサイズによる生物の運動形態の違いについては，生物の移動速度だけでなく運動の効率

性や生物の生態等と言った具体的な生物運動を踏まえた問題設定のアプローチもがあるが，流体方程式の解の

性質（安定性や力学系としての振る舞い）に注目して研究を進めていきたい．
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*5 式 (1)の左辺 2項目の uj を uj → Uj に置き換えること．
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破壊現象におけるベキ分布を説明する
可解な確率モデルについて

早稲田大学大学院先進理工学研究科　山本 健

1 ベキ分布

ある量 X の確率密度関数がベキ関数

f(x) = Cx−γ (C, γ > 0)

で表されるとき、X はベキ分布にしたがうという。ただし、実測値から分布を構成
した場合には x の値が小さい部分では他の分布へのクロスオーバーがあったり、x

が大きい部分ではカットオフがみられたりすることもある。
ベキ分布は多様な物理現象・社会現象にみられ、代表的なものとしては１回の地

震で解放されるエネルギーの分布（Gutenberg-Lichter の法則）、文章中の単語の出
現回数の分布（Zipf の法則）、および複雑ネットワークの次数分布（スケールフリー
性）などが知られている。
ベキ分布を生む典型的・古典的かつ日常的な現象として破壊が挙げられる。ある

物体の破壊過程を推測するための手軽な方法が、破壊によって生じた破片の個数を
サイズ（質量や長さなど）ごとに数えて度数分布をつくることである。様々な材料、
破壊条件、スケールでの実験および観測（ジャガイモから流氷や小惑星まで）によ
ると、破片サイズ分布がベキ分布になることが数多く報告されている（他の分布を
とるという実験結果もある）。破片サイズのベキ分布を説明するモデルも提案され
ているものの、その理論的な起源は明らかでない。
破壊の状況によらずにベキ分布が普遍的にみられることから、何か単純なメカニ

ズムがあるのではないかと考えられる。本研究では、できるだけシンプルなモデル
を用いてベキ分布を導出することを目指す。材料の特性や微視的な破壊の素過程に
関する仮定を置かずにかなり一般的な設定で破壊の確率モデルを構成する。このモ
デルに対応する破片サイズ分布は厳密に計算可能で、それがベキ（的）分布になる
ことを導く。

2 モデル

単純化のため、長さ L の 1 次元的な棒の破壊を想定する（破片の長さがサイズ
となる）。本モデルは多段階の破壊からなり、個々の破壊では 1 つの破片が確率的
に決まる位置 ξ ∈ (0, 1) で 2 つに分かれる（長さ � の破片が位置 ξ で割れたとき、
生じる破片の長さはそれぞれ ξ�, (1− ξ)� である）。ただし、それぞれの破片につい
て、確率 1− ρ で破壊が起こり、確率 ρ で破壊が停止するものとする（いったん破
壊が停止した破片は破壊が再開することはない）。この意味で、ρ を “停止確率”と
呼ぶことにする。なお、はじめの状態で一度も破壊が起こらずに破壊が停止してし
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まう状況も許容することに注意。また、破壊が起こる点 ξ は全て同一の確率密度関
数 g(ξ) をもち、個々の破壊で独立に決定する。。
n 回の破壊を受けた破片の長さは掛け算の形 ξ1 · · · ξnL で表せるため、本モデルは

“乗算的確率過程”の一種である。

 ρ 1 - ρ

. . . . . . . . . . . .

図 1 モデルの説明。破片が 2 つに分かれていくが、確率 ρ で破壊の停止が起こる。

3 解析

このルールに従って長さ L の棒の破壊を行なったとき、破壊が停止した破片のう
ちで長さが xより大きいものの個数の期待値をNL(x)で表す（この量を “累積個数”

という）。最初の棒の長さ L が添え字で明示されている。最初の棒が位置 ξ で破壊
した場合、以降の破壊は長さ ξL と (1− ξ)L の棒の破壊となることから、

NL(x) = (1− ρ)

∫ 1

0

{
NξL(x) +N(1−ξ)L(x)

}
g(ξ)dξ + ρ (1)

という方程式が得られる。ここで、モデルの相似性より、同じ破壊過程をα(> 0) 倍
した長さスケールで観測すると、棒の長さ L は αL, 累積個数は NαL(αx) と表され
る。そのため NαL(αx) = NL(x) またはNαL(x) = Nl(x/α) というスケーリング関係
式が得られる。これにより、式 (1)の右辺にある NξL(·) および N(1−ξ)L(·) を NL(·)
にそろえることができる。さらに、ÑL(x) := NL(x) +

ρ
1−2ρ

とおけば式 (1)の最後の
項 “ρ” を消去できる:

ÑL(x) = (1− ρ)

∫ 1

0

{
ÑL

(
x
ξ

)
+ ÑL

(
x

1−ξ

)}
g(ξ)dξ. (2)

解として ÑL(x) = Cx−β を仮定する（C, β は x によらない定数、β > 0）。これを
式 (1)または (2)に代入し境界条件 NL(L) = ρ に注意すれば、

NL(x) =
ρ

1− 2ρ

{
2(1− ρ)

(x

L

)−β

− 1

}
(3)

が得られる。ただし、指数 β は方程式

(1− ρ)

∫ 1

0

{ξβ + (1− ξ)β}g(ξ)dξ = 1 (4)

から決定される。式 (3)の右辺の項 “−1” があるため、解 NL(x) は完全なベキ関数
ではなくベキ “的”である。ただし、x � L かつ ρ が小さければ、ふるまいはベキ
関数に近くなる。
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指数 β を決定する式 (4)は破壊点の分布 g を含んでいるので、β は一般に停止確
率 ρおよび確率密度 g に依存する。一般の g に対して β を陽に解くことはできない
が、いくつかの場合には比較的簡単に β を求めることができる。例えば、g(ξ) = 1

（つまり破壊点は破片上一様分布する）のとき β = 1− 2ρ であり、g(ξ) = δ(ξ− 1/2)

（δ は Diracのデルタ関数、破片はつねに中点で割れる）のとき、β = 1+log2(1−ρ)

である。g(ξ) = δ(ξ − 1/2) の場合の数値計算結果を図 2に示す。

10
2

10
-6

10
0

10
0

10
-2

10
-4

10
4

ρ = 0.1

ρ = 0.2

ρ = 0.3

ρ = 0.4

10
-8

10
-2

図 2 g(ξ) = δ(ξ − 1/2), ρ = 0.1, 0.2, 0.3,

0.4 の場合の数値計算結果（L = 1 とし,

1000個のサンプルを平均）。直線は各々に
対応する厳密なベキ分布 ÑL(x)。

4 モデルの変形

式 (4)の分析を進めると、指数 β がとりうる値の範囲は確率密度 g によらずに
0 < β < 1 であることが示される（なお、停止確率 ρ の妥当な範囲は 0 < ρ < 1/2

である）。しかし、実際には β > 1 の破壊現象も数多く存在する。それらに対応す
る分布を得るために本節ではモデルに若干の変形を加える。上では停止確率 ρ を一
定としていたが、ここでは停止確率を破片の長さの関数として与える。具体的には、
長さ � の破片の停止確率として

pλ(�) =

{
(λ/�)γ (� ≥ λ)

1 (� ≤ λ)

の形を考える（λ, γ はともに正定数）。破片サイズ � が小さいほど pλ(�) は大きくな
り、短い破片ほど破壊が停止しやすいことを表している。また、長さ � < λ なる破
片は必ず破壊停止になるため、λ は破片の長さの下限に相当する。以下では λ � L

とする。
前節と同様に、破片の累積個数 NL,λ(x) に注目すると、x � λ のとき

NL,λ(x) �
∫ 1

0

{
NξL,λ(x) +N(1−ξ)L,λ(x)

}
g(ξ)dξ

が成り立つ。スケーリング関係式NαL,αλ(αx) = NL,λ(x) も前節同様に得られる。ま
た、x � λ のもとでは λ のみに対するスケーリング関係式NL,αλ(x) � αγNL,λ(x) が
導かれる。
ベキ関数 NL,λ(x) = Cx−β を仮定すると、β に対する方程式∫ 1

0

{ξβ−γ + (1− ξ)β−γ}g(ξ)dξ = 1
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が得られるが、規格化
∫ 1

0
g(ξ)dξ = 1 に注意すると、解 β は g によらず β = 1 + γ

であることがただちに分かる。境界条件 NL,λ(L) = pλ(L) = (λ/L)γ を考慮すれば、

NL,λ(x) =

(
λ

L

)γ (
x

L

)−(1+γ)

(5)

という厳密なベキ関数解が得られる。
g(ξ) = δ(ξ − 1/2) の場合の数値計算結果を図 3に示す。x > λ で理論解とよく一

致していることが分かる（x � λ ではベキ関数から大きくずれる）。
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図 3 g(ξ) = δ(ξ − 1/2), γ = 0.5, 1 に
対する数値計算結果（パラメータ L = 1,

λ = 10−6, それぞれのデータは 1000 サン
プルを平均したもの）。直線は各々に対応
する理論解 (5)である。

5 まとめ

乗算的な破壊モデルと破壊の停止イベントを組み合わせた確率モデルを導入し、
対応する破片サイズ分布の厳密な導出を行なった。破片サイズ分布はベキ（的）に
なり、累積分布の指数 β は停止確率が一定値の場合 0 < β < 1 となり、停止確率が
破片の長さに応じて変わる場合は β > 1 を実現することができた。なお、停止イベ
ントを導入したことが破片サイズのベキ分布を実現するうえで重要であることに注
意しておく。実際、停止イベントを考慮しない単純な乗算的確率過程の場合に自然
な分布は対数正規分布であり、これはベキ分布とは（似たところもあるが）異なっ
たものである。
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ANALYSIS OF THE FICTITIOUS DOMAIN METHOD WITH

H1-PENALTY FOR PARABOLIC PROBLEM

GUANYU ZHOU

Graduate School of Mathematical Sciences, The University of Tokyo

Abstract. We consider the fictitious domain method with H1-penalty

for parabolic problem. First, the error estimate for the H1-penalty prob-

lem approximating to the original parabolic problem is derived, which is

sharper than those in the literature. Then, we give some regularity anal-

ysis and prior estimate to the H1-penalty problem. With the regularity

result of the H1-penalty problem, the finite element approximation is

investigated for the discrete problem of two types, “continuous-time”

and “single-step backward”.

1. introduction

The fictitious domain method is to solve the H1
-penalty problem instead

of the original problem. Applying the finite element method to solve the H1
-

penalty problem, the fictitious domain can be discretized by a uniform mesh,

independent of the original boundary. The advantage of this approach is that

we can avoid the time-consuming construction of a boundary-fitted mesh.

Obviously, this approach is of use to treat time-dependent moving-boundary

problems.

Although there exist some ways to derive the sharp error estimate( error

is bounded by Cε) for elliptic problems( cf. [4]), it seems none of them has

been applied to parabolic problem maintaining the sharpness of the error

estimate. Our motivation lies in the study of the penalty fictitious domain

method applied to these time-dependent moving-boundary problems. This is

of obvious importance, and it seems that little is known in this direction.In

[3], the convergence result is proved. And for the finite element and finite

difference approximation of H1
-penalty problem, no error estimate is given in

[3]. The finite element analysis for H1
-penalty elliptic problem has been well

obtained in [4, 5].In this article, we will apply those finite element result of

elliptic problem in [4, 5] to our H1
-penalty parabolic problem.

E-mail address: zhoug@ms.u-tokyo.ac.jp.

1

－176－



2 FICTITIOUS DOMAIN METHOD WITH PENALTY FOR PARABOLIC PROBLEM

2. error estimate for H1-penalty approximation

Assuming Ω ⊂ R2 is sufficiently smooth, 0 < T < ∞, we denote QT =

Ω × [0, T ], Γ = ∂Ω and ΣT = Γ × (0, T ]. Then, we consider the following
parabolic problem (Q), called the original problem,

(2.1)

{
ut −Δu = f in QT ,

u(x, t) = 0 on ΣT , u(·, 0) = u0 on Ω,

where f ∈ H−1,0
(QT ), u0 ∈ L2(Ω). H−1,0

(QT ) = L2(0, T ;H−1
(Ω)). H−1

(Ω)

is the dual space of H1
0 (Ω). We write 〈·, ·〉Ω(resp. QT ) as the dual-product

of H−1
(Ω)(resp.H−1,0

(QT ))and H1
0 (Ω)(resp. H

1,0
0 (QT )), where H

1,0
0 (QT ) =

L2(0, T ;H1
0 (Ω)). And (·, ·)Ω is the inner-product of L2(Ω). Then, the weak

form of (2.1) can be written as

(2.2)

{
Find u ∈ H1,0

0 (QT ) with ut ∈ H−1,0
(QT ) s.t.

〈ut, v〉QT
+ (∇u,∇v)QT

= 〈f, v〉QT
, ∀v ∈ H1,0

0 (QT ), u(·, 0) = u0.

In above, we write the original parabolic problem in time-independent domain

(also called cylinder domain) QT .

The fictitious domain method is to find a larger domain of a very simple

shape( the fictitious domain) D ⊃ Ω. DT = D × [0, T ], Q′
T = DT \QT .

Then, we introduce the H1
-penalty problem (Qε) to approximate the original

problem (2.2), where ε is the penalty parameter. Assuming 0 < ε 
 1, (Qε)

reads as

(2.3)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Find uε ∈ H1,0
0 (DT ) with ut ∈ H−1,0

(DT ) s.t.

〈Mεuεt, v〉DT
+ (∇u,∇v)QT

+
1

ε
(∇u,∇v)Q′

T

= (f̃ , v)DT
, ∀v ∈ H1,0

0 (QT ),

u(·, 0) = ũ0,

where f̃ and ũ0 are the zero extension f onto DT and u0 onto D, respectively.
Here, we assume f ∈ L2(QT ), for that f ∈ H−1,0

(QT ) cannot guarantee

f̃ ∈ H−1,0
(DT ). AndMε = χQT

+
1
εχQ′

T
, where χQT

is the indicator function

of QT .

The fictitious domain method with H1
-penalty for parabolic problem has

been studied in [3], which shows uε → u in H1,0
(QT ) as ε → 0 in the form

without Mε, which is

〈uεt, v〉DT
+ (∇u,∇v)QT

+
1

ε
(∇u,∇v)Q′

T
= (f̃ , v)DT

∀v ∈ H1,0
0 (QT ).

However, by our H1
-penalty problem with Mε, we can obtain ‖uε|QT

−
u‖H1,0(QT ) + ‖uεt|QT

− ut‖H−1,0(QT ) ≤ C(‖f‖0,QT
+ ‖u0‖0,Ω)ρ(ε)

√
ε, where

C is some constant, and ρ(ε)→ 0 as ε→ 0.

For problem (2.2) and (2.3), we have the following theorem,
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FICTITIOUS DOMAIN METHOD WITH PENALTY FOR PARABOLIC PROBLEM 3

Theorem 2.1. There exist unique solution u and uε for (2.2) and (2.3),
respectively, and we have
(2.4)

‖uε|QT
−u‖H1,0(QT )+ ‖uεt|QT

−ut‖H−1,0(QT ) ≤ C(‖f‖0,QT
+ ‖u0‖0,Ω)ρ(ε)

√
ε,

(2.5) ‖uε‖H1,0(Q′
T )
+ ‖uεt‖H−1,0(Q′

T )
≤ C(‖f‖0,QT

+ ‖u0‖0,Ω)ρ(ε)
√
ε,

where ρ(ε)→ 0 as ε→ 0.

3. finite element approximation and its error estimation

To implement the finite element method to solve the H1
-penalty problem,

we first take some uniform triangulation Th to domain D, where h is the max-
imum diameter of the triangles of Th. Vh(D) is the subspace of all piecewise
linear continuous functions subordinate to Th. We set Ω1 = D\Ω for cylinder
domain, , and Ωt1 = D\Ωt for non-cylinder domain. Then, we introduce the
“continuous-time” discrete problems (CQε,h), which reads as

(3.1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Find uε,h : (0, T ]→ Vh, s.t.

(uε,ht, vh)Ω +
1

ε
(uε,ht, vh)Ω1

+ (∇uε,h,∇vh)Ω

+
1

ε
(∇uε,h,∇vh)Ω1

= (f̃ , vh)D, ∀vh ∈ Vh, t ∈ (0, T ],
uε,h(0) = ũ0h,

where ũ0h ∈ Vh is an approximation to ũ0. There are several analysis methods
for finite element approximation for parabolic problem, for example, [1, 2];

however, we mainly apply the analysis method from [2]. We have obtained

the following results.

Theorem 3.1. If f ∈ L2(QT ), u0 ∈ H1
0 (Ω), then, we have

‖e(t)‖20,Ω +
1

ε
‖e(t)‖20,Ω1

+

∫ t

0

(‖e(s)‖21,Ω +
1

ε
‖e(s)‖21,Ω1

)ds

≤C (
√
ε+

√
h)2√

ε
(‖u0‖21,Ω + ‖f‖20,QT

) + ‖ũ0 − ũ0h‖20,Ω +
1

ε
‖ũ0 − ũ0h‖20,Ω1

.

Remark 1. If we additionally assume u ∈ H2
(Ω), setting ũ0h = Rhũ0, then,

we have

‖ũ0 − ũ0h‖20,Ω +
1

ε
‖ũ0 − ũ0h‖20,Ω1

≤ C
(
√
ε+

√
h)4

ε
‖u0‖2,Ω.

Theorem 3.2. If u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2

(Ω), f ≡ 0, then we have

(3.2)

t(‖e(t)‖20,Ω +
1

ε
‖e(t)‖20,Ω1

)

≤Ct
(
√
ε+

√
h)4

ε
‖u0‖22,Ω + C(‖ũ0 − ũ0h‖20,Ω +

1

ε
‖ũ0 − ũ0h‖20,Ω1

).
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4 FICTITIOUS DOMAIN METHOD WITH PENALTY FOR PARABOLIC PROBLEM

Then, setting time-step k = T
N , N is a positive integer, we consider the

“single-step backward” discrete problem (CQε,h), which reads as

(3.3)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Find Un+1 ∈ Vh, n = 0, 1, . . . , N − 1, s.t.

(∂tU
n+1, vh)Ω +

1

ε
(∂tU

n+1, vh)Ω1
+ (∇Un+1, vh)Ω

+
1

ε
(∇Un+1, vh)Ω1

= (f̄n+1, vh)D, ∀vh ∈ Vh

U0
= ũ0h,

where

∂tU
n+1

=
Un+1 − Un

k
and f̄n+1 =

1

k

∫ tn+1

tn

f̃(s)ds.

And we have the following estimates.

Theorem 3.3. If f ≡ 0, then, we have

‖ζn+1‖20,Ω +
1

ε
‖ζn+1‖20,Ω1

≤ C
k

tn+1
(‖ũ0h‖20,Ω +

1

ε
‖ũ0h‖20,Ω1

).

Theorem 3.4. If ũ0h = U0 ≡ 0, f ∈ C([0, T ];L2(Ω)), then we have

(3.4) ‖ζn‖0,Ω +
1√
ε
‖ζn‖0,Ω1 ≤ Ck ln

1

k
max
s∈[0,tn]

‖f(s)‖L2(Ω).

4. Summary and open problems

The analysis of fictitious domain method for parabolic problem in this

article is not complete. Since (3.3) contains integral on curved domain Ω and

Ω1 which comes out a problem when doing computation, an approximation

scheme for (3.3) is necessary. For the H1
-penalty problem in [3] without Mε

in (2.3), the numerical results shows no much difference to our H1
-penalty

problem, which means the H1
-penalty error estimate in [3] is not sharp. And

there still exist many works to do for non-cylinder domain case.
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Kolmogorov Lyapunov

1 2,3 1 1

1)

2)

3) FIRST

e-mail : minubush@kurims.kyoto-u.ac.jp

1

[1]

[2]

/

/

Ginelli et al.(2007) Lyapunov

/ [3, 4]

/

Artuso et al.(2009) 2

[5]

Lyapunov Lyapunov

2 Navier-Stokes (Kolmogorov )

/ Reynolds

2

Kolmogorov 2 T2
= [0, 2π)× [0, 2π) Navier-Stokes

∂tζ + u · ∇ζ =
1

R

(
Δζ − n3

cosny
)
, (1)

u = u(x, y, t) ζ = ζ(x, y, t) R Reynolds n

n = 2 −n cosny(= ζ0) (1)
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20.0 ≤ R/Rcr ≤ 24.0 Kolmogorov Rcr x (−∞,∞) y

[0, 2π) ζ0 Reynolds Rcr = 2
√
2

/ Lyapunov N xm = F (xm−1)

Lyapunov vj
m(j = 1, 2, · · ·N) Lyapunov λj (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λN )

vj
m+1 = dF (xm)vj

m, λj = lim
m→∞

1

m
log

||vj
m||

||vj
0||

, (2)

dF (xm) F xm Jacobi

. Lyapunov Lyapunov [3] Lyapunov

/ / θ

θ = cos
−1 max

||u||=||v||=1
u∈Es,v∈Eu

(u,v), (3)

Eu, Es / Lyapunov Lyapunov

/ principal angle [6]

θ P (θ) P (θ) (P (0) = 0)

(P (0) > 0)

Kolmogorov 4 Runge-Kutta

(1) T2
= [0, 2π) × [0, 2π)

24 × 24 7 × 7 Δt = 5.0 × 10
−3 P (θ)

1.0 × 10
4 ≤ t ≤ 17.0 × 10

4
(x′, y′) = (π/4, π/4)

ζ(t) = ζ(t, x′, y′) ρ(τ) = limT→∞
∫ T

0
ζ(t)ζ(t− τ)dt− ζ

2
( )

N T = 20.0 × 10
4

N = 30

3 Reynolds

Kolmogorov / (20.0 ≤ R/Rcr ≤ 24.0) Reynolds

/ P (θ)

(Fig.2) Reynolds R/Rcr = 20.0, 21.0, 22.0, 23.0, 24.0

(20.0 � R/Rcr � 22.0) /

(P (0) = 0) Reynolds Reynolds (R/Rcr � 23.0)

(P (0) > 0)

Reynolds

4

Kolmogorov Fig.3 ρ(0) = ζ2 − ζ
2

ρ(τ) 0 ≤ τ ≤ 10

Reynolds (0 ≤ τ ≤ 10) Reynolds
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Fig.1 Close-up (0[rad] ≤ θ ≤ 0.1[rad]) of probability density function P (θ) of the angle θ between the

local stable and unstable manifolds at R/Rcr = 20.0, 21.0, 22.0, 23.0, 24.0 from top to bottom.

(τ � 100) R/Rcr � 22.0 Reynolds

20.0 � R/Rcr � 21.0 23.0 � R/Rcr � 24.0

ρ(τ) � e−τ/Tl

ρ(τ) (100 ≤ τ ≤ 900) ρ(τ) =

ae−τ/Tl cosωτ (a, Tl, ω) a, Tl Reynolds

20% ω Reynolds

(ω � 0.0015) R/Rcr � 22.0 ω = 0 (Fig.4)

Reynolds Reynolds 2

Lyapunov Reynolds /

[1] Uriel Frisch, “Turbulence: The Legacy of A. N. Kolmogorov”, Cambridge University Press, (1995).

[2] M. Yamada, and K. Ohkitani, “Asymptotic formulas for the Lyapunov spectrum of fully developed shell

model turbulence”, Phys. Rev. E 57, (1998), pp.6257-6260.

[3] F. Ginelli, P. Poggi, A. Turchi, H. Chate, R. Livi, and A. Politi: “Characterizing Dynamics with Covariant

Lyapunov Vectors”, Phys. Rev. Lett. 99, 130601(4), (2007).

[4] P. V. Kuptsov, and S. P. Kuznetsov, “Violation of hyperbolicity in a diffusive medium with local hyperbolic

attractor”, Phys. Rev. E 80, 016205(11), (2009).

－182－



Fig.2 Time-correlation function ρ(τ) at R/Rcr = 20.0, 21.0, 22.0, 23.0, 24.0 (Inset is an close-up of the

time-correlation function in 0 ≤ τ ≤ 10 (The arrow indicates the increase of the Reynolds number).
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Absence of Ground States of Generalized Spin Boson Model

寺　価寺　　功哲

1 序

量子場と相互作用する量子系に於けるスペクトルを解析では基底状態がいつ存在するか

が問題となる事がある. ここで基底状態については以下の定義を用いる.

定義 1.1. Hilbert空間H 上の自己共役作用素 Aのスペクトルの下限が固有値となると

き Aは基底状態を持つと云う (即ち, inf σ�A� � σp�A�). また, E0�A�により inf σ�A�を
表すことにする.

非相対論的な粒子と場が相互作用するようなモデルには Nelson, Pauli-Fiertz, GSB,

Dirac-Maxwell 型といった重要なモデルがいくつかある．ここでは, [AH97] により導入

された一般化されたスピンボソンモデル (GSBモデル)の基底状態について考える (他の

モデルについてや詳細について知りたい方は [Hir05]及びそこにあがっている文献等を参

照すると良い）.

まず, 　モデルの定義を述べる前に用語の準備をする．H, K をそれぞれ複素 Hilbert

空間とする. ボソンフォック空間Fb�K�を次により定める.

Fb�K��
��
n�0

�n
sK

�
�
ψ � �ψ�n���n�0

��� ψ�n� � �n
sK,

��
n�0

�ψ�n��2 	 

�

(�s は対称テンソル積である). Fb�K� 上の閉作用素として次の性質を持つ生成作用素
a�f�� 存在する.

�
a�f��ψ��0� � 0,
�
a�f��ψ��n� � �

nSn

�
f � ψ�n�1�

	
, �n � 1�.

また, 消滅作用素 a�f�を a�f� � �a�f���� により定める．この時, Segalの場の作用素と

呼ばれる自己共役作用素 φ�f�が

φ�f�� a�f�  a�f���
2

により定まる.ここで, Aは作用素 Aの閉包を表す.

注 1.2. 生成・消滅作用素は次の正準交換関係を満たす.

�a�f�, a�g��� � �f , g�, �a�f�, a�g�� � 0, �a�f��, a�g��� � 0
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又, Segalの場の作用素は次のWeyl関係を満たす.

eiφ�f�eiφ�g� � ei Im �f , g�eiφ�g�eiφ�f�, f, g � X ,

K 上の作用素 Sに対して, フォック空間 Fb 上の第 2量子化作用素 dΓ�S�を以下によ

り定める.

dΓ�S��
��
n�0

S�n�,

但し, S�n� は

S�0� � 0,

S�n� �
n�

j�0

I � � � � � I � S
�j th�

� I � � � � � I
���
�n
algD�T �

, �n � 1�

である.

注 1.3. Sが自己共役または非負の作用素である時, 第 2量子化作用素 dΓ�S�も自己共役

または非負の作用素となる.

2 モデルの定義

量子場と相互作用する量子系を表現する Hilbert空間として次のものを考える.

F � H�Fb

� N�K
�
. (2.1)

A を H 上の自己共役作用素, Bj �j � 1, . . . , J � R� を H 上の自己共役作用素で
� J

j�1D�Bj�が Hで稠密, W を K 上の単射, 非負な自己共役作用素とする. 又, gj � K ,

λ � Rとする. この時, GSBモデルのハミルトニアン H�λ�として次で定めるF 上の作

用素を考える.

H�λ�� A� I � I � dΓ

� N�
W
�
� λ

J�
j�1

Bj � φ�gj�. (2.2)

GSBモデルのハミルトニアンが上により一応定義できたわけだが、之では一般的過ぎ

て取り扱うことが難しい. 特に, 量子論の要請によりハミルトニアンは自己共役作用素と

なる必要がある. そこで, GSB モデルでは以下の仮定を設ける.

H-I. gj � D�W�3	2� �j � 1, . . . J�且つ
�
W�1gj , W

�1gl
	
� R �j, l � 1, . . . , J�.

H-II. 作用素 Aは次の形をしているとする.

A � A0 �A1

ここで A0 は非負の自己共役作用素で A1 は A0-有界な対称作用素とする, 即ち,

D�A0� 	 D�A1�且つある定数 a, b � 0が存在して次を満たす．


A1u
 � a
A0u
 � b
u
, u � D�A0�.
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H-III. 作用素 A0 は Bj �j � 1, . . . , J�と強可換であり

D�A0� �
J�

j,l�1

D�BjBl�.

とする．更に, ある定数 cj , dj � 0が存在して

�Bju� � cj�A
1�2
0 u� � dj�u�, �j � 1, . . . , J� for u 	 D�A

1�2
0 �

を満たすとする.

H-IV. Bj �j � 1, . . . , J�は互いに強可換な自己共役作用素の族とする.

H-V. 作用素 A0 の定義域は D�A0� �
�J

j�1D�BjA1�
�
D�A1Bj� 満たし


Bj , A1��D�A0� �j � 1, . . . J�は有界な作用素とする.

H-VI. 次の集合 Λは空集合でないとする.

Λ� λ 	 R�0� �A�λ� は自己共役且つ下に有界.�

但し,

A�λ�� A� λ2RB , RB �
1

2

J�
j,l�1

�
W�1�2gj , W

�1�2gl

�
BjBl

である.

このような仮定の下では次の結果が知られている.

定理 2.1. [AK03]

仮定 (H-I)–(H-VI) を満たすとき任意の λ 	 Λ に対して, H�λ� は自己共役且つ下に有界

な作用素となる.

3 基底状態の非存在

H�λ�の基底状態については以下の事実が知られている.

定理 3.1. [AH97] 仮定 (H-I)–(H-VI) を満たし、A がコンパクトレゾルベントを持つと

き, 十分小さい λ 	 Λに対して H�λ�は基底状態を持つ.

また, K � L2�Rd�でW が非負関数の掛け算作用素の場合にはW がある条件を満たす

とき, ある範囲の λ 	 Λに対して H�λ�は基底状態を持つ事が.[AK03, Theorem2.3, 2.4]

により分かっている. そこで, [AK03] で調べられていない範囲の λ に対して H�λ� の基

底状態が存在するか否かを調べる. そこで,少し良いクラスで考える為に,上の仮定に以下

の仮定を付加える.

A-I. 作用素 A0 は基底状態を持たない, i.e. E0�A0� � inf σ�A0� � σp�A0�.
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A-II. A1 は非負な自己共役作用素且つ A0-compact (即ち, D�A0� � D�A1� であり,

ある z � ρ�A0�に対して A1�A0 � z��1 は compact作用素となる).

A-III. A0�λ� � A0 � λ2RB とする. このときある定数 λ0 � Λ が存在して, 作用素

A0�λ0� �E0�A0�は非負且つ単射で次元 dim Ker �A0�λ0� �A1�が ℵ0 以下とな
る.

A-IV. 任意のE � E0�A0�に対してBirman-Schwinger作用素KE � �A1�1�2�A0�λ0��
E��1�A1�1�2 は有界であり, あるノルム１未満の自己共役なコンパクト作用素 K

により上から抑えられる ( i.e. �A1�1�2�A0�λ0� � E��1�A1�1�2 	 K).

この時, ユニタリー変換と Birman-Schwinger原理を用いることにより, 次が示せる.

定理 3.2. 仮定 (H-I)–(H-VI)と (A-I)–(A-IV)を満たすとする. この時, λ0 未満の λ � Λ

に対して H�λ�は基底状態を持たない.

例 3.1. H 
 L2�R3�, K 
 L2�Rd�の場合を考える. A0 
 �Δ, A1 は V � S �R3�の非
負関数による掛け算作用素で

�V �R �
� �V �x���V �y��

�x� y�2 d3xd3y � 1

を満たすもの, Bj 
 pj , W として非負関数 ω の掛け算作用素, gj を

� gj�
ω
,

gl�
ω

�

 δj,l

満たすものとしてとる. この時,

H�λ� 
 �Δ� V � dΓ�ω� � λ
�
j

pj  φ�gj�

は上の定理から十分小さい λで基底状態を持たないことがわかる.
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Determining nodes for semilinear parabolic evolution equations in

Banach spaces
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Tokyo 153-8914, Japan

1 Introduction

Let n ∈ Z, n ≥ 2, Ω be a bounded domain in Rn
with its C1,1

-boundary ∂Ω, Xp (1 < p < ∞) be a closed subspace

of Lp(Ω). This report is concerned with the following abstract initial value problem for the semilinear parabolic

evolution equation in Xp:{
dtu+Apu = F (u) + f in (0,∞),

u(0) = u0,
(I)

where u is a strong solution to (I), Ap is a densely defined closed linear operator in Xp, F (u) is a nonlinear term,

u0 is an initial data, f is an external force. As is well known, (I) is the abstract initial value problem associated

with the semilinear heat equation and the Navier-Stokes equations. See, for example, [4] and the references given

there on the existence, uniqueness and regularity of mild solutions to (I).

According to the previous result by Foias and Temam [2], the conclusion of the asymptotic equivalence of strong

solutions to (I) can be given by the theory of determining nodes. An approach of determining nodes is quite

natural from the numerical point of view. In general, the asymptotic behavior of strong solutions to the initial-

boundary value problem for semilinear parabolic equations is uniquely determined by determining nodes which can

be obtained from finite many measurements. Some problems related to determining nodes for semilinear parabolic

equations have been studied in recent years. Foias and Temam [2] first treated the existence of determining nodes

for the Navier-Stokes equations in L2,σ(Ω) with the Dirichlet and periodic boundary conditions, where Lp,σ(Ω)

(1 < p < ∞) is the solenoidal function space of (Lp(Ω))
n
. As for partly dissipative reaction diffusion systems in

L2(Ω) with the Dirichlet, Neumann and periodic boundary conditions, Lu and Shao [7] obtained the same results as

in [2]. Furthermore, Kakizawa [6] discussed the existence of determining nodes for the semilinear parabolic equation

such as (I)1 in the general closed subspace H of L2(Ω) with the Dirichlet boundary condition. The energy method

shows their results, but it remains to consider two main difficulties, i.e., variety of boundary conditions and rate

of convergence. In fact, the Robin and Navier boundary conditions play an important role in the semilinear heat

equation and the Navier-Stokes equations respectively. Even if determining nodes for (I) exist, it is one of serious

problems whether the convergence of u(·, t)− v(·, t) to zero as t → ∞ is fast or slow. The new method is required

for the theory of determining nodes overcoming the above difficulties.

The main purpose of this report is to establish the Lp-theory of determining nodes for (I) with the aid of the

theory of analytic semigroups on Banach spaces, e.g., [5, Chapter 3], [8, Chapter 6]. One of our main results is

stated as follows: there exists a finite set E in Ω such that if n/2 < p < ∞ and if two mild solutions u and v to (I)

satisfy u(x, t)− v(x, t) → 0 as t → ∞ for any x ∈ E, then ‖u(t)− v(t)‖Xα
p
= O(t−α

) as t → ∞ for any 0 < α < 1.

Here Aα
p and Xα

p (0 ≤ α ≤ 1) are fractional powers of Ap and their domain, i.e., Xα
p = D(Aα

p ) respectively. By

virtue of our argument, variety of boundary conditions corresponds to the analyticity of the semigroup {e−tAp}t≥0

generated by −Ap. Moreover, Xα
p -estimates for mild solutions to (I), which are established by the similar method to

[3, Theorem 2.6], clarify not only the asymptotic equivalence but also rate of monomial or exponential convergence.

2 Preliminaries and main results

2.1 Function spaces

All functions appearing in this report are either Xp or (Xp)
n
-valued. For the sake of notational simplicity, we will

not distinguish them from their values, i.e., (Xp)
n
will also be simply denoted by Xp.

∗Research Fellow of the Japan Society for the Promotion of Science
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Function spaces and basic notation which we use throughout this report are introduced as follows: The norm
in Lr(Ω) (1 ≤ r ≤ ∞) and the norm in the Sobolev space W k

r (Ω) (k ∈ Z, k ≥ 0) are denoted by ‖ · ‖Lr(Ω) and

‖ · ‖Wk
r (Ω) respectively, W 0

r (Ω) = Lr(Ω). C∞
0 (Ω) is the set of all functions which are infinitely differentiable and

have compact support in Ω. W k
r,0(Ω) is the completion of C∞

0 (Ω) in W k
r (Ω). Ck,γ

(Ω) (0 < γ ≤ 1) is the Hölder

space defined as in [1, 1.26–1.29], Ck,0
(Ω) = Ck

(Ω), C0
(Ω) = C(Ω).

Let I be an interval in R, (X, ‖ · ‖X) be a Banach space. C(I;X) is the set of all X-valued functions which are

continuous in I. Cb(I;X) is the set of all X-valued functions which are bounded continuous in I.

2.2 Sectorial operators in Xp and analytic semigroups on Xp

In this subsection, we will make the properties of Ap and F (u) which appeared in (I). Let (X, ‖ · ‖X) be a Banach

space, A be a densely defined closed linear operator in X. Then the resolvent set and the spectrum of A are denoted

by ρ(A) and σ(A) respectively, Reσ(A) := {Reλ ; λ ∈ σ(A)}. First, for any 1 < p < ∞, Ap is the densely defined

closed linear operator in Xp satisfying the following properties (A.1), (A.2):

(A.1) Ap is a sectorial operator in Xp defined as in [5, Definition 1.3.1], D(Ap) ⊂ W 2
p (Ω), where D(Ap) is the

domain of Ap.

(A.2) Reσ(Ap) > 0, where Reσ(Ap) > 0 means that Reλ > 0 for any λ ∈ σ(Ap).

It is well known in [5, Theorem 1.3.4 and Definition 1.4.1], [8, Theorem 2.5.2 and Definition 2.6.7] that −Ap

generates a uniformly bounded analytic semigroup {e−tAp}t≥0 on Xp, fractional powers Aα
p of Ap can be defined

for any α ≥ 0, A0
p = Ip, where Ip is the identity operator in Lp(Ω). Let us introduce the Banach space derived from

Aα
p . X

α
p is defined as Xα

p = D(Aα
p ) with the norm ‖ · ‖Xα

p
= ‖Aα

p · ‖Lp(Ω), X
0
p = Xp.

We state some lemmas concerning sectorial operators in Banach spaces. See, for example, [5, Chapter 1], [8,

Chapter 2] on the theory of analytic semigroups on Banach spaces and fractional powers of sectorial operators.

Lemma 2.1. Let 1 < p < ∞, α ≥ 0, 0 < λ1 < Λ1, where Λ1 := min{λ1 > 0 ; λ1 ∈ Reσ(Ap)}. Then there exists a
positive constant Cp,α,λ1 depending only on n, Ω, p, Ap, α and λ1 such that

‖Aα
p e

−tApu‖Lp(Ω) ≤ Cp,α,λ1t
−αe−λ1t‖u‖Lp(Ω) (2.1)

for any u ∈ Xp.

Proof. The lemma is [5, Theorem 1.4.3].

Lemma 2.2. Let 1 < p < ∞, α ≥ 0, 0 ≤ β ≤ α. Then there exists a positive constant Cp,α,β depending only on n,
Ω, p, Ap, α and β such that

‖u‖Xβ
p
≤ Cp,α,β‖u‖1−β/α

Lp(Ω) ‖u‖
β/α
Xα

p
(2.2)

for any u ∈ Xα
p .

Proof. The lemma is [5, Exercise 1.4.5].

Lemma 2.3. Let 1 < p < ∞, 0 ≤ α ≤ 1. Then

Xα
p ↪→ W k

r (Ω) if k ∈ Z, k ≥ 0, 1 < r < ∞,
1

p
− 2α− k

n
≤ 1

r
≤ 1

p
, (2.3)

Xα
p ↪→ Ck,γ

(Ω) if k ∈ Z, k ≥ 0, 0 < γ < 1,
1

p
− 2α− (k + γ)

n
≤ 0, (2.4)

where ↪→ is the continuous inclusion.

Proof. The lemma is [5, Theorem 1.6.1].

Second, F (u) is the nonlinear term satisfying the following properties (F.1), (F.2):

(F.1) F (0) = 0.

(F.2) There exist three constants Cp > 0, 0 < α1 < 1 and q > 1 such that

‖F (u)− F (v)‖Lp(Ω) ≤ Cp(‖u‖q−1

X
α1
p

+ ‖v‖q−1

X
α1
p

)‖u− v‖Xα1
p

for any u, v ∈ Xα1
p .
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Finally, we are concerned with mild solutions to (I). As is well known, (I) is reduced to the following abstract

integral equation:

u(t) = e−tApu0 +

∫ t

0

e−(t−s)ApF (u)(s)ds+

∫ t

0

e−(t−s)Apf(s)ds (II)

for any t ≥ 0. A mild solution to (I) is defined as follows:

Definition 2.1. Let 1 < p < ∞, 0 ≤ α0 < 1, u0 ∈ Xα0
p , f ∈ C((0,∞);Xp). Then u is called a mild solution to (I)

if it satisfies

u ∈ Cb([0,∞);Xα0
p )

and (II). Let S(u0, f) be the set of all functions which are mild solutions to (I).

2.3 Main results

Our main results of this report will be stated in this subsection. We begin with formulation of determining nodes.

For any N ∈ Z, N ≥ 1, x ∈ Ω, u ∈ C(Ω), set

EN =
{
x1, · · · , xN ; xi ∈ Ω, i = 1, · · · , N

}
,

dN (x) = min
i=1,··· ,N

|x− xi|,

dN = max
x∈Ω

dN (x),

ηN (u) = max
i=1,··· ,N

|u(xi)|.

Note that EN and dN can be regarded as determining nodes and the density of EN in Ω respectively. As for mild

solutions to (I), the following assumptions (H.1), (H.2) are essentially required for our main results.

(H.1) S(u0, f) �= ∅ for any u0 ∈ Xα0
p , f ∈ C((0,∞);Xp).

(H.2) There exists a positive constant M(f, t0) for any R > 0, f ∈ C((0,∞);Xp), t0 > 0 such that

‖u‖Cb([t0,∞);X
α1
p ) ≤ M(f, t0)

for any u ∈ S(Xα0
p (R), f), where

S(Xα0
p (R), f) :=

⋃
u0∈X

α0
p (R)

S(u0, f), Xα0
p (R) := {u0 ∈ Xα0

p ; ‖u0‖Xα0
p

≤ R}.

First, the following theorem yields the existence of determining nodes for (I) and rate of monomial convergence.

Theorem 2.1. Let n/2 < p < ∞, 0 ≤ α0 < 1, R > 0, f, g ∈ C((0,∞);Xp), t0 > 0, and assume (H.1), (H.2),

f(t)− g(t) → 0 in Xp as t → ∞.

Then there exists a positive constant δ1 depending only on n, Ω, p, Ap, F , α0, M(f, t0) and M(g, t0) such that if
0 < dN ≤ δ1 and if u ∈ S(Xα0

p (R), f), v ∈ S(Xα0
p (R), g) satisfy

u(xi, t)− v(xi, t) → 0 as t → ∞

for any i = 1, · · · , N , then

(i) For any α0 < α < 1,

‖u(t)− v(t)‖Xα
p
= O(tα0−α

) as t → ∞. (2.5)

(ii) For any k ∈ Z, k ≥ 0, 0 < γ < 1, k + γ ≤ 2α− n/p,

‖u(t)− v(t)‖Ck,γ(Ω) = O(tα0−α
) as t → ∞ (2.6)

provided that n/(2p) < α < 1.
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Second, we proceed to the existence of determining nodes for (I) and rate of exponential convergence.

Theorem 2.2. Let n/2 < p < ∞, 0 ≤ α0 < 1, R > 0, f, g ∈ C((0,∞);Xp), t0 > 0, and assume (H.1), (H.2),

‖f(t)− g(t)‖Lp(Ω) = O(e−λ1t) as t → ∞
for some 0 < λ1 < Λ1. Then there exists a positive constant δ2 depending only on n, Ω, p, Ap, F , α0, M(f, t0) and
M(g, t0) such that if 0 < dN ≤ δ2 and if u ∈ S(Xα0

p (R), f), v ∈ S(Xα0
p (R), g) satisfy

u(xi, t)− v(xi, t) = O(e−λ1t) as t → ∞
for any i = 1, · · · , N , then

(i) For any α0 ≤ α < 1,

‖u(t)− v(t)‖Xα
p
= O(tα0−αe−λ1t) as t → ∞. (2.7)

(ii) For any k ∈ Z, k ≥ 0, 0 < γ < 1, k + γ ≤ 2α− n/p,

‖u(t)− v(t)‖Ck,γ(Ω) = O(tα0−αe−λ1t) as t → ∞ (2.8)

provided that n/(2p) < α < 1.

2.4 Auxiliary lemmas

In this subsection, we will state three interpolation inequalities concerning the density of determining nodes. The
following lemma yields that the standard norms in C(Ω), in Lp

(Ω) and in Xβ
p are connected with dN .

Lemma 2.4. Let n/2 < p < ∞, n/(2p) < α ≤ 1, 0 < γ < 1, 0 < γ ≤ 2α − n/p. Then there exists a positive
constant C1 depending only on n, Ω, p, α and γ such that

‖u‖C(Ω) ≤ ηN (u) + C1d
γ
N‖u‖Xα

p
(2.9)

for any u ∈ Xα
p .

Lemma 2.5. Let n/2 < p < ∞, n/(2p) < α ≤ 1, 0 < γ < 1, 0 < γ ≤ 2α − n/p. Then there exist two positive
constants C2 and C3 depending only on n, Ω, p, α and γ such that

‖u‖Lp(Ω) ≤ C2ηN (u) + C3d
γ
N‖u‖Xα

p
(2.10)

for any u ∈ Xα
p .

Lemma 2.6. Let n/2 < p < ∞, n/(2p) < α ≤ 1, 0 ≤ β ≤ α, 0 < γ < 1, 0 < γ ≤ 2α − n/p. Then there exist two
positive constants C4 and C5 depending only on n, Ω, p, α, β and γ such that

‖u‖Xβ
p
≤ C4d

−γ(β/α)
N ηN (u) + C5d

γ(1−β/α)
N ‖u‖Xα

p
(2.11)

for any u ∈ Xα
p .
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確率解析的手法による二階の線形偏微分方程式の
固有関数の減衰評価について

九州大学マス・フォア・インダストリ研究所
/ Loughborough大学数理科学科

高江洲俊光

[概要] 伊藤拡散過程の生成作用素である二階の偏微分作用素にポテンシャル
が加わった場合の固有値問題について考察する。固有値が存在する場合、その
固有関数の減衰評価を、量子力学のモデルの解析の際に用いられる確率解析
的な手法と類似の手法によって与える。

1 伊藤拡散過程について

確率微分方程式に関連する事項である伊藤拡散過程およびその生成作用素について解説
する。この節で扱う項目および確率解析に関する基本的な事柄は文献 [4, 5, 8])などを参
考にされたい。{Bt}t≥0を確率空間 (ΩBM,FBM,PBM)上の d次元ブラウン運動とする。時間
的に一様な d次元伊藤拡散過程 {Xt}t≥0とは以下の確率微分方程式の解のことである：

dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dBt (1)

ただし、 b(x) ∈ Rd , σ(x) ∈ Mn(Rd) : n次の正方行列次であり、これらは条件

‖b(x)−b(y)‖Rd + ‖σ(x)−σ(y)‖Mn(Rd) ≤ D‖x−y‖Rd (2)

を満たすものとする。この時、確率微分方程式 (1)は拡散過程となる一意的な解を持つ。
ここで増大 σ 加法族を Ft

BM = σ(Bt∧s;s ≥ 0)とする。このとき、{Ft
BM}t≥0に対する任意の

有界な停止時刻 τに対し、{Xt}t≥0は強マルコフ性と呼ばれる性質を持つことが示される：

Ex[ f (Xτ+s)|Fτ
BM] = EXτ [ f (Xs)], f：有界なボレル可測関数 .

伊藤拡散過程 {Xt}t≥0の生成作用素は

Lu(x) = lim
t↘0

Ex[u(Xt)−u(X0)]
t

.

として定義される。この時、有界なC2(Rd)級の関数に対してwell-definedとなり、

Lu(x) =

(
∑
i, j

ai, j(x)∂xi∂x j +∑
i

bi(x)∂xi

)
u(x)
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が成り立つことが示される。ただし ai, j(x) = (σσT )i, j(x)としている。このことは停止時
間 τ に対して成り立つ関係式

Ex[ f (Xτ)] = f (X0) + Ex

[∫ τ

0

(
∑
i, j

ai, j(Xs)∂xi∂x j f (Xs)+∑
i

bi(Xs)∂xi f (Xs)

)
ds

]

から従うことである。ここで確率解析の偏微分方程式に関連する事項の一つとして、次の
ファインマンカッツの公式と呼ばれる公式が知られている。

[定理](ファインマン・カッツの公式)
(i) f をC2(Rd)級で有界な関数、gを連続で有界な関数, V 連続で上に有界な関
数であるとする。このとき、

u(t,x) = Ex
[

f (Xt)e
∫ t

0 V (Xs)ds +
∫ t

0
g(Xθ )e

∫ θ
0 V (Xs)dsdθ

]
とすると、u(t,x)は次の cauchy問題の解となる：

∂tu(t,x) = (L+V (x))u(t,x)+g(x) (3)
u(0,x) = f (x).

(ii)逆に方程式 (3)の解がC1,2([0,T ],Rd)級の有界な関数ならば、その解は (i)
の確率解析的な表示で表わされる。

ファインマン・カッツの公式はマルコフ性を用いて証明される。また、bおよび σ にしか
るべき条件を課すると f は有界でない場合でも成り立つことが示される。補足としてで
あるが、g = 0で L +V がヒルベルト空間上の線形作用素として定式化される場合には、
関数解析的な手法を用いても証明できる。

2 量子力学および場の量子論の系の汎関数積分表示について

この説では量子物理学のモデルの確率解析に関することについて解説する。量子物理学
には量子力学および場の量子論とよばれるモデルがある。それらの数学的な研究課題の一
つとして、ヒルベルト空間上の線形作用素のスペクトル解析の立場からの研究がある。そ
の際、系を記述する状態空間Hをあるヒルベルト空間として定める。多くの場合、その
系のハミルトニアンHは通常、そのH上の自己共役作用素として定式化される。H のス
ペクトル解析の手法の一つにHが生成する半群 {e−tH}t≥0を汎関数積分表示と呼ばれる確
率解析的な表示を用いて解析する方法がある。物理的には、虚時間の経路積分に対応して
いるものである。ハミルトニアンが固有値を持つ場合に、その固有関数の減衰を汎関数積
分表示を用いて確率解析的に評価されることが知られている。量子力学のモデルに関する
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研究結果としては、[2]において通常のシュレディンガー方程式の場合について考察され、
[3]においては相対論的なシュレディンガー方程式の場合について考察されている。最近
の研究成果としては、[7]において、スピンを考慮に入れた場合の磁場中の相対論的シュ
レディンガー方程式の場合について考察されている。また、場の量子論に関連するモデル
に関しては [6]において粒子と量子輻射場が相互作用する系について考察されている。

3 主結果

ここで、伊藤拡散過程の生成作用素 L =

(
∑
i, j

ai, j(x)∂xi∂x j +∑
i

bi(x)∂xi

)
にポテンシャルV

が加わった場合の固有値問題について考察する。以下の条件を考える。

(条件 1)V ∈C1(Rd)かつ上に有界であり lim
|x|→∞

V (x) = −∞

(条件 2) L + Vは複素固有値 z ∈ Cを持ち、その固有関数 uz は有界とする：

(L+V )uz(x) = zuz(x).

[定理]条件 (1)および (2)が成り立つとする。このとき、Vsup(x,Λ) = sup{V (x+y)| |y| ≤ Λ}
とする。このとき T ≥ 0, m ∈ Nに対し、次の評価が成り立つ。

|uz(x)| ≤ const.
(

1
Λ2m eCT + e−T |Rez|+Vsup(x,Λ)

)
. (4)

この定理の応用として、次の系が成り立つことが示される。

[系]条件 (1)および (2)が成り立つとする。このとき、V (x) ≤ −κ|x|α , α ∈ Nであるなら
ば、任意のm ∈ Nに対し以下の評価が成り立つ。

|uz(x)| ≤ const.
1

|x|2m

[定理の証明の方針]uz(t,x) = etzuz(x)とする。このとき、uz(t,x)は方程式∂tu = (L+v)u,
および初期条件 uz(0,x) = uz(x)を満たす。このとき t = T に対し、uz(x) = e−T zuz(T,x)と
なり、ファインマン・カッツの公式を用いると固有関数 uz(x)は

uz(x) = e−T zEx[uz(XT )e
∫ T

0 V (Xs)ds].

と表わせることが証明のアイディアである。
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(定理の証明)　まずはじめに、停止時間 τに対して

uz(x) = Ex[uz(XT∧τ)e−(T∧τ)ze
∫ T∧τ

0 V (Xs)ds].

が成り立つことが示される。ここで τΛ = inf{t > 0 | |Xt | ≥ Λ}と定めると τΛは停止時間と
なるので、このとき

|uz(x)| ≤ ‖uz‖L∞(Rd)E
x[e−(T∧τΛ)Reze

∫ T∧τΛ
0 V (Xs)ds]

≤ ‖uz‖L∞(Rd)E
0[e(T∧τΛ)(Vsup(x,λ )−Rez)]

≤ ‖uz‖L∞(Rd)

(
E0[1{τΛ≤T}eτΛ(Vsup(x,Λ)−Rez)] + E0[1{T≤τΛ}eT (Vsup(x,Λ)−Rez)]

)
ここで、E[1{τΛ≤T}] = P( sup

0≤s≤T
‖XT‖)、マルチンゲールの不等式 P( sup

0≤s≤T
‖XT‖)≤ 1

ΛpE[‖XT‖p]

および不等式E[‖XT‖2m] ≤ a(1+ |E[X0]|2m)ebT ,ただし a,b ≥ 0はある定数、を用いれば証
明される。
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ON THE PARAMETER DEPENDENCE OF THE BERGMAN KERNELS OF
RECTANGLES

YANYAN WANG

Abstract: We study the parameter dependence of the Bergman kernels of rectangles.
We give the explicit expression of Bergman kernels on the rectangles Dζ = {z = s + it | 0 <
s < Reζ, 0 < t < Imζ} where ζ = 1 + i + ε, |ε| is small enough, by using the Schwarz-
Christoffel transformation and apply it to show that logKDζ (z, z) approaches zero when the
point (z, ζ) ∈ D = ⋃|ζ−(1−i)|<δ Dζ tends to a singular boundary point (0, 1 + i) ∈ ∂D.

1. Introduction and Results

In 2004 [3], F. Maitani and H. Yamaguchi studied the variation of the Bergman metrics
on Riemann surfaces. Let us briefly recall it. Let B be a disk in the complex ζ-plane, let
D be an unramified domain over B × Cz with smooth boundary and let π be the projection
from D to B. For ζ ∈ B set Dζ = π−1(ζ), which is a Riemann surface over Cz, and let
KDζ (z, z)|dz|2 denote the Bergman metric for Dζ . Under certain regularity assumptions, the
authors established variational formulas for these metrics, i.e., formulas for ∂KDζ (z, z)/∂ζ
and ∂2KDζ (z, z)/∂ζ∂ζ (Theorem 3.2). The second variation formula, which is essentially
based on the variation formula for the Robin constant in [6] is utilized to deduce that ifD is
an unramified pseudoconvex domain over B×Cz with smooth boundary, then logKDζ (z, z)
is plurisubharmonic (psh) on D (Corollary 4.1). On the other hand, the continuity of
KDζ (z, z) becomes already a delicate question in [1]. In this paper the authors gave two
regularity results which can be applied to answer the problem of the parameter dependence
of solutions to the ∂-equation. This problem arises when constructing Cauchy-Fantappiè
kernels by the use of Skoda’s division theory, based on Hörmander’s L2- methods with
weight. More generally, the authors considered metrics and weight functions depending
on a parameter, with suitable hypotheses. Then they proved regular dependence on the
parameter of Hörmander’s solution with respect to the metrics and the weights. They also
gave a result (Theorem 2) on the C∞ regularity of this solution with respect to both the
variable and the parameter. So it might be of independent interest to see what will happen
to the Levi form of logKDζ (z, z) with respect to ζ as we approach towards a particular non-
smooth boundary point of a pseudoconvex domain with non-smooth boundary. We shall
give an answer to this question in a family of rectangles. Indeed, the considered parameter
rectangles are Dζ := {z = s + it ∈ Cz | 0 < s < Reζ, 0 < t < Imζ} where ζ − (1 + i) = ε, |ε|
is small enough and defineD := ⋃|ζ−(1−i)|<δ Dζ . Then we have the following results.

Theorem 1.1. The Bergman kernels of Dζ on the diagonal are

KDζ (z, z) =
1

π
(
Imsn2(u, k(ζ))

)2
∣∣∣sn2(u, k(ζ))cn2(u, k(ζ))dn2(u, k(ζ))∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
sn−1(1, k(ζ))

Reζ

∣∣∣∣∣∣
2

where u = sn−1(1, k(ζ))z/Reζ and sn(u, k), cn(u, k), dn(u, k) are the Jacobi’s elliptic fun-
tions of the first kind, sn−1(1, k) is the complete elliptic integral of the first kind. k(ζ) is a
real valued analytic function with respect to ζ, its Taylor expansion to the second order
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near the point ζ = 1 + i is: k(ζ) = k0 + 2Re((a + ib)ε) + 2Re
(
(c + id)ε2

)
+ 2e|ε|2 + · · · ,

where k0 = 1/
√
2, a = b = 2c = K/

(
4
√
2(2E − K)

)
, d = e = 0, here K is the value of the

complete elliptic integral of the first kind at the point k = 1/
√
2, and E is the value of the

complete elliptic integral of the second kind at the point k = 1/
√
2.

Theorem 1.2. For Bergman kernels KDζ (z, z) where (z, ζ) ∈ D, it holds that

lim
z→0,ζ→1+i

∂2 logKDζ (z, z)

∂ζ∂ζ
= 0.

2. Preliminaries

We briefly present here certain results underlying the proof of Theorems. This exposi-
tion is adapted to our special cases.

2.1. Bergman kernel. The Bergman kernel of a domainΩ ⊂ Cn is the reproducing kernel
for the Hilbert space of all square integrable holomorphic functions on Ω. In what follows,
let Ω be a bounded domain in Cn, let A2(Ω) be the space of square integrable holomorphic
functions on Ω and let {φ j(z)}∞j=1 be a complete orthonormal basis for A2(Ω). Then the
Bergman kernel KΩ(z,w) is identified with the following series:

KΩ(z,w) =
∞∑
j=1
φ j(z)φ j(w).

Proposition 2.1. Let f : Ω −→ D be a biholomorphic mapping between Ω and D. Then

KΩ(z,w) = KD( f (z), f (w)) det f ′(z)det f ′(w).

By Cauchy’s estimate it is easy to see that KΩ(z,w) is a C∞function on Ω ×Ω, and that,
on the diagonal, it can be represented as

KΩ(z, z) = sup{| f (z)|2 | f ∈ A2(Ω), || f (z)||A2(Ω) = 1} for ∀ z ∈ Ω.
2.2. Schwarz-Christoffel transformation. Let Γ be a piecewise linear boundary of a
polygon in thew-plane and let the interior angles at successive vertices be α1π, α2π, · · · , αnπ.
The transformation defined by the equation

w = F(z) = C
∫ z

0
(ξ − a1)α1−1(ξ − a2)α2−1 · · · (ξ − an)αn−1dξ +C′,

whereC, C′ are complex numbers and a1, a2, · · · , an are real numbers, maps Γ into the real
axis of the complex z plane and the interior of the polygon to the upper half of the z plane.
The vertices of the polygon A1, A2, · · · An are mapped to the points a1, a2, · · · , an. This map
is an analytic one-to-one conformal transformation between the upper half of the z plane
and the interior of the polygon.

3. Proofs of Theorems

3.1. The proof of Theorem 1.1.

Proof. Firstly, we determine the biholomorphic mapping F(w, ζ) between the upper half w
plane H and the rectangles D′ζ := {z = s + it | − Reζ < s < Reζ, 0 < t < Imζ }. Let F(w, ζ)
satisfy the following initial conditions:

0 	→ 0, 1 	→ Reζ,
1

k(ζ)
	→ ζ, ∞ 	→ iImζ. (3.1)
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By the Schwarz-Christoffel transformation, the mapping function F(w, ζ) will thus be given
by

F(w, ζ) = C(ζ)
∫ w

0

(
(1 − t2)(1 − k2(ζ)t2)

)− 12 dt +C′(ζ). (3.2)

Then, by the initial conditions (3.1), we get that

Reζ = C(ζ)
∫ 1

0
((1 − t2)(1 − k2(ζ)t2))−

1
2 dt, (3.3)

Imζ = C(ζ)
∫ 1

0
((1 − t2)(1 − (1 − k2(ζ))t2))−

1
2 dt. (3.4)

Since k(ζ) is a real valued analytic function with respect to ζ, we can assume that

k(ζ) = k0 + 2Re ((a + ib)ε) + 2Re
(
(c + id)ε2

)
+ 2e|ε|2 + · · · (3.5)

in the neighborhood of the point ζ = 1 + i. Substituting (3.5) into (3.3) and (3.4), we can
deduce that k0 = 1/

√
2, a = b = 2c =

1+
∑

n�1(
(2n−1)!!
(2n)!! )

2( 12 )
n

4
√
2
∑

n�1(
(2n−1)!!
(2n)!! )2n(

1
2 )n−1
= K
4
√
2(2E−K)

, d = e = C′ = 0,

and C(ζ) = Reζ
sn−1(1,k(ζ)) . Now we get that

z = F(w, ζ) =
Reζ

sn−1 (1, k(ζ))

∫ w

0

(
(1 − t2)

(
1 − k2(ζ)t2

))− 12 dt .

Secondly, we can obtain the inverse mapping of F(w, ζ) with respect to the first variable,
which is given by

w = f (z, ζ) = sn
(
sn−1(1, k(ζ))

Reζ
z, k(ζ)

)
.

This inverse mapping w = f (z, ζ) maps the rectangles D′ζ in the z plane to the upper half w
plane. Moreover,

F(−w, ζ) = −F(w, ζ),

this implies that f (z, ζ) maps Dζ to {w ∈ Cw|w = a + ib, a > 0, b > 0}, thus, we can deduce
that f 2 maps Dζ to the upper half w plane H. Besides, we have known that the Bergman
kernel of the upper half w plane on the diagonal is

KH(w,w) =
1

4π(Imw)2
.

Then, by Proposition 2.1 we finally can get that the Bergman kernels of Dζ on the diagonal
are

KDζ (z, z) =
1
π

1
(Im f 2)2

| fz|2| f |2

=
1

π(Imsn2(u, k(ζ)))2
|sn2(u, k(ζ))cn2(u, k(ζ))dn2(u, k(ζ))|

∣∣∣∣∣∣
sn−1(1, k(ζ))

Reζ

∣∣∣∣∣∣
2

here u = sn−1(1, k(ζ))z/Reζ. �
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3.2. The proof of Theorem 1.2.

Proof. By the expression of KDζ (z, z), we have

∂2 logKDζ (z, z)

∂ζ∂ζ
= −2∂

2 log(Imsn2(u, k))
∂ζ∂ζ

+ 2Re
∂2 log(sn(u, k)cn(u, k)dn(u, k))

∂ζ∂ζ

+2
∂2(− log(Reζ) + log |sn−1(1, k)|)

∂ζ∂ζ
. (3.6)

The derivatives of Jacobi’s elliptic functions with respect to u can be verified:
∂

∂u
sn(u, k) = cn(u, k)dn(u, k),

∂

∂u
cn(u, k) = −sn(u, k)dn(u, k), ∂

∂u
dn(u, k) = −k2sn(u, k)cn(u, k),

and the k derivatives can be verified:
∂

∂k
sn(u, k) =

1
k

ucn(u, k)dn(u, k) +
k

1 − k2
sn(u, k)cn2(u, k) − 1

k(1 − k2)
E(u, k)cn(u, k)dn(u, k),

∂

∂k
cn(u, k) = −1

k
usn(u, k)dn(u, k) − k

1 − k2
sn2(u, k)cn(u, k) +

1
k(1 − k2)

E(u, k)sn(u, k)dn(u, k),

∂

∂k
dn(u, k) = −kusn(u, k)cn(u, k) − k

1 − k2
sn2(u, k)dn(u, k) +

k
(1 − k2)

E(u, k)sn(u, k)cn(u, k).

Then, using the above derivatives of Jacobi’s elliptic functions, we get that

lim
z→0,ζ→1+i

∂2 log(Imsn2(u, k))
∂ζ∂ζ

=
2R
K
− 1
4
, lim

z→0,ζ→1+i

∂2 log(sn(u, k)
∂ζ∂ζ

=
R
K
− 1
8
,

lim
z→0,ζ→1+i

log(cn(u, k)dn(u, k))
∂ζ∂ζ

= 0, lim
z→0,ζ→1+i

∂2(−2 log(Reζ) + 2 log |sn−1(1, k)|)
∂ζ∂ζ

= −1
4
+
2R
K
.

Where
R :=

∂2u
∂ζ∂ζ

∣∣∣∣∣∣
ζ=1+i

= 8Ea2 − √2a(2E − K) +
1
2

K.

Substituting the above results into (3.6), we finally obtain that

lim
z→0,ζ→1+i

∂2 logKDζ (z, z)

∂ζ∂ζ
= 0.

�
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ポテンシャルの最大点に関する幾何学的考察

坂田 繁洋 (首都大学東京理工学研究科)

1 問題意識

Ω ⊂ R
m (m ≥ 2)を有界な開集合とする。k : (0, +∞) → Rを狭義単調減少関数で次の条件

(C0
α)、(C1

α)、(C2)のいずれかをみたすものとする。

(C0
α) 0 < α < m、kは (0, +∞)上で連続、limr→0 k(r) = +∞、k(r) = O (rα−m) (r → 0)。

(C1
α) 1 < α < m、kは (0, +∞)上で C1級かつ (C0

α)をみたす、k′(r) = O
(
rα−m−1

)
(r → 0)。

(C2) kは [0, +∞)上で定義できて C2級である。

このような kを核にもつポテンシャル

KΩ(x) :=
∫

Ω
k(r)dy, x ∈ Rm, r := |x − y|

を考える。kは狭義単調減少関数であるから xが Ωの「真ん中」にあるとき、KΩ(x)の値は大き
くなる。したがって、KΩの最大点は、Ωのある種の「中心」を定義する。例えば、k(r) = −r2の

とき、Jun O’Haraの指摘によりKΩの最大点は、Ωの重心になることが知られている。
kの連続性からKΩの連続性が導かれ、したがって、KΩの最大点は存在することがわかる。し

かし、一意性は一般に成り立たない。例えば、Ωが同じ大きさの球 2つからなる非交和で、十分
小さい正の定数 hに対して、k(r) = h

(
r2 + h2

)−(m+1)/2とおくと、KΩは各球の中心付近で最大

になることがわかる。この場合のKΩは、Ωを高さ hの点 (x, h) ∈ Rm ×{h}から眺めたときの立
体角になる。本研究では、KΩの最大点が一意に定まるための十分条件を与える。

f : Rm → R を恒等的に 0 でない非負有界可測関数で、suppf はコンパクトなものとする。

k : (0,+∞) × [0, +∞) → Rを各 t ≥ 0に対して、k (·, t) : Rm → Rが狭義単調減少関数であるも

のとする。また、条件 (C0
α)、(C1

α)、(C2)のいずれか 1つが任意の t ≥ 0と k (·, t)に対してみたさ
れているものとする。ポテンシャル

Kf(x, t) =
∫

Rm

f(y)k(r, t)dy, x ∈ Rm, r := |x − y|

を考える。例えば、k(r, t) = (4πt)−m/2 exp
(−r2/4t

)
とおくと、Kf(x, t)は、熱方程式⎧⎨⎩

∂u

∂t
(x, t) = �u(x, t), x ∈ Rm, t > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ Rm.

の解 u(x, t)に等しい。Issac Chavelと Leon Karpは [CK]で、u(·, t) : Rm → Rの最大点の集合

H(t) :=
{

x ∈ Rm

∣∣∣∣u(x, t) = max
ξ∈Rm

u(ξ, t)
}
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を hot spotと定義して、t → +∞で、H(t)は suppf の重心の 1点集合に収束することを示した。
本研究では、これのある種の一般化をする。すなわち、Kf(·, t) → Rの最大点の漸近挙動を調べ

る。特に、Kf(·, t)の最大点の集合

Mt :=
{

x ∈ Rm

∣∣∣∣Kf(x, t) = max
ξ∈Rm

Kf(ξ, t)
}

が suppf の重心の 1点集合に収束するための十分条件を与える。

2 基本性質

定理 2.1 (1) 条件 (C0
α)の下で、KΩは Rm上で定義されて、連続である。

(2) 条件 (C1
α)の下で、KΩは Rm上の C1級関数で、次が成り立つ。

∂KΩ

∂xj
(x) =

∫
Ω

∂

∂xj
k(r)dy, x ∈ Rm.

(3) 条件 (C2)の下で、KΩは Rm上の C2級関数で、次が成り立つ。

∂2KΩ

∂xi∂xj
(x) =

∫
Ω

∂2

∂xi∂xj
k(r)dy, x ∈ Rm.

∂k(r) /∂xj = −∂k(r) /∂yj に注意して、Stokesの定理を使うと次が得られる。

定理 2.2 ∂Ωは区分的に C1級とする。このとき、条件 (C1
α)の下で、次が成り立つ。

∂KΩ

∂xj
(x) = −

∫
∂Ω

k(r)ej · n(y)dσ(y), x ∈ Rm.

系 2.3 ∂Ωは区分的に C1級とする。このとき、条件 (C1
α)の下で、次が成り立つ。

(1) KΩは Rm\∂Ω上の C2級関数で、その 2階の偏導関数は、次のように表せる。

∂2KΩ

∂xi∂xj
(x) = −

∫
∂Ω

∂

∂xi
k(r)ej · n(y)dσ(y), x ∈ Rm.

(2) さらに、Ωが凸ならば、KΩは Ω上で優調和である。

3 KΩ-centerに関する結果

命題 3.1 KΩの最大点が存在して、Ωの凸包に含まれる。

定義 3.2 KΩの最大点をKΩ-centerとよぶ。

KΩ-centerは Ωの「真ん中」にあるからその存在領域を Ωの凸包の内側に絞ることができる。
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定義 3.3 ([O]) v ∈ Sm−1 と c ∈ Rを固定する。Rv,c で R
m の超平面 {z ∈ Rm|z · v = c}に関

する折り返しを表す。Ωの v 方向に関しての上側 Ω+
v,c := Ω ∩ {z ∈ R

m|z · v ≥ c}を cを小さ

くするごとに順次 Rv,cで折り返していく。折り返した部分が Ωに含まれる最低限の高さ �(v) :=
inf
{
b ∈ R ∣∣Rv,c

(
Ω+

v,c

) ⊂ Ω, ∀c ≥ b
}
を考える。

Uf (Ω) :=
⋂

v∈Sm−1

{z ∈ Rm|z · v ≤ �(v)}

とおき、Ωのminimal unfolded regionとよぶ。

注意 3.4 ([O]) Uf (Ω)はコンパクト凸領域で Ωの凸包に含まれる。

KΩの対称性とmoving plane methodを使うと次の定理が得られる。

定理 3.5 KΩ-centerは Uf (Ω)に含まれる。

したがって、KΩ-centerが一意であるためには、KΩのグラフがUf (Ω)上で上に凸であればよい。

定理 3.6 Ωが凸で、k(r)rm−1が [d (Ω) , D (Ω)]上で (広義)単調減少関数ならば、KΩ-centerは一
意に定まる。ここで

d (Ω) := min {|z − w| |z ∈ Uf (Ω) w ∈ ∂Ω} , D (Ω) := max {|z − w| |z ∈ Uf (Ω)w ∈ ∂Ω} .

である。

定理 3.7 条件 (C2)の下で、kが [0, D (Ω)]上で上に凸ならば、KΩ-centerは一意に定まる。

4 Kf-centerに関する結果

KΩの場合と同様にして、k(·, t)の連続性・微分可能性に応じて、Kf(·, t)の連続性・微分可能
性が従う。

命題 4.1 Kf(·, t) : Rm → Rの最大点が存在して、suppf の凸包に含まれる。

定義 4.2 Kf(·, t)の最大点を時刻 tにおけるKf-centerとよぶ。

定理 4.3 Df を suppf の直径とする。ある p > 0、β > m、T ≥ 0が存在して、[0, Df ]× [T, +∞)
上で k(r, t)が

k(r, t) = k̄

(
rβ−m

tp

)
=

∞∑
�=0

a�

(
rβ−m

tp

)�

とべき級数展開されたとする。また、a1 �= 0かつ k̄′′ (rβ−m/tp
)
は [0, Df ] × [T, +∞)上で有界と

する。このとき、任意の ε > 0に対して、ある τ ≥ 0が存在して、t ≥ τ ならば、C(β; f)の ε管状

近傍の外部で gradKf(x, t)は消えない。ここで、C(β; f)は関数

R
m � x �→

∫
Rm

f(y)rβ−mdy ∈ R

の臨界点の集合である。
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注意 4.4 β = m + 2のとき、

∂

∂xj

∫
Rm

f(y)r2dy = 0 ⇐⇒ xj =
∫

Rm

f(y)yjdy

/∫
Rm

f(y)dy

であるから C(m + 2; f)は suppf の重心の 1点集合 {Gf}である。したがって、C(β; f)は重心を
含む suppf の「中心」の 1変数族といえる。

系 4.5 定理と同じ仮定の下で、β = m+2ならば、時刻 tにおけるKf -centerの集合Mtは {Gf}
に収束する。

系 4.5は次の定理を含んでいる。

定理 4.6 ([CK]) 時刻 tにおける hot spot H(t)は、t → +∞で {Gf}に収束する。
上半空間 {(x1, . . . , xm+1)|(x1, . . . , xm) ∈ Rm, xm+1 > 0}の xm+1軸方向を高さパラメータとみ

なして xm+1 = hとおけば、上半空間におけるPoisson積分に対して、系 4.5から次のことが従う。

系 4.7 c ∈ Rを定数とする上半空間における Poisson積分

Pf(x, h) := ch +
2h

σm+1

∫
Rm

f(y)

(r2 + h2)(m+1)/2
dy, x ∈ Rm, h > 0, r := |x − y|

に対して、高さ hの最大点の集合{
x ∈ Rm

∣∣∣∣Pf(x, h) = max
ξ∈Rm

Pf(ξ, h)
}

は h → +∞で {Gf}に収束する。

例 4.8 系 4.7で c = 0、f = σm+1χΩ/2とおいた積分

A
(h)
Ω (x) :=

∫
Ω

h

(r2 + h2)(m+1)
dy, x ∈ Rm, r := |x − y|

は Rm = R
m × {0}の領域 Ωを高さ hの点 (x, h) ∈ Rm × {h}から眺めた立体角になる。よって、

Ωの「最も見晴らしの良い点」(solid angle center)は高さ h → +∞で Ωの重心に収束する。
また、定理 3.7より核の 2階微分を計算すると、任意の Ωに対して、h ≥ √

m + 2diamΩなら
ば、solid angle centerは一意に定まることわかる。
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The scientific disputes relating to the formulation of Navier-Stokes equations
between Navier and Poisson

Navier-Stokes Navier Poisson

E-mail: hj9s-msd@asahi-net.or.jp

Abstract

1 One of the Poisson’s themes is the reducibility of sum into integral, namely, how to calculate the
microscopically descriptive function of attraction and repulsion for formulation of fluid equations. Since
these earlier papers of these sort of issues [12], he discusses ([13, 14, 15]) with Navier ([9, 10, 11]), and
introduces [19], in which he developes his new ideas of these problems between the integral and sum in
the additional note, (§7, “Notes et Additions” [19, pp.264-300]) immediately after issuing his main theories
of fluid [17, 18]. The Notes

2 may be one of the last descriptions on these issues. We think this is the
last counterargument by Poisson to Navier. We introduce these scientific disputes between Poisson and
Navier, and other book reviewers. We show below our translation of the French narrations in Japanese, and
of our own in English. In the all citations below of original, fr, ϕr, Fr, etc. mean the function of distance :
r, viz. f(r), ϕ(r), F (r), etc., sic respectively, except for rR in

P
rR. 3

§1. Introduction 4 We begin with the discussion about Poisson’s integral methods of partial differencial
fluid equations before and after he issues the microscopically-descriptive [ MD ] equations of fluid dynamics
[13, 16, 17, 18, 19]. In 1819, Poisson introduced the so-called ’Poisson equations’ in [12], which was the only
paper relating to fluid before MD fluid equations. About ten years later, he changes his principle to describe
the general MD equations of elastic solid and elastic fluid, owing to continuum theory.

Poisson [13, 16] uses two functions fr and d. 1
r

fr

dr
to calculate three elements of force. Here, fr means f(r),

and r is the radius of sphere of a molecular activity. He gets the three elements of force P, Q, R by
∑

instead
of
∫

respectively : if we put F ≡ d. 1
r

fr

dr
, then

(1)P e P =
∑ (φ + φ′)ζ

α3r
fr +

∑
(φφ′ + ψψ′ + θθ′)

φζ

α3r
F, Q = · · · , R = · · · (1)

Poisson [18] uses two same functions with (1) : fr and d. 1
r

fr

dr
to calculate three elements of force : P, Q, R by∑

.
§2. Circular argument asserting consistency between physical theory and mathematical principle
Poisson [13, 16, 17, 18] expresses two elastic constants of molecular forces defined in the sphare of an arbitary
molecular activity of M with sum as follows :

2π

3

∑ r3

α5
fr ≡ K,

2π

15

∑ r5

α5

d. 1
r
fr

dr
≡ k. (2)

These endless disputes started with Navier’s reply [9] to Poisson’s critical descriptions [13, 17] about Navier’s
calculus by integral, which we can summarize as ’Circular argument asserting consistency between physical

theory and mathematical principle’ in ( Fig.1 ). J.M.C.D., a book reviwer, 5 speaks for Poisson, summarising
the issues of our problem :

Poisson Navier (sum

(J27)6

J.M.C.D. points out the theory of continuum from the viewpoint of scientific history :

•

112/21/2011
2In bellow, we call this note The Notes.
3If over one parameter, they express it as f(r, · · · ).
4To establish a time line of these contributor, we list for easy reference the year of their birth and death: Euler(1707-

1783), d’Alembert(1717-1783), Lagrange(1736-1813), Laplace(1749-1827), Fourier(1768-1830), Gauss(1777-1855), Navier(1785-
1836), Poisson(1781-1840), Cauchy(1789-1857), Stokes(1819-1903).

5We haven’t identified this person in BSM(11) until now. The authors use usually the anonym in BSM. As the same example,
Cournot [3] issues the book review on Navier [7] over the signature of A.C. in the same BSM(10).

6We put the paragraph number of each disputers. This “J27” is the 27-th paragraph by J.M.C.D.[4]. By the same way, we mean
A:Arago [1], N:Navier [11], Notes : Poisson[19].
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(J4-2)

• Navier 1821 Poisson

Laplace

Navier

Poisson (J5-1)

• Laplace

(J5-2)

Another book reviewer, A.Cournot [3] introduces Navier [7]’s physical theory and mathematical principle as the
’consumption’7 in his conclusion :

(Navier )

? Navier ( )

( ) ?

A.C. [3,

pp.13-14]

Fig.1. Circular argument asserting consistency between physical theory and mathematical principle

Poisson (including by J.M.C.D.) Navier

a2 cf. (5) ⇐⇒ P

(N9)
� �

(attraction repulsion)P

� �
Poisson Poisson (sum)

f(r)P
r3f(r) = 0 k = −K

r4f(r)P
r5d[ 1

r
f(r)] = 0 r4f(r) = 0

Poisson (J26)R
r3f(r)dr = 0 f(r)

(J27) (N23)
� �

Navier
Navier Navier

a2 Navier ε ⇐⇒ ε Poisson a2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
⇓

• Navier • (Navier
) (Cauchy[2])

(A3)

• Navier • Navier
? (Cournot[3]) Poisson (Stokes[20])

Poisson explains if he uses integral instead of sum in (2) as follows :

K =
2π

3

∫ ∞

0

r3

α6
frdr, k =

2π

15

∫ ∞

0

r5

α6
d.

1
r
fr, (3)

en multipliant sous les signes P par dr
α

, et remplaçant ces signes par ceux de l’intégration. Or, si
l’on intègre par partie, et si l’on fait attention que fr est nulle aux deux limites, il en résultera

k = −2π

3

∫ ∞

0

r3

α6
frdr = −K (4)

ce qui montre que la quantité K étant nulle, on aurait aussi k = 0. [13, pp.398-399, §14]
Je substitute, en outre, dans les équations (3)P e à la place de P , Q, etc., leurs valeurs, et je

suppose le corps homogène; en observant que K = 0, il vient
7We mean the ’consumption’ of time or all sort of resouces including intellectual activities, etc.
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(6)P e X − d2u

dt2
+ a2

(d2u

dx2
+

2
3

d2v

dydx
+

2
3

d2w

dzdx
+

1
3

d2u

dy2
+

1
3

d2u

dz2

)
= 0, Y − · · · = 0, Z − · · · = 0. (5)

a2 étant un coefficient, égal à 3k
ρ

. Ces équations ont la même forme que celles qui ont été
données par M.Navier8, et qu’il a obtenues en partant de l’hypothèse que les molécules du corps,
après son changement de forme, s’attirent proportionnellement aux accroissements de leurs distances
mutuelles; et en admettant, de plus, que les résultantes de ces forces peuvent s’exprimer par des

intégrales, ce qui rendrait nul le coefficient a2, ainsi qu’on l’a vu plus haut. Les équations relatives à
la surface, formées de la même manière, se trouvent aussi dans le Mémoire de M.Navier. [13, pp.403-
4, §16]

Our current issue is about (3) of the elastic body, which paper is previous to the fluid. Poisson says his
consistency between physics and mathematics on the expression (3) and (5) :

attraction

repulsive force attractive force

f(r)

No.6 K k

r α

k K (cf.(4))

P, Q, R

§3. ”Notes and Additions” to [19]. ¶3.1 Reducibility from sum into integral on a function made
with attraction and/or repulsion We discuss whether the sum is reducible into integral or not. Poisson
points out this problem. We use the expressions : ϕ0 ≡ ϕ(0), ϕε ≡ ϕ(ε), ϕ2ε ≡ ϕ(2ε), · · · below according
to the then generally descriptive style. Poisson expresses the sum of the function ϕx with p as follows :
p =

∑∞
x=iε, i∈N

ϕx = ϕε + ϕ2ε + ϕ3ε + ϕ4ε + · · · . Here, using the integral of the function ϕx, Poisson says,
1
ε

∫∞
0 ϕxdx − 1

2ϕ0 will become an approximate value of sum of the function ϕx, which is expressed in (7).
2
ε

∫∞
0

[∑∞
i=1 cos 2iπx

ε

]
ϕxdx. We think here is the point of Poisson’s Notes, then we cite from his original.

L’intégrale
∫∞
0 ϕxdx, divisée par ε et diminuée de 1

2ϕ0, sera une valeur approachée de la somme
p; et l’on a vu, dans mon Mémoire sur Calcul numérique des Intégrales défines9, que la différence de
ces deux quantités peut s’exprimer par une autre intégrale définie, de sorte que l’on aura exactement
(6). [19, p.278]

ε
R
∞

0
ϕ(x)dx 1

2
ϕ(0) p ”Calcul· · · ”(footnote

9) (6) [19, p.278]

We show the difference of integral from sum as following :

p =
1
ε

∫ ∞

0

ϕxdx − 1
2
ϕ0 +

2
ε

∫ ∞

0

[ ∞∑
i=1

cos
2iπx

ε

]
ϕxdx (6)

Namely, if mod (i, 2) = 1, (i ∈ N), for cos 1
2 iπ = 0, then the second integral in (6) is developed as follows :

2
ε

∫∞
0

[ ∞∑
i=1

cos
2iπx

ε

]
ϕxdx =

2
ε

[ ε

2iπx

∑
sin

2iπx

ε
ϕx

]∞
0

− 2
ε

∫ ∞

0

ε

2iπx

∑
sin

2iπx

ε
ϕ′xdx

=
2
ε

(
− ε2ϕ′

(2π)2
∑ 1

i2
+

ε4ϕ′′

(2π)4
∑ 1

i4
− ε6ϕ′′′′′

(2π)6
∑ 1

i6
+ · · ·

)
= −aεϕ′ + a′ε3ϕ′′′ − a′′ε5ϕ′′′′′ + · · · . (7)

Poisson proposes a following discriminant p to judge the reducibility of ϕ, which expresses the difference between
sum and integral :

p =
1
ε

∫ ∞

0

ϕxdx − 1
2
ϕ − aεϕ′ + a′ε3ϕ′′′ − a′′ε5ϕ′′′′′ + · · · . (8)

¶3.2 Reducible examples of sum transformable into integral We suppose c, c′, α, α′, · · · are positive

constants. An simple example : ϕx = ce−
x

α . By putting ε ≡ βα, then (8) becomes p = c
(

1
β
− 1

2 + aβ − a′β3 +

a′′β5 − · · · .
)

then, by putting 2πα
ε

≡ γ, (6) becomes as following :

p = c
(α

√
π

2ε
− 1

2
+

1
2
√

π

(2πα

ε
)e−

2πα

ε +
1

2
√

π

(2πα

ε
)e−4( 2πα

ε
)2 +

1
2
√

π

(2πα

ε
)e−9( 2πα

ε
)3 − · · ·

)
=

c

2
√

π

(γ

2
−√

π + γe−γ − γ−4γ2
+ γe−9γ3 − · · ·

)
(9)

8By Poisson’s footnote : Tome VII de ces Mémoires, which is Navier[6].
9Tome VI des Nouveaux Mémoires de l’Académie des Sciences, 1827, pp.571-604.

－211－



As γ is a big number in the hypothesis of ε very small in comparison with α, this series will converge extremely,
all after the third terms are completely insensible. By the comparison of the first term with the second :
c
2 (

√
πα

ε
− 1) >> 0, we can neglect the second term, then p = c

2
√

π
2πα
2ε

= cα
√

π

2ε
= 1

ε

∫∞
0 ϕxdx, where, 1

ε

∫∞
0 ϕxdx

is the first term of (9), then sum equals to integral.

¶3.3 Irreducible examples of sum intransformable into integral Poisson puts two cases of the irre-
ducible functions as followings : the ϕx is not composed of only one term, and the ϕx is composed of the
plural terms having inverse signes. At first, we consider the first pair of ϕx with term having inverse signes.
• ϕx = ce−

x

α − c′e−
x

α
′ ⇒ 1

ε

∫∞
0 ϕxdx = cα

ε
− c′α′

ε
, ϕ = c − c′.

• ϕx =
(
ce−

x

α − c′e−
x

α
′

)
x ⇒ 1

ε

∫∞
0

ϕxdx = cα2

ε
− c′α′2

ε
, ϕ = 0, ϕ′ = c − c′.

Poisson summarizes his idea from the mathematical viewpoint as follows :
• (8) p

p •

• (8) p (8)

(The Notes)

• ϕ(x) x ε • ϕ(x)

• ϕ(x) p ε

(The Notes)

¶4. Conclusions In a word, we can conclude that Poisson choices sum or integral as the case may be of
the material, after enough alternative. The Navier-Stokes equations was fixed until 1934, which is cited by a
textbook by Prandtl. (cf. For further particulars, cf. [5].) There are disputes of sorts such as with Navier
[9, 10, 11], with Fresnel, or about the application of algebraic root to transcendental equations with Fourier,
however, at any rate, we should evaluate his uniqueness and rigorousness of integral method.
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定電場へと漸近する時間変動電場内での 2体散乱問題

石田　敦英∗

概 要

ゼロでない定電場へと収束するような時間変動電場が存在する 2体問題について，最近
得られた漸近完全性について解説したい．伝播評価をすべて積分型の一様評価で得ること
により，相互作用ポテンシャルの滑らかさの条件を緩和できることについて述べる．

1 Introduction

空間に一様に以下のような時間変動電場 E(t) ∈ Rd が存在する系を考える．

E(t) = E + e(t), e(t) = O(t−γ) (1.1)

ここで，E ∈ Rd \ {0}, γ > 0である．すなわち，変動電場 E(t)は t → ∞において定電場 E

へと近づくものとする．この 2粒子系を担う Hamiltonianは

H(t) = H0(t) + V, H0(t) = p2/2− E(t) · x (1.2)

で与えられ，L2(Rd)上の自己共役作用素である．なお p = −i∇であり，2つの粒子の相互作

用を表すポテンシャル V = V s + V l ∈ V s + V l は以下の Assumption 1.1をみたすものとす

る．さらに，U0(t, s)，U(t, s)をそれぞれ H0(t)，H(t)によって生成される propagatorとす

る．これらの存在および一意性については [2]を参照．

Assumption 1.1. V s,V l はいずれも C1(Rd) に属する実数値かけ算作用素の集合であり，

V s ∈ V s は ρs0 > 1/2および 0 < ρs1 � 1 + ρs0 に対して次の空間についての減衰を持つと

する．

|V s(x)| � C〈x〉−ρs0 , |∇xV
s(x)| � Cβ〈x〉−ρs1 . (1.3)

一方，V l ∈ V l には 0 < ρl � 1/2および多重指数 |β| � 1に対して，

|∂β
xV

l(x)| � Cβ〈x〉−ρl−|β|/2 (1.4)

の減衰を仮定する．さらに加えて V s, V l いずれにも 2階弱微分の有界性を課す．

実際の計算にあたっては e(t)の時間変動が解析の大きな妨げとなる．そこで [2]と同様の手

法により e(t)の効果をポテンシャルに押し込むことで，いわゆる free Stark Hamiltonianの

問題へと置き換える．0 < γ � 2のとき，b(t) =
∫ t

0
ds e(s), c(t) =

∫ t

0
ds b(s)．γ > 2のとき

は，e(t)の可積分性により，b(t) = − ∫∞
t

ds e(s), c(t) = − ∫∞
t

ds b(s)とおく．US(t, s)を新

たな時間依存の Hamilitonian HS(t)，

HS(t) = HS
0 + V (x+ c(t)), HS

0 = p2/2− E · x (1.5)
∗神戸大学理学研究科 aishida@math.kobe-u.ac.jp
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の生成する propagatorとすると，

U(t, s) = T (t)US(t, s)T (s)∗ (1.6)

が成立する．ここで，unitary作用素 T (t)，

T (t) = e−ia(t)eib(t)·xe−ic(t)·p, a(t) =

∫ t

0

ds (b(s)2 − E · c(s)) (1.7)

を用いた．すなわち，HS(t)について解析すれば元の Hamiltonian H(t)による系を理解した

ことになる．主結果を述べる前に，さらに 1つ仮定をおく．

Assumption 1.2. 0 < γ � 2のとき，

e0 = |E| − sup
x∈Rd

ω · (∇xV )(x) > 0, ω = E/|E| (1.8)

であり，e0 � |E|とする．supx∈Rd ω · (∇xV )(x) < 0のときは e0 = |E|とおく.

実は γ = 2は全エネルギーHS(t)の propagatorに沿った時間発展の有界性の閾値になって

いる（[2]を参照）．

2 Main Theorem

まず，次のようなポテンシャルを導入しておく．

Vl(t, x) = V l(x)Fε0(z/〈t〉2 � ε0), z = ω · x. (2.1)

ε0 = ε/6で，ε > 0は後の Proposition 3.1または 3.2で選ぶ．また δ1, δ2 > 0に対して smooth

cut-off 0 � Fδ1 � 1を以下で定めることとする．

Fδ1(λ � δ2) =

{
1 λ � δ2 − δ1,

0 λ � δ2.
Fδ1(λ � δ2) =

{
1 λ � δ2 + δ1,

0 λ � δ2.
(2.2)

Ul(t, s)を Hamiltonian

HS
l (t) = HS

0 + Vl(t, x+ c(t)) (2.3)

の生成する propagatorとして，主結果は次の形で述べられる．

Theorem 2.1. (Asymptotic Clustering) 以上の仮定の下，

WS
l = s-lim

t→∞ US(t, 0)∗US
l (t, 0) (2.4)

が存在し，かつ unitaryである．

関係式 (1.6)により，Theorem 2.1は

Wl = s-lim
t→∞ U(t, 0)∗Ul(t, 0) (2.5)

の存在と unitary性を主張している．ここで Ul(t, s)は Hamiltonian

Hl(t) = H0(t) + Vl(t, x) (2.6)
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の生成する propagatorである．もし V l = 0，すなわち V が Stark short-rangeならば，これ

は波動作用素

W = s-lim
t→∞ U(t, 0)∗U0(t, 0) (2.7)

の漸近完全性そのものである．以下 V l �= 0の場合について考える．|β| � 1に対して，V l ∈ V l

がより強い条件

|∂β
xV

l(x)| � Cβ〈x〉−ρl−|β| (2.8)

をみたすならば，Theorem 2.1により，次の Graf-type[4] (または Zorbas-type[10])の修正波

動作用素

WG = s-lim
t→∞ U(t, 0)∗U0(t, 0)e

−i
∫ t
0
ds V l(c̃(s)) (2.9)

の存在および unitary性を導くことができる．ここで c̃(t) =
∫ t

0
ds

∫ s

0
dr E(r)である．さら

に，V l ∈ V l
⋂
C∞(Rd)であり，すべての多重指数 βに対して (1.4)をみたすとすると，次の

Dollard-type[6][8]の修正波動作用素

WD = s-lim
t→∞ U(t, 0)∗U0(t, 0)e

−i
∫ t
0
ds V l((∇ξK)(s,p)) (2.10)

の存在と unitary性が [1]または [3]と全く同様の手法により得られる．なお K(t, ξ)は次の

Hamilton-Jacobi方程式の近似解である．

(∂tK)(t, ξ) = (ξ + b̃(t))2/2 + Vl(t, (∇ξK)(t, ξ)). (2.11)

Theorem 2.1は，最初に [9]によって V l = 0かつ V s ∈ C∞(Rd)がすべての β に対して

|∂β
xV

s(x)| � C〈x〉−ρs0−|β| (2.12)

をみたす場合に γ > 1のとき条件 (1.8)を仮定し，γ > 7/2の場合は条件 (1.8)を仮定せずに

得られた．その後 [2]では γ の条件およびそれに付随する条件 (1.8)は今回と同様であるが，

V s, V l ∈ C∞(Rd)であり，すべての β に対して

|∂β
xV

s(x)| � C〈x〉−ρs0−|β|/2, |∂β
xV

l(x)| � C〈x〉−ρl−|β|/2 (2.13)

を仮定して示された．[2]や [9]では，いずれも鍵となる伝播評価を [7]により導入された交換

子の漸近展開による各点評価によって得ている．今回，ポテンシャルの滑らかさを大幅に緩和

できたのは，伝播評価を各点評価ではなく全て積分型で導出できたことによる．

3 Propagation Estimates

最後に，上で述べた積分型の伝播評価を一部紹介しておく．まず 0 < γ � 2のときの評価と

して

Proposition 3.1. (Minimal Acceleration Bound) f ∈ C∞
0 (R)とし ε > 0を小さく取れ

ば，定数 C > 0が存在し∫ ∞

1

dt ‖Fε/2(z/t
2 � ε)US(t, 0)f(HS

0 )〈z〉−1/2φ‖2/t � C‖φ‖2 (3.1)

がすべての φ ∈ L2(Rd)に対して成り立つ．
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Proposition 3.1 は，まず ω · p/t = A/t の評価を導出し、その評価から z/t2 評価を導く．

A/t2 を評価する際，条件 (1.8)の positivityが重要な役割を果たす．次に γ > 2の場合は

Proposition 3.2. (Minimal Acceleration Bound) f ∈ C∞
0 (R)とし ε > 0を小さく取

る．このとき δ > 0が λ ∈ Rに無関係に取れ，定数 C > 0が存在し∫ ∞

1

dt ‖Fε/2(z/t
2 � ε)χδ(H

S(t)− λ)US(t, 0)f(HS
0 )〈z〉−1/2φ‖2/t � C‖φ‖2 (3.2)

がすべての φ ∈ L2(Rd)に対して成り立つ．ここで χδ(λ) = Fδ/2(|λ| < δ)である．

χδ は Stark Hamiltonian HS = HS
0 + V に対してのMourre estimateに由来する．

Theorem 3.3. (Mourre Estimate[5]) 0 < e1 < |E|とする．δ > 0が λ ∈ Rに関して一様

に取れ，以下の不等式が成り立つ．

χδ(H
S − λ)i[HS , A]χδ(H

S − λ) � e1χδ(H
S − λ)2. (3.3)

HS(t) = eic(t)·p(HS +E · c(t))e−ic(t)·pに注意すれば (3.3)はHS をHS(t)に取り替えても

成り立つ．Proposition 3.2も，まず先にA/t2の評価を導いてから得られるのであるが，条件

(1.8)の代わりにMourre estimateの positivityを用いるのがポイントである．
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On absence of embedded eigenvalues and a unique continuation property for

discrete Schrödinger operators *1

森岡 悠 (筑波大学大学院 数理物質科学研究科 数学専攻 / 学振特別研究員 DC2) *2

1 導入

Rd 上の偏微分方程式 (−Δ− λ)u = f ∈ E ′ の解については, 最小増大度の研究がよく知られて

おり, 空間遠方である程度以上早く減衰する解はコンパクト台を持つことが分かっている ([6], [4],

[1].). このことから, 一意接続定理を用いて埋蔵固有値の非存在や, 逆散乱問題を解く場合に有用か

つ基本的な結果を得ることが可能である. ところが離散 Schrödinger作用素の場合には, このよう

な形の定理は, 少なくとも一般には成り立たない. 従って, 離散モデルの場合に同様の問題を考察す

るためには, 異なる手段を必要とすることが分かった. 本講演では, 離散 Schrödinger 作用素の逆

散乱問題及び埋蔵固有値に関する研究を行う上で本質的となる, 解の増大度に関わる問題について

述べる. *3

正方格子 Zd に対し, 離散 Schrödinger作用素 Ĥ = Ĥ0 + V̂ として,

(Ĥ0û)(n) = −(Δdiscû)(n) = −1

4

∑
|m−n|=1

(û(m)− û(n)), û ∈ 2(Zd),

(V̂ û)(n) = V̂ (n)û(n), #suppV̂ < ∞,

とおく. Fourier 変換 U : Zd → Td 
 [−π, π]d または [0, 2π]d により, H = H0 + V =

UĤ0U∗ + U V̂ U∗ は,

H0 = h(x) =
1

2

⎛⎝d−
d∑

j=1

cosxj

⎞⎠ , (V u)(x) = (2π)−d/2(V ∗ u)(x) on Td,

となる. また, σ(Ĥ0) = σac(Ĥ0) = [0, d], σess(Ĥ) = [0, d]である.

Sobolev空間及び Besov空間を次のように定める.

Ĥs = U∗Hs = {û ; ‖û‖Ĥs < ∞}, ‖û‖2Ĥs =
∑
n∈Zd

(1 + |n|2)s|û(n)|2,

B̂∗ = U∗B∗ = {û ; ‖û‖B̂∗ < ∞}, ‖û‖2B̂∗ = sup
R>1

1

R

∑
|n|<R

|û(n)|2.

s > 1/2に対して,

Ĥs ⊂ B̂ ⊂ Ĥ1/2 ⊂ 2(Zd) ⊂ Ĥ−1/2 ⊂ B̂∗ ⊂ Ĥ−s

*1 本研究は科研費 (課題番号:23110)の助成を受けたものである. また, 磯崎 洋教授 (筑波大)との共同研究である.
*2 E-mail : hmorioka@math.tsukuba.ac.jp

Web : http://researchmap.jp/morioka/
*3 本講演は, 発展方程式若手セミナー (2011年 8月 26日～29日, つくば市.), 及び, 夏の作用素論シンポジウム (2011

年 9月 2日～9月 5日, 熊本市.) で我々が述べた講演内容についての不十分な点を指摘し, 現時点での補足, 修正を

与えることも目的とする.
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が成り立つ. また, R̂(z) = (Ĥ − z)−1 について, λ ∈ (0, d) \ Z で極限吸収ができて ([5]),

λ ∈ (0, d) \ (Z ∪ σp(Ĥ)) に対し R̂(λ ± i0) ∈ B(B̂; B̂∗) である. また, 散乱理論が展開でき, 散乱

解は

û(n) = (Ĝ0(λ)
∗φ)(n)− (R̂(λ+ i0)V̂ Ĝ0(λ)

∗φ)(n), φ ∈ L2(Sd−1),

(Ĝ0(λ)f̂)(ω) = (2π)−d/2
∑
n

e−in·xf̂(n)

∣∣∣∣∣
h(x)=λ

,

(Ĝ0(λ)
∗φ)(n) = (2π)−d/2

∫
Mλ

ein·x(λ,ω)φ(ω)dMλ(ω), Mλ = {h(x) = λ}

で表される. Stationary phase method を用いると, この解は |n| → ∞のとき,

û(n) 
 (Ĝ0(λ)φ)(n) + C+|n|−(d−1)/2ein·x(λ,ωn)a+(λ, ωn)(A(λ)φ)(ωn), ωn = n/|n|,
A(λ) = Ĝ0(λ)(V̂ − V̂ R̂(λ+ i0)V̂ )Ĝ0(λ)

∗

となる. A(λ)は散乱振幅である.

2 放射条件と解の最小増大度

Rellich型の定理と一意接続定理により, Rd 上の偏微分方程式 (−Δ− λ)u = 0の場合には, 0で

ない解は B̂∗ から存在する. B̂∗ に含まれ, ある意味で早く減衰する解は 0であることが知られてい

る ([6], [4], [1].). また, レゾルベントの極限吸収で表わされる Helmholtz方程式の解の必要十分条

件として放射条件が知られている. 一方, 離散モデルの場合にも放射条件が存在し, レゾルベント

の極限吸収で表せる (Ĥ − λ)û = f̂ の解の必要十分条件を導くことが可能である. そのような解

û(±) = R̂(λ± i0)f̂ は |n| → ∞で次のような挙動を持つ.

û(±)(n) 
 C±|n|−(d−1)/2e±in·x(λ,ωn)a±(λ, ωn)(Ĝ(±))(λ)f̂)(ωn),

Ĝ(±)(λ) = Ĝ0(λ)(I − V̂ R̂(λ± i0)).

Rellich型定理は, Ĝ(±)(λ)f̂ = 0であるような f̂ に対しては, 同じ方程式に対するコンパクト台

を持つ解を考えれば良いことを示しているが, 離散モデルの場合にはこれは (少なくとも一般には)

成り立たない. 実際, (Ĥ0 − λ)û = δ0n, û = O(|n|−(d+1)/2)とすれば, Fourier変換により

u(x) =
C

h(x)− λ
on Td

となる. 一方, ûがコンパクト台を持つならば, u(x)は û(n)e−in·x の多項式であるが, u(x)はMλ

で特異であるため, これは矛盾である. 従って, この場合には ûはコンパクト台ではありえない.

なお, 偏微分方程式に対する Rellich型定理を証明する際に用いられる Paley-Wiener-Schwartz

の定理は, 我々の扱う離散モデルの場合にも成立する.

3 埋蔵固有値の非存在

コンパクト台を持つポテンシャルの場合, 連続スペクトルに埋蔵された固有値の非存在について

は, 連続モデルの場合には基本的である. しかしながら, 離散モデルの場合には Rellich型定理, あ
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るいは Hankel関数による解の取り扱いができず, 全く自明な問題ではない. 現時点で正しいと言

えるのは次のような事実である.

Proposition 3.1 #suppV̂ ≤ 2ならば, (0, d) \ Zに含まれる Ĥ の固有値は存在しない.

4 逆散乱問題と境界値逆問題

ある λ ∈ σac(Ĥ)に対する散乱振幅 A(λ)から V̂ を再構成する問題が逆散乱問題である. 全ての

λ ∈ σac(λ)に対して A(λ)が与えられている場合については, [3]によって解かれた.

ある固定された λ ∈ σac(Ĥ)に対する A(λ)のみが与えられている場合については, 偏微分方程

式の場合にはいくつかの方法が知られている. コンパクト台を持つポテンシャルの場合には, その

台を囲むような有界領域 Ωに対する境界値逆問題と逆散乱問題が同値であることが知られている.

すなわち, Ωに対する Dirichlet-to-Neumann 写像 (D-to-N写像) ΛV (λ)と, 散乱振幅 A(λ)が同

値であり, 一方から他方を一意に構成できることが証明できる. この証明には, 前述の方程式の散乱

解の漸近挙動と, その解の最小増大度に関する性質が成立していることが本質的に重要である.

離散モデルの場合には, 有界領域 Ωに対する境界値逆問題は, 具体的な再構成アルゴリズムを与

えることができる. 従って, 連続モデルの場合同様に逆散乱問題を解くために応用可能であると期

待される.

具体的に ΛV̂ (λ)と A(λ)の同値性を与えるには, 次のような状況を考える. Ωint として, suppV̂

を含むような立方体を考える. Ωext を Ωint ∪ ∂Ωint の外部領域とおく. 外部 Dirichlet問題

(−Δdisc − λ)û = 0 in Ωext, û|∂Ωint = f̂

の outgoing (+) 及び incoming (−) な解に対する D-to-N 写像を Λ
(±)
ext (λ) とおく. すると, 解 û

の漸近挙動は,

û(±)(n) 
 C±|n|−(d−1)/2e±in·x(λ,ωn)a±(λ, ωn)(Γ̂
(±)(λ)f̂)(ωn)

である. ここで, Γ̂(±)(λ) = Ĝ(±)(λ)B
(±)
∂Ω (λ)であり, B

(±)
∂Ω (λ)は, ΛV̂ (λ)と Λ

(±)
ext (λ)によって決ま

る, 境界上の関数に対して作用する有限次元作用素である. 従って, B
(±)
∂Ω (λ)と A(λ)の同値を示せ

ば良い. これは, 本質的には次のような問題であることが分かる.

問題. 境界値 f̂ ∈ 2(∂Ωint)に対し, Ĝ0(λ)f̂ = 0ならば, f̂ = 0であるか?

離散モデルの場合には, 上述の通り Rellich 型の定理を用いることができず, この問題は自

明ではなく, さらにこの事実が成り立たない反例を持つ可能性がある. 他のアプローチとし

て, Ĝ0(λ)f̂ = 0, suppf̂ ⊂ ∂Ωint を行列の問題として解くことである. すなわち, ∂Ωint =

{n(1), · · · , n(μ),−n(1), · · · ,−n(μ)}に対し, x(λ, ω(j)) ⊥ n(j), (j = 1, · · · , μ)となるように ω(j) ∈
Sd−1を選び, eij(λ) = e−in(j)·x(λ,ω(i)), cij(λ) = cos(n(j) ·x(λ, ω(i))), sij(λ) = sin(n(j) ·x(λ, ω(i)))
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とおくと, 次のような行列の行列式を考えれば良いことが分かる.

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 e12(λ) · · · e1μ(λ) 1 e12(λ) · · · e1μ(λ)

e21(λ) 1 · · · e2μ(λ) e21(λ) 1 · · · e2μ(λ)
...

. . .
...

...
. . .

...

eμ1(λ) eμ2(λ) · · · 1 eμ1(λ) eμ2(λ) · · · 1
0 s12(λ) · · · s1μ(λ) 0 −s12(λ) · · · −s1μ(λ)

s21(λ) 0 · · · s2μ(λ) −s21(λ) 0 · · · −s2μ(λ)
...

. . .
...

...
. . .

...
sμ1(λ) sμ2(λ) · · · 0 −sμ1(λ) −sμ2(λ) · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�= 0,

あるいは,

det

⎛⎜⎜⎜⎝
1 c12(λ) · · · c1μ(λ)

c21(λ) 1 · · · c2μ(λ)
...

. . .
...

cμ1(λ) cμ2(λ) · · · 1

⎞⎟⎟⎟⎠ �= 0,

det

⎛⎜⎜⎜⎝
0 s12(λ) · · · s1μ(λ)

s21(λ) 0 · · · s2μ(λ)
...

. . .
...

sμ1(λ) sμ2(λ) · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎠ �= 0

ならば良い. この行列式は, n ∈ ∂Ωint と x(λ, ω) ∈ Mλ に依存し, 計算は全く自明ではない. 講演

では, この行列の取り扱いについても紹介したい.
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Weyl Transforms and Solutions to Schrödinger Equations
for Time-Dependent Hermite Operators

∗

)

1

York M. W. Wong
L∞(R) radial Weyl L2(R)

Hermite
Schrödinger

2

σ ∈ L2(R2) Weyl

(Wσf, g)L2(R) = (2π)−1/2

∫
R

∫
R

σ(x, ξ)W (f, g)(x, ξ)dxdξ, f, g ∈ L2(R)

W (f, g) f g Wigner

W (f, g)(x, ξ) = (2π)−1/2

∫
R

e−iξpf
(
x +

p

2

)
g
(
x − p

2

)
dp, x, ξ ∈ R

Wigner Fourier-Wigner

V (f, g)(q, p) = (2π)−1/2

∫
R

eiqyf
(
y +

p

2

)
g
(
y − p

2

)
dy, q, p ∈ R

f ∈ L1(Rn) Fourier

f̂(ξ) = (2π)−
n

2

∫
R�

e−ix·ξf(x)dx, ξ ∈ Rn

Weyl Heisenberg Twisted Laplacian
[5, 6, 7] Twisted Laplacian Weyl

[7]

∗E-mail: kagawa toshinao@ma.noda.tus.ac.jp
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Weyl 2011 S. Molahajloo M. W. Wong

[4]

α (0,∞) 0 < α(t) < 1 limt→0+ α(t) = 1
g (0, 1) lima→1− g(a) = 1

f ∈ L2(R)⎧⎪⎨⎪⎩
∂u

∂t
(x, t) =

α′(t)
α(t)

(
− ∂2

∂x2
+ x2

)
u(x, t) + α′(t)

(
g′(α(t))
g(α(t))

− 1
α(t)

)
u(x, t)

u(·, t) → f as t → 0 in L2

u(x, t) = (Wσ
α(t)

f)(x)

Wσ
α(t)

σα(t) ∈ L2(R2)
Weyl

Schrödinger

γ γ ∈ C − {±1} |γ(it)| = 1 iR − {0}
limt→0 γ(it) = 1 Schrödinger⎧⎪⎨⎪⎩−i

∂u

∂t
(x, t) =

γ′(it)
γ(it)

(
− ∂2

∂x2
+ x2

)
u(x, t)

u(·, t) → f as t → 0 in L2

(1)

u(x, t) = (Wσ
γ(it)

f)(x), x ∈ R, t �= 0 (2)

Wσ
α(t)

σγ(it) ∈ L∞(R2)
Weyl

||u(·, t)||L2(R) = ||f ||L2(R) , t ∈ R

L2(R2) Weyl Hermite
L2(R2) radial Weyl Bargmann Fock

[1, 2]
Schrödinger Schrödinger
t it [3]

Minkowski Schrödinger Euclid Wick
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3

Lδ
k δ k Laguerre

Lδ
k(x) =

x−δex

k!

(
d

dx

)k

(e−xxδ+k), x > 0

δ = 0 k Hermite

ek(x) = (2kk!)−
1
2 π− 1

4 (−1)ke
x
2

2

(
∂

∂x

)k

e−x2
, x ∈ R

ek,j(z) = V (ek, ej)(z)

V (ek, ej) ek ej Fourier-Wigner

THEOREM 3.1. σ ∈ L∞(R2) radial σ̂(z) = τ(|z|)

σ̂ =
∞∑

k=0

(2π)−
1
2

(∫ ∞

0
τ(x)L0

k

(
x2

2

)
e−

x
2

4 xdx

)
ek,k, in S ′

L∞ radial Weyl Wσ

THEOREM 3.2. σ ∈ L∞(R2) radial σ̂(z) = τ(|z|)

Wσek = λkek

λk

λk =
∫ ∞

0
τ(x)L0

k

(
x2

2

)
e−

x
2

4 xdx

LEMMA Fourier

LEMMA 3.3. x ∈ Rn t ∈ R− {0}

(2π)−
n

2

∫
Rn

e−ixξeit|ξ|2dξ = e(sgn t) inπ

4 (2|t|)−n

2 e−
i|x|

2

4t .

|c| = 1, c �= ±1 c ∈ C

σc(z) =
2c

1 + c
e
− 1−c

1+c
|z|2 (3)

Theorem 3.2 Lemma 3.3
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THEOREM 3.4. σc Weyl λk λk = ck+1

Fock F(C) ∫
C

|F (z)|2ρ(z)dz < ∞, F ∈ F(C)

dz C Lebesgue ρ(z) = π−1e−|z|2

f ∈ L2(R) Bargmann Bf

(Bf)(z) = π− 1
4

∫
R

f(x)e
√

2x·z−x
2+z

2

2 dx

Bargmann (3) σc Weyl

THEOREM 3.5. F ∈ F(C)

(BWσc
B−1F )(z) = cF (cz)

σc (3) B−1 Bargmann

Schrödinger (1) (3) c

iR−{0} γ(it) f u Bargmann
(2) 3.5

[1] V. Bargmann, On a Hilbert space of analytic functions and an associated integral trans-
form, Part I. Comm. Pure. Appl. Math. 14(1961), 187-214

[2] V. Bargmann, On a Hilbert space of analytic functions and an associated integral trans-
form, Part II. A family of related function spaces application to distribution theory,
Comm. Pure. Appl. Math. 20(1967), 1-101.

[3] S. Molahajloo and M. W. Wong, The Schrödinger kernel of the twisted Laplacian and
cyclic models, Arch. Math (Basel) 95 (2010), 593-599.

[4] S. Molahajloo and M. W. Wong, Diagonalization of Weyl transforms and heat equations
for time-dependent Hermite operators, Complex Anal. Oper. Theory 5(2011), 283-298.

[5] S. Thangavelu, Lectures on Hermite and Laguerre Functions, Princeton University Press,
1993.

[6] M. W. Wong, Weyl Transforms, Springer, 1998.

[7] M. W. Wong, The heat equation for the Hermite operator on the Heisenberg group,
Hokkaido Math. J. 34(2005), 393-404.
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Navier-Stokes

1 Poiseuille flow

ωi .

(n = 2) Σ = (−a, a),

(n = 3) Σ : smooth simply connected bounded domain in R2

ω = Σ × R
. ω Navier-Stokes

∂u

∂t
− νΔu + (u · ∇)u + ∇p = 0 in R+ × ω, (1.1)

div u = 0 in R+ × ω, (1.2)

u = 0 on R+ × ∂ω, (1.3)

u(t) = u(t + T ) in ω, (1.4)∫
Σ

u · ndS = α(t). (1.5)

.

u:

p:

ν:

α: , , T

. Navier-Stokes .

u = (v, 0, 0),

p(t, x1) =
1

|Σ|

(
α′(t) − ν

∫
Σ

Δv(t)dx

)
x1.

.

v′ + νAv − ν
1

|Σ|(Av, e)e =
1

|Σ|α
′(t)e on (0, T ), (1.6)

v(t) = v(t + T ), (1.7)

(v(t), e) = α(t). (1.8)
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, .

A = −Δ,

D(A) = H2(Σ) ∩ H1
0 (Σ),

e(x) = 1 on Σ.

Proposition 1.1 (H. Beirão da V eiga(2005))

α ∈ H1
π(R+) .

vα ∈L2
π(R+; H1

0 (Σ) ∩ H2(Σ)) ∩ Cπ(R+; H1
0(Σ)),

(vα)′ ∈L2
π(R+; L2(Σ)).

(1.6)-(1.8) 1 .

V α(t) = (vα(t), 0, 0) Time-periodic Poiseuille flow .

2

.

ω1 = {x ∈ ω; x1 ≤ −L},
ω2 = {x ∈ ω; x1 ≥ L}.

ω0 . Ω = ω1 ∪ ω2 ∪ ω0 . Ω

. Ω . Ω

u = u(t, x), p = p(t, x) . , Navier-Stokes

∂u

∂t
− νΔu + (u · ∇)u + ∇p = f in (0, T ) × Ω, (2.1)

div u = 0 in (0, T ) × Ω, (2.2)

u = 0 on (0, T ) × ∂Ω, (2.3)

u(0) = u(T ) in Ω, (2.4)

u → V α as |x| → ∞ in ωi (i = 1, 2) (2.5)

. , f .

, Time-periodic Poiseuille-flow ,

Navier-Stokes .

C∞
0,σ(Ω) = {ϕ ∈ C∞

0 (Ω); div ϕ = 0}.
H(Ω) = C∞

0,σ(Ω)
‖·‖2

.

V (Ω) = C∞
0,σ(Ω)

‖∇·‖2
.

(H(Ω))′, (V (Ω))′ H(Ω), V (Ω) .
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V̂
α

div V̂
α

= 0 in (0, T ) × Ω,

V̂
α

= 0 on (0, T ) × ∂Ω,

V̂
α

= V α in (0, T ) × ωi (i = 1, 2)

.

3

Definition 3.1

u = u(t, x) Ω Navier-Stokes (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5)

, v = u−V α v ∈ L2((0, T ); V (Ω))∩L∞((0, T ); H(Ω))

∫ T

0

−(u, ϕ)ψ′ + {ν(∇u,∇ϕ) + ((u · ∇)u, ϕ)}ψdt

=

∫ T

0
(V (Ω))′〈f , ϕ〉V (Ω)ψdt (ϕ ∈ V (Ω), ψ ∈ C∞

0 (0, T )) (3.1)

. u , v [0, T ] L2(Ω)

v(0) = v(T ) in L2(Ω) (3.2)

.

4

H. Beirão da Veiga .

Proposition 4.1

α ∈ H1
π(0, T ), f ∈ L2((0, T ); (V (Ω))′) , α

c0

√
ν + ν−2‖α‖H1(0,T ) ≤

1

2
ν (4.1)

, c0 .

, Navier-Stokes u .

.

Definition 4.1

γα(t) = sup
ϕ∈V (ω)

((ϕ · ∇)ϕ, V α(t))ω

‖∇ϕ‖2
�2(ω)

, (4.2)

γ̂α = sup
[0,T ]

γα(t) (4.3)

.
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Theorem 4.1

f ∈ L2((0, T ); (V (Ω))′), γ̂α < ν .

, Navier-Stokes (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) u

.

[1] C. J. Amick, Steady solutions of the Navier-Stokes equations in unbounded channels

and pipes, Ann. Scuola Norm. Pisa, 4, 473-513 (1977)

[2] H. Beirão da Veiga, Time-periodic solutions of the Navier-Stokes equations in un-

bounded cylindrical domains–Leray’s problem for periodics flows, Arch. Rational

Mech. Anal. 178, 301-325 (2005)
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(1)

{
utt −Δu+ a(x)b(t)ut = f(u), (t, x) ∈ (0,∞)×Rn,

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), x ∈ Rn.

a(x)b(t)ut

E(u; t) :=

∫
Rn

(u2t + |∇u|2)dx

a(x) = a0〈x〉−α, b(t) = (1 + t)−β , a0 > 0, α, β ≥ 0, α+ β < 1,

〈x〉 = (1+ |x|2)1/2 u
(u0, u1) H1(Rn)× L2(Rn) f(u)

f(u) = ±|u|p or |u|p−1u

p

1 < p ≤ n

n− 2
(n ≥ 3), 1 < p <∞ (n = 1, 2)

1.
2. u ≡ 0

3.

Banach

p
u

|u|p u (1) utt−Δu+a(x)b(t)ut = 0
p

(1) pc
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pc < p (1) 1 < p ≤ pc

(1)

(1)

pc = 1 +
2

n− α

p > 1+ 2/(n−α).
1 < p ≤ 1 + 2/(n− α)

[8] [9] Han Milani [2] [10]

(2)

{
utt −Δu+ c(t, x)ut = 0, (t, x) ∈ (0,∞)×Rn,

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), x ∈ Rn,

c(t, x) = 1 [8] (u0, u1) ∈
(H1 ∩L1)× (L2 ∩L1) vt−Δv = 0

E(u; t) ≤ C(1 + t)−
n
2 −1.

Han Milani [2] (2)
[10] 3 (2)

u(t, x) ∼ v(t, x) + e−t/2w(t, x)

v(t, x){
vt −Δv = 0, (t, x) ∈ (0,∞)×R3,

v(0, x) = u0(x) + u1(x), x ∈ R3

w(t, x) {
wtt −Δw = 0, (t, x) ∈ (0,∞)×R3,

w(0, x) = u0(x), wt(0, x) = u1(x), ∈ R3.

[9] δ 0 ≤ c(t, x) ≤ C(1+ |x|)−1−δ

(2) 0

c(t, x) = b(t)
Wirth [14], [15], [16] Fourier

b(t) Lp − Lq

b(t) = (1 + t)−β , (−1 < β < 1) b(t) (2)

Todorova Yordanov [13] c(t, x) = a(x) =
a0〈x〉−α J. S. Kenigson J. J. Kenigson [6] -

c(t, x) = a(x)b(t), a(x) = a0〈x〉−α, b(t) = (1+t)−β , (0 ≤ α+β < 1)

Khader [5]
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−1 (2)
c(t, x) = b(t) = μ

1+t (μ > 0) Wirth

[14] c(t, x) = a0〈x〉−1 Todorova Yordanov [4]

Todorova Yordanov [12]

(3) utt −Δu+ ut = |u|p

pF (n) = 1 + 2
n

[1]
p = pF (n) Zhang [17]

Todorova Yordanov [3]

utt −Δu+ a(x)ut = |u|p,
a(x)

a(x) ∼ a0〈x〉−α, |x| → ∞, radially symmetric and 0 ≤ α < 1

pc = 1 + 2
n−α

[11] Lin Zhai [7]

utt −Δu+ b(t)ut = |u|p, b(t) = b0(1 + t)−β , β ∈ (−1, 1)
pc = 1+ 2

n β

b(t)vt −Δv = |v|p

T =
∫ t

0
b(s)−1ds

(1) (1) pc = 1+ 2
n−α

Theorem 1. p > 1 + 2
n−α ε > 0 δ0 > 0

0 < δ ≤ δ0

I20 :=

∫
Rn

e2ψ(0,x)(u21+|∇u0|2+|u0|2)dx with ψ(t, x) :=
a0(1 + β)

(2− α)2(2 + δ)

〈x〉2−α

(1 + t)1+β

(1) u ∈ C([0,∞);H1(Rn))∩C1([0,∞);L2(Rn))

∫
Rn

eψ(t,x)a(x)u2dx ≤ Cδ(1 + t)−(1+β)n−α
2−α +ε,(4) ∫

Rn

eψ(t,x)(u2t + |∇u|2)dx ≤ Cδ(1 + t)−(1+β)(n−α
2−α +1)+ε

Cδ δ

(4)
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Corollary 2. p > 1+ 2
n−α ε > 0 δ0 > 0

0 < δ ≤ δ0 ρ μ

0 < ρ < 1− α− β, 0 < μ <
2a0(1 + β)

(2− α)2(2 + δ)

Ωρ(t) := {x ∈ Rn; 〈x〉2−α ≥ (1 + t)1+β+ρ}
u∫

Ωρ(t)

(u2t + |∇u|2 + u2)dx ≤ Cδ,ρ,μ(1 + t)−
(1+β)(n−2α)

2−α +εe
−(

2a0(1+β)

(2−α)2(2+δ)
−μ)(1+t)ρ

Cδ,ρ,μ δ, ρ, μ

Ωρ(t)
u(t) Ωρ(t)

Todorova Yordanov [12]
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ある準線形双曲型方程式の解の爆発について∗

杉山裕介†

東京理科大学理学研究科Ｄ 1

概 要

第二音波の方程式と呼ばれる超流体中の温度波を記述する方程式を扱う. 空
間一次元第二音波の方程式の解の爆発を考える.この方程式は伝播速度が未知
関数の二乗となる双曲型方程式であるため,未知関数が真に正と仮定すること
で,強圧的な双曲型見なすことができる.初期値問題の標準的な可解性定理を考
慮すると,2種類の爆発現象が存在する.本講演ではこの 2つの現象が起こる十
分条件を与える

1 導入

本研究では以下のような非線形波動方程式の初期値問題を考える.⎧⎪⎨⎪⎩
∂2
t u = u∂x(u∂xu), (t, x) ∈ (0, T ]× R, (1.1)a

u(0, x) = u0(x), x ∈ R, (1.1)b
∂tu(0, x) = u1(x), x ∈ R, (1.1)c

(1.1)

ここで u0, u1 は実数値関数, u(t, x) は実数値未知関数である. ソボレフ空間 (1 −
∂2
x)

−s/2L2(R) (s ∈ R)をHs(R)と書く.

第二音波と呼ばれる超流体の温度波を記述する方程式として

∂2
t S =

ρs
ρn

∂T

∂S
S2 div(∇S),

がよく知られている. (1.1)aは, 上の方程式の導出過程において |∇S|2 << |SΔS| を
仮定せずに得られる（そう言った意味ではより自然な）方程式

∂2
t S =

ρs
ρn

∂T

∂S
S div(S∇S),

∗本講演は東京理科大学理学部 加藤圭一先生との共同研究に基づくものである.
†mail:yoursmine1986@c3-net.ne.jp
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を簡略化し,一次元版にしたものである. ここでT , Sはそれぞれ温度とエントロピー
であり, ρs, ρn は超流体の密度に関連した物理量である.

初期値 u0について次を仮定する.

u0(x) ≥ A > 0,　 for all x ∈ R, (1.2)

ここでAは定数である. この仮定によって, 時刻 t = 0で方程式 (1.1)aが退化しなく
なるため, 強圧的な双曲型方程式と見なすことができる.

初期値問題 (1.1)の時間局所解の一意存在の結果を紹介する.

定理 1 (K.Kato and S). s > 1
2
とし, u0 ∈ C1(R) ∩ L∞(R), ∂xu0, u1 ∈ Hs(R)とす

る. さらに正定数 Aがあって u0(x) ≥ A (∀x ∈ R)と仮定する. この時, 初期値問題
(1.1)の 時間局所解 uは次のクラスで一意的に存在する.

u− u0 ∈
⋂

j=0,1,2

Cj([0, T ];Hs−j+1(R)),

u(t, x) ≥ A/2, (t, x) ∈ [0, T ]× R.

この定理はエネルギー法を用いて示される. 方程式の導出や上の定理の証明は [4]

に詳しく載せてある.

2 主結果 (解の爆発)

第二音波の方程式の解の爆発について考える. 定理 1を繰り返し用いて, (1.1)の
解を延長していくことを考えると, 解の延長 (定理 1を用いた解の延長)ができなく
なる時刻 T において次の (A)と (B)のどちらかが起こる.

(A) lim
t↗T

‖∂tu(t)‖Hs + ‖∂xu(t)‖Hs = ∞.

または
(B) lim

t↗T
inf

[0,t]×R
u(t, x) = 0.

(A), (B)は, 強圧的な双曲型方程式において, 標準的な解の爆発 (詳しく言うとBlow-

up criterion)と同等またはそれに含まれるものである ( [1], [3]を参照せよ).

我々は (A), (B)が起きる十分条件をそれぞれ与えた.

定理 2. Aを正定数, s > 1
2
, φ ∈ Hs+1(R) として, u(t, x) は, 次を初期値に持つ (1.1)

の解とする.

u0(x) = A+ εφ(
x

ε
) u1(x) = −u0(x)∂xu0(x), (2.1)

この時, εが十分小ならば, (1.1), ある時刻 T が存在して次が成り立つ.

lim
t↗T

‖∂tu(t)‖Hs + ‖∂xu(t)‖Hs = ∞. (2.2)
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定理 3. Aを正定数とする, (1)の初期値 u(0, x) = A + φ(x) > 0, ∂tu(0, x) = u1(x)

が次を満たすとする,

φ ∈ Hs+1\{0}, u1 ∈ Hs,

φ, u1 compactな台を持つ,

u1(x)± u0(x)∂xu0(x) ≤ 0, for x ∈ R,

この時, ある時刻 T が存在して, (1.1) の一意解 u ∈ C1([0, T );Hs(R)) が存在し
limt→T u(t, x0) = 0 for some x0 ∈ R.

注意 4. 第二音波の方程式と似た方程式 : ∂2
t u = c(u)∂x(c(u)∂xu) (Variational wave

equation)がP. Zhang, Y. Zhengによって多く研究されている ([6], [7]). R. T .Glassey,

J. K. Hunter, Y. Zheng ([2])は, この方程式の解の爆発を考えている. しかしながら
彼らは, この方程式にある定数 c1, c2があって

0 < c1 ≤ c(r) ≤ c2, r ∈ R,

という仮定を付している. K. Song [5]は [2]の手法を使って ∂2
t u = c(u)∂x(c(u)∂xu)+

sin(u)の解の爆発を扱っている.

注意 5.

∂2
t S =

ρs
ρn

∂T

∂S
S2 div(∇S),

を簡略化かつ一次元化した方程式 ∂2
t u = u2∂2

xuに対しても定理 3と同様の結果が成
り立つことがわかった.
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非線形波動方程式の一般論に対する
最適性の最終問題1

若狭恭平

公立はこだて未来大学大学院システム情報科学研究科修士１年

e-mail : g2111045@fun.ac.jp

1 序論
まず、主結果の位置付けを述べるために、次の非線形波動方程式の初期値問題に対す

る一般論の概観から始める。実数値未知関数 u = u(x, t) に対する初期値問題{
utt − Δu = H(u, Du,DxDu) in Rn × [0,∞),

u(x, 0) = εf(x), ut(x, 0) = εg(x),
(1.1)

を考える。ここで、

Du = (ux0 , ux1 , · · · , uxn), x0 = t,

DxDu = (uxixj
, i, j = 0, 1, · · · , n, i + j ≥ 1),

f, g ∈ C∞
0 (Rn)で ε > 0は、小さいパラメータとする。

λ̂ = (λ; (λi), i = 0, 1, · · · , n; (λij), i, j = 0, 1, · · · , n, i + j ≥ 1)

と書くとき、非線形項H = H(λ̂)は、十分滑らかな関数で λ̂ = 0の近傍で

H(λ̂) = O(|λ̂|1+α)

をみたすとする。ここで αは自然数である。ライフスパン T (ε)を次のように定義する。

T (ε) = sup{t > 0 : 任意に固定した (f, g)に対して (1.1) の古典解 u(x, t)が存在する }

(1.1)は、T (ε) = ∞のとき時間大域解を持ち、T (ε) < ∞のときは、時間区間 [0, T (ε))に
おいて時間局所解を持つことを意味する。この設定では、時間局所解に対して、解の一意
性より lim

ε→0
T (ε) = ∞ となることが予想されるが、そのときの T (ε)の下界を εの詳細な

オーダーで表現することが一般論である。簡単のため時間大域解が得られない n = 1の場
合を除いて、以下 n ≥ 2とする。
ライフスパンの下からの評価は、1980年代から多くの研究者達によって改良され続け、
最終的には 1995年に次の表にあるように α と n に関する分類が落ち着いた。

1高村博之先生 (公立はこだて未来大学複雑系知能学科)との共同研究
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T (ε) ≥ α = 1 α = 2 α ≥ 3

n = 2

ca(ε)（一般の場合）
cε−1（

∫
R2 g(x)dx = 0）

cε−2（∂2
uH(0) = 0）

cε−6（一般の場合）
exp(cε−2)（∂b

uH(0) = 0 (b = 3, 4)）
∞

n = 3
cε−2（一般の場合）
exp(cε−1)（∂2

uH(0) = 0）
∞ ∞

n = 4
exp(cε−2)（一般の場合）
∞（∂2

uH(0) = 0）
∞ ∞

n ≥ 5 ∞ ∞ ∞
ここで、a = a(ε)は a2ε2 log(a + 1) = 1をみたす数で、cは εに依らない正定数である。
これらの結果は H = |u|p や H = |ut|p などというモデル方程式の爆発解を解析すること
により、n = 4 かつ α = 1 の場合を除いて最適であることが知られていた。(n = 2 かつ
α = 2 で b = 4 の条件は不要と思われる。) ここで、最適という意味は、前述のような特
別なモデル方程式と特別な初期値を使って T (ε) が上から同じ ε のオーダーで評価されて
いるということである。この表については、Li & Chen [1]の第２章を参考にした。
講演では、n = 4 かつ α = 1 の場合の最適性が得られたことを報告する。すなわち、

R4 × [0,∞) で H = u2 に対し特別な初期値を使って T (ε) ≤ exp(Cε−2) を示すことであ
る。この結果は、Takamura & Wakasa [2]の n ≥ 4 におけるモデル方程式H = |u|p0(n) に
対する最適な解のライフスパンの上からの評価を得た結果の一部分であることに注意す
る。ここで、p0(n) はモデル方程式 H = |u|p における Strauss 予想 の臨界冪としてよく
知られている。p0(n)は (n− 1)p2 − (n+1)p− 2 = 0 の正根で、p0(4) = 2である。Strauss
予想の完全解決への歴史やライフスパンの評価 については [2]の序章を参照されたい。
初期値問題 (1.1)において H = u2 かつ n = 4 とすると、T (ε) < ∞ となることは

Yordanov & Zhang [3] と Zhou [4]によってそれぞれ独立に示されている。我々の証明法
は、[3]の手法が基礎となっているが、我々の論文の発表受理後、Zhou & Han [5] によっ
て得られた異なる証明法は、[4]の手法が基礎となっている。

2 主結果
定理　H = u2、n = 4 とする。f ∈ C4

0(R4)、 g ∈ C3
0(R4) は非負で、恒等的にゼロで

ないとする。(1.1) は

supp u ⊂ {(x, t) ∈ R4 × [0,∞) : |x| ≤ t + R} (R ≥ 1/4)

となるような解 u ∈ C2(R4 × [0, T (ε))) を持つとする。このとき、ε0 = ε0(f, g, R) が存在
して、0 < ε ≤ ε0 である限り T (ε) は

T (ε) ≤ exp
(
Cε−2

)
をみたす。ここで、C は εに依らない正定数である。

定理の証明の概略　 [3]の解のL2ノルムと解のラドン変換との間に成立する２つの不等式
を組み合わせて作った解のL2ノルムの逐次代入枠と、独自に開発した時間に関して‘ 前
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進する ’逐次代入法の組み合わせで、常微分不等式の解の最大存在時間評価に持ち込む。
鍵となる逐次代入後の評価式は次のものである。

命題　定理の仮定の下で、ある正定数 C = C(f, g, R) が存在して、F (t) =

∫
R4

u(x, t)dx

は次の不等式をみたす。

F ′′(t) ≥ Cj

(
log

t − R

(aj − 1)R

)2j−1

for t ≥ ajR (2.1)

をみたす。ここで、aj = 2j+1 − 2 (j = 1, 2, 3, · · · )
Cj = exp

{
2j−1

(
log(C0C18

−S(j))
)− log C0

}
(j ≥ 2),

C1 =
C3

22 · 33
ε4, C0 =

C

210
, S(j) =

j−1∑
k=1

k

2k
,

(2.2)

補題　 F ∈ C2([0, T ))は、⎧⎪⎨⎪⎩
F (t) ≥ Kt2 for t ≥ T0,

F ′′(t) ≥ B(t + R)−4F (t)2 for t ≥ 0,

F (0) > 0, F ′(0) > 0

(2.3)

をみたすとする。ここで、B, K, R, T0は正定数で、特にT0 ≥ Rである。このとき、K ≥ K0

である限り、T は T ≤ 2T1をみたす。ここで

K0 =

{
1

23

√
B

3

(
1 − 1

22δ

)}−2

, T1 = max

{
T0,

F (0)

F ′(0)

}
, (2.4)

δは、0 < δ < 1/2をみたすような任意数である。
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不動点問題と均衡問題への近似法
冨澤 佑季乃 (中央大学大学院 理工学研究科)∗

1. 均衡問題
� を実数全体, E をノルム ‖·‖ を持つ実 Banach 空間, E∗ を E の共役空間, C

を E の空でない閉凸集合とする. x ∈ E における x∗ ∈ E∗ の値を 〈x, x∗〉で表す.

f : C × C → � を実数値関数, A : C → E∗ を非線形作用素とする. 一般均衡問
題(generalized equilibrium problem)とは, 任意の y ∈ C に対して,

f(u, y) + 〈Au, y − u〉 ≥ 0 (1)

を満たす u ∈ C を求める問題である. この問題の解集合を EP で表す. すなわち

EP := {u ∈ C : f(u, y) + 〈Au, y − u〉 ≥ 0, ∀y ∈ C}

である. A = 0 のとき, 問題 (1) は任意の y ∈ C に対して, f(u, y) ≥ 0 を満たす
u ∈ C を求める問題と同等である. この問題を均衡問題(equilibrium problem) と
いい, その解集合を EP (f) で表す.

2. 準距離射影と擬非拡大写像
以下, 点列 {xn} が x に強収束すること及び弱収束することをそれぞれ xn → x

と xn ⇀ x で表す. E を滑らか, 狭義凸かつ反射的な Banach 空間, C を E の空
でない閉凸集合とする. 関数 φ : E × E → � を, すべての x, y ∈ E に対して,

φ(x, y) = ‖x‖2 − 2〈x, Jy〉 + ‖y‖2

で定義する. このとき, 各 x ∈ E に対して, φ(x0, x) = min{φ(y, x) : y ∈ C} を
満たすような x0 ∈ C が唯一つ存在する. x に対して, この x0 を対応させる写像
ΠC : E → C を準距離射影(generalized projection)といい, 各 x ∈ E に対して,

ΠCx = arg min
y∈C

φ(y, x)

で定義する. 写像 T : C → E の不動点集合を F (T ) := {x ∈ E : Tx = x} で表す.

点 p ∈ C が T の漸近的不動点(asymptotic fixed point)であるとは, xn ⇀ p かつ
‖xn − Txn‖ → 0を満たす点列 {xn} ⊂ C が存在するときをいう. T の漸近的不動
点の集合を F̂ (T ) で表す. 写像 T : C → E が擬非拡大(relatively nonexpansive)

であるとは, 次の性質を満たすことをいう:

(i) F̂ (T ) = F (T ) = ∅;
(ii) すべての x ∈ C と p ∈ F (T ) に対して, φ(p, Tx) ≤ φ(p, x).

キーワード：W -mapping, 擬非拡大写像, 一般均衡問題.
∗〒 112-8551 東京都文京区春日 1-13-27 中央大学大学院 理工学研究科
e-mail: tomizawa@gug.math.chuo-u.ac.jp
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次に, 実数値関数 f : C × C → � に次の条件 (f1)–(f4) を仮定する:

(f1) すべてのx ∈ C に対して, f(x, x) = 0;

(f2) すべての x, y ∈ C に対して, f(x, y) + f(y, x) ≤ 0;

(f3) すべてのx, y, z ∈ C に対して, lim supt↓0 f((1 − t)x + tz, y) ≤ f(x, y);

(f4) すべての x ∈ C に対して, 写像 y �→ f(x, y) は凸かつ下半連続.

補題 2.1 ([6]). 実数値関数 f : C × C → � が (f1)–(f4) を満たすとする. 任意の
r > 0 と x ∈ E に対して, 写像 Tr : E → C を次で定義する :

Tr(x) = {u ∈ C : f(u, y) +
1

r
〈y − u, Ju − Jx〉 ≥ 0, ∀y ∈ C}. (2)

このとき Tr は次を満たす :

(i) Tr : 一価 ;

(ii) 任意の x, y ∈ E に対して, 〈Trx−Try, JTrx−JTry〉 ≤ 〈Trx−Try, Jx−Jy〉;
(iii) F (Tr) = F̂ (Tr) = EP (f);

(iv) EP (f) ⊂ C : 閉凸部分集合 ;

(v) 任意の p ∈ F (Tr) に対して, φ(p, Trx) + φ(Trx, x) ≤ φ(p, x).

註. (2) で定義された Tr は 擬非拡大写像である.

3. W -mappings

E を狭義凸かつ一様に滑らかな Banach 空間, C を E の閉凸集合, {Si}∞i=0 を C

上の写像族, {βn,i : 0 ≤ i ≤ n}∞n=0 ⊂ [0, 1] を実数列とする. 任意の n ≥ 0 に対し
て, 写像 Wn : C → C を次のように定義する:

Un,n+1 = I,

Un,n = ΠCJ−1
(
βn,nJ(SnUn,n+1) + (1 − βn,n)J

)
,

· · ·
Un,i = ΠCJ−1

(
βn,iJ(SiUn,i+1) + (1 − βn,i)J

)
, (3)

· · ·
Un,1 = ΠCJ−1

(
βn,1J(S1Un,2) + (1 − βn,1)J

)
,

Wn = Un,0 = J−1
(
βn,0J(S0Un,1) + (1 − βn,0)J

)
,

ただし, I は C 上の恒等写像である. このような写像 Wn を {Si}n
i=0 と {βn,i}n

i=0

から生成される W -mapping という.

補題 3.1 ([4]). {Si}n
i=0 を C 上の擬非拡大写像族とし,

⋂n
i=0 F (Si) = ∅ であると

仮定する. {βn,i}n
i=0 が実数列で, 0 < βn,0 ≤ 1, かつすべての 1 ≤ i ≤ n に対して

0 < βn,i < 1 を満たすとする. {Un,i}n+1
i=0 を (3) で定義する写像族, Wn を {Si}n

i=0

と {βn,i}n
i=0 で生成されたW -mapping とする. このとき次が成り立つ :

(i) F (Wn) =
⋂n

i=0 F (Si);

(ii) すべての 0 ≤ i ≤ n, x ∈ C と z ∈ F (Wn) に対して,

φ(z, Un,ix) ≤ φ(z, x) かつ φ(z, SiUn,i+1x) ≤ φ(z, x).
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E を一様凸かつ滑らかな Banach 空間, C を E の閉凸集合, {Si}∞i=0 を C 上の
写像族, {λn,i : 0 ≤ i ≤ n}∞n=0 ⊂ [0, 1] を実数列とする. 任意の n ≥ 0 に対して,

写像 Vn : C → C を次のように定義する:

Vn = J−1

n∑
i=0

λn,iJSi. (4)

補題 3.2 ([4]). {Si}∞i=0 を C 上の擬非拡大写像族とし,
⋂∞

i=1 F (Si) = ∅ であると
仮定する. {λn,i}n

i=0 ⊂ [0, 1] が実数列で任意の n ≥ 0 に対して,
∑n

i=0 λn,i = 1 か
つ各 i ≥ 0 に対して, limn→∞ λn,i > 0 を満たすとする. 写像 Vn : C → C を (4)

で定義する. このとき次が成り立つ :

(i)
⋂∞

n=0 F (Vn) =
⋂∞

i=0 F (Si);

(ii) 全ての n ≥ 0, x ∈ C かつ z ∈ ⋂∞
i=0 F (Si) に対して, φ(z, Vnx) ≤ φ(z, x).

4. 共通不動点問題と均衡問題
E を一様に滑らかで一様凸な Banach 空間, C を E の空でない閉凸集合とする.

(f1)–(f4) を満たす実数値関数, {Si}∞i=0 を C 上の可算無限個な擬非拡大写像の族
として F :=

⋂∞
i=0 F (Si)∩EP (f) = ∅ とおく. f に関する EP (f) と擬非拡大写像

族の共通不動点集合
⋂∞

i=0 F (Si) の共通部分へ強収束する近似列を, W -mapping

Wn 及び写像 Vn を用いることで得た.

定理 4.1. {βn,i : 0 ≤ i ≤ n} は実数列で lim infn→∞ βn,i(1− βn,i) > 0 を満たすと
する. Wn を {Si}n

i=0 と {βn,i}n
i=0 から生成される W -mapping とし, r > 0 かつ

{γn} ⊂ [r,∞) を実数列として, 点列 {xn}n≥0 を次で定義する :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x0 ∈ C,

yn = Wnxn,

un ∈ Tγnyn, that it, f(un, y) + 1
γn
〈y − un, Jun − Jyn〉 ≥ 0, ∀y ∈ C,

Cn = {z ∈ C : φ(z, un) ≤ φ(z, xn)},
Qn = {z ∈ C : 〈xn − z, Jx0 − Jxn〉 ≥ 0},
xn+1 = ΠCn∩Qnx0.

このとき, {xn} は点 ΠF x0 に強収束する.

定理 4.2. {λn,i}n
i=0 ⊂ [0, 1) を実数列とし, 任意の n ≥ 0 に対して

∑n
i=0 λn,i = 1,

かつ各 i ≥ 0 に対して limn→∞ λn,i > 0 を満たすとする. 写像 Vn を (4) で定義
し, r > 0 かつ {γn} ⊂ [r,∞) を実数列として, 点列 {xn}n≥0 を次で定義する :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x0 ∈ C,

yn = Vnxn,

un ∈ Tγnyn, that it, f(un, y) + 1
γn
〈y − un, Jun − Jyn〉 ≥ 0, ∀y ∈ C,

Cn = {z ∈ C : φ(z, un) ≤ φ(z, xn)},
Qn = {z ∈ C : 〈xn − z, Jx0 − Jxn〉 ≥ 0},
xn+1 = ΠCn∩Qnx0.
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このとき, {xn} は点 ΠF x0 に強収束する.

5. 共通不動点問題と一般均衡問題
E を滑らか, 狭義凸かつ反射的な Banach 空間, C を E の空でない閉凸集合とす
る. 作用素 A : C → E∗ が α-逆強単調(inverse strongly monotone)であるとは,

α > 0 が存在して, 任意の x, y ∈ C に対して,

〈x − y, Ax − Ay〉 ≥ α‖Ax − Ay‖2

を満たすことである.

補題 5.1 ([3]). A : C → E∗ を α-逆強単調作用素とする. 実数値関数 f : C×C →
� が (f1)–(f4) を満たし, 関数 g : C × C → � を次で定義する : 任意の x, y ∈ C

に対して,

g(x, y) := f(x, y) + 〈Ax, y − x〉. (5)

このとき g は (f1)–(f4) を満たす. また r > 0 かつ x ∈ E のとき, u ∈ C が存在
して, 任意の y ∈ C に対して, 次を満たす :

g(u, y) +
1

r
〈y − u, Ju − Jx〉 ≥ 0.

上の補題より, (5) で定義された実数値関数 g : C × C → � は補題 2.1 を満た
す. したがって, 一般均衡問題 (1) に対しても定理 4.1–4.2 が成り立つ.

参考文献
[1] K. Aoyama, F. Kohsaka, W. Takahashi, Strong convergence theorems by shrink-

ing and hybrid projection methods for relatively nonexpansive mappings in Banach
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tions, J. Fixed Point Theory Appl. 5(2009), 201-225.

[3] S.-s. Chang, H. W. J. Lee, C. K. Chan, A new hybrid method for solving a gener-
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2260–2270.

[4] S. Matsushita, K. Nakajo, W. Takahashi, Strong convergence theorems obtained by
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[5] S. Matsushita, W. Takahashi, A strong convergence theorem for relatively nonex-
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実二次体の類数の非可除性について

伊東 杏希子∗ (名古屋大学大学院多元数理科学研究科)

概要
総実代数体の円分 Zp-拡大の岩澤不変量は,すべての素数 p について λp = μp = 0 とな
ることが予想されている (Greenberg予想). Greenberg予想へのアプローチの一つとして
代数体の類数の非可除性を考える問題がある. この問題に関連して,本稿では,与えられ
た奇素数 p > 3に対して類数が pで割れない実二次体のある無限族の存在について得ら
れた結果を報告する.

1 Introduction.

整数論での重要なキーワードの一つに「イデアル類群」がある. イデアル類群
は代数体ごとに決まる有限群で,考える対象を数からイデアルに移した時の情報
の広がりを表すものである. イデアル類群は代数体の構造を知る上で重要な情報
を持つため,多くの研究がなされている. 「 岩澤不変量 λp, μp, νp」(ただし, pは
素数)は代数体の Zｐ-拡大でのイデアル類群の振る舞いに大きく関与する不変量
である.特に λp はイデアル類群の構造に関わる不変量であるため,重要な研究対
象とされている.

定理 1. (岩澤, [Iwa59]). p を素数, k を有限次代数体, k = k0 ⊂ k1 ⊂ · · · ⊂ K

を k の Zp 拡大, An を kn のイデアル類群の Sylow p 部分群とする. 十分大きな
n に対し, An の位数は非負整数 λp(K/k), μp(K/k) と整数 νp(K/k) を用いて

| An |= pμp(K/k)pn+λp(K/k)n+νp(K/k)

と書ける.

この整数 λp(K/k), μp(K/k), νp(K/k)を岩澤不変量という. 総実代数体の円分
Zp-拡大の岩澤不変量について, 次が予想されている.

∗日本学術振興会特別研究員 DC2
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予想 1. (Greenberg予想, [Gr76]). 総実代数体の円分Zp-拡大の岩澤不変量は,

すべての素数 p について λp = μp = 0 となるだろう.

Greenberg予想については多くの研究がなされているが,任意の素数でこの予想
が成り立つ総実代数体は Q 以外には知られていない. そこで,素数 p を固定して
考える.

問題 1. p を素数とする.

	{k :有限次代数体 | λp(k
c
∞/k) = 0} = ∞ ?

ただし, kc
∞ は k の円分 Zp-拡大体を表す.

岩澤 λ 不変量が 0 となるための十分条件として,次の結果が知られている.

定理 2. (岩澤, [Iwa56]). p を素数, k を有限次代数体, K/k を k の任意の Zp

拡大体とする. この時, p が k で不分解でかつ, kの類数 (イデアル類群の位数の
こと)が p で割れなければ, λp(K/k) = μp(K/k) = νp(K/k) = 0 となる.

定理２により,問題１は

	{k :有限次代数体 | p � h(k), pが kで不分解 } = ∞ ?

という問題に帰着できる ( h(k) は kの類数を表す). 本稿では,実二次体に対しこ
の問題を考える.

問題 2. p を素数とする.

	
{

0 < D :実二次体の基本判別式 p � h(Q(
√

D)),
(

D
p

)
= 0,−1

}
= ∞ ?

実二次体に関しては,素数 p が分解する場合にも岩澤 λ 不変量が 0 となるため
の十分条件が知られている.

定理 3. (福田-小松, [FK86]). p を奇素数, D を実二次体の基本判別式とする.

p が Q(
√

D) で分解し,かつ p � h(Q(
√

D)) と |Rp(D)|p = 1
p
を満たすならば,

λp(Q(
√

D)) = μp(Q(
√

D)) = νp(Q(
√

D)) = 0 となる.
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ここで, Rp(d) は Q(
√

d) の p進単数基準とし, | · |p で |p|p = 1/p で正規化され
た乗法的 p 進付値を表すものとする.

注意 1. 実二次体の Zp 拡大は円分 Zp-拡大のみであるため, λp(Q(
√

D)) で実二
次体 Q(

√
D) の円分 Zp-拡大の岩澤 λ 不変量を表すものとする.

注意 2. [FK86] での主結果はより一般的な形となっている.

定理３に対して次の問題が提起できる.

問題 3. p を奇素数とする.

	
{

D :実二次体の基本判別式 p � h(Q(
√

D)),
(

D
p

)
= 1, |Rp(D)|p = 1

p

}
= ∞ ?

2 Main Result.

問題２,３に対して次が示されている.

定理 4. (Byeon, [By01]). p > 3 を奇素数とし, ε = 1 または −1 とする. 実二
次体の基本判別式 D0 > 0 で次の (i) ∼ (iii) を満たすものが存在すると仮定する.

(i)

(
D0

p

)
= ε.

(ii) h(D0) 
≡ 0 mod p.

(iii) |Rp(D0)|p =
1

p
.

この時,十分大きな実数Xに対して次が成り立つ ;

	
{

0 < D < X :基本判別式
(

D
p

)
= ε, h(D) 
≡ 0 mod p, |Rp(D)|p = 1

p

}
�

√
X

log X
.

定理４の精密化を考えることにより次が示せた.
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主結果 1. p > 3 を奇素数とし, S+, S− を互いに disjointな奇素数の有限集合とす
る (ただし, p 
∈ S+ ∪ S−). (A, B) ∈ {(1, 8), (5, 8), (8, 16)}とする (固定). 実二次
体の基本判別式 D0 (
= 8) で次の (i) ∼ (v) を満たすものが存在すると仮定する.

(i) D0 ≡ A mod B.

(ii)

(
D0

p

)
= ε.

(iii) q ∈ S+, S− に応じて
(

D0

q

)
= 1,−1 となる.

(iv) h(D0) 
≡ 0 mod p.

(v) |Rp(D0)|p =
1

p
.

この時,十分大きな実数Xに対して次が成り立つ ;

	

⎧⎪⎨⎪⎩
(I) D ≡ A mod B, (II)

(
D
p

)
= ε,

0 < D < X :基本判別式 (III) q ∈ S+, S− に応じて
(

D
q

)
= 1,−1 となる,

(IV) h(D) 
≡ 0 mod p, (V) |Rp(D)|p = 1
p

⎫⎪⎬⎪⎭
�

√
X

log X
.

条件 (I), (III) を加えたところが定理４の精密化になっている. 主結果１では,
扱う実二次体の基本判別式に有限個の奇素数の分解条件を課している. これは,虚
二次体の類数の非可除性に関する木村氏の結果 [Ki03] の実二次体版に対応して
いる. また,素数の分解条件は合同条件の形に書き直せるため,扱う実二次体の基
本判別式に合同条件を課した場合の考察と見ることもできる.
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E6, E8 型部分因子環の平面代数と
3次元多様体の状態和不変量の組み合わせ的構成について

京都大学数理解析研究所 D2
岡崎 建太

Abstract. このテクニカルレポートでは, 第 1節で部分因子環を理論的背景に持つ平
面代数と状態和不変量についての概説をした後, 第 2節で E6型部分因子環の平面代数
について具体的に考察し, 主結果を述べる. 第 3節では E6 型 6j 記号の値を列挙する.

1. 導入

1.1. 平面代数. 平面代数（planar algebra）とは 1999年に Jones [4] によって提示され
た概念で, おおまかに言えば, ラベル付けられた基点付きの円板を含む影付きタングル
（平面タングルと呼ばれる. FIGURE 1参照.）たちによって構成されるフィルター付き
代数のことである. Jones は指数有限で II1型の部分因子環と,「よい条件」（有限次元,
球面的, 非退化, 半単純）を満たす平面代数の間に対応関係があることを示した. これ
により部分因子環の議論が, 平面代数の言葉だけで組み合わせ的に再構成できる可能性
が生まれたのである. 与えられた部分因子環に対応する平面代数を, 部分因子環の平面
代数（subfactor planar algebra）という.

R2

R1

R3

Figure 1. 平面タングル

続いて提唱されたのが, 次のKuperberg問題である.

部分因子環の平面代数について, 生成元と関係式を具体的に与え, それ
が実際に元の平面代数と一致していること, さらに上述の「よい条件」
を満たしていることを平面代数の議論だけで証明せよ.

例えば An型部分因子環の平面代数は Temperley-Lieb 代数であり, 対応する平面代数
はラベルがついていない平面タングルたちによって構成されることがよく知られてい
る [1, 2]. また, Morrison-Peters-Snyder [5] はD2n 型部分因子環の平面代数について,
Kuperbergの問題に完全な回答を与えた. また、Bigelow [6] はE6,E8 型部分因子環の
平面代数について, その生成元と関係式を与え, 有限次元性と球面性を平面代数の議論
だけで示した. しかしそれがもとの部分因子環と同型であること, 及びに非退化性, 半
単純性の証明には『 E6, E8型部分因子環は存在する』という事実（作用素環論の分野
で証明されたもの [3]）を用いており, 完全に組み合わせ的ではなかった.
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2 京都大学数理解析研究所 D2 岡崎 建太

1.2. 状態和不変量. 一方部分因子環 N ⊂ M が指数有限かつ II1型のとき, ここから導
かれる 6j-記号という量を用い, 三角形分割された 3次元多様体の各 “状態”の “重み”
を足し上げることにより, 三角形分割のとり方に寄らない 3次元多様体の不変量を得る
ことができる. これを 状態和不変量 という. しかしこの不変量を構成する際の 6j-記
号の構成の仕方は抽象的であり, 実際に具体的計算が行えるケースは限られている.

2. 主結果

今回報告する主結果は次の 2つである.

(1) Kupenberg 問題の E6, E8 型に対する完全な解答.
(2) E6, E8 型状態和不変量の組み合わせ的再構成.

以下これらについて順に説明していく. ただし, 簡単のため E6 型に話を限ることにす
る（E8 型についてもほぼ同じ議論が可能である）.

2.1. (1)について. まず平面代数で, 生成元がラベル付けられた６本足の円盤 S , 関

係式が以下のようであるものを考える. Bigelow はこの平面代数が E6 型部分因子環の
平面代数を与えることを示した.

(i) = [2] ∅, (ii) S = 0, (iii) S = e2π
√−1· 2

3 S ,

(iv)
S

S

= S + [2]2[3] , (v) S = 0.

ここで一番外側の円盤は略記してあり（基点は全て左上にあるものと約束する）, 長
方形の箱は Jones-Wenzl射影をあらわし, [n] = (qn − q−n)/(q − q−1), q = eπ

√−1/12 と
する.

次にこの平面代数の特別な元 P , P , Q を以下で定める.

P =
1

[2][4]

(
[2]2 − S

)
, P =

1

[2][4]

(
[3] + S

)
,

Q = − 1

[2][4]

S

S

.

主結果 1. E6 型部分因子環の平面代数の主要グラフは FIGURE 2.で与えられる.
ここで主要グラフは単純射影（のある同値類）を点集合にもち, その間の関係式によっ
て辺の集合が決定される. 主要グラフは半単純部分因子環（とその平面代数）の構造
を記述する非常に重要なものである. 正確な定義については [5, §4.1] を参照されたい.
これを用いることで, [5, §4.2] の議論と同様にしてこの平面代数の非退化性も示すこと
ができる.
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P Q

P

Figure 2. E6型平面代数の主要グラフ

2.2. (2)について. M(0) =
{∅, f (2), Q

}
とおく. ただし f (2) = と表記した. さらに

f (0)

f (0)

f (0)
= ∅,

f (2)

f (0)

f (2)
= , Q

f (0)

Q =
Q Q

,(2.1)

f (2)

f (2)

f (2)
= ,

f (2)

f (2)

f (2)* =
S

,
f (2) f (2)

Q
= Q .

と表す. これはM(0) の元の 3つ組 (x, y, z) について, H(x, y, z) を

y

x

z

の形で生

成される複素ベクトル空間とするときに, 各 H(x, y, z) の基底を固定する操作に対応し
ている. 例えば

H
(

, ,
)
= C⊕

S
C

である.（回転対称を除いて）式 (2.1)に出てこない3つ組 (x, y, z)に対しては,H(x, y, z) =
0である.
さて, 向き付け可能な 3次元多様体M と三角形分割 T に対し, 状態和を以下のよう

に定義していこう. T の各 2単体に対しそれに属する 1単体（3つある）の 1つを選ぶ
選び方 m をマーキングと呼ぼう. T の 2単体全体から集合 {· , ◦}への写像 ϕ と, T の
1単体全体から M(0)への写像 λの組 (ϕ, λ) を T の色付けとよぶ. このとき, 状態和
Z(M, T ,Φ,m) ∈ C を次で定める.

Z(M, T ,Φ,m) = w−v
∑
(ϕ,λ)

∏
E

tr (λE)
∏
T

W (T, ϕ, λ,Φ,m),

ここで w = 2 + [3]2, tr (∅) = tr (f (2)) = 1, tr (Q) = [3], v は T の 0単体の数であり,
(ϕ, λ) は T の色付け全体を, E は T の 1単体全体を, そして T は T の 3単体全体を走
る. さらに, “重み” W (T, ϕ, λ,Φ,m) を次で定めた.

W ( A B

C

D

f
c

a b

de

) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∣∣∣∣∣∣
A B

a b

c d

f

e

C

D

∣∣∣∣∣∣ , T の向きがΦと一致しているとき

上式の複素共役, その他

.
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ただし, (x, y, z) = (a, b, c), (a, e, f), (e, c, d), (b, d, f) のいずれかがH(x, y, z) = 0とな
るときはW (T, ϕ, λ,Φ,m) = 0とし, 白丸につく ∗記号はマーキングに従ってつけるも
のとする. ここで 6j記号 | · | は次のように定めた. （右辺分子の ∗記号は左辺の ∗記
号と同じにとる.）

∣∣∣∣∣∣
A

B

a

b
c

d

fe

C D

∣∣∣∣∣∣ =
A

B

a

b
c

d

fe

C D√√√√
A * *A

a
f
e

b

d
fB * *B

d
C * *Cc

e

D* *D
a

b

c

.

主結果 2. ZE6(M, T ,m) の値は三角形分割 T やマーキング m のとり方に依らない. ゆ
えにZE6(M) = ZE6(M, T ,m) はM の位相不変量である.

3. 補遺: E6型 6j記号の表

以下に前節で述べたE6型 6j記号の値を記す. ただし, 表記の簡単のため f (0), f (2), Q
を各々点線, 実線, 太線で表している. E8型については現在計算中である.∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1

21/4[2]1/2
,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1√

2[2]
,∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ = 1√
2[2]

,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1√

2[2]
,

∣∣∣∣∣
* *

∣∣∣∣∣ = 1√
2[2]

,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1,∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ = 1√
3[2]2

,

∣∣∣∣∣
* *

∣∣∣∣∣ = − 1√
6[2]

,

∣∣∣∣∣
* *

*

∣∣∣∣∣ = 1√
6[2]2

,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = − 1√

6[2]
,∣∣∣∣∣

*

∣∣∣∣∣ = − 1√
3[2]

,

∣∣∣∣∣
* *

∣∣∣∣∣ = 1√
6[2]

,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = − 1√

2[2]
.
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Two metrics on Teichmüller spaces

Erina Kinjo
Tokyo Institute of Technology, Department of Mathematics

Oh-okayama, Meguro-ku, Tokyo 152-8551, Japan;

kinjo.e.aa@m.titech.ac.jp

Abstract. We consider the length spectrum metric on the Teichmüller spaces of topolog-
ically infinite Riemann surfaces.

R: Riemann surface (except Ĉ,C,C− {0}, torus)
T (R): Teichmüller space of R := {(S, g) | g : R→ S a quasiconformal map }/ ∼ �

A quasiconformal map f on D ⊂ C is a homeomorphism with some constant H <∞ s.t.

for any z ∈ D,

lim sup
r→0

sup|z−w|=r |f(z)− f(w)|
inf |z−w|=r |f(z)− f(w)| ≤ H.

H ≥ 1.
f is a conformal map ⇔ H = 1.

f1↗ R1 (R1, f1)
R ↓ ∃ conformal ∼ g1 ◦ f1−1 � equivalent

g1↘ S1 (S1, g1)

We denote the equivalence class of (R, f) by [R, f ].
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� Two metrics on T (R)

Put p1 := [R1, f1], p2 := [R2, f2].
• Teichmüller metric dT

dT (p1, p2) = log{ inf
f∼f2◦f1−1

K(f)}

K(f) � H. f is a conformal map. ⇔ K(f) = 1
dT measures how far f2 ◦ f1−1 is from a conformal map.

• length spectrum metric dL

dL(p1, p2) = log sup
α
{�R2(f2 ◦ f1−1(α))

�R1(α)
,

�R1(α)

�R2(f2 ◦ f1−1(α))
}

α ∈ ΣR1 := {a simple closed curve in R1}
�R1(α): hyperbolic length of α

dL measures how f2 ◦ f1−1 changes length of curves in R1.
Subject:
When does dL define the same topology as that of dT on the Teichmüller space?

dL defines the same topology as that of dT on T (R).
⇔ For sequence {pn}∞n=0 ⊂ T (R),
limn→∞ dL(pn, p0) = 0⇔ limn→∞ dT (pn, p0) = 0
We write dT ∼ dL on T (R) if both metrics define the same topology.

·A sufficient condition (H. Shiga)
R is a Riemann surface with a pants decomposition R = ∪∞k=1Pk satisfying following

conditions:
(1)Each connected component of ∂Pk is either a puncture or a simple closed geodesic of
R.(k = 1, 2, . . . )
(2)∃M > 0 s.t. if α is a boundary curve of some Pk then

0 < M−1 < �R(α) < M.

⇒ dT ∼ dL on T (R).
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Examples (dT ∼ dL on T (R).)
· all Riemann surfaces of finite topological type
· some Riemann surfaces of infinite topological type as the following:

·A necessary condition
dT ∼ dL on T (R).
⇒ There is a constant M > 0 such that for any α ∈ ΣR, there is β ∈ ΣR such that α∩β �= ∅
and

�R(β)

�(α ∩ β)�R(α)
< M

holds.
Example (dT � dL on T (R).)
· a Riemann surface R with {αn} ⊂ ΣR s.t. limn→∞ �R(αn) = 0
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対称群及び交代群における方程式の解の個数

香田竜彦（室蘭工業大学院数理システム工学専攻）

概 要 pを素数, uを非負整数として, n 次対称群 Sn及び n 次交代群Anにおける単位元
の pu乗根の個数を割り切る p のべき数について考察し, いくつかの結果を得た. 特に, n
次交代群における involutionの個数を割り切る pのべき数が, n 及び n に依らないある
2 進整数により定まるという D. Kim と J. S. Kim の予想を肯定的に解決した.また, n
次対称群 Sn及び n 次交代群 Anにおける単位元の 4 乗根の個数を割り切る 2 のべき数
を n の関数として表した.

1. 既知の結果

記号 p :素数, u :非負整数, Qp : p進体, Zp : p進整数環,

ordp(a) = i ⇐⇒
def

a = aip
i + ai+1p

i+1 + · · · , ai �= 0, | a |p=
def

p−ordp(a), a ∈ Qp,

Zp〈X〉 :=
{ ∞∑

n=0

anX
n ∈ Zp[[X]]

∣∣∣∣∣ lim
n→∞ | an |p= 0

}
.

an(p
u)を n次対称群 Snにおける単位元の pu乗根の個数とすると, an(p

u)の母関数は

ECpu
(X) :=

∞∑
n=0

an(p
u)

n!
Xn = exp

(
X +

1

p
Xp +

1

p2
Xp2 + · · ·+ 1

pu
Xpu

)
となることが置換の型の考察により示される. ここで a0(p

u) = 1である. 次に, tn(p
u)を n次

交代群Anにおける単位元の pu乗根の個数とし, 数列 a−n (2u), n = 0, 1, 2, · · · ,を
∞∑
n=0

a−n (2u)
n!

Xn := exp

(
X − 1

2
X2 − 1

22
X22 − · · · − 1

2u
X2u

)
により定義すると, tn(2

u)は次のように表される.

tn(2
u) =

1

2

(
an(2

u) + a−n (2
u)
)
.

定義 1.1 形式的べき級数 Ep(X) =

∞∑
n=0

cnX
n,

∞∑
n=0

c−n Xn を

∞∑
n=0

cnX
n := exp

( ∞∑
k=0

1

pk
Xpk

)
,

∞∑
n=0

c−n Xn := exp

(
−

∞∑
k=0

1

pk
Xpk

)

で定める. Ep(X)は Artin-Hasse exponential と呼ばれる.

次のことが知られている.
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命題 1.2 ([2]) cn, c−n ∈ Zp, n = 0, 1, 2, · · · .
この事実を用いて, 次の定理が得られる.

定理 1.3 r を pu+1 未満の非負整数, y を非負整数とする.

(1) p ≥ 3 とする. このとき

f(X) ∈ cr − cpu+1+rp
u+1X + p2u+2XZp〈X〉

を満たす f(X) が存在し, 次の式が成り立つ.

f(y) =
apu+1y+r(p

u)

(pu+1y + r)!
(−pu+1)yy!, y = 0, 1, 2, . . . .

(2) p = 2, u ≥ 2 とする. このとき

f(X) ∈ cr(1− 2uX(X − 1) + 22u−1X(X − 1)(X − 2)(X − 3))

− c2u+1+r2
u+1X + 22u+2−δu2XZ2〈X〉,

f−(X) ∈ c−r (1 + 2uX(X − 1) + 22u−1X(X − 1)(X − 2)(X − 3))

+ c−
2u+1+r

2u+1X + 22u+2−δu2XZ2〈X〉

を満たす f(X), f−(X) が存在し, 次の式が成り立つ.

f(y) =
a2u+1y+r(2

u)

(2u+1y + r)!
(−2u+1)yy!, y = 0, 1, 2, . . . ,

f−(y) =
a−
2u+1y+r

(2u)

(2u+1y + r)!
(−1)r2(u+1)yy!, y = 0, 1, 2, . . . .

(3) p = 2, u = 1 とする. このとき

f(X) ∈ cr(1− 2X − 4X(X − 1)(X − 2)(X − 3)) + 4c4+rX + 8XZ2〈X〉,
f−(X) ∈ c−r (1− 2X + 4X(X − 1)− 4X(X − 1)(X − 2)(X − 3))

− 4c−4+rX + 8XZ2〈X〉

を満たす f(X), f−(X) が存在し, 次の式が成り立つ.

f(y) =
a4y+r(2)

(4y + r)!
4yy!, y = 0, 1, 2, . . . ,

f−(y) =
a−4y+r(2)

(4y + r)!
(−1)r(−4)yy!, y = 0, 1, 2, . . . .

系 1.4 ([5]) r を pu+1 未満の非負整数, y を非負整数とする. このとき

ordp
(
apu+1y+r(p

u)
) ≥ {pu+1 − 1

p− 1
− (u+ 1)

}
y + ordp(r!) =

u∑
j=1

[
pu+1y + r

pj

]
− uy
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である. また ordp(cr) < u+ 1 ならば

ordp(apu+1y+r(p
u)) =

{
pu+1 − 1

p− 1
− (u+ 1)

}
y + ordp(ar(p

u))

=

u∑
j=0

[
pu+1y + r

pj

]
− uy + ordp(cr)

となる.

注意 1.5 ap(p) = 1 + (p− 1)! ≡ 0 mod p, すなわち ordp(ap(p)) ≥ 1であることは Wilson の

定理として知られている.

系 1.6 ECpu
(X) の収束域は |x|p < pα, α = −

(
1

p−1 + u+ 1
)

1
pu+1 である.

注意 1.7 系 1.6は |x|p < pαならば lim
n→∞

∣∣∣∣an(pu)n!
xn
∣∣∣∣
p

= 0であることを意味する.

例 1.8 ([3, 4, 5, 6]) a0(2) = a1(2) = 1, a2(2) = 2, a3(2) = 4 より, 次が得られる.

ord2(an(2)) =

[
n+ 2

4

]
+

[
n+ 1

4

]
−

[
n

4

]
.

p-adic Weierstrass Preperation Theorem より次の定理が得られる.

定理 1.9 ([1]) r を pu+1 未満の非負整数, y を非負整数とする.

(1) ordp(cr) = u+ 1 かつ ordp(cpu+1+r) > 0ならば

ordp(apu+1y+r(p
u)) =

{
pu+1 − 1

p− 1
− (u+ 1)

}
y + ordp(r!) + u+ 1

が成り立つ.

(2) ordp(cr) = u+ 1 かつ ordp(cpu+1+r) = 0ならば

ordp(apu+1y+r(p
u)) =

{
pu+1 − 1

p− 1
− (u+ 1)

}
y + ordp(r!) + u+ 1 + ordp(y + b)

を満たす p 進整数 b が存在する.

例 1.10 ([4]) ord3(a9y+6(3)) = 2y + 4 + ord3(y + b), b = 2 + 32 + 2 · 37 + 38 mod 310,

y = 0, 1, 2, . . . .
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2. 結果

定理 2.1 p = 2, u = 1とする. yを任意の非負整数とし, yが奇数のとき χo(y) = 1, yが偶

数のとき χo(y) = 0とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) ord2(t4y(2)) = y + χo(y), ord2(t4y+2(2)) = ord2(t4y+3(2)) = y

(2) ord2(t4y+1(2)) = y+χo(y) · (ord2(y+ b)+1)を満たす 2進整数 b = 1+2+23+28+ · · ·
が存在する.

注意 2.2 (1)は [6]で証明され, (2)は [6]で予想されていた.

ord2(an(4)), ord2(tn(4))に関して次の定理が得られた.

定理 2.3 p = 2, u = 2とする. yを任意の非負整数とし, yが奇数のとき ϕo(y) = 2, χe(y) = 0,

yが偶数のとき ϕo(y) = 0, χe(y) = 1とする. このとき, 次が成り立つ.

ord2(a8y(4)) = 4y, ord2(a8y+1(4)) = 4y, ord2(a8y+2(4)) = 4y + 1,

ord2(a8y+3(4)) = 4y + 2, ord2(a8y+4(4)) = 4y + 4, ord2(a8y+5(4)) = 4y + 3,

ord2(a8y+6(4)) = 4y + 8, ord2(a8y+7(4)) = 4y + 4.

ord2(t8y(4)) = 4y + ϕo(y), ord2(t8y+1(4)) = 4y + ϕo(y),

ord2(t8y+2(4)) = 4y + 1, ord2(t8y+3(4)) = 4y,

ord2(t8y+4(4)) = 4y + 2, ord2(t8y+5(4)) = 4y + 3 + χe(y),

ord2(t8y+6(4)) = 4y + 3, ord2(t8y+7(4)) = 4y + 4 + χe(y).
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FINITE TYPE INVARIANTS FOR CYCLIC EQUIVALENCE

CLASSES OF NANOPHRASES

YUKA KOTORII

1. Introduction

Turaev developed the theory of words based on the analogy with curves on the
plane, knots in the 3-sphere, virtual knot diagrams, etc. in [4, 5, 6, 7]. A word will
be a sequence of symbols, called letters, belonging to a given set, called alphabet.

Vassiliev developed in [8] the theory of finite type invariants of knots, which is
conjectured to classify knots. In [1], Fujiwara provided a simple idea to define finite
type invariants for cyclic equivalence classes of signed words by introducing a new
type of crossing, called singular crossing, which plays intermediate role between an
actual and virtual crossing. Here the signed word is a nanoword over α = {+,−}.
We extend Fujiwara’s finite type invariants, to those for cyclic equivalence classes
of nanophrases over a general α not necessarily to be {+,−}. The purpose of this
paper is to construct the universal ones in Theorem 4.1, by following the approach in
[3]. In addition, we identify the universal finite type invariant of degree 1 essentially
with the linking matrix.

2. Nanowords and nanophrases

2.1. Words and phrases. An alphabet is a finite set and its element is called a
letter. A word of length m is a finite sequence of m letters. The unique word of
length 0 is called the trivial word and is written by ∅. An n-component phrase is
a sequence of n words, each of which we call a component. We write a phrase as
a sequence of words, separated by ‘|’. The unique n-components phrase for which
every component is the trivial word is called the trivial n-component phrase and is
denoted by ∅n. In this paper, we will regard words as 1-component phrases.

2.2. Nanowords and nanophrases. Let α be a finite set. An α-alphabet is an
alphabet A together with an associated map from A to α. This map is called a
projection. The image of any A ∈ A in α will be denoted by |A|. An isomorphism
f of an α-alphabet A1 to A2 is a bijection such that |f(A)| is equal to |A| for any
letter A in A1. A Gauss word on an alphabet A is a word on A such that every
letter in A appears exactly twice. Similarly, a Gauss phrase on A is a phrase which
satisfies the same condition. By definition, a 1-component Gauss phrase is a Gauss
word.

Let p be a Gauss word or a Gauss phrase. The rank of p is the number of distinct
letters appearing in p. We denote it by rank(p). Note that the rank of a Gauss
word must be a half of its length. For example, the rank of ABCBAC is 3 and the
rank of A|B|∅|BA is 2.

An n-component nanophrase over α is a pair (A, p) where A is an α-alphabet
and p is an n-component Gauss phrase on A. When n is equal to 1, we call it a
nanoword.

Let (A1, p1) and (A2, p2) be nanophrases over α. An isomorphism f of a
nanophrase (A1, p1) to (A2, p2) is an isomorphism f of α-alphabets such that f
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2 YUKA KOTORII

applied letterwisely to the ith component of p1 gives the ith component of p2 for all
i. If such an isomorphism exists, we say that (A1, p1) and (A2, p2) are isomorphic.

We can define the rank of a nanoword and a nanophrase similar to that of a
Gauss word and a Gauss phrase.

2.3. Shift move on nanowords and nanophrases. In [5], Turaev defined a shift
move on nanophrases. Let ν be an involution on α. Suppose p is an n-component
nanophrase over α. A ν-shift move on the ith component of p is a move which gives
a new nanophrase p′ as follows. If the ith component of p is empty or only a single
letter, then p′ is p. If not, we can write the form of the ith component of p by Ax.
Then the ith component of p′ is xA and other components of p′ are the same as the
corresponding components of p. Furthermore, if we write |A|p for |A| in p and |A|p′
for |A| in p′, then |A|p′ equals ν(|A|p) when x contains the letter A and otherwise,
|A|p′ equals |A|p.

3. Definitions of finite type invariants

In [1], Fujiwara defined finite type invariants for cyclic equivalence classes of
signed words. We now extend the definition of finite type invariants for general α.

Let α be any finite set. Let P (α, n) denote the set of isomorphism classes of
n-component nanophrases over α. Let ν be any involution on α. We define the
cyclic equivalence relation over n-component nanophrases as equivalence relations
generated by isomorphisms and ν-shift moves. Let P (α, ν, n) denote the set of
cyclic equivalence classes of n-component nanophrases over α.

We define α∗ = {a∗ | a ∈ α} and let A be an α ∪ α∗-alphabet. Then the letter
whose projection is contained in α∗ is called a singular letter and is denoted with
asterisk, say by A∗, for easy distinction. Let Pm(α, n) denote the set of isomorphism
classes of n-component nanophrases over α ∪ α∗ with m singular letters. We call
the phrase with singular letters a singular phrase. By definition, P0(α, n) is the set
of non-singular n-component nanophrases and so P0(α, n) = P (α, n).

Given an involution ν over α, we extend ν to α ∪ α∗ as follows. For any a ∈ α,
we define

ν(a∗) = ν(a)∗.

Then let Pm(α, ν, n) denote the set of cyclic equivalence classes of n-component
nanophrases over α∪α∗ withm singular letters, wherem is at least 0. By definition,
P (α, ν, n) = P0(α, ν, n). Put P(α, ν, n) = ∪m≥0Pm(α, ν, n).

An invariant u for cyclic equivalent classes of nanophrases is a map from the
set of n-component nanophrases in an abelian group G, which takes equal values
on nanophrases related by isomorphisms and ν-shift moves. In other words, it is a
map u : P (α, ν, n) → G.

Given an invariant u : P (α, ν, n) → G, we define its extension û : P(α, ν, n) → G
by the following rule{

û(p) = u(p) if p ∈ P0(α, ν, n)
û(xA∗yA∗z) = û(xAyAz)− û(xyz) if xA∗yA∗z ∈ Pm(α, ν, n) (m ≥ 1),

where A is a non-singular letter such that |A|∗ is equal to |A∗| and x, y and z are
arbitrary sequences of letters possibly including ‘|’ or ‘∅’. This map is well defined
because the result does not depend on the order of the singular letters which we
exclude. That is, the following two calculations have the same result.

Let p and q be n-component nanophrases. A nanophrase q is a subphrase of p,
denoted by q � p, if it is a nanophrase obtained from p by deleting pairs of letters.
Here each letter does not change the value of the projection. We use this word even
if we eliminate no-letters. If the rank of p is k, then p has exactly 2k subphrases.
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Example 3.1. Let p = ABA|B. Then the subphrases of p are ABA|B, AA|∅, B|B
and ∅|∅.

For any nanophrases p and q, we define δ(p, q) by

δ(p, q) = rank(p)− rank(q).

A map u : P (α, ν, n) → G is a finite type invariant if there exists a non-negative
integer m such that for any n-component nanophrases p with more than m singular
letters, û(p) is zero. The minimal such m is called the degree of u.

The map u : P (α, ν, n) → G is a universal finite type invariant of degree m if for
any finite type invariant v of degree less than or equal to m taking values in some
abelian group H, there exists a homomorphism f from G to H such that

P (α, ν, n)
u ��

v ����������� G
�

f

��
H

In particular, if p and q are two n-component nanophrases over α which can be
distinguished by a finite type invariant of degree less than or equal to m and u is
the universal invariant of degree m, then u(p) is not equal to u(q).

In [3], Goussarov, Polyak and Viro constructed the universal finite type invariants
of virtual knots and links. In [2], Gibson and Ito constructed the universal finite
type invariants for homotopy classes of nanophrases. In a similar way, we construct
the universal finite type invariants for cyclic equivalence classes of nanophrases in
the next section.

4. Universal finite type invariants

Let ZP (α, n) be the additive abelian group freely generated by isomorphism
classes of n-component nanophrases. Let G(α, ν, n) be the group obtained from
ZP (α, n) by taking quotient with the following relations,{

w|AxAy|t− w|xByB|t = 0

w|Az|t− w|zA|t = 0,

where |B| = ν(|A|), x, y and z do not contain ‘|’ and z does not contain A.
For each non-negative integer m, we define a map Om : P (α, n) → P (α, n) by

(1) Om(p) =

{
p if rank(p) ≤ m,

0 otherwise.

We extend Om linearly to all of ZP (α, n).
We introduce the following relation on G(α, ν, n),

p = 0

if p is an n-component nanophrase with rank(p) > m.
Let Gm(α, ν, n) be the group obtained from G(α, ν, n) by taking quotient with

the above relation which depends on m.

Theorem 4.1. There exists a map Γm,n : P (α, ν, n) → Gm(α, ν, n) which is
the universal finite type invariant of degree m for cyclic equivalence classes of
nanophrases.

Also, we identify the universal finite type invariant of degree 1 essentially with
the linking matrix.
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対称群及び交代群による環積における

方程式の解の個数

室蘭工業大学大学院数理システム工学専攻 　佐藤将樹

概 要 位数が素数 p の巡回群の n 次対称群による環積において, 位数 pu の元の個数を
調べた. 特に u = 1のとき, その個数を割り切る pべき数が n − [n/p]であることを示し
た. この結果は p = 2の場合に示された T.Yoshida の結果の一般化である. 同様に, 位数
2 の巡回群の n次交代群による環積における involution の個数を調べて結果を得た.

1. 環積 G � Sn, G � An における xm = ε の解の個数に関する母関数

G を有限群, K を n 次対称群 Sn の部分群とする. 群の直積

G(n) := G × · · · × G︸ ︷︷ ︸
n

について,

ρ(σ)(g1, . . . , gn) = (gσ−1(1), . . . , gσ−1(n)),
∀σ ∈ K, ∀(g1, . . . , gn) ∈ G(n)

で定義されるK から G(n)の自己同型群 Aut G(n) への準同型 ρ : K → Aut G(n) が存在す

る. よって, K による G(n) の上への作用

σ(g1, . . . , gn) = (gσ−1(1), . . . , gσ−1(n))

が定義される. この作用に関する G(n) と K の半直積をG の K による環積といい, G � K で
表す. 特に |G � K| = |G|n|K| である. 定義から, (g1, . . . , gn) ∈ G(n) と σ ∈ K に対して

σ(g1, . . . , gn)σ−1 = (gσ−1(1), . . . , gσ−1(n))

である. G の単位元を e で, G � Sn の単位元を ε で表す. mを自然数とする. 長さ � の巡回置

換 σ ∈ Sn に対して (g1, . . . , gn)σ ∈ G � Sn が ((g1, . . . , gn)σ)m = ε を満たすための必要十分

条件は � が m の約数であり, かつ

ε = (g1, . . . , gn) · σ(g1, . . . , gn) · · · σm−1
(g1, . . . , gn)

= ((g1gσ−1(1) · · · gσ−�+1(1))m/�, . . . , (gngσ−1(n) · · · gσ−m+1(n))m/�)

が成り立つことである. {d0, . . . , dr} を m の約数の集合とし,

a(G,m/dk) = �{g ∈ G | gm/dk = e}, k = 0, 1, 2, . . . , r,

とおく. またG � S0=G � A0={ε}とする. a(G � Sn, m) および a(G � An,m) の指数型母関数に
ついて上記の事実と置換の型の考察より次の命題が成り立つ.
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命題 1.1 ([Oka90, Chi96])

∞∑
n=0

a(G � Sn,m)
|G|nn!

Xn =
∏
d|m

exp
(

a(G,m/d)
|G| d xd

)
= exp

⎛
⎝∑

d|m

a(G,m/d)
|G| d Xd

⎞
⎠ .

命題 1.2 ([Chi96])

∞∑
n=0

a(G � An,m)
|G|nn!

Xn =
1
2

⎧⎨
⎩exp

⎛
⎝∑

d|m

a(G,m/d)
|G| d Xd

⎞
⎠ + exp

⎛
⎝∑

d|m
(−1)d−1 a(G,m/d)

|G| d Xd

⎞
⎠
⎫⎬
⎭ .

　 p を素数, u を自然数とする. bn(pu) = a(Cp � Sn, pu), qn(2u) = a(C2 � An, 2u), ただし Cp

は位数 p の巡回群, とする. このとき, 命題 1.1 より

∞∑
n=0

bn(pu)
n!

Xn = exp

(
u−1∑
k=0

ppk−kXpk
+ ppu−u−1Xpu

)

である. 数列 b−n (pu), n = 0, 1, 2, . . . ,を

∞∑
n=0

b−n (2u)
n!

Xn = exp

(
2X −

u−1∑
k=1

22k−kX2k − 22u−u−1X2u

)
　

で定めると, 命題 1.2より次が成り立つ.
∞∑

n=0

qn(2u)
n!

Xn =
1
2

{ ∞∑
n=0

bn(2u)
n!

Xn +
∞∑

n=0

b−n (2u)
n!

Xn

}
.

2. Artin-Hasse exponential

Qpを p進体, Zpを p進整数の環とする. Qpの元 aに対して, a = aip
i +ai+1p

i+1 + · · · , ai �=
0である iを ordp(a)と表す. さらに, aの p進絶対値を |an|p := p−ordp(a) で定義する. また
Tate ring Zp〈X〉を次の式で定義する.

Zp〈X〉 :=

{ ∞∑
n=0

anXn ∈ Zp[[X]]
∣∣∣ lim

n→∞ |an|p = 0

}
.

形式的べき級数 Ep(X) =
∞∑

n=0

cnXn , E−
p (X) =

∞∑
n=0

c−n Xnを

∞∑
n=0

cnXn := exp

( ∞∑
k=0

1
pk

Xpk

)
,

∞∑
n=0

c−n Xn := exp

(
−

∞∑
k=0

1
pk

Xpk

)

により定義する. Ep(X)はArtin-Hasse exponentialと呼ばれ, 次の事が知られている.

命題 2.1 ([Die57]) cn, c−n ∈ Zp, n = 0, 1, 2, . . . .
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3. 結果

命題 2.1を用いて次の事が得られた.

定理 3.1 rを pu未満の非負整数とする. このとき

f(X) ∈ prcr

(
1 + (−1)p+1 p(u+1)(p−1)

(p − 1)p
X(X − 1) · · · (X − p + 1)

)

−pu+1+r

p − 1
cpu+rX + p2u+1+rXZp〈X〉

を満たす f(X) が存在して, 次を満たす.

f(y) =
bpuy+r(pu)
(puy + r)!

(
− pu+1

ppu(p − 1)

)y

y!, y = 0, 1, 2, . . . .

定理 3.1と p-adic Weierstrass Preparation Theoremを用いて次の系を得る.

系 3.2 rを pu未満の非負整数とし, yが非負整数とする. このとき次が成り立つ.

(1) ordp(cr) < u + 1 =⇒

ordp(bpuy+r(pu)) =
u−1∑
j=0

[
puy + r

pj

]
− u

[
puy + r

pu

]
+ ordp(cr).

(2) ordp(cr) = u + 1 かつ ordp(cpu+r) ≥ 1 =⇒

ordp(bpuy+r(pu)) =
u−1∑
j=0

[
puy + r

pj

]
− u

[
puy + r

pu

]
+ u + 1.

(3) ordp(cr) = u + 1 かつ ordp(cpu+r) = 0 =⇒

ordp(bpuy+r(pu)) =
u−1∑
j=0

[
puy + r

pj

]
− u

[
puy + r

pu

]
+ u + 1 + ordp

([
puy + r

pu

]
+ b

)
を満たす p進整数 bが存在する.

例 3.3 u = 1とする. r = 0, 1, · · · , p − 1 のとき, cr =
1
r!
であり, ordp(cr) = 0 となる. よっ

て, 系 3.2(1)より

ordp(bn(p)) = n −
[
n

p

]
である. 特に, p = 2のとき次が成り立つ.

ord2(bn(2)) = n −
[n

2

]
=

[
n + 1

2

]
.

系 3.2より次の事が分かる.
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定理 3.4 α := lim
n→∞ inf

ordp(bn(pu)) − ordp(n!)
n

= −
(

1
p − 1

+ u + 1
)

1
pu

+ 1 であり,

さらに
∞∑

n=0

bn(pu)
n!

Xn の収束域は |x|p < pα である.

注意 3.5 定理 3.4で u = 0とすれば, 主張は exp (X)の収束域が |x|p < p
− 1

p−1 であることに

対応している. また, u → ∞とすれば, 主張は Artin-Hasse exponentialの収束域が |x|p < 1
であることに対応している.

定理 3.6 rを pu未満の非負整数とする. このとき

f−(X) ∈ 2rc−r
(
1 + 2u+1X(X − 1)

)
+ 2u+1+rc−2u+rX + 22u+1+rXZ2〈X〉

を満たす f−(X) が存在して, 次を満たす.

f−(y) =
b−2uy+r(2u)
(2uy + r)!

(−1)r

(
2u+1

22u

)y

y!,　 y = 0, 1, 2, . . . .

定理 3.1, 3.6より次の定理が成り立つ.

定理 3.7 rを pu未満の非負整数とし, yを非負整数とする. このとき位数 2の巡回群C2の n

次交代群Anによる環積において, involution の個数を割り切る 2のべき数は

ord2(q2uy+r(2u)) = (2u+1 − (u + 2))y − 1 + ord2(r!) + ord2

(
f(y)

(−1)y
+

f−(y)
(−1)r

)

となる. ただし, f(X)と f−(X)はそれぞれ定理 3.1, 3.6で述べられた形式的べき級数であ
る. 特に u = 1のとき次が成り立つ.

ord2(q2y+r(2)) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

[
2y + r + 1

2

]
y + rが偶数のとき,[

2y + r + 1
2

]
+ 1 y + rが奇数のとき.
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生体分子の分子動力学に対する時系列解析

─集団運動の揺らぎと構造変化の関係を探る─

奈良女大院 東工大 奈良女

冨士 香奈 関嶋 政和 戸田 幹人

概 要

生体内における様々な機能のほとんどはタンパク質の働きが大きく関わっている。そのタン
パク質の機能発現には構造が重要な役割を果たしているとされる。そのため、これまで多くの研
究によってその構造が明かにされてきた。今日では分子動力学法という手法を用いて、タンパク
質の動きをシミュレートすることが可能となり、タンパク質の構造変化に迫る研究は大きく発展
した。しかし、生体分子などの多自由度な時系列データ解析において、その膨大なデータの中か
らいかにして必要な情報を読み取るかは重要な問題の一つである。本研究ではタンパク質の分子
動力学データに対し、構造変化解析を行うことで新たな解析手法を探るきっかけをつかみたいと
考えている。

1 目的
本研究はシニョリンという 10残基からなる人工タンパク質の分子動力学時系列データを用

いて、複数の構造間を遷移する生体分子の振る舞いに対する理解を深めることを目的とした。

2 解析対象

図 1: シニョリン

シニョリン (chignolin)とは独立行政法人 産業技術総合研究所で作られた世界最小の人工タ
ンパク質である [1]。このシニョリンは 10個のアミノ酸が鎖状につながったポリペプチドで、図
1のような構造をしている。
シミュレーションデータの全時間は 1[μ sec]である。20[psec]ごとにサンプリングされてい

るので、50000個の時系列データとなっている.
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3 解析の流れ
まず両末端間距離の時系列を調べ、タンパク質が開いたり閉じたりする構造変化の頻度を調

べた．次にタンパク質のねじれや曲がりを表す指標を用いて出現頻度の高い構造の分類を行い、
それらの構造間遷移を解析した．最後に出現頻度の高い構造の水素結合に着目し，構造遷移が生
じる際の水素結合の時間変化を調べた．

4 結果

4.1 両末端間距離の時間変化
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図 2: 安定な構造における両末端間距離の時間変化

図 2は 900-940[nsec]での両末端間距離の時間変化を示す。タンパク質が閉じた状態のとき、
2種類の揺らぎを交互に示す領域と、1種類の揺らぎを示す領域が存在することがわかる。

4.2 二面角座標を用いた主成分分析 [2]

タンパク質のねじれや曲がりを表す指標のことを二面角とよぶ。タンパク質を構成する原子
座標から二面角を計算し、その座標を用いて主成分分析を行った。
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図 3: 二面角座標を用いた主成分
分析
高い値を示す領域を丸い点線で囲い
それぞれを集団 1 ∼ 5とした。
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図 4: v2-v1 平面上での時間変化

(900-928[nsec])

��

��

��

�

�

�

�

�� �� �� � � � �

���

図 5: v2-v1 平面上での時間変化

(928-940[nsec])

図 3全時間の時系列を用いて主成分分析を行った結果である。図 4と図 5を見ると，前節で
定義した集団 1、2、3を遷移していることがわかる。900-928[nsec]時刻では主に集団 1と集団
2を何度も移り変わり、(c)928-940[nsec]の時刻は集団 3の周辺を行き来している。つまり N末
端と C末端の距離で見られた安定した構造のわずかな違いが、dPCAによって出現頻度の高い
構造に対応することが示された。
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4.3 水素結合の時間変化

安定した構造を形成する際に重要となる要素は、安定した構造で向かい合う主鎖または側鎖
の間に働く水素結合である。図 2で示した安定な構造が継続する時間帯において構造形成に重要
な役割を果たす可能性のある水素結合の振る舞いを調べ，安定構造間を遷移する際の水素結合の
時間変化を解析する。
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図 6: 水素結合距離の時間変化

図 6 を見ると、900∼928[nsec] の範囲で一定の距離を保つ関係が見られる。928[nesc] あた
りで距離が急激に広がり、その後安定せず波うつように変動している。よって 928[nesc] より
前では水素結合を形成していた部分が、928[nesc] 以降外れたと考えられる。また、906[nesc]，
921[nesc]，924[nesc]あたりでピークが見られる。主鎖の酸素原子の位置が大きく変動すること
はほぼ無いと考えると，これらの時刻では，トリプトファンの側鎖がタンパク質の内側から外側
に大きく向きを変えたと考えられる．
この結果は、水素結合の切り替わりによって，構造間遷移を読み取ることが可能であること

を示唆する．

5 考察
dPCAによる構造解析の結果では、出現頻度の高い構造が 5つの集団に分けられることを示

し、安定構造を形成する時間帯においては、そのうちの 3つの集団を遷移していることを突き止
めた。さらにその 3 つの集団のうちでも、遷移しやすい構造間とそうでないものとに分けられ
た。このことは安定した構造の違いによって構造間の遷移にも特徴があることを示唆する。水素
結合の結果より、安定構造を形成する時間帯で現れる 3つの集団それぞれにおいて、構造中の水
素結合のとり方に違いが見られることがわかった。つまりシニョリンの安定構造は結びつく水素
結合の種類とその振る舞いに基づく分類ができる可能性を示唆している。
今回の解析は主に 900-940[nsec]の解析を行ったが、他の構造が比較的安定な時間帯にも同

様の解析を行う必要がある．さらに今後は、解析の新たな切り口として運動に焦点を当てた解析
を行う必要があると考えている。
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連続測定を受ける量子系の状態の時間発展について∗

布田 徹†

北海道大学大学院理学院数学専攻

概要

量子系において, 観測を連続的に行うと系の状態が初期状態のまま凍結してしまう場
合がある. 今回はこの効果－量子ゼノン効果－の数学的側面について紹介する. まず, 量
子ゼノン効果の厳密な生起条件を提示し, 量子ゼノン効果が起らない場合についても例を
挙げる. 次に, 量子ゼノン効果が起る場合の時間分割の個数に関する漸近挙動について述
べる. 最後に, 連続的な観測によって, 状態ベクトルを状態空間上の曲線に乗せて移動さ
せることが出来ることをみる.

1 Introduction

量子系の状態は, 状態空間と呼ばれる複素ヒルベルト空間Hの 0でない元で表され, 物理
量は状態空間上の自己共役作用素で表される. いま, 単位ベクトルΨ,Φ ∈ Hを状態であ
るとすると, 量子系が観測によって状態Ψから状態Φに遷移する確率は, 量子力学の公理
により | 〈Φ,Ψ〉 |2で与えられる. 一方, 量子系の状態の時間発展は, � := h

2π
(hはプランク

定数)が 1となる単位系を用いると, 途中で系に対する観測を行わない限り, 系のハミルト
ニアンH から定まる強連続 1パラメータユニタリ群 {e−itH}t∈R によって記述される. し
たがって, 初期状態がΨであるとき, 時刻 tにおける観測で状態がΨへ遷移する確率 (生き
残り確率)は | 〈Ψ, e−itHΨ

〉 |2で与えられる. このような観測を繰り返し行うことを考える.
任意の時間 t > 0に対して, Δを区間 [0, t]の任意の分割で,

Δ : 0 = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = t

であるものとし, k = 1, · · · , N に対して, Δk := tk − tk−1, |Δ| := max1≤k≤N Δk とおく. こ
のとき,

PΔ(Ψ, t) :=
N∏
k=1

| 〈Ψ, e−iΔkHΨ
〉 |2

を考える. PΔ(Ψ, t)は, Δの分点 (t1, · · · , tN)において順に観測を行い, いずれの観測でも
状態が初期状態Ψに遷移する確率である.

|Δ|を無限小にするとPΔ(Ψ, t)が1になる,つまり観測を間断なく行ってやると状態が初
期状態のまま凍結される,というのが量子ゼノン効果である (B.Misra and E.C.G.Sudarshan
[6]).

∗本研究は新井朝雄教授（北海道大学）との共同研究 [1]に基づく.
†E-mail: t-fuda@math.sci.hokudai.ac.jp
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定義 1.1
lim

|Δ|→0
PΔ(Ψ, t) = 1

のとき, 初期状態Ψに対する, 時間 tの量子ゼノン効果が起こるという.

まず, 簡単に量子ゼノン効果が起る場合があることを見ておく. 分割ΔをN 等分割で
あるとすると,

PΔ(Ψ, t) =
∣∣〈Ψ, e−itH/NΨ

〉∣∣2N .

任意のΨ ∈ ∩∞
n=1D(Hn)に対して,

e−itH = I − itH − t2

2
H2 +O(t3) (t → 0)

が成り立つことに注意すると, このΨに対して,∣∣〈Ψ, e−itHΨ
〉∣∣2 = 1− (ΔH)2Ψt

2 +O(t4) (t → 0).

ただし,

(ΔH)Ψ := ‖(H − 〈Ψ, HΨ〉)Ψ‖ =

√
‖HΨ‖2 − 〈Ψ, HΨ〉2

である. このとき, 十分大きなN に対して,

PΔ(Ψ, t) ≈
[
1− (ΔH)2Ψ

(
t

N

)2
]N

≈ e−(ΔH)2Ψt2/N ≈ 1.

したがって, 量子ゼノン効果が起ることがわかる. しかし, このような摂動論的手法で
得られる量子ゼノン効果の生起条件は強い制限を受けており, 量子ゼノン効果のより詳細
な解析を行うには, より制限の少ない生起条件が要求される.

2 任意の分割に対する量子ゼノン効果

ここでは, まず, 量子ゼノン効果の生起条件に関する次の定理を紹介する.

定理 2.1 Ψ ∈ D(H), ‖Ψ‖ = 1とするとき,

lim
|Δ|→0

PΔ(Ψ, t) = 1

が成り立つ.

また, この定理において, 仮定Ψ ∈ D(H)がない場合は必ずしも量子ゼノン効果が起る
わけではないことを次の例で示す.

例 2.2 状態のヒルベルト空間としてH = L2(R), ハミルトニアンとして 1次元空間Rの
中の質量m > 0の量子力学的な自由粒子のハミルトニアンH0 := p2/2m, p := −iDx を考
える. ただし, Dx は L2(R)上の（変数 xに関する）一般化された偏微分演算子とする.
さらに, c > 0を定数とし, ψ̂0を ψ0 ∈ L2(R)の L2-Fourier変換とする.
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このとき,

ψ̂0(k) =

√
2c

π

√
|k|

k4 + c2
, k ∈ R.

とおくと, 簡単な計算から ‖ψ0‖ = 1と ψ0 
∈ D(H0)がわかる. さらに, 任意の ε > 0に対
して, c > −(m/t) log εとおくと,

lim
|Δ|→0

N∏
k=1

∣∣〈ψ0, e
−iΔkH0ψ0

〉∣∣2 < ε

であることもわかる.
したがって, この場合, 量子ゼノン効果は起らない.

3 時間分割の個数に関する漸近挙動

次に, 量子ゼノン効果が起こる場合の時間分割の個数に関する漸近挙動について得られた
結果を述べる.

定理 3.1 Δが等分割であるとき, 単位ベクトルΨ ∈ D(H)に対して,

PΔ(Ψ, t) =
∣∣∣〈Ψ, e−i t

N
HΨ

〉∣∣∣2N = 1− t2(ΔH)2Ψ
1

N
+ o(

1

N
), (N → ∞)

が成り立つ. ただし, (ΔH)2Ψ = ‖HΨ‖2 − | 〈Ψ, HΨ〉 |2 はΨにおけるエネルギーの分散で
ある.

4 状態空間における曲線上の量子ゼノン効果

量子ゼノン効果が連続測定によって状態ベクトルを一点に留めておく効果であるのに対し
て, 連続測定によって状態ベクトルを曲線に乗せて移動させることができることを示す.

定理 4.1 Ψ(·)を区間 [0, t]上のH-値関数で,任意のλ ∈ [0, t]に対して, Ψ(λ) ∈ D(H), ‖Ψ(λ)‖ =
1であるものとする. さらに,

sup
0≤λ≤t

‖HΨ(λ)‖ < ∞, sup
λ,ν∈[0,t]

λ �=ν

‖Ψ(λ)−Ψ(ν)‖
|λ− ν| < ∞,

lim
|Δ|→0

N∑
k=1

Re 〈Ψ(tk)−Ψ(tk−1),Ψ(tk−1)〉 = 0

が満たされていると仮定する. このとき, 次の等式が成り立つ.

lim
|Δ|→0

N∏
k=1

| 〈Ψ(tk), e
−iΔkHΨ(tk−1)

〉 |2 = 1.
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例 4.2 任意の λ ∈ [0, t]に対して, Ψ(λ) ≡ Ψ0 ∈ D(H), ‖Ψ0‖ = 1 とすると, Ψ(·)は定理
4.1の仮定を全て満たすので, lim|Δ|→0 PΔ(Ψ(·), t) = 1である.
したがって, 定理 2.1は定理 4.1の特殊な場合である.

定理 4.1を応用することで次の系 4.3が得られる.

系 4.3 Ψ(·)を区間 [0, t]上の強微分可能なH-値関数で, 任意のλ ∈ [0, t]に対して, Ψ(λ) ∈
D(H), ‖Ψ(λ)‖ = 1であるものとする. さらに,

ξ := sup
0≤λ≤t

‖HΨ(λ)‖ < ∞, η := sup
0≤λ≤t

‖Ψ′(λ)‖ < ∞

であるとき, 次の等式が成り立つ.

lim
|Δ|→0

PΔ(Ψ(·), t) = 1.

5 連続測定による任意の二つの状態間の遷移

任意の単位ベクトルΨ,Φ ∈ D(H)に対して, 系 4.3の仮定を満たし, 始点をΨ, 終点を Φ
とするような曲線が存在する. したがって, 系 4.3により, 次の解釈が可能な数学的内容が
証明される:
任意の単位ベクトルΨ,Φ ∈ D(H)に対して, 連続測定によって状態をΨからΦへ遷移

させることができる.
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