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当研究集会の経費は、

北海道大学大学院理学研究院数学部門

から賄われています。





はじめに

「第 �回数学総合若手研究集会～多分野間の知識の交流を目指して～」�以下������は院
生および若手研究者自らによって組織・運営されており、

� 数学に関わる様々な分野における若手研究者の「交流の場」

� 新しい研究テーマを見つける「発見の場」

となることを主な狙いとしています。
当研究集会では、数学専攻はもちろんのこと、数学に関わる物理・化学・経済・工学など、多

分野の若手研究者の方々のご講演およびポスター発表が行われます。様々な分野の若手研究者
が発表し交流しあい、お互いの研究活動に刺激を与える機会になる研究集会を目指しておりま
す。また、若手の研究者にとってこれからの研究活動の手助けになる研究集会であって欲しい
と願っております。
発表形式は、口頭発表であるシングルセッションとパラレルセッション、そしてポスター発

表の �種類です。シングルセッションでは、すべての分野の参加者に聴講して頂けるように、講
演者の方にはできるだけ入門的な内容、とくに問題の背景、動機から話して頂くようお願いし
ております。パラレルセッションは分野ごとに部屋を分けて講演していただきます。
この概要集は講演者の方々から事前に集めた原稿を印刷したものです。本研究集会の目的に

合わせ、講演者の方には多分野の方々にわかり易いように、研究の動機・背景や、入門的な事
項を含めて書いて頂きました。参加者が講演をより深く理解し、活発で分野横断的な交流を行
い、またご自身の研究を進展させる一助となればこの上ない喜びです。
なお、この研究集会は、

� 北海道大学大学院理学研究院数学部門

の援助を受けて開催されます。
最後になりましたが、開催にあたり、

� 北大数学教室の先生方、

� 事務の方々、

� 過去の数学総合若手研究集会世話人の方々

から、多大なるご支援を頂きました。この場をかりて心より感謝申し上げます。

	
��年 	月
����� 世話人
福永知則 梅田耕平 菅井　智
関坂歩幹 高棹圭介 中島規博
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第7回数学総合若手研究集会 

The 7th Mathematics Conference for Young Researchers 

日時：2011年2月28日（月）～2011年3月3日（木） 

場所：北海道大学 学術交流会館 

A：小講堂（シングル・パラレル会場） B：会議室1（ポスター会場・休憩所） 

C：会議室2（パラレル会場）   D：会議室3（パラレル会場）  

E：会議室4（パラレル会場） 

URL：http://www.math.sci.hokudai.ac.jp/sympo/mcyr/2011/index.html 

・シングルセッション 

 A： 加世堂公希（Masaki KASEDOU）  北海道大学大学院理学院  

     特異点論と空間的部分多様体の微分幾何学 

 A： 山本健（Ken YAMAMOTO）   早稲田大学先進理工学研究科  

     財布に硬貨をためない支払い方法とフラクタル状構造 

 A： 多羅間大輔（Daisuke TARAMA）  京都大学大学院情報学研究科  

     Algebraic geometry of the eigenvector mapping for a free rigid body 

 A： 廣瀬三平（Sampei HIROSE）   京都大学数理解析研究所  

     Holonomic 系に対する完全 WKB 解析 

 A： 西澤由輔（Yusuke NISHIZAWA）  首都大学東京大学院理工学研究科  

     一次元極限葉層構造をもつ3次元$C ^1$微分同相写像の力学系について 

 A： ギブソン アンドリュー（Andrew GIBSON） 東京工業大学大学院理工学研究科  

     flat virtual link の同値問題について 

 A： 大関一秀（Kazuho OZEKI）   明治大学先端数理科学インスティテュート  

     第1ヒルベルト係数によるイデアルの分類について 

 A： 縫田光司（Koji NUIDA）   産業技術総合研究所情報セキュリティ研究セ ンター  

     量子力学の物理原理的特徴付けと凸集合の幾何学 

 A： 黒田紘敏（Hirotoshi KURODA）  東北大学大学院理学研究科  

     グラフに退化する領域上での放物型方程式の解の特異極限について 

・パラレルセッション 代数学会場 

 C： 塩見大輔（Daisuke SHIOMI）   名古屋大学大学院多元数理科学研究科  

     Cyclotomic function field の Jacobi 多様体について 

 C： 伊東杏希子（Akiko ITO）   名古屋大学大学院多元数理科学研究科  

     ある二次体の類数の可除性と岩澤不変量について 

 C： 東谷章弘（Akihiro HIGASHITANI）  大阪大学大学院情報科学研究科  

     Roots of Ehrhart polynomials of Gorenstein Fano polytopes 

 C： 高木聡（Satoshi TAKAGI）   京都大学大学院理学研究科  

     Extensions of the category of schemes 

 C： 杉山倫（Rin SUGIYAMA）   名古屋大学大学院多元数理科学研究科  

     Tate-Beilinson conjecture for products of plane curves over finite fields 
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・パラレルセッション 幾何学会場 

 D： 佐藤寛之（Hiroyuki SATO）   京都大学大学院情報学研究科  

     行列多様体上の最適化アルゴリズム 

 D： 橋永貴弘（Takahiro HASHINAGA）  広島大学大学院理学研究科  

     リー群上の左不変 solsoliton と極小部分多様体 

 D： 奥原沙季（Saki OKUHARA）   首都大学東京大学院理工学研究科  

     ３次元特殊ラグランジュ錐の構成と可積分系 

 D： 齋藤翔（Sho SAITO）    名古屋大学大学院多元数理科学研究科  

     On the geometric realization and subdivisions of dihedral sets 

 C： 嶺山良介（Ryosuke MINEYAMA）  大阪大学大学院理学研究科  

     ある群の等周スペクトルについて 

 D： 八木潤（Jun YAGI）    高知大学大学院総合人間自然科学研究科  

     The primeness of almost alternating link diagrams 

 D： 隅田大貴（Daiki SUMIDA）   九州大学大学院数理学府  

     Brieskorn 結び目のトポロジー 

 D： 北澤直樹（Naoki KITAZAWA）    東京工業大学大学院理工学研究科  

     可微分写像の特異点と多様体の大域的不変量の関係 

・パラレルセッション 解析学会場 

 A： 加藤孝盛（Takamori KATO）   名古屋大学大学院多元数理科学研究科  

     Well-posedness for the fifth order KdV equation 

 A： 冨澤佑季乃（Yukino TOMIZAWA）  中央大学大学院理工学研究科  

     Banach 空間上の変分不等式問題と不動点問題の強収束定理 

A： 増田茂（Shigeru MASUDA）   首都大学東京大学院理学研究科   

The rapidly decreasing functions included in the “two-constant” of the microscopically descriptive fluid 

equations 

 C： 反田美香（Mika TANDA）   近畿大学大学院総合理工学研究科  

超幾何微分方程式の完全 WKB 解析 

 A： 柏原崇人（Takahito KASHIWABARA）  東京大学大学院数理科学研究科  

     非線形境界条件を課した Stokes 方程式の変分不等式による定式化と数値計算 

 C： 石田敦英（Atsuhide ISHIDA）   神戸大学大学院理学研究科  

     量子力学系の散乱理論 

 A： 楢崎政宏（Masahiro NARAZAKI）  九州大学大学院数理学府  

     Bergman 空間の完全正規直交基底の決定と Bergman 核の変換公式 

 D： 若杉勇太（Yuta WAKASUGI）   大阪大学大学院理学研究科  

     波動方程式の解のエネルギーの下からの評価について 

 A： 野瀬敏洋（Toshihiro NOSE）   九州大学大学院数理学府  

     振動積分の漸近挙動について 

D： 池田正弘（Masahiro IKEDA）   大阪大学大学院理学研究科  

Hartree-Fock 方程式に対する散乱問題について（On the domain and range of the modified wave 

operator for the Hartree-Fock equations） 
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 A： 野井貴弘（Takahiro NOI）   中央大学大学院理工学研究科  

     変動指数 Triebel-Lizorkin 空間と変動指数 Besov 空間の双対空間 

 A： 水谷治哉（Haruya MIZUTANI）   東京大学大学院数理科学研究科  

     Strichartz estimates for Schrödinger equations on a class of non-compact manifolds 

 A： 三好寿幸（Toshiyuki MIYOSHI）  龍谷大学大学院理工学研究科  

     平面弾性閉曲線における曲率の爆発現象 

 C： 藤田真依（Mai FUJITA）   大阪大学大学院理学研究科  

     Weighted norm inequalities for multilinear Fourier multipliers 

・パラレルセッション 数理科学会場 

 E： 斎藤新悟（Shingo SAITO）   九州大学大学院数理学研究院  

     正規コピュラの漸近的裾依存性 

 E： 野田佳克（Yoshikatsu NODA）   東京工業大学大学院情報理工学研究科  

     半導体の量子移流拡散モデルを解析するための反復スキームについて 

 E： 森岡悠（Hisashi MORIOKA）   筑波大学大学院数理物質科学研究科  

     離散 Dirichlet-Neumann 写像による電気伝導度の決定について 

 E： 新國裕昭（Hiroaki NIIKUNI）   東京大学大学院数理科学研究科  

     3個の周期的デルタ型点相互作用に従う1次元シュレディンガー作用素に ついて 

 E： 小林幹（Miki KOBAYASHI）   京都大学数理解析研究所  

     カオス力学における不安定周期軌道の多様体構造と周期窓の出現 

 E： 満倉英一（Eiichi MITSUKURA）  首都大学東京大学院理工学研究科  

     点分岐をもつ多項式族 

 E： 鹿野豊（Yutaka SHIKANO）   東京工業大学大学院理工学研究科  

     ボルンの統計公式の再考 

 E： 宮路智行（Tomoyuki MIYAJI）   京都大学数理解析研究所  

     On pulsative solution of the Lugiato-Lefever equation 

 E： 中野直人（Naoto NAKANO）   芝浦工業大学工学部，慶應義塾大学理工学部  

     密度勾配依存応力モデルにおける単純剪断流の定常解の存在と一意性に ついて 

・ポスターセッション 

 B： 石山健一（Ken-ichi ISHIYAMA）  成蹊大学法学部 

非線形モデル現象にみられる間欠性と経済予測 

 B： 伊藤翼（Tsubasa ITO）    北海道大学大学院理学院 

Modulus of continuity of $p$-Dirichlet solutions in a metric measure space 

 B： 上田亮介（Ryosuke UEDA）   北海道大学大学院工学研究科 

トカマクにおける電磁流体力学シミュレーションに対する CIP-MOCCT 法の適用 

 B： 大久保岳（Gaku OKUBO）   北海道大学大学院工学院 

コーシー条件面法による大型ヘリカル装置の３次元磁場分布逆解析 

 B： 小原まり子（Mariko OHARA）   東北大学大学院理学研究科 

Rational elliptic surfaces related to Beilinson's Tate conjecture 

 B： 高堂渉（Wataru TAKADO）   北海道大学大学院工学院 

Alfvén 速度による移流へ CIP 法を適用した電磁流体力学方程式計算コード の開発 
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 B： 長瀬優子（Yuko NAGASE）   北海道大学大学院理学研究院 

Cahn-Hilliard/Allen-Cahn 方程式の解の存在について 
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楕円的モンテシノス絡み目の幾何 

 B： 西山博太（Hirota NISHIYAMA）  中央大学大学院理工学研究科 

modified Zakharov-Kuznetsov 方程式に対する保存型差分スキーム 

 B： 野田昌弘（Masahiro NODA）   信州大学大学院工学系研究科 
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2橋絡み目に関する H(2)-unknotting operation について 

 B： 王艶艶（Yanyan WANG）   名古屋大学大学院多元数理科学研究科 

Some explicit calculations on the variation of the Bergman kernel 

 

世話人：福永知則（代表）、梅田耕平、菅井智 

関坂歩幹、高棹圭介、中島規博 
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シングルセッション





特異点論と空間的部分多様体の微分幾何学
(Differential geometry of spacelike submanifolds and singularity theory)

加世堂　公希 (北海道大学大学院理学院数学専攻)

1 序

本稿では特異点論による部分多様体の局所的な微分幾何学の研究を紹介する。はじめに３次元
ユークリッド空間内の曲面のガウス曲率とガウス写像の特異点との関係に触れ、ジェネリック
に現れる特異点の幾何学的な解釈を説明する。この研究はブレッカーとウィルソンによって行
われ、さらにバンチョフら [2]はカスプ型特異点の局所的な幾何学的性質を調べた。本稿では泉
屋 [3]を元に解説を行う。
後半ではユークリッド空間から離れて擬計量を持つ場合の研究を紹介する。双曲空間はリー
マン計量を持ち、ミンコフスキー空間内の半径−1の擬球と等長同型である。特に 2次元の場
合はポアンカレ円盤内で実現されることが知られている。泉屋 [4]らはミンコフスキー空間内の
双曲空間内の超曲面に対し、位置ベクトルと時間的法方向の組み合わせによって光錐方向を対
応させる光錐ガウス像の定義を与えて曲面との関係を調べた。
一方ミンコフスキー空間内の半径+1の擬球として、ド・ジッター空間が定義される。本稿
の後半ではド・ジッター空間内における光錐ガウス像の特異点の幾何学的解釈を紹介する。ま
た、余次元が２以上の空間的部分多様体とその管状曲面についての幾何学的関係についても紹
介する。

2 写像芽の特異点

本節では写像芽・関数芽の特異点について解説する。まずm,nを自然数とし、写像f : Rm −→ Rn

が点a ∈ Rm(またはb ∈ Rn)で特異点 (singular point)を持つとは、fの微分写像daf : TaRm −→
TbRm が条件 rank daf < min(m,n)をみたす時を言う。Rm,Rnを一般の可微分多様体に置き換
えても特異点の定義ができ、多様体上の座標変換によって「写像が特異点を持つ」という性質
は変わらない。逆に特異点ではない写像の場合は陰関数定理を用いることで、適当な座標の取
替えから写像 f は射影や包含写像として表される。
写像の特異点の例として、一変数関数f(u1, . . . , um) : Rm −→ Rの特異点は条件 (df/dui)(u) =

0 (i = 1, . . . ,m)を満たす臨界点uである。m = n = 2の写像の場合ではホイットニー (Whitney)

によって分類された折り目型 (fold)特異点とカスプ型 (cusp)特異点がある。図 1のように折り
目特異点は曲線状に分布し、カスプ特異点は孤立して存在する。
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図 1: 左図の折り目型特異点と、右図のカスプ型特異点

RmからRnへの可微分写像全体の集合C∞(Rm,Rn)にホイットニーC∞位相 (Whitney C∞-

topology)が与えられているとする。このとき写像に関する性質P がジェネリックであるとは、
部分集合B = {f ∈ C∞(Rm,Rn) | f が性質 Pを持つ } がC∞(Rm,Rn)の残留集合 (加算個の稠
密開集合の共通部分)を含むときをいう。特にこの場合の部分集合Bは C∞(Rm,Rn)で稠密開
集合となることが知られている。([12]参照) ジェネリックな性質 P をもつ写像芽 f を単にジェ
ネリックと呼ぶ。一般のR2からR2への可微分写像は他の特異点を持つことができるが、写像
の特異点が高々折り目型・カスプ型しか現れない条件はジェネリックになっている。
本論では局所的な写像の性質を考えるために、写像芽を取り扱う。点 a ∈ Rm について、

C∞(Rm,Rn)の同値関係 f ∼ gは条件「ある aの開近傍 U が存在して f |U = g|U」で定められ
る。この同値類 f̃ を f の写像芽 (map germ)と呼び、同値類の集合を Ea(m,n)と表す。以降写
像芽の表記 f̃ を f と区別せず単に f : (Rm, a) −→ Rnと書くことに注意する。関数芽 (function

germ)の集合 Ea(m, 1)はR-多元環で唯一の極大イデアルはM = {f ∈ Ea(m, 1) | f(a) = 0} と
表される。関数芽 fi ∈ Eai

(m,n) (i = 1, 2)がA-同値 (A-equivalent)であるとは、微分同相写像
芽Φ, ϕが存在して下の可換図式 ϕ ◦ f1 = f2 ◦ Φが成立するときである。

(Rm, a1)
f1−−−→ (Rn, f(a1))

Φ

y ϕ

y
(Rm, a2)

f2−−−→ (Rn, f(a2))

(1)

折り目型・カスプ型というのは、上図 1の標準形の式とA-同値な写像芽の (または写像のある
点における)特異点をさす。fi ∈ Eai

(m, 1)で fi(ai) = 0を満たす写像芽 (i = 1, 2)が K-同値
(K-equivalent)であるとは、微分同相写像芽Φと定義域上で 0の値をとらない関数 λを用いて
λ× f1 = f2 ◦ Φと表されるときを言う。
Whitneyの結果は 2次元から 2次元への写像芽のジェネリックな特異点はA-同値類で 2種類
しかないことを言っている。しかもこのA-同値類の代表元である写像に充分小さな摂動を与え
ても元のA-同値類に属するという安定性を持つ。
関数芽 f ∈ Ea(m, 1)に対して、f, ∂f/∂ui (i = 1, . . . ,m) で生成されるイデアルで Ea(m, 1)を
割り、そのR上のベクトル空間として見たときの次元をチュリナ数と呼ぶ。また Ea(m, 1)を f
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図 2: 曲面とガウス写像の絵、右は shoe surfaceとMenn’s surface のガウス写像

で生成されるイデアルで割った空間をQ(f)とおく。fがaで特異点を持つとき、fの 2階微分の
微分係数を並べたヘッセ行列Hess f(a)の退化次数を f の corankと呼ぶ。チュリナ数とQ(f),

f の corank は f と同じK-同値類の写像芽に対して不変である。

3 R3内の曲面とガウス写像の特異点

U を２次元ユークリッド空間の開部分集合、その座標を (u1, u2)と表す。3次元ユークリッド空
間内の曲面M は無限回微分可能な埋め込み写像X : U −→ R3 で定義される。Xの像をM と
書き、Xを曲面M のパラメータ付けと呼ぶ。各点 p = X(u)における曲面の単位法線方向を対
応させる写像 e : U −→ S3は曲面のガウス写像と呼ばれ、e(u)は曲面のパラメータの偏微分
係数Xu1(u),Xu2(u)の外積を正規化した方向により与えられる。ガウス写像は曲面の幾何学的
な性質と密接に関係している。曲面上の点 pについてガウス写像の微分写像 dueによって定め
られる接空間 TpM 上の線形変換を曲面M の型作用素と呼ぶ。型作用素の固有ベクトルと固有
値 κiは曲面の主方向、主曲率と呼ばれ、型作用素の固有値の積K = κ1κ2 の方はガウス=クロ
ネッカー曲率 (以後、ガウス曲率)と呼ばれる。因みにガウス曲率は曲面のパラメータXによっ
て定められる第一基本量 ds2(正値対称な 2-形式) の係数とそのパラメータの偏微分によって書
き表すことが出来る。したがって２つの曲面が合同ではなくても、同一の第一基本量 ds2 を持
てば２つの曲面の曲率が対応する各点で一致することが分かる。
ガウス写像の特異点はガウス曲率 0の点に対応する。この点を放物点 (parabolic point)と呼
ぶ。ガウス写像は局所的にR2からR2への写像となるが、ガウス写像の特異点はジェネリック
には折り目型・カスプ型だけが現れる。例として靴曲面 (shoe surface)とメーン曲面 (Menn’s

surface)があり、図を見ると確かに折り目型・カスプ型特異点が現れることが分かる。なお、平
面や円筒はジェネリックな曲面の仲間に入らない、このときのガウス写像の像は一点や線分に
つぶれてしまう。
ベクトル v ∈ R3 \ {0}に関する曲面の高さ関数 hv : U −→ R(またはH(u,v) = hv(u))を

hv(u) = ⟨X(u),v⟩で定義する。高さ関数はガウス曲率と密接な関係を持ち、v0がある曲面上の
点 p0の法方向をさす場合は hv0のヘッセ行列式とガウス写像の階数が一致する。
バンチョフ [2]においてカスプ型特異点関する詳しい解説がされているが、ここでは泉屋 [3]

まとめられた結果の一部を紹介する。
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定理 3.1. ジェネリックな曲面MとそのパラメータXについて、放物点の集合は正則曲線をな
し、折り目型特異点と孤立したカスプ型特異点に分類される。

(1) 点u0 ∈ Uが折り目型特異点を持つとき、カスプ型特異点を含まないある近傍Uが存在し
てガウス写像は (a)1:1か (b)2:1になる。

(a) u ∈ U は折り目型特異点で曲率が 0になる放物点である。uと曲面上の同じ法方向
を持つ点は U 上存在しない。

(b) u,u′ ∈ Uはガウス写像の正則点（非特異点）で曲率は 0にならない非放物点である。
さらに u,u′は曲面上の同じ法方向を持つ。

(2) 点 u0 ∈ U がカスプ型特異点を持つとき、uのある近傍 U 上の点はガウス写像が (a)1:1、
(b)1:1、(c)2:1、(d)3:1 となるように分類される。このときU には唯一つのカスプ型特異
点しか含まない。

(a) u0 ∈ U は放物点で特にカスプ型特異点である。uと曲面上の同じ法方向を持つ点は
U 上存在しない。

(b) u ∈ U は非放物点である。uと曲面上の同じ法方向を持つ点は U 上存在しない。

(c) u,u′ ∈ U について uは非放物点、u′ ∈ U は放物点で特に折り目型特異点である。
u,u′は曲面上の同じ法方向を持ち、外に同じ法方向を持つ点は U 上存在しない。

(d) u,u′,u′′ ∈ U は非放物点で、曲面上でこの 3点と同じ法方向を持つ点は U 上存在し
ない。

他にもラグランジュ・ルジャンドル特異点論を用いて、ジェネリックな曲面の幾何学的な性
質がガウス写像や縮閉面・ペダル曲面に現れる特異点と関係することが知られている。

4 空間的超曲面と部分多様体

空間 Rn+1
1 = {x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 | xi ∈ R} と擬内積 ⟨x, y⟩ = −x0y0 +

∑n
i=1 xiyiが

定義された空間をミンコフスキー空間と呼ぶ。またミンコフスキー空間内のベクトルが擬直交
するとは擬内積が 0になることである。Rn+1

1 のベクトル v ̸= 0が ⟨v, v⟩の符号が正、負また
は 0である場合にそれぞれ空間的、時間的または光的と呼ばれる。r ∈ Rについて、半径 rの
擬球 B(r) = {x ∈ Rn+1

1 | ⟨x, x⟩ = r}を考えると、B(1)をド・ジッタ－空間、B(0)を光錐、
B(−1) ∩ {x0 > 0}の連結成分を双曲空間と呼び、それぞれ Sn

1 , LC
∗, Hn

+(−1)と書く。
rを自然数、U をRn−rの開部分集合とする。埋め込み写像 f : U −→ Sn

1 の像M はド・ジッ
ター空間の部分多様体となる。部分多様体が空間的であるとは、各点 p ∈ M での接ベクトル
v ̸= 0がすべて空間的であることをいう。このとき埋め込み写像Xから定まる部分多様体Mの
誘導計量 ds2は正定値となり、リーマン計量であることが分かる。部分多様体M が時間的であ
る場合の誘導計量は指数１の非退化計量、光的な場合は退化次数 1の退化した半正定値計量と
なる。
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空間余次元 r が１の空間的部分多様体 X : U −→ Sn
1 を空間的超曲面と呼ぶ。このとき

X, ∂X/∂ui と擬直交する時間的法方向への対応 e : U −→ Hn
+(−1) がとれる。ユークリッド

空間の曲面の類似物として、光錐ガウス像 L±(u)とベクトル v ∈ LC∗に関する光錐高さ関数
H̄(u, v) = h̄v(u)が定義される。空間的超曲面の光的法方向に関する光的ガウス曲率を定義する
と、光錐ガウス像の特異点は光的ガウス曲率 0の点と対応する。
超曲面上の任意の点で n− r個ある主曲率がすべて一致するとき、全臍的と呼ぶ。ユークリッ
ド空間上で全臍的な曲面は大きく分けて球面と平面の２種類に分けられるが、ド・ジッター空
間上の空間的超曲面は 3種類あることが分かった。特に光錐主曲率が 0になる場合はド・ジッ
ター=ホロ超球面と呼ばれる。
ここでは、[4]の付録で解説されているルジャンドル特異点についての解説を少し行う。m, kを
自然数、F : (Rm × Rn, (u0,v0)) −→ (R, 0)を関数芽とする。∆∗F = (F, ∂F/∂u1 , . . . , ∂F/∂un)、
集合芽Σ∗F := {(u,v) | ∆∗F (u,v) = 0}を定める。F がモース超曲面族であるとは∆∗F がΣ∗F

上で非退化であるときをいう。このとき、Σ∗F は (k− 1)次元部分多様体の集合芽となり、F か
らルジャンドルはめ込み芽L : (PT ∗(Rk), (u0,v0)) −→ (R, 0) が構成できる。アーノルド [1]と
ザカリューキン [11]の結果から次の事が言える。

定理 4.1. モース超曲面族 F,Gと対応するルジャンドルはめ込み芽LF ,LGとおく。このとき、

(1) LF と LGはルジャンドル同値であるための必要十分条件は F とGがP-K-同値

(2) LF がルシャンドル安定である必要十分条件は f = F |Rn×{0}がK-普遍開折

光錐高さ関数はモース超曲面族である。定理 4.1の (2)を仮定すると、光錐高さ関数 hvがK-
同値でうつりあうことと光錐ガウス像がA-同値でうつりあうことが同値な条件になる。その他
に、ド・ジッター=ホロ超球面と空間的超曲面との接触型も対応することが分かる。
3次元ユークリッド空間の曲面の場合は少し違ってラグランジュはめ込みを考えて議論する。
また写像の特異点も違うものが現れる。([3],[12]参照)

4.1 光錐ガウス像に関する主結果

ここでは 3次元ド・ジッター空間の考察について紹介する。3次元ド・ジッター空間内の空
間的曲面と 3次元ユークリッド空間での曲面に関する結果は類似点が多いものの、法線方向の
動く次元に違いがあることが分かる。光錐ガウス像は局所的には２次元から 3次元への写像で、
光錐高さ関数について定理 4.1の (2)を満たす条件はジェネリックになる。ジェネリックな場合
に光錐ガウス像に現れる特異点はカスピダルエッジ型 (cuspidal edge)とスワローテイル型 (ツ
バメの尾, swallowtail)がある。スワローテイル型は孤立特異点で、２方向にカスピダルエッジ
型に分岐し、その像に自己交差を持つことが図 3から分かる。

定理 4.2 ([7]). Xを 3次元ド・シッター空間のジェネリックな空間的超曲面のパラメーターと
する。このとき曲面上の放物点の集合は正則曲線をなし、どちらか一方の主曲率は 0ではない。
また光錐ガウス像に現れる特異点は高々カスピダルエッジ型とスワローテイル型のみ現れる。
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図 3: 光錐ガウス像に現れるカスピダルエッジ特異点・スワローテイル型特異点

(1) 点 u0 ∈ U がカスピダルエッジ型特異点を持つとき、スワローテイル型特異点を含まない
ある近傍Uが存在して光錐ガウス像は 1:1になる。曲面上で同じ光錐法方向を持つ２点は
U 上存在しない。U 上の点は曲線をなす (a)光錐放物点とその他の (b)非光錐放物点に分
けられる。

(2) 点 u0 ∈ U がスワローテイル型特異点を持つとき、uのある近傍U 上の点は光錐ガウス像
が (a), (b), (c)単射の場合と、(d) 2:1の場合に分類される。光錐ガウス像は単射のときは
曲面上の同じ光錐法方向を持つ他の点は U 上存在しない。

(a) u0 ∈ U は光錐放物点で光錐ガウス像はスワローテイル型特異点を持つ。

(b) u ∈ U は光錐放物点で光錐ガウス像は折り目型特異点を持つ。

(c) u ∈ U は光錐放物点ではない。

(d) u,u′ ∈ Uはともに非光錐放物点ではないが、光錐ガウスの交差点である。u,u′以外
に同じ光錐法方向を持つ点は U 上存在しない。

一般次元の空間的超曲面における光錐ガウス写像の特異点についても、A-同値による分類か
ら空間的超曲面に関する考察が可能であるが、次元が高すぎると現れる特異点のA-同値類の数
が無限になってしまう。またド・ジッター空間内の時間的超曲面 ([6])についても同様の現象が
観察されることが既に知られている。

5 余次元2以上の空間的部分多様体と管状超曲面の構成

3次元ユークリッド空間内の空間曲線から、各点での法空間による単位円を考えることにより、
管状曲面 (canal surface, tubular surface)と呼ばれる曲面が構成されることが知られている。[5]

では双曲空間内の部分多様体の空間的管状曲面が構成されている。本稿では擬計量の場合の類
似として、ド・ジッター空間内における２種類の管状曲面を紹介する。
r ≥ 2を整数U ⊂ Rn−rを開集合とする。余次元 rの空間的部分多様体X : U −→ Sn

1 を考え、
その像をM = X(U)とおく。曲面上の各点 p = X(u)における空間的擬正規法方向 e(u, µ)は
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図 4: 円と放物線から構成された管状曲面

平行条件 ∂e(u, µ)/∂ui ∈ TpMを満たすものとする。ここで µは曲面上の点 pで擬正規法方向が
動く際のパラメータである。このとき時間的管状超曲面は以下のように構成される。

X̄t
CM(u, µ) = cos θX(u) + sin θe(u, µ).

平行条件を満たす時間的擬正規法方向によって空間的管状超曲面も構成できる。管状超曲面そ
のものは特異点を持つ場合があり、その条件は空間的部分多様体の法方向 e(u, µ)に関する主曲
率の値と管状超曲面の半径パラメータ θと関係する。本稿では管状超曲面そのものの特異点を
避けるために管状超曲面の正則点 (u, µ) を含むある開集合 V に制限し、時間的管状超曲面と空
間的部分多様体との幾何学的関係を考える。時間的管状超曲面は時間的超曲面になり、[6]から
ド・ジッター=ガウス像やド・ジッターガウス曲率・主曲率が定義される。
一方、空間的部分多様体にパラメータつきの θ-超曲面という特異点つきの接空間が空間的な
写像が構成され、これは時間的管状超直面のド・ジッター=ガウス像の制限写像になる。e(u, µ)

に関する高さ関数はモース超曲面族となる。また空間的法方向に関する全臍的な空間的部分多
様体はド・ジッターガウス主曲率 0の平坦な時間的超曲面に含まれる。

命題 5.1 ([9]). 時間的管状超曲面のド・ジッター=ガウス像に特異点が存在する必要十分条件
は対応する空間的部分多様体のある空間的法方向 e(u, v)に関する主曲率のひとつが tan θの値
をとることである。特にド・ジッター=ガウス像の corank はこの主曲率の重複度に一致する。

一方、空間的管状超曲面においても類似の命題が成り立つが、対応する光錐ガウス像に特異
点が現れる条件は対応する主曲率が 0になるときで、パラメータ θは条件に直接現れない。

5.1 管状超曲面に関する主結果

最後に管状超曲面に関する写像芽と関数芽間の対応をまとめた。

定理 5.2 ([9]). 2組の空間的部分多様体Xi（i = 1, 2）とその時間的管状超曲面 X̄t
CM,iに対し

て、定理 4.1の (2)の条件を仮定するとき、以下の条件は同値となる。

(1) 対応するド・ジッター=ガウス像がA-同値でうつりあう

(2) ド・ジッター高さ関数芽がK-同値でうつりあう
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(3) θ-超曲面がA-同値でうつりあう

(4) e(u, µ)に関するXiの高さ関数がK-同値でうつりあう

上の条件は、時間的管状超曲面とこれに接触する平坦な時間的超曲面との接触型や、空間的
部分多様体とこれに接触する平坦でない全臍的な時間的超曲面との接触型とも対応が取れる。
微分幾何に関する研究において写像の特異点と関係する幾何学的な性質を調べたり、ジェネ
リックな場合に局所的な性質を調べたりすることは他の空間や部分多様体を調べる際にも有効
である。
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財布に硬貨をためない支払い方法とフラクタル状構造

早稲田大学大学院先進理工学研究科、日本学術振興会特別研究員 (DC2)

山本健

1 最小支払いとは？

買い物は我々が日々行なう必須な経済活動の 1 つである。毎日の買い物の中で気付かな
い間に大量の小銭が財布にたまってしまい、煩わしく思うことがあるのではないだろうか。
本研究は “財布の中に小銭をため込まないためにはどうすればよいか？” という日常的で素
朴な疑問から出発する。
まず、簡単な例を考えてみる。財布の中に 100円玉と 1円玉が 1 枚ずつあるときに 96円

の買い物をするとしよう。支払いの方法は 100円玉 1 枚のみで支払うか、100円玉と 1円
玉を支払うかの 2 とおりがある。100円玉 1 枚で支払いをするとおつりは 4円（1円玉が 4
枚）なので、会計後の財布には 1円玉 5 枚が残る。一方、100円玉と 1円玉で支払いをする
とおつりは 5円（5円玉が 1 枚）なので、会計後の財布には 5円玉 1 枚が残る。このことか
ら、財布に残る硬貨の枚数は支払いの方法によって変わりうるということがわかる。
この事実を踏まえ、会計後に財布内の硬貨の枚数が最も少なくなるような支払いの方法を

最小支払いと呼ぶことにする。ただし、次の 2つの仮定を置く。(1) 店は最小枚数の硬貨で
おつりを出す（客への配慮）。(2) 客が払う硬貨と店がおつりとして返す硬貨には共通のも
のがない（同じ硬貨が行き来するのは非効率的であるため）。上の例の場合、2とおりの払
い方を比べると、100円玉と 1円玉を出し、おつりとして 5円玉を受け取るのが最小支払い
であることが分かる。

2 おつりの時間遅れプロット

客が最小支払いを続けるときに受け取るおつりの時系列に注目しよう。以下を仮定し、数
値計算を行なった。(1) 客・店は最小支払いを繰り返す。(2) 硬貨の枚数に注目するため、品
物の金額は 1円から 999円までとし、金額はそれぞれの支払いごとに独立かつ一様に分布す
る。(3) 支払い時以外には財布内の硬貨の出入りはないものとし、硬貨だけでは払いきれな
い場合は適宜 1000円札を使用するものとする（1000円札の枚数に上限はないとする）。ま
た、客が硬貨をもっていない状態を初期条件とした（初期条件の選び方に重要性はない）。
おつりの時系列を分析するために時間遅れプロット [1]を利用する。時系列 x(0), x(1),

· · · , x(T ) に対する時間遅れプロットは平面の点集合 {(x(t), x(t + 1))|t = 0, 1, · · · , T − 1}
として定義され、隣接する時系列データ間の相関を図的に表現できる。一般に決定論的な
データの時間遅れプロットは組織立った構造をもち、ノイズを多く含むデータの時間遅れプ
ロットはぼやけた分布となることが知られている。

108回の最小支払いで受け取るおつりの時間遅れプロットを図 1に示す。プロットが存在
しない領域は大小の三角形をなし、よく知られたフラクタル図形である Sierpinski ガスケッ
ト [2]に似た構造をしている。

3 最小支払いの計算法

本節以下、最小支払いの数理的な構造を探る。
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図 1: (a) おつりの時間遅れプロット（通貨は日本円）。(b) Sierpinski ガスケット。

手始めに、硬貨の種類（通貨）、財布の中身、および代金の額が与えられたときに最小支
払いを求める方法を述べる。可能な支払いのパターンを手当たり次第に調べ上げて最小支払
いを見つける方法（全探索）が最も単純なアプローチある。現実的な貨幣システムの場合、
最小支払いの問題での全探索は一般的な組合せ最適化問題の場合に比べて圧倒的に小さい計
算量で済むので、素朴な全探索も充分に有効であることが期待できる。しかし、全探索では
最小支払い問題の数理的な性質に切り込むには不十分である。全探索よりも効率的で最小支
払いの構造に根差した計算法を以下で述べる。
より簡単な場合として、硬貨が ♢6, ♢2, ♢1 の 3 種類、紙幣が ♢12 である仮想的な通貨

‘♢’ を考える。財布の中の ♢6, ♢2, ♢1 硬貨の枚数がそれぞれ n1, n2, n3 であるとき、ベク
トル的な記法 (n1, n2, n3) によって財布の中身を明示する。例えば、財布の中身が (1, 1, 1)
（つまり、所持金が ♢9）であるときに価格 ♢4 の品物を購入する場合の最小支払いを求めて
みる。会計前の所持金は ♢9 であり、会計後の所持金は ♢9− ♢4 = ♢5 となる。残金 ♢5 を
最小枚数の硬貨で表すと (0, 2, 1) である。会計前 (1, 1, 1) と会計後 (0, 2, 1) の変化をみると
♢6硬貨 1 枚が減少し、♢2硬貨 1 枚が増加している。これより、♢6硬貨を 1 枚出し、おつ
りとして ♢2硬貨を 1 枚受け取るという支払い方法が得られ、これがいまの場合の最小支払
いである。一般に、最小支払いの計算手順は、

(1) 会計前後の所持金をそれぞれベクトル表示する。（特に、会計後の所持金は最小枚数で
ベクトル表示する。）

(2) 会計後に減少した硬貨が支払いに使用され、増加した硬貨がおつりに対応する。（枚数
の変化がない硬貨は支払いに関与しない。）

からなる。この手法は任意の通貨に適用可能である。

4 倍数性

日本円の場合、与えられた金額を最小枚数の硬貨の組合せで表すのは容易である。例え
ば、329円を最小枚数硬貨で表す方法を求める手順は

(1) 0 ≤ 329/500 < 1 より、500円玉は 0 枚。

(2) 3 ≤ 329/100 < 4 より、100円玉は 3 枚。残りは 329 − 100 · 3 = 29
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(3) 0 ≤ 29/50 < 1 より、50円玉は 0 枚。

(4) 2 ≤ 29/10 < 3 より、10円玉は 2 枚。残りは 29 − 10 · 2 = 9

(5) 1 ≤ 9/5 < 2 より、5円玉は 1 枚。残りは 9 − 5 · 1 = 4

(6) 4 ≤ 4/1 < 5 より、1円玉は 4 枚。残りは 4 − 1 · 4 = 0 で終了。

このように、大きい額面の硬貨から順に取れる最大枚数を引いていく方法を貪欲アルゴリズ
ムと呼ぶ [3]。現実のほぼ全ての通貨は貪欲アルゴリズムによって一意的に最小枚数表現を
得ることができるように金種が設定されている。
しかし、硬貨の額面を任意に与えた貨幣システムにおいて与えられた金額を最小枚数の硬

貨で表すのは簡単ではなく、‘おつりの問題’ [4]として知られている（貪欲アルゴリズムが正
解を与えるとは限らない）。また、どのような貨幣システムで貪欲アルゴリズムが有効なの
かという問題にも完全な解答は与えられていない [5]。通貨が単位額面の硬貨をもてば、全
ての金額を表すことが可能であるが、その表現は一意的であるとは限らない（もし新たに ‘3
円玉’が発行されたとすると 6 円を最小枚数硬貨で表す方法として 1円 + 5円, 3円 + 3円
の 2 とおりが可能となる）。一方、単位額面硬貨がない貨幣システムの場合、コインをどう
組み合わせても表現できない金額が存在してしまう。そのような金額の最大値を求めるのが
Frobenius のコインの問題 [6]である。
以下の解析では硬貨の額面について次の仮定をおく。

硬貨および紙幣の隣り合う額面が全て倍数・約数の関係にある。

この性質を倍数性と呼ぶことにする。実際の通貨では日本円 (1000円札; 500, 100, 50, 10,
5, 1円硬貨)、韓国ウォン (1000ウォン札; 500, 100, 50, 10, 5, 1ウォン硬貨)、アイスラン
ド・クローナ (500クローナ札; 100, 50, 10, 5, 1クローナ硬貨) などが倍数性を満たす。し
かし、多くの通貨は部分的に倍数性が崩れている。例えばアメリカドル (1ドル (= 100セ
ント)札; 50, 25, 10, 5, 1セント硬貨) では、25 と 10 が倍数の関係を満たさない。
倍数性をもつ貨幣システムでは貪欲アルゴリズムによって最小枚数表示を得ることができ

る。前節で導入した簡素なモデル通貨 ‘♢’ (♢12紙幣; ♢6, ♢2, ♢1硬貨) も倍数的である。
日本円の場合に各金額を最小枚数の硬貨で表す場合、1円、10円、100円玉はそれぞれ 4

枚以下、5円、50円、500円玉はそれぞれ 1 枚以下に抑えられることは経験的に明らかであ
る。実際、100円玉が 5 枚以上ある場合はその一部を 500円玉に替えた方が枚数を少なくで
き、100円玉の枚数の上限 ‘4’ は 500/100− 1 によって求められる（他の硬貨でも同様であ
る）。この議論は倍数的な通貨で一般に成り立ち、通貨 ♢ において ♢6, ♢2, ♢1 硬貨それぞ
れの枚数 n1, n2, n3 は

n1 ≤ ♢12
♢6

− 1 = 1, n2 ≤ ♢6
♢2

− 1 = 2, n3 ≤ ♢2
♢1

− 1 = 1 (1)

という上限をもつ。
なお、ベクトル表示 (n1, n2, n3)が与えられると、合計金額は硬貨の額面を並べたベクトル

(♢6,♢2, ♢1)との内積によって計算できる: (n1, n2, n3) ·(♢6, ♢2,♢1) = n1♢6+n2♢2+n3♢1.
結局、ベクトル表示 (n1, n2, n3) が与えられれば合計金額が定まり、逆に金額が与えられれ
ば、その金額を最小枚数で実現する硬貨の組合せ（ベクトル表示）が一意的に定まる。この
意味で、合計金額とベクトル表示を同一視し、♢4 = (0, 2, 0) のように表す。
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5 なぜフラクタル状の構造をもつのか

前節で導入したベクトル記法と最小支払いの計算法を利用し、最小支払いによるおつりの
時系列の時間遅れプロットが図 1のような微細構造をもつ仕組みを説明する。引き続き仮想
的な通貨 ‘♢’ （♢12紙幣; ♢6, ♢2, ♢1硬貨）の場合をみる。

t回目の支払いを終えた直後の財布内の ♢6, ♢2, ♢1 硬貨の枚数をそれぞれ n1(t), n2(t),
n3(t) とし、財布の中身を (n1(t), n2(t), n3(t)) で表す。同様に c(t) = (c1(t), c2(t), c3(t)) を
t回目の支払いで受け取るおつりとする。t回目の支払いの前後で♢6硬貨の枚数が増加した
ならば、その増加分は t回目のおつりによるものである。それ以外の場合、t回目のおつり
には ♢6硬貨が含まれていない。ゆえに、c1(t) = max{n1(t)− n1(t− 1), 0} と表される。連
続したおつりの中の ♢6硬貨の枚数の和は

c1(t) + c1(t + 1) = max{n1(t) − n1(t − 1), 0} + max{n1(t + 1) − n1(t), 0}
= max{n1(t+1) − n1(t−1), n1(t) − n1(t−1), n1(t + 1) − n1(t), 0}

とかける。ただし、公式max{a, b} + max{c, d} = max{a + c, a + d, b + c, b + d} を用いた
（これは、マックス-プラス代数の分配則 [7]である）。ここで、式 (1)より n1(t) ≤ 1 であ
るので、上式の max の 4 つの引数は全て 0 以上 1 以下であることが分かる。したがって
0 ≤ c1(t) + c1(t + 1) ≤ 1 である。♢2, ♢1硬貨についても同様の不等式が導出される。ゆえ
に、おつりの時間遅れプロットの点 (c(t), c(t + 1)) は条件

0 ≤ c1(t) + c1(t + 1) ≤ 1,

0 ≤ c2(t) + c2(t + 1) ≤ 2,

0 ≤ c3(t) + c3(t + 1) ≤ 1
(2)

を満たさねばならない。すなわち、隣接したおつり c(t), c(t + 1) は独立には決まらない。こ
の条件を満たす領域を図示したのが図 2である。小さい硬貨に対する条件を考慮することで
時間遅れプロットに微細な穴が開けられていく。すなわち、硬貨の額面がパターンの解像度
に対応している。さらに、図 2の 3 枚の図においてパターンを構成する基本単位の正方形
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図 2 条件 (2)を満たす点の決定。各段階での太線で囲んだ正方形（‘ブロック’）の辺の長さ
6, 2, 1 は硬貨の額面 ♢6, ♢2, ♢1 と一致している。小さい額面の硬貨の条件を取り入れるた
びにパターンが細かくなる。
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（太線で囲まれたブロック）の辺の長さは順に 6, 2, 1 であり、これは考えている硬貨の額面
♢6, ♢2, ♢1 と一致する。
倍数性をもつ通貨では式 (2)と同様な条件が得られ、時間遅れプロットに Sierpinski ガス

ケット状の構造（階層的な三角形くり抜き）が現れる。特に、硬貨の額面が等比数列的（つ
まり、♢1, ♢r, ♢r2, · · ·）である場合、おつりの時間遅れプロットはフラクタルとなり、その
フラクタル次元は

D =
ln r(r+1)

2

ln r
= 1 +

ln r+1
2

ln r

で与えられる（r = 2 の場合、Sierpinski ガスケットと一致する）。
また各硬貨の枚数の上限（式 (1)）は倍数性から得られたので、時間遅れプロットがきれ

いな Sierpinski ガスケット状の構造をもつためには倍数性を外すことはできないことに注
意する。実際、倍数性をもたない通貨では式 (2)にあるように各々の ci が独立にならない。
アメリカドルの場合の時間遅れプロット（図 3）の乱れは 25セントと 10セント硬貨が倍数
的でないことを反映している。
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図 3 アメリカドルで最小支払いを繰り返し行なった場合のおつりの時間遅れプロット。倍
数的でない通貨の場合、三角形のくり抜きに乱れが生じる。

6 ルール60セルオートマトンとの関係

離散的な Sierpinski ガスケットは様々な数理・物理系に現れる [8–10]。本節では、おつり
の時間遅れプロットとルール番号 60の基本セルオートマトンとの関連について述べる。
硬貨の額面が 2進的（♢1,♢2, ♢4, · · ·）であるとき、最小支払いのおつりの時間遅れプロッ

トを定める不等式は 
0 ≤ c1(t) + c1(t + 1) ≤ 1
0 ≤ c2(t) + c2(t + 1) ≤ 1

...

(3)

である（式 (2)と同様に導出できる）。各条件を上から順に加えていった過程が図 4であり、
離散的な Sierpinski ガスケットの構造が現れている。
セルオートマトンは離散的な状態をとる格子状のセルおよび状態の時間発展規則からなる

モデルである。特に、空間 1 次元、セルのとりうる状態が 0 または 1 の 2 種類、セルの時
間発展が自分自身および両隣のセルの状態のみで決定されるとき、基本セルオートマトンと
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図 4 2 進的な貨幣システム（♢8紙幣; ♢4, ♢2, ♢1 硬貨）に対応する時間遅れプロットの決
定。小さな額面の硬貨に対する条件を加えることは各ブロック（太線で囲まれた正方形）に
変換 (4)を適用することと等価である。
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-
 
-
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図 5 (a) ルール 60セルオートマトンの時間発展規則。白いセルが状態 0 に、色の付いた
セルが状態 1 に対応する。(b) 時空間パターンは離散的な Sierpinski ガスケットを生む。

呼ばれる。基本セルオートマトンは全部で 256 種類あり、0 から順にルール番号が与えられ
ている。その中のルール 60セルオートマトンの時間発展規則は

• セル n とその左隣のセル n − 1 の状態が等しければ、次の時刻のセル n は状態 0

• セル n, n − 1 の状態が異なれば、次の時刻のセル n は状態 1 をとる

というものである（図 5 (a)）。時刻 t でセル n がとる状態を st
n(∈ {0, 1}) とおけば、時間

発展は st+1
n = st

n ⊕ st
n−1 と表せる。ただし、⊕ は排他的論理和と呼ばれ、0 ⊕ 0 = 1 ⊕ 1 =

0, 0⊕ 1 = 1⊕ 0 = 1 として定義される {0, 1} 上の二項演算である（‘2 を法とする和’とも呼
ばれる）。1 つのセルだけが状態 1、その他のセルが全て状態 0 である初期条件から時間発
展させた時空間パターンが離散的な Sierpinski ガスケットとなることが知られている（図 5
(b)）。
時間遅れプロット（図 4）とルール 60セルオートマトン（図 5 (b)）の類似性は見るから

に明らかであるが、以下ではもう少し踏み込んだ議論を行なう。まず、不等式系 (3)の解は、
時間遅れプロットの ‘ブロック’に

および (4)
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図 6 変換 (4)によるルール 60セルオートマトンの細分。(a) 細分された小さなセルもルー
ル 60セルオートマトンの時間発展規則と両立する。(b) 時空間パターンの細分はスケール
変換（時空間スケールを 1/2 にする）に対応している。

という変換を繰り返し適用することでも得ることができる（図 4を参照）。一方、ルール 60
セルオートマトンの時間発展規則（図 5 (a)）に変換 (4)を作用させてると細分された小さ
なセルも時間発展規則と矛盾しない（図 6 (a)）。また、時空間パターンに対する変換 (4)の
作用は空間スケール・時間スケールをともに 1/2 倍に縮小する相似変換に相当し、離散的
Sierpinski ガスケットパターンは保たれる（図 6 (b)を参照、Sierpinski ガスケットが自己
相似図形であることにも注意）。したがって、時間遅れプロット（図 4）と時空間パターン
（図 5 (b)）の類似性はルール 60セルオートマトンの時間発展規則と変換 (4)の両立によっ
てもたらされている。

7 まとめ

“財布の中に小銭をためないためにはどうすればよいか?”という問いの答えとして最小支
払いを導入した。最小支払いを繰り返すとき、客が受け取るおつりの時系列を時間遅れプ
ロットで表示すると Sierpinski ガスケットに似たフラクタル状のパターンが得られた。ただ
し、三角形のくり抜きが整然と生じるためには通貨が倍数的であることを要請せねばならな
い。特に、硬貨の額面が 2 進的（♢1, ♢2, ♢4, · · ·）である場合、対応する時間遅れプロット
は離散的な Sierpinski ガスケットとなり、ルール 60セルオートマトン等の他の離散的フラ
クタルとの関連性を議論した。
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Algebraic Geometry of the Eigenvector Mapping

for a Free Rigid Body

多羅間 大輔∗

京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻

1 序
本講演は，成木勇夫先生（立命館大学）との共同研究 [10]の紹介である．
剛体とは言うまでもなく形を変えず３次元Euclid空間内を運動する物体のこと
である．日常生活で私たちに最もなじみ深いのは一定重力の下で動く剛体の運動
であろう．たとえば，コマの回転運動を思い浮かべていただくとよい．一方，（解
析）力学の観点から最も簡単な剛体の運動は，外力の影響をまったく受けないで
動く剛体の運動であり，これを自由剛体（free rigid body）と呼ぶ．例としては，
宇宙空間に浮かぶ宇宙船の回転運動を想像していただければよい．この自由剛体
の力学系の幾何学的構造を調べたいというのが，本講演の素朴な動機である．
微分幾何学的な立場に立てば，自由剛体の力学系とは，３次元回転群 SO(3)

上の左不変Riemann計量に関する測地線の力学系ということができる．これは，
Legendre変換を通すことにより，余接束T ∗SO(3)を標準的なシンプレクティック
形式に関してシンプレクティック多様体とみなしたとき，その上のHamilton力学
系として記述することができる．このHamilton力学系は当然 SO(3)の左作用に
関して不変であるが，この対称性に着目すれば，幾何学的力学系理論（Geometric

Mechanics）の標準的手法であるHamilton力学系の（Marsden-Weinstein）簡約1の
方法を適用することができる．（シンプレクティック多様体の幾何学的構造のみに
着目してシンプレクティック商と言う場合もある．）

∗JSPS Research Fellow, E-mail : dsktrm@amp.i.kyoto-u.ac.jp
1この力学系の簡約の手法は，純粋数学から力学をはじめとする物理学や工学にいたるまで幅

広い対象を対称性の観点から包括的に捉える視点を与える．代表的な例としては，非粘性・非圧
縮性流体の運動方程式（Euler方程式）を無限次元 Lie群上の測地線流の方程式としての記述を
与えることができることが知られている．この方面については，[1, 4, 8, 12]を見ていただきた
い．また，[5]では偏極代数多様体のモデュライ空間の一般化されたWeil-Petersson計量の記述
にMarsden-Weinstein簡約の観点が生かされている．
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このHamilton力学系の簡約の操作を通して，自由剛体の運動は角運動量につ
いての Euler方程式で記述されることがわかる．この Euler方程式は，回転群
SO(3)の余随伴軌道（実際，これは単に２次元球面である）上のHamilton力学
系のHamilton方程式でもあり，この力学系は完全積分可能となる．その積分曲
線は２つの第一積分の３次元Euclid空間に作る等位２次曲面の共通部分として得
られる（実）楕円曲線に一致する．可積分系の理論の立場からは，Euler方程式
に同値なパラメタ付き Lax方程式（Manakov方程式）を考察することは自然で
ある．Lax方程式の固有値を保つ性質によって，Manakov方程式に付随して，ス
ペクトル曲線（この代数曲線も楕円曲線である）や固有ベクトル写像（固有ベク
トル直線束）が定義される．ここでは，この自由剛体の固有ベクトル写像に関し
て，複素代数幾何学的に考察したい．
固有ベクトル写像（固有ベクトル直線束）の複素代数幾何学的解釈についてい
えば，P. A. Griffithsが，[6]でより一般のLax方程式について，固有ベクトルを，
積分曲線の点でパラメタ付けられた，スペクトル曲線から射影空間への正則写像
の族と理解し，Lax方程式の流れの線形化についてコホモロジー論的解釈を与え
ている．自由剛体のManakov方程式もGriffithsの理論が適用できる一例となっ
ている．（[6, 2]を参照．）しかし，ここでは３次元自由剛体のManakov方程式の
場合に絞って，固有ベクトル写像についてより詳細な幾何学的構造を調べること
を目標とする．
実は，積分曲線を複素化して考えることによって，３次元自由剛体の固有ベク
トル写像は，積分曲線とスペクトル曲線からなる直積型Abel曲面から複素射影
平面への有理型写像とみなすことができる．本研究では，この有理型写像の性質
について，複素代数曲面論の観点から考察した．基本的な主結果として，この有
理型写像からあるKummer曲面が得られ，それによって有理型写像の分解が与え
られることが分かる．さらに，ここで得られるKummer曲面には，積分曲線およ
びスペクトル曲線から複素射影平面への正則写像の族に対応するいくつかの楕円
ファイバー空間の構造があることがわかっており，複素射影平面のある円錐曲線
のペンシルや，３次曲線の族と Cremona変換によってそれらの間の関係が記述
できることがわかっている．これらの事柄について，お話させていただきます．

2 Euler方程式とManakov方程式
序でも述べたが，３次元自由剛体の力学系とは３次元回転群 SO(3)の左不変

Riemann計量に関する測地線の力学系で，余接束 T ∗SO(3)上のHamilton力学系
であるが，Hamilton力学系の簡約（特にLie-Poisson簡約2）の手法を用いること

2これについての簡単な説明を本稿の末尾に加えさせていただいた．
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で，角運動量ベクトル p ∈ R3に関する Euler方程式

dp

dt
= p× (A−1p)

によって記述されるとしてよい．ただし，×はR3の通常の外積を表し，剛体のか
たちをあらわす慣性テンソル Aは正値 3× 3対称行列である．この力学系は，ふ

たつの第一積分H(p) =
1

2
pTA−1p，L(p) =

1

2
pTpをもつ．Euler方程式の積分曲線

は，H，Lの等位２次曲面の共通部分として得られる楕円曲線Cに一致する．別
の見方では，上のEuler方程式はLの等位曲面（これは SO(3)の余随伴軌道であ
るが，実際は２次元球面である）上のHamilton力学系として完全積分可能系3で
ある．
Euler方程式は Lie環の同型R : (R3,×)→ so(3)によって，

dΠ

dt
= [Π,Ω]

と書き換えられる．ここで，Π := R(p)とΩ := R(A−1p)とは，Aから定まる 3×3

対称行列 Jによる線形な関係式 Π = JΩ + ΩJを満たす．（適当な座標系を選んで
A = diag(I1, I2, I3)とすれば，J = diag(J1, J2, J3) = diag(I2 + I3, I3 + I1, I1 + I2)

となる．）すると，Euler方程式が次のパラメタ付き Lax方程式（Manakov方程
式4）と同値であることは簡単に確かめられる：

d

dt

(
Π+ λJ2

)
=
[
Π+ λJ2,Ω + λJ

]
.

ただし，λ ∈ Cがパラメタである．Lax方程式の性質により，3×3行列Π+λJ2の固
有値は積分曲線に沿って不変である．これより，固有方程式det (Π + λJ2 − µE) = 0

がアファイン平面 C2 : (λ, µ)に定めるアファイン曲線あるいはその完備化 C ′ ⊂
P2(C)を考えることとなるが，これをスペクトル曲線という．スペクトル曲線も
楕円曲線である．実は，２つの楕円曲線CとC ′とは Aを固定するごとに同種な
楕円曲線である．（[2, 9]を参照のこと．）
一方，行列Π+ λJ2の固有値 µに属す固有ベクトル v = (x, y, z)T ∈ C3 \ {0}に
ついて考えてみる．当然ながら，次の線形方程式が満たされる：

(
Π+ λJ2 − µE

)
v =

J2
1λ− µ −p3 p2
p3 J2

2λ− µ −p1
−p2 p1 J2

3λ− µ


xy
z

 = 0. (1)

(1)について，一般の固有値は縮重がなく単純であることに注意しておきたい．し
たがって，一般の固有ベクトル vは定数倍の不定性を除いて (1)によって一意的
に決定される．次節では，この固有ベクトルの複素代数幾何学的側面について考
察し，本稿での問題設定を明確にし，主要な結果に関しても述べる．

3一般に最大個数（シンプレクティック多様体の次元の半分であることが知られている）の
Poisson可換で函数的に独立な第一積分を持つ Hamilton力学系を完全積分可能系という．

4これはもともと so(n)上の自由剛体の力学系の完全積分可能性を証明するために導入された．
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3 固有ベクトル写像の代数幾何学
前節の最後に述べように，固有ベクトル vは一般に定数倍の不定性があるが，

P2(C)の点とみなすことができる．線形方程式 (1)は，積分曲線C上の点 (p1, p2, p3)

およびスペクトル曲線C ′上の点 (λ, µ)に対して，点 (α : β : γ) ∈ P2(C)を対応づ
ける対応を定めていると考えることができる．すると，この固有ベクトル vにつ
いて次のような捉え方があろう：

1. 積分曲線Cとスペクトル曲線C ′の直積から複素射影平面P2(C)への（有理
型）写像.

2. スペクトル曲線C ′上の点でパラメタ付けられた積分曲線CからP2(C)への
正則写像の族

{
f ′
(λ,µ) : C → P2(C) | (λ, µ) ∈ C

}
.

3. 積分曲線C上の点でパラメタ付けられたスペクトル曲線C ′からP2(C)への
正則写像の族 {f ′′

M : C ′ → P2(C) |M ∈ C}.

序で触れたGriffithsの捉え方は 3のそれである．しかし，幾何学的には 1の捉え
方が一番素朴であり，2や 3の捉え方を包摂している．そこで，1の捉え方にした
がって考察し，後に 2や 3の観点でも見直してみたい．
そこで，(1)を２つの楕円曲線の直積C × C ′から P2(C)への有理型写像

f : C × C ′ − · · · → P2(C)

とみなしてその性質を考察する．ただし，簡単のため積分曲線 Cも複素化して，
P3(C)内の２つの２次曲面の完全交叉と考えることとする．
次が，基本的な結果である．証明の概略は次節で述べる．

定理 1. 固有ベクトル写像 f : C × C ′ − · · · → P2(C)に対して，Kummer曲面5S

がとれて次の分解が与えられる．

C × C ′
f

− · · · → P2(C)99K ↗
S

正則写像 S → P2(C)は P2(C)のある２次曲線と４次曲線の和として得られる６
次曲線を分岐因子とする２重被覆であり，有理型写像C ×C ′− · · · → Sは直積型
Abel曲面C ′×C ′の標準的対合による商曲面の非特異化と，直積型Abel曲面の間
の同型C × C ′ → C ′ × C ′の合成として得られる．

5Kummer曲面の定義について簡単に述べる．任意の２次元複素トーラス Tに対して，その標
準的対合 ι : T ∋ x 7→ −x ∈ Tによる商 T/ιを考えると，これは１６個の（A1 型）特異点を持つ
特異複素曲面である．この特異点の極小解消を行って得られる滑らかな曲面のことをKummer曲
面とよぶ．Kummer曲面は K3曲面の典型例である．詳しくは，[3]を参照のこと．
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次節でみるように，上で掲げた固有ベクトル写像の捉え方 2および 3は，それ
ぞれここで得られるKummer曲面 Sに楕円曲面の構造を定めることがわかる．

4 Kummer曲面Sと射影平面の幾何学
前節の固有ベクトル写像 f : C×C ′−· · · → P2(C)について考察する．少し長い
計算を行うと，この有理型写像 f は P2(C)の２重-２重被覆6で与えられることが
わかる．(x : y : z)を適当に射影変換して得られる P2(C)の斉次座標 (X : Y : Z)

を用いると，その分岐因子は次のようにあらわされる：

(i) ２重被覆d1：２次曲線C0:c1X
2+c2Y

2+c3Z
2 = 0および4次曲線Q0:c1Y

2Z2+

c2Z
2X2 + c3X

2Y 2 = 0の和として得られる６次曲線が分岐因子．

(ii) ２重被覆d2：２次曲線C0:c1X
2+c2Y

2+c3Z
2 = 0，C1:Y

2 = Z2，C2:Z
2 = X2，

C3:X
2 = Y 2の和として得られる８次曲線が分岐因子．

ただし，c1，c2，c3は，慣性テンソル Aの固有値（慣性主軸）と初期値にのみよ
る係数で c1 + c2 + c3 = 0を満たす．
ここに現れる２次曲線C0，C1，C2，C3および４次曲線Q0に関して，その配置
を調べると次のようになることがわかる．すなわち，２次曲線C0，C1，C2，C3

はすべて４点 (X : Y : Z) = (1 : ±1 : ±1)を通る円錐曲線のペンシルに属し，C1，
C2，C3はその特異円錐曲線（それぞれ２直線の和）である．P2(C)上の一般の
位置にある４点を通る円錐曲線はただひとつのペンシルをなすことに注意された
い．また，各特異円錐曲線C1，C2，C3の２直線の交点はそれぞれ (X : Y : Z) =

(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)である．一方，４次曲線Q0については，これは４
点 (X : Y : Z) = (1 : ±1 : ±1)を通りその各点でC0と接することがわかる．しか
も，Q0は３点 (X : Y : Z) = (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)で通常２重点を持つ．

また，X 7→ 1

X
,Y 7→ 1

Y
, Z 7→ 1

Z
なる Cremona変換 τ を施すと円錐曲線 C0と４

次曲線Q0とは互いに移りあうこともわかる．４点 (X : Y : Z) = (1 : ±1 : ±1)
はCremona変換 τ の固定点でもある．
そこで，２重被覆 d1について考える．分岐因子C0 +Q0が特異点を持つため，
それを解消した上で２重被覆をとることにする．これらの特異点はすべて単純特
異点であるから，得られる非特異曲面 SはＫ３曲面であることがわかる．（一般
に，高々単純特異点を持つ６次曲線で分岐するP2(C)の２重被覆はＫ３曲面であ
ることがわかっている．このことに関しては，たとえば，[3]を参照のこと．）特
異点解消は具体的には次のように行う．まず，Q0の３つの２重点 (X : Y : Z) =

6代数曲面の２重-２重被覆とは Galois群が Z2 × Z2 に同型である Galois被覆のことである．
簡単にいえば，P2(C)のふたつの２重被覆 d1，d2 からなる分岐被覆である．
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(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)でブローイングアップを行う．続いて，Q0と C0

の４接点 (X : Y : Z) = (1 : ±1 : ±1)の各点でブローアップし，各々の例外曲線
上のQ0，C0の固有変換の交点でもブローイングアップを行う．この段階で，２
重被覆 d1の分岐因子は非特異となり，得られる曲面 Sも非特異である．
さらに，２重被覆 d2が惹き起こす，Sの２重被覆 d̃2の分岐因子は，S上の互い
に交わらない１６本の自己交叉数−2の有理曲線であることが確かめられる．こ
のことによって，SはKummer曲面であることが示される．（[3]を参照．）
以上で，定理 1の主張は大略示されたこととなるが，実際に SがC ′ × C ′の標
準的対合による商の非特異モデルとして得られるKummer曲面であることを示す
ためにはより詳しく固有ベクトル写像を調べる必要性がある．詳しいことは [10]

を見られたい．
さらに，Kummer曲面Sはいくつかの楕円曲面の構造をもつ．これを調べる際
に有用なのは，以下の定理である．（[11]を参照．）

定理 2. K３曲面 X に自己交叉数 −2の既約成分からなる互いに交わらない自
己交叉数 0の因子D1, · · · , Dkが与えられたとする．このとき，X は P1(C)上の
D1, · · · , Dkを特異ファイバーにもつ楕円曲面の構造が入る．

この定理を用い，さらに詳しい考察を行うことで，上記のKummer曲面 Sは
P1(C)上の４つの I∗0型特異ファイバー（楕円曲面の特異ファイバーの分類等詳し
いことは，[3, 7]を参照していただきたい）をもつ楕円曲面の構造で，以下のよ
うに特徴づけられるものを持つことがわかる：

• 楕円曲面 π0 : S → P1(C).
２重被覆 d1 : S → P2(C)によって P2(C)上の４点 (X : Y : Z) = (1 : ±1 :

±1)を通る円錐曲線のペンシルと対応づけられる．

• 楕円曲面 π1, π2 : S → P1(C).
２重被覆 d1 : S → P2(C)によって P2(C)上の７点 (X : Y : Z) = (1 : ±1 :

±1), (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)を通り２次曲線 C0と４次曲線Q0とに
それぞれ接する３次曲線の族と対応づけられる．π1と π2とはSの被覆自己
同型写像で移りあう．

楕円曲面 π1, π2のファイバーに対応する P2(C)上の７点 (X : Y : Z) = (1 : ±1 :

±1), (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)を通り２次曲線 C0と４次曲線 Q0とにそ
れぞれ接する３次曲線は，c1β2

1 + c2β
2
2 + c3β

2
3 = 0なる係数 β1, β2, β3を用いて，

β1X(Y 2 − Z2) + β2Y (Z2 −X2) + β3Z(X
2 − Y 2) = 0とあらわすことが可能であ

る．これらの３次曲線は，先にふれた Cremona変換 τ によって固定されること
が容易に確かめられる．（一方，４次曲線Q0と２次曲線C0はCremona変換 τ に
よって互いに移りあうのであった．）
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ここで，3節で述べた，固有ベクトル写像のいくつかの捉え方についてふり
かえっていただきたい．本稿の立場では，固有ベクトル写像とは有理型写像 f :

C × C ′ − · · · → P2(C)であったが，捉え方 2のように，スペクトル曲線 C ′ 上
の点でパラメタ付けられた積分曲線 C から P2(C)への正則写像 f ′

(λ,µ) の族と考
えることも，また，捉え方 3のように，積分曲線 C 上の点でパラメタ付けられ
たスペクトル曲線 C ′から P2(C)への正則写像 f ′′

M の族と考えることも可能であ
る．実は，捉え方 2での積分曲線からの写像の像 f ′

(λ,µ)の族は，P2(C)上の４点
(X : Y : Z) = (1 : ±1 : ±1)を通る円錐曲線のペンシルとなることもわかる．よっ
て，捉え方 2には楕円曲面 π0が対応する．他方で，捉え方 3でのスペクトル曲線
からの正則写像 f ′′

M の像の族は，上で現れた P2(C)上の７点 (X : Y : Z) = (1 :

±1 : ±1), (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)を通り２次曲線C0と４次曲線Q0とにそ
れぞれ接する３次曲線の族であることが少し長い計算によって確かめられる．し
たがって，捉え方 3には楕円曲面 π1, π2が対応することが分かる．
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A Lie-Poisson簡約
序および第２節で触れたHamilton力学系の簡約について，Lie-Poisson簡約の
場合に限って簡単に述べる．詳しいことは [12]を見られたい．
Lie群Gをとる．余接束 T ∗GはGの左作用によりG× g∗と T ∗G ∋ (g, α) 7→（

g, αg = g−1α) ∈ G × g∗のように同一視できる．ここで，g ∈ G, α ∈ T ∗
gGであ

る．T ∗G上の標準 1形式 θが θ(X̃)|(g,α) = ⟨αg, π∗(X̃)⟩, X̃ ∈ Tg(T ∗G)によって定
まる．ここで π : T ∗G→ Gは標準射影を表し，⟨·, ·⟩は gと双対空間 g∗との内部
積をあらわす．T ∗G上の標準的シンプレクティック形式はΘ := −dθによって定
まる．T ∗G上の左不変函数H をHamiton函数とする T ∗G上のHamitonベクト
ル場XHは dH = ιXH

Θで定義される．T ∗G上の左不変函数Hは上記の同一視に
よって g∗上の函数 hと思うこともできる．T ∗G上の曲線 c(t) = (g(t), α(t))に対
応して，µc(t) := g(t)−1α(t)とおくとき次が成立する：

定理 3. 曲線 c(t)がT ∗G上のHamiltonベクトル場XHの積分曲線であれば，µc(t)

が Lie-Poisson方程式
dµc

dt
(t) = −ad∗

dh(µc(t))µc(t)を満たす．ただし，dhは gの元

とみなされている．

写像 J : T ∗G ∋ (g, α) 7→ Ad∗
g−1αg ∈ g∗は運動量写像と呼ばれる．実は，Jは

Hamiltonベクトル場XH の積分曲線に沿って不変である．したがって，その値
ξ ∈ g∗をとって，J−1(ξ)上に積分曲線が含まれるとしてよい．J−1(ξ)には固定
化部分群 Gξ =

{
g ∈ G | Ad∗

gξ = ξ
}
⊂ Gが自然に作用し，商空間 J−1(ξ)/Gξ に

は自然なシンプレクティック構造が誘導され，さらにこれは ξを通る余随伴軌道
Oξ = {Adgξ, g ∈ G} ⊂ g∗に自然に定まるシンプレクティック構造を考えて得られ
るシンプレクティック多様体と同型である．上のLie-Poisson方程式はこの余随伴
軌道上のHamilton方程式と思うこともできる．G = SO(3)とすれば，自由剛体
の場合の設定になる．この場合の余随伴軌道はLの等位面で，２次元球面である．
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ホロノミック系に対する完全WKB解析

廣瀬 三平∗

京都大学 数理解析研究所

1 序文

量子力学における Schrödinger方程式に対し, プランク定数を小さいパラメータと考えたときに構成できる

WKB解というものがあり, 固有値問題を解く際などに有用な道具として用いられてきた. しかし, この解はほ

とんどの場合に発散してしまい, このことから近似解として扱われてきた. 完全WKB解析とは, このWKB

解に対して Borel総和法を適用させ, 解析的意味づけを与える手法である ([8], [2], [3], [6]) . この手法は 1次

元の (定常) Schrödinger方程式, つまり 2階の線型常微分方程式から始まり, 高階 (3階以上) の線型常微分方

程式や Painlevé方程式を含むある種の非線型常微分方程式に拡張されてきた. しかし, その多変数化, つまり

ホロノミック系への拡張は青木貴史氏による研究 ([1]) があるだけであり, ほぼ手付かずの状態である. 本レ

ポートでは, ホロノミック系への完全WKB 解析の拡張の第一歩として, Airy 積分の自然な 2 変数化である

Pearcey積分の満たすホロノミック系 (Pearcey系と呼ぶ) に対する完全WKB解析を解説する.

ここで, この拡張を考える一つの動機である高階方程式に対する “新しい Stokes曲線”の存在について簡単

に述べ, このレポートの目的を述べる (完全WKB 解析の基礎含め, ここで述べる事は次節以降で説明する)

. 2変数函数である Pearcey積分の一方の変数を固定し, 1変数函数と考えると, それはある 3階の線型常微

分方程式を満たす. この方程式は, Berk-Nevins-Roberts ([5]) がWKB解析の高階常微分方程式への拡張を

考えた際に論じた方程式であり, このことから BNR 方程式と呼ばれる. Berk 達は, 2 階方程式の場合と異

なり, BNR方程式については “新しい Stokes曲線”, つまり変わり点を通らない Stokes曲線が現れる事を示

した. その後 [4]では, こうした新しい Stokes曲線が “仮想的変わり点”と呼ばれる通常の変わり点とは異な

るタイプの変わり点から出る Stokes 曲線であるということが示された. これらの新しい Stokes 曲線や仮想

的変わり点は, 高階方程式のWKB解析の困難さを端的に表している ([5], [4], [7]) . このレポートの目的は,

Pearcey積分を本来の 2変数函数と考え, それが満たす Pearcey系の完全WKB解析を展開する (言いかえれ

ば, BNR方程式を 2変数化した Pearcey系の完全WKB解析を考える) ことにより, BNR方程式に対する新

しい Stokes曲線が変わり点から出る通常の Stokes曲線と同等に理解できることをみることである.

この節の終わりに, このレポートの構成について述べる. まず, 第 1節で 1次元の (定常) Schrödinger方程

式, つまり 2階の線型常微分方程式に対する完全WKB解析を復習する. 次に, 第 2節で具体的な例を用いて

高階方程式に対する完全WKB解析を説明し, 上記で書いた 2階方程式では起こらなかった現象である新しい

Stokes 曲線の存在について解説する. 第 3 節では, このレポートの主題であるホロノミック系に対する完全

WKB解析を展開し, 上記目的について解説する. 紙数の関係もあり, 詳細な議論は出来なかったので, 興味を

∗ E-mail: mathsamp@kurims.kyoto-u.ac.jp
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持たれた方は参考文献にあたっていただきたい. 各節との対応は, 第 1節は [6] (または [8], [2], [3])であり, 第

2節では [5], [4], [7]である. そしてホロノミック系については [1]である.

2 2階の線型常微分方程式に対する完全WKB解析

この節では 1次元の (定常) Schrödinger方程式, つまり 2階の線型常微分方程式(
d2

dx2
− η2Q(x)

)
ψ = 0 (1)

に対する完全WKB解析を展開する. ここでポテンシャル Q(x)は有理函数とし, η > 0はプランク定数の逆

数, つまり大きなパラメータと考える.

まず, 方程式 (1) は ψ = exp
∫ x

S(x, η)dxと未知函数の変換を行うことにより, S に対する 1階の非線型方

程式である Riccati方程式が得られる.

S2 +
dS

dx
− η2Q(x) = 0. (2)

さらに S(x, η) = ηS−1(x) + S0(x) + η−1S1(x) + · · · とおくと S−1(x)は

S2
−1 = Q(x) (3)

の根として定まり, 残りの Sj(x)は次の漸化式により帰納的に順次定まることがわかる.

S0 = −1
2

d

dx
log S−1,

Sj = − 1
2S−1

(
j−1∑
k=0

SkSj−k−1 +
dSj−1

dx

)
(j ≥ 1).

この漸化式を用いて定まった S(x, η)を ψ = exp
∫ x

S(x, η)dxに代入することにより方程式 (1) の解を得る.

定義 1.

ψ± = η−1/2 exp
∫ x

x0

S±dx

を方程式 (1) のWKB解と呼ぶ. ここで x0 は適宜選んだ定点である.

ここで代数方程式 (3) より, S−1(x) = ±
√

Q(x)であり, この符号の選び方により Riccati方程式 (2) の 2

つの解 S±(x, η)が得られ, このことにより方程式 (1) の 2つのWKB解 ψ± が得られる.

注意 1. S+ の η に関する奇数次の項を Sodd, 偶数次の項を Seven とすると

S± = ±Sodd + Seven.

この関係式を Riccati方程式 (2) に代入することにより次の関係式を得る.

Seven = −1
2

d

dx
log Sodd.

この関係式を用いて得られた

ψ± =
1√
Sodd

exp
(
±

∫ x

x0

Sodddx

)
も以下ではWKB解と呼ぶ.
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注意 2. Sodd v η
√

Q(x)であるので

ψ± v η−1/2Q(x)−1/4 exp
(
±η

∫ x

x0

√
Q(x)dx

)
.

この右辺に η1/2 を掛けたものが量子力学で用いられていたWKB解である.

また以下ではWKB解を次のように展開する.

ψ±(x, η) = e±ηs(x)
∞∑

n=0

ψ±,n(x)η−n−1/2

(
s(x) =

∫ x

x0

√
Q(x)dx

)
. (4)

以上のようにWKB 解の構成は容易に出来るが, 残念ながらほとんどの場合に発散級数となる. そこで完全

WKB解析では, 次で定義する Borel総和法を用いることにより, WKB解に解析的意味づけを与える.

定義 2. WKB解 (4) に対し, その Borel変換 ψ±,B(x, y)を次で定義する.

ψ±,B(x, y) =
∞∑

n=0

ψ±,n(x)
Γ(n + 1/2)

(y ± s(x))n−1/2
.

さらに, ψ±,B(x, y)の Laplace変換

Ψ±(x, η) =
∫ ∞

∓s(x)

e−yηψ±,B(x, y)dy

が意味をもつとき, この積分をWKB解 ψ±(x, η)の Borel和と呼ぶ. ただし, 積分路は実軸と平行に取るもの

とする.

完全WKB解析ではWKB解 ψ±(x, η)ではなく, その Borel和 Ψ±(x, η)を用いる事により, 方程式 (1) の

解の大域的性質を調べる手法である. そこで, これらのWKB解の Borel和の大域的性質を調べるのに重要な

役割を果たす変わり点と Stokes曲線を次で定義する.

定義 3. (i) ポテンシャル Q(x)の零点を, 方程式 (1) の変わり点と呼ぶ. 特に, 1位の零点を単純変わり点と

呼ぶ.

(ii) x = aを変わり点とするとき,

=
∫ x

a

√
Q(x)dx = 0

で定義される曲線を x = aから出る Stokes曲線と呼ぶ.

例えば, Airy方程式 (
d2

dx2
− η2x

)
ψ = 0 (5)

の場合には, 図 1のように, x = 0が単純変わり点であり, この点から延びる Stokes曲線は
{
=x3/2 = 0

}
で定

義される 3本の半直線である.

Airy 方程式の場合だけではなく, 一般の方程式 (1) に対しても Stokes 曲線の全体は複素平面 (あるいは

Riemann 球面) をいくつかの領域 (Stokes 領域と呼ぶ) に分割する. そして, 各 Stokes 領域においてWKB

解の Borel和は方程式 (1) の正則解を定めるのである. ただし, 異なる Stokes領域において定まるWKB解

の Borel和は一般に異なっている. ここで, ある Stokes領域で定まるWKB解の Borel和を Stokes曲線を横
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図 1 : Airy方程式 (5) の Stokes曲線

切り, 隣接した領域にまで解析接続すると新しい Stokes領域において定まる 2つのWKB解の Borel和の一

次結合となる. この現象をWKB解の Borel和に対する Stokes現象と呼び, 具体的にどのような一次結合に

なるかは次の接続公式で与えられる.

事実 1. x = aを方程式 (1) の単純変わり点, そしてWKB解 ψ± を次のように定める.

ψ± =
1√
Sodd

exp
(
±

∫ x

a

Sodddx

)
.

このWKB解の Borel和 Ψ± を x = aから出る Stokes曲線を横切って解析接続させるとき, 次の接続公式が

成立する. {
Ψ+ → Ψ+ + iΨ−,

Ψ− → Ψ−.

ここで横切る Stokes曲線上では <
∫ x

a

√
Q(x)dx > 0となっているものとし, Stokes曲線は変わり点 x = a

から見て反時計回り横切るものとする.

この事実は, Q(x) = xとした場合, つまり Airy方程式 (5) の場合にはWKB解の Borel変換が Gaussの

超幾何函数で表されることにより接続公式が具体的に計算できること, そして一般のポテンシャルの場合には

方程式の単純変わり点の近傍で Airy方程式にWKB解析的に変換されることを組み合わせて証明される.

このようにして得られたWKB解の Borel和に対する接続公式と, 方程式の Stokes曲線の形状を組み合わ

せることにより, 方程式 (1) の大域的性質, 例えばモノドロミー群が具体的に計算できる.

3 高階方程式に対する完全WKB解析

前節での結果から, 2階方程式 (1) に対して完全WKB解析を展開することは, 方程式の大域的性質を調べ

るのに強力な手段であることがわかった. この考えを一般の高階方程式に対して拡張することは自然な考えで

ある. そこで本節では具体的な高階方程式を扱うことにより, 完全WKB解析がどのように拡張されるのかを

みる. そしてこのことにより, 高階方程式に対するWKB 解析の困難を端的に表している “新しい Stokes 曲

線”が現れる事をみる.

本節で扱う方程式は, 大きなパラメータ η > 0付き Pearcey積分

ψ =
∫

exp
{
η

(
t4 + x2t

2 + x1t
)}

dt (6)
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を x2 = cに制限した 1変数函数の満たす微分方程式である (x1 は xに書き換えた) .(
d3

dx3
+

1
2
cη2 d

dx
+

1
4
xη3

)
ψ = 0. (7)

序文で述べたように, この方程式は Berk達により, 本節で説明する高階方程式のWKB解析における “新しい

Stokes曲線”の発見の契機となった方程式である. このことから以下ではこの方程式を BNR方程式と呼ぶ.

まず, BNR 方程式 (7) に対してWKB 解を定める. 2 階方程式の場合と同様に ψ = exp
∫ x

S(x, η)dx と

未知函数の変換を行うと, Riccati 方程式 (2) に対応する 2 階の非線型方程式が得られる. さらに S(x, η) =

ηS−1(x) + S0(x) + η−1S1(x) + · · · とおくと S−1(x)は

S3
−1 +

1
2
cS−1 +

1
4
x = 0 (8)

の根として定まり, 2階方程式の場合と同様に, 残りの Sj(x)は帰納的に順次定まることがわかる. このように

して定まった S(x, η)を ψ = exp
∫ x

S(x, η)dxに代入することにより BNR方程式 (7) の解を得る.

定義 4.

ψ = η−1/2 exp
∫ x

x0

Sdx

を BNR方程式 (7) のWKB解と呼ぶ. ここで x0 は適宜選んだ定点である.

ここで S−1 の満たす代数方程式 (8) は 3つの根が存在するのでそれを Sj
−1 (j = 1, 2, 3)と書き, これから

定まるWKB解を ψj と書く. 以下では 2階方程式の場合と同様に, WKB解に Borel総和法を適用すること

により, 解析的意味づけを行うものとする.

続いて, BNR方程式 (7) に対する変わり点と Stokes曲線は次で定義する.

定義 5. (i) x = aが BNR方程式 (7) に対する変わり点とは, j, j′ ∈ {1, 2, 3} (j 6= j′)が存在し, 次が成立す

る点である.
Sj
−1(a) = Sj′

−1(a).

(ii) x = aを (i)の状況の変わり点とするとき,

=
∫ x

a

(
Sj
−1 − Sj′

−1

)
dx = 0

で定義される曲線を x = aから出る Stokes曲線と呼ぶ. 特に, 後に出てくる “新しい Stokes曲線”と区別す

るときは通常の Stokes曲線と呼ぶ.

この定義に従い計算すると, BNR方程式 (7) は 2個の変わり点を持ち, 通常の Stokes曲線は図 2のように

なる.

そして, これら通常の Stokes曲線に対しては, 2階方程式の場合と同様に次の事実が成り立つ.

事実 2. WKB解の Borel和を通常の Stokes曲線を超えて解析接続すると Stokes現象を起こす.

この Stokes現象に対する接続公式は, (方程式の変わり点の近傍での分解と) 2階方程式の場合と同様に変

わり点の近傍での標準系への変換論を用いて得られる.

以上により, BNR方程式 (7) であろうが 2階方程式 (1) であろうが変わり点の近傍の局所理論に違いはな

い. しかし, BNR方程式 (7) を大域的に扱うときは, 2階方程式 (1) とは異なり次の事実が起こる.
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図 2 : BNR方程式 (7) の通常の Stokes曲線 (c =

0.1 + 0.1i)

図 3 : 図 2 に新しい Stokes 曲線を加えた図 (c =

0.1 + 0.1i)

事実 3. BNR方程式 (7) の 2本の通常の Stokes曲線は交叉し, 図 3に描かれているその交叉点から延びる曲

線においてもWKB解は Stokes現象を起こす.

つまり, BNR方程式 (7) に対しては, 通常の Stokes曲線だけではWKB解の Stokes現象を完全に記述出

来ない. このように, 通常の Stokes曲線ではないにも関わらず, Stokes現象が起こる曲線を新しい Stokes曲

線と呼び, 2階方程式 (1) に対するWKB解析では起こらない, 高階方程式に対するWKB解析に特有の困難

として研究されてきた.

その後, この曲線は “仮想的変わり点”と呼ばれる通常の変わり点とは異なるタイプの変わり点から出る

Stokes 曲線ということが示され, さらにその上で起こる Stokes 現象に対する接続公式は, 交叉点でのWKB

解の一価性の原理という, 通常の Stokes曲線上での接続公式を得る方法とは異なる方法で求められた.

4 ホロノミック系に対する完全WKB解析

前節で考察したように 2 階方程式 (1) とは異なり, BNR 方程式 (7) に対しては変わり点から出る通常の

Stokes曲線だけでは Stokes現象を完全に記述できず, その記述には新しい Stokes曲線が必要なことがわかっ

た. 本節では BNR方程式 (7) を自然に 2変数化, つまり Pearcey積分 (6) を本来の 2変数函数と考え, この

積分が満たすホロノミック系を考察することにより, BNR方程式 (7) に対する新しい Stokes曲線が自然に,

つまり通常の Stokes曲線も新しい Stokes曲線も同等に理解されることをみる.

最初に, 本節で考察する大きなパラメータ η > 0付き Pearcey積分 (6) の満たすホロノミック系 (Pearcey

系と呼ぶ) は次で与えられる. 
(

∂3

∂x3
1

+
1
2
x2η

2 ∂

∂x1
+

1
4
x1η

3

)
ψ = 0,(

η
∂

∂x2
− ∂2

∂x2
1

)
ψ = 0.

(9)

まず Pearcey系 (9) に対しWKB解を定める.

S(k) =

∂ψ

∂xk

ψ
(k = 1, 2)
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と未知函数の変換を行うことにより, S(k) (k = 1, 2)に対する非線型方程式系が得られる. さらに S(k)(x, η) =

ηS
(k)
−1 (x) + S

(k)
0 (x) + η−1S

(k)
1 (x) + · · · (k = 1, 2)とおくと S

(k)
−1 (x) (k = 1, 2)はS

(1)
−1

3
+

1
2
x2S

(1)
−1 +

1
4
x1 = 0,

S
(2)
−1 = S

(1)
−1

2
(10)

の解として定まり, 常微分方程式の場合と同様に, 残りの S
(k)
j (x)は帰納的に順次定まることがわかる. このよ

うにして定まった S(k)(x, η) に対して ω = S(1)dx1 + S(2)dx2 は閉形式であることが示されるので Pearcey

系 (9) の解を得る.

定義 6.

ψ = η−1/2 exp
∫ x

x0

ω (11)

を Pearcey系 (9) のWKB解と呼ぶ. ここで x0 は適宜選んだ定点である.

ここで
(
S

(1)
−1 , S

(2)
−1

)
の満たす方程式系 (10) は 3つの解が存在するのでそれを

(
S

j,(1)
−1 , S

j,(2)
−1

)
(j = 1, 2, 3)

と書き, これから定まるWKB解を ψj と書く. 以下では常微分方程式の場合と同様に, WKB解に Borel総和

法を適用することにより, 解析的意味づけを行うものとする.

続いて, Pearcey系 (9) の変わり点, そして Stokes曲線に対応する Stokes曲面を次のように定める.

定義 7. (i) x = aが Pearcey系 (9) に対する変わり点とは, j, j′ ∈ {1, 2, 3} (j 6= j′)が存在し, 次が成立す

る点である. {
S

j,(1)
−1 (a) = S

j′,(1)
−1 (a),

S
j,(2)
−1 (a) = S

j′,(2)
−1 (a).

(ii) x = aを (i)の状況の変わり点とするとき,

=
∫ x

a

(
S

j,(1)
−1 dx1 + S

j,(2)
−1 dx2

)
−

(
S

j′,(1)
−1 dx1 + S

j′,(2)
−1 dx2

)
= 0

で定義される C2 の中の実 3次元曲面を x = aから出る Stokes曲面と呼ぶ.

このように定義された Pearcey 系 (9) の Stokes 曲面は, 常微分方程式の Stokes 曲線と同様の役割を果た

す. つまり, 次の事実が成り立つのである.

事実 4. WKB解の Borel和を Stokes曲面を超えて解析接続すると Stokes現象を起こす.

この Stokes現象に対する接続公式は, 高階方程式の変わり点から出る Stokes曲線上での接続公式の場合と

同様の方針で示される. つまり, 証明の主要な部分は, Pearcey系 (9) の変わり点の近傍での標準系, つまり具

体的に接続公式が計算できるホロノミック系への変換論を用いて行われる.

以上により, Pearcey系 (9) のWKB解析は, 次元が異なるだけで, 常微分方程式の場合とほぼ同様の手法

で解析できることがわかった. それでは, BNR 方程式 (7) のWKB 解析と BNR 方程式の 2 変数化である

Pearcey系 (9) のWKB解析の関係はどのようになっているのであろうか? このことについて, 以下の事実が

成り立つ.

まず, BNR方程式 (7) の通常の Stokes曲線, 新しい Stokes曲線と Pearcey系 (9) の Stokes曲面との関係

については次が成り立つ.
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事実 5. BNR方程式 (7) に対する通常の Stokes曲線と新しい Stokes曲線は Pearcey系 (9) の変わり点から

出る Stokes曲面の断面となっている.

つまり, BNR方程式 (7)の通常の Stokes曲線と新しい Stokes曲線は, BNR方程式を 2変数化した Pearcey

系 (9) の Stokes曲面の断面として同等に理解されるのである.

これらのことから, BNR方程式 (7) の新しい Stokes曲線上で起こる Stokes現象, 及びこのことを記述する

接続公式が, BNR方程式を 2変数化した Pearcey系 (9) の変わり点から出る Stokes曲面上で起こる Stokes

現象, 及びこのことを記述する接続公式としてより自然に得られるのではないかとの期待が生まれるが, この

期待は正しいことが示される.

事実 6. BNR方程式 (7) の新しい Stokes曲線上での接続公式と, その曲線を Pearcey系 (9) の Stokes曲面

(の断面) と考えて得られる接続公式は一致する.

つまり, BNR方程式 (7) の新しい Stokes曲線上での接続公式は, BNR方程式を 2変数化して Pearcey系

(9) の完全WKB解析を考える事により, 通常の Stokes曲線上での接続公式と同様に, 変わり点の近傍におけ

る標準系への変換論を用いて得られることがわかるのである.
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一次元極限葉層構造をもつ 3次元C1微分同相写像の
力学系について

首都大学東京　西澤由輔（Yusuke Nishizawa)

Department of Mathematics and Information Sciences,

Tokyo Metropolitan University

1 導入

本講演では，図 1のように，サドル型不動点 pと qに関するヘテロ次元接触 rを含む
ヘテロ次元サイクルを持つ 3次元C1微分同相写像 ϕを扱う．ここで，pは Index(p) = 1
をみたし，qは Index(q) = 2をみたすものとする．このような微分同相写像 ϕのいくら
でも C1位相で近い微分同相写像の力学系を本講演では考える．

q

p

(       )W 
u q ϕ,

(       )W 
s p ϕ,

(       )W 
u p ϕ,

(       )W 
s q ϕ,

s

r

図 1: ヘテロ次元接触を含むヘテロ次元サイクル．

微分同相写像の力学系の研究において，公理Aをみたしサイクルを持たない，もしく
はホモクリニック接触を持つ，もしくはヘテロ次元サイクルを持つ微分同相写像で任意の
微分同相写像がCr近似されるか，というPalis予想 [8]がある．この予想とその周辺の研
究では，どんな微分同相写像の性質が Cr ロバストであるかを考えることが大切である．
（微分同相写像にCr摂動を加えた後でも保ち続ける性質をCrロバスト性という）．この
Crロバスト性については，以下のような先行研究が知られている．Newhouse[7]が，球
面上の微分同相写像について，ホモクリニック接触がC2ロバストであることを示し，引
き続いて Palis-Viana[9]や Romero[11]が，3次元以上の微分同相写像について，ホモク
リニック接触がC2ロバストであることを証明した．さらに，彼等はこの系としてC2ロ
バストなホモクリニック接触から，無限個の吸引点もしくは湧き出し点の存在までも証
明している．このような現象はNewhouse現象と呼ばれている．彼等は，カントール集合
の厚さ（thikness）の議論を用いているために微分同相写像の滑らかさがC2必要になっ
てくるので，thiknessを用いた議論では，C1ロバストでないことに注意したい．C1ロバ
ストなホモクリニック接触については，Asaoka[1]がプリキンアトラクターを用いること
によって，ホモクリニック接触をもつ 3次元以上の微分同相写像でC1ロバストな具体例
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を構成している．ヘテロ次元サイクルについては，BonattiとDı́az [3, 2, 4, 5]等によって
近年，研究が盛んに行われている．BonattiとDı́az は，シンプルサイクルとブレンダー
という概念を導入し，co index oneと呼ばれる異なるサドル型不動点の不安定多様体の
次元の差が 1であるヘテロ次元サイクルに対しては，ヘテロ次元サイクルの存在がC1ロ
バストであることを証明している（3次元多様体上の微分同相写像がヘテロ次元サイク
ルを持つ場合は，co-index oneサイクルである）．ヘテロ次元接触を含むヘテロ次元サイ
クルについては，Dı́az-Nogueira-Pujals [6]によって，ヘテロ次元接触を C1摂動を加え
て接触をはずすことによって，C1位相の中で，Newhouse現象の存在が証明されている．
この研究の中で，彼等は Newhouse等が用いたカントール集合の厚さの代わりにブレン
ダーを用いているので，C2位相の世界ではなくC1位相の世界として話が進んでいる．ま
た，このようなPalis予想に現れるホモクリニック接触やヘテロ次元サイクルとは異なる
が，Crロバストな葉層構造の先行研究で最近のものとしては，Pujals-Sambarino[10]が
ある．この研究で彼等は，Partially hyperbolic な微分同相写像ϕで安定葉層構造Fss(ϕ)
がminimalで Property SHという中心多様体の伸び率に関するある条件をみたす時に，
Fss(ϕ)が minimalであることが Cr ロバストであることを証明している．本講演では，
Crロバストかまだ分からないが，ヘテロ次元接触を摂動を加えて外すことによって今ま
で知られていない葉層構造を構成する．主結果は以下の通りである．

定理 1. M を 3次元多様体とし，{ϕµ}µ∈J をM 上の C1微分同相写像の 1パラメータ族
で 2章の条件 (S1)から (S4)をみたし，さらに次の条件をみたすと仮定する．

(A1) 任意のµ ∈ Jに対して，二つの円盤Cs
ϕµ

⊂ W s(P,ϕµ)∩U(Q)とCu
ϕµ

⊂ W u
loc(Q, ϕµ)∩

U(Q)が存在し，次の条件をみたす．

Cu
ϕµ

= {(x, y, z) ∈ U(Q) : x = 0, a − η ≤ y ≤ a + η, b − η ≤ z ≤ b + η},

Cs
ϕµ

= {(x, y, z) ∈ U(Q) : x = −((y − a)2 + (z − b)2) + ν,

a − η ≤ y ≤ a + η, b − η ≤ z ≤ b + η}.

ここで a, b, η > 0は定数である．

(A2) あるパラメータ µ′ ∈ J と円盤D = [−δ, δ]3が存在して次の条件をみたす．

• (D,ϕµ′)はQを含むアフィンブレンダーである．

• 線分 L ⊂ W u(P,ϕµ′)で vertical through D to the right of W s
loc(Q,ϕµ′)とな

るものが存在する．

このとき，葉層構造 F(ϕµ′)が存在して次の条件をみたす．

(1) F(ϕµ′)はH = {(x, y, z) ∈ U(Q) : −δ ≤ x ≤ δ, 0 < y ≤ δ, z = 0}を台としてもつ．

(2) F(ϕµ′)上の任意の葉 L̃に対する単位接ベクトルは，いくらでも (1, 0, 0)に近い．

(3) F(ϕµ′)上の任意の葉 L̃に対して，列 {Cn}n∈Nが次の条件をみたすように存在する．
任意の n ∈ Nに対して, CnはW s(P,ϕµ′)の部分集合であり，{Cn}n∈Nは L̃にハウ
スドルフ距離で収束する.

(4) F(ϕµ′)上の葉 L̃で Lと擬横断的に交わる交点が存在する．
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定理 1で得られた葉層F(ϕµ′)を安定多様体W s(P,ϕµ′)の一次元極限葉層構造と呼ぶ.
定理 1の (3)と (4)より，数列 {Cn}の極限と L̃が擬横断的に交わることが分かる．この
擬横断点を擬横断的ヘテロ次元ホモクリニック点と呼ぶ．定理 1に固有値の条件を加え
ることによって，次の系を得ることができる．

系 1. M を 3次元多様体とし，ϕをヘテロ次元接触を含むヘテロ次元サイクルをもつM

上の C1微分同相写像とする．サドル型不動点 p, qは Index(p) = 1, Index(q) = 2をみた
し，qの中心多様体の固有値が負であって，絶対値が 1より大きく

√
2未満と仮定する．

このとき，部分集合 U(ϕ) ⊂ Diff1(M)が次の条件をみたすように存在する．

(1) U(ϕ)の閉方が ϕを含む．

(2) 任意の ψ ∈ U に対して，pの continuation pψに同伴する擬横断的ヘテロ次元ホモク
リニック点が存在する．

この系 1の U(ϕ)が開集合として取れ，一次元葉層構造がC1ロバストな性質であるか
はまだ分かっていない．

2 準備

ここでは，いくつかの定義と結果を述べる．M 上の C1微分同相写像 ϕに対して，定
数 α > 1, C > 0と continuous splitting TxM = Es(x)⊕Eu(x)が任意の x ∈ Λに対して
次の条件をみたすように存在するとき，ϕ-不変集合 Λを双曲型という．

• Dϕ(x)Eu(x) = Eu(ϕ(x))かつDϕ(x)Es(x) = Es(ϕ(x))．

• 任意の vs ∈ Es(x)と n ≥ 0に対して，‖Dϕn(x)vs‖ ≤ Cαn‖vs‖．

• 任意の vu ∈ Eu(x)と n ≥ 0に対して，‖Dϕ−n(x)vu‖ ≤ Cα−n‖vu‖．

また，このとき p ∈ Λに対して，次のような集合を定義することができる．

W s(p, ϕ) = {x ∈ M : ϕn(x) → p (n → ∞)},
W u(p, ϕ) = {x ∈ M : ϕ−n(x) → p (n → ∞)}.

W s(p, ϕ)を安定多様体といい，W u(p, ϕ)を不安定多様体という．これら安定多様体と不安
定多様体を用いて，ホモクリニック点を次のように定義することができる．r ∈ W s(p, ϕ)∩
W u(p, ϕ) \ {p}を pのホモクリニック点といい，TrW

s(p, ϕ) ⊕ TrW
u(p, ϕ) = TrM をみ

たすとき，横断的ホモクリニック点という．また，そうでないホモクリニック点をホモ
クリニック接触という. 続いてヘテロクリニックサイクルを次のように定義する．C1微
分同相写像 ϕが二つのサドル型不動点 pと qをもつとする．このとき，ϕが pと qに同
伴するヘテロクリニックサイクルをもつとは，

W s(p, ϕ) ∩ W u(q, ϕ) 6= ∅ かつ W u(p, ϕ) ∩ W s(q, ϕ) 6= ∅.
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をみたすときをいう．また，へテロクリニックサイクルが Index(p) 6= Index(q)をみたす
ときをヘテロ次元サイクルという．ここで，Index(·)は不安定多様体W u(·, ϕ)の次元を
表している．また，ヘテロクリニック点 r ∈ W s(p, ϕ) ∩ W u(q, ϕ)が

TrW
s(p, ϕ) + TrW

u(q, ϕ) 6= TrM かつ

dim(TrW
s(p, ϕ)) + dim(TrW

u(q, ϕ)) > dim(M)

をみたすとき，ヘテロ次元接触という．Mに含まれるC1曲線 l1と l2に対して，s ∈ l1∩ l2

が dim(Tsl1 + Tsl2) = 2をみたすとき擬横断点という．このような点をもつ微分同相写
像に Cr(r ≥ 1)摂動を加えて得られる微分同相写像は，擬横断点を一般的にもつかどう
かは分からないことに注意する．
次にブレンダーについて簡単に説明を述べる．ブレンダーとは 3次元以上の多様体上
の微分同相写像が，図 2(a)のように隙間をもつように交わりをもつときにできるサドル
型不動点 qを含む ϕN -不変集合

∩
i∈Z ϕiN (D)のことである．ブレンダーは馬蹄を拡張し

た概念で，双曲型不変集合ある．ブレンダーには図 2(b)のように，任意の vertical strip
to the right of W s

0 を考えたときに，図 2(c)のように，Dの中でこの stripがW s(q, ϕ)
と横断的に交わるという性質（ブレンダーの distinctive property）がある．

D

q

D

q

vertical  strip   

to the right of  W 
s

∆

0

ϕN
(     )D

ϕ (     )D

D

A

B

(     )a

(     )b (    )c

(          )W 
s q

loc

ϕN
(     )D

q

ϕ (     )D

D

A

B

ϕ,

図 2: (a)ブレンダーの構成．(b)vertical strip to the right of W s
0．(c)ブレンダーの

distinctive property．

また，ヘテロ次元サイクルをもつ微分同相写像について，次のような結果が知られて
いる．ϕを pと qに同伴する co-index oneサイクルをもつC1微分同相写像とする．ここ
で Index(q) = Index(p) + 1とする．このとき次の条件をみたす C1微分同相写像の 1パ
ラメータ族 {ϕµ}µ∈J が存在する．
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(S1) ϕ0は C1位相で ϕにいくらでも近く，サドル型不動点 P とQに同伴するヘテロ次
元サイクルをもつ．ここで，P とQは各々pと qの continuationである．

(S2) P とQの局所座標 U(P )と U(Q)が次をみたすように存在する．

(2.a) 任意のµ ∈ Jと (x, y, z) ∈ U(P )に対して，ϕµ(x, y, z) = (λssx, λsy, λuz)．こ
こで，λss, λs, λuはDϕ(p)の固有値で 0 < λss < λs < 1 < λuをみたす．

(2.b) 任意の µ ∈ J と (x, y, z) ∈ U(Q)に対して，ϕµ(x, y, z) = (σsx, σuy, σuuz)．
ここで，σs, σu, σuuはDϕ(q)の固有値で 0 < σs < 1 < σu < σuuをみたす．

(S3) 擬横断点 YP = (0, 0, z̃) ∈ W u
loc(P,ϕ0) ∩ W s(Q,ϕ0)が U(P )の中に存在し，次の条

件をみたす．

(3.a) 任意の µ ∈ J に対して，YP = (0, 0, z̃) ∈ W u
loc(P,ϕµ)．

(3.b) 整数 l > 0が YQ = ϕl
µ(YP ) = (x̃, µ, 0) ∈ U(Q) ∩ W u(P,ϕµ)をみたすように

とれる．

(3.c) YP の近傍 U(YP ) ⊂ U(P )が次の条件をみたすようにとれる．

T±
µ = ψl

µ : U(YP ) → ψl
µ(U(YP )) ⊂ U(Q)

はアフィン写像で

T±
µ (x, y, z) = ψl

µ(x, y, z) = (τsx,±y, τuz) + (x̃, µ,−τuz̃)

をみたす．ここで τsと τuは定数で 0 < |τs| < 1 < |τu|.

(S4) 任意の µ ∈ J に対して，横断点 ỸQ = (0, ỹ, 0) ∈ W u
loc(Q,ϕµ) ∩ W s(P,ϕµ)が U(Q)

の中に存在し，次の条件をみたす．

(4.a) 整数m > 0が ỸP = ϕm
µ (ỸQ) = (0, ỹP , 0) ∈ W s

loc(P,ϕµ) ∩ W u(Q,ϕµ)をみた
すようにとれる．

(4.b) ỸQの近傍 U(ỸQ) ⊂ U(Q)が次の条件をみたすようにとれる．

T̃± = ψm
µ : U(ỸQ) → ψm

µ (U(ỸQ)) ⊂ U(P )

はアフィン写像で

T̃±(x, y, z) = ψm
µ (x, y, z) = (τ̃sx,±y, τ̃uz) + (0,±(ỹP − ỹQ), 0)

をみたす．ここで τ̃sと τ̃uは定数で 0 < |τ̃s| < 1 < |τ̃u|.

µ = 0のときの ϕ0のヘテロ次元サイクルをシンプルサイクルという．シンプルサイク
の大きな特徴は，二つのサドル型不動点の中心多様体同士が繋がり，線形化された近傍
の中の点が二つのアフィン写像で動きが制御できるところである．このシンプルサイク
ルとヘテロ次元サイクルについては Bonatti-Dı́azによって次の定理が与えられている．

定理 3(Bonatti-Dı́az [2]). ϕを pと qに同伴する実固有値の中心多様体となる co-index
oneサイクルをもつ C1微分同相写像とする．ここで，Index(q) = Index(p) + 1とする．
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図 3: シンプルサイクル．

このとき，任意の ϕの C1 近傍 U(ϕ)に対して，1パラメータ族 {ϕµ}µ∈J が ϕ0 は U(ϕ)
に含まれ，条件 (S1)から (S4)をみたすように存在する．ここで J は 0を含む十分小さ
い区間である.

ブレンダーについては，Dı́az-Kiriki-Kokubu-Liによって証明されたブレンダーの存在
定理がある．

定理 4(Dı́az-Kiriki-Kokubu-Li [5]). {ϕµ}µ∈J を C1 微分同相写像の 1パラメータ族で
µ = 0では P と Qに同伴するシンプルサイクルをもつとする．ただし，Index(Q) =
Index(P ) + 1とする．また，Qの中心多様体の固有値 βが，負で 1 < |β| <

√
2をみたす

と仮定する．このとき，ボックスDとあるパラメータ µ′ ∈ J が存在して次をみたす．

(1) (D,ϕµ′)はQを含むアフィンブレンダー.

(2) 線分L ⊂ W u(P,ϕµ′)で vertical throught D to the right of W s
loc(P,ϕµ′)となるもの

が存在する.

3 証明の概略

ここでは，定理 1と系 1の証明の概略を述べる．定理 1は 1パラメータ族 {ϕµ}µ∈J が
(S1)から (S4)をみたしているので，ϕ0はシンプルサイクルをもち，あるパラメータ µ′

について，ϕµ′ はサドル型不動点 Qを含むブレンダーを U(Q)の中にもつ微分同相写像
である．葉層構造の存在を示すために，図 4(a)のようないくらでも 0に近い ε > 0と任
意の α ∈ (0, δ]に対して，

∆α,ε = {(x, y, z) : x = 0, α − ε ≤ y ≤ α + ε,−ε ≤ z ≤ ε}

を考える．このとき，ある整数 J(α, ε) ≥ 0が存在して，任意の j ≥ J(α, ε)に対して，
ϕj

µ′(∆α,ε) はいくらでも L に近づけることができる．よって，十分大きい j に対して，

ϕj
µ′(∆α,ε)は vartical strip to the right of W s

loc(Q,ϕµ′)となる．U(Q)内にはアフィンブ
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図 4: (a) ϕj
µ′(∆α,ε)の位置について．(b)H = {(x, y, z) ∈ U(Q) : −δ ≤ x ≤ δ, 0 < y ≤

δ, z = 0}を台としてもつ葉層構造．

レンダー (D,ϕµ′)が存在しているので，ブレンダーの distinctive propertyを用いること
ができる．これより，ϕj

µ′(∆α,ε)とW s(Q, ϕµ′)は横断的に交わることが分かる．いくら
でも 0に近い ε > 0と任意の α ∈ (0, δ]について，これは成り立つので図 4(b)のような
H = {(x, y, z) ∈ U(Q) : −δ ≤ x ≤ δ, 0 < y ≤ δ, z = 0}を台としてもつ葉層構造が存在
することが分かる．
次に，ブレンダーを使って構成したこの葉層を用いて安定多様体W s(P,ϕµ′)の一次元
極限葉層を構成する．ここで，図 5のように U(Q)に含まれる集合 Cs

ϕµ
⊂ W s(P,ϕµ)の

ϕµ′ の逆像の極限を考える．集合Cs
ϕµ

⊂ W s(P,ϕµ)がW s(P,ϕµ′)にハウスドルフ距離で
収束することから，Cs

ϕµ
⊂ W s(P,ϕµ)の部分集合の列 {Cn}n∈Nが任意の葉 L̃に対して，

ハウスドルフ距離で収束するようにとれる．

Q
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u
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(         )W 
s

P ϕ,
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s

Q ϕ,
x

y

z

µ

µ

µ

Cϕµ
s

図 5: 一次元極限葉層構造の構成について．

系 1の証明については，サドル型不動点 qの中心多様体に関する固有値が負で，1より
大きくて

√
2より小さい場合には，定理 3と定理 4からヘテロ次元接触を含むヘテロ次

元サイクルをもつC1微分同相写像 ϕのC1位相でいくらでも近くには，シンプルサイク
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ルやアフィンブレンダーの存在が分かり，ヘテロ次元接触にC1摂動を加えることによっ
て，定理 1の仮定をみたす 1パラメータ族 {ϕµ}µ∈J の存在が分かる．
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1. Flat virtual links

A surface diagram is a pair (S, D) where S is a closed oriented surface and D
is a generic immersion of one or more circles in S. Here generic means that self-
intersections or intersections between distinct components are limited to a finite
number of transverse double-points. A transverse double-point is called a crossing

(see Figure 1). Each circle is a component of the surface diagram. An example of
a surface diagram is shown in Figure 2. In this paper we will assume for simplicity
that none of the curves in our diagrams are oriented.

Figure 1. A crossing

Figure 2. A two-component surface diagram on a torus. The
dotted line is on the underside of the surface. The diagram has
just one crossing.

Let (S, D) and (S′, D′) be two surface diagrams. A stable homeomorphism from
(S, D) to (S′, D′) is an orientation preserving homeomorphism from the regular
neighbourhood of D in S to the regular neighbourhood of D′ in S′. If such a stable
homeomorphism exists we say that (S, D) and (S ′, D′) are stably homeomorphic.

Date: December 27, 2010.
The author is supported by a Scholarship from the Ministry of Education, Culture, Sports,

Science and Technology of Japan.
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We define moves on surface diagrams by flattening the Reidemeister moves of
knot theory. The moves are shown in Figure 3. Each move shows a small disk in the
surface. When making a move, anything outside this small disk remains unchanged.
In particular the surface does not change under any of these moves. We call the
move involving one crossing the 1-move, the move involving two crossings the 2-
move and the move involving three crossings the 3-move.

Figure 3. Flattened Reidemeister moves (from top to bottom,
the 1-move, the 2-move and the 3-move)

Note that these moves model homotopy of curves on a surface. Given two surface
diagrams (S, D) and (S, D′), suppose that the set of curves in D are homotopic to
the set of curves in D′. Then there is a finite sequence of 1-moves, 2-moves and
3-moves that will transform (S, D) into (S, D′).

A crossing reducing move is either a 1-move which removes a crossing or a 2-
move which removes a pair of crossings. In Figure 3 these are the versions of the
1-move and 2-move going from right to left.

Stable homeomorphisms and the flattened Reidemeister moves generate an equiv-
alence relation on the set of surface diagrams. This equivalence relation is called
stable equivalence and any pair of surface diagrams which are equivalent under this
equivalence relation are said to be stably equivalent. Note that the number of com-
ponents is preserved under stable equivalence. A flat virtual link is an equivalence
class of surface diagrams under stable equivalence. A flat virtual link with just one
component is a flat virtual knot.

The equivalence problem for flat virtual links is stated as follows. Given two
surface diagrams, determine whether or not they represent the same flat virtual
link. In other words, determine whether or not the two surface diagrams are stably
equivalent.
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2. Kadokami’s statement

In [5] Kadokami suggested a solution to the equivalence problem. To describe
it we first make some more definitions. The 3-class of a surface diagram (S, D)
is the set of all surface diagrams which can be transformed into (S, D) just by
using stable homeomorphisms and 3-moves. Note that because 3-moves and stable
homeomorphisms preserve the number of crossings in a surface diagram, any two
surface diagrams in the same 3-class must have the same number of crossings. We
say that a surface diagram (S, D) is irreducible if no surface diagram in its 3-class
admits a crossing reducing move.

Given any surface diagram (S, D) we can derive an irreducible diagram from it
by an recursive process. If (S, D) is itself irreducible we have finished. If not, there
is a surface diagram in the 3-class of (S, D) which admits a crossing reducing move.
We apply this move to get a new surface diagram (S ′, D′). We then recurse by
considering (S′, D′). As any diagram has a finite number of crossings and at each
step we reduce the number of crossings, the process must end in a finite number of
steps.

Using slightly different terminology, Kadokami made the following statement in
[5].

Statement 2.1 (Kadokami). If two irreducible surface diagrams represent the same

flat virtual link they are in the same 3-class.

This would give a solution to the equivalence problem. Given any two surface
diagrams, we derive irreducible diagrams from them (as explained above) and then
the original diagrams are equivalent if and only if the derived irreducible diagrams
are in the same 3-class.

However, in [2] the author found a multi-component counterexample to State-
ment 2.1. Figure 4 and Figure 5 show a pair of irreducible surface diagrams on a
torus which are stably equivalent but not in the same 3-class. In fact, it is possible
to transform one diagram into the other on the torus just by using 2-moves and
3-moves, but in doing so, the number of crossings must temporarily increase.

Figure 4. A five-component surface diagram on a torus. Dotted
lines are on the underside of the surface.

This means that Statement 2.1 is not true for multi-component flat virtual links.
Since Kadokami’s proof of Statement 2.1 did not distinguish between single and
multi-component cases it was unclear whether or not the statement is true for the
single component case. In this paper we will give a new proof that Kadokami’s
statement is true for flat virtual knots. Our main theorem is

Theorem 2.2 ([3]). If two irreducible surface diagrams represent the same flat

virtual knot they are in the same 3-class.

In the multi-component case we introduce a new move called the exchange move.
We will not give a precise definition of the move here, but the move allows us to swap
the position of parallel components or parallel cabled components in an immersed

－45－



ANDREW GIBSON

Figure 5. Another five-component surface diagram on a torus.
This surface diagram is stably equivalent to the one in Figure 4
but they are not in the same 3-class.

annulus in the surface. We conjecture that irreducible multi-component surface
diagrams are unique up to 3-moves, stable homeomorphisms and these exchange
moves. We hope to give a proof of this in [3].

3. Newman’s Diamond Lemma

In order to prove Theorem 2.2 we will use Newman’s Diamond Lemma. This
lemma is a very general result about certain kinds of equivalence relations on sets.

Let F be a set and let R be an equivalence relation on F generated by moves
which are classified into two types, reducing moves and their inverses. An element
of F is said to be irreducible if it does not admit a reducing move. The original
version of the lemma appears in [6]. The following version of the lemma is based
on a version in in [1, page 26].

Lemma 3.1 (Newman’s Diamond Lemma). Let F be a set and R be an equivalence

relation on F as described above. Suppose the following two conditions are satisfied:

(1) Finiteness condition. From any element f we can reach an irreducible

element of F by a finite sequence of reducing moves.

(2) Confluence condition. If an element f admits reducing moves giving two

different elements f1 and f2 of F , then there exists an element f ′ of F such

that we can reach f ′ by a sequence of zero or more reducing moves from

both f1 and f2.

Then there is exactly one irreducible element in each equivalence class of F under

R.

In our case the set F will be the set of 3-classes of surface diagrams. The reducing
moves on F are induced from the crossing reducing moves on surface diagrams as
follows. Let f and f ′ be two 3-classes. We say that there is a reducing move from f
to f ′ if and only if there are surface diagrams (S, D) in f and (S, D′) in f ′ such that
(S, D) admits a crossing reducing move which results in (S, D′). Then irreducible
elements in F are exactly those 3-classes containing irreducible surface diagrams.

As we have already seen in Section 2, the Finiteness condition in the lemma
holds by the finiteness of the number of crossings in a surface diagram. If we can
prove that the Confluence condition holds, then Theorem 2.2 follows directly from
Lemma 3.1.

4. Canonical surface

Given a surface diagram (S, D), cut the regular neighbourhood of D from S.
The result is a surface with one or more boundary components. To each boundary
glue a disk. The result is a closed oriented surface called the canonical surface for
D. We denote this surface Sc. Note that (S, D) is stably homeomorphic to (Sc, D)
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the surface diagram consisting of D on its canonical surface. Thus the genus of the
canonical surface is minimal over all surfaces on which D can be realized.

We recall from [5] some observations about the canonical surface.
Firstly, the canonical surface does not change under a 3-move. This implies the

following lemma.

Lemma 4.1. Let (S, D) and (S′, D′) be two surface diagrams belonging to the

same 3-class. Let Sc be the canonical surface for D. Then there exist a sequence

of surface diagrams (Sc, Di) for i running from 1 to n for some n such that

(i) there is a stable homeomorphism from (S, D) to (Sc, D1);
(ii) for each i from 1 to n − 1, we can transform (Sc, Di) into (Sc, Di+1) by a

single 3-move;

(iii) there is a stable homeomorphism from (Sc, Dn) to (S′, D′).

Thus each 3-class has an associated canonical surface which is well-defined.
Secondly, if a surface diagram (S, D) admits a crossing reducing move, the move

can also be made on the canonical surface. Let Sc be the canonical surface for D
and suppose that the crossing reducing move applied to (S, D) gives (S, D′). Then
it is easy to see that the corresponding crossing reducing move applied to (Sc, D)
gives (Sc, D

′) which is stably homeomorphic to (S, D′) (see Figure 6).

(S, D)

crossing reducing move

��

stable homeo �� (Sc, D)

crossing reducing move

��

��

(S, D′)
stable homeo �� (Sc, D

′)��

Figure 6. Crossing reducing moves and canonical surface

This fact has the following important implication about the reducing moves on
3-classes we defined in Section 3. Suppose there is a reducing move from 3-class f
to 3-class f ′. Then there is a surface diagram (Sc, D) in f , where Sc is the canonical
surface for D, such that a crossing reducing move applied to (Sc, D) gives a surface
diagram in f ′.

This fact combined with Lemma 4.1 shows that to decide whether a 3-class is
irreducible or not, it is sufficient just to examine all surface diagrams in the 3-class
that are on the canonical surface.

5. Results of Hass and Scott

Let S be a surface. A curve on S is self-transverse if every self-intersection is
not a self-tangency. Note that self-intersections are not restricted to double points.
A point where the curve self-intersects n times is called an n-point. An example of
a 3-point is shown in Figure 7.

Figure 7. A 3-point

For a curve c, write d(c) for the number of double points of c, where n-points
are counted as n(n− 1)/2 double points for all n. In [4] Hass and Scott proved the
following two theorems.
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Theorem 5.1 (Hass and Scott). Let S be a closed oriented surface and let c0 and

c1 be homotopic self-transverse curves on S each minimizing the number of double

points in their homotopy class. Then there is a homotopy ct from c0 to c1 such

that, for all t:

(1) ct is self-transverse;

(2) d(ct) equals d(c0).

Theorem 5.2 (Hass and Scott). Let S be a closed oriented surface and let c0 be a

self-transverse curve on S which does not minimize the number of double points in

its homotopy class. Then there is a homotopy ct from c0 to a curve c1 such that:

(1) c1 is a self-transverse curve minimizing the number of double points in

homotopy class of c0;

(2) for all i and j, 0 ≤ i < j ≤ 1, d(ci) ≥ d(cj);
(3) except for a finite number of times when a loop in the curve shrinks to a

point, the homotopy ct is regular.

In order to use these results, we need to restate them using the terminology of
previous sections. The main problem is that Hass and Scott allow n-points, whereas
in our surface diagrams we only allow double points. In order to solve this problem
we note that given an n-point p, we can perturb the arcs in a regular neighbourhood
of p to get n(n − 1)/2 double points. We call such a perturbation of an n-point a
resolution of the n-point. For example, two resolutions of a 3-point are shown in
Figure 8.

Figure 8. Two resolutions of a 3-point

Although the resolution of an n-point is not unique, we have the following lemma.

Lemma 5.3. Two resolutions of an n-point are related by a finite sequence of

3-moves.

Using this lemma and the fact that the flattened Reidemeister moves model
homotopy in a surface, we get the following two corollaries from Hass and Scott’s
theorems.

Corollary 5.4. Let S be a closed oriented surface and let (S, c0) and (S, c1) be

surface diagrams where c0 and c1 are curves on S such that c0 is homotopic to c1

in S and both c0 and c1 minimize the number of double points in their homotopy

class on S. Then there is a finite sequence of 3-moves which transforms (S, c0) into

(S, c1).

Corollary 5.5. Let S be a closed oriented surface and let (S, c0) be a surface

diagram where c0 is a curve on S which does not minimize the number of double

points in its homotopy class on S. Then there exists a finite sequence of 3-moves

and crossing reducing moves which transforms (S, c0) into (S, c1) where c1 does

minimize the number of double points in the homotopy class of c0 on S.

6. Proof of the main theorem

Proof of Theorem 2.2. By our discussion in Section 3 it is sufficient to show that
the Confluence condition of the Diamond Lemma holds. Recall that F is the set of
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3-classes of surface diagrams and that the reducing moves are induced by crossing
reducing moves. Now suppose that f is an element in F which admits reducing
moves which give two different elements f1 and f2 of F . We have to show that
there exists an element f ′ in F such that there exists a sequence of zero or more
reducing moves from both f1 and f2 to f ′. To show this, we will use the results of
Hass and Scott given in the previous section.

By the discussion in Section 4, it is sufficient to consider surface diagrams on the
canonical surface Sc in f . By the definition of reducing move and that discussion,
there exists a surface diagram (Sc, D1) in f which admits a crossing reducing move
giving a surface diagram (Sc, D

′

1) in f1. Similarly there is a surface diagram (Sc, D2)
in f which admits a crossing reducing move giving a surface diagram (Sc, D

′

2) in
f2.

By Corollary 5.5, there exists a finite sequence of 3-moves and crossing reducing
moves that transforms (Sc, D

′

1) into (Sc, D
m
1 ) where Dm

1 has the minimal number of
double points in its homotopy class on Sc. Similarly, there exists a finite sequence of
3-moves and crossing reducing moves that transforms (Sc, D

′

2) into (Sc, D
m
2 ) where

Dm
2 has the minimal number of double points in its homotopy class on Sc. Now

by Corollary 5.4 (Sc, D
m
1 ) and (Sc, D

m
2 ) are related by a finite sequence of 3-moves

(because Dm
1 and Dm

2 are homotopic on Sc). Thus (Sc, D
m
1 ) and (Sc, D

m
2 ) are in

the same 3-class (see Figure 9).

(Sc, D1)

reducing move

��

3-moves �� (Sc, D2)

reducing move

��

��

(Sc, D
′

1)

3-moves, reducing moves

��
��
��
��

(Sc, D
′

2)

3-moves, reducing moves

��
��
��
��

(S, Dm
1 )

3-moves �� (Sc, D
m
2 )��

Figure 9. Applying Hass and Scott’s result to surface diagrams

Denote by f ′ the 3-class containing (Sc, D
m
1 ) and (Sc, D

m
2 ). Then we can get

to f ′ from both f1 and f2 by zero or more reducing moves. Thus the Confluence
condition holds. At the level of 3-classes, Figure 9 becomes the diamond shape
shown in Figure 10, if f ′ is not equal to f1 or f2. If f ′ is equal to f1 or f2 then the
diagram degenerates into a triangle.

f

reducing move

����
��

��
�� reducing move

��
��

��
��

��

f1

reducing moves
��

��
��

��
��

f2

reducing moves
��
��

��
��

��

f ′

Figure 10. Confluence condition

Since the Finiteness condition and the Confluence condition of the Diamond
Lemma holds, we can apply the Diamond Lemma to complete the proof. �
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第 1ヒルベルト係数によるイデアルの分類について

大関　一秀 (明治大学先端数理科学インスティテュート)

1. はじめに

可換環論は，与えられた代数方程式を具体的に解くという問題から発生した学問体系

であって，現代では組み合せ論や代数幾何学，特異点論，数論などと密接に関連した，

非常に大きな複合分野となっている．代数多様体上の各点の局所環の環構造は，対応す

る特異点の幾何学的な性質を如実に反映し，局所環の構造は，そこに含まれる極大イデ

アルmや，m-準素イデアルに関するヒルベルト函数の可能性や挙動，重複度解析，随

伴次数環やリース代数の環構造により分類され，推測される．本報告の目的は，ヒルベ

ルト函数の挙動を指標に，与えられた局所環内にどのようなm-準素イデアルがいかに

多様に含まれているかを解析しながら，局所環すなわち特異点の可換環論を展開するも

のである．

以下，Aを（可換な）ネーター局所環とし，その極大イデアルをmと表しKrull次元

を d = dimA > 0とする. 環A内のm-準素イデアル Iに対して，整数 {ei(I)}0≤i≤dたち

が存在し，十分大きい整数 n≫ 0に対して，イデアル Iのヒルベルト函数 ℓA(A/I
n+1)

が

ℓA(A/I
n+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

という形の多項式で表わされることがよく知られている．但し，ℓA(∗)はA-加群として

の長さを表す. これを，イデアル I のヒルベルト多項式と呼び，各係数 ei(I)たちをイ

デアル Iの第 iヒルベルト係数と呼ぶ. 特に，先頭項の係数 e0(I) (> 0)はイデアル Iの

重複度と呼ばれる. このヒルベルト函数の挙動には，イデアル Iの構造がかなり忠実に

反映されていると考えられる．

体上の次数付代数のヒルベルト函数の研究はD. Hilbertの不変式論の研究にまで遡る

が，局所環のヒルベルト函数の研究もP. SamuelやA. Grothendieckによって 1950年代

までには基礎理論が整備され，その後，D. Northcott, S. Abhyankar, E. Matlis, J. Sally

たちにより，ブロウアップ代数の環構造研究との関わりの中で深い研究が行われた．近

本報告の内容は，明治大学の後藤四郎教授と千葉大学の西田康二教授との共同研究 [GNO1, GNO2, GO]
に基づいて構成されたものである.
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年では，イタリアの数学者G. VallaやM. E. Rossiたちを中心に，イデアルの第 1ヒル

ベルト係数の挙動解析が盛んに行われている.

本報告の目的は，局所環内のm-準素イデアル I を取り出し，その第 1ヒルベルト係

数の挙動からイデアル Iの構造を分類することにある.

以下，ネーター局所環A内のm-準素イデアル Iとその極小節減をQととる. 環Aの

Krull次元を d = dimA > 0と表し，簡単の為，剰余体A/mは無限体と仮定する. 但し，

Qが Iの節減であるとは，ある整数 n ≥ 0が存在して，等式 In+1 = QInが成り立つこ

とを云う. 節減たちの中で包含関係について極小なものを極小節減と呼び，その極小性

から，Q = (a1, a2, · · · , ad)は環A内の巴系イデアルをなすことが知られている.

このとき，イデアル IとQに随伴する各種ブロウアップ代数を次の様に定める.

R = R(I) := A[It] ⊆ A[t],

R′ = R′(I) := A[It, t−1] ⊆ A[t, t−1],

T = R(Q) := A[Qt],

G = G(I) := R′/t−1R′ ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

と定め，それぞれ，イデアル Iのリース代数，イデアル Iの拡大リース代数，イデアル

Qのリース代数，そして，イデアル Iの随伴次数環という．但し，tは環A上の不変量

とする．また，B = T/mT と定める. これは，巴系 a1, a2, · · · , adの解析的独立性によ
り，剰余体A/m上の d変数多項式環B ∼= A/m[X1, X2, · · · , Xd]をなす.

ここで，本報告の構成について述べたい. 第 2節では，コーエンマコーレイ環内に於

けるイデアルの第 1ヒルベルト係数 e1(I)についてこれまでに知られている結果を紹介

する. 第 3節では，サリー加群の基本構造を紹介し，本報告の主結果である階数が 1の

サリー加群の構造定理を紹介する. 第 4節では，主定理を満たすようなコーエンマコー

レイ局所環とそのm-準素イデアルの構成方法について述べたい.

2. コーエンマコーレイ局所環内に於けるイデアルのヒルベルト係数について

現代可換環論は，コーエンマコーレイ環解析を中心に発展してきたと言われていて，

これまでに，コーエンマコーレイ局所環内に於けるイデアルのヒルベルト函数解析が盛

んに行われてきた. そこで本節では，コーエンマコーレイ環内に於けるイデアルのヒル

ベルト係数 ei(I)についてこれまでに知られている結果を紹介したい.

コーエンマコーレイ局所環は，次の様に定義される. 本報告では，巴系イデアルQの

重複度 e0(Q)の特徴付けによる視点に重きを於いてこの定義を採用するが，その際に，
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一般ネーター局所環内の巴系イデアルQに対して，不等式 ℓA(A/Q) ≥ e0(Q)がいつも

成り立つということに注意しておく.

定義 2.1. d > 0とする. ネーター局所環 A内のある巴系イデアル Qについて，等式

ℓA(A/Q) = e0(Q)が成り立つとき，Aをコーエンマコーレイ環であると定義する.

さらに，環Aの極大イデアルmによる局所コホモロジー加群Hi
m(A) (i ∈ Z)や，巴

系 a1, a2, · · · , adの正則性を用いて次の様に特徴付けることができる.

命題 2.2. d > 0とする. 次の 5条件は互いに同値である.

(1) Aはコーエンマコーレイ環である.

(2) 環A内の全ての巴系イデアルQについて，等式 ℓA(A/Q) = e0(Q)が成り立つ.

(3) 任意の整数 i ̸= dに対して，Hi
m(A) = (0)である.

(4) あるA内の巴系 a1, a2, · · · , adが存在して，環A内で正則列をなす.

(5) 任意のA内の巴系 a1, a2, · · · , adについて，環A内で正則列をなす.

ここで，イデアルの重複度について述べておくと，イデアル Iの節減Qに対して，等

式 e0(I) = e0(Q)が成り立つことが良く知られている. よって，このことから，コーエ

ンマコーレイ局所環内のm-準素イデアル I の重複度は e0(I) = e0(Q) = ℓA(A/Q)とな

り，その値は計算可能である.

これに対して，コーエンマコーレイ局所環内に於ける第 1ヒルベルト係数 e1(I)の挙

動研究は，次のD. G. Northcottによる不等式が出発点であるといえる.

定理 2.3 ([N]). Aをコーエンマコーレイ局所環とし，d > 0とする. このとき，不等式

e1(I) ≥ e0(I)− ℓA(A/I)

が成り立つ.

この定理 2.3に於いて，イデアル Iの極小節減Qに対して e0(I) = e0(Q) = ℓA(A/Q)

が成り立つことから，e1(I) ≥ e0(I)− ℓA(A/I) = ℓA(I/Q) ≥ 0を得る.

さらに，Northcottの不等式に於ける等号が成り立つ場合の結果として，C. Huneke

と大石による次の定理が挙げられる.

定理 2.4 ([H, O]). Aをコーエンマコーレイ局所環とし，d > 0とする. このとき，次の

2条件は互いに同値である.

(1) 等式 e1(I) = e0(I)− ℓA(A/I)が成り立つ.

(2) 等式 I2 = QIが成り立つ.

このとき，次の条件が正しい.
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(i) 任意の 2 ≤ i ≤ dに対して，ei(I) = 0である.

(ii) イデアル Iの随伴次数環Gやファイバーコーン F(I) =
⊕

n≥0 I
n/mInは，それ

ぞれ，コーエンマコーレイ環をなす.

(iii) もし d ≥ 2ならば，イデアル Iのリース代数Rはコーエンマコーレイ環をなす.

従って，定理 2.4から，等式 e1(I) = e0(I)− ℓA(A/I)を満たすイデアル Iは非常に良

い性質を持つことが分かる.

この一連のNorthcott, Huneke, 大石の結果に対する次の問題として等式

e1(I) = e0(I)− ℓA(A/I) + 1

を満たすイデアル Iの特徴づけが考えられる. この問題に関する最初の解答として，J.

Sallyが次の様な先駆的な結果を発表している.

定理 2.5 ([S]). Aをコーエンマコーレイ局所環とし，d ≥ 2とする. このとき，e1(I) =

e0(I)− ℓA(A/I) + 1であって，e2(I) ̸= 0ならば，次の条件が正しい.

(1) e2(I) = 1である.

(2) 整数 3 ≤ i ≤ dに対して，ei(I) = 0である.

(3) depthG ≥ d− 1である.

(4) ℓA(I
2/QI) = 1であって，I3 = QI2である.

この定理 2.5はこれまでに多くの研究者たちにより解析が行われ，多数の関連論文が

発表されている. その中でも，W. V. Vasconcelosは論文 [V]にて，サリー加群という概

念を初めて導入し，定理 2.5をより見通しの良いものに整理している (定理 3.4). さらに

そこでは，ヒルベルト函数論に於けるサリー加群の重要性についても言及している.

次節にて，そのサリー加群の定義とその基本構造について述べたい.

3. サリー加群

サリー加群の定義は次の通りである.

定義 3.1. ネーター局所環A内のm-準素イデアル Iとその極小節減Qに対して，

S = SQ(I) = IR/IT

と定め，イデアル IのQに関するサリー加群と呼ぶ.

イデアルQが Iの節減をなすことから，次数環Rが T 上の次数付き有限生成拡大を

なす. よって，このことから，サリー加群 Sは次数付き有限生成 T -加群をなす.

これから，本報告を読み進めるにあたって必要な，サリー加群の基本構造を紹介す

る．次の 2つの結果は，W. V. Vasconcelos [V] により構築されたものである．
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補題 3.2. Aをネーター局所環とし，d > 0とする. このとき，次の条件が正しい.

(1) ある十分大きい整数 ℓ ≫ 0に対して，mℓS = (0)である. 従って，任意の P ∈
AssTSに対して，mT ⊆ P となり，dimT S ≤ dが成り立つ. 但し，AssTSは S

の T 加群としての素因子全体の集合を表す.

(2) Sの次数付き T -加群としての第 n次の斉次部分 {Sn}n∈Zは，次で与えられる．

Sn
∼=
{

(0) n ≤ 0のとき,
In+1/IQn n ≥ 1のとき.

(3) S = (0) ⇔ I2 = QI.

(4) S ̸= (0)とし，V = S/MSと定める．但し，M = mT + T+は T の次数付き極大

イデアルとする．各整数 n ∈ Zに対して，V の有限次元な次数付き T/M-空間

としての第 n次の斉次部分を Vnで表す．集合 Λ = {n ∈ Z | Vn ̸= (0)}と定め，
q = maxΛとおく.このとき，

Λ = {1, 2, · · · , q} かつ rQ(I) = q + 1

が成り立つ．但し，rQ(I) = min{n ≥ 0|In+1 = QIn}と定め，イデアル I のQ

に関する節減数と呼ぶ．

(5) S = TS1 ⇔ I3 = QI2.

この補題 3.2より，サリー加群 Sの次数付き加群としての生成元の次数とイデアル I

のQに関する節減数 rQ(I)が密接に関わっていることが分かる.

さらに，基礎環Aがコーエンマコーレイであるという仮定の下で次の基本構造が従

う. 論文 [GO]にて，非コーエンマコーレイ環内に於けるサリー加群の基本構造も構築

しているが，本報告では，基礎環Aがコーエンマコーレイの場合の議論に限定する.

命題 3.3. Aをコーエンマコーレイ局所環とし，d > 0とする. p = mT と表す. このと

き，次の条件が正しい.

(1) AssTS ⊆ {p}である. 従って，S ̸= (0)ならば，dimT S = dである.

(2) 任意の整数 n ≥ 0に対して，次の等式が成り立つ．

ℓA(A/I
n+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− (e0(I)− ℓA(A/I))·

(
n+ d− 1

d− 1

)
− ℓA(Sn).

(3) 等式 e1(I) = e0(I)− ℓA(A/I)+ ℓTp(Sp)が成り立つ. 従って，等式 e1(I) = e0(I)−
ℓA(A/I) + 1が成り立つことと，mS = (0)かつ rankB S = 1が成り立つことが

同値である.

(4) S ̸= (0)とし，s = depthT Sととる. このとき，s < dならば，depthG = s−1が
成り立つ. また，SがコーエンマコーレイT -加群をなすことと，depthG ≥ d−1

が成り立つことが同値である.
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この命題 3.3より，サリー加群Sのヒルベルト函数 ℓA(Sn)がイデアル Iのヒルベルト

函数 ℓA(A/I
n+1)の補正項をなしていることや，加群 Sと随伴次数環Gやリース代数R

の深さが互いに密接に関係しているということが分かる. このことから，サリー加群を

調べることで，イデアルのヒルベルト函数や，随伴する各種ブロウアップ代数の構造を

取り出すことが可能となり，故に，サリー加群の構造の解明こそが問題解決の鍵となる.

また，この補題 3.2(3)と命題 3.3を用いれば, 前節で紹介した，Northcottによる定理

2.3及び，Hunekeと大石による定理 2.4が直ちに従う.

そして，Vasconcelosは，このサリー加群を用いて，Sallyの定理 2.5を次の様に特徴

付けた. 但し，整数 ℓに対して，B(−ℓ)は, 任意の整数 nに対して [B(−ℓ)]n = Bn−ℓに

よって次数付けを入れた次数付き加群を表す.

定理 3.4 (Sally [S] , Vasconcelos [V]). Aをコーエンマコーレイ局所環とし，d > 0とす

る. このとき，次の 3条件は互いに同値である.

(1) 次数付き T -加群としての同型 S ∼= B(−1)が存在する.

(2) e1(I) = e0(I)− ℓA(A/I) + 1かつ，d ≥ 2のとき，e2(I) ̸= 0.

(3) I3 = QI2かつ ℓA(I
2/QI) = 1である.

このとき，次の条件が成り立つ.

(i) d ≥ 2のとき，e2(I) = 1である.

(ii) 任意の整数 3 ≤ i ≤ dに対して，ei(I) = 0である.

(iii) depthG ≥ d− 1である.

この様に，サリー加群の構造を経由することで，Sallyの定理 2.5をより見通しの良

いものにすることが出来る. しかしながら，この定理 3.4では，等式 e1(I) = e0(I) −
ℓA(A/I) + 1かつ，e2(I) = 0を満たす場合については言及がされていない．

そこで，本報告では，等式 e1(I) = e0(I)− ℓA(A/I)+ 1を満たすm-準素イデアル Iの

Sally加群の構造を完全に解析することを目標とする．

本報告の主結果は次の通りである．

定理 3.5. Aをコーエンマコーレイ局所環とし，d > 0とする. このとき，次の 3条件は

互いに同値である.

(1) e1(I) = e0(I)− ℓA(A/I) + 1である.

(2) mS = (0)かつ rankB S = 1である.

(3) ある整数 0 < c ≤ dに対して，次数付き T 加群としての同型

S ∼= (X1, X2, · · · , Xc)B

が存在する．但し，{Xi}1≤i≤cは多項式環B内の互いに線型独立な一次式である.
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このとき, 等式 c = ℓA(I
2/QI)，I3 = QI2が成り立ち, さらに次の条件が正しい.

(i) depthG ≥ d− cかつ depthT S = d− c+ 1である.

(ii) もし c ≥ 2ならば，depthG = d− cである.

(iii) c < dとする. このとき，任意の整数 n ≥ 0に対して，次の等式が成り立つ．

ℓA(A/I
n+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+

(
n+ d− c− 1

d− c− 1

)
.

よって，各整数 2 ≤ i ≤ dに対して，等式

ei(I) =

{
0 i ̸= c+ 1のとき,

(−1)c+1 i = c+ 1のとき

が従う.

(iv) c = dとする. このとき，任意の整数 n ≥ 1に対して，次の等式が成り立つ．

ℓA(A/I
n+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
.

よって，各整数 2 ≤ i ≤ dに対して，等式 ei(I) = 0が従う．

この様に，等式 e1(I) = e0(I)− ℓA(A/I) + 1を満たすイデアル Iについて，そのヒル

ベルト函数の挙動，随伴次数環Gやサリー加群 Sの構造を全て取り出すことが可能と

なった. その一方で，等式 e1(I) = e0(I)− ℓA(A/I) + 2を満たすm-準素イデアル Iにつ

いてその構造は未解決のままである.

4. 例

最後に，本節では，定理 3.5の (3)の条件を満たすイデアルの例の構成を行いたい. 目

標となる定理は次の通りである.

定理 4.1. 整数 0 < c ≤ dをとる. このとき，コーエンマコーレイ局所環 (A,m)内のm-

準素イデアル I が存在して，ある I の節減Q = (a1, a2, · · · , ad)に対して，次の条件を
満たす．

d = dimA, e1(I) = e0(I)− ℓA(A/I) + 1, そして, c = ℓA(I
2/QI).

これらの例を構成する上で，c = dを仮定してよい.

整数m, d > 0をとる. 無限体 k上のm+ 2d+ 1変数多項式環

U = k[{Xj}1≤j≤m, Y, {Vi}1≤i≤d, {Zi}1≤i≤d]

と定め，U のイデアル

b = [(Xj | 1 ≤ j ≤ m) + (Y )]·[(Xj | 1 ≤ j ≤ m) + (Y ) + (Vi | 1 ≤ i ≤ d)]

+(ViVj | 1 ≤ i, j ≤ d, i ̸= j) + (V 2
i − ZiY | 1 ≤ i ≤ d)
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ととる．剰余環C = U/aとおき，元Xj, Y , Vi, そしてZiのC内に於ける像を，それぞ

れ，xj, y, vi, そして aiで表す．環C内の次数付き極大イデアルをM = C+ := (xj | 1 ≤
j ≤ m) + (y) + (vi | 1 ≤ i ≤ d) + (ai | 1 ≤ i ≤ d)とおく. 部分集合 Γ ⊆ {1, 2, · · · ,m}を
とり，C内のイデアル

J = (ai | 1 ≤ i ≤ d) + (xα | α ∈ Γ) + (vi | 1 ≤ i ≤ d), そして, q = (ai | 1 ≤ i ≤ d)

を定める．このとき，等式M2 = qM , J2 = qJ + qy, そして，J3 = qJ2が成り立つこ

とから，イデアル qはイデアルM と J の節減をなし, a1, a2, · · · , adは次数環Cの斉次

な巴系をなすことがわかる．

局所環A = CM ととり, 環A内のイデアル I = JA, そして，Q = qAを考える. この

とき，次の結果が得られる．

定理 4.2. 次の条件が正しい.

(1) Aはコーエンマコーレイ局所環をなし，その次元は dimA = dである.

(2) 次数付き T -加群としての同型 S ∼= B+が存在する．故に，ℓA(I2/QI) = d.

(3) e0(I) = m+ d+ 2かつ e1(I) = ♯Γ + d+ 1である.

(4) 任意の整数 2 ≤ i ≤ dに対して，ei(I) = 0である.

(5) 随伴次数環Gはブックスバウム環をなし，depthG = 0かつ I(G) = dを満たす.

但し，I(G) =
∑d−1

i=0

(
d−1
i

)
ℓA(H

i
M(G))はGのブックスバウム不変量を表す．
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概 要

von Neumann により導入された量子力学の公理において、「何故」
Hilbert 空間上の自己双対作用素によって量子状態が記述されるのかが不
明であったため、量子力学の公理系を特徴付ける物理学的な基本原理を
見出す研究が行われてきた。本発表ではそれらの研究と凸集合の幾何学
との関わりについて述べるとともに、2準位量子系の標準的表現である
3次元球を特徴付ける物理原理に関する話者らの最近の研究を紹介する。
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1 研究の背景

量子力学を記述する数学的公理としては、von Neumann による、Hilbert

空間上の Hermite 作用素を用いた定式化が標準的表現として定着している。

勿論その公理が提唱された背景では物理学的な深い考察が行われたのであろ

うが、しかしながら、最終的に得られた公理それ自身は半ば天下り的な仕方

で導入されたものであり、物理学的な必然性 — 例えば、「何故」量子力学が

Hilbert 空間を用いた現在の定式化を持つに至るのか — という観点では完全

に満足のいくものでないのも事実である。そのため、von Neumann 自身に

よる研究 [1]を含め、量子力学の公理系に関するより物理学的に必然性のあ

る導出、換言すると「物理原理」で構成される公理系の導出を目指す研究が

多く行われてきた（これらの先行研究については、論文 [3]およびその中の

参考文献を参照されたい）。ここで本稿では、ある公理が「物理原理」である

とは、その成否が（少なくとも、理想的な実験が自由に行える状況において

は）物理現象の実験的観測によって確認できることを指すこととする。例え

ば、「量子力学が Hilbert 空間を用いて記述される」（実際にはより精密な数

学的表現であるが）という公理はこの意味で物理原理とはいえない（実験結
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果それ自身が Hilbert 空間の導入を示唆するわけではない）が、一方で「光

の速度は慣性系によらず一定である」という（時間の相対性を導く）公理は、

「光の速度」が（理想的な）実験によって決定できる対象であることから物理

原理であると考えられる。

数学的な観点からは、このような量子力学の公理系導出という試みは、以

下の方針で行われるものと考えられる。まず、量子力学に限らない（例えば、

古典力学を含めた）より一般の物理系で成り立つと考えられる物理原理をい

くつか列挙し、それらの物理原理を満たす系について数学的な記述を与える。

次に、量子力学に特有の物理原理を追加していき、上記の「一般の物理系」

の中で量子力学と他の物理系との切り分けを行う。ここで要求される「一般

の物理系」の数学的記述についてはいくつかの流儀があるようであるが、本

稿ではその一つとして、実ベクトル空間の凸集合を用いた定式化である「一

般確率モデル」を取り扱う（次節でその概説を行う）。

このような量子力学の物理原理に基づく公理系導出という試みは、以下の

ように物理学、数学、情報科学（特に暗号学および情報セキュリティ理論）と

いった様々な分野における動機付けを持っている。

物理学的な動機 物理原理によって記述された公理系を得ることは、素朴な直

感に反する現象が多く見られる量子力学という奇怪な対象を、物理的

な直感に基づいて納得するための助けとなると期待される。

数学的な動機 上述の「一般確率モデル」の中で量子力学の物理系の切り分け

を行う過程は、「一般確率モデル」を記述する数学的対象の中で量子力

学に対応する対象の特徴付けを与える過程として捉える事ができ、数

学的にも興味深い知見を得ることになると期待される。

情報科学的な動機 現実に実行し得る情報処理の過程には全て何らかの物理学

的な対象や現象が介在すると考えられるため、基盤となる物理系の性質

を調べることは、情報処理過程の可能性や限界を論じる際にも役立つ

と期待される。特に、暗号学や情報セキュリティ理論の観点からは、量

子力学的現象に立脚するセキュリティ技術である量子情報セキュリティ

（量子暗号）技術の安全性がどこまで一般的な物理系で成立するもので

あるかが一つの考察対象となっており、この「より一般的な物理系」の

定式化として「一般確率モデル」の研究が行われている。

2 一般確率モデル

本節では、量子力学の物理系の一般化としての「一般確率モデル」について概

説を行う。「一般確率モデル」（General Probabilistic Theory、GPT）の根幹を

なす概念は、「状態」（state）およびある状態における「測定」（measurement）

である。一つの GPT における状態のなす集合を S、測定のなす集合をM
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とおく。測定M ∈ Mの各々には、「測定結果」の集合が付随するものと考

える。一般には生じ得る測定結果が無限個となる状況も考えられるが、本稿

では簡単のため測定結果が有限個である場合に限って考察を行う。さらに、

個々の測定結果の名称には本質的な意味はないため、測定結果の集合は常に

{1, 2, . . . , n}（nは非負整数）の形である（このときM を n値の測定という）

と一般性を失わずに仮定する。このとき、ある状態 s ∈ S と、取り得る測定
結果の一つ iについて、「状態 sで測定M を行ったときに測定結果 iが得られ

る確率」Pr(M, s; i) ∈ Rが定まるものと考える。確率の性質より、これらの
値は Pr(M, s; i) ≥ 0（∀M, s, i）かつ

∑n
i=1 Pr(M, s; i) = 1（∀M, s、ただし

M は n値の測定）を満たす。さらに、状態と測定に関する以下の Separation

Principle を仮定する：

Separation Principle for states 二つの状態 s1, s2 ∈ S について、条件
Pr(M, s1; i) = Pr(M, s2; i)が全ての測定M と全ての測定結果 iにつ

いて成り立つならば、s1 = s2 である。

Separation Principle for measurements 二つの n値測定M1,M2 ∈M
について、条件 Pr(M1, s; i) = Pr(M2, s; i)が全ての状態 sと全ての測

定結果 iについて成り立つならば、M1 =M2 である。

後者の公理より、n値測定M ∈ Mは ei(s) = Pr(M, s; i)なる n個の写像

ei : S → [0, 1]の組によって一意に定まる。以下、これをM = (ei)
n
i=1と表す。

また、二つの状態もしくは二つの n値測定が与えられたとき、「確率 pで

前者を準備し、確率 1− pで後者を準備する」という方法（ただし p ∈ [0, 1]）

で、新たな状態もしくは n値測定が実現できるものと仮定する。このとき、

新たに得られた状態もしくは測定に付随する測定結果の確率分布は、もとの

分布の重み付き和（重みは値 pによって定まる）で与えられるものと考えら

れる。この原理は以下のMixing Principle として定式化される：

Mixing Principle for states 任意の測定M = (ei)
n
i=1 ∈Mについて条件

ei(⟨p; s1, s2⟩) = pei(s1)+(1−p)ei(s2)を満たす写像 [0, 1]×S×S → S、
(p, s1, s2) 7→ ⟨p; s1, s2⟩が存在する。

Mixing Principle for measurements Mnを n値測定全体の集合とする

とき、写像 [0, 1]×Mn ×Mn →Mn、(p,M1,M2) 7→ ⟨p;M1,M2⟩が
存在し、任意の状態 sについて Pr(⟨p;M1,M2⟩, s; i) = pPr(M1, s; i) +

(1− p)Pr(M2, s; i)が成り立つ。

Separation Principleより、上の公理における写像 ⟨·; ·, ·⟩は一意に定まること
に注意されたい。また、性質 e(⟨p; s1, s2⟩) = pe(s1)+(1−p)e(s2)（∀p ∈ [0, 1]、

∀s1, s2 ∈ S）を持つ写像 e : S → [0, 1]は S上の effect と呼ばれる（E = E(S)
を S 上の effect の全体とする）のであるが、Mixing Principle より n値測定

は n個の effect ei（1 ≤ i ≤ n）の組によって表されることがわかる。これら
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の effect たちは条件
∑n

i=1 ei = 1を満たす。以下では逆に、しかるべき条件

を満たす effect の組は全てある測定と対応している、という公理を導入する。

即ち、Mn = {(ei)ni=1 ∈ En |
∑n

i=1 ei = 1}を仮定することとする。この公理
はそれまでの公理と比べて強すぎるように感じられるかもしれないが、量子

力学においては実際にこの公理が満たされていることを注意しておきたい。

さて、以上の公理を眺めると、感覚的には状態 ⟨p; s1, s2⟩は二つの「ベク
トル」s1, s2の「凸結合」、測定を構成する effect eiは状態の属する「ベクト

ル空間」上の「アフィン汎関数」、などと理解したくなるかもしれない。今、

状態空間の属する underlying space の存在などは仮定していないので、上記

の描像は公理それ自身の内容よりも進んだ記述を与えることになるのである

が、実際に以下の事実によって上記の描像が正当化される。

命題 1. 上述の状態空間 S と測定の集合Mに対して、実ベクトル空間 V と

V への単射 ι : S ↪→ V であって、以下の性質を持つものが存在する：

ι(⟨p; s1, s2⟩) = pι(s1) + (1− p)ι(s2)（∀p ∈ [0, 1]、∀s1, s2 ∈ S） (1)

像 Ŝ = ι(S)はV の凸部分集合であり、自然な写像 (p, ŝ1, ŝ2) 7→ pŝ1+(1−p)ŝ2
によってまた一つの状態空間となる。また、Ŝ上のアフィン汎関数 e : Ŝ → [0, 1]

の全体を Ê、M̂n = {(ei)ni=1 ∈ Ên |
∑n

i=1 ei = 1}（nは非負整数）とおく
と、M̂n は Ŝ 上の n 値測定全体の集合となり、Mn と M̂n は写像 M̂n ∋
(êi)

n
i=1 7→ (ei = êi ◦ ι)ni=1 ∈Mn によって一対一に対応する。

証明. 集合 E(S) 上の有界な実数値関数全体の集合 V は自然に実ベクトル

空間となる。各 s ∈ S について、点 s における評価写像 evs : E(S) → R、
evs(e) = e(s)、は（e(s) ∈ [0, 1]なので）V の要素となる。このとき Separation

Principle for states より ι : S ∋ s 7→ evs ∈ V は単射であり、他の公理も合わ
せると所望の性質を全て確認できる（詳細は [3]を参照されたい）。

つまり、状態空間 S はある実ベクトル空間の中に凸部分集合として埋め込
むことが可能である。以下、状態空間としては常にある実ベクトル空間 V の

凸部分集合であるもののみを考える。一般性を失わずに、V は S のアフィン
包 Aff(S)と一致するものと仮定する。
状態空間 S 上の位相に関しては、測定M を一つ固定したとき、状態が連

続的に変化するならば測定結果の分布も連続的に変化する、という性質を仮

定する。数学的には、これは任意の effect e ∈ E が S 上で連続であることと
して定式化される。S 上の位相としてそのような最弱の位相を採用するとき、
その位相は V の演算と整合性のある形で V 上へ自然に拡張され、V は局所凸

な実位相ベクトル空間となることが示される。さらに、Separation Principle

for states より、V は（従って S も）Hausdorff 空間となる。

本研究では、簡単のため V が実ベクトル空間として有限次元である場合に

絞って考察した。このとき V は有限次元 Hausdorff 実位相ベクトル空間であ
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り、従って Euclid 空間 RN（N = dimV <∞）と位相を込めて同型である
（[5]）。また、Separation Principle for states および各 effect が有界なアフィ

ン関数であることから、Euclid 空間 V の凸部分集合 S は有界であることが
示される。一般にはこの状態空間 S は閉集合とは限らないのであるが、本研
究では数学的単純化のために S は閉集合であると仮定して議論を行った。以
上の仮定を総合すると、S は（有限次元）Euclid 空間 V = RN におけるコン

パクト凸部分集合ということになり、数学的にもかなり馴染み深い対象を用

いた GPT の記述が与えられたことになる。

状態 s ∈ S は、異なる二つの状態の確率的重ね合わせとして表し得ない場
合、即ち s = ps1 + (1 − p)s2 となる p ∈ (0, 1)および状態 s1 ̸= s2 ∈ S が
存在しない場合、純粋状態（pure state）と呼ばれる。純粋状態全体の集合を

Spureと書く。このとき、定義より Spureは凸集合としての S の端点全体の集
合と一致する。Krein–Milman の定理（の有限次元版）より、状態空間 S は
純粋状態の集合 Spure の凸包 Conv(Spure)と一致することに注意されたい。

3 対称性の公理と状態準備の公理

前節の結果より、本稿で考える GPT の状態空間 S は（有限次元）Euclid

空間 V のコンパクト凸集合である。本研究ではさらに以下に述べる二つの公

理（物理原理）を導入した。

最初の原理は状態空間の対称性に関する原理である。直感的には、この原

理は「考えている物理系において純粋状態は全て互いに等価である（特別な

純粋状態は存在しない）」という意味である。状態と測定を用いた今回の定

式化に合わせた噛み砕いた表現としては、「ある純粋状態における測定集合の

構造は、純粋状態の選び方によらず等価である」といった記述が考えられる。

これを数学的に定式化することで以下の公理が得られる：

Physical Equivalence of Pure States 任意の純粋状態 s1, s2 ∈ Spure に
対して、全単射なアフィン変換 Φ : E → E で Φ(0) = 0かつ Φ(1) = 1

を満たすものが存在して、Φ(e)(s2) = e(s1)（∀e ∈ E）が成り立つ。

なお、条件 Φ(0) = 0と Φ(1) = 1は、実際にはいずれか一方のみを仮定すれ

ばもう一方が従うことを注意しておく。このとき、以下の事実が成り立つ：

命題 2. 上述の一般確率モデルにおいて、Equivalence of Pure States は以下

の条件と同値である：任意の二つの純粋状態 s1, s2 ∈ Spureに対して、S 上の
アフィン変換（全単射）Ψ : S → S で Ψ(s1) = s2 を満たすものが存在する。

証明. この主張は、（V が有限次元であることから）V とその双対空間 V ∗が

同型であるという性質に起因している。証明の詳細は [3]を参照されたい。
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S 上のアフィン変換全体のなす群を Aut(S)とおくと、Aut(S)はコンパク
ト開位相によってコンパクト位相群となり、また Sへの自然な作用は連続であ
ることが確かめられる（詳細は [4]を確認されたい）。命題 2の条件は、Aut(S)
による純粋状態の集合 Spure上への作用が推移的であることと同値である。い
くつかの既存研究では、この性質を持つ状態空間 S のことを “symmetric”な

状態空間と呼んでいる。例えば Davies の論文 [2]では、任意のコンパクト群

Gに対して、Aut(S) = Gとなる symmetric な状態空間 S 全体の集合と、G
の左正則表現のある性質を持つ部分表現全体の集合との間の一対一対応を与

えている。ただし、変換群を固定していることと、ある部分表現と対応する

状態空間の具体的な形状が直接的に読み取れる記述にはなっていないことか

ら、本研究の結果は Davies の結果から直ちに導かれるものではないことに

注意されたい。本研究では、状態空間 S の（つまり、そのアフィン包の）次
元が 3以下である場合に、上述の Physical Equivalence of Pure States を満

たす（つまり symmetric な）S を（特に、その中で多面体でないものを）ア
フィン同型を除いて決定している。詳細は次節を参照されたい。

二番目の原理は、一般確率モデルにおける状態準備の可能性に関する原理

である。まず、準備として状態の識別可能性に関する定義を導入する：

定義 1. n個の状態 s1, . . . , snと各状態の生起確率 p1, . . . , pn > 0（
∑n

i=1 pi =

1）が与えられたとき、n値測定M = (ei)
n
i=1 による状態識別確率 pM を

pM =
n∑

i=1

piei(si) (2)

で定義する。そして、最適識別確率 poptを popt = supM∈Mn
pM で定義する。

定義式 (2)の意味は以下の通りである。今、n個の状態の中から一つを、中

身を知らせないで識別者に渡すとする。（状態 si が渡される確率が pi であ

る。）識別者は受け取った状態に対して測定M を行い、出力 iを得たときに

「受け取った状態は siであった」と推測する。この状況で、siを受け取ったと

いう条件の下での推測成功確率は測定の定義より ei(si)となるので、全体と

しては式 (2)で与えられた確率で推測が成功することになる。識別者は、推

測成功確率ができる限り高くなるように測定M を選ぶものとすると、最適な

測定による推測成功確率は popt で与えられる。（effect 全体の集合 E = E(S)
に対して、全ての評価写像 evs : E → [0, 1]が連続であるような最弱の位相

を定めると Tychonoff の定理より E はコンパクト空間となり、その直積空間
の閉部分集合としてMn もコンパクトとなる。従って popt を達成する測定

M ∈Mnが常に存在することに注意されたい。）以上の設定の下で、popt = 1

を満たす状態の集合 {s1, . . . , sn}は識別可能であると呼ぶ。簡単に確かめら
れるように、この性質は ei(sj) = δi,j が全ての i, j で成り立つことと同値で

あり、従って生起確率 p1, . . . , pn > 0の選び方によらないことを注意してお

く。さらに、識別可能性について以下の幾何学的な言い換えが可能である：
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補題 1 ([4]). 状態の集合 {s1, . . . , sn} ⊂ S（n ≥ 2）が識別可能であるための

必要充分条件は、凸集合 S の支持超平面 H1, . . . , Hn であって、各々の法線

ベクトル v1, . . . , vn の集合が一次独立であり、かつ si ̸∈ Hi と si ∈ Hj が全

ての i ̸= j で成り立つものが存在することである。

上の定義を踏まえて、以下の原理を導入する。直感的にはこの原理は、任

意の状態が、識別可能な（ある意味で、互いに古典力学系の状態同士のよう

に振舞う）純粋状態の確率混合によって準備可能なことを意味している：

Decomposability with Distinguishable Pure States 任意の状態 s ∈
Sについて、ある識別可能な純粋状態 s1, . . . , sℓ ∈ Spure（1 ≤ ℓ <∞）と
重み λ1, . . . , λℓ ≥ 0（

∑ℓ
i=1 λi = 1）を用いて s =

∑ℓ
i=1 λisiと表示でき

る。なお、各々の表示に用いられる純粋状態の個数 ℓが一定の値 k以下と

なる、という形に強めた原理を “k-Decomposability with Distinguishable

Pure States”と呼ぶ。

4 主結果

本研究では、主に 2次元および 3次元の状態空間を持つ GPT について考

察を行った。まず、一つ目の原理を満たす GPT について、以下が成り立つ：

定理 1 ([3, 4]). Physical Equivalence of Pure States を満たす（つまり、

Aut(S)が Spureに推移的に作用する）GPT の状態空間 S は、アフィン同型
を除いて、dimS = 2のときは vertex-transitive な凸多角形もしくは単位円

盤のいずれかに限られる。dimS = 3のときは、vertex-transitive な凸多面

体、単位球もしくは（高さ有限の）円筒のいずれかに限られる。

ここで凸多面体が vertex-transitive であるとは、任意の二つの頂点につい

て、それらを移し合う凸多面体の等長変換が存在することを指す。定理 1の

証明の概略は発表時に紹介する予定であるが、詳細は [4]を参照されたい。

さらに定理 1に二つ目の原理を追加することで以下の結果が得られる：

定理 2 ([3, 4]). Physical Equivalence of Pure States と Decomposability with

Distinguishable Pure States をともに満たす GPT の状態空間 S は、アフィ
ン同型を除いて、dimS = 2のときは正三角形もしくは単位円盤に限られる。

dimS = 3のときは、正四面体もしくは単位球に限られる。

上の定理で dimS = 3の場合を考えると、正四面体の状態空間では 4個の

純粋状態が全て識別可能であり、この意味で古典力学に対応する物理系の一

つと看做すことができる。一方、単位球の状態空間は、2準位量子系（1-量

子ビット系）の標準的記述である Bloch 球と同一視されることから、量子力

学に対応する物理系の一つと考えられる。よって、上記の二つの原理を導入
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すると、3次元の状態空間を持つ GPT は古典力学系と量子力学系に絞り込

まれることになり、さらに両者を区別する適当な原理（例えば「純粋状態が

5個以上存在する」）を追加することで 3次元 GPT における量子力学系の特

徴付けを与えることが可能となる。

なお、より高次元の（有限次元）GPT について考えると、量子力学の状態

空間と単位球（2準位系では両者は一致するが、一般の次元では両者は一致

しない）はともに上記二つの原理を満たすので、これらの原理だけでは両者

を区別することは不可能である。この場合に、単位球の状態空間を持つ GPT

の特徴付けとして、以下の結果を与えた：

定理 3 ([4]). dimS <∞のとき、単位球の状態空間を持つ GPT は、以下の

条件を全て満たす（アフィン同型を除き）唯一の GPT である：

1. Physical Equivalence of Pure States を満たす

2. Aut(S)の S × S への対角的作用を考えると、Aut(S)は識別可能な二
つの純粋状態の対 (s1, s2)全体の集合上に推移的に作用する

3. 2-Decomposability with Distinguishable Pure States を満たす

証明については [4]を参照されたい。定理 3は、有限次元 Euclid 空間の凸

集合の中で単位球の新たな特徴付けを与えており、数学的にも意味のある結

果であると考えている。なお、他の二つの条件と比べると 2番目の条件はや

や人工的に見えるため、この条件を外して（もしくは弱めて）同様の結果が

成り立つかどうかに興味を持っている。この点は今後の研究課題である。
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グラフに退化する領域上での放物型方程式の解の特異極限について1

東北大学大学院理学研究科数学専攻

黒田紘敏

1 問題設定
チューブの部分の半径が εであるような Rn 内の領域 Ωε（Figure1）が，グラフ G（Figure2）
に ε→ 0 でしだいに細くなって近づいていく状況を考える．

Figure1 Figure2

このとき，Ωε 上のある境界条件を備えたラプラシアン2−∆B
Ωε
;

−∆B
Ωε

= −
n∑

i=1

∂2

∂xi
2 with Bu = 0 on ∂Ωε

が ε→ 0 とするときに，グラフ G 上のどのような作用素に収束するかということが主題であ
る．B の代表的な例は

B = 1 =⇒ −∆B
Ωε

= −
n∑

i=1

∂2

∂xi
2 with u = 0 on ∂Ωε

B = ∂
∂ν

=⇒ −∆B
Ωε

= −
n∑

i=1

∂2

∂xi
2 with ∂u

∂ν
= 0 on ∂Ωε

であり，それぞれDirichlet Laplacian, Neumann Laplacianと呼ばれ，しばしば −∆D, −∆N と
書かれる．ここで，ν は ∂Ωε の外向き単位法ベクトルである．他にもこれらの混合型の条件
（第 3種境界条件）や非斉次Dirichlet条件など多くの境界条件 B が考えられる．

本講演で紹介する一つの結果を本当に大雑把に述べると

目標 1.1. 　領域 Ωε 上のNeumann Laplacian −∆N
Ωε
はグラフ G 上のKirchhoff境界条件を備

えた Laplacianに“収束”する．

1本研究は科学技術振興機構 CREST「離散幾何学から提案する新物質創成と物性発現の解明」の助成を受けた
ものである．

2正確には滑らかな関数上の微分作用素の自己共役拡大などとして定義されるが，ここではこのように簡単に書
くことにする．
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ということである．Kirchhoff境界条件についてはまた後で説明することにして，ここでまず問
題にすべきことは目標 1.1の文中の“収束”の意味を決定することである．最初に困難な点は，
考える土台の領域 Ωε が変化して，最後にはグラフに退化してしまうことにある．ここで退化
という言葉を用いたのは，n 次元領域 Ωε が 1次元区間の集まりであるグラフ G に収束するこ
とにより，自由度（変数の数）が下がったからである．簡単に述べると，図を見ながら感覚的
には理解できる「領域 Ωε 上の n 変数関数 uε(x) が G 上の 1変数関数 ψ(s) に収束する」とい
うことを数学的にどう取り扱うかと思ってもらえればよい．また，他の収束の意味付けとして，
スペクトル（固有値）やレゾルベント

lim
ε→0

σ(−∆B
Ωε
), lim

ε→0
(−∆B

Ωε
− z)−1 (z ∈ C \ R)

の様子を調べている結果も知られている．
なお，このような問題はナノチューブなど非常に微細なものを対象とした物理・工学におい
て現れる．ごく細いものをグラフで近似したモデルの精度を研究していると思ってもらえれば
よい．また，数学の方から新物質を構成するアイデアが見つかるかということも課題である．

2 量子グラフ
ここでは量子グラフに関する必要な事項および記号について簡単に紹介する．この分野につ
いてはKuchment[7]によって過去の主要な結果がまとめられており，本節の以下の内容もその
抜粋である．

ej

vi

図 1: グラフ G

以下では G = (V,E) を有限グラフとし，V = {vi}i∈I を頂点集合，
E = {ej}j∈J を辺集合とする．ただし，添字集合 I, J は有限集合であ
るとする．また，各辺 e ∈ E に対して，その長さ le ∈ (0,+∞] が定
まっているとする3．これにより，各辺 e ∈ E は

e ≃ [0, le] = {s ∈ R | 0 ≤ s ≤ le}

と同一視できるので，G に局所座標が導入される．
次にグラフ上の自己共役作用素

H = − d2

ds2
+ 各頂点上での境界条件 (2.1)

を考える．つまり H は各辺 e ≃ [0, le] の内部では H = − d2

ds2
で，そ

の 1次元区間の両端である各頂点で境界条件を与えたものである．このようなハミルトニアン
H が定まっている G を量子グラフという．
境界条件の代表例を紹介する．なお，グラフ G 上の関数を表す記号として ψ を用いる．

1. (Vertex Dirichlet conditions)

H = − d2

ds2
with ψ(v) = 0 (v ∈ V )

3ここでは“有限”グラフとは頂点および辺の数が有限なグラフのことであって，辺の長さ自体は有限でなくて
もよい．ただし，後で出てくる例はほとんどの場合で辺の長さが有限である．これは有界領域ならば，コンパク
ト性によりラプラシアンのスペクトルを考えやすいことによる．
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2. (Vertex Neumann conditions)

H = − d2

ds2
with ψ′(v) = 0 (v ∈ V )

3. (Kirchhoff conditions)

H = − d2

ds2
with ψ ∈ C(G),

∑
e∈Ev

dψe

ds
(v) = 0 (v ∈ V )4

ここで，C(G) は G 上の連続関数全体のなす集合で，G 上の関数 ψ と各辺 e ∈ E に対
して ψe := ψ|e とおく．また，Ev は v を端点にもつ辺全体のなす集合である.

4. (δ-type conditions)

H = − d2

ds2
with ψ ∈ C(G),

∑
e∈Ev

dψe

ds
(v) = αvψ(v) (v ∈ V )

ただし，αv ∈ R (v ∈ V ) とする．

当然のことながら，境界条件が変われば H のスペクトルや対応する波動関数（固有関数）は
変化する．Vertex Dirichlet境界条件やVertex Neumann境界条件の場合にはどこかの辺から波
が入射してきても，（固定端・自由端の違いはあれ）頂点ですべて反射して透過しない．
一方，Kirchhoff境界条件を備えたハミルトニアン H は準双線形形式

Q[φ, ψ] =
∑
e∈E

∫
e

dφ
ds

dψ
ds

ds (φ, ψ ∈ H1(G))

から定まる自己共役作用素で，これは保存則が成り立つ（つまり各頂点において波の湧き出し
などが起こらず，流入量の総和＝流出量の総和となる）ことを意味している．
なお，(2.1) の形の H が自己共役作用素となるための境界条件に関する必要十分条件は

Kostrykinと Schrader[5]により既に決定されていて，与えられた H が自己共役となるかど
うかは容易に確認できることが知られている．

3 既知の結果および主結果
1992年にHaleとRaugel[4]によって考察されて以来，このような領域が退化する問題が扱わ
れるようになった．最初の頃は次の図のように

x

yz

大域的に直交座標を使ってグラフのパラメータと収縮していく方向（法方向）を分けて記述で
きる場合が考察されていた．上の図で説明すると，チューブ状の領域は y, z 軸の方向には縮ん
でいき，x 変数はそのままグラフの座標として残っている．この場合には作用素や準双線形形
式などをグラフの座標方向とその法方向に分けて 1つの座標系で大域的・具体的に記述できる
ので，それほど解析的には困難な点はない．また，収束に関しても予想される結果が導かれる
ことが知られている．

4記号 dψe

ds
(v) は v から離れる方向の微分を表す．つまり，e ≃ [0, le] というパラメータづけにおいて

頂点 v が s = 0 に対応 ⇒ dψe

ds
(v) := ψ′

e(0), 頂点 v が s = le に対応 ⇒ dψe

ds
(v) := −ψ′

e(le)

－69－



そこで数学的な課題として次のようなものが考えられる．

• グラフが曲線を含む場合に何か新しいことが起きるか？

• グラフがジャンクションとなる点をもつ場合にはどうか？
（ジャンクションの周りではグラフの座標方向と法方向に分けることができない）

3.1 グラフが曲線を含む場合

T

N

B

図 2: 空間曲線 Γ

まず，グラフ G を 1本の孤長パラメータづけられた自己交差
しない滑らかな R3 内の空間曲線 Γ = Γ(s) (0 ≤ s ≤ L) とし，
それを半径 ε で膨らませてチューブ状の領域 Ωε を構成した場
合の結果を紹介する．ここで，s が孤長パラメータであるとは，
Γ′(s) ≡ 1 が成り立つことである．このとき，領域 Ωε の構成の
ために，空間曲線 Γ の Frenet frameを利用する．

T (s) := Γ′(s), N(s) :=
T ′(s)

|T ′(s)| , B(s) := T (s)×N(s)

をおけば，各 s ∈ [0, L] において {T (s),N (s),B(s)} は R3 の正
規直交基底となる．そこで，ω ⊂ R2 を原点を含む単連結有界領
域（例えば円板）として，各点で N −B 平面に ω を貼り付け
る．数式で書くと

Ω := {x = Γ(s) + y1N(s) + y2B(s) | s ∈ (0, L), y = (y1, y2) ∈ ω}

である．これをもとに，ε→ 0 で空間曲線 Γ に収束する領域 Ωε をQL := (0, L)× ω として

Ωε := {x = ψε(s, y) = Γ(s) + εy1N (s) + εy2B(s) | (s, y) ∈ QL}

として構成する．
このとき，Bouchitte, Mascarenhas, Trabucho[3]によって，大雑把に言って“Ωε 上のDirichlet

Laplacian −∆D
Ωε
は Γ 上のDirichlet Laplacianに収束する”ことが調べられた．概略を述べる

と，まず変数変換 ψε を用いて曲がったチューブ Ωε をまっすぐなチューブ QL に直し，新しい
変数 (s, y1, y2) を用いて Ωε のラプラシアン −∆Ωε を書き直す．これにより

−∆Ωε = −
3∑

i=1

∂2

∂xi
2 ≈ − ∂2

∂s2
− 1
ε2

(
∂2

∂y1
2 + ∂2

∂y2
2

)
+ Vε(s) (3.1)

のようになり，Vε の項には空間曲線 Γ(s) の曲率 κ(s) および捩率 τ(s) に関する項が現れる．
ここで ε→ 0 とすると，(3.1)は 1次元区間 [0, L] 上のハミルトニアン

H = − d2

ds2
+ q(s) with ψ(0) = ψ(L) = 0, q(s) := τ(s)2Cω −

κ(s)2

4

に収束する．ただし，Cω は断面 ω ⊂ R2 のみから定まる非負定数である5．

5u0 を ω 上の Dirichlet Laplacianの最小固有値に関する正値固有関数で正規化したもの，R =

(
0 1
−1 0

)
としたときに，Cω =

∫
ω

∇u0 ·Ry dy と計算できる．これより，ω が球対称ならば Cω = 0 である．
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以上のことから，空間曲線を膨らませて半径 ε のチューブ状の領域 Ωε を構成した場合に
は，Ωε 上のDirichlet Laplacian −∆D

Ωε
は曲率に関するポテンシャル項をもつ曲線上のDirichlet

Laplacian −∆D
[0,L]−

κ(s)2

4
に収束すると述べることができる．これは曲率を通して曲線の情報

が反映されているという意味で，自然な結果であると考えられる．

3.2 グラフがジャンクションとなる点をもつ場合

次に，グラフ G にジャンクションとなる点があるときの結果を紹介する．例えば，Post[9]

により平面グラフを幅 ε で膨らませて帯状領域を構成した場合の極限の様子が，ある特別な状
況下で調べられている．
G = (V,E) を平面グラフとし，各辺 e ∈ E は長さ有限な曲線で，その曲率を κe(s) とする．
次に，Ωε ⊂ R2 を G を幅 ε で膨らませた帯状領域とする．ただし，ジャンクションの周りで
は下図のように領域 Ωε が十分細くなっていると仮定する6．

図 3: 平面グラフ G 図 4: 帯状領域 Ωε のジャンクションの周りの様子

このとき，Ωε上のDirichlet Laplacian−∆D
Ωε
は，G上の曲率をポテンシャル項にもつDirichlet

Laplacian
⊕
e∈E

(
−∆D

[0,le] −
κ2e
4

)
に収束する．ここで

−∆D
[0,le] −

κ2e
4

= − d2

ds2
− κe(s)

2

4
in (0, le) with ψ(0) = ψ(le) = 0

である．
これは感覚的には領域 Ωε のジャンクションの部分をかなり絞ってあるので，波が入射して
きても全反射しやすくなり，Dirichlet境界条件がグラフにも遺伝するということである．そう
いう意味では自然な結果であると考えられる．

もしジャンクションの部分が図 4のように十分細いという仮定を課さない場合には，Dirichlet

Laplacian −∆D
Ωε
の挙動はまだ未解決な部分が少なくない．その場合には，領域 Ωε の各ジャン

クションの周りの部分を十分拡大して「1つの頂点から辺の数だけ半直線が始まっていて，そ
れを膨らませたもの」とみなしたときの散乱行列に関わる境界条件（接続条件）が現れ [8]，状
況はかなり複雑になるのでここでは触れないことにする．

6図 3のように帯になっていないジャンクションの領域を切り取って，その境界のうち Ωε の領域でもあるとこ
ろには Dirichlet-zero境界条件を，新たにできた断面の境界には Neumann-zero境界条件を与えたラプラシアン
−∆DN

J の最小固有値が，法方向 (−ε, ε) の Dirichlet Laplacianの最小固有値よりも大きければよい．これだけだ
とわかりにくいが，要約すると常に帯の太さに対してジャンクションの部分が十分細いということ．
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3.3 偏微分方程式の解の収束

詳しくは述べていないが，実はここまでの結果は Ωε 上のハミルトニアン H = −∆Ωε のスペ
クトル（固有値）や固有関数の収束を調べることにより，その収束を議論している．そこで次
に，ハミルトニアンに対応する偏微分方程式の解の収束について述べることにする．
次の楕円型方程式の解の収束に関する問題については，小杉 [6]などいくつかの結果が知ら
れている．そこで，放物型方程式の場合の結果を述べるために以下のように領域 Ωε およびそ
の境界 ∂Ωε を分割する．また，簡単のため ΩT := (0, T )× Ω のように書くことにする．

D1,ε
Jε

D2,ε

D3,ε

O

図 5: 領域 Ωε の分割

O

Γ1,ε

Γ2,ε

Γ3,ε

Σε
Σε

Σε

図 6: 境界 ∂Ωε の分割

e1
(s=0)

(s=l3)

v2

e2

e3

v3

v1

O

(s=l2)

(s=l1)

図 7: グラフ G

ここで，Dj,ε は辺 ej の根元を切ったものを半径 εで膨らませたチューブである．さらに，ε→ 0

とすると，Jε は 1点 O に，Dj,ε は細くそして少し長くなりながら辺 ej に収束する．
次に領域 Ωε 上の関数 uε とグラフ G 上の連続関数 ψ の距離を測るものとして

ds(Ωε, u
ε, ψ) := sup

[0,T ]×Jε

uε(t, x)− ψ(t, O) +
N∑
j=1

sup
[0,T ]×Dj,ε

uε(t, x)− ψj(t, π(x))

dL2(Ωε, u
ε, ψ) :=

∫
JT
ε

uε(t, x)− ψ(t, O) 2 dxdt
εn

+
N∑
j=1

∫
DT

j,ε

uε(t, x)− ψj(t, π(x))
2 dxdt
εn−1

とおく．ここで，π : Dj,ε → Dj,ε ∩ ej は直交射影である．

定理 3.1. 　初期値 uε0(x), ψ0(s) と境界値 gεj (x), gj および関数 f ∈ C∞(R) が

lim
ε→0

ds(Ωε, u
ε
0, ψ0) = 0, lim

ε→0
sup
x∈Γj,ε

gεj (x)− gj = 0

lim sup
ξ→+∞

f(ξ) < 0, lim inf
ξ→−∞

f(ξ) > 0, sup
ξ∈R

f ′(ξ) < +∞

をみたしているとする．このとき

(Pε)


∂tu

ε −∆uε = f(uε) in ΩT
ε

uε(t, x) = gεj (x) on ΓT
j,ε

∂uε

∂ν
= 0 on ΣT

ε

uε(0, x) = uε0(x) in Ωε

(P)



∂tψj − ∂2sψj = f(ψj) in (0, T )× (0, lj)

ψj(t, lj) = gj on (0, T )
N∑
j=1

∂ψj

∂s
(t, 0) = 0 on (0, T )

ψ(0, s) = ψ0(s) in G

(Pε) の解 uε は (P) の連続関数な解 ψ に（部分列 εm ↘ 0 を取れば）

lim
m→∞

dL2(Ωεm , u
εm , ψ) = 0

の意味で収束する．
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この結果は『領域 Ωε 上で“保存則をみたす”Neumann境界条件はグラフ G 上で“保存則
をみたす”Kirchhoff境界条件に近づいていく』ということを表しており，これは物理的には当
然の帰結である．この定理 3.1の証明自体はそれほど難しくなく，最大値原理とエネルギー不
等式が成り立つことから，議論を進めることができる．

4 新たな話題
ここまでいろいろな結果を紹介してきたが，領域の退化に伴う特異性の解消が問題ごとに大
変であるという面はあるものの，示された結果自体はいずれも自然に予想されうるものであっ
た．しかし，最近になって通常の予想を覆すような現象がAlbeverio, Cacciapuoti, Finco[1]に
より発見されたので，最後にそれを紹介する．これまでとの大きな違いはチューブ状の領域の
骨組みであるグラフ自体も収縮させる点にある．
孤長パラメータで表された自己交差しない滑らかな平面曲線を Γ(s) = (γ1(s), γ2(s)) (s ∈ R)
とし，その曲率 κ(s) はコンパクトな台をもつと仮定する．これはあるコンパクト集合の外で
は Γ は半直線であることを意味している．ここで，Γε(s) := εΓ

(
s
ε

)
とおき，ε→ 0 の状況を考

える．このとき，Γ′
ε(s) = Γ′ ( s

ε

)
であるから，ε が変わっても半直線の部分の傾きは変わらない

ので，ε を小さくしていくと曲線の部分が凝集してきて，最後は折れ線 G になる．

図 8: 平面曲線 Γ 図 9: Γε の様子

(s=0)

図 10: 極限のグラフ G

このような曲線 Γε に対して，幅 εαd (α > 5
2
) の帯状領域 Ωε を作る．

Ωε := {(x, y) = fε(s, u) = Γε(s) + εαu(−γ′2(s), γ′1(s)) | s ∈ R, −d < u < d}

この設定は，曲線の凝集よりも帯の幅が縮む方が速いことを仮定するという意味をもつ．
このような状況設定のもとで，帯状領域 Ωε 上のDirichlet Laplacian −∆D

Ωε
の ε→ 0 での極

限を調べることにする．変数を Ωε ∋ (x, y) 7→ (s, u) ∈ R× (−d, d) と変換すれば，−∆D
Ωε
は

Hε := − ∂
∂s

1
g2ε

∂
∂s
− 1
ε2α

∂2

∂u2
+ 1
ε2

Vε(s, u) with ψ(s, d) = ψ(s,−d) = 0 (4.1)

Vε(s, u) = −
κ(s/ε)2

4g2ε
+
εα−1uκ′′(s/ε)

2g3ε
− 5ε2α−2u2κ′(s/ε)2

4g4ε

となる．ここで，gε(s, u) := 1+ εα−1uκ(s/ε) は変数変換のヤコビアンである．もし ε が十分小
さいと，gε ; 1 などから

Hε ; − ∂2

∂s2
− 1
ε2α

∂2

∂u2
− 1
ε2

κ(s/ε)2

4

である．
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そこで，R 上のシュレディンガー作用素 h = − d2

ds2
+ V (s) に対して，以下の概念を用意す

る [2]．ただし，V は実数値関数であるとする．

定義 4.1. （zero energy resonance）
　ある関数 ψr ∈ L∞(R) が存在して，ψr ̸∈ L2(R), hψr = 0 in D′(R) をみたすとき，h は
zero energy resonance をもつという．もし h が z. e. r. をもつならば，ψr は定数倍を除いて一
意的で，極限 c+ := lim

s→+∞
ψr(s), c− := lim

s→−∞
ψr(s) が存在し，(c+, c−) ̸= (0, 0) が成り立つ．

定理 4.2. [07 Albeverio− Cacciapuoti− Finco]

　 h = − d2

ds2
− κ(s)2

4
とおく．やや雑な表現だが概要を述べると，(4.1)の Hε に対して

(1) h が z. e. r. をもたないならば，Hε は h0 にレゾルベント収束する．

D(h0) := {ψ ∈ H2(R \ 0) ∩H1(R) | ψ(0) = 0}, h0 := − d2

ds2

(2) h が z. e. r. をもつならば，Hε は hr にレゾルベント収束する．
D(hr) := {ψ ∈ H2(R \ 0) | c−ψ(+0) = c+ψ(−0), c+ψ′(+0) = c−ψ

′(−0)}, hr := − d2

ds2

定理 4.2の (1)は，領域 Ωε 上の Dirichlet Laplacian Hε がグラフ G 上の Dirichlet Laplacian

h0 に収束していることを意味しており，これは自然なことである．しかし (2)では，曲線 Γ の
曲率 κ(s) から定まる作用素 h の z.e.r. が存在するならば，領域 Ωε 上の Dirichlet Laplacian

Hε がグラフ G の折れ線の頂点で ψr の極限に応じた分だけさまざまな値がずれるという奇特
な Laplacian hr に収束することを表している．この現象については物理的意味や数学的な解析
など多くの面で未解決の部分が多く，これからの大きな課題になっていくと思われる．
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[3] G. Bouchitté, M. L. Mascarenhas and L. Trabucho, On the curvature and torsion effects in one
dimensional waveguides, ESAIM Control Optim. Calc. Var. 13 (2007), no. 4, 793–808.

[4] J. K. Hale and G. Raugel, Reaction-diffusion equation on thin domains, J. Math. Pures Appl. (9)
71 (1992), no. 1, 33–95.

[5] V. Kostrykin and R. Schrader, Kirchhoff’s rule for quantum wires, J. Phys. A 32(1999), 595–630.

[6] S. Kosugi, A semilinear elliptic equation in a thin network-shaped domain, J. Math. Soc. Japan
52 (2000), no. 3, 673–697.

[7] P. Kuchment, Quantum graphs. I. Some basic structures. Special section on quantum graphs,
Waves Random Media 14 (2004), no. 1, S107–S128.

[8] S. Molchanov and B. Vainberg, Propagation of waves in networks of thin fibers, Integral methods
in science and engineering. Vol. 1, 255–278, Birkhäuser Boston, Inc., Boston, MA, 2010.
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Cyclotomic function fieldのJacobi多様体について

塩見大輔 (名古屋大学)

Drinfeld-加群は, 1970年代に Drinfeldと Hayes によって独立に創始され, 彼らの
研究により有限体上の 1変数代数関数体のアーベル拡大は Drinfeld-加群を用いて統
制されることが示された. その中でも, 特に多項式環に対して定義されたランク 1の
Drinfeld-加群を Carlitz-加群と呼ぶ. また, この Carlitz-加群の等分点を 1変数有理関
数体に添加し得られる体を cyclotomic function fieldと呼ぶ. この関数体は有理数体
上の円分体と極めて多くの類似性を持っており, 近年, Bernoulli数, Stickelberger元,

Euler系などの類似物が発見されてきている. 本講演では, この cyclotomic function

fieldの Jacobi多様体に関して最近得られた結果を述べる.

まず, cyclotomic function fieldについて述べる. 詳しくは, [Ha], [Ro]を参考のこと.

有限体 Fq 上の 1変数有理関数体を k = Fq(T ), その多項式環を A = Fq[T ]とする. こ
のとき, kの代数的閉包 kacに対し以下のように A-加群を定める:

T ∗ x = xq + Tx for x ∈ kac,

α ∗ x = αx for α ∈ Fq, x ∈ kac.

この A-加群 kac を Carlitz-加群と呼ぶ. モニック多項式 m ∈ Aに対し, Carlitz-加
群のm-等分点全体を kに添加し得られる体を Km で表しm-th cyclotomic function

fieldと呼ぶ. このとき, Km/k は geometricなガロア拡大となり, さらにガロア群を
Gal(Km/k)とすれば群同型: Gal(Km/k) ∼= (A/mA)× が成り立つ.

例 1. 多項式m := T のケースを考える. 定義より, Carlitz-加群の m-等分点全体は
{ q−1

√
−Tζ | ζ ∈ Fq} で表せる. よって, Km = k( q−1

√
−T )となる.

次に Jacobi多様体の一般論について述べる. 有限体 Fq上の 1変数代数関数体Kに
対し, JK をKFac

q の Fac
q 上の Jacobi多様体（=次数 0の因子類群)とする. ただし,

Fac
q は Fq の代数的閉包とする. 任意の素数 lに対して, JK(l)を JK の l-シロー部分群
とすれば次の同型が成り立つ:

JK(l) ≃











⊕2gK

i=1 Ql/Zl l 6= pのとき,

⊕λK

i=1 Qp/Zp l = pのとき.

(1)

ただし, pはK の標数, gK はK の種数である. また, λK はK の Hasse-Witt不変量
と呼ばれる. 一般的に, 種数と Hasse-Witt不変量の間には, 0 ≤ λK ≤ gK という関係
本研究は科研費 (特別研究員奨励費:21-1611)の助成を受けたものである.
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がある. 特に, λK = 0のときK を supersingular, λK = gK のときK を ordinaryと
呼ぶ.

ここからは cyclotomic function fieldの Jacobi多様体について調べていく. また話
を簡単にするために, 以後, mを d次既約モニック多項式と仮定する. 同型 (1)によ
り, JKm の構造を知るためには Kmの種数と Hasse-Witt不変量を決定する必要があ
る. 種数に関しては cyclotomic function fieldの differentとRiemann-Hurwitzの公式
から次のようになる.

定理 1. (cf. [Ha]) gmをKmの種数とすれば, gm = (dq − d− q) qd−1
q−1 − d + 2となる.

従って, cyclotomic function fieldの Jacobi多様体の l-rankについては完全に決定で
きる. これに対してHasse-Witt不変量 (=p-rank)の決定は難しく, 今のところ一般的
に求める良い手法は見つかっていない. 本稿ではKmが supersingularまたは ordinary

になる条件について考察する. これを調べるために, Carlitz-Bernoulli多項式を導入す
る. 整数 t = 1, 2, ..., qd − 2に対してCarlitz-Bernoulli多項式Bt(X) ∈ A[X]を次のよ
うに定義する:

Bt(X) =



















∑d−2
i=0

(

∑

a:monic

0≤deg(a)≤i

at
)

Xi if t ≡ 0 mod q − 1,

∑d−1
i=0

(

∑

a:monic

deg(a)=i

at
)

Xi if t 6≡ 0 mod q − 1.

(2)

これはBernoulli多項式の多項式環における対応物で, cyclotomic function fieldのゼー
タ関数と密接に関連している. 剰余体をRm = A/mAとし,

B̄t(X) = Bt(X) mod m ∈ Rm[X] (3)

とおく. このとき Fp ⊆ Rmと見なせば,
∏qd−2

t=1 B̄t(X) ∈ Fp[X]となる. さて, Kmの
ゼータ関数を

ζ(s,Km) =
∏

P:prime

(

1 − 1

NPs

)−1
(4)

によって定義する. ただし, NP は P の剰余類体の元の個数. 上のオイラー積は
Re(s) > 1で広義一様かつ絶対収束し, その領域で正則関数となる. また, ゼータ関数
ζ(s,Km)は整数係数多項式 ZKm(X)によって

ζ(s,Km) =
ZKm(q−s)

(1 − q1−s)(1 − q−s)
(5)

と表せる. また, hm をKm の類数とすれば, 解析類数公式より ZKm(1) = hm が成り
立つ. さて, Z̄Km(X) = ZKm(X) mod p ∈ Fp[X] とおけば, Carlitz-Bernoulli多項式
とゼータ関数の間には以下の関係式:

Z̄Km(X) =

qd−2
∏

t=1

B̄t(X) (6)

が成り立つ. このことからCarlitz-Bernoulli数Bt(1) ∈ Aと cyclotomic function field

の類数との間には次の同値関係が成り立つ.
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定理 2. (cf. [Go]) 類数 hm が pで割れるための必要十分条件は, m | Bt(1)となる
t ∈ {1, 2, ..., qd − 2}がとれることである.

次に Hasse-Witt不変量と Carlitz-Bernoulli多項式との間の関係を述べる. Km の
Hasse-Witt不変量を λm とすれば, Jacobi多様体の一般論から λm = degFp[X] Z̄(X)

が成り立つ. これと等式 (6)とを合わせると,

λm =

qd−2
∑

t=1

degRm[X] B̄t(X) (7)

が成り立つ. 上の等式を用いて Kmが supersingularになる条件を調べる. このために
次の補題が重要である.

補題 1.

1.
∑

a:monic

0≤deg(a)≤1
aq2−1 = −(T q − T )q−1.

2.
∑

a:monic

deg(a)=1
a(q−1)+q = −(T q − T ).

上の等式の右辺は A上で 1次式に分解できることに注目する. これと等式 (2), (7)

を合わせることで次の結果を得る.

定理 3. Kmが supersingularであることと次のいづれかを満たすことは同値である:(i)

q = 2, かつ deg m ≤ 2, (ii) deg m = 1.

上の命題はmが既約の場合のみ扱っているが一般のモニック多項式の場合でも su-

persingularとなる cyclotomic function fieldを決定できている (cf. [Sh]).

次に ordinaryになる条件を考察する. このために Bt(X)の次数について調べる.

Gekelerの power sumに関する結果 (cf. [Ge])を用いると次が成り立つ:

degA[X] Bt(X) ≤















[

l(n)
q−1

]

− 1 if t ≡ 0 mod q − 1,

[

l(n)
q−1

]

if t 6≡ 0 mod q − 1.

(8)

ここで, [ ]はガウス記号. また, n = a0 + a1q + · · · + cd−1q
d−1 (0 ≤ ai ≤ q − 1)に対

し, l(n) = a0 + a1 + · · · + ad−1とおく. 特に q = pの場合には上の不等号は等号にな
る. さて, 等式 (8)の右辺の和を考えると,

q2−2
∑

t=1
t≡0 mod q−1

([ l(n)

q − 1

]

− 1
)

+

q2−2
∑

t=1
t 6≡0 mod q−1

[ l(n)

q − 1

]

= gm

が成り立つ. これと等式 (7), (8)を合わせると ordinaryになるための条件を次のよう
に表せる.
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定理 4. 次の２条件は同値である.

1. Kmが ordinary.

2. 任意の t = 1, 2, ..., qd − 2に対し,

degRm[X] B̄t(X) =















[

l(n)
q−1

]

− 1 if t ≡ 0 mod q − 1,

[

l(n)
q−1

]

if t 6≡ 0 mod q − 1.

(9)

上の定理に関して, p 6= qかつ deg m ≥ 2の場合は等式 (8) が成り立たない tあり,

定理 4と合わせるとKmは ordinaryではないことが分かる. これとは逆に p = qの場
合には次が成り立つ.

系 1. q = pと仮定する. 任意の 2次既約モニック多項式 m ∈ Aに対して Km は
ordinaryとなる.

上の系の補足として, q = pで 3次既約モニック多項式に対しては ordinaryとなら
ない例がある. また, q = pの場合で, 任意の n ≥ 3に対して, Kmが ordinaryとなる
n次既約モニック多項式mがとれるかどうかは今のところ分かっていない.
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ある二次体の類数の可除性と
岩澤不変量について

伊東 杏希子 (名古屋大学大学院多元数理科学研究科)

代数的整数論の重要なキーワードの一つにイデアル類群がある. イデアル類
群は代数体ごとに決まる群であり,その位数 (類数という)が有限であることが
知られている. 代数体の類数に関する考察テーマは数多くあるが,本講演では
二次体の類数の可除性・非可除性に関して得られた結果を報告する.

代数体のイデアル類群について次の問題が知られている.

問題 1. 与えられた有限アーベル群 G と自然数 m ≥ 2 について, G と同型な
イデアル類群を持つ m 次代数体は無限に存在するか？

この問題に対し, G が単位群でかつ, m = 2 の時 (つまり,類数が 1 の二次体
の時)を考える.

定理 1. (Stark). 類数が 1の虚二次体はQ(
√
−1), Q(

√
−2), Q(

√
−3), Q(

√
−7),

Q(
√
−11), Q(

√
−19), Q(

√
−43), Q(

√
−67), Q(

√
−163) の 9 個のみである.

類数が 1 の実二次体については次の予想が知られている.

予想 1. (Gauss 予想). 類数が 1 の実二次体は無限に存在するだろう.

Gauss 予想へのアプローチの一つとして次の問題が提起できる.

問題 2. 与えられた素数 l に対して,類数が l で割れない二次体は無限に存在
するか？

この問題に対し,与えられた素数 l について,類数が l で割れない実二次体,

虚二次体ともそれぞれ無限に存在することが知られている.

一方,与えられた正の数 n に対して類数が n で割れる二次体が無限に存在
することも知られている. 類数が n で割れる二次体の無限族を具体的に構成
することにより示すことができ, Nagell, Ankeny-Chowla, Mollin, Yamamoto,

Weinberger などによる結果がある.
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二次体の類数の可除性・非可除性に関する研究は現在,多様な方向に進展し
ている. その中の一つに,類数が l で割れる/割れない二次体がある条件下で無
限に存在するかどうかを考察するというテーマがある. 特に類数の非可除性で
は,扱う二次体に素数の分解に関する条件を付加することで岩澤不変量に関す
る話題に帰着できるため, この方向で多くの研究がなされている.

今回の講演では,類数が 3 で割れる/割れない二次体がある条件下でそれぞ
れ無限に存在することに関して報告する. 具体的には次の問題を考える.

問題 3. m1(6= 0), m2(6= 0)を相異なる square-freeな整数とする. 類数が 3 で
割れる/割れない二次体の組 (Q(

√
m1D), Q(

√
m2D)) (gcd(m1m2, D) = 1)がそ

れぞれ無限に存在するか?

類数が 3 で割れる二次体, 3 で割れない二次体の分布に関する考察の一つと
して, この問題では,扱う二次体の判別式の仮定に定数比の条件を加えた場合
を考えている. この問題に対して次を示すことができた.

主結果 1. m1, m2(6= 0)を相異なる square-freeな整数とする. この時,二次体
の基本判別式 D のうち, Q(

√
m1D), Q(

√
m2D) の類数がともに 3 で割れるも

のが無限に存在する. さらに gcd(m1m2, D) = 1 とできる.

この結果は m1 = 1 の場合として,小松亨氏の結果の拡張もしくは精密化に
なっている.

主結果 2. m1, m2, m3 ∈ Z を square-free な正の数でかつ m1 ≡ m2 ≡ m3 mod

2 を満たすとする. この時,二次体の基本判別式 D > 0 のうち,

(1) Q(
√

m1D), Q(
√

m2D) の類数がともに 3 で割れないものが無限に存在し,

さらに正の下極限密度を持つ.

(2) Q(
√

m1D), Q(
√−m2D) の類数がともに 3 で割れないものが無限に存在

し,さらに正の下極限密度を持つ.

(3) Q(
√

m1D), Q(
√

m2D), Q(
√

m3D)の類数がともに 3 で割れないものが無
限に存在し,さらに正の下極限密度を持つ.

この結果は m1 = 1 の場合として, Byeon 氏の結果の拡張になっている. ま
た, 主結果２については扱う二次体に素数の分解に関する条件を付加すること
で,さらに次を示すことができる.

主結果 3. (1) m1, m2を square-freeな正の数でかつ m1 ≡ m2 mod 2 を満たす
とする. この時,二次体の円分 Z3拡大体の岩澤不変量がすべて 0となる二次体
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の組 (Q(
√

m1D), Q(
√

m2D)), (Q(
√

m1D), Q(
√−m2D))がそれぞれ無限に存

在し,さらに正の下極限密度を持つ.

(2) m1, m2, m3を square-freeな正の数でかつm1 ≡ m2 ≡ m3 mod 2, (m1, m2, m3)

6= (0 mod 3, 1 mod 3, 2 mod 3) を満たすものとする. この時,二次体の円分
Z3拡大体の岩澤不変量がすべて 0となる二次体の組 (Q(

√
m1D), Q(

√
m2D),

Q(
√

m3D))が無限に存在し, さらに正の下極限密度を持つ.

岩澤不変量の定義は次の通りである.

定義 1. p を素数, k を有限次代数体, k = k0 ⊂ k1 ⊂ · · · ⊂ K を Zp 拡大, An

を kn のイデアル類群の p-partとする. 十分大きな n に対し, An の位数は非
負整数 λp(K/k), µp(K/k) と整数 νp(K/k) を用いて

| An |= pµp(K/k)pn+λp(K/k)n+νp(K/k) (n ≫ 0)

と書けることが知られていて,この整数 λp(K/k), µp(K/k), νp(K/k)を岩澤不
変量という.

主結果３で扱っているのは, λp = µp = νp = 0 の場合である. この場合には
K/k のすべての部分体の類数が pで割れないことが定義から分かる.

総実代数体の円分 Zp 拡大体の岩澤 λ 不変量は, すべての素数 p に対して
λp = 0 と予想されている (Greenberg予想). したがって,主結果３のうち扱っ
ている二次体がすべて実二次体となる場合については Greenberg予想への一
つのアプローチと見ることができる.

主結果３は二次体の類数の非可除性から岩澤不変量を考察している. これに
対し,虚二次体の類数の可除性から岩澤不変量を考察した結果も得ることがで
きた (以下の内容)ので, 時間があればそのことについても紹介したい.

もともと, Q(
√

x2 − 4mn), Q(
√

x2 − mn) の形の虚二次体 (m, n, x ∈ N)につ
いては類数が n で割れるかどうかについて多くの研究がなされている (Nagell,

Ankeny-Chowla, Mollin などによる). Goldの結果と虚二次体 Q(
√

1 − 4pn)の
類数の可除性の結果を用いることで, Sands の結果の精密化として次を示すこ
とができた.

主結果 4. 与えられた奇素数 p に対して,円分 Zp 拡大の岩澤 λp 不変量が
λp > 1 となる虚二次体の重複を含まない無限族として, {Q(

√
1 − 4pn) | n >

8, gcd(p, n) = 1} が取れる.
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ROOTS OF EHRHART POLYNOMIALS OF GORENSTEIN FANO
POLYTOPES

東谷　章弘
大阪大学・情報科学研究科

[本講演は、日比孝之先生および大杉英史先生との共同研究に基づく。]

近年、Ehrhart 多項式に関する研究で最も興味深い話題の一つにGorenstein Fano

凸多面体の Ehrhart 多項式の根に関するものがあげられる。
P ⊂ RN を d 次元整凸多面体とし、∂P をその境界とする。(整凸多面体とは、全

ての頂点の座標が整数点である凸多面体のことである。) 整数 n = 1, 2, . . . につい
て、i(P , n) を nP = {nα : α ∈ P} に属する整数点の個数とおく。換言すると、

i(P , n) = |nP ∩ ZN |, n = 1, 2, . . . .

i(P , n) に関して、次のような事実がよく知られている (Ehrhart [1])。

• i(P , n) は n に関する d 次多項式である。
• i(P , 0) = 1、つまり i(P , n) の定数項は１である。
• (Ehrhart 相互法則) 全ての整数 n > 0 に対し、

(−1)di(P ,−n) = |n(P \ ∂P) ∩ ZN |.

この多項式 i(P , n) を Ehrhart 多項式 と呼ぶ。
整数列 δ0, δ1, δ2, . . . を次の公式で定義する。

(1− λ)d+1

[
1 +

∞∑
n=1

i(P , n)λn
]
=

∞∑
i=0

δiλ
i.

i(P , n) が n に関する d 次多項式であることから、任意の i > d について δi = 0 で
あることがわかる。この整数列

δ(P) = (δ0, δ1, . . . , δd)

を P の δ 列 と呼ぶ。
δ 列に関して、次のようなことが成立する。

• δ0 = 1, δ1 = |P ∩ ZN | − (d+ 1) そして δd = |(P \ ∂P) ∩ ZN | である。
• それぞれの δi は非負である。
• (P \ ∂P)∩ZN が空でないならば、任意の 1 ≤ i ≤ d− 1 について δ1 ≤ δi が
成立する。
• d = N である時、i(P , n) の最高次の係数 (

∑d
i=0 δi)/d! はP の通常の体積に

一致する。
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Ehrhart 相互法則より、
∞∑
n=1

i∗(P , n)λn =

∑d
j=0 δd−jλ

j+1

(1− λ)d+1

が従う。さらに、上の等式より、

max{i : δi ̸= 0}+min{i : i(P − ∂P) ∩ ZN ̸= ∅} = d+ 1

を得る。
Fano 凸多面体 とは、d 次元整凸多面体 P ⊂ Rd でP の内部 P \ ∂P にRd の原

点を唯一の整数点に含むものである。Fano 凸多面体 が Gorenstein であるとは、
その双対凸多面体も整凸多面体であるときに言う。(Fano 凸多面体 P の双対凸多面
体とは、任意の y ∈ P について ⟨x, y⟩ ≤ 1 を満たす x ∈ Rd で生成されるものであ
る。ここで、⟨x, y⟩ は通常の内積を意味する。)

P ⊂ Rd を Fano 凸多面体とし、δ(P) = (δ0, δ1, . . . , δd) をその δ 列とする。この
とき、次の３条件が同値であることが知られている。

• P が Gorenstein である。
• δ(P) が symmetric つまり任意の 0 ≤ i ≤ d で δi = δd−i である。
• i(P , n) = (−1)di(P ,−n− 1).

P ⊂ RN を d 次元整凸多面体とし、i(P , n) をその Ehrhart 多項式とする。複素
数 a ∈ C について、i(P , a) = 0 の時、a を i(P , n) の根と呼ぶ。ℜ(a) を a ∈ C の
実部とする。
P ⊂ Rd が Gorenstein Fano 凸多面体であるとき、函数等式

i(P , n) = (−1)di(P ,−n− 1)

より、i(P , n) の根は複素平面上で ℜ(z) = −1/2 という直線に対して対称に現れる。
特に、d が奇数の時、−1/2 は i(P , n) の根である。
d 次元整凸多面体 P ⊂ Rd の Ehrhart 多項式 i(P , n) の任意の根 a ∈ C が

ℜ(a) = −1/2 を満たすならば、P は体積が 2d 以下である Gorenstein Fano 凸多面
体に unimodular 同値である、ということが [2, Proposition 1.8] によって知られて
いる。

Gorenstein Fano 凸多面体の Ehrhart 多項式の根の振る舞いを調べることは興味
深いテーマであると思われる。
本講演の主結果は次の定理である。

Theorem 1. 0 ≤ 2k ≤ d を満たす非負整数 k および d を任意に与えた時、次を満
たす d 次元 Gorenstein Fano 凸多面体P ⊂ Rd が存在する。

(i) i(P , n) は d 個の相異なる根を持つ。
(ii) i(P , n) は丁度 2k の虚根を持つ。
(iii) i(P , n) は丁度 d− 2k の実根を持つ。
(iv) それぞれの虚根の実部は −1/2 に等しい。
(v) 実根全ては開区間 (−1, 0) に属する。
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次は、Theorem 1 の具体例の１つである。

Example 2. k = 1 および d = 4 とする。このとき、４次元 Gorenstein Fano 凸多
面体 P ⊂ R4 で i(P , n) が Theoremr 1 の性質 (i)–(iv) を満たすものが存在する。
Qc を

{(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (−1,−1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}
の凸閉包とする。すると、3Qc は唯一の整数点 (0, 0, 1, 1) を内部に含んでいる。ゆ
えに、P := 3Qc − (0, 0, 1, 1) とすると、P は Gorenstein Fano であり、P は

{(3, 0,−1,−1), (0, 3,−1,−1), (−3,−3,−1,−1), (0, 0, 2.− 1).(0, 0,−1, 2)}

の凸閉包である。このとき、P の Ehrhart 多項式は容易に計算することができ、
81

8
n4 +

81

4
n3 +

135

8
n2 +

27

4
n+ 1

となる。そして、その根は

−1

3
, −2

3
, −1

2
+

√
−7
6

, −1

2
−
√
−7
6

である。
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Extensions of the category of schemes

高木　聡 (京都大学大学院理学研究科)

概 要

Deninger program に端を発する F1 上の概型や、トロピカル多様体など、可換環以外の代数
系に幾何学的対象を対応させる試みが近年盛んになってきている。そこで改めて従来のスペクト
ラム函手のメカニズムを分析した上で、一般代数系上のスペクトラム函手および拡張型スキーム
を格子理論の手法を用いて定義し、Zariski-Riemann空間などへの応用を述べる。

1 動機及び背景、結論

代数幾何学から派生した研究分野の一つにトロピカル幾何学というものがある1。代数幾何学は、

可換環を幾何学的に考察するのに対して、トロピカル幾何学は半環を幾何学的に考察するもの、と

考えればいいだろう。ここでいう半環 (semiring) とは、加法と乗法の演算をもつ集合で、加法逆

元（マイナス）の存在を除く可換環の公理が成り立つものである2。特にトロピカル幾何学ではト

ロピカル半環 R ∪ {−∞}を扱う。これは

a⊕ b := max{a, b}, a⊗ b := a+ b

で加法 ⊕, 乗法 ⊗が定義される半環 (max-plus代数という) で、結合法則や分配法則が成り立っ

ていることを確かめられたい。特徴的なのは、この場合加法が冪単 (idempotent) であること、す

なわち a ⊕ a = a であることである。これは可換環の世界ではほとんど考えられない現象であ

る3。トロピカル幾何学ではこの考え方をさらに多項式に用いる。すなわち、実数係数の多項式

“f(x) =
∑

j ajx
j” (ここで x = (x1, · · · , xn)で、jは多重指数と思う) は “+”をmaxに、“×”を+

に置き換えて読むと maxj{aj + ⟨j, x⟩}となるわけである (⟨·⟩は内積)。これは xに対して区分的

線形関数になるわけだから、グラフを描くと下に凸な折れ線グラフになる。これは関数 f(x)の、

x→∞における挙動を表している4。加法をmaxに置き換えているわけだから、これは多項式を

ものすごく大雑把にとらえているわけで、「そんなことをして何か有効なことがわかるのか」と思っ

てしまうのが著者を含め、多くの人の感じ方ではないかと思うが、なかなかどうして、この半環の

世界で曲線やトーリック多様体を考えることができ5、代数幾何学における重要な (しかし計算が

大変な) Gromov-Witten不変量の計算方法を与えたり、Abel多様体における幾何学的 Bogomolov

予想の解決の端緒を与えたりと大活躍をする。

そういうわけで、トロピカル幾何学は代数幾何学における一辺境部族ではもはやなく、脚光を浴

びる存在になってきているわけだが、それにも関わらず

1もっとも、その根底をなす半環の研究はもともと代数幾何学とは違う、最適化問題やコンピュータ科学の分野から発展
してきたものらしい。

2ここでは、さらに加法単位元 0が乗法に関して吸収元 (absorbing element)、すなわち a · 0 = 0が任意の aについて
成り立つことを仮定する。

3加法が冪単になる可換環は零環である。
4従って、これを反量子化 (dequantization) ということもある。
5これらをトロピカル曲線、トロピカルトーリック多様体という。これらに関しては定義は確立している。
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「（公認されている）一般的な高次元トロピカル多様体の定義が現在のところない」

これはゆゆしき問題で、トロピカル幾何学の発展を阻害している一因である。

別の方面に目を移すと、数論幾何学方面で F1 (一元体) 上のスキーム、という話が近年盛り上

がってきている。詳細は述べないが、この理論はRiemann予想を、数論幾何における Lefschetz公

式に帰着させるカギとなっていて、この理論が完成すれば Riemann予想が解ける、ということで

ある。このことは Deningerがおそらく最初に定式化し6、その後さまざまな改良が行われている。

ではその肝心の F1 は何なのか、というと標語的には「1個の元からなる体」のことである。突っ

込みどころ満載であるが、大真面目に議論されており7、つまるところ F1上のスキームとは可換環

の代わりに可換モノイドから作られるスキームのようなもの、すなわち位相空間とモノイド係数の

構造層のペアとして捉えられる。

ここまで来ると、スキームというのは可換環の世界だけに存在するものではないということが推

察できる。では、どのような代数系のときに「スキームのようなもの」ができるのか？

そもそも、スキームとは何だろうか？

我々はスキームに対して、どのような性質を期待するべきなのだろう？なぜ、スキームは (定義が

複雑にもかかわらず) 様々な良い性質を持つのだろう?— これが今回の研究の動機である。

結論を先に述べる：

Theorem 1.1. 乗法モノイドの構造をもつ良い性質をもつ代数系 (及びその付加的なデータ。後

述) A に対して、位相空間と、その上の A 係数の構造層のペア (X,OX) で付加的な性質をもつ

A -スキームというものが定義される。これは以下の性質を満たす。

(1) 大域切断X 7→ Γ(X,OX)は A -スキームの圏 (A -Sch)から A -代数の圏 (A -alg) への反変

函手を与えるが、これはスペクトラム函手 SpecA という左随伴をもつ。

(2) 圏 (A -Sch)は完備かつ余完備である8。

(3) 以下、A が可換環の場合を考える。A -スキームの圏は局所環付き coherent空間の圏の部分

圏である。また、局所的に SpecA Rと同型である A -スキームからなる (A -Sch)の充満部

分圏は coherentスキームの圏 (Coh.Sch)と圏同値である。

(4) 包含函手 U : (Coh.Sch)→ (A -Sch) は引き戻しと、擬コンパクト開部分集合による有限貼

り合わせを保存する。

(5) (A -Sch)において、分離射と固有射 (もちろん従来のスキーム上の分離射、固有射と可換)

が定義でき、付値判定法が存在する。

(6) 底となるA -スキーム Sを固定する。S上固有なA -スキームの圏から S上のA -スキームの

圏への包含函手は左随伴を持つ。すなわち、S上の任意のA -スキームX に対しその普遍コ

ンパクト化が存在する。

6F1 の概念はそれより前から別分野で考えられていた。
7筆者はこの方面について精確に説明する能力を持たないが、1 次元スキーム SpecZ を F1 上の曲線と思い、その「良

い」完備化ができれば Riemann予想が解ける、らしい。もっとも、完備化をした後もその上の有限生成でない層の上の解
析を進めなければ Riemann 予想は解けないので、話はそう簡単ではないということは注意しておく。

8言いかえると、任意の射影系、帰納系に対して極限、余極限が存在するということ。
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この結果を得た経緯を記しておく。代数系A が与えられたとき、大域切断の左随伴としてスペ

クトラム函手が定義できるための最低限の条件を考えた結果、筆者はA -スキームの定義に到達し

た。よって当初は定理の (1)、(3)、(4)のみを目標としていたのだが、スペクトラム函手を外部条

件によって定めたことのメリットは筆者の予想をはるかに超えて大きく9、(2)および (6)は筆者の

意図せざる成果だったことを白状しておく。(6)はトポロジーにおける Stone-Čechコンパクト化

の代数幾何版であり、古典的には Zariski-Riemann空間 (以下 ZR空間) と呼ばれるものである10。

ZR空間を通常のスキームと同列に扱える土俵が A -スキームの圏であり、代数幾何学を専門とす

る方ならそのことの持つ意味の重大性が分かってもらえると思う。以下にそのA -スキームの定義

を述べる。

2 A -スキームの定義と性質

位相空間は、任意の既約閉部分集合がただ一つの生成点を持つとき、soberであるという。Sober、

擬コンパクト、擬分離的 (任意の 2つの擬コンパクト開部分集合の共通部分は擬コンパクト) で、擬

コンパクトな開部分集合を開基にもつ位相空間を、ここでは coherent空間と呼ぶ11。(Coh)で、

coherent空間と擬コンパクト射（擬コンパクト開集合の逆像が擬コンパクトになるような連続写

像）の圏を表す。乗法、加法がともに冪単で、乗法単位元 1が加法に関して吸収元（脚注 [2]参照）

である半環のなす圏を (IIRng)であらわす。この圏の対象 Λは a ≤ b⇔ a+ b = b によって順序

集合になる。Coherent空間X に対して、補集合が擬コンパクトとなるような閉集合全体の集合を

C(X)cptであらわすと、C(X)cptは ∩, ∪をそれぞれ加法、乗法とみなしたときに (IIRng)の対象

となる。このとき、Stone双対性のヴァリエーションで次の定理が成り立つ。

Theorem 2.1. C : (Coh)
op → (IIRng)は圏同値で、その逆函手は Specである。

(IIRng)は代数の圏なので完備かつ余完備、従って (Coh)もそうであることに注意せよ12。（こ

こで注目してほしいのは、底空間を作り出すスペクトラム函手が既に半環を用いていることであ

る。すなわち、極端な言い方をすると代数幾何学において、トロピカル幾何は辺境部族であるどこ

ろか、実はその根幹を成すものだったのである！）また、coherent空間 X が与えられたとき, X

上の (IIRng)-係数の層 τX を U 7→ lim←−V⊂UC(V )cpt で定める。ここで V は U に含まれる擬コン

パクト開集合全体を走り、極限は (IIRng)の中でとる。

次に、4つ組A = (σ, α1, α2, γ) を考える13: σは可換乗法モノイドの構造を含む代数の型（モノ

イド、半環、可換環など）、α1は σ-代数の圏 (σ-alg)から (IIRng)への函手、σ-代数Rが与えられ

たとき α2 : R→ α1(R)は乗法を保つ自然写像とする。また、これらは σ-代数Rの乗法系 S が与え

られたとき、局所化を保存するものとする。すなわち、自然同型 γ : α1(S
−1R)→ α2(S)

−1α1(R)

がある。
9通常のスキームの場合を考えてほしい。この場合でも、スペクトラム函手は大域切断函手の左随伴になっているが、こ

れはスキームが「局所的に SpecR である」ことからある意味当たり前なのである。またこれではスペクトラム函手を先に
定義しなければスキームがそもそも定義できない。これは要するにスペクトラム函手をどうしてそう定義したのか、圏論
的に理由を説明したことにならないのである。

10厳密には、Zariski の定義した X の ZR 空間は、X の下の有限型固有スキームの極限なので X の下のすべての固有
A -スキームの極限である筆者の普遍コンパクト化とは少し異なる。

11例えば Noether スキームの底空間は coherent である。
12このことから、筆者はひそかに「coherent でないスキームはスキームとして扱うべきではない」と思っている。任意
の代数系からできる位相空間は必然的に coherent になるのに、その良い性質をむやみに忘却してただの位相空間として
扱ったり、coherence を崩す操作をするのは数学的に筋が悪いし、(Coh) が完備かつ余完備だからよほどのことがない限
りその必要もないのである。

13以下の議論を見ればわかるが、代数の型だけではスキームの作り方は一意に決まらない。例えば、環 R が与えられた
としても、その「イデアル」α1(R) を通常の意味のイデアルとするか、R の加法を忘れ、乗法モノイドとしてのイデアル
とするかで、できる環付き空間がまるで変わってくるのである。
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Example 2.2. σ は可換環の代数系、可換環 Rに対して α1(R)は R上の有限生成イデアル全体

の集合を半環と見て、I2 = I (I は Rの任意のイデアル) という関係式で割ったもの14。環準同型

f : A→ B に対して α1(f)は I 7→ f(I)B で定まる。可換環 Rに対して、α2 は f ∈ Rに対して f

で生成されるイデアルを対応させる。このとき自然同型 γ : α1(S
−1R)→ α2(S)

−1α1(R)がある。

可換モノイド、半環についても類似の構成ができる。

さらに、この A は以下を満たすとき、(弱い)貼り合わせ条件を満たす、と言う：

(i) 任意の σ-代数 Rにおいて、α2(R)は α1(R)を半環として生成する。

(ii) σ-代数Rにおいて s1, · · · , sn ∈ R は
∑n

i=1 α2(si) = 1 を満たすとする。さらに、ai ∈ Rsi (si

を局所化した代数) が Rsisj において ai = aj を満たすとする。このときただ一つの a ∈ R
が存在して Rsi において a = ai となる。

例 2.2の場合に貼り合わせ条件が成り立つことはよく知られた事実である。また可換モノイド、

半環の場合も成り立つ。以下これを仮定する。

このとき、A -スキームは以下のような 3つ組X = (|X|,OX , βX)である: |X|は coherent空間、

OX は |X|上の (σ-alg)係数の層 (構造層)、βX : α1OX → τX はX 上の (IIRng)係数の層の間の

射 (台写像15 ) で、制限写像が局所化を反映する: すなわち V ⊂ U が |X|上の開集合の間の包含
関係、Z = U \ V が U の閉集合であるとき、OX(U) → OX(V )は OX(U)Z を経由する。ここに

OX(U)Z は OX(U)の乗法系 {f | βXα2(f) ≥ Z} に関する局所化である。また、A -スキームの間

の射 f : X → Y とは、底空間の間の擬コンパクト射 |f | : |X| → |Y |と |Y |上の (σ-alg) 係数の層

の射 f# : OY → |f |∗OX のペア (|f |, f#)で, βX ◦ f# = |f |−1 ◦ βY を満たすものである。
さらに、(σ-alg)から (A -Sch)

op へのスペクトラム函手SpecA を次のように構成する: σ-代数

Rに対してX = Specα1(R) (ここに Specは定理 2.1で与えられた函手)、X 上の (σ-alg)係数の

層 OX を前層 U 7→ S−1Rの層化で定める。ここで、S = {f ∈ R | α2(f) ≥ X \ U} である。この
とき、自明な層の同型 βX : α1OX → τX が存在する。こうして、SpecA R = (X,OX , βX) で函手

SpecA : (σ-alg)→ (A -Sch)
op が定まる16。このとき、次が成り立つ。

Theorem 2.3. SpecA は大域切断函手 Γ : (A -Sch)
op → (σ-alg) の左随伴函手である。

こうしてスペクトラム函手が外部条件によって特徴づけられた。以下行数がないので説明は省く

が、定理 1.1(2)-(6)が示せる。(2)や (6)は従来のスキームの圏では成り立たなかったことに注意

してほしい。スペクトラム函手を外部から特徴づけることで、スキームという概念のアイデンティ

ティとも言える、「局所的に SpecA Rと同型」という条件を外すことができ、圏論的操作の自由度

が格段に上がったのである。

参考文献

[T1] S. Takagi: Constructions of schemes over F1 and over idempotent rings: towards tropical

geometry, Preprint, arXiv:1009.0121

[T2] S. Takagi: A-schemes and Zariski-Riemann spaces, (under construction)

14先の定理 2.1 と合わせると、α1(R) = C(SpecR)cpt である。
15この名前の由来は、例えば例 2.2 の場合を考えれば分かる。以下の条件は、「U 上の関数 f の台 Supp f が V の外側
にあるとき、f |V は OX(V ) の単元になる」ということを言っているのである。

16当然、σ-代数の準同型から A -スキームの射を構成することも必要だが、それは従来のスキームと構成方法が全く同じ
なので省略する。

－92－



Tate-Beilinson conjecture for products of plane curves
over finite fields

杉山　倫*1（名大多元数理）

本稿では有限体上のある平面曲線の積に対して Tate-Beilinson 予想が成り立つこと，お
よびこの結果の応用について紹介する．

Intorduction

標数 pの有限体 k = Fq 上の非特異射影多様体X に対して，X のゼータ関数 ζ(X, s) (c.f
Notation)は数論的および幾何的な情報を持っていると期待され，最も基本的で重要な研
究対象の一つである．ζ(X, s) の研究においては，Deligne によるWeil 予想の証明に見
られるように，`進エタールコホモロジー Hi(X,Q`(j)) (c.f. Notation)が強力な道具と
なっている．ここで，`は pと異なる素数であり，X は係数拡大 X ⊗k k を表す (k は k
の分離閉包)．` 進エタールコホモロジーは一般の体上の多様体に対して機能するコホモ
ロジー理論であり，基礎体の Galois群が作用する点で数論的に興味深い構造を持ってい
る．そのため，数論幾何学の研究における基本的な道具であるだけでなく，それ自身も研
究の対象である．
一方，多様体 X の重要な“内部の情報”として，X の閉部分多様体の形式和である

代数的サイクルがあり，その (余次元 i の) 代数的サイクルの有理同値類のなす Chow
群 CHi(X)がある．例えば CH1(X) ' Pic(X)であり，特に代数体 K のイデアル類群
Cl(K)は CH1(Spec(OK))と同型である (OK はK の整数環)．Chow群はその構造の解
明が基本的な課題であり，研究する道具の一つにサイクル写像という Chow群からエター
ルコホモロジー群への準同型写像がある．この写像の性質の解明も重要な課題である．

Tate [7]は ζ(X, s)の研究に動機付けられて，サイクル写像

ρi
X : CHi(X)⊗Q` −→ H2i(X,Q`(i))Gk

は全射であると予想した（Tate 予想）．ここで，Gk は k/k の Galois 群であり，
H2i(X,Q`(i))Gk は H2i(X,Q`(i)) の Gk 不変部分を表す．Tate 自身によって，X が
アーベル多様体および曲線の積の場合に，サイクル写像 ρ1

X が全射であることが証明
されている（[8]）．その他知られている結果については [9] 参照．Tate 予想は，Gk が
H2i(X,Q`(i))に半単純に作用するという仮定の下で，次の主張と同値となる:

dimQ`
Im(ρi

X) = ords=iζ(X, s).

その後 Beilinson [1]は，サイクル写像 ρi
X は全単射であると予想した．サイクル写像 ρi

X

の単射性は，ゼータ関数の研究において代数的サイクルの有理同値 (他に，数値的同値，`
進ホモロジー的同値がある)が本質的な役割を果たすことを表す．本稿では，次の予想を
Tate-Beilinson予想と呼び，TB(X/k, i, `)で表す:

予想 (TB(X/k, i, `)). サイクル写像 ρi
X は同型である．

*1 日本学術振興会特別研究員 DC2
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m を p と素な正の整数とする．以下の方程式で定義される m 次の平面曲線 Xm =
Xm(a, b, c)を考える:

axm
0 + bxm

1 + cxm
2 = 0 (a, b, c ∈ k×).

Fermat曲線の場合 (i.e. a = b = c)については，塩田・桂 [4, 5]によって研究され，彼ら
は次数 m ≤ 8のとき，Tate予想が Fermat曲線の self-productsに対して成り立つこと
を示した．今回は，上記の形をした次数の異なる平面曲線の積に対して，Tate-Beilinson
予想が成り立つこと紹介する．

Notation
スキームX とX 上可逆な正整数mに対して，µm で 1のm乗根のなすX 上のエター

ル層を表す．X 上か逆な素数 `と整数 i, j ≥ 0に対して，

Hi(X,Z`(j)) := lim←−
n

Hi(X, µ⊗j
`n ), Hi(X,Q`(j)) := Hi(X,Z`(j))⊗Z`

Q`

と定義する．Hi(X,Q`(0))を Hi(X,Q`)と書く．
有限体 k = Fq 上の非特異射影多様体 X のゼータ関数を次のように定義する:

ζ(X, s) := Z(X/k, q−s) with Z(X/k, t) := exp
(∑

n≥1

]X(Fqn)
n

tn
)
.

ここで，]は有限集合の濃度を表す．

主結果

定理 1. dを正の整数とする．Sp := {1} ∪ {m > 1 | pの (Z/m)×での位数が奇数 }とす
る．このとき，(m1, . . . , md)を (Sp)d の元で次の条件をみたすものを考える:

(∗) j を 4 ≤ j ≤ d なる偶数とする．任意の 1 ≤ n1 < n2 < · · · < nj ≤ d に対して，
1 ≤ a ≤ j なる aが存在し，(mna ,mnr ) ≤ 2 (∀r 6= a)が成り立つ．

奇数 n > 0 に対して，k = Fq (q = pn) とする．Xms = Xms(as, bs, cs) を平面曲線
（as, bs, cs ∈ k×）とし，X = Xm1 × · · · × Xmd

とする．このとき，すべての整数 i
（0 ≤ i ≤ d）に対して，CHi(X)は有限階数の自由群と有限指数の群との直和である．さ
らに，Tate-Beilinson予想 TB(X/k, i, `)がすべての iに対して成り立つ．

定理 1は，Soulé [6, Théorème 3. i)]の曲線の積に対するサイクル写像についての結果
(定理 2)を用い，H1(Xms ,Q`)の Frobenius自己準同型の固有値の計算により証明され
る．

• Souléの結果
C1, . . . , Cd を k = Fq 上幾何的に既約な非特異射影曲線とし，X = C1 × · · · × Cd とす
る．F : X −→ X をX 上の関数の q 冪によって与えられる幾何的 Frobeniusとする．こ
のとき，X/k と整数 0 ≤ i ≤ dに関する条件を考える:

(∗∗)i j を 4 ≤ j ≤ dなる偶数とする．任意の 1 ≤ n1 < n2 < · · · < nj ≤ dに対して，
αn1 , . . . , αnj をそれぞれ H1(Cn1 ,Q`), . . . ,H1(Cnj ,Q`)に作用する F ∗ の固有値
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とするとき，積 αn1αn2 · · ·αnj
は qj/2 と異なる．

定理 2 (Soulé [6]). i を 0 ≤ i ≤ d なる整数とする．X/k が条件 (∗∗)i を満たすと
き，このとき CHi(X) は有限階数の自由群と有限指数の群との直和である．さらに，
Tate-Beilinson予想 TB(X/k, i, `)が成り立つ．

Remark 3. 条件 (∗∗)i は i = 0, 1, d− 1, dに対して正しい．よって，d ≤ 3のとき，X
に対する Tate-Beilinson予想は定理 2より成り立つ．

•定理 1の証明の概略
以下，記号は定理 1 のもとする．定理 2 により，X/Fq が条件 (∗∗)i をすべての i

（0 ≤ i ≤ d）に対して満たすことを示せばよい．f := L.C.M{f1, . . . , fd}とおく．ここ
で，fs は qの (Z/ms)× における位数である（s = 1, . . . , d）．次の補題により，X/Fqf が
条件 (∗∗)i を満たすことを示せばよい．

補題 4. k′ を k = Fq の有限次拡大とし，iを 0 ≤ i ≤ dなる整数とする．このとき，条
件 (∗∗)i が k′ 上で成り立つなら，k 上でも成り立つ．

Weil [10]の定理により，H1(Xms ,Q`)の Frobenius自己準同型の固有値 γs は Z[ζms ]
の元で，その複素絶対値 |γs|は qf/2 と等しい．ここで， ζm は 1の原始m乗根である．
あとは，代数的数の初等的な計算により証明が完了する．

応 用

• 余次元２の Chow群

系 5. 定理 1の多様体 X に対して，CH2(X)は有限生成である．

この系は定理 1と次の定理から従う:

定理 6 (Colliot-Thélène−Sansuc−Soulé [2]). 有限体上の幾何的に連結な非特異射影多
様体 X に対して，CH2(X)のねじれ元からなる部分群 CH2(X)tor は有限である．

• Fermat surface and threefold
pと素な正の整数mと任意の正の整数 r ≥ 0に対して，V r

m ⊂ Pr+1
k を次の方程式で定

義される r次元，次数mの Fermat多様体とする：xm
0 + xm

1 + xm
2 + · · ·+ xm

r+1 = 0.　
塩田・桂 [4]により与えられた共通次数，様々な次元の Fermat多様体の“帰納構造”を
用いることにより，定理 1から次を得る:

定理 7. 集合 Sp を定理 1のものとする．{m1, . . . , md}を Sp の部分集合で，2m1 ∈ Sp

かつ s 6= tに対して (ms,mt) ≤ 2を満たすものとする．f を pの (Z/2m1)× における位
数とし，k = Fq (q = pf )とする．s = 1, . . . , dに対して，Xms を定理 1の平面曲線とす
る. X を次の多様体のいずれかとする:

V 2
m1
×Xm2 × · · · ×Xmd

, V 2
m1
×Xm1 × · · · ×Xmd

, V 3
m1
×Xm2 × · · · ×Xmd

.

このとき，Tate-Beilinson予想 TB(X/k, i, `)がすべての iに対して成り立つ．
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Remark 8. 塩田・桂 [4]は帰納構造を用いて，Fermat曲面に対して Tate予想が成り立
つことを示している．また，[5]において塩田は，ある数論的な条件の下で共通次数，様々
な次元の Fermat多様体の積に対して Tate予想が成り立つことを示している．

• ４つの曲線の積のゼータ関数のある特殊値
X を有限体上の 4次元非特異射影多様体とする．河本 [3]は，(1) CH2(X)は有限生成

である (2) Tate-Beilinson予想 TB2(X) ([3]で用いられているもの)を仮定したとき，い
くつかのコホモロジー群の有限性示し，ゼータ関数の s = 2における特殊値の高次 Chow
群を用いた公式を与えた．これは Bayer，Neukirch，Schneider，Milne，Kahnらによる
ゼータ値の公式に基づく結果である．ここで X/k を定理 1のもとする．Tateの定理 [8]
により，Gk は Hi(X,Q`) に半単純に作用する．よって，定理 1 と系 5 より，TB2(X)
が X/k に対して成り立ち，上で述べた河本の定理 [3]を使用することで，次の系を得る．

系 9. 多様体 X/k を定理 1のものとし，dim X = 4と仮定する．このとき，次の公式が
成り立つ (記号は [3]参照):

ζ(X, 2)∗ := lim
s→2

ζ(X, s)(1− q2−s)−ρ2

= (−1)S(2) · qχ(X,OX ,2) · | H
3
ur(k(X),Q/Z(2)) |2
| H5

ét(X,Z(2)) | ·R1
·

3∏

i=0

| CH2(X, i)tor |2·(−1)i

.
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行列多様体上の最適化アルゴリズム

佐藤 寛之∗

京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻

1 ユークリッド空間における最適化手法の多様体への拡張

ある集合を定義域とする実数値関数の値を最小化する問題を，最適化問題という．ユー

クリッド空間における最適化問題に対して，様々な手法が考案されている．ユークリッド

空間 RN における制約条件なしの問題は次のように定式化される．

問題 1.1.
minimize f(x),

subject to x ∈ RN .

上の問題に現れる関数 f は目的関数と呼ばれる．制約条件なしの最適化問題に対する
手法としては，最急降下法，ニュートン法，信頼領域法などが知られている [5]が，これ
らの手法は次のアルゴリズムのように共通する構造を持つ．

Algorithm 1 RN における制約なし最適化手法の多くに共通するアルゴリズム

1: 初期点 x0 ∈ RN を選ぶ.

2: for k = 0, 1, 2, . . . do

3: 探索方向 ηk ∈ RN とステップサイズ tk > 0を求める.

4: 次の点 xk+1 を，
xk+1 := xk + tkηk (1.1)

によって定める．

5: end for

∗ hsato@amp.i.kyoto-u.ac.jp
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各最適化手法によって異なるのは，探索方向 ηk ∈ RN とステップサイズ tk > 0の決め

方である．たとえば最急降下法では探索方向 ηk を ηk = − grad f(xk) によって求める．

ここで，gradはユークリッド勾配を表す．ニュートン法では ηk をニュートン方程式
Hess f(xk)[ηk] = − grad f(xk) (1.2)

の解として求める．ここで，上式の左辺は，関数 f の点 xk におけるヘッセ行列と，ベク

トル ηk ∈ RN の積を表す．

ところが，実用上現れる最適化問題では，しばしば制約条件がつく．上で述べた，制約

条件なしの問題に対する最適化手法は，制約条件つきの問題に対しては，一般には用いる

ことができない．しかし，ユークリッド空間 RN における制約条件つきの最適化問題は，

制約条件を満たす点全体の集合M が滑らかな多様体である場合には，次の問題 1.2のよ

うに，多様体M における制約条件なしの最適化問題であると見なすことができる．

問題 1.2.
minimize f(x),

subject to x ∈ M.

そこで，アルゴリズム 1 を多様体上に拡張することを考える．まず，探索方向 ηk は

Txk
M 内の接ベクトルとなるように選ぶことにする．そして，多様体上では一般には加法

が定義されず，更新の式 (1.1)は意味をなさないから，加法を別の演算に取り替える必要

がある．そのために，点 xk から ηk の方向に伸びる曲線，つまり，γ(0) = xk, γ̇(0) = ηk

なる M 上の曲線 γ を一つ選び，曲線 γ 上で探索を行う．レトラクションと呼ばれる

R : TM → M なる写像を見つけることができれば，xk から次の点 xk+1 を
xk+1 := Rxk

(tkηk), Rxk
: Txk

M → M (1.3)

によって定めることができる．レトラクションの定義は，次の通りである [1, 2]．

定義 1.1. 写像 R : TM → M が以下の 2つの性質を満たすとき，RをM 上のレト

ラクションという. Rx を，Rの TxM への制限とする.

1. Rx(0x) = x. ここで，0x は TxM の零元を表す.

2. T0x
TxM ' TxM という同一視の下で，Rx は

DRx(0x) = idTxM

を満たす．ここで，DRx(0x)は Rx の 0x における微分である.
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たとえば，M がリーマン多様体であれば，指数写像を用いて
Rx(ξ) := Expx(ξ), ξ ∈ TxM (1.4)

と定義すると，Rx から定まる R : TM → M はレトラクションである．

ステップサイズ tk > 0の決め方としては，たとえばアルミホの方法があるが，ここで

は詳細は省略する．[1, 3]を参照されたい．

本講演では，最適化アルゴリズムを構築する上で必要なグラスマン多様体の幾何学的な

事柄について述べ，多様体上の最急降下法やニュートン法について，一般論と，グラスマ

ン多様体でのアルゴリズムを紹介する．

2 グラスマン多様体の幾何

n，pを，n ≥ pを満たす整数とする．ユークリッド空間 Rn における p次元部分空間全

体からなる集合と，n × pの直交行列全体からなる集合をそれぞれ St(p, n), Grass(p, n)

と表す．これらはそれぞれ多様体の構造を持ち，グラスマン多様体，シュティーフェル多

様体と呼ばれる．

Grass(p, n) ' St(p, n)/O(p) (2.1)

や
Grass(p, n) ' Rn×p

∗ /GL(p) (2.2)

なる関係が知られており，[4]，[1]では，それぞれ (2.1), (2.2)におけるアルゴリズムが紹

介されている．

しかし，グラスマン多様体 Grass(p, n)は，
Grass(p, n) '

{
X ∈ Rn×n|X2 = X, XT = X, rank(X) = p

}
=

{
X = Y Y T |Y ∈ St(p, n)

}
(2.3)

と見なすこともでき，我々はこの立場を採用して最適化アルゴリズムを導く．

グラスマン多様体上での最適化に必要な事柄は，レトラクション R，目的関数 F の勾

配 gradF，ヘシアン Hess F などである．レトラクションは前節で述べたように，指数

写像を用いて定義することができ，指数写像の形は，グラスマン多様体上の点 X から

ξ ∈ TX Grass(p, n) の方向に伸びる測地線に対する測地線方程式を解くことで求められ

る．また，QR分解を用いて
RX(ξ) = qf((I + ξ)Y ) (qf((I + ξ)Y ))T

, ξ ∈ TX Grass(p, n) (2.4)

によって定義される Rもレトラクションであることが証明できる．ここで，qf((I + ξ)Y )
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は，(I + ξ)Y の QR分解
(I + ξ)Y = QR, Q ∈ St(p, n), Rは対角成分が正の上三角行列 (2.5)

における Qを表す．

3 多様体上の最急降下法とニュートン法

解くべき最適化問題における目的関数を f とする．多様体M 上の最急降下法では，点

xk における探索方向 ηk ∈ Txk
M を ηk := − grad f(xk)によって求める．ここで，grad

はM 上の勾配を表す．M 上のニュートン法では，ηk をニュートン方程式
Hess f(xk)[ηk] = − grad f(xk) (3.1)

の解として求める．ここで，上式の左辺は，点 xk ∈ Grass(p, n)における，レヴィ・チビ

タ接続 ∇によって定まるヘシアン Hess f(xk)を，ηk ∈ Txk
Grass(p, n)に作用させて得

られる接ベクトルを表す．

ユークリッド空間における場合と同じく，最急降下法は 1次収束し，ニュートン法は局

所的に 2次収束することが示されている [1]．

講演においては，グラスマン多様体 (2.3) におけるこれらのアルゴリズムを，目的関

数が

F (X) =
1
2

tr (AX) , Aは対称行列 (3.2)

である場合に適用した数値計算結果を紹介する．
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リー群上の左不変 solsolitonと極小部分多様体∗

広島大学大学院理学研究科数学専攻
博士課程前期 2年　橋永貴弘

概 要

リー群上の左不変計量と, ある非コンパクト対称空間内の等質部分多様体
が対応することが知られている. この対応のもとで “良い” 左不変計量と “良
い” 等質部分多様体が結びつくことが期待される. 本稿では, 3 次元単連結可
解リー群の場合に, 左不変計量が solsoliton 計量であることと, 対応する等質
部分多様体が極小部分多様体となることが同値であることを紹介する. 尚, 本
稿の内容は広島大学の田丸博士先生との共同研究で得られたものである.

1 Introduction

リー群上の左不変計量は, Einstein計量や Ricci soliton計量などの興味深いリー
マン計量の具体例を供給している. 与えられたリー群がこれらのような “良い” 左
不変計量を許容するかどうかを調べることは, 重要な問題である. 本稿では, Ricci

soliton 計量の特別な場合である, 単連結可解リー群上の solsoliton 計量や, 単連結
冪零リー群上の nilsoliton 計量を考える.

これまでに, 4 次元以下の単連結可解リー群上の solsoliton 計量の分類 (Lauret

[5]) や, 6 次元以下の単連結冪零リー群上の nilsoliton 計量の分類 (Will [6]) など
は知られている. しかし, 一般的な状況では多くのことが分かっておらず, 許容す
るかどうかの判定方法も確立されていない.

一般に, リー群が “良い” 左不変計量を許容するかどうかを調べることは, リー
群の次元が少し高くなっただけでも困難になる. G を n 次元リー群とし, g を G

のリー代数とする. G 上の左不変計量全体のなす空間を M̃ とすると, G 上の左不
変計量は g 上の内積と 1対 1に対応していることから

M̃ = {g上の内積 } ∼= GLn(R)/O(n)

と表される. この M̃ を調べ尽くすことは, 非常に大変である.

そこで我々は, リー群上の左不変計量と対称空間内の (等質)部分多様体との対
応に着目した. 対応は以下の方法で与えられる.

∗第 7回数学総合若手研究集会テクニカルレポート原稿 (於 北海道大学)
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定義 1.1. リー代数 g とその上の内積 ⟨, ⟩ の組 (g, ⟨, ⟩) を 内積付きリー代数 と呼
ぶ. 2 つの内積付きリー代数 (g1, ⟨, ⟩1) と (g2, ⟨, ⟩2) が スカラー倍を除いて等長的
であるとは, リー代数同型写像 φ : g1 → g2 と c > 0 が存在して, 任意の X, Y ∈ g1
に対して ⟨X, Y ⟩1 = c⟨φX,φY ⟩2 を満たすときをいう.

スカラー倍を除いて等長的という同値関係による同値類を [·] で表す. また,

Aut(g) を g の自己同型群, R× を g 上の 0 でないスカラー写像のなす群とする.

命題 1.2 (児玉,高原,田丸 [3]). リー代数 gを n次元とする. このとき, g上の各内
積 ⟨, ⟩ の同値類 [⟨, ⟩] は, GLn(R)/O(n) 内の等質部分多様体 (R×Aut(g)–軌道) と
なる:

[⟨, ⟩] = R×Aut(g).⟨, ⟩ ⊂ GLn(R)/O(n).

命題 1.2 から, リー群上の左不変計量に対して, 対応する等質部分多様体が得ら
れる:

GLn(R)/O(n) GLn(R)/O(n)

∈ ⊂
⟨, ⟩ ←→ [⟨, ⟩] = R×Aut(g).⟨, ⟩

上記の対応の下で, 次の問題は自然である:

問題 1.3. “良い” 左不変計量に対応する等質部分多様体は “良い” 部分多様体か？

仮に “良い” 左不変計量を, 対応する等質部分多様体の性質で特徴づけることがで
きれば, 与えられたリー群が “良い” 左不変計量を許容するかどうかという問題は,

対応する等質部分多様体を調べることで判定できることになる. また, この対応は,

リーマン幾何学と部分多様体論とを結びつけるものになるので, 興味深いと思わ
れる.

本稿では, 3 次元単連結可解リー群の場合を調べ, 左不変計量 ⟨, ⟩ が solsoliton

計量であることと, 対応する部分多様体 R×Aut(g).⟨, ⟩ が極小部分多様体となるこ
とが同値であることを紹介する．

2 Ricci soliton 計量と solsoliton計量
ここではリー群上の Ricci soliton 計量と, 単連結可解リー群上の solsoliton 計量
について説明する．

定義 2.1. G 上の左不変計量 ⟨, ⟩ が Ricci soliton 計量 であるとは, ⟨, ⟩ の Ricci

テンソル ric⟨,⟩ が次を満たすときをいう: ある c ∈ R と X ∈ X(G) が存在して,

ric⟨,⟩ = c⟨, ⟩+ LX⟨, ⟩.

ここで X(G) は G 上の完備なベクトル場のなす空間, LX はリー微分である.
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定義 2.2. 単連結可解リー群 G 上の左不変計量 ⟨, ⟩ が solsoliton 計量 であると
は, 対応するリー代数上の内積の Ricci 作用素 Ric⟨,⟩ が次を満たすときをいう: あ
る c ∈ R と, D ∈ Der(g) が存在して

Ric⟨,⟩ = cI +D. (1)

ただし I は恒等写像, Der(g) はリー代数 g 上の微分である.

注意 1. 特に単連結冪零リー群上の左不変計量 ⟨, ⟩ が (1) を満たすときに, ⟨, ⟩ を
nilsoliton 計量 という.

命題 2.3 (Lauret [5]). 単連結可解リー群上の左不変計量 ⟨, ⟩ は, solsoliton ならば
Ricci soliton である.

注意 2. 一般に Ricci soliton 計量ならば solsoliton 計量とは言えない. しかし, 現
在知られているすべての単連結可解リー群上の Ricci soliton 計量は, solsoliton 計
量である.

3 主結果について
ここでは主結果とその証明について簡単に述べる.

定理 3.1. G を 3 次元単連結可解リー群とする. このとき, G 上の左不変計量 ⟨, ⟩
が solsoliton であることと, 次が同値: 対応する部分多様体 R×Aut(g).⟨, ⟩ が, 自然
な GL3(R)-不変な計量に関して GL3(R)/O(3) 内の極小部分多様体である.

証明は, 3 次元可解リー代数の分類結果を用いて, 個別に solsoliton 計量, 極小
部分多様体の存在を調べて行う. 一般に, solsoliton 計量の存在を調べる際に, M̃

の元を調べ尽くすことは困難である (ちなみに M̃ は 6 次元である). そこで次の
PM を考える．

定義 3.2. リー代数 g 上の内積のなす空間をスカラー倍を除いて等長的という同
値関係で割った空間を PM とする:

PM := M̃/スカラー倍を除いて等長的.

命題 1.2 より, PM は, M̃ の R×Aut(g)-作用による軌道空間と一致する. 一般
に solsoliton 計量を探すときには, PM で考えれば十分である. 今回の場合, PM

は高々 1 次元であることから比較的楽に調べることができる．全ての 3 次元可解
リー代数と, その PM の次元は以下の通りである:
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Name Nonzero commutation relations dimPM

A3,1 [e2, e3] = e1 Nilpotent 0

A3,2 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2 Solvable 1

A3,3 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2 Solvable 0

A3,4 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2 Solvable 1

Aa
3,5 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = ae2 (0 <| a |< 1) Solvable 1

A3,6 [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1 Solvable 1

Aa
3,7 [e1, e3] = ae1 − e2, [e2, e3] = e1 + ae2 (a > 0) Solvable 1

A3,8 [e2, e3] = −e2 Solvable 1

それぞれのリー代数に対して, 具体的に PM を表示して調べた結果, 以下のこ
とが分かった: A3,2 をリー代数に持つ単連結可解リー群は, solsoliton 計量を許容
しない．また, A3,2 以外のリー代数に対応する単連結可解リー群は, solsoliton 計
量をただ一つ許容する．ちなみに, 一般に可解リー群上の Ricci soliton 計量は, ス
カラー倍と等長的を除くと高々 1 つである (Lauret [5]).
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３次元特殊ラグランジュ錐の構成と可積分系

奥原沙季
首都大学東京大学院理工学研究科数理情報科学専攻

特殊ラグランジュ部分多様体の幾何は 1982年，Harvey-Lawsonの [3] に始まる．特殊ラグ
ランジュ部分多様体とは大雑把に，カラビ‐ヤウ多様体とよばれる複素多様体の，その半分次
元の実部分多様体，より正確にはカラビ‐ヤウ多様体の極小ラグランジュ部分多様体であり，
一微分幾何学的対象としての研究が行われてきた．
ところが，ミラー対称性予想の一つである SYZ予想 [7] に特殊ラグランジュ部分多様体が

関わる，それも重要な役割を担うであろうことが唱えられて以来，その存在は注目を集めるこ
ととなり，現在ではその研究も多岐に渡っている．

本講演では 2001年 Joyceによる [4]，３次元特殊ラグランジュ部分多様体と調和写像および
可積分系の関係に基づき，ある調和写像論的なアプローチで３次元特殊ラグランジュ部分多様
体，正確には３次元特殊ラグランジュ錐 (原点に特異点をもち得る錐状の C3の特殊ラグラン
ジュ部分多様体)が構成されることを示す．

ここで，カラビ‐ヤウ多様体，特殊ラグランジュ部分多様体は次のように定義される．¶ ³
定義 1 (カラビ‐ヤウ多様体). (M,J,ω)をm次元ケーラー多様体とする．ここで (M,J)は
複素多様体，ω はケーラー形式．M上の至るところ零にならない正則m形式 Ωで，次の
関係式

ωm

m!
= (−1)m(m−1)/2

(
i
2

)m

Ω∧ Ω̄

をみたすものが存在するとき，(M,J,ω,Ω)をカラビ‐ヤウ (Calabi-Yau)多様体という．µ ´¶ ³
定義 2 (特殊ラグランジュ部分多様体). (M,J,ω,Ω)をm次元カラビ‐ヤウ多様体，NはM

の実m次元部分多様体で，M と適合した向きをもつとする．
このとき，NがM の特殊ラグランジュ (special Lagrangian)部分多様体であるとは，

ReΩ|N = volN (1)

が成り立つことと定義する．ここで，ReΩは正則 m形式 Ωの実部，volN は M のリーマ
ン計量より誘導される Nの体積要素．µ ´
一般に，(1)をみたす微分形式をキャリブレーションといい，キャリブレーション ϕ によっ
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て定義される部分多様体を，ϕ でキャリブレートされた部分多様体または ϕ-部分多様体とい
う [3]．特殊ラグランジュ部分多様体は ReΩでキャリブレートされた部分多様体である．
さて，冒頭に述べた関係性は次のように表される [4, 5]．

C3の特殊ラグランジュ錐
極小ラグランジュはめ込み

ψ : S→ CP2

ティツェイカ方程式の解

上図の意味するところはたとえば，C3の特殊ラグランジュ錐を一つ与えたとき，リーマン面 S

から CP2への極小はめ込み ψ : S→ CP2でかつその像がラグランジュ部分多様体であるもの，
およびティツェイカ方程式

∂ 2 f
∂z∂ z̄

= e−2 f −e f

の解 f : S→ Rを具体的に構成できる．ティツェイカ方程式というのは可積分系 (一般に解を
もつ偏微分方程式系)の一つで，ソリトンと関係のある可積分系として有名な戸田格子方程式
系の簡約化としても得ることができる．他の矢印に関しても同様の構成がある．

そこで，C3の特殊ラグランジュ錐を得るための方針として，私達は極小ラグランジュはめ
込み ψ : S→ CP2から C3の特殊ラグランジュ錐への矢印を辿ることにする．つまり，いま得
たいのは極小ラグランジュはめ込み ψ : S→ CP2であるのだが，ここで使うのは，一般化され
たワイエルシュトラス型表現公式とよばれる，調和写像の構成法である [2]．これは正則ポテ
ンシャルというある行列値 S上１形式を初期値として与えるのに応じて，対称空間 G/Kへの
調和写像 f : S→ G/Kをつくる方法で，主に曲面論などへの応用に著しい．
複素射影空間は対称空間であるから，この構成法で調和写像 ψ : S→ CP2を得ることができ
る．これがさらに極小ラグランジュはめ込みとなるような例を与えたのが，次の主定理である．¶ ³
定理 3 ([6]). zを Cの複素局所座標，λ ∈ C, |λ | = 1とする．一般化されたワイエルシュト
ラス型表現公式により，C上正則ポテンシャル

µ =
1
λ

 zt0

zt0

zt1

dz (t0, t1 ∈ N∪{0})

に対して得られる調和写像を ψ : C → CP2とする．このとき，次が成り立つ．
(1) ψ は超共形かつ極小ラグランジュはめ込みである．
(2) ψ は C3の特殊ラグランジュ錐を与える．
(3) ψ はティツェイカ方程式の偏角不変な解を与える．ψ の定義域を C−{0}に制限する
とき，この解はパンルヴェ III 型方程式の (0,+∞)上滑らかな解を与える．µ ´
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Cの極座標 z= reiθ に関してティツェイカ方程式の解が偏角に依らないのであれば，その解
はパンルヴェ III 型方程式

d2y

dx2 =
1
y

(
dy
dx

)2

− 1
x

(
dy
dx

)
+

αy2 +β
x

+ γy3 +
δ
y

(α,β ,γ,δ ∈ C)

の解に変換することができる (cf. [1])．パンルヴェ III 型方程式もまた有名な可積分系であるが，
一般にその解は多くの極をもつため，定理 3. (3)で得られる解が大域的かつ極をもたない点は
特に興味深い．
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On the geometric realization and subdivisions
of dihedral sets

Sho Saito∗

1 Introduction

By expressing the geometric realization of simplicial sets and cyclic sets as filtered
colimits, Drinfeld [2] gave a simple proof of the fundamental facts that geometric
realization preserves finite limits, and that the group of orientation preserving
homeomorphisms of the interval [0, 1] (resp. the circle S1) acts on the realization
of a simplicial (resp. cyclic) set. In this note, we first review Drinfeld’s method and
then introduce an analogous expression for the geometric realization of dihedral
sets. We also see how these expressions clarify the description of subdivisions of
simplicial, cyclic, and dihedral sets.

2 Drinfeld’s method on the geometric realization of

simplicial sets and cyclic sets

Let ∆ be the simplicial index category of the finite linearly ordered sets [n] = {0 <
· · · < n}, n ≥ 0, and order-preserving maps. By definition, a simplicial set is a
functor X[−] : ∆op → Sets.

Definition 2.1 (Milnor [4]) The geometric realization |X[−]| of the simplicial set
X[−] is the colimit

colimx∈X[n],n≥0 ∆[n],

where ∆[n] = {(z0, . . . , zn) ∈ [0, 1]n+1 | ∑
n
i=0 zi = 1}.

∗Second year graduate student at Graduate School of Mathematics, Nagoya University, email:
m09019h@math.nagoya-u.ac.jp
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To introduce Drinfeld’s expression, we extend the simplicial set X[−] to a func-

tor ˜X[−] : ∆
op
big → Sets, where ∆big is the category of all finite linearly ordered

sets and order-preserving maps. This is done by using the unique isomorphism
ιA : A → [n] for each A ∈ ob ∆big with n + 1 elements.

Theorem 2.1 (Drinfeld [2]) The geometric realization |X[−]| of the simplicial set X[−]
is given by the filtered colimit

colimF⊂[0,1]:finite
˜X[π0([0, 1] \ F)].

The point is that the index category of all finite subsets of [0, 1] is a filtering, so
that it is clear that geometric realization commutes with finite limits. This expres-
sion also makes it obvious that the group Aut[0, 1] of order-preserving homeo-
morphisms of [0, 1] acts on |X[−]|.

A similar argument applies to cyclic sets introduced by Connes. Cyclic sets
may equivalenctly be defined by using a category of Z+-categories as follows. A
Z+-category is a category C together with endomorphisms 1c : c → c, c ∈ ob C,
satisfying 1c 6= idc for every object c and f ◦ 1c1

= 1c2 ◦ f for every morphism
f : c1 → c2. A Z+-functor is a functor between Z+-categories which preserves
the structural endomorphisms. The most basic example of a Z+-category is the
circle S1 = R/Z, whose objects are points of S1, and whose morphisms are homo-
topy classes of non-decreasing paths. The structural endomorphisms are given by
degree one loops. The full Z+-subcategories

[n]cyc = {0, 1/(n + 1), . . . , n/(n + 1)} ⊂ S1,

and covariant Z+-functors between them constitute the cyclic index category Λ.
This category Λ makes the family {Cn+1}n≥0 of cyclic group of order n + 1 into a
crossed simplicial group in the sense of Loday [3].

A cyclic set is a functor X[−] : Λop → Sets, which can likewise be extended
to the category Λbig of all Z+-categories isomorphic to some [n]cyc and covariant
Z+-functors. The geometric realization |X[−]| of the cyclic set X[−] is defined to
be the realization of the underlying simplicial set of X[−]. The following is the
cyclic version of Theorem 2.1.

Theorem 2.2 (Drinfeld [2]) The geometric realization |X[−]| of the cyclic set X[−] is
given by the filtered colimit

colimF⊂S1:finite
˜X[π0(S1 \ F)],

where π0(S1 \ F) is given the Z+-category structure induced from that of S1. In partic-
ular, |X[−]| admits an action by the group Aut S1 of orientation-preserving homeomor-
phisms of S1.

－112－



3 Dihedral sets and their geometric realization

Dihedral sets are defined by using the category ∆D, together with which the fam-
ily {Dn+1}n≥0 of dihedral groups of order 2(n + 1) forms a crossed simplicial
group. We may define ∆D to have the same objects as Λ, and to have as mor-
phisms all coraviant and contravariant Z+-functors.

Definition 3.1 A functor X[−] : (∆D)op → Sets is called a dihedral set. Its geomet-
ric realization |X[−]| is defined to be the realization of the underlying simplicial set (or
equivalently, of the underlying cyclic set).

Theorem 3.1 The geometric realization |X[−]| of the dihedral set X[−] is given by the
filtered colimit

colimF⊂S1:finite
˜X[π0(S1 \ F)].

This expression looks exactly the same as that for cyclic sets, but we notice that
any homeomorphism α of S1, which is possibly an orientation-reversing one, gives

rise to and isomorphism α
∗
F : ˜X[π0(S1 \ α(F))] → ˜X[π0(S1 \ F)], where αF :

π0(S1 \ F) → π0(S1 \ α(F)) is the possibly contravariant isomorphism induced
by α. Hence,

Corollary 3.2 The geometric realization of a dihedral set admits an action by the group

Homeo S1 of all homeomorphisms of the circle.

4 Subdivisions

Bökstedt-Hsiang-Madsen [1] introduced for each positive integer r an operation
called the r-fold subdivision of simplicial sets and cyclic sets. For the simplicial
(resp. cyclic) set X[−], its r-fold subdivision sdr X[−] is a simplicial set (resp. a
Λr-set. Here Λr is the category that makes {Cr(n+1)}n≥0 into a crossed simplicial

group. In this case the realization of sdr X[−] is defined to be that of the underly-
ing simplicial set.) Let S1

r = R/rZ and consider it as a Z+-category in a similar
way to S1.

Theorem 4.1 For the simplicial (resp. cyclic) set X[−], the realization of sdr X[−] is
given by

colimF⊂[0,r]:finite
˜X[π0([0, 1] \ F)]

(resp. colimF⊂S1
r :finite

˜X[π0(S1
r \ F)]).
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The following result was already shown in [1], but the above formulas simplify
the proof.

Corollary 4.2 For the simplicial (resp. cyclic) set X[−], the realizations of X[−] and

sdr X[−] are canonically homeomorphic. Moreover, in the cyclic case, the action by a ∈
S1 ⊂ Aut S1 on |X[−]| corresponds under this homeomorphism to the action by a/r ∈
S1

r ⊂ Aut S1
r on |sdr X[−]|.

Spaliński [5] defined two types of subdivision operations for dihedral sets: sdr

and sbdr. He defined these subdivisions to be simplicial sets, but in fact they
admits richer structures.

Proposition 4.3 For the dihedral set X[−], its subdivision sdr X[−] (resp. sbdX[−])
have the structure of a ∆rD-set (resp. a ∆r,sq-set). Here ∆r (resp. ∆r,sq) is the category that
makes the family {Dr(n+1)}n≥0 (resp. {D2r(n+1)}n≥0) into a crossed simplicial group.

The first part of the following theorem is new; and from it the remaining asser-
tions, which were originally proved in [5], immediately follow.

Theorem 4.4 For the dihedral set X[−], the realizations of X[−], sdr X[−], and sbdr X[−]
are given by

colimF⊂S:finite
˜X[π0(S \ F)],

where S = S1 = R/Z, S = S1
r = R /rZ, and S = S1

2r = R/2rZ, respectively. In
particular, they are canonically homeomorphic to each other. These homeomorphisms are
compatible with the appropriate actions by the orthogonal group O(2) (⊂ Homeo S) on
the realizations.
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ある群の等周スペクトルについて

大阪大学大学院理学研究科 嶺山良介

序

等周スペクトル IPとは，次のように定義される有限生成群に対する Dehn関数のオーダーの集合である．

IP = {ρ ∈ [1,∞)|f(n) = nρと同値な Dehn関数を持つ有限生成群が存在する．}

Dehn関数とは，群論における等周関数である．つまり周の長さを一つ与えると，その周を持つ領域すべての

面積の上限を返すような関数である．従ってそのオーダーを調べるということは，ある空間でその中の領域に

おける周囲の長さの変化と面積の変化の度合いを調べることを意味する．R2 において，その等周関数のオー

ダーは 2である．周囲の長さ nに対して，その内部の面積は（定数倍を除いて）n2 となるからである．組み

合わせ群論を用いてこれを群の幾何に応用したものが Dehn関数である．有限生成の群が与えられたとき，そ

の Cayleyグラフを考え，その等周関数を計算するのである．これがどのくらいの分布をもつのか知ることは

重要である．例えば Gromovによる双曲的群論において，劣二次の等周スペクトルを持つ群は双曲的である

ことが知られている（IP∩(1, 2) = ∅であることから従う．[Bo]など）．

近年，IPは開区間 (1, 2)を除いて稠密であることが証明された [BB]．これは，実際に logのオーダーを持

つ群を作ることにより得られた結果である．その証明と結果の拡張，展望について発表する．この論文の主定

理は以下である．

定理 1 任意の q, p ∈ N (q ≤ p)に対し，次のような Dhen関数 δ をもつ有限生成群 Gが存在する．

δ(n) ≅ n2α n ∈ N ∪ {0}

ただし，α = log2 2p/q である．

ここでの同値関係は以下の節で定義するものである．このテクニカルレポートでは予備知識と定義をまとめ

ることに重点を置いている．

1 種々の定義

まずは，言葉の準備をする．有限生成群 Gに対して決まる AreaG と，Dehn関数 δG，関数の同値関係をこ

こで定義する．

有限生成群 G = 〈X|R〉に対し，X の元を文字（letter），その自由群の元 w を語（word）という．X の

自由群を F (X)で表すと，F (X)から Gへの自然な準同型 π : F (X) −→ Gが定義できる．
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生成系X を固定して，GのCayleyグラフを定義する．この向き付きグラフは Gの単位元を原点として，

各点は Gの元であり，各辺は X の元で向きを込めてラベルづけられたものである．例えば，トーラスの基本

群ならば Z2 と同型である．Cayleyグラフ上には各辺を長さ 1として語距離（word metric）が入っていて，

距離空間になっている．|w|は語の長さ（length）であり，wを F (X)の文字の積として表したときの文字の

数である．さらに π で写すと Gにおいて同じ元を表す語の中で最も長さの短い語を測地語（geodesic word）

という．生成系の取り替えで Cayleyグラフは擬等長同型（ここでは生成系を取り替えても Dehn関数のオー

ダーは変わらないということだけでよい）であることを注意しておく．

π の核に属する語 w は G において単位元を表すから，G の Cayley グラフにおいてループになっている．

wは F (X)において次のように X 上既約な語と Rの元を用いて表せる．

w = v1r
ϵ1
1 v−1

1 · · · vmrϵm
m v−1

m ri ∈ R, viは G上既約, ϵi = ±1

ここで vがX 上既約（reduced）とは，vをX の元の積で表したとき，xと x−1 が隣合わないようなもので，

なおかつ先頭の元と最後の元も互いに逆元になっていないものをいう．この表示により，ある種の面積に対応

する関数 Areaを定義する．

定義 1.1 ker π の元 wにたいし，AreaG(w)を以下で定義する．

AreaG(w) = min

{
N ∈ Z≥0 w =

N∏
j=1

vjr
ϵj

j v−1
j , rj ∈ R, ϵj = ±1

}
．

この Areaをより幾何学的に見るには次の van Kampen図式を使う．van Kampen図式（van Kampen

diagram）とは，Gにおいて単位元に射影されるような語 wから得られるセル複体 Dで，以下を満たすよう

なものである．セル複体は，網をシャボン液につけて持ちあげてできる面のようなをイメージして頂くだけで

十分である．
1. D は連結かつ単連結である．
2. D の各辺は X の文字と向きによってラベルづけられている．
3. ∂D はある基点 eから右回りもしくは左回りに読むと wである．
4. 各 2セルの境界は既約な語である．

a

b

a

b

b b

b

b

aaa

aa

a

e

図 1 van Kampen図式の例．トーラスの基本群の場合．

図 1は左下の点 eを基点とした w = a2b2a−3ba−1b−2a2b−1 の van Kampen図式である．Area(w)は 7で

ある．Areaとは Cayleyグラフにおいて各関係子を 2セル（つまり円板）で埋めることによって得られた曲
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面上の van Kampen図式における 2セルの数にほかならない．ここではアニュラスを貼付けたトーラスの普

遍被覆に語の van Kampen図式を埋め込むことで Areaを計算している．Areaを定義したので，それを使っ

て Dehn関数を定義する．

定義 1.2 G = 〈X|R〉に対する Dehn関数 δG : N ∪ {0} −→ N ∪ {0} を以下で定義する．

δG(n) = max{Area(w)|w ∈ ker π, |w| ≤ n}．

次に二つの関数の間におけるある種の同値関係を定める．本稿における同値関係はすべてこの意味である．

オーダーを知りたいだけであるから，この少し荒い関係でよい．

定義 1.3 f, g : [0,∞) → [0,∞)に対し，同値関係を定める．

f 4 g ⇐⇒ 定数 A,B,C,D,Eが存在して，任意の n ∈ [0,∞)に対し，次が成立する．

f(n) ≤ Ag(Bn + C) + Dn + E．

f < g ⇐⇒ 定数 A’,B’,C’,D’,E’が存在して，任意の n ∈ [0,∞)に対し，次が成立する．

f(n) ≥ A′g(B′n + C ′) + D′n + E′．

上の二つの関係が同時に成立するとき，f と g は同値であると定める．すなわち，

f ≅ g ⇐⇒ f 4 g, f < g．

2 群の定義とその Dehn関数

ここで実際に Dehn関数のオーダーを計算する群を定義する．幾何学的には，トーラスにアニュラスを二つ

ひねって貼付けることによって得られる曲面の基本群である．

aq

apb a
p
b‐1

s t

a b

aq

図 2 トーラスにアニュラスを貼付ける．

まず任意の正整数 1 ≤ q ≤ pをとって固定する．次にトーラスの基本群 〈a, b | [a, b] = 1〉を拡大（ただ単
に大きくするという意味で）して，生成系 X を X = {a, b, s, t}，関係子 R を R = {[a, b] = 1, saqs−1 =

apb, taqt−1 = a−pb}と定義する．生成系に付け加えた s, tがアニュラスに由来する元である．このようにし

て得られた群 G = 〈X|R〉についてその Dehn関数のオーダーを計算する．

興味深いのは，下から評価するときの証明方法である．主張は次である．

命題 2.1 任意の n ∈ Nに対し，δG(n) < n2α である．ここで，α = logs 2p/q．
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命題を証明するにあたって，snowflake wordと呼ばれる語（の列）{wk}を定義する．この定義は帰納的
に行われ，フラクタルのような形をしている．

図 3 語 wk．底辺の aの指数mk に注意．

図 3で，底辺を除く境界全体が語 wk を表している．wk−1 は a∗ と書いた辺を底辺とする部分の境界であ

る．証明のポイントはmk と wk の長さを比べることである．このときにオーダーを決定する αが現れる．

上からの評価は，次の二つの命題が鍵となる．証明は αのオーダーで抑えられることを帰納法で示す．

命題 2.2 Aを生成系 X = {a, b1, · · · , bk}をもつ自由加群とする．F (X)の測地語 W1, · · · ,Wr の積が，あ

る n ∈ Zに対し，π(W1 · · ·Wr) = an であったとする．このとき等式は，高々 2k
∑

i<j |Wi||Wj |個の関係子
[bi, bj ]，[a, bi]を適用することによって得られる．

命題 2.3 w を長さ l の {a±1, s±1, t±1}で生成される語とする．w が Gにおいて表す元と，w の長さの間に

次の関係が成立する．α = log2 2p/q である．

1. π(w) = (apb±1)m =⇒ q|m| ≤ lα

2. π(w) = am =⇒ |m| ≤ lα

また，この著者たちとその共同研究者はこの方法を洗練してより高い次元の等周スペクトルを求めている

[BBFS]が，ここでは触れない．

参考文献

[Bo] B.H.BOWDITCH, A short proof of that a subquadratic isoperimetric inequality implies a linear

one, Mich. J. math. 42(1995), 103-107.

[BBFS] N.BRADY, M.R.BRIDSON, M.FORESTER, K.SHANKAR, Snowflake groups, Perron-

Frobenius eigenvalues and isoperimetric spectra, Geom. Topol. 13(2009) 141-187

[BB] N.BRADY, M.R.BRIDSON, There is only one gap in the isoperimetric spectrum, Geom. funct.

anal. 10(2000) 1053-1070

[Oh] 大鹿健一，岩波講座　現代数学の展開 4　離散群，岩波書店，1998

－118－



The primeness of almost alternating link diagrams

八木　潤　
高知大学大学院総合人間自然科学研究科

1. Introduction and Main result

L ⊂ S3を linkとし、L̃ ⊂ S2をLの diagramとする。特に、diagramを含む S2を
projection sphere Sという。Alternating diagramとは、各成分を辿ると各交点が上下
交互に現れる diagramのことであり、そのような diagramを持つ linkを alternating

linkという。また、almost alternating diagramとは、どこか 1交点の交差交換（その
交点を dealternatorという）を行うことで alternating になる diagramのことで、そ
のような diagramを持つ non-alternating linkを almost alternating linkという。本
講演では、alternating linkと almost alternating linkの splittabilityと primenessに
関する結果を紹介する。最初に、必要とされるいくつかの定義を与えておく。

Definition 1 (Connected)

S− L̃上で L̃を分離してしまう単純閉曲線が存在しないとき、L̃は connectedであ
るという。
Definition 2 (Prime)

L̃は connectedであり、S上の単純閉曲線Cで L̃とちょうど 2点で交わり、S −C
のどちらの領域にも L̃の交点が含まれるものが存在しないとき、L̃は primeである
という。
Definition 3 (Reduced)

Almost alternating diagram L̃が以下のいずれの diagramでもないとき、L̃は re-

ducedという。（ここで ∗は dealternatorを表す）。

I
  

   * II

  

   *
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Definition 4 (P-diagram)

Composite link Lの diagramが P-diagramとは、以下のように ·の位置で Lと
decomosing sphereが交わるような diagramのことである。

                                                                                                                                

  

   *

Alternating linkの splittabilityと primenessについては、W.Menascoによって決
定されている。

Theorem 1 (Menasco[2]). Link Lが connected, alternating diagramを持つならば、
Lは non-splittableである。

Theorem 2 (Menasco[2]). Link Lが connected, prime, alternating diagramを持つ
ならば、Lは primeである。

この定理は、alternating linkが non-splittableまたは primeであるための必要十分
条件を与えていることが分かる。即ち、alternating linkの場合は、alternating diagram
の性質とその linkの性質が対応している。Almost alternating linkの splittabilityに
ついては、2000年にM.Hirasawaによって部分的な解決が与えられた [1]。そして、
2004年にT.TsukamotoによってW.Menascoの手法を用いて、次の定理が示された。

Theorem 3 (Tsukamoto[3]). link Lがconnected, prime, reduced, almost alternating

diagramを持つならば、Lは non-splittableである。

T.TsukamotoとW.Menascoの手法を用いることで、primenessに関して次の結果
を得た。

Theorem 4. Composite link Lが connected, prime, reduced, almost alternating

diagram L̃を持つならば、L̃は P -diagramである。

以降では、W.MenascoとT.Tsukamotoの手法を用いることで、主定理が導かれる
ことを見ていく。

2. The basic method

以下では、LはTheorem 4の仮定を満たす、P -diagramでないdiagramを持つ link

とし、F をLのdecomposing sphereとする。Diagramの各交点にball（crossing ball
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と呼ぶ）を挿入し、B = {Crossing balls}とおく。ここで、projection sphereを S

とおくと S3 − (S ∪ (
∪

B∈B
B))は 2つの ball B+, B−になり、その境界をそれぞれ S+,

S−とおく。また、S±で S+または S−を表すことにする。このとき、一般の位置に
置くことでS±とF の交わりはいくつかの単純閉曲線になることが分かる。Crossing

ballの境界を bubbleと呼ぶことにすると、F に対して次の主張が成り立つ。

Proposition 5 (Menasco[2]). F をうまく作り変えることで、F ∩ S±内の各単純閉
曲線Cは以下の条件を満たすようにできる。

(1) CはB−またはB+内の F 上の discを張る

(2) Cは少なくとも一つの bubbleを通る

(3) Cは 1本以上の弧で bubbleと交わることはない

W.Menascoは、この性質と alternating diagramの性質を用いて F ∩ S±の性質を
調べた。しかし almost alternating diagramの場合は、dealternatorを通る単純閉曲
線がいくらでも取れてしまうため、一般にF ∩S±の性質を特徴づけることは難しい。
そこで、F と S±の交わりの様子をF 上の交差グラフGに対応させることで（即ち、
頂点をF ∩ (

∪
B∈B

B)の discまたはF ∩Lの点、辺をF ∩ cl(S±− ((
∪

B∈B
B)∪L))の arc、

面を F − (S± ∪ (
∪

B∈B
B))の各成分に対応させる）グラフの議論として扱うことを考

える。特に、Gの 2連結部分グラフを blockということにする。F が decomposing

sphereであることから、F ∩ Lの点に対応する頂点は 2つであることに注意してお
く。このとき、各 faceに i− 4（iはその faceの頂点の個数）のweightを課すと、オ
イラーの公式を用いることで、Gのweightは負になることが分かる。従って、Gは
2-faceを持たなければいけないことが分かる。

3. The weight of G

以降では、2-faceの周りにある facesの様子を見ることで、Gの weightを評価す
る。B+内の 2つの 2-facesが頂点を共有するものをZ ′とおき、他の 2-faceと頂点を
共有しないB+内の 2-faceを Y ′とおく。そして、Y ′またはZ ′のそれぞれと edgesを
共有する facesを考える。このとき、それらの weightsの和が非負なら、それらの 2

枚の facesから Y ′またはZ ′へweightsを dischargeしておく。それらのweightsの和
が負である blockを、Y -block, Z-block, Ż-blockまたは Z̈-blockと置く（図１参照）。
ここで、図１に現れる vd, vpは、それぞれ dealternatorに対応する頂点、F ∩Lに対
応する頂点を表す。
Gが Ż-blockとZ-blocksを持つが Y -blocksと Z̈-blocksを持たない場合を考える。

このとき、Ż-blocksまたは Z-blocksとの隣接関係を見るために、図 2の lまたは r

の edgeを共有する faceを持つ blockをBとおく（このような blockは Ż-blockまた
はZ-blockにC∗-adjacentであるという）。
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vd
vd

vd

vp

vd
vp vp

図 1: Y -, Z-, Ż- or Z̈-block

vd

l r

図 2: 隣接関係

ZB={ a Z - or Ż -block | B is C∗-adjacent to the Z - or Ż -block. } とおき、ZBの
全ての blocksと Bの weightsの和が非負であれば、Bから ZB の各 blockへ weight

を dischargeする。また、それらのweightsの和が負であれば、Bを vertexとみなし、
ZBの各 blockを edgeと見なす。このとき、グラフのweightが negativeであること
から、そのような verticesと edgesを考えることで、negative weightを持つ pathが
存在する。しかし、任意の pathは共存しない typeの頂点を持つことから、そのよ
うな pathは描けないことが分かる。その他の場合も同様の議論ができるので、グラ
フGのweightは non-negativeになる。
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Brieskorn結び目のトポロジー

隅田 大貴 （九州大学 数理学府）

１．Milnor束とホモロジー球面

　 f : Cn+1 → Cを原点に孤立特異点をもつ n + 1変数複素多項式とし、V を複
素超曲面 f−1 (0) ⊂ Cn+1とする。十分小さい球Dϵ = {z ∈ Cn+1; ∥z∥ ≤ ϵ}と球面
Sϵ = ∂Dϵに対して、V ∩ DϵはK = V ∩ Sϵ上の錐に同相であり、可微分多様体
Kf が位相的球面であれば V ∩Dϵは位相多様体となる。その為Kの分類が問題と
なる。ϕ : Sϵ −K → S1を f (z) / |f (z)| , Fθ = ϕ−1

(
eiθ
)
, F = F0と定義すると、こ

れがMilnor束と呼ばれる S1を底空間 , {Fθ}をファイバーとする局所自明束とな
り、1960年代から調べられている対象である。ここで任意の θに対してK = ∂Fθ

であり、またファイバー間の特性同相写像 h : F → F が存在する。さて、空間対
(Sϵ −K,F )のホモロジー完全系列から、次のWang完全系列が従うことが知られ
ている。以下、ホモロジーは整係数で考える。

Lemma1.1（Wang exact sequence）[2]

· · · → Hn+1 (Sϵ −K)→ HnF → HnF → Hn (Sϵ −K)→ · · ·

は完全系列となる。但し準同型写像HjF → HjF は hj∗ − idj∗であり、hj∗, idj∗ :

HjF → HjF はそれぞれ h, id : F → F から誘導される準同型である。

ここでF は n次元球面のブーケ∨µSnと同じホモトピー型を持つ。h∗ = hn∗, I∗ =

idn∗とするとHn (Sϵ −K) ∼= Hn−1K の同型から、K がホモロジー球面であるこ
とと、∆(t) = det (tI∗ − h∗)が ∆(1) = ±1を満たすこととが同値であるとわか
る。また f が Brieskorn多項式の時、∆(t)の表示が与えられている。この設定の
下でMilnorは、Brieskorn多項式 f (z) = za11 + za22 + · · · + z

an+1

n+1 の場合について、
a = (a1, a2, . . . , an+1)により定義される複体を用いた、K がホモロジー球面とな
るための必要十分条件を与えた [1]。この証明において非常に重要であると思われ
る、κ (a) =rankHn−1Kが 0となるためのaの必要十分条件の証明が明確には与え
られていなかったため、その証明を完了させることでMilnorの結果の別証明を与
えることができた。今回は κ (a) = 0となるためのaの必要十分条件とその証明の
概説を行い、応用例を紹介したい。以下Brieskorn多項式 fに対して上記により定
まる結び目をK (a)と表す。なお、本研究の背景の多くは [2]に沿うため、そちら
をご参照頂きたい。
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２．主結果

２以上の整数ベクトル b = (b1, b2, . . . , bm)に対して、各成分 bj に対応する頂点
cjを用意する。gcd (bj, bk) ̸= 1を満たす j, kに対して頂点 cj, ckを線で結ぶ。この
ように作られる 1次元複体を Γ (b)と表す。特に ∀j ̸= ∀kに対して gcd (bj, bk) = 2

とm:oddを満たしかつ Γ (b)が連結である場合、Γ (b)を odd2-componentと呼ぶ。
私の主定理は次である。

Theorem2.1

κ (a) =rankHn−1K (a)が κ (a) = 0を満たすことは、Γ (a)が孤立頂点もしくは
odd2-componentを含むための必要十分条件である。

Theorem2.1の証明に用いる κ (a)の２つの表示を述べておく。以下の表示は∆(t)

を求める公式から自然に導かれる。

Lemma2.2 [2]

κ (a) =

{
(k1, k2, . . . , kn+1) ; ∀j 1 ≤ kj < aj,

n+1∑
j=1

kj
aj
∈ Z

}

κ (a) =
∑

I⊂J={1,2,...,n+1}

(−1)n+1−#I

∏
i∈I ai

lcm (ai; i ∈ I)

これらの等式は κ (a)が h∗の固有値１の重複度であることから成り立つ。下の等
式からTheorem2.1の十分条件は容易に示される。逆に必要条件は、十分条件の仮
定を満たさない全てのaについて κ (a) > 0を言えばよい。特に最小公倍数の性質
からΓ (a)が連結な場合だけを考えればよいことに注意しておく。証明の詳細は省
略する。

３．応用例

本章では主結果の使用例を３つ紹介する。

Lemma3.1

　 Γ (a)は連結であるとする。このとき、κ (a) = 0を満たすことは∆(1) > 1で
あるための必要十分条件である。

Theorem3.2 [1]

　K (a)がホモロジー球面であることは、Γ (a)が孤立頂点を少なくとも２つ,も
しくは孤立頂点と odd2-componentを含むための必要十分条件である。
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Theorem3.2は Lemma3.1を用いることで容易にわかる。詳細は [2]参照。
Js = {j1, j2, . . . , js} ⊂ J とし、aJs = (aj1 , aj2 , . . . , ajs)とする。さらに C (Js) =
gcd (aj; j ̸∈ Js)∏

It⊂Js,t<sC (It)
と帰納的に定義する。また dj =

∏
κ(aJs )≥j,n−s:even

C (Js)とする。こ

のとき、Hn−1K (a)のTorsionは次によって完全に決定されている。

Theorem3.3 [3]

Tor (Hn−1K (a)) ∼= Zd1 ⊕ Zd2 ⊕ · · · ⊕ Zdr

ただし、r = max {κ (Js) ;n− s : even, Js ⊂ J}で、Zdj = Z/djZを表す。

K がホモロジー球面であれば Hn−1K は消えてもちろん Torsion free なので、
Hn−1K が Torsion freeであるという分類を行うには Theorem3.2の条件を除外し
て考えればよい。Theorem3.3を３変数の時に考えると次になる。

Proposition3.4

　 n = 2とする。H1K (a)がTorsion freeであることと、次の条件を満たすこと
は同値である。

∃p, q, r ∈ N s.t. p, q, r :coprime, a1 = pq, a2 = qr, a3 = rp
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可微分写像の特異点と多様体の大域的不変量

の関係

東京工業大学理工学研究科数学専攻
北澤直樹

多様体を調べるのに その上の良い関数を用いるという手法がある いわゆる
モース理論である。これは モース関数と呼ばれる良い関数を用いて多様体に上

手く高さを定めて情報を得るというものであり 特に特異点が多様体の情報を握っ
ている。まず今回の内容の基礎となっているこのモース理論について説明する。

その前に記号は以下のように定める。

次元コンパクト 多様体

次元 多様体

写像
の特異点全体からなる集合

から への 写像全体からなる空間 ただし位相は
位相 くわしくは 等参照

とする。次を満たすとき 関数 はモース

関数であるという。

は境界において特異点を持たず 境界の各連結成分上では定数。

の特異点はすべて非退化。

境界がない場合は一つ目の条件は必要ないということを補足しておく。

が非退化とする。このと

きある の局所座標 があって を満たしさらに

が

を満たす

ようにできる。さらに はこのようにできる局所座標の取り方によらない を

の指数と呼ぶ。 。

モース理論における重要な定理の一つに
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をコンパクト向き付け可能 多様体とする。 上には境界

で極大値をもつ つまり境界の各点 において十分近い点 では が
成立する。 モース関数がある。今このようなモース関数 で指数 の特異点の

個数を のオイラー数を とする。このとき

が成り立つ。

がある。この定理は「局所的な特異点の情報のみで オイラー数という大域的不

変量が取り出せる」ということを具体的な形で主張する。
モース理論ではモース関数という関数 言うなれば値域が であるような写像

を用いる。そこで 値域を一般のユークリッド空間や多様体 ただし次元は定義域

より低いもの にするとどうなるかを考えるのは自然なことで 実際このモース理
論の一般型の研究は盛んに行われている。一般型においても特異点が良い性質を

持った写像が鍵となっており それらの写像とくにその局所的な特異点の情報から
古典的なモース理論では明らかにならなかったような事実が明らかにされてきて

いる この理論に関する基本的なことが書かれた文献として 等を挙げる。 。

その中には上で述べた「局所的な特異点の情報のみで 多様体の大域的不変量が
取り出せる」ということを具体的な形で主張する定理もある。本講演では オイ

ラー数と同じく重要な多様体の大域的不変量であるポントリャーギン数を写像の

特異点から取り出すということについて述べる。今後 は向き付け可能とし
の向き

向き に関する のポントリャーギン数
向き に関する の符号数

と をそれぞれ の元を表す 自

然に定まる 向きを持つ部分多様体とするとき と の に関する交叉数
とする。

さて にかなり一般的な状況でポントリャーギン数と特異点集合の関係を示
した式があるが特別な場合として

が向き付け可能で閉 が境界なし を特異点
の型がモラン型で有るものとする。このとき

がある。特異点のタイプに関する説明を紙面の都合で省いたが モラン型とはモー

ス関数の特異点のもっとも簡単な一般化 「折り目」と呼ばれる。 を含む良い特

異点の型である 重要なことだがこのような写像は稠密に存在することが知られ
ている 詳しくは 等 。これから導ける定理として

を安定写像とする。 で
に関する ファイバーの符号の和を表すとする。このとき

がある。

これも紙面の都合で説明しなかったが「ファイバー」とはその名の通り一言で
いえば一点の逆像のことである。 や などに基礎的なことが書かれているが

このように像の点における逆像特に特異点を含むようなもの ここでは ファイ

－128－



バーという名のついたファイバーさらには上手く定義された符号 が 多様体の重

要な情報を取り出すのに役立つことが分かっている。安定写像については や
などに書かれている。安定写像は 他低次元含む良い次元対では稠密に存

在するということを注意しておく。

ところで 符号数もポントリャーギン数もオイラー数同様コンパクトで境界が有
る場合でも定義される。この節で述べた式において定義域の多様体は閉だが こ

れらの式を境界付きコンパクトの場合に拡張しようと考えるのは自然なことであ
る。しかしこのような研究は筆者の知る限りなされていない。現在この問題に取

り組んでいるので以下紹介する。早速出てくる問題として

安定写像は境界がない多様体間の写像である。境界がある場合の
安定写像またはその役割を担う写像をどう定義するか

定理の拡張に適する形で写像を定義し 次のような結果を得た。

を向き付け可能なコンパクト 次元 多様体 を 次元
多様体とする。 を以下を満たす 写像とする。

で が安定。

向きを変える微分同相 と微分同相 があり
を満たす。

前の写像から自然に定義される が安定。

このとき が同様に定義できて

さて 新たに公式を示したわけだが これまでこの形の公式をいくつか出すと同時

に 条件を満たす写像の存在について強調してきた。そこで再び条件を満たす写

像の存在について考えたい。 つの解答として

任意の 次元 閉グラフ多様体 についてある 次元コンパ

クト向き付け可能 多様体 があり から への前の定理の条件
を満たすような写像 がある。

証明はここには書かない を用いる。 。

では最初にグラフ多様体もしくはより一般化して向きを変える

微分同相を有する 次元 閉多様体を境界に持つ 次元のコンパクトな向き付

け可能 多様体を与えてつくることはできるのか

このような例も実際にいくつか存在する ここでは詳細は省略させて頂く。 。さ

らに

より広いクラスの写像にこの公式を拡張できるか
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そして出来た場合そのような写像はどれくらいあるか 作る方法は

も 後は今まで符号数ばかり見てきたが

ポントリャーギン数で拡張するにはどうしたらいいか

も重要である。
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WELL-POSEDNESS FOR THE FIFTH ORDER KDV EQUATION

Takamori Kato

Graduate School of Mathematics, Nagoya University

1. Introduction

We consider the well-posedness for the Cauchy problem of the fifth order KdV

equation:






∂tu − ∂5
xu + c1∂x(u

3) + c2∂x(∂xu)2 + c3∂x(u∂2
xu) = 0 in Rt × Rx,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,
(1.1)

where c1, c2, c3 ∈ R and c3 6= 0. Here the unknown function u is assumed to be

real or complex valued when we consider the local well-posedness (LWP for short)

and to be real valued if we consider the global well-posedness. The fifth order KdV

equation models several water wave physics.

∂tu − ∂5
xu − 2

5
α2∂x(u

3) + α∂x(∂xu)2 + 2α∂x(u∂2
xu) = 0, (1.2)

for α ∈ R \ {0}, is completely integrable in the sense that there are the Lax formu-

lations, which have an infinite number of conservation laws. Our main purpose is

to prove the well-posedness for (1.1) with low regularity data. The main tool is the

Fourier restriction norm method introduced by Bourgian [2]. By using the theory

of complete integrability, we obtain global solutions of (1.2) for Schwartz data and

solitary waves. But this method will not be available for the well-posedness prob-

lem of (1.1) generalized to non-integrable case. So the theory of dispersive PDEs is

required such as the Fourier restriction norm method.

We review the known results for (1.1). Kwon [7] established LWP in the Sobolev

space Hs for s > 5/2 by using the compactness argument. Here Hs is equipped

with the norm, ‖ϕ‖Hs := ‖〈ξ〉sϕ̂‖L2
ξ
, where 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2 and ϕ̂ is the Fourier

transform of ϕ. Keing, Ponce and Vega [5] proved LWP in the weighted Sobolv

space L2(|x|mdx) ∩Hs for some large s, m > 0. Moreover, Grünrock obtained LWP

in Ĥs
r for s > 1

4
+ 3

2r′
and 1 < r ≤ 4

3
where 1

r
+ 1

r′
= 1. Here Ĥs

r is defined by the

norm ‖ϕ‖Ĥs
r

:= ‖〈ξ〉sϕ̂‖
Lr′

ξ
.

We mention the difficult point in this problem. We only recover two derivatives

losses in the interaction between high and low frequency data (high-low interac-

tion) by the smoothing effects. Therefore the nonlinear term ∂x(u∂2
xu) has more
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2 T. K. KATO

derivatives than can be recovered by the smoothing effects. From this fact, Picard’s

iteration method cannot be applied. To overcome this difficulty, we change the space

in which initial data is given into Hs,a, which is defined by the norm

‖ϕ‖Hs,a := ‖〈ξ〉s−a|ξ|aϕ̂‖L2
ξ
.

Note that Hs,a := Hs ∩ Ḣa if s ≥ a where Ḣa is equiipped by the norm ‖ϕ‖Ḣa :=

‖|ξ|aϕ̂‖L2
ξ
. We remark that we can recover more derivatives of the nonlinear term

∂x(u∂2
xu) in high-low interaction when a < 0. Therefore the iteration method is

available in the case,

s ≥ max
{

−1

4
,−2a − 2

}

, −3

2
< a ≤ −1

4
and (s, a) 6= (−1

4
,−7

8
), (1.3)

and we obtain the well-posedness results in Hs,a as follows.

Theorem 1.1. Let s, a satisfy (1.3). Then (1.1) is locally well-posed in Hs,a.

We assume that u is real valued. Then (1.2) has two conversed quantities
∫

u2dx,

∫

(∂xu)2 +
2

5
αu3dx.

By using these, we obtain a priori estimate and extend the local-in-time solutions

obtained in Theorem 1.1 to global-in-time ones.

Theorem 1.2. Let s ≥ 1 and −1 ≤ a ≤ −1/4. Then (1.2) for initial data u0 ∈ Hs,a

is globally well-posed.

On the other hand, we obtain the ill-posedness result in the following sense.

Theorem 1.3. Let s < max{−1/4,−2a − 2}, a ≤ −3/2 or a > −1/4. If c2 6= c3

and c1 6= c3
5
(c3 − c2), then there is no T > 0 such that the flow map for (1.1),

Hs,a ∋ u0 7→ u(t) ∈ Hs,a, is C2 or C3 for any t ∈ (0, T ].

Theorem 1.1 and 1.3 imply that the critical regularity is s = −1/4 and −7/8 ≤
a ≤ −1/4. Note that we do not know weather LWP for (1.1) holds or not in

H−1/4,−7/8.

2. The outline of the proof of the main result

In this section, we give the outline of the proof of Theorem 1.1. The main idea

is how to establish the function space continuously embedded in C(R; Hs,a) to con-

struct solutions. Then, the Bourgain space Xs,a,b effectively work to construct low

regularity solutions, Here X̂s,a,b is a Banach space defined by the norm

‖f‖X̂s,a,b := ‖〈ξ〉s−a|ξ|a〈τ − ξ5〉bf‖L2
τ,ξ

.
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In the Fourier restriction norm method, the key is the bilinear estimate in the

Bourgain space X̂s,a,b as follows:

‖ξ(ξ2f) ∗ g‖X̂s,a,b−1 ≤ C‖f‖X̂s,a,b‖g‖X̂s,a,b. (2.1)

If we obtain the bilinear estimate for critical regularity, we establish LWP in the

critical case. However, (2.1) fails for any b ∈ R in the case of

s = −1

4
, −7

8
< a ≤ −1

4
. (2.2)

To avoid this difficulty, we make a modification of the Bourgain space to obtain the

bilinear estimate for (2.2). An idea of a modification of the Bourgain space was

introduced by Bejenaru-Tao [1]. They establish LWP for the quadratic Schödinger

equation with the nonlinearity u2 in the critical case H−1(R). Here we remark that

how to modify the Bourgain space depends on the properties of nonlinear equations.

Therefore there is no general method for modifying the Bourgain space. This point

is the most difficult in our study.

We state how to modify X̂s,a,b below. We consider the typical counterexample

of (2.1) for (2.2). Then, in the interaction between high and high frequencies data

(high-high interaction), we have to take b = 1/2 in the neighborhood of the curve
{

τ =
ξ5

16
and |ξ| ≥ 1

}

to obtain (2.1) for (2.2). Here the logarithmic divergence will

occur in
∥

∥ξ(ξ2f) ∗ g
∥

∥

X̂−1/4,a,1/2

‖f‖X̂−1/4,a,1/2‖g‖X̂−1/4,a,1/2

Then, we modify X̂s,a,1/2 in the high frequency part {|ξ| ≥ 1} into the Besov-type

space as follow:

‖f‖
X̂

s,1/2
(2,1)

:=
∥

∥

{

‖〈ξ〉s〈τ − ξ5〉1/2f‖L2
τ,ξ

(Aj∩Bk)

}

j,k≥0

∥

∥

l2
j
l1
k

.

where Aj , Bk are two dyadic decompositions of R2 as follows:

Aj :=
{

2j ≤ 〈ξ〉 < 2j+1
}

, Bk :=
{

2k ≤ 〈τ − ξ5〉 < 2k+1
}

,

for j, k ≥ 0. For a Banach space X and a set Ω ⊂ Rn, ‖ · ‖X (Ω) denotes ‖f‖X (Ω) =

‖χΩf‖X where χΩ is the characteristic function of Ω. In high-high interaction

and high-low interaction, we need to take b = 3a/5 + 9/10 on D0 =
{

|τ | ∼
|ξ|−5/3 and |ξ| ≤ 1

}

so that (2.1) holds for (2.2). Thus we modify the Bourgain

norm in the low frequency part {|ξ| ≤ 1} for −7/8 < a < −1/4 as follows:

‖f‖
X

a,3a/5+9/10
L

(A0)
:=

∥

∥|ξ|a〈τ〉3a/5+9/10f
∥

∥

L2
τ,ξ

(A0)
.
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However, in the case (s, a) = (−1/4,−1/4), the logarithmic divergence occurs in

‖ξ(ξ2f) ∗ g‖
X̂

−1/4,1/2
(2,1)

‖f‖
X̂

−1/4,1/2
(2,1)

‖g‖
X̂

−1/4,3/4
L

in high-low interaction when g is supported on D2 =
{

|τ | ≤ |ξ|−5/3 and |ξ| ≤ 1
}

.

Thus we modify ‖f‖X̂s,−1/4,3/4(A0) as follows:

‖f‖
X̂

−1/4
L

:= ‖f‖
X̂

−1/4,3/4
L

(D1)
+ ‖f‖

X̂
−1/4,3/4
L

(D2)
,

where D1 =
{

|τ | ≥ |ξ|−5/3 and |ξ| ≤ 1
}

and

‖f‖
X̂

−1/4,3/4,1
L

(D2)
:=

∑

k≥0

23k/4‖|ξ|−1/4f‖L2
τ,ξ

(D2∩Bk).

Moreover, we modify X̂s,a,b in the low frequency part for −3/2 < a ≤ −7/8 into

‖f‖X̂a
L

:= ‖f‖
X̂

a,3/8+ε

L

where ε > 0 is a sufficiently small number. This idea of a

modification of the Bourgain norm in the case (s, a) = (1/4,−1/4) is based on

Kishimoto’s work [6] which proved the well-posedness for the KdV equation at the

critical case H−3/4 (see also [4]). From the above argument, the function space Ẑs,a

is defined by the norm

‖f‖Ẑs,a := ‖f‖
X̂

s,1/2
(2,1)

(|ξ|≥1)
+ ‖f‖X̂a

L
(A0).

Using the function space above, we obtain the bilinear estimates of ∂x(u∂2
xu) for

(1.3). Here the function space Zs,a
T is equipped by the norm

‖u‖Z
s,a
T

=
{

‖v‖Zs,a ; u(t) = v(t), t ∈ [0, T ]
}

,

where ‖u‖Zs,a := ‖û‖Ẑs,a. Then, we obtain LWP in Zs,a
T ∩C([0, T ]; Hs,a) in the case

(1.3).
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Banach空間上の変分不等式問題と不動点問題の強収束定理

冨澤 佑季乃 (中央大学大学院理工学研究科数学専攻)

概 要

変分不等式は多分野における均衡問題の定式化に有用である. 均衡問題の解を得る手法として変分不等式問題
の解法が提案されるが, これに不動点理論を導入することで変分不等式の一意的な解の存在やそれを得るための反
復法を示すことができる. 本講演では変分不等式問題を不動点理論に結びつけることで Hilbert空間上の, 特に非
拡大写像による不動点近似を紹介し, またこれらを Banach空間へ拡張した近似法を提案する.

1 変分不等式問題と不動点問題

H を実Hilbert空間とし, その内積を ⟨·, ·⟩, ノルムを ∥·∥ で表す. C を H の空でない閉凸部分集合とする. 作用

素 A : C → H が単調であるとは, 任意の x, y ∈ C に対して

⟨x− y,Ax−Ay⟩ ≥ 0

が成り立つときをいう.　また, 作用素 A : C → H が逆強単調であるとは, ある α > 0 が存在し, 任意の x, y ∈ C

に対して

⟨x− y,Ax−Ay⟩ ≥ α∥Ax−Ay∥2

が成り立つときをいう. このとき, A を α-逆強単調であるという. 単調作用素 A : C → H に関する変分不等式問

題とは, 任意の y ∈ C に対して

⟨y − x,Ax⟩ ≥ 0 (1.1)

を満たす x ∈ C を求める問題である. A の変分不等式 (1.1) の解集合を V I(C,A) で表す.

C を H の空でない閉凸部分集合とするとき, 各点 x ∈ H に対して ∥x− z∥ = min{∥x− y∥ : y ∈ C} を満たす

z ∈ C が一意に存在する. x ∈ H に対してこのような z ∈ C を対応させる写像を H から C 上への距離射影とい

い, PC
1) で表す. 実数 λ > 0 と x0 ∈ C に対して

xn+1 = PC(I − λA)xn, n ≥ 0 (1.2)

で定義される点列 {xn} によって変分不等式 (1.1) の近似解を求める手法を射影法という. ただし, I は H 上の恒

等写像とする. 写像 T : C → C が非拡大であるとは, 任意の x, y ∈ C に対して

∥Tx− Ty∥ ≤ ∥x− y∥

が成り立つときをいう. T の不動点の集合を F (T ) := {x ∈ C : Tx = x} で表す. 点 x ∈ F (T ) を求める問題を

T に関する不動点問題という. 非拡大写像 T : C → C に対して A = I − T とすると, A は 1/2-逆強単調になり,

F (T ) = V I(C,A) となる. ここで次のような, 不動点問題と変分不等式問題の共通解を求める問題を議論する.

1)この場合は z = PCx となる. PC は H 上で非拡大である.
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PROBLEM 1.1. C を実 Hilbert 空間 H の空でない閉凸集合とする. 非拡大写像 T : C → C と逆強単調作用

素 A : C → H が与えられ, F (T ) ∩ V I(C,A) ̸= ∅ を仮定するとき, T に関する不動点問題と A に関する変分不

等式問題の共通解

z ∈ F (T ) ∩ V I(C,A)

へ収束する点列を求めよ.

T : C → C を非拡大写像, f : C → C を縮小写像とする. 数列 {αn} ⊂ [0, 1] と x0 ∈ C に対して

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)Txn, n ≥ 0 (1.3)

で定義される点列 {xn}を考える. これは, 非拡大写像 T の不動点近似法の一つとして知られている. Chen-Zhang-

Fan [1] は, 点列 (1.3) に射影法 (1.2) を取り込み, 非拡大写像の不動点近似と逆強単調作用素に関する変分不等式

問題の解の近似を同時に考える新たな点列を導入し, 次の結果を得た.

THEOREM 1.1 (Chen et al. [1]). C を実 Hilbert 空間 H の空でない閉凸部分集合とする. A : C → H を α-

逆強単調作用素, S : C → C を非拡大写像とし, F (S)∩ V I(C,A) ̸= ∅ と仮定する. f : C → C を縮小写像とする.

x0 ∈ C に対して

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)SPC(I − λnA)xn, n ≥ 0 (1.4)

で点列 {xn} を定義する. ただし数列 {αn} ⊂ (0, 1) と {λn} ⊂ (0, 2α) は条件

lim
n→∞

αn = 0,

∞∑
n=1

αn =∞,
∞∑

n=0

|αn+1 − αn| <∞,
∞∑

n=0

|λn+1 − λn| <∞

を満たすとする. このとき {xn} は, ある z ∈ F (S) ∩ V I(C,A) に強収束する.

2 Banach 空間への拡張

E を実 Banach 空間, E∗ を E の共役空間とし, E のノルムを ∥·∥ で表す. ⟨x, f⟩ で x ∈ E における f ∈ E∗ の

値を表す. E の単位球面を U := {x ∈ E : ∥x∥ = 1} とする. q は q > 1 を満たす実数とする. 各 x ∈ E に対して

Jqx = {x∗ ∈ E∗ : ∥x∥q = ⟨x, x∗⟩, ∥x∗∥q = ∥x∥q−1} で定義される多価写像 Jq : E → 2E
∗
は E の一般化された双

対写像とよばれる. 特に q = 2 のとき, J := J2 は正規化された双対写像とよばれる. E が回帰的2)であるとは,

E = E∗∗ と書けるときをいう. E が狭義凸3)であるとは, すべての x, y ∈ U, x ̸= y に対して, ∥(x+ y)∥/2 < 1 が

成り立つことである. また, E が一様凸であるとは, 各 ϵ ∈ (0, 2] に対して δ ∈ (0, 1) が定まり, 任意の x, y ∈ U に

対して ∥x− y∥ ≥ ϵ ならば ∥x+ y∥/2 ≤ 1− δ が成り立つことである.

すべての x, y ∈ U に対して, 次の極限

lim
t→0

∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

(2.1)

が存在するとき, E は滑らか4)であるという. (2.1) が x, y ∈ U に対して一様に収束するとき, E は一様に滑らか

であるという. E が一様に滑らかならば, E は回帰的である.

2)
E が回帰的であるための必要十分条件は J : E → E∗ が全射となることである.

3)
E が狭義凸であるための必要十分条件は J : E → E∗ が 1 対 1 となることである.

4)
E が滑らかなときは J は一価写像となる.

－138－



PROPOSITION 2.1 ([2]). E が一様に滑らかな空間であることの必要十分条件は, 次を満たすような定数 κ が

存在することである.
1

2
(∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2) ≤ ∥x∥2 + ∥κq∥2, x, y ∈ E.

このような κ で最良のものを uniformly smoothness constant という.

作用素 A : C → E が増大であるとは, すべての x, y ∈ C に対して ⟨Ax−Ay, J(x− y)⟩ ≥ 0 が成り立つときを

いう. A : C → E が逆強増大であるとは, ある α > 0 が存在し, すべての x, y ∈ C に対して

⟨Ax−Ay, J(x− y)⟩ ≥ α∥Ax−Ay∥2

が成り立つときをいう. 特にこのような A を α-逆強増大であるという.

本稿では, Hilbert 空間における変分不等式問題を Banach 空間へ拡張した次のような問題を議論する. C を滑ら

かな実 Banach 空間 E の空でない閉凸部分集合とし, A : C → E を増大作用素とする. このとき, すべての v ∈ C

に対して

⟨Au, J(v − u)⟩ ≥ 0

を満たす u ∈ C を求める問題の解法を考える. この問題の解集合を S(C,A) で表す. すなわち S(C,A) := {u ∈

C :すべての v ∈ C に対して ⟨Au, J(v − u)⟩ ≥ 0} とする.

PROBLEM 2.1. C を滑らかな実 Banach 空間 E の空でない閉凸集合とする. 非拡大写像 T : C → C と逆強

増大作用素 A : C → E が与えられ, F (T ) ∩ S(C,A) ̸= ∅ を仮定するとき, T に関する不動点問題と A に関する

変分不等式問題の共通解

z ∈ F (T ) ∩ S(C,A)

へ収束する点列を求めよ.

Dを閉凸部分集合 C ⊂ E の部分集合とする. このとき,写像Q : C → Dがサニーであるとは,Qx+t(x−Qx) ∈ C

を満たす x ∈ C と実数 t ≥ 0 に対して

Q
(
Qx+ t(x−Qx)

)
= Qx

が成り立つことをいう. また, 写像 Q : C → D が射影であるとは, すべての x ∈ D に対して Qx = x が成り立つ

ことをいう. 滑らかな Banach 空間では E から C 上へのサニー非拡大射影は一意的に定まる. E が Hilbert 空間

のとき, サニー非拡大射影 QC : E → C は距離射影 PC : E → C と一致する.

PROPOSITION 2.2. C を滑らかな Banach 空間 E の空でない閉凸部分集合とする. QC : E → C をサニー

非拡大射影, A : C → E を増大作用素とする. このとき, すべての λ > 0 に対して

S(C,A) = F (QC(I − λA))

が成り立つ.

Yao-Chen-Yao [3] は点列 (1.3) を用いて, 次のような iteration scheme を導入した不動点近似を得た.

THEOREM 2.1 (Yao et al. [3]). C を一様に滑らかな実 Banach空間 E の空でない閉凸集合とする. T : C → C

を非拡大写像とし, F (T ) ̸= ∅ と仮定する. 点列 {xn} を
x0 ∈ C,

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)yn,

yn = βnxn + (1− βn)Txn, n ≥ 0

(2.2)
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で定義する. ただし, 数列 {αn}, {βn} ⊂ (0, 1) は条件

lim
n→∞

αn = 0,

∞∑
n=0

αn =∞, 0 < lim inf
n→∞

βn ≤ lim sup
n→∞

βn < 1

を満たすとする. このとき {xn} は, ある z ∈ F (T ) に強収束する.

3 主結果

点列 (1.4) と (2.2) を融合することで得られる新たな点列を導入することで, 次の結果を得ることができる.

THEOREM 3.1. E を狭義凸で一様に滑らかな実 Banach 空間, C を E の空でない閉凸集合, κ を E の

uniformly smoothness constant とする. A : C → E を α-逆強単調作用素, S : C → C を非拡大写像とし,

F (S) ∩ S(C,A) ̸= ∅ と仮定する. f : C → C を縮小写像とする. 点列 {xn} を
x0 ∈ C,

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)yn,

yn = βnxn + (1− βn)SQC(I − λnA)xn, n ≥ 0

(3.1)

で定義する. ただし, 数列 {αn}, {βn} ⊂ (0, 1), {λn} ⊂ (0, α/κ2) は条件

(H1) limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=0 αn =∞;

(H2) 0 < lim infn→∞ βn ≤ lim supn→∞ βn < 1;

(H3) limn→∞ λn = 0

を満たすとする. このとき {xn} は, ある z ∈ F (S) ∩ S(C,A) に強収束する.

定理 3.1 で {βn} ⊂ [0, 1) をとり, 条件 (H2) を
∞∑

n=0

|αn+1 − αn| <∞,
∞∑

n=0

|βn+1 − βn| <∞.

に置き換えても同様の結果が得られるので, 次の定理を得る. βn = 0 のとき, これは定理 1.1 の形に近くなる.

THEOREM 3.2. E を狭義凸で一様に滑らかな実 Banach 空間, C を E の空でない閉凸集合, κ を E の

uniformly smoothness constant とする. A : C → E を α-逆強単調作用素, S : C → C を非拡大写像とし,

F (S) ∩ S(C,A) ̸= ∅ と仮定する. f : C → C を縮小写像とする. 点列 {xn} を (3.1) で定義する. ただし, 数列

{αn} ⊂ (0, 1), {βn} ⊂ [0, 1), {λn} ⊂ (0, α/κ2) は条件 (H1), (H3) と

(H2′)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| <∞,
∑∞

n=0 |βn+1 − βn| <∞

を満たすとする. このとき {xn} は, ある z ∈ F (S) ∩ S(C,A) に強収束する.
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THE RAPIDLY DECREASING FUNCTIONS INCLUDED IN THE

“TWO-CONSTANT” OF THE MICROSCOPICALLY DESCRIPTIVE FLUID

EQUATIONS.��������	
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Abstract. I0JKLMNOP2F0QR90S7T Euler U Lagrange VRW2X2YCD2Z[\2T]^#_`aCbcd 19 eCfg\Chijklmnmo2p2S[Vq�rst7u�vwx
Laplace V 1805 yzV]{0|A}C~A�g\s�A�C�wViS2�����0����� xm�7� ViS2�g\]��l�d Gauss T 1827

y2dm�A�#���2�[Vm�C�*�C���#lR�C�.�.�2�s9*���2��l�d`  1828 y2¡2¢[V£L¤¥C¦0S2Qi§�_�¨gnR©0^g��ªA«�l`d 1830

yA{A|�}0~��zVcS0�k�m¡A¢�lcn � Laplace ¬ attraction A®w�.¯s°±lcni²wUg³AVi´*µmF���¶A·g�wµmFzVc¸g¹iº
¶zV]»0¼g\s�A�C�.½0¾�l�d attraction VC¿A�*_�b repulsion ÀiÁ2ÂA\s¯.°�linmo0pgÃAV]ÄCÅ0ÆA«g��¢w�wµmFgV]ÇÈ �slR�sd7É[ÊmË7µmF��slR�.Ì±Í�Î2Ïg�iÐ0Ñ0ÒzµmFzV È0Ó2Ô[Õ7x �0�*�7lR�A��n �

1821-49 yg\c§�®.�iÖ2×�l]nmØCÙ[Ú]ÛsÜ Navier-Stokes Y2DCZg\cÝ0�C�gÀÞLMN�PCFAQß90S7Vḿ±�ß� x ÀiV2TRÐ
Ñ0ÒzµmF u�v#à d7�.Â�VmW0X0:0; tC� ¬w³.a7�casW0X0Y0D2Z��RP0ZC�w� x 92S±�Cl��c�0Ï±�Cl]n]´zµmF±��� x Ð
Ñ0ÒzµmF��R�0P#l����2Y0D2ZzV�LMN�P0F�Q]9AS[V]´z\]�[¿]	g
� � 1954/55 ygV Schwartz V]�*µRF�� à À 100
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§�_�S�b x]�

Introduction. The “two-constant” theory introduced first by Laplace in 1805 is currently accepted
theory describing isotropic, linear elasticity. The original, microscopically-descriptive (MD) Navier-
Stokes ( NS ) equations were derived in the course of the theorical development of the two-constant and
respose tensor. Boltzmann also constructed the MDNS equations by interaction of molecules, which is
called tranport equation. From the viewpoint of MD fluid dynamics equations including the capillary
action, we trace the evolution of the equations based on the notion of “two-constant” theory and the
rapidly decreasing function ( RDF ) incorporated in the two constants.

The “two-constant”theory was introduced first introduced in 1805 by Laplace in regard to capillary
action with constants denoted by H and K. ( cf. entry no. 6 in Table 1. ) Thereafter, various pairs
of constants have been proposed by their originators in formulating MDNS equations or equations
describing equilibrium or capillary situations. It is commonly accepted that this theory describes
isotropic, linear elasticity.1

We argue that Poisson had already pointed out the special aspect deduced by Laplace when, in 1831,
he states, “They incorporate the two special constants of which I mentioned just a while ago.” [18, p.4].
Poisson was, we think, one of the persons who were aware of this issue. The ratio of coefficient attached
to the term of Laplacian to the coefficient attached to the term of grad div : coefficient of Δ

coefficient of grad div
= 3 like

Poisson [17] and Stokes [21] through the tensor by Saint-Venant [20] and until Prandtl [19]. ( cf. Entry
6-8 in Table 2.)
Laplace’s theory of attraction in the first time. Euler and Lagrange didn’t mention the attraction
or the repulsion in the fluid dynamics equations. For the first time, in 1805, Laplace mantioned the
attraction applying his newest knowledge of celestial mechanics to the capillary action. Laplace stated
his “complete theory” of attraction which have an effct on the capillary action in the introduction [9].
Gausian function as the then RDF . In 1827, Gauss [5] porposed “ein neues allgemeines Grundge-

setz der Mechanik” ( a new general principle of machanics ) referring the equation on minimum action
by Maupertuis [13] in 1740, which Lagrange referred in his book[8, Vol.12, pp.365-368, Note 8]. Gauss
asserted that we can’t distinguish the static state from the moving state according to the principle of
d’Alembert 2, and proposed his general principle. Gauss says, “ The calculations by Laplace in the
pages and the following after p.44 are the vain effects.” [7, pp.33-34] Gauss studies the capillary
action in rivalry with Laplace in 1830 after published the theory on the curved surface [4] in 1828, and
uses two funcions ϕ correspondint to attraction and Φ corresponding to repulsion instead of two constants

Date: 2010/12/24.
1Darrigol [2, p.121].
2In 1758, from the Newton’s kinetic equation ( the second law of motion ) : F = mr, d’Alembert proposed F− mr = 0,

where, F : the force, m : the gravity, r : the acceleration. According to his assertion, the problem of kinetic dynamics

turns into that of the static dynamics.
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2 ����� ( ���	
������
����������������	�����	���� ��	!�" )

:
{

ϕ such that : − fx.dx = dϕx,
∫

fx.dx = −ϕx,

Φ such that : − Fx.dx = dΦx,
∫

Fx.dx ≡ −Φx
(1)

where, ϕ∞ = 0, and in case of ϕt ⇒
∫

∞

t
fx.dx = −ϕt. Gauss critizes the integral method of RDF by

Laplace and proposed his Gausian function as the then RDF , this is the point we would like to mention
in this paper.
A universal method for the two-constants theory. Now, we would like to propose the uniformal
methods to describe the kinetic equations for isotropic, linear elasticity such as :

• The partial differential equations of the elastic solid or elastic fluid are expressed by using one or the
pair of C1 and C2 such that :

in the elastic solid : ∂2
u

∂t2
− (C1T1 + C2T2) = f , in the elastic fluid : ∂u

∂t
− (C1T1 + C2T2) + · · · = f ,

where T1, T2, · · · are tensors or terms consisting our equations, where we suppose the tensor as the
first kind. For example, the MDNS equations corresponding to incompressible fluid is composed of the
kinetic equation along with the continuity equation and are conventionally written, in modern vector
notation, as follows : ∂u

∂t
− μΔu + u · ∇u + ∇p = f , div u = 0.

• C1 and C2 are the two coefficients of the “two-constant” theory, in which the RDF (g1 and g2

mentioned below) are kernelized, for example, ε and E by Navier, or R and G by Cauchy, k and K
by Poisson. After them, without the microscopically-descriptions, using only tensor, the “two-constant”
theory was succeeded by ε and ε

3
of Saint-Venant, or μ and μ

3
of Stokes and finally ν and ν

3
of Prandtl.

Moreover C1 and C2 can be expressed in the following form ( cf. Table 1 ):
{

C1 ≡ Lr1g1S1,

C2 ≡ Lr2g2S2,

{

S1 =
∫∫

g3 → C3,

S2 =
∫∫

g4 → C4,
⇒

{

C1 = C3Lr1g1 = 2π
15
Lr1g1,

C2 = C4Lr2g2 = 2π
3
Lr2g2.

• Here L corresponds to either
∑

∞

0 as argued for by Poisson or
∫

∞

0
as argued for by Navier. A heated

debate had developed between the two over this point. It is a matter of personal preference as to how
the two constants should be expressed.

• g1 and g2 are the certain functions of interaction between the molecules depending on r and are
described with attraction &/or repulsion. These are treated as the RDF by the then progenitors of the
MDNS equations. In Table 1, we remark that the two types of deductive methods of two-constant
theory, namely, the entry no. 1-8 by the microscopically-description and 9-11 by tensor.
Conclusions. We assert that the evolution of the equations based on the notion of “two-constant”
theory and the RDF incorporated in the two constants in both the equations of capillary action and the
NS equations. By Prandtl [19, p.259] in 1934, what is called the NS equations in the general condition
were fixed, having the nonlinear term and two linear terms in the ratio of two coefficients above-mentioned
by 3 : 1 in the general condition, which arose from Poisson in 1831, Saint-Venant in 1843, and Stokes in
1845. ( cf. Entries 6, 7 and 8 of Table 2.) The progenitors of equations before Poisson applied elasticity
to fluid equations which have the two-constant of the ratio of 1

2
.
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THE RAPIDLY DECREASING FUNCTIONS INCLUDED IN THE “TWO-CONSTANT” OF THE MD FLUID EQUATIONS.3

Table 1. The expression of the total momentum of molecular actions by Laplace,
Navier, Cauchy, Poisson, Saint-Venant & Stokes. (Remark. 6-8 : capillarity, others :
kinetic equation)

no name problem C1 C2 C3 C4 L r1 r2 g1 g2 remark

1
Navier

1827 [14]
elastic solid ε

2π
15

R
∞

0
dρ ρ

4
fρ ρ : radius

2
Navier

fluid

1827 [15]

motion of fluid ε
2π
15

R
∞

0
dρ ρ

4
f(ρ) ρ : radius

E
2π
3

R
∞

0
dρ ρ

2
F (ρ)

3
Cauchy

1828 [1]

system

of

particles

R
2π
15

R
∞

0
dr r

3
f(r) f(r) ≡ ±[rf ′(r) − f(r)]

G
2π
3

R
∞

0
dr r

3 f(r) f(r) �= f(r)

4
Poisson

1829 [16]
elastic solid k

2π
15

P
1

α5
r
5 d. 1

r
fr

dr

K
2π
3

P
1

α5
r
3

fr

5
Poisson

1831 [17]
motion of fluid k

1

30

P
1

ε3
r
3 d. 1

r
fr

dr
C3 = 1

4π
2π
15

= 1

30

K
1

6

P
1

ε3
r fr C4 = 1

4π
2π
3

= 1

6

6
Laplace

1806,7 [12]
capillary action H 2π

R
∞

0
dz z Ψ(z) z : distance

K 2π

R
∞

0
dz Ψ(z)

6-2
Rewritten by

Poisson 1831 [18]
H

π
4
ρ
2

R
∞

0
dr r

4
ϕr [18, pp.14-15]

K
2π
3

ρ
2

R
∞

0
dr r

3
ϕr

7
Gauss

1830 [6]
capillary action

attraction :

−fx.dx = dϕx,R
fx.dx = −ϕx,

repulsion :

−Fx.dx = dΦx,R
Fx.dx = −Φx

8
Poisson

1831 [18]
capillary action H

π
4
ρ
2

R
∞

0
dr r

4
ϕr [18, p.14]

K
2π
3

ρ
2

R
∞

0
dr r

3
ϕr [18, p.12]

9
Saint-Venant

1843 [20]
fluid ε

ε
3

10
Stokes

1849 [21]
fluid μ

μ
3

11
Stokes

1849 [21]
elastic solid A B A = 5B
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Table 2. The kinetic equations of the hydrodynamics until the “Navier-Stokes equa-
tions” were fixed. (Rem. HD : hydro-dynamics, N under entry-no : non-linear, gr.dv :
grad.div, E : Δ

gr.dv
of elastic, F : Δ

gr.dv
and the group of entry 6-8 show F = 3 in fluid.)

no name/prob the kinetic equations Δ gr.dv
E

F

1

N

Euler

(1752-55)

[3, p.127]

fluid

8>><
>>:

X − 1

h
dp
dx

= du
dt

+ u
du
dx

+ v
du
dy

+ w
du
dz

,

Y − 1

h
dp
dy

= dv
dt

+ u
dv
dx

+ v
dv
dy

+ w
dv
dz

,

Z − 1

h
dp
dz

= dw
dt

+ u
dw
dx

+ v
dw
dy

+ w
dw
dz

,

du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

= 0.

2
Navier

(1827)[14]

elastic solid

(6-1)Ne

8>>><
>>>:

Π

g
d2x
dt2

= ε

“
3 d

2x
da2

+ d2x
db2

+ d2x
dc2

+ 2 d2y
dbda

+ 2 d2z
dcda

”
,

Π

g
d2y

dt2
= ε

“
d2y

da2
+ 3 d

2y

db2
+ d2y

dc2
+ 2 d2x

dadb
+ 2 d2z

dcdb

”
,

Π

g
d2z
dt2

= ε

“
d2z
da2

+ d2z
db2

+ 3 d
2z
dc2

+ 2 d2x
dadc

+ 2 d
2y

dbdc

”

where Π is density of the solid, g is acceleration of gravity.

ε 2ε

E
1

2

3

N

Navier

(1827)[15]

fluid

8>>><
>>>:

1

ρ
dp
dx

= X + ε

“
3 d

2u
dx2

+ d2u
dy2

+ d2u
dz2

+ 2 d2v
dxdy

+ 2 d
2w

dxdz

”
− du

dt
− du
dx

· u − du
dy

· v − du
dz

· w,

1

ρ
dp
dy

= Y + ε

“
d2v
dx2

+ 3 d
2v
dy2

+ d2v
dz2

+ 2 d2u
dxdy

+ 2 d
2w

dydz

”
− dv

dt
− dv
dx

· u − dv
dy

· v − dv
dz

· w,

1

ρ
dp
dz

= Z + ε

“
d2w
dx2

+ d2w
dy2

+ 3 d
2w
dz2

+ 2 d2u
dxdz

+ 2 d2v
dydz

”
− dw

dt
− dw

dx
· u − dw

dy
· v − dw

dz
· w

ε 2ε

F
1

2

4

Cauchy

(1828)[1]

system

of particles

in elastic

solid

and fluid

8>><
>>:

(L + G) ∂
2ξ

∂x2
+ (R + H) ∂

2ξ

∂y2
+ (Q + I) ∂

2ξ

∂z2
+ 2R

∂2η
∂x∂y

+ 2Q
∂2ζ
∂z∂x

+ X = ∂2ξ

∂t2
,

(R + G)∂
2η

∂x2
+ (M + H)∂

2η

∂y2
+ (P + I)∂

2η

∂z2
+ 2P

∂2ζ
∂y∂z

+ 2R
∂2ξ
∂x∂y

+ Y = ∂2η

∂t2
,

(Q + G) ∂
2ζ

∂x2
+ (P + H) ∂

2ζ

∂y2
+ (N + I)∂

2ζ

∂z2
+ 2Q

∂2ξ
∂z∂x

+ 2P
∂2η
∂y∂z

+ Z = ∂2ζ

∂t2
,

G = H = I, L = M = N, P = Q = R, L = 3R

R+

G

2R

if

G

=

0
1

2

5

Poisson

(1831)[17]

elastic solid

defined

in general

equations

8>>><
>>>:

X − d2u
dt2

+ a
2

“
d2u
dx2 + 2

3

d2v
dydx

+ 2

3

d2w
dzdx

+ 1

3

d2u
dy2

+ 1

3

d2u
dz2

”
= Π

ρ
d2u
dx2 ,

Y − d2v
dt2

+ a
2

“
d2v
dy2

+ 2

3

d2u
dxdy

+ 2

3

d2w
dzdy

+ 1

3

d2v
dx2

+ 1

3

d2v
dz2

”
= Π

ρ
d2v
dy2

,

Z − d2w
dt2

+ a
2

“
d2w
dz2

+ 2

3

d2u
dxdz

+ 2

3

d2v
dydz

+ 1

3

d2w
dx2

+ 1

3

d2w
dy2

”
= Π

ρ
d2w
dz2

,

a2

3

2a2

3

E
1

2

6

Poisson

(1831)[17]

fluid

in general

equations

8>>><
>>>:

ρ(Du
Dt

− X) + dp
dx

+ α(K + k)
“
d2u
dx2

+ d2u
dy2

+ d2u
dz2

”
+ α

3
(K + k) d

dx

“
du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

”
= 0,

ρ(Dv
Dt

− Y ) + dp
dy

+ α(K + k)
“
d2v
dx2

+ d2v
dy2

+ d2v
dz2

”
+ α

3
(K + k) d

dy

“
du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

”
= 0,

ρ(Dw
Dt

− Z) + dp
dz

+ α(K + k)
“
d2w
dx2

+ d2w
dy2

+ d2w
dz2

”
+ α

3
(K + k) d

dz

“
du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

”
= 0,8>><

>>:

ρ(X − d2x
dt2

) = d

dx

+ β( d
2u
dx2

+ d2u
dy2

+ d2u
dz2

),

ρ(Y −
d2y

dt2
) = d


dy
+ β( d

2v
dx2

+ d2v
dy2

+ d2v
dz2

),

ρ(Z − d2z
dt2

) = d

dz

+ β(d
2w
dx2

+ d2w
dy2

+ d2w
dz2

)

where � ≡ p − α
dψt
dt

−
β+β′

χt
dχt
dt

, β ≡ α(K + k)

β
β
3

F

3

7
Stokes

(1849)[21]

fluid

(12)S

8>>><
>>>:

ρ(Du
Dt

− X) + dp
dx

− μ

“
d2u
dx2

+ d2u
dy2

+ d2u
dz2

”
−
μ
3

d
dx

“
du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

”
= 0,

ρ(Dv
Dt

− Y ) + dp
dy

− μ

“
d2v
dx2

+ d2v
dy2

+ d2v
dz2

”
−
μ
3

d
dy

“
du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

”
= 0,

ρ(Dw
Dt

− Z) + dp
dz

− μ

“
d2w
dx2

+ d2w
dy2

+ d2w
dz2

”
−
μ
3

d
dz

“
du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

”
= 0.

μ
μ
3

F

3

8

N

Prandtl

(1934)[19]

HD

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+ w
∂u
∂z

= X − 1

ρ
∂p
∂x

+ ν
3

∂
∂x

“
∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

”
+ ν

“
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

”
,

for incompressible, it is simplified as follows : div w = 0,
Dw

dt
= g − 1

ρ
grad p + νΔw

ν
ν
3

F

3

[15] C.L.M.H.Navier, Mémoire sur les lois du mouvement des fluides, Mémoires de l’Academie des Sience de l’Institute de

France, 6(1827), 389-440. ( Lu : 18/mar/1822. ) → http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k3221x, 389-440.

[16] S.D.Poisson, Mémoire sur l’Équilibre et le Mouvement des Corps élastiques, Mémoires de l’Academie royale des Siences,

8(1829), 357-570, 623-27. ( Lu : 14/apr/1828. ) → http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k3223j
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超幾何微分方程式の完全WKB解析
反田　美香 (近畿大総合理工)

一般的な定数α, β, γ ∈ Cに対し大きなパラメータη を持つ微分方程式(
− d2

dx2
+ η2Q

)
ψ = 0, (1)

を考える. ただし,

Q := Q0 + η−2Q1,

Q0 =
(α − β)2x2 + 2(2αβ − αγ − βγ)x + γ2

4x2(x − 1)2
,

Q1 = − x2 − x + 1

4x2(x − 1)2
,

とする. (1)のStokes曲線が作るグラフのα, β, γを用いた位相的分類および (1)の
WKB解

ψ± =
1√
Sodd

exp(±
∫ x

τ

Sodd dx)

のBorel和と超幾何関数の関係を考察する. ただしSoddは (1)に付随するRiccati

方程式
dS

dx
+ S2 = η2Q

の η−1に関する形式的冪級数解 S =
∑∞

j=1 η−jSjの奇数次部分であり, τ はQ0の
零点の一つである．一般にQ0の零点を方程式 (1)の変わり点と呼ぶ.

方程式 (1)は古典的超幾何微分方程式

x(1 − x)
d2w

dx2
+ (c − (a + b + 1)x)

dw

dx
− abw = 0 (2)

に大きなパラメータ η を a = 1/2 + ηα, b = 1/2 + ηβ, c = 1 + ηγ として導入し,

未知関数の変換
ψ = x

1
2
+ ηγ

2 (1 − x)
1
2
+

η(α+β−γ)
2 w

により1階項を消去したものである. したがって (2)の解の基本系として超幾何関
数Fで表される2つの関数

w0 = c0F
(
ηα +

1

2
, ηβ +

1

2
, ηγ + 1; x

)
w1 = c1(1 − x)η(γ−α−β)F

(
η(γ − α) +

1

2
, η(γ − β) +

1

2
, η(γ − α − β) + 1; 1 − x

)
がとれる. ここで

c0 =
Γ(η(γ − α) + 1

2
)Γ(ηα + 1

2
)

Γ(ηγ + 1)
,

c1 =
(−1)η(γ−α)− 1

2 Γ(η(γ − α − β) + 1)

Γ(1
2
− ηβ)Γ(1

2
+ η(γ − α))
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である.(ただし, Γ はガンマ関数である.) (ψ+, ψ−)の適当な領域におけるBorel和
で定まる解の基本系 (Ψ+, Ψ−)と (w0, w1)の間の関係式を求めたい. ψ± のBorel和
を定めるためには (1)のStokes曲線の形状を知る必要がある.ただし，(1)の変わ

り点 τから生じるStokes曲線とは Im

∫ x

τ

√
Qdx = 0 で定まる曲線であり, Stokes

曲線が非退化 (変わり点を結ばない)のときStokes領域 (Stokes曲線で囲まれた領
域)内でψ± のBorel和が確定することが知られている.パラメータ空間における
集合Ej(j = 0, 1, 2)を次で定める：

E0 = {(α, β, γ) ∈ C3 | α · β · γ · (α − γ) · (β − γ) · (α + β − γ) = 0}

E1 = {(α, β, γ) ∈ C3 | Reα · Reβ · Re(γ − α) · Re(γ − β) = 0}

E2 = {(α, β, γ) ∈ C3 | Re(α − β) · Re(α + β − γ) · Reγ = 0}

このときStokes曲線の退化について次が成り立つ.

定理 1. (α, β, γ) /∈ E0のとき, (1)のStokes曲線が
(a) 異なる変わり点を結ぶならば (α, β, γ) ∈ E1である．
(b) 閉曲線 (出発した変わり点に戻る)ならば (α, β, γ) ∈ E2である．

(α, β, γ) /∈ E0 ∪E1 ∪E2とすると (1) の2つの単純変わり点からそれぞれ3本の
Stokes曲線が出ていて，これらの曲線は特異点 0, 1,∞のどれかに流れ込む. 2つ
の変わり点a0, a1, それらから生じるすべてのStokes曲線および特異点 0, 1,∞の
なすグラフをStokesグラフという．特異点を区別したときStokesグラフは0, 1,∞
それぞれに流れ込む Stokes曲線の本数の列 (n0, n1, n∞)（これを Stokesグラフの
指数と呼ぶ）により位相的に分類される．ここでC3 − (E1 ∪{(α, β, γ)|Reγ = 0})
をH0 ∪ H1 ∪ H2 ∪ H3 の形に分解する. ただし,

H0 = {(α, β, γ) ∈ C3 | 0 < Reα < Reγ, 0 < Reβ < Reγ} ∪
{(α, β, γ) ∈ C3 | Reγ < Reα < 0, Reγ < Reβ < 0}

H1 = {(α, β, γ) ∈ C3 | 0 < Reγ < Reα, 0 < Reγ < Reβ} ∪
{(α, β, γ) ∈ C3 | Reα < Reγ < 0, Reβ < Reγ < 0} ∪
{(α, β, γ) ∈ C3 | Reα < 0, Reβ < 0, Reγ > 0} ∪
{(α, β, γ) ∈ C3 | Reα > 0, Reβ > 0, Reγ < 0}

H2 = {(α, β, γ) ∈ C3 | 0 < Reγ < Reα, Reβ < 0} ∪
{(α, β, γ) ∈ C3 | Reα < Reγ < 0, Reβ > 0} ∪
{(α, β, γ) ∈ C3 | Reγ < Reβ, Reα < 0} ∪
{(α, β, γ) ∈ C3 | Reβ < Reγ < 0, Reα > 0}

H3 = {(α, β, γ) ∈ C3 | Reα · Reβ · Re(γ − α) · Re(γ − β) < 0}

(i 6= jのときHi ∩ Hj = ∅)である．(α, β, γ) /∈ E0 ∪ E2に対し，Stokesグラフの
指数は以下のようになる：
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(I) (α, β, γ) ∈ H0のとき (4, 1, 1) (II) (α, β, γ) ∈ H1 のとき (1, 4, 1)

(III) (α, β, γ) ∈ H2のとき (1, 1, 4) (IV) (α, β, γ) ∈ H3のとき (2, 2, 2)

Reγ > 0, Reγ < 0と固定したときHjの実部はそれぞれ図1, 2のようになる.

Reβ

H2 H3 H1

H3 H0 H3

Reα
0

H1 H3 H2

Reβ

H2 H3 H1

H3 H0 H3

Reα
0

H1 H3 H2

図1 図2

(I) ∼ (IV)それぞれの場合についてStokesグラフの概形は図3 ∼図6のようにな
る.

ここで4は変わり点を, ◦ は特異点をそれぞれ表す.

0 1

a0 a1
a1a0 0 1

a1a0 10

a0

a1

0 1

(I) (II)

(III) (IV)

図3(α, β, γ) = (0.99, 0.6, 1) 図4(α, β, γ) = (3, 1.1, 1)

図5(α, β, γ) = (5,−0.2, 2.3) 図6(α, β, γ) = (0.5,−0.5, 1)

R
R

R
R

(I) ∼ (IV)それぞれの場合について図に示したStokes領域Rにおける (ψ+, ψ−)の
Borel和 (Ψ+, Ψ−)に対して各特異点を周回する路についてのモノドロミー行列を
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完全WKB解析により計算し (w0, w1)のモノドロミー行列と比較して次を得る.

定理 2. φj = x
1
2
+ ηγ

2 (1 − x)
1
2
+

η(α+β−γ)
2 wj (j = 0, 1)とおく．(I) ∼ (IV) の各場合に

ついて (Ψ+, Ψ−)と (φ0, φ1) の間には関係式

(Ψ+, Ψ−) = κJ(φ0, φ1)MJ (J = I, . . . , IV)

が成り立つ. ただし,

MI =

(
1 0

0 i(ν0ν1−ν∞)
ν0ν1

)
,

MII =

(
1 i(ν0ν1−ν∞)(1−ν0ν1ν∞)

ν∞(ν2
1−1)

ν1(ν0ν1−ν∞)

ν0(ν2
1−1)

iν1(ν2
0−1)(ν∞−ν0ν1)

ν0(ν2
1−1)

)

MIII =

(
1 i(1−ν0ν1ν∞)

ν0ν1ν∞

1
i(1−ν2

0 )

ν2
0

)
,

MIV =

(
1 0

0 iν∞(ν0ν1−ν∞)
ν0ν1ν∞−1

)
ν∗ = exp(πi(1+2Res

x=∗
Sodddx)) (∗ = 0, 1,∞)であり，κJは未定のスカラーである．

参考文献
[1] Aoki, T. and Iizuka, T., Monodromy Matrices of a Second Order Fuchsian Differ-

ential Equation with Five Singular Points, RIMS Kôkyûroku Bessatsu B5 (2008),
117–127.

[2] Kawai, T. and Takei, Y., Algebraic Analysis of Singular Perturbation Theory,
Translation of Mathematical Monographs, vol. 227, AMS, 2005.

[3] 高野恭一, 常微分方程式, 朝倉書店, 1994.
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非線形境界条件を課したStokes方程式
の変分不等式による定式化と数値計算
柏原 崇人 (東京大学大学院数理科学研究科)∗

1. はじめに
非圧縮粘性流体の運動は，Navier-Stokes方程式

∂u

∂t
+ (u · ∇)u− ν∆u+∇p = f, div u = 0

によって記述されるが，境界条件としては粘着境界条件（斉次Dirichlet境界条件）

u = 0 on the boundary

を採用するのが一般的である．固定壁上で流体は滑ったり漏れたりしないと仮定
することは物理的に自然であり，数学解析においてもこの粘着境界条件が最もよ
く使われる．一方で，複雑な自然現象の中には，雪崩の発生や雨水の浸透など，
境界上で滑りや漏れを許容する数理モデルを採用したくなるものがある．しかも，
このような現象では，「境界上で流体に働く力の大きさがある閾値に達しなければ
滑りや漏れは起こらず，閾値に達すれば滑りや漏れが起こる」という，非線形な
境界条件を考えるのが適切に思われる．
1994年に藤田 [1]により，「摩擦型滑り・漏れ境界条件」として実際にそのよう
な非線形境界条件が導入され，厳密解の解の存在・一意性等の数学解析が行われ
てきた．本研究では数値解析の視点から，有限要素法を用いて偏微分方程式を離
散化し，厳密解への収束性や数値計算法を確立することを目標にしている．現在
は第一歩として，2次元領域において時間発展項と非線形項のない定常のStokes

方程式を扱っている [2]．今回は，摩擦型境界条件問題に対する変分不等式を用い
た定式化と，変分不等式の解を数値計算するためのUzawa法を紹介したい．

2. 摩擦型境界条件
Ωを2次元多角形領域，Γ1をΩの1辺，Γ0 = ∂Ω \ Γ1とする．Γ0上では粘着境界
条件を課したStokes方程式を考える：

−ν∆u+∇p = f in Ω, div u = 0 in Ω, u = 0 on Γ0. (1)

ただしν, u, p, fはそれぞれ粘性係数，流速，圧力，外力を表す．次にΓ1上では，

u · n = 0 on Γ1, |στ (u)| ≤ g on Γ1, στ (u)u · τ + g|u · τ | = 0 on Γ1, (2)

u · τ = 0 on Γ1, |σn(u, p)| ≤ g on Γ1, σn(u, p)u · n+ g|u · n| = 0 on Γ1, (3)

の内どちらかを課す．(2)を摩擦型滑り境界条件（SBCF），(3)を摩擦型漏れ境界
条件（LBCF）という．ここでu ·n, u · τは流速の法成分と接成分，στ (u), σn(u, p)
は応力の接成分と法成分を表す．gは正の定数であり，摩擦係数という．(2)と (3)

より，gは接線応力または法線応力の閾値になっていることがわかる．
∗ e-mail: tkashiwa@ms.u-tokyo.ac.jp
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3. 変分不等式による定式化（SBCFのみ）
以後，スペースの都合上SBCFのみ扱う．境界値問題 (1)–(2)に対する弱形式は，

V =
{
v ∈ H1(Ω)2

∣∣ v = 0 on Γ0, v · n = 0 on Γ1

}
, Q = L2

0(Ω)

とおいて (u, p) ∈ V ×Qを求める次の変分不等式問題VIの形に書かれる：

(VI)

{
a(u, v − u) + b(v − u, p) + j(v)− j(u) ≥ (f, v − u)L2(Ω)2 (∀v ∈ V ),

b(u, q) = 0 (∀q ∈ Q).

ただし，(eij(u))を変形速度テンソルとしてa(u, v) = 2ν
∑2

i,j=1

∫
Ω
eij(u)eij(v) dx,

b(v, q) = −
∫
Ω
divv q dx, j(v) = g

∫
Γ1
|v · τ | ds としている．

次に，VIに対する有限要素近似問題を提案する．{Th}hをΩの正則な三角形
分割の族とし，誘導されるΓ1の分割を{Eh|Γ1

}hとする．hはメッシュサイズであ
る．流速の近似空間Vh ⊂ V を区分2次多項式，圧力の近似空間Qh ⊂ Qを区分1

次多項式で構成する．Γ1上にある節点（三角形の頂点及び辺の中点）全体を

{M1,M3/2,M2, · · · ,Mm,Mm+1/2,Mm+1}

とおき，j(vh)の近似として，Simpson則を念頭においた次の jh(vh)を用いる：

jh(vh) =
g

6

m∑
i=1

|MiMi+1|
(
|vh·τ(Mi)|+4|vh·τ(Mi+1/2)|+|vh·τ(Mi+1)|

)
(vh ∈ Vh).

これに関連してΛh := {vh · τ |Γ1 | vh ∈ Vh}をΓ1上の区分2次多項式の空間とし，

(µh,λh)Λh
=
g

6

m∑
i=1

|MiMi+1|
(
µh(Mi)λh(Mi)+4µh(Mi+1/2)λh(Mi+1/2)+µh(Mi+1)λh(Mi+1)

)
により内積を定めてヒルベルト空間とする．閉凸部分集合 Λ̃hを次で定める：

Λ̃h =
{
µh ∈ Λh

∣∣ |µh(Mi)|≤1(i = 1, 3/2, · · · ,m+ 1)
}
.

このとき，VIに対する近似問題として (uh, ph) ∈ Vh × Qh を求める VIh と，
(uh, ph, λh) ∈ Vh ×Qh × Λ̃hを求めるVEhを提案する：

(VIh)

{
a(uh,vh−uh)+b(vh−uh, ph)+jh(vh)−jh(uh)≥(f, vh−uh)L2(Ω)2 (∀vh∈Vh)
b(uh, qh) = 0 (∀qh∈Qh)

(VEh)


a(uh, vh) + b(vh, ph) + (vh · τ, λh)Λh

= (f, vh)L2(Ω)2 (∀vh ∈ Vh)
b(uh, qh) = 0 (∀qh ∈ Qh)

(uh, µh − λh)Λh
≤ 0 (∀µh ∈ Λ̃h)

厳密解と近似解の性質は次の定理にまとめられる．

定理 1. (i)([1]参照) VIと偏微分方程式問題は同値であり，ただ1つ解が存在する．
(ii)([2]参照) VIhとVEhは同値であり，ただ1つ解が存在する
(iii)([2]参照) VIの解の正則性を仮定すると，h → 0のとき，VIhの解はVIの
解に収束する．
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4. 数値計算法（SBCFのみ）
VEhの解 (したがってVIhの解)は簡便なUzawa法によりコンピュータで計算す
ることが可能である．具体的には，以下の反復アルゴリズムを用いる．
Step1 出発値λ

(1)
h ∈ Λ̃hとρ > 0を選ぶ．

Step2 k = 1, 2, · · · に対して，λ(k)h ∈ Λ̃hが求まったとき (u
(k)
h , p

(k)
h ) ∈ Vh × Qh

を次を満たすように定める：{
a(u

(k)
h , vh) + b(vh, p

(k)
h ) = (f, vh)− (vh · τ, λ(k)h )Λh

(∀vh ∈ Vh)
b(u

(k)
h , qh) = 0 (∀qh ∈ Qh)

(4)

Step3 ProjΛ̃h
をヒルベルト空間の射影とし，λ(k+1)

h を次で更新する：

λ
(k+1)
h = ProjΛ̃h

(λ
(k)
h + ρu

(k)
h · τ). (5)

注意 1. (i) (4)は連立一次方程式なのでコンピュータで解くことができる．
(ii) (5)を具体的に計算すると，各M =M1,M3/2, · · · ,Mm+1に対して

λ
(k+1)
h (M) =


+1 if λ

(k)
h (M) + ρu

(k)
h (M) · τ > 1

λ
(k)
h (M) + ρu

(k)
h (M) · τ if |λ(k)h (M) + ρu

(k)
h (M) · τ | ≤ 1

−1 if λ
(k)
h (M) + ρu

(k)
h (M) · τ < −1

ということなので，コンピュータで簡単に計算できる．

定理 2. ρ < ∃ρ0でk →∞のとき，(u
(k)
h , p

(k)
h , λ

(k)
h )はVEhの解に収束する．

5. LBCFの場合
摩擦型滑り境界条件 (2)と異なり，摩擦型漏れ境界条件 (3)を考えると圧力pが境
界条件に含まれてくる．結果として，通常は無視される圧力の加法定数も考慮に
入れて定式化する必要がある．その点を除けば，SBCFのnと τを入れ替えて議
論することで，LBCFを扱うことができる．

6. 数値計算結果
Ωを正方形領域 (0, 1)× (0, 1)，左・下・右の辺をΓ0，上の辺をΓ1とする．そして
u1(x, y) = 20x2(1− x)2y(1− y)(1− 2y)

u2(x, y) = −20x(1− x)(1− 2x)y2(1− y)2

p(x, y) = 40x(1− x)(1− 2x)y(1− y)(1− 2y) + 4(6x5 − 15x4 + 10x3)(2y − 1)− 2

が∂Ω全体で粘着境界条件を満たすStokes方程式の厳密解となるように外力fを
定める（粘性係数はν = 1.0ととる）．直接計算により

max
Γ1

|στ (u)| = max
0≤x≤1

∣∣20x2(1− x)2∣∣ = 1.25,

max
Γ1

|σn(u, p)| = max
0≤x≤1

∣∣−4(6x5 − 15x4 + 10x3) + 2
∣∣ = 2,
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がわかるので，Γ1において，粘着境界条件u = 0の代わりにSBCFを課すと，{
g ≥ 1.25 =⇒ 上の (u, p)はそのままSBCFを満たす.

g < 1.25 =⇒ 上の (u, p)はSBCFを満たさず，滑りが発生する.

また，LBCFを課せば，{
g ≥ 2 =⇒ 上の (u, p)はそのままLBCFを満たす.

g < 2 =⇒ 上の (u, p)はLBCFを満たさず，漏れが発生する.

セクション 4の数値計算法を用いて，各摩擦係数 gに対して流速場を数値計算
した結果を図1–2に示す．すると，上で述べた振る舞いが実際に再現されている
ことがわかる．しかも，閾値 gが大きく（小さく）なるほど滑り・漏れが起こり
にくく（やすく）なる様子もわかり，我々の直観と合致している．
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図 1: 摩擦型滑り境界条件を課したStokes方程式の流速場
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図 2: 摩擦型漏れ境界条件を課したStokes方程式の流速場

参考文献
[1] H. Fujita, A mathematical analysis of motions of viscous incompressible fluid under

leak or slip boundary conditions, RIMS Kôkyûroku, 888 (1994), 199–216.
[2] T. Kashiwabara, On a finite element approximation of the Stokes problem under

leak or slip boundary condition of friction type, http://arxiv.org/abs/1012.4982
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量子力学系の散乱理論

石田 敦英∗

概 要

量子力学における散乱現象は数学的にどのように記述されるか，という話題を空間に一様な定電場が
存在する下での 1対中心力問題について説明する．そして，電場が時間に依存する場合での足立匡義先
生との共同研究 [AdIs]により最近改良することのできた結果について述べたい．

1 波動作用素と漸近完全性

定電場 E ∈ Rd \ {0}が存在する 1対中心力系を支配する Hamiltonianは，

H = HS
0 + V, HS

0 = p2/2− E · x, (1)

と L2(Rd) での自己共役作用素で表される．ここで，x ∈ Rd は考えるべき粒子の位置，p は運動量で，

p = −i∇である．また，相互作用ポテンシャル V は実数値のかけ算作用素で，V (x) → 0 (|x| → ∞)をみ
たすものとする．この粒子の散乱現象の数学的な定式化はどのようなものであろうか．u ∈ L2(Rd)が散乱
状態であれば，その時間発展を表す e−itHuは長時間経つと遠方にのみ存在していると考えられる．一方，

V は遠方では消えいているので，e−itHuはHS
0 のみに従って自由運動していることになる．よって，ある

始状態 v ∈ L2(Rd)に対して，

‖u− eitHe−itHS
0 v‖ = ‖e−itHu− e−itHS

0 v‖ → 0 (t →∞) (2)

が期待される．そこで，次の極限で表される作用素

W = s-lim
t→∞

eitHe−itHS
0 (3)

を導入する．W は波動作用素と言われ，任意の始状態を散乱状態にうつす作用素である．また Range W

は total Hamiltonian H の支配する系の散乱状態全体に含まれる．

散乱理論の数学的問題として，

・波動作用素W が存在するか．

・Range W は散乱状態全体と一致するか．

という 2つが挙げられる．特に Range W の大きさについてのものを漸近完全性の問題と言う．漸近的に完

全であるとは，観測者が自由に与えた始状態に対して終状態として必ず散乱状態を観測できることを意味

し，散乱問題の研究の中心となっている．

∗神戸大学理学研究科 aishida@math.kobe-u.ac.jp
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2 変動電場の下での散乱問題

ここからは [AdIs]で得られた結果について述べていきたい．空間に一様に以下のような時間変動電場
E(t) ∈ Rd が存在する系を考える．

E(t) = E + e(t), e(t) = O(t−η). (4)

ここで，E ∈ Rd \ {0}，η > 0である．すなわち，変動電場 E(t)は t →∞においてゼロでない定電場 E

へと近づくものとする．

2つの粒子の相互作用を表すポテンシャル V は C∞(Rd,R)に属するとし，任意の多重指数 β に対して

以下の遠方での減衰を持つ．

|∂β
xV (x)| 6 Cβ〈x〉−ρ−|β|/2, 〈x〉 =

√
1 + x2. (5)

ポテンシャルはその減衰 ρにより 2種類に分類される．今回のように電場が存在する場合，ρ > 1/2のと
き V は短距離型といい，0 < ρ 6 1/2のときは長距離型といわれ，ρ = 1/2が境目となる（電場が存在し
ない場合は ρ = 1が境目である）．長距離型の場合には一般には波動作用素は存在しないことが [Oz]で示
されており，適当な修正を加えた修正波動作用素について議論しなければならず，その解析は困難なもの

となる．

この系を担う total Hamiltonian H(t)は，

H(t) = p2/2− E(t) · x + V (x) (6)

と表される．変動電場 E(t)のため，系の全エネルギーは保存されない．この保存則の破れは散乱問題の障
害となり，現状，時間依存の結果が数少ない原因の 1つとなっている．

H(t)のについての Schrödinger方程式を考える．

i∂tu(t) = H(t)u(t). (7)

(7)の解 u(t)を見つけることは単純な問題ではない．これは以下のように構成される．

T̃ (t) = e−iã(t)eib̃(t)·xe−ic̃(t)·p (8)

とおく．ここで，

b̃(t) =
∫ t

0

E(s)ds, c̃(t) =
∫ t

0

b(s)ds, ã(t) =
∫ t

0

b(s)2ds/2, (9)

とした．さらに別の Hamiltonian，

HSc(t) = p2/2 + V (x + c̃(t)) (10)

を準備すると，[Ya]の結果を援用することにより，以下の性質を持つ unitary propagator {USc(t, s)}t,s∈R
の一意的な存在が保証される．

・ i∂tU
Sc(t, s) = HSc(t)USc(t, s),

・ i∂sU
Sc(t, s) = −USc(t, s)HSc(s),

・USc(t, t) = 1 (identity).

(11)

この事実と簡単な計算により

U(t, 0) = T̃ (t)USc(t, 0) ˜T (0)
∗

(12)
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とおけば，(7)の解の存在が確かめられる．
実際に計算を進める際，直接 U(t, 0)による時間発展を調べるのでは，E(t)の変動の効果が大きく得策で
はない．また，USc(t, 0)を用いるとすると，逆に電場の効果を活かすことができない．そこで，0 < η 6 2
のとき，

b(t) =
∫ t

0

e(s)ds, c(t) =
∫ t

0

b(s)ds, (13)

η > 2のとき，

b(t) = −
∫ ∞

t

e(s)ds, c(t) = −
∫ ∞

t

b(s)ds, (14)

と定め，US(t, 0)を Hamiltonian，
HS(t) = HS

0 + V (x + c(t)) (15)

の生成する propagatorとする．なお，HS
0 は (1)で与えたものである．

T (t) = e−ia(t)eib(t)·xe−ic(t)·p, a(t) =
∫ t

0

(b(s)2/2− E · c(s))ds (16)

を用いると，

U(t, 0) = T (t)US(t, 0)T (0)∗ (17)

が成立する．つまり，電場の変動部分 e(t)をポテンシャルに押し込んだ形の HS(t)について解析すれば，
元の Hamiltonian H(t)による系を理解したことになるのである．

3 主結果

上で述べた仮定の下，[Yo]において次の結果が得られている．

Theorem 1 （[Yo]）

ρ > 1/2，すなわち，ポテンシャル V は短距離型とする．

i. η > 7/2を仮定すれば，波動作用素

W = s-lim
t→∞

US(t, 0)∗e−itHS
0 (18)

が存在し漸近的に完全である．

ii. η > 1，かつ次を仮定する，

e0 = |E| − sup
x∈Rd

ω · ∇V (x) > 0, ω = E/|E|. (19)

このとき，波動作用素が (18)存在し漸近的に完全である．

この結果に対して，[AdIs]では次のように改良されている．

Theorem 2 （[AdIs]）

ポテンシャルは V = V s + V l と表され，V s は ρ > 1/2の短距離型，V l は 0 < ρ 6 1/2の長距離型と
する．

i. η > 2を仮定すれば，修正波動作用素

WD = s-lim
t→∞

US(t, 0)∗e−itHS
0 e−iΨD(t,p) (20)

が存在し漸近的に完全である．
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ii. 0 < η 6 2，かつ (19)を仮定すれば，修正波動作用素 (20)が存在し漸近的に完全である．

先ほど少し述べたが，長距離型ポテンシャルを扱う場合には，修正波動作用素を用いた議論が必要となる．

(20)における修正因子の ΨD(t, p)は，次の Hamilton-Jacobi方程式

∂tK(t, ξ) = (ξ + b̃(t))2/2 + Vl(t,∇ξK(t, ξ)) (21)

の逐次近似解を用いて定義されるものである．ただし，Vl(t, x)は x/t2 の −ω方向を滑らかに cutしたポ
テンシャル．詳しくは文献 [Ad]，[AdTa]等を参照．特に，ηの大きさに注目して頂きたい．この問題にお

いて分かったことの 1つとして，η = 2がある意味での全エネルギー H(t)の有界性の閾値となっている
ことが挙げられる．精密に計算してみることにより，η > 7/2ではなく η > 2でエネルギーが有界に保ち，
US(t, 0)の時間発展についての解析が可能となる．また仮定 (19)は，ポテンシャルによる力と電場との大
小関係を表すものであり，相互作用が小さければエネルギーの変動とは無関係に証明される．

最後に，漸近完全性を導く鍵となる US(t, 0)の伝播評価を紹介しておく．いずれの評価も粒子は t →∞
において −ω方向には存在しないことを意味している．以下，f は C∞0 (R)関数．ε > 0に対して，Fε は

Fε(σ1 6 σ2) =

{
1 σ1 6 σ2 − ε

0 σ1 > σ2

(22)

をみたす smooth cut off．さらに，ηε,σ2(σ1) = Fε(|σ1 − σ2| 6 2ε)としておく．また，z = ω · x，ζz(t) =
US(t, 0)f(HS

0 )〈z〉−1 である．

Proposition 3 （Minimal Acceleration Bound.[AdIs]）

0 < η 6 2で (19)を仮定する．0 < β0 < 1，0 6 s1 6 3，e1 < e0，ε > 0に対して，

(e1/2− z/t2)s1/4Fε(z/t2 6 e1/2− ε)ζz(t) = O(t(β0−3)/2). (23)

Proposition 4 （Minimal Acceleration Bound.[AdIs]）

η > 2とする．ν1 < |E|，max{0, 3 − η} < β0 < α2 < 1，0 6 s1 < α2，ε > 0に対して，δ > 0が存在
し，λ ∈ Rについて一様に

(ν1/2− z/t2)s1/4Fε(z/t2 6 ν1/2− ε)ηδ,λ(HS(t))ζz(t) = O(t(β0−α2)/2). (24)
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Bergman空間の完全正規直交基底の決定とBergman核の変換公式
ならざき

楢崎
まさひろ

政宏 (九州大学 数理学府)

０．序
Definition A.

Ω ⊂ Cn：領域
H2(Ω) := O(Ω) ∩ L2(Ω)：ΩのBergman空間 (=２乗可積分な正則関数全体)

Definition B.
KΩ：Ω× Ω→ C , KΩ( · ,w) ∈ H2(Ω) ：ΩのBergman核
def.⇐⇒ ∀ f ∈ H2(Ω) f(w) =

∫
Ω f(z)KΩ(z ,w) dλ(z) (1)

但し、dλ(z)は Cnの Lebesgue測度。

Bergman核は、(1) 式のような性質を持っている為、H2(Ω)の再生核と考えられる。E上関数か
らなるHilbert空間H に対し、線形汎関数 f 7→ f(z) (∀z ∈ E) が連続ならば、H は再生核を持
つ。今回は特に L2-空間について考える。
Bergman核に関して、次のことがよく知られている。

Proposition C.

{ψα}α∈A：H2(Ω)の完全正規直交基底 ⇒ KΩ(z ,w) =
∑
α∈A

ψα(z)ψα(w)

この右辺は Ω× Ω上広義一様収束する。また、これが Bergman核の定義とされることもある。

Proposition D.
g：Ω1 → Ω2：双正則写像 、Jg：gの Jacobi行列式

⇒ KΩ2(g(z), g(w)) =
KΩ1(z ,w)

Jg(z)Jg(w)
for ∀z ,w ∈ Ω1 (2)

一般には Bergman核を具体的な式の形で表すことは難しい。しかし、単位円板や多重円板等のよ
うな領域は、Proposition C.を用いることで明示できる。また、Proposition D.のように双正則写
像を作ることができれば Bergman核が表示可能となる。
場合によっては、gが双正則でないときにも、(2) 式に似た形の変換公式が得られることもある。
その一例が、2000年に Fuによって証明された下記の定理 (Theorem E.) である。

Theorem E. (Fu)

Ω ⊂ Cn は、D = log |Ω| が有界なReinhardt領域 (詳しくは 1.1.節参照)。
g(z1, . . . , zn) := (e−iz1 , . . . , e−izn) 、Jg：gの Jacobi行列式

⇒ KΩ (g(z), g(w)) =
1

Jg(z)Jg(w)

∑
k∈Zn

KTD
(z ,w + 2πk) for ∀z ,w ∈ TD (3)

(2) 式と異なり、(3) 式では右辺は無限和となっているが、これは gが単射でない為である。この
gは定義域を制限すると単射となる。

本講演では、上記の (3) 式が一般のΩでも成立することを証明する。前述の通り、Bergman核は
完全正規直交基底と非常に関連深い為、先ずはRnの凸領域と完全正規直交基底について述べる。

１．Reinhardt領域と完全正規直交基底
1.1. 使用する記号等

z ∈ C を z = x+ iy (x, y ∈ R、i =
√
−1) と表記する。

w = u+ iv も同様。 また、 w = u− iv は複素共役。
ｎ次元ベクトルの場合、(z1, . . . , zn) = z = x + iy (x,y ∈ Rn) と書く。

zk := zk11 · · · · · zknn (k ∈ Zn) , ⟨z ,w⟩ := z1w1 + · · ·+ znwn , ∥z∥ :=
√
⟨z , z⟩

B(x, r) := {y ∈ Rn | ∥x − y∥ < r} ：Rnの開球 (Cnでも同様に定義される) (r > 0)
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Definition 1.1.1.
∀j = 1, . . . , n |λj | = 1 を満たす λ ∈ Cn に対し、 τλ(z) := (λ1z1, . . . , λnzn) と定義する。

Ω ⊂ Cn：Reinhardt領域
def.⇐⇒ ∀λ τλ(Ω) = Ω

log |Ω| := {(log |z1|, . . . , log |zn|) | (z1, . . . , zn) ∈ Ω , z1 · · · zn ̸= 0}

Example 1.1.2.
B(0, r) はReinhardt領域である。
a ̸= 0 に対しては、B(a, r) はReinhardt領域ではない。

Definition 1.1.3.
D ⊂ Rn：領域 とするとき、TD := Rn + iD：柱状領域 (tube領域)

1.2. 凸領域の後退錐

Definition 1.2.1.
C ⊂ Rn：錐

def.⇐⇒ ∀x ∈ C ∀r > 0 rx ∈ C
C∗ := {u ∈ Rn | ∀x ∈ C r {0} ⟨x,u⟩ > 0 } ：C の双対錐

ここでは内積は符号のみを考えれば良いので、単位ベクトルだけで考えても特に問題はない。だ
から、C∗ := {u ∈ Rn | ∀x ∈ C ∩ Sn−1 ⟨x,u⟩ > 0 } と定義しても同じである。
直感的には錐は半直線の和集合で書ける。また、凸錐Cに対して (C∗)∗ = C となることは、双対
錐の定義から簡単に分かる。

Definition 1.2.2.
D ⊂ Rn：非有界凸領域 , x ∈ D に対して、 Dx := {u ∈ Rn | ∀t ≥ 0 x + tu ∈ D}
これを、基点 xに関するDの後退錐と呼ぶ。

後退錐の形は、 xを端点としDの外には出ないような半直線の集合をイメージすれば良い。
定義から錐であることは明らかで、 0 ∈ Dx も直ぐ言える。

Lemma 1.2.3.
u /∈ Dx とすると、以下の条件を満たす Tu > 0 が存在する。

�
∀t ≥ Tu x + tu /∈ D

�
∀t ∈ [0, Tu) x + tu ∈ D

この Tu > 0に対して、x + Tuu ∈ ∂Dである。 u ∈ Dx に対しては Tu =∞と定義しておく。
Tu の値は方向ベクトル u ∈ Rnの他に基点 x ∈ Dにも依存する。しかし、Tu <∞であるか否か
が重要であり、具体的な値はあまり関係ない。

Proposition 1.2.4.
(i) ∀x1 , x2 ∈ D Dx1 = Dx2

(ii) Dx r {0} ̸= ∅ 且つ Dx：閉集合

(i) の主張から、後退錐Dx は基点 xには依存しない為、特に xを明記する必要はない。一般にD
の後退錐は rec [D] 等と表記される。
場合によっては、後退錐を rec [D] :=

{
u ∈ Rn | ∀x ∈ D ∀t > 0 x + tu ∈ D

}
と定義されるこ

ともある。これは基点に依存しないように定められたものだが、基点に依存する定義のほうが比
較的イメージし易いと思う。本稿に於いては、後退錐は Dx という表記を用いる。

1.3. 完全正規直交基底の決定

P ⊂ Rn に対し、 J(t) :=

∫
P
e−2⟨t,y⟩ dy と定義する。この J(t) は JP (t) とも書く。

P が如何なる集合であっても、JP (t) は閉包 P で積分したものと同じである。

この JP (t) の収束性と、前節で定義した後退錐 Dx 及び その双対錐 D ∗
x が、H

2(Ω) の完全正規
直交基底を決定する上で重要な役割を果たす。先ずは、JP (t) が収束する為の条件について幾つ
か述べる。
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Proposition 1.3.1.
(i) P ⊂ Rn：閉錐のとき、 JP (t) <∞ ⇔ t ∈ P ∗

(ii) ∀a ∈ Rn に対して、 JP+a(t) <∞ ⇔ JP (t) <∞
(iii) Dx：Dの後退錐、x +Dx ⊂ D ⊂ y +Dx とすると、

Jy+Dx (t) <∞ ⇒ JD(t) <∞ ⇒ Jx+Dx (t) <∞

(i) (ii) 変数変換、(iii) 積分の正値性から直ぐ証明できる。

一般の凸領域Dに対して、(iii) の条件のように外から「後退錐と合同な錐」で覆うことができれ
ば、JD(t)が収束する為の tの条件は分かり易い。しかし、一般には後退錐が (Rnの意味で) 内部
を持たない場合や、後退錐をいくら平行移動してもDを覆えない場合もある。
次の Theorem 1.3.2.で、全ての非有界凸領域に関する JD(t)の収束条件を示す。

Theorem 1.3.2.
JD(t) <∞ ⇔ t ∈ D ∗

x

Proof) D1 := Dx ∩ Sn−1とする。
x ∈ Sn−1に対して、dist(x, D1) := min{∥x − y∥ |y ∈ D1}と定義する。
また、ε > 0に対して、D1,ε := {x ∈ Sn−1 | dist(x, D1) ≤ ε} ,
Dx,ε :=

∪
r≥0

r D1,ε =
∪
r≥0

{rx ∈ Rn |x ∈ Sn−1 且つ dist(x, D1) ≤ ε} とおく。

sup{Tu |u ∈ Sn−1 rD1,ε} < ∃M <∞ より、
∃Rε > 0 s.t. D ⊂ B(0, Rε) ∪Dx,ε である為、次の２式が成り立つ。∫
B(0,Rε)

e−2⟨t,y⟩ dy <∞ for ∀t ∈ Rn ,

∫
Dx,ε

e−2⟨t,y⟩ dy <∞ for ∀t ∈ D ∗
x,ε

∴ JD(t) <∞ for ∀t ∈ D ∗
x,ε∪

0<ε≤1

D ∗
x,ε = D ∗

x なので、 t ∈ D ∗
x ⇒ JD(t) <∞ である。

逆は x +Dx ⊂ D であることから自明。 �

今回は非有界なDについてのみ考えた。Dが有界なとき ∀t ∈ Rn JD(t) <∞ となることは、D
がコンパクトであることから直ぐ分かる。
ΩがReinhardt領域のときH2(Ω)の直交基底は単項式 zk からなる為、次の結果が得られる。

Corollary 1.3.3.
Ω ⊂ Cn：Reinhardt領域、D := log|Ω|：凸

⇒
{

zk

∥zk∥L2(Ω)

}
k∈X

は H2(Ω) の完全正規直交基底

但し、X = Zn ∩ (−D ∗
x − 1) , 1 = (1, . . . , 1) , Dx はDの後退錐。

Proof) ∥zk∥2L2(Ω) = (2π)n JD(−k − 1) より、 ∥zk∥L2(Ω) <∞ ⇔ −k − 1 ∈ D ∗
x �

２．Bergman核の変換公式

2.1. 柱状領域のBergman核

Definition 2.1.1.
f：Rn → C：急減少 def.⇐⇒ ∀ k ∈ Zn

+ sup{|tk f(t)| | t ∈ Rn} <∞

この定義と、 ∀m ∈ N ∥t∥m|f(t)| が Rn上有界であることは同値である。

大雑把に言うと、絶対値が e−c∥t∥ (c > 0) くらいならば急減少となる。

Lemma 2.1.2.
y,v ∈ Dは dist(y, ∂D) ≥ d > 0 , dist(v, ∂D) ≥ d > 0を満たすとすると、

e−⟨y+v ,t⟩

JD(t)
≤

n∏
j=1

tj

sinh
(
2dtj√

d

) for ∀ (t1, . . . , tn) ∈ Rn
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これより、z ,w ∈ TD を固定したとき、
ei⟨z−w , · ⟩

JD( · )
：急減少関数 であることが言える。

このことを用いれば、H2(TD) の Bergman核を積分の形で表した以下の式が得られる。

Proposition 2.1.3. (Korányi , Saitoh , Genchev)
D ⊂ Rn：領域、TD = Rn + iD ⊂ Cn とすると、

KTD
(z ,w) =

1

(2π)n

∫
Rn

ei⟨z−w ,t⟩

JD(t)
dt

2.2. Bergman核の変換公式

Proposition 2.2.1. (Poissonの和公式)
f：Rn → C：急減少 のとき、∑
j∈Zn

f(j) =
∑
k∈Zn

(∫
Rn

f(u) e−2πi⟨k,u⟩ du

)
(4)

Poissonの和公式は、急減少関数でなくても成立するが、今回は急減少関数しか扱わない。
(4) 式の右辺の括弧の中身は、f の Fourier変換 f̂ である。 (※ Fourier変換の定義は幾つかの流
儀があり、Proposition 2.1.3.の証明等では実は他の流儀を用いる。この定義の Fourier変換は此
処でしか使わない為、(4) の右辺は単なる積分式だと思うことにする。)

Theorem 2.2.2.
D = log |Ω|が凸である任意のReinhardt領域 Ω に対し、(3) 式は成立する。

Proof) Corollaly 1.3.3. , Proposition C.より、

KΩ (g(z), g(w)) =
∑
k∈X

g(z)kg(w)
k

(2π)nJD(−k − 1)
=
ei⟨z−w ,1⟩

(2π)n

∑
k∈Zn∩D ∗

x

ei⟨z−w ,k⟩

JD(k)
(5)

一方、 1

Jg(z)Jg(w)

∑
k∈Zn

KTD
(z ,w + 2πk)

= ei⟨z−w ,1⟩
∑
k∈Zn

(
1

(2π)n

∫
Rn

ei⟨z−w ,t⟩

JD(t)
·e−2πi⟨k,t⟩ dt

)
(∵ Proposition 2.1.3. )

=
ei⟨z−w ,1⟩

(2π)n

∑
k∈Zn

ei⟨z−w ,k⟩

JD(k)
(∵ Proposition 2.2.1. )

=
ei⟨z−w ,1⟩

(2π)n

∑
k∈Zn∩D ∗

x

ei⟨z−w ,k⟩

JD(k)

∴ 等式 (3) が成立する。 �

最後の式変形では、k /∈ D ∗
x に対しては

1

JD(k)
= 0 と見なしている。

Poissonの和公式では全ての格子点 (Zn) での総和を考えているが、(5) 式は Zn での総和となっ

ていない。その問題を解決する為に「(5) 式にダミーで０をたくさん足すことで個数合わせをして

いる」と言っても良いだろう。

Theorem 2.2.2.の仮定では log |Ω| は凸としておいたが、そうでなくても成立する。その場合は
完全正規直交基底を明示することはできないが、証明の方針は全く変わらない。これで、任意の

Reinhardt領域まで拡張できた。

参考文献
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波動方程式の解のエネルギーの
下からの評価について

若杉勇太（大阪大学大学院理学研究科）

1 導入

空間 n次元の変数係数波動方程式

∂2t u−
n∑

i,j=1

∂xi(ai,j(t, x)∂xju) = 0, (t, x) ∈ [0,∞)× Rn (1)

を初期条件

u(0, x) = f(x), ∂tu(0, x) = g(x), x ∈ Rn

のもとで考える．uは実数値の未知関数とする．係数 ai,j(t, x)は実数値で，

ai,j ∈ C∞([0,∞) × Rn)，ai,j = aj,i であり，定数 A > 0 と非負値関数関数

δ(t) ∈ C∞([0,∞)) が存在して，任意の (t, x, ξ) ∈ [0,∞)×Rn×Rnに対して，

A−2|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

ai,j(t, x)ξiξj ≤ A2(1 + δ(t))2|ξ|2 (2)

を満たすとする．さらに，任意の多重指標 α ∈ Zn
≥0 に対し定数 Cα > 0が存

在して，任意の (t, x) ∈ [0,∞)× Rn, i, j = 1, . . . nに対して

|∂αx ai,j(t, x)| ≤ Cα(1 + δ(t))2 (3)

が成り立つとする．(2) の左側の不等式は方程式 (1) が狭義双曲型 (strictly

hyperbolic)と呼ばれるクラスに属するための条件であり，(2)の右側の不等

式と (3)は，時刻 tにおける係数 ai,j(t, x)の全ての階数の導関数の大きさが，

ある δ(t)という関数で制御されているという意味である．

a(t, x, ξ) =
n∑

i,j=1

ai,j(t, x)ξiξj ((t, x, ξ) ∈ [0,∞)× Rn × Rn)

とおく．a(t, x, ξ)は微分作用素

n∑
i,j=1

∂xi(ai,j(t, x)∂xj )
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の最高階の偏微分のところに形式的に ξ という Rn のベクトルを入れたもの

で，この微分作用素の主表象 (principal symbol)と呼ばれる．これは Fourier

解析を用いた偏微分方程式の研究において非常に重要である．

(1)の解作用素をR(t, 0)とおく．すなわち，R(t, 0)は初期値 (u(0), ∂tu(0)) ∈
C∞

0 (Rn)×C∞
0 (Rn)を時刻 tでの解 (u(t), ∂tu(t)) ∈ C∞

0 (Rn)×C∞
0 (Rn)に写

す作用素である．Hを C∞
0 (Rn)をノルム

∥u∥2H =

∫
Rn

n∑
i=1

|∂xiu|2dx =

∫
Rn

|∇u|2dx

で完備化したHilbert空間とする．∥R(t, 0)∥L(H×L2)の t→ +∞としたときの
挙動を調べるのが本研究の目的である．∥R(t, 0)∥L(H×L2)は，解の時刻 tでの

エネルギーと初期値のエネルギーの比を表している．つまり ∥R(t, 0)∥L(H×L2)

が時間 tとともに増大するということは，初期値のエネルギーに比べて時刻

tでのエネルギーがどんどん大きくなっていくということを意味する．

本研究の主結果は，与えられた δ(t)に対して，∥R(t, 0)∥L(H×L2)が下から

exp(
∫ t

0
δ(s)ds)で抑えられるような，係数 ai,j の例の構成である．ここでは，

n = 2として，a1,1 = a2,2 = ã, a1,2 = a2,1 = 0の形で述べるが，n ≥ 2であ

れば同様の方法で構成できる．

定理 1. n = 2とする．任意の非負値関数 δ(t) ∈ C∞([0,∞))に対して，ある

ã(t, x) ∈ C∞([0,∞)×R2)が存在して，a1,1 = a2,2 = ã, a1,2 = a2,1 = 0とお

くと，(2), (3)が成り立ち，方程式 (1)の解作用素 R(t, 0)に対して，ある定
数 C > 0が存在して，任意の t ≥ 0に対して

∥R(t, 0)∥L(H×L2) ≥ C(1 + δ(t))−1 exp

(∫ t

0

δ(s)ds

)
(4)

が成り立つ．さらにもしある定数 C ′ > 0に対し |δ′(t)| ≤ C ′δ(t)が成り立つ

ならば，ある定数 C1, C2 > 0が存在して，任意の t ≥ 0に対して

∥R(t, 0)∥L(H×L2) ≤ C1 exp

(
C2

∫ t

0

1 + δ(s)ds

)
(5)

が成り立つ．

定理 1の証明には次の評価を用いる．

定理 2.
√
a(t, x, ξ)または −

√
a(t, x, ξ) を Hamiltonianとする正準方程式

d

dt
X(t) = ±∇ξ

√
a(t,X(t),Ξ(t)),

d

dt
Ξ(t) = ∓∇x

√
a(t,X(t),Ξ(t))

(6)

の解曲線 (X(t),Ξ(t))で，ある定数 c∗ > 0があって，任意の t ≥ 0に対して

|Ξ(t)| ≥ c∗ (7)
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が成り立つようなものがあるとする．このとき，ある定数 C,C ′ > 0が存在

して，任意の t ≥ 0に対して

∥R(t, 0)∥L(H×L2) ≥ C exp

(∫ t

0

∂ta

4a
(s,X(s),Ξ(s))− 1

2
b(s,X(s))ds

)
≥ C ′(1 + δ(t))−1

√
|Ξ(t)|
|Ξ(0)|

(8)

が成り立つ．

(6)の解はRn
x×Rn

ξ 内の曲線であるが，これを陪特性曲線 (bicharacteristic)

と呼ぶ．定理 2は，解のエネルギーは陪特性曲線に沿って運ばれるというこ

とを意味している．

δ(t)としては例えば δ(t) = (1 + t)k(k ∈ R)のようなものを想定している．
[2]では任意の 0 ≤ k ≤ 1に対しエネルギーが exp(ctk)のオーダーで増大する

ような例が構成されている．本研究ではこの結果を拡張して，任意の 0 ≤ k

に対しエネルギーが exp(ctk)のオーダーで増大するような例を構成した．

2 例の構成（定理１の証明の概略）

ここでは定理 1に述べた ãの構成法について説明する．本質的なアイデア

は [1]に依るもので，ポイントは正準方程式 (6)を極座標

x = reiθ, ξ = ρeiϕ

を使って書き表すことである．任意に与えられた非負値関数 δ(t) ∈ C∞([0,∞))

に対し，

θ(t) =
π

2
+

∫ t

0

1 + 3δ(s)ds, ϕ(t) =

∫ t

0

1 + 3δ(s)ds

とおく．そして√
ã(t, r, θ) = χ(r)er−1(1 + 3δ(t)− 2δ(t) sin(θ − θ(t))) + 1− χ(r) (9)

で ã を定める．ここで χ(r) は C∞
0 ([0,∞)) に属し，0 ≤ χ(r) ≤ 1 であり，

r = 1の近傍で χ ≡ 1かつ，r ∈ [0, 1/2] ∪ [2,∞)上で χ ≡ 0となるような関

数とする．このとき，r(t) ≡ 1, θ(t), ϕ(t), ρ(t) = exp(2
∫ t

0
δ(s)ds) は，(6)を

極座標に書きなおした方程式

dr

dt
= −
√
ã cos(θ − ϕ)

dθ

dt
=

1

r

√
ã sin(θ − ϕ)

dρ

dt
= ρ

(
∂
√
ã

∂r
cos(ϕ− θ) + 1

r

∂
√
ã

∂θ
sin(ϕ− θ)

)
dϕ

dt
= −∂

√
ã

dr
sin(ϕ− θ) + 1

r

∂
√
ã

∂θ
cos(ϕ− θ)
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を満たし，さらに √
ρ(t)

ρ(0)
= exp

(∫ t

0

δ(s)ds

)
となっている．よって

X(t) = r(t)eiθ(t), Ξ(t) = ρ(t)eiϕ(t)

に定理 2の仮定を満たすので，式 (4)が得られる．上で定めた ãは r ≥ 2の

とき恒等的に 1に等しいので，これで係数を定めた方程式は定数係数波動方

程式

∂2t u−△u = 0

の空間的にコンパクトな摂動になっていることを注意しておく．

最後に，このテクニカルレポートで断りなしに用いた記号の説明をしておく．

• ∂xi =
∂

∂xi
,∇ = (∂x1 , . . . , ∂xn),△ = ∂2x1

+ · · ·+ ∂2xn

• Z≥0は非負整数全体，Zn
≥0はZ≥0のn個の直積である．α = (α1, . . . , αn) ∈

Zn
≥0 を多重指標 (multi-index)と呼び，∂αx = ∂α1

x1
· · · ∂αn

xn
と表す．

• ∥R(t, 0)∥L(H×L2) = sup{∥R(t, 0)(f, g)∥H×L2(Rn); ∥(f, g)∥H×L2(Rn) =

1}（作用素ノルム）である．解作用素R(t, 0)は本文中ではC∞
0 (Rn)×

C∞
0 (Rn)上の作用素と述べたが，簡単なエネルギー不等式により，R(t, 0)
は H × L2(Rn)上の有界線形作用素に一意的に拡張できることが示さ

れる．
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振動積分の漸近挙動について

野瀬 敏洋

九州大学大学院数理学府

Abstract. 振動積分の漸近解析は, stationary phaseの原理により,その相関数の
臨界点における解析に帰着される. Varchenkoは,相関数が臨界点においてある種の
非退化の条件を満たす場合について,ニュートン多面体を用いて振動積分の詳しい漸
近展開を求めた.本稿では Varchenkoの結果を紹介し,その精密化について述べる.
また,漸近展開の初項が決定されるための十分条件を紹介する.この結果は九州大学
数理学研究院の趙康治氏,神本丈氏との共同研究で得られたものである.

1. Introduction

振動積分とは

I(τ) =

∫
Rn

eiτf(x)φ(x)χ(x)dx,

の形の積分である.ただし, τ は実パラメータで, f , φ, χは Rn上の実数値 C∞級関
数である. さらに, χはコンパクトな台をもち, 原点の近傍で恒等的に 1であると仮
定する. (関数 f の台とは集合 {x ∈ Rn; f(x) ̸= 0}のことである). 関数 f , φχをそれ
ぞれ phase(相関数), amplitude(振幅)とよぶ. この振動積分の τ → ∞における漸近
挙動を調べる.
振動積分の漸近挙動に関して次の stationary phaseの原理が知られている.

Theorem 1.1. Uをχの台に含まれる領域とする. fがU上で臨界点 (i.e., ∇f ̸= 0と
なる点)をもたないとする.このとき任意の自然数Nに対して,

∫
U

eiτf(x)φ(x)χ(x)dx =
O(τ−N)となる. ただし, Oはランダウの記号.

stationary phaseの原理により振動積分の漸近挙動は phaseの臨界点の近傍によっ
て決定されることがわかる. 以後,簡単のため, phaseが原点においてのみ臨界点を
もつと仮定する.

Malgrangeは広中の特異点解消 [3]を用いて次のような振動積分の漸近展開を得た.

Theorem 1.2 (Malgrange [4], etc.). f が原点の近傍において実解析的, χの台が原
点の十分小さい近傍に含まれているとき,

(1.1) I(τ) ∼ eiτf(0)

∞∑
j=0

bj∑
k=1

Cjkτ
−aj(log τ)k−1 as τ → +∞,

ここで, {aj}はいくつかの正の有理数による等差数列に含まれていて, bjは{1, . . . , n}
の元, C0b0は零でない定数である.

漸近展開 (1.1)の初項における−a0, b0 をそれぞれβ(f, φ), η(f, φ)と表し, (f, φ)の
oscillation index とそのmultiplicity とよぶ. β(f, φ), η(f, φ)は phaseと amplitude
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に依存するが, このとき次のような問題が考えられる: phaseと amplitudeにおける
どのような情報が oscillation index β(f, φ)とそのmultiplicity η(f, φ)を決定 (また
は評価)するのか？
この問題に関してVarchenkoの興味深い研究が知られている. Varchenkoは phase

がある種の非退化の条件を満たす場合に, phaseのニュートン多面体の幾何的情報を
用いて, oscillation indexの評価および oscillation indexとそのmultiplicityが決定さ
れる十分条件を求めた (c.f.[6]). Varchenkoはphaseのニュートン多面体からトーリッ
ク多様体を構成し,トーリック多様体の理論を用いて具体的な特異点解消を構成し
て,振動積分の冪指数に関する解析を行った. この研究によって, 振動積分の漸近解
析は特異点論と密接に関連していることがわかった. 本稿では,Varchenkoの結果の
一般化,精密化を与える. 我々が注目したのは phaseの臨界点において amplitudeが
零点をもつ場合であり, phaseのニュートン多面体だけでなく amplitudeのニュート
ン多面体を用いることで, より精密な結果を得た. 我々の解析に関連するいくつかの
結果が [5],[1]で挙げられている. この場合の解析では, phaseと amplitudeのニュー
トン多面体を関連付けて得られる幾何的条件が振動積分の漸近挙動に影響してくる
ことがわかる.

Notation and symbol.

• Z+, R+ はそれぞれ Z, R,の非負である数全体を表わす.
• 集合A,B ⊂ Rn と c ∈ Rに対して,

A + B = {a + b ∈ Rn; a ∈ A and b ∈ B}, c · A = {ca ∈ Rn; a ∈ A}

と定める.
• 1 はベクトル (1, . . . , 1) または集合 {(1, . . . , 1)} を表わす.

2. Preliminaries

この節では主結果を述べるために必要となる概念を導入する. さらに基礎的な用
語 (多面体,面,次元,など)の定義は [7]を参照.

f をRn上の実数値C∞級関数とし, その原点でのテイラー級数を
∑

α∈Zn
+

cαxα と
する. このとき, Sf = {α ∈ Zn

+; cα ̸= 0} と表すとき,集合

Γ+(f) = the convex hull of the set
∪
{α + Rn

+; α ∈ Sf} in Rn
+

を f のニュートン多面体とよぶ. (ある集合の convex hullとは, その集合を含むよう
なすべての凸集合の共通部分). Γ+(f)の位相的境界を ∂Γ+(f)で表す. ∂Γ+(f)のコ
ンパクト部分集合 γ に対して, fγ(x) =

∑
α∈γ∩Zn

+
cαxα. と定める. f がそのニュート

ン多面体に関してR-非退化であるとは, Γ+(f)の任意のコンパクトな面 γに対して
多項式 fγが次を満たすことをいう:

∇fγ =

(
∂fγ

∂x1

, . . . ,
∂fγ

∂xn

)
̸= (0, . . . , 0) on the set {x ∈ Rn; x1 · · · xn ̸= 0}.

f が convenientとはニュートン多面体 Γ+(f) が全ての座標軸と交わることをいう.
f, φをRn上の実数値C∞級関数, ニュートン多面体Γ(f), Γ(φ)は空でないとする.

d(f, φ) = max{d > 0; ∂Γ+(f) ∩ d · (Γ+(φ) + 1) ̸= ∅}.
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を (f, φ)のNewton distanceとよぶ. このとき

Γ(φ, f) + 1 =

(
1

d(f, φ)
· ∂Γ+(f)

)
∩ (Γ+(φ) + 1).

として集合 Γ(φ, f)を定義する. Γ(φ, f)は ∂Γ+(φ)の部分集合となる.
Γ(k)を∂Γ+(f)のk次元の面の和集合とする. このとき∂Γ+(f)は次のように層別化

される: Γ(0) ⊂ Γ(1) ⊂ · · · ⊂ Γ(n−1) = ∂Γ+(f). Γ̃(k) = Γ(k) \Γ(k−1) for k = 1, . . . , n−1
かつ Γ̃(0) = Γ(0)とする. 写像 ρf : ∂Γ+(f) → {1, . . . , n} を ρf (α) = k if α ∈ Γ̃(n−k)と
して定め. このとき

m(f, φ) = max{ρf (d(f, φ)(α + 1)); α ∈ Γ(φ, f)}
を (f, φ)のNewton multiplicityとよぶ. また,

Γ0 = {α ∈ Γ(φ, f); ρf (d(f, φ)(α + 1)) = m(f, φ)},
を Γ(φ, f)上の essential setとよぶ. essential setは Γ+(φ)のいくつかの面の直和と
なる. この essential setが振動積分の漸近挙動の解析において非常に重要な役割を
果たす.
特に, φ(0) ̸= 0のとき, Γ+(φ) = Rn

+となる. この場合, d(f, φ), m(f, φ) をそれ
ぞれ df , mf と表す. d(f, φ) ≤ df となることに注意する. またこの場合, Γ(φ, f) =
Γ0 = {0}となる.

3. Main results

この節では, 次の 3条件を仮定する: U をRnの原点の開近傍とする.

(A) f : U → Rは実解析的関数で f(0) = 0, ∇f(0) = 0, Γ(f) ̸= ∅を満たす;
(B) φ : U → RはC∞級関数で Γ(φ) ̸= ∅を満たす;
(C) χ : Rn → R+はC∞級関数で,原点の近傍で恒等的に 1であり, 台が U に含
まれる.

主結果を述べる前に, Varchenkoの結果を述べる.

Theorem 3.1 (Varchenko [6]). f はそのニュートン多面体に関して R-非退化であ
るとする. χの台が原点の十分小さい近傍に含まれているとき,

(i) β(f, φ) ≤ −1/df ;
(ii) φ(0) ̸= 0かつ df > 1ならば, β(f, φ) = −1/df かつ d η(f, φ) = mf ;
(iii) (1.1)における数列 {aj}はニュートン多面体 Γ+(f)の幾何に基づいたトー

リック多様体の理論を用いることで得られる有限個の等差数列に属する.

以下,我々の結果を述べる. 次の定理は φが原点で零点をもつ場合に, oscillation
index β(f, φ)がNewton distance d(f, φ)を使ってより精密に評価されることを示す.

Theorem 3.2 ([2]). 次の (i),(ii)を仮定する. (i) f はそのニュートン多面体に関し
てR-非退化, (ii) 次の条件のうち少なくとも一つを満たす:

(a) f は convenient;
(b) φは convenient;
(c) φは U 上実解析的;
(d) φは U 上 φ(x) = xpφ̃(x)となる. ただし, p ∈ Zn

+かつ φ̃(0) ̸= 0.
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このとき,もし χの台が十分小さな原点の近傍に含まれるならば, τ に依存しないあ
る正定数Cが存在して

|I(τ)| ≤ Cτ−1/d(f,φ)(log τ)m(f,φ)−1 for τ ≥ 1

となる. 特に, β(f, φ) ≤ −1/d(f, φ)となる.

Remark 3.3. Theorem 3.2は Theorem 3.1(i)を含んでいる. 実際 (d)において p =
(0, . . . , 0)とするとよい. また,この定理の証明の過程でTheorem 3.1(iii)も精密化で
きる.

次に, 等式 β(f, φ) = −1/d(f, φ), η(f, φ) = m(f, φ)が成り立つための十分条件を
考える.

Theorem 3.4 ([2]). 次の (i),(ii),(iii)を仮定する. (i) f はそのニュートン多面体に
関してR-非退化, (ii) 次の 2条件のうち少なくとも一つを満たす:

(a) d(f, φ) > 1;
(b) f は U 上非負または非正,

(iii) 次の 2条件のうち少なくとも一つを満たす:

(c) φはU上φ(x) = xpφ̃(x)となる, ただし p ∈ Zn
+の各成分は偶数で, φ̃(0) ̸= 0;

(d) f は convenientかつ φΓ0は U 上非負または非正.

χ の台が原点の十分小さい近傍に含まれているとき, 等式 β(f, φ) = −1/d(f, φ),
η(f, φ) = m(f, φ)が成り立つ.

Remark 3.5. Theorem 3.4は Theorem 3.1(ii)を含んでいる. 実際, 仮定として (i),
(ii)-(a), (iii)-(c)かつ p = (0, . . . , 0)を考えるとよい.
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変動指数Triebel–Lizorkin空間と変動指数Besov空間の
双対空間

野井　貴弘 ∗

中央大学大学院　理工学研究科　数学専攻

1 導入

近年, 変動指数関数空間における研究が盛んに行われており, 変動指数 Triebel–Lizorkin空間と変
動指数 Besov空間に関する論文も出てきている [1, 5, 11, 12]. L. Diening, P.Hästö and S.Roudenko
[5]と A.Almedia and P.Hästö [1]はそれぞれ, 変動指数 Triebel–Lizorkin空間 F

α(·)
p(·),q(·), 変動指数

Besov空間 B
α(·)
p(·),q(·) を研究されている. J. Xu [11, 12]は F s

p(·),q(R
n)と Bs

p(·),q(R
n)を主に研究され

ている.
今回, F s

p(·),q(R
n)と Bs

p(·),q(R
n)の双対空間を H.Triebel[9] の手法を利用することにより得ること

ができたので報告する. また, 古典的な場合と同様に, 多くの研究者により変動指数 Triebel–Lizorkin
空間は変動指数 Bessel potential空間, 変動指数 Sobolev空間や変動指数 Lebesgue空間に一致する
ことが分かっている. よって, これらの変動指数関数空間の双対空間と反射性の結果も得る.

2 変動指数関数空間の定義

まず始めに, 変動指数 Lebesgue 空間を定義する. p(·) を Rn から (1,∞) への可測関数とする.
Lp(·)(Rn)を, 次の Luxemburgノルム

||f ||Lp(·) = inf

{
λ > 0 :

∫

Rn

( |f(x)|
λ

)p(x)

dx ≤ 1

}
< ∞

を満たす Rn 上の可測関数 f 全体を Lp(·)(Rn)とする. Lp(·)(Rn)は Banach空間である. p(·)が定数
のときにはこのノルムは通常の Lp ノルムである. O.Kováčik and J. Rákosńık [7]では, Rn の任意

の可測部分集合において議論されている.

1 < p− = ess inf
x∈Rn

p(x), ess sup
x∈Rn

p(x) = p+ < ∞

である Rnから (1,∞)への可測関数 p(·)全体を P(Rn)と定義する. 残念ながら, 一般に Lp(·)(Rn)で
Hardy–Littlewoodの最大関数

(Mf)(x) = sup
1
|B|

∫

B

|f(y)|dy

が有界になるとは限らないことが知られている ([8]). そこで, B(Rn)でもって, Hardy–Littlewoodの
最大関数Mが Lp(·)(Rn)上有界になる p(·) ∈ P(Rn)全体と定義する.
S(Rn)を Rn 上の急減少関数空間とし, S ′(Rn)を Rn 上の緩増加超関数の空間とする. ϕ ∈ S(Rn)
に対し, Fϕを ϕの Fourier変換, F−1ϕを ϕ逆 Fourier変換とする.

s ≥ 0, p(·) ∈ P(Rn)とする. 変動指数 Bessel potential空間 Ls,p(·)(Rn)を, ノルム

||f ||Ls,p(·) =
∣∣∣
∣∣∣F−1

(
1 + | · |2)

s
2 Ff(·)

∣∣∣
∣∣∣
Lp(·)

< ∞
∗s17004@gug.math.chuo-u.ac.jp
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を満たす f ∈ Lp(·)(Rn)全体の空間とする.
また, k ∈ Nとする. 変動指数 Sobolev空間W k,p(·)(Rn)を k階までの超関数の意味の微分が全て

Lp(·)(Rn)に属し, ノルム
||f ||W k,p(·) =

∑

|α|≤k

||Dαf ||Lp(·) < ∞

を満たす f ∈ Lp(·)(Rn)全体の空間とする. ここで αは多重指数で |α| = α1 + · · ·+ αn である.

定義 2.1. Φ(Rn)を急減少関数列 {ϕj}∞j=0 で




supp ϕ0 ⊂ {x : |x| ≤ 2},
supp ϕj ⊂ {x : 2j−1 ≤ |x| ≤ 2j+1} for j = 1, 2, · · · ,

を満たし, 任意の多重指数 αと x ∈ Rnに対して, ある定数 cαが存在し, j = 0, 1, · · · と x ∈ Rnに対

して

2j|α||Dαϕj(x)| ≤ cα かつ
∞∑

j=0

ϕj(x) = 1

を満たす急減少関数列 {ϕj}∞j=0 全体とする.

定義 2.2. s ∈ R, 0 < q ≤ ∞, p(·) ∈ P(Rn)とし, ϕ = {ϕj}∞0 ∈ Φ(Rn)とする. このとき, 変動指数
Triebel–Lizorkin空間 F s

p(·),q(R
n)は

||f ||ϕF s
p(·),q

= ||{2jsF−1ϕjFf}∞j=0||Lp(·)(`q) < ∞

を満たす f ∈ S ′(Rn)の全体である.
変動指数 Besov空間 Bs

p(·),q(R
n)は

||f ||ϕBs
p(·),q

= ||{2jsF−1ϕjFf}∞j=0||`q(Lp(·)) < ∞

を満たす f ∈ S ′(Rn)の全体である. ここで,

||{gj}∞0 ||Lp(·)(`q) =

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣




∞∑

j=0

|gj(·)|q



1/q
∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
Lp(·)

, ||{hj}∞0 ||`q(Lp(·)) =




∞∑

j=0

||hj ||qLp(·)




1/q

とする.
p(·) ∈ B(Rn)ならば, ||f ||ϕF s

p(·),q
は {ϕj}∞0 ∈ Φ(Rn)の選び方に依らない (同値な準ノルムになる )

ことが示せるので今後は簡単に ||f ||F s
p(·),q

と表す事にする. ||f ||ϕBs
p(·),q

についても同様で, ||f ||Bs
p(·),q

と表す事にする.

3 主定理と系

定理 3.1. 1 < q < ∞, s ∈ R そして p(·) ∈ B(Rn) とする. As
p(·),q で以って Bs

p(·),q(R
n) または

F s
p(·),q(R

n)を表すこととする. このとき,

(As
p(·),q(R

n))′ = A−s
p′(·),q′(R

n),

が成り立ち, ここで,

p′(·) =
p(·)

p(·)− 1
,

1/q + 1/q′ = 1である. p(·) ∈ B(Rn)と p′(·) ∈ B(Rn)が必要十分であることが [2, 4]により知られ
ている. よって, F s

p(·),q(R
n)と Bs

p(·),q(R
n)は反射的である.

[11], [5]や [6]により,適当な条件下でF s
p(·),2(R

n)がLs,p(·)(Rn)に一致し, Lk,p(·)(Rn)がW k,p(·)(Rn)
と一致することが知られている. これらの結果により, 次の系が成り立つ.
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系 3.2. s ≥ 0とし, p(·) ∈ B(Rn)とする. このとき
(
Ls,p(·)(Rn)

)′
= F−s

p′(·),2(R
n)

が成り立ち, k ∈ N0 ならば, (
W k,p(·)(Rn)

)′
= F−k

p′(·),2(R
n)

が成り立つ. よって, Ls,p(·)(Rn)とW k,p(·)(Rn)は反射的である.

しかし, Lp(·)(Rn)に関する双対性と反射性については既にO.Kováčik and J. Rákosńık [7]におい
て与えられており, 我々の仮定よりも弱い仮定でもって与えている. Ωを Rn または任意の Rn の可

測部分集合とする. p(·) ∈ P(Ω)かつ p(·) ∈ L∞(Ω) であれば Lp(·)(Ω)の双対空間は Lp′(·)(Ω)であり,
さらに, 1 < p− ≤ p+ < ∞ならば Lp(·)(Ω)は反射的である事が示されている. Hardy–Littlewood最
大関数Mの有界性が課されていないことに注意する.

4 証明に用いる幾つかの定理と定義

証明に利用する幾つかの定理を証明なしで挙げる.
Ω = {Ωk}∞0 を Rn のコンパクト部分集合列とする. 各 k = 0, 1, · · · に対し, supp fk ⊂ Ωk かつ

||fk||Lp(·)(`q) < ∞なる {fk}∞0 ∈ Lp(·)(Rn)の全体を LΩ
p(·)(`

q)とする.

定理 4.1. p(·) ∈ B(Rn)とし 0 < q < ∞とする. Ω = {Ωk}∞k=0 を Rn のコンパクト部分集合族とす

る. dk > 0を Ωk の直径とする. κ > n/2 + n/rp−,q ならば, ある定数 cが存在し

||F−1MkFfk||Lp(·)(`q) ≤ c sup
l
||Ml(dl·)||Hκ2 ||fk||Lp(·)(`q)

が {fk(x)}∞k=0 ∈ LΩ
p(·)(`

q)と {Mk(x)}∞k=0 ∈ Hκ
2 (Rn)に対して成り立つ. ここで,

rp−,q = sup
{

r ∈ R : 0 < r < min(p−, q) and
p(·)
r

∈ B(Rn)
}

である.

L.Diening[3]は Young inequality ||f ∗ g||Lp(·) ≤ ||f ||Lp(·) ||g||L1 が成り立つ必要十分条件は p(·)が
定数であることを示した. しかし, ある種の関数との畳み込みに関し, 次の定理を示しており, これは
[3]の系 3.6の一部である.

定理 4.2. p(·) ∈ B(Rn)とし, φを Rn から Rへの可積分関数とし, ε > 0に対し φε(x) = ε−nφ(x/ε)
とおく. A =

∫
Rn sup|y|≥|x||φ(y)|dx < ∞であれば, 任意の f ∈ Lp(·)(Rn)に対し,

sup
ε>0

|(f ∗ φε)(x)| ≤ 2AMf(x).

が成り立つ. よって, Aと p(·)のみに依存する適当な定数 C(A, p)が存在し,

||f ∗ φε||Lp(·) ≤ C(A, p)||f ||Lp(·)

が成り立つ.

定義 4.3. ϕ ∈ S(Rn)を, 1/
√

2 ≤ |ξ| ≤ √
2で (Fϕ)(ξ) = 1であり,

0 ≤ Fϕ ∈ C∞0

({
ξ ∈ Rn :

1√
2
− ε < |ξ| <

√
2 + ε

})

を満たすとする. ρ ∈ S(Rn)は

0 ≤ Fρ ∈ C∞0

({
ξ ∈ Rn :

1√
2

+ δ < |ξ| <
√

2− δ

})
,

を満たすとする. ここで εと δは正数とする. {ϕk}∞k=0 と {ρk}∞k=0 を

(Fϕk) (ξ) = (Fϕ) (2−kξ), (Fρk) (ξ) = (Fρ) (2−kξ)

により構成する. εと δを, k 6= j に対して Fϕk · Fρj ≡ 0 が成り立つように十分小さくとる.
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g ∈ (F s
p(·),q)

′に対し ϕ ∈ S での値を g(ϕ) (g ∈ S ′と解釈)と書く. f ∈ F s
p(·),q に対しては, 〈g, f〉と

書くことにする. F s
p(·),q(R

n)と Bs
p(·),q(R

n)の双対空間 (定理 3.1)を見るために, [9, 7.1.3. Lemma,
7.1.5. Lemma]に対応する変動指数版の 2つの補題を用いる.

補題 4.4. g ∈ (F s
p(·),q)

′, {ρk}を定義 4.3の関数系とし

g̃ =
∞∑

k=0

F−1 (Fρk · Fg)

が S ′(Rn)で収束するとする. このとき, g̃ ∈ (F s
p(·),q)

′ と ||g̃||(F s
p(·),q

)′ ≤ c ||g||(F s
p(·),q

)′ が成り立ち, こ
こで cは gに依らない定数である.

補題 4.5. {ρk}と {ϕk}を定義 4.3の関数系とし, g ∈ (F s
p(·),q)

′ とし, g̃ を補題 4.4 で定義される緩
増加超関数とする. {bk}N

k=0 ⊂ Lp(·)(Rn)とする. k = 0, 1, 2, · · · , N に対して ak = F−1 (Fρk · Fg),
ck = bk ∗ ϕk と定義し, f =

∑N
k=0 ck とする. このとき

〈g̃, f〉 = c

∫

Rn

N∑

k=0

akbk dx

が成り立ち, ここで cは Fourier変換の定義にのみ依存する定数である.
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Strichartz estimates for Schrödinger equations on a class of

non-compact manifolds

水谷 治哉

(東京大学大学院数理科学研究科)

概 要

本講演では無限遠方で漸近的に錐型構造を持つ非コンパクト多様体 (以下, 散乱多様体と呼
ぶ)上の線形 Schrödinger方程式の解の分散性について考察する. 特に Strichartz評価と呼ば
れるある種の Lp 平滑化作用に焦点を当てる. (短距離型)散乱多様体に対しては Hassell-Tao-
Wunsch [3]によって時間局所 Strichartz評価が endpointを除いて証明されている. 本講演で
は彼らの結果を endpointまで拡張するとともに, 解の超局所的な性質あるいは多様体の幾何学
的構造と Strichartz評価との関係について述べる.

1 序

まず, ユークリッド空間 Rd上の自由な Schrödinger方程式を考える: i∂tu(t, x) = −1
2
∆u(t, x), (t, x) ∈ R × Rd,

u|t=0 = u0 ∈ L2(Rd).
(1.1)

Theorem 1.1 (Strichartz評価). 実数の組 (p, q)は以下の条件を満たすとする :

2 ≤ p, q ≤ ∞,
2
p

+
d

q
=

d

2
, (d, p, q) ̸= (2, 2,∞). (admissible pair) (1.2)

このとき, (1.1)の解 u(t) = eit 1
2
∆u0に対して, 次が成り立つ:

||eit 1
2
∆u0||Lp(R;Lq(Rd)) :=

(∫
R
||eit 1

2
∆u0||

p

Lq(Rd)dt

)1/p

≤ Cpq||u0||L2(Rd).

証明には発展作用素の積分表示を本質的に用いる (例えば, [2]が分かりやすい. endpoint (p, q) =

(2, 2d/(d − 2))については [4]を参照せよ).

Strichartz評価は分散型評価

||eit 1
2
∆u0||L∞(Rd) ≤ (2π|t|)−d/2||u0||L1(Rd), t ̸= 0,

とともに応用面で非常に重要な役割を担っている. 例えば, 非線形 Schrödinger 方程式の解析

(Cauchy 問題の適切性や散乱問題など), あるいは固有値 (または, quasimode) の挙動の解析に

も応用されている.
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一方, Keel-Tao [4]によって抽象的な枠組みが整備されて以降, 多様体上についても多くの研究

がなされている (例えば, [1]の参考文献を見よ). 一般に計量が平坦でない場合, 空間の幾何学的構

造が Schrödinger方程式の解の性質に大きく影響する. そこで本講演では, ユークリッド空間の拡

張である散乱多様体を例に, 多様体の幾何学的構造あるいは解の超局所的性質と Strichartz評価と

の関係について考察したい.

2 散乱多様体

散乱多様体とはMelrose [5]によって導入された境界付きコンパクト多様体の一つのクラスであ

るが, ここでは極座標の自然な一般化として定義する.

M をコンパクトでない d次元 C∞リーマン多様体 (d ≥ 2)として次の分解を仮定する:

M = Mc ∪ M∞, Mc b M, M∞ ∼= (0,∞) × ∂M ∋ (r, θ), Mc ∩ M∞ ⊂ (0, 1) × ∂M.

ここでMcは相対コンパクトな部分集合, ∂M は任意の d− 1次元閉多様体である. ∂M はM の位

相的境界ではないが, コンパクト化すればM の無限遠方における境界としてとらえることもでき

る. (1,∞) × ∂M を散乱領域と呼ぶ.

Definition 2.1 (錐型計量, 散乱計量). M を上記を満たす多様体とする.

(1) M 上のリーマン計量 gconicが錐型 (conic)であるとは, ある ∂M 上のリーマン計量 (hjk)が存

在して, 散乱領域において

gconic := dr2 + r2hjk(θ)dθjdθk, (r, θ) ∈ (1,∞) × ∂M.

と書けることと定義する. (ただし, Einsteinの総和規約を用いる. )

(2) 散乱計量 (scattering metric)は錐型計量の摂動として定義される. 即ち, M 上のリーマン計量

gが (長距離型)散乱計量であるとは, ある錐型計量 gconicが存在して,

g − gconic = a1(r, θ)dr2 + ra2
j (r, θ)(drdθj + dθjdr) + r2a3

jk(r, θ)dθjdθk, (r, θ) ∈ (1,∞) × ∂M.

と書けることと定義する. ここで, aN (r, θ)の各成分は滑らかな実数値関数で,ある正の定数µj > 0,

j = 1, 2, 3, が存在して以下を満たすと仮定する:

|∂l
r∂

α
θ aN (r, θ)| ≤ Clαr−µN−l, (r, θ) ∈ (1,∞) × ∂M, (l, α) ∈ Z+ × Zd−1

+ .

上記をみたす (M, g)を (長距離型)散乱多様体と呼ぶ. 定義から散乱計量 gの主要部は錐型計量で

あり, 散乱多様体は漸近的に錐型多様体に近づく. 特に, ユークリッド空間の長距離摂動 (Rd, gjk),

gjk − δjk = O(〈x〉−ε)はM = Rd, ∂M = Sd−1ととることにより散乱多様体とみなすことができる.

3 主結果

散乱多様体M 上の Schrödinger方程式の初期値問題を考える: i∂tu(t, x) = Pu(t, x), (t, x) ∈ R × M,

u|t=0 = u0 ∈ L2(M).
(3.1)
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ここで P = −1
2∆g, ∆g はM 上の Laplace-Beltrami作用素である. P は C∞

0 (M)上本質的自己共

役であり, (3.1)の解は u(t) = e−itP u0で与えられる. 主結果を述べる前に計量の非捕捉性につい

て述べる:

Definition 3.1 (非捕捉性). p(x, ξ)を P の主シンボルとする. 任意の (x0, ξ
0) ∈ T ∗M , ξ0 ̸= 0に

対して, 測地流 (x(t, x0, ξ
0), ξ(t, x0, ξ

0)) = exp tHp(x0, ξ
0)が t → ±∞で無限遠方に発散する, 即ち

|x(t, x0, ξ
0)| → +∞ as t → ±∞

が成り立つとき (M, g)は非捕捉的であると言う. ここで, Hp =
∑d

j=1

(
∂p
∂ξj

∂
∂xj − ∂p

∂xj
∂

∂ξj

)
は p(x, ξ)

が生成するハミルトンベクトル場である.

主結果は以下の通りである:

Theorem 3.2. ある十分大きなコンパクト集合 K ⊂ M と χ ∈ C∞
0 (M), χ ≡ 1 on K が存在し

て, 任意の T > 0と admissible condition (1.2)を満たす (p, q)に対して,

||(1 − χK)e−itP u0||Lp([−T,T ];Lq(M)) ≤ CKTpq||u0||L2(M), u0 ∈ C∞
0 (M). (3.2)

が成立する. さらに (M, g)が非捕捉的ならば全空間での評価が成立する:

||e−itP u0||Lp([−T,T ];Lq(M)) ≤ CTpq||u0||L2(M), u0 ∈ C∞
0 (M). (3.3)

Remark 3.3. (1) 定理から (少なくとも散乱多様体の場合には)遠方での時間局所 Strichartz評価

は計量の捕捉性に影響されないことがわかる.

(2) (3.2)の証明には解の超局所的な分散性を本質的に用いる. より正確に言えば, (3.2)は空間

およびエネルギーを局所化した解の分散型評価を用いて証明する.

(3) (ポテンシャル摂動)以下を満たす短距離型ポテンシャル V ∈ C∞(M ; R)を摂動した作用素

P + V に対しても (3.2), (3.3)と同様の不等式を証明することができる.

|∂l
r∂

α
θ V (r, θ)| ≤ Clαr−1−µ−l, (r, θ) ∈ (1,∞) × ∂M, (l, α) ∈ Z+ × Zd−1

+ , µ > 0.
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平面弾性閉曲線における
曲率の爆発現象

三好 寿幸・村井 実・松本 和一郎・四ッ谷 晶二 (龍谷大学)

　周長が 2π の平面弾性閉曲線 Γ を考える. 閉曲線 Γ の弧長, 曲率をそれぞれ
s, κ(s) とする. 閉曲線 Γ で囲まれる領域の符号付き面積 M を

M :=
1

2

∫
Γ

xdy − ydx

で定める.ここに (x, y) は閉曲線 Γ 上の点である. 次の変分問題を考える:

M < π, ωM ̸= πを満たす面積M ,非負の回転数ωのもとで,

弾性エネルギー
1

2

∫ 2π

0

κ(s)2dsを最小化する閉曲線 Γ を求めよ.

　この変分問題に対応するオイラー方程式は次の方程式である：

(E)



κss +
1

2
κ3 + µκ − ν = 0, s ∈ [0, 2π],

κ(0) = κ(2π), κs(0) = κs(2π),

1

2π

∫ 2π

0

κ(s)ds = ω

4π2µ + π

∫ 2π

0

κ(s)2ds

4πωµ +

∫ 2π

0

κ(s)3ds

= M

ここに µ, ν は未知の定数である.

　弧長の始点 s=0を κ(0) = max0≤s≤2π κ(s) を満たす様にとる. このとき κ(s)は
周期 2π/nの周期解をもつ．これを n-mode解とよぶ. n-mode解は [0, 2π/n]で
s = π/nに関して対称である.

　渡辺宏太郎 [1]は, 回転数 ω = 1 の場合の考察を開始した. 村井 [2], 松本-村井-

四ツ谷 [3]は解の表示式を示し，一般の回転数も含めEuler方程式の全体像を明ら
かにした.

解の形状を詳しく見てみると, 例えば,回転数 ω = 0, モード n = 1 のとき, 面
積 M を0から π へ近づけると, 閉曲線 Γ は対称な8の字曲線から,大きな輪と小
さな輪をもつ非対称な8の字曲線に変形する. 小さな輪が潰れていき,大きな輪は
半径 1の円になるようにみえる. すなわち面積Mをπに近づけると, 小さな輪の
部分の曲率の絶対値は限りなく大きくなり, 大きな輪の部分の曲率は 1に近づく
ようにみえる (図1参照). 面積Mを−πに近づけると,符号が反対で同様な現象が
みえる. 一般の回転数 ω , モード n に対しても似た様な現象が起こる (図 2，図
3，図4参照 ).
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図 1: 回転数ω = 0 , 1-mode

図 2: 回転数ω = 1 , 2-mode
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図 3: 回転数ω = 1 , 3-mode

図 4: 回転数ω = 2 , 3-mode
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　このような現象に対する数学的結果を, [2,3,4]の手法を組み合わせることによ
り, 得ることができる.一例を示す.

Theorem 1. 回転数 ω = 0 とする. (E) の 1-mode 解で κ(0) = max0≤s≤2π κ(s)

を満たすものはただ一つ存在する. これは κ(s; M) (−π < M < π) とかける. こ
のとき,次が成り立つ.

lim
M↑π

κ(s; M) =

{
1 s ∈ [0, π) ∪ (π, 2π] (広義一様),

−∞ s = π.

lim
M↓−π

κ(s; M) =

{
∞ s = 0,

−1 s ∈ (0, 2π) (広義一様).

さらに，

lim
M↑π

κ(π; M)(M − π) = 8，

lim
M↓−π

κ(0; M)(M + π) = 8．

図 5: 閉曲線Γ と曲率κ(s)

参考文献
[1] K. Watanabe, Plane domains which are spectrally determined, Ann. Global Anal.

Geom. 18 (2000), 447-475.
[2] M.Murai, Kac の問題と最小曲率エネルギー曲線について, Ryukoku University,

(2007), doctor thesis.
[3] W. Matsumoto, M. Murai and S. Yotsutani, One can hear the shapes ofsome

non-convex drums, More Progresses in Analysis, Proc. 5th International ISAAC
Congress, (2009), World Scientific Publishing, 863-872.

[4] T.Wakasa and S.Yotsutani, Representation and asymptotic formulas for some 1-
dimensional linearized eigenvalue problems, RIMS Koukyuroku 1591,(2008),67-87.
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Weighted norm inequalities

for multilinear Fourier multipliers

藤田 真依 (大阪大学大学院理学研究科 博士前期課程)

初めに，今回の研究成果は，冨田直人氏 (大阪大学)との共同研究に基づくものである．

関数空間 X から関数空間 Y への作用素 T の有界性に興味がある．作用素 T が X → Y 有界であ

るとは，ある定数 c > 0が存在して，次が成り立つことを言う (‖ · ‖X は空間 X のノルムとする):

‖Tx‖Y ≤ c‖x‖X (∀x ∈ D(T ) dense in X).

特に今は X も Y も Lp(Rn)(1 < p < ∞)とする．更に作用素 T も，次のタイプの作用素 m(D)

に限定する．m ∈ L∞(Rn)に対して,

m(D)f(x) =
1

(2π)n

∫

Rn

eix·ξm(ξ)f̂(ξ) dξ

= F−1
ξ→x[m(ξ)f̂(ξ)](x)

(m(D)をマルチプライヤーmから定まるフーリエマルチプライヤー作用素という)．ここで，f̂ は

f のフーリエ変換を表し，f は急減少関数全体 S(Rn) (この空間は，何次の導関数も，どんな多項

式オーダーよりも早く遠方で減少している関数全体で，Lp(Rn)において稠密な空間である) を動

くとする. 典型例は，次のヒルベルト変換である (n = 1とする):

Hf(x) = lim
ε→o

1
π

∫

|x−y|>ε

f(y)
x− y

dy

ヒルベルト変換Hは，
m(ξ) = −ıπsgn(ξ)

としたときの，フーリエマルチプライヤー作用素m(D)になっている．

さて，「関数 m ∈ L∞(Rn)にどのような条件を課せば, 作用素 m(D)の Lp(Rn) → Lp(Rn)有

界性 (これを単に Lp(Rn)有界という)が導けるか」という問題に興味がある．これに対する答え

として，次の Hörmanderのマルチプライヤー定理がある.

定理 1 ([4]). n/2 < s, 1 < p < ∞とする．マルチプライヤーm ∈ L∞(Rn)が次を満たすとする:

suppψ ⊂ {1/2 ≤ |ξ| ≤ 2} ,
∑

k∈Z
ψ(ξ/2k) = 1 (∀ξ 6= 0)
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を満たす ψ ∈ S(Rn)に対して，

sup
k∈Z

‖m(2k· )ψ( · )‖Hs(Rn) < ∞. (1)

このとき，ある定数 c > 0が存在して，次が成り立つ.

||m(D)f ||Lp ≤ c||f ||Lp (f ∈ S(Rn)).

ここで，Hs(Rn)は，ソボレフ空間とする．ソボレフ空間とは，滑らかさ s ∈ Rと可積分性２を
持つ関数空間で次で定義される:

Hs(Rn) =
{

f ∈ S ′(Rn) : ‖(1 + |ξ|2)s/2f̂(ξ)‖L2 < ∞
}

.

ここで，S ′(Rn)とは，緩増加超関数の全体を表す (S(Rn)の双対空間である)．先のヒルベルト変

換は，定理 1の仮定を満たすので，Lp(Rn)有界 (1 < p < ∞)である．このように，（様々な空間

上の）様々な作用素の有界性に興味がある．

さて，ここからは重みの付いた空間を考えよう．論文 [1]の中で，定理 1に重みを付け加えた不

等式が示された. 重みとは，殆ど至る所正である局所可積分な関数のこととし，今回考える重みの

クラスは，Muckenhouptにより考案された Ap クラス (1 < p < ∞) とする. それは次を満たす関

数 wの全体である:

sup
Q

(
1
|Q|

∫

Q

w(x)dx

)(
1
|Q|

∫

Q

w(x)1−p′dx

)p−1

< ∞.

(ただし上限は座標軸に平行な立方体全体に対してとる). p′ とは p と指数共役な数，すなわち

1/p + 1/p′ = 1をみたす数とする. この重みのクラスは，典型例として，

w(x) = |x|α (但し，|x| =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)

という形の重みを含む．重み付きルベーグ空間 Lp
(w) は次で定義される:

Lp
(w) = { f : 可測関数 | ||f ||Lp

(w)
< ∞} ただし，||f ||Lp

(w)
:=

(∫

Rn

|f(x)|pw(x)dx

)1/p

.

従って，今後は，「関数m ∈ L∞(Rn)と重み wにどのような条件を課せば，作用素m(D)の Lp
(w)

有界が導けるか」という問題を考える．論文 [1]で示された定理は次である.

定理 2 ([1]). n/2 < l ≤ nとする．pと重み wに対して，次のどちらかを仮定する:

(a)n/l < p < ∞, w ∈ Apl/n, (b)1 < p < (n/l)′, w1−p′ ∈ Ap′l/n.

マルチプライヤーm ∈ L∞(Rn)が次を満たすとする:

sup
R>0

R|α|

Rn/2

{∫

R<|x|<2R

|Dαm(ξ)|2dξ

}1/2

< ∞ (|α| ≤ l) (2)

このとき，ある定数 c > 0が存在して，次が成り立つ.

||m(D)f ||Lp
(w)

≤ c||f ||Lp
(w)

(f ∈ S(Rn)).
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ここで，式 (1)と式 (2)は s = l のとき，同値な条件である．定理 2は, 「マルチプライヤーm

の滑らかさ lが増すと，作用素m(D)の有界性が導かれる重みのクラスが広くなる」ことを述べて

いる．(これは，Ap クラスの性質に依る)

今回の発表では，この結果の多重線形版を考えてみたい. (簡単のために，双線形で述べる) ま

ず，定理 1の双線形版を考える．これは，論文 [2]で示された. 双線形フーリエマルチプライヤー

作用素 Tm とは, 1 < p1, p2, p < ∞, 1/p1 + 1/p2 = 1/p を満たす p1, p2, p に対して定められた，

Lp1(Rn) × Lp2(Rn) → Lp(Rn) への作用素であり, 次で定義される: m(ξ, η) ∈ L∞(R2n) に対

して,

Tm(f, g)(x) =
1

(2π)2n

∫

R2n

eix·(ξ+η)m(ξ, η)f̂(ξ)ĝ(η) dξdη

= F−1
(ξ,η)→(x,x)[m(ξ, η)f̂(ξ)ĝ(η)] (f, g ∈ S(Rn)).

双線形の作用素 Tm が Lp1(Rn)× Lp2(Rn) → Lp(Rn)有界であるとは，次のこととする.

‖Tm(f, g)‖Lp ≤ c‖f‖Lp1‖g‖Lp2 (f, g ∈ S(Rn)).

論文 [2]で示された定理は次である.

定理 3 ([2]). n < s, 1 < p, p1, p2 < ∞, 1/p1 + 1/p2 = 1/p とする．マルチプライヤー m ∈
L∞(R2n)が次を満たすとする:

suppΨ ⊂ {1/2 ≤
√
|ξ|2 + |η|2 ≤ 2} ,

∑

k∈Z
Ψ(ξ/2k, η/2k) = 1

(∀(ξ, η) 6= (0, 0)
)

を満たす Ψ(ξ, η) ∈ S(R2n)に対して，

sup
k∈Z

‖m(2k· , 2k· )Ψ(· , · )‖Hs(R2n) < ∞.

このとき，ある定数 c > 0が存在して，次が成り立つ.

‖Tm(f, g)‖Lp ≤ c‖f‖Lp1‖g‖Lp2 (f, g ∈ S(Rn)).

この定理 3 に Ap 重みを付け加えたことにより, 定理 2 の双線形版である今回の主結果が得ら

れた.

定理 4. n < s ≤ 2n, 1 < p1, p2, p < ∞, 1/p1 + 1/p2 = 1/pとする. pと重み wに対して，次のど

ちらかを仮定する:

(a)2n/s < min{p1, p2}, w ∈ Amin{p1s/2n,p2s/2n,p}, (b)min{p1, p2} < (2n/s)′, w1−p′ ∈ Ap′s/n.

マルチプライヤーm ∈ L∞(R2n)が次を満たすとする．

sup
k∈Z

‖m(2k· , 2k· )Ψ(· , · )‖Hs(R2n) < ∞.

このとき，ある定数 c > 0が存在して，次が成り立つ.

||Tm(f, g)||Lp
(w)

≤ c ||f ||Lp1
(w)
||g||Lp2

(w)
(f, g ∈ S(Rn)).
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最後に注意として，定理 4の (a)部分を改良した以下の定理も得られたことを述べておく．ここ

で，p ≤ 1の場合を扱うために，Grafakos氏と Si氏 [3]のアイデアを用いた.

定理 5. 1 < p1, p2 < ∞, 1/p = 1/p1 + 1/p2, n/2 < sj ≤ n, pj > n/sj , wj ∈ Apjsj/n(j = 1, 2)と

仮定し，w1/p = w
1/p1
1 w

1/p2
2 とおく．マルチプライヤーm ∈ L∞(R2n)が次を満たすとする：

sup
k∈Z

‖m(2k· , 2k· )Ψ(· , · )‖H(s1,s2)(R2n) < ∞.

このとき，ある定数 c > 0が存在して，次が成り立つ．

||Tm(f, g)||Lp
(w)

≤ c||f ||Lp1
(w1)

||g||Lp2
(w2)

(f, g ∈ S(Rn)).

ここで使用している積型ソボレフ空間の定義は次である：

H(s1,s2)(R2n) =
{
F ∈ S ′(R2n) | ‖F‖H(s1,s2) < ∞}

(s1, s2) ∈ R2

ただし，‖F‖H(s1,s2) :=
{∫

R2n

(1 + |ξ|2)s1(1 + |η|2)s2 |F̂ (ξ, η)|2dξdη

}1/2

.
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正規コピュラの漸近的裾依存性

斎藤新悟（九州大学大学院数理学研究院）

概 要

確率変数間の依存関係をコピュラを用いて考察する場合，確率変数の裾の依存関係はあ
る極限値で表現される．正規コピュラは，この極限値が独立な場合と同じなので裾の依存
性を表現できないとみなされることがある．しかし，応用上は極限値よりも漸近挙動の方
が重要であると考えられ，正規コピュラの漸近挙動は独立な場合とは異なることが分かっ
たので，そのことについて報告する．

1 はじめに
当研究成果は，講演者が日新火災海上保険株式会社と九州大学大学院数理学研究院との共同
研究に携わる中で近藤宏樹氏（日新火災海上保険株式会社），谷口説男氏（九州大学大学院数
理学研究院）と共同で得たものである．
保険会社が抱えるリスクは多岐にわたり，すべての定量的評価を一挙に与えるのは困難であ
る．そのため，リスクをいくつかに分類して，それぞれを確率変数を用いてモデル化して評価
した後，それらを統合するという段階を踏むのが一般的である．簡単のためにリスクを 2種類
に分けたとすると，リスク統合の問題は確率変数X, Y の分布が既知の場合にX + Y の分布
を求める問題として定式化できる．このとき，X + Y の分布を求めるにはX, Y の分布だけで
は不十分で，それらの依存関係を知る必要がある．
確率変数X, Y の間の依存関係を示す指標としては，相関係数

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )

σ(X)σ(Y )

（Cov(X,Y )はX, Y の共分散，σ(X), σ(Y )はそれぞれX, Y の標準偏差）が代表的である．
しかし，相関係数は確率変数間の依存関係を完全に表したものではなく，例えばリスク評価の
際に用いられることが多いVaR（Value at Risk，パーセント点）をX + Y について求める際
には相関係数では不十分である．
このような問題点を克服する依存関係の指標としてコピュラがある．X, Y それぞれの分布
とその依存関係を表すコピュラが分かれば，X + Y の分布は完全に決定するので（原理的に
は）VaRも求めることができる．
コピュラには様々な種類のものがあり，多変量正規分布に由来する正規コピュラは最も扱い
やすいものの 1つである．しかし，正規コピュラは裾の依存性を表すある極限値が独立な場合
と同じなので，裾の依存性を表現できないとみなされることがある．本講演では漸近挙動を考
慮して，正規コピュラの裾の依存性について再検討を行う．
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2 確率変数と分布関数
確率変数Xに対して，FX(x) = P (X 5 x)で定まる関数FX : R −→ [0, 1]をXの分布関数と
呼ぶ．FX が連続のとき，Xは連続型であるという．

命題 2.1 Xが連続型確率変数ならば，確率変数 Y = FX(X)は [0, 1]上の一様分布に従う．

【証明】0 < y < 1とする．x0 = sup{x ∈ R | FX(x) 5 y} ∈ Rとおくと，x 5 x0と FX(x) 5 y

は同値であり，FX の連続性より FX(x0) = yが成立するので，

FY (y) = P (Y 5 y) = P
(
FX(X) 5 y

)
= P (X 5 x0) = FX(x0) = y

となる．よって Y は [0, 1]上の一様分布に従う．

2次元確率変数 (X,Y )に対して，FX,Y (x, y) = P (X 5 x, Y 5 y)で定まる関数FX,Y : R2 −→
[0, 1]を (X,Y )の同時分布関数と呼び，FX , FY を周辺分布関数と呼ぶ．FX , FY がともに連続
のとき，(X,Y )は連続型であるという．
確率変数X, Y が独立であるとは，任意の x, y ∈ Rに対して

FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y)

すなわち
P (X 5 x, Y 5 y) = P (X 5 x)P (Y 5 y)

が成立することをいう．

3 コピュラ
定義 3.1 次の条件を満たすC : [0, 1]2 −→ [0, 1]をコピュラと呼ぶ：ある 2次元確率変数 (U, V )

が存在して，周辺分布はともに [0, 1]上の一様分布であり，同時分布関数はCに一致するよう
なものをいう．すなわち，任意の u, v ∈ [0, 1]に対して次が成立する：

FU(u) = u, FV (v) = v, FU,V (u, v) = C(u, v).

例 3.2 U , V を [0, 1]上の一様分布に従う独立な確率変数とすると

FU,V (u, v) = FU(u)FV (v) = uv

となるので，Π(u, v) = uvはコピュラである．このコピュラを積コピュラと呼ぶ．

確率変数の依存関係を表す際にコピュラが有効であることを示すのが次の定理である：

定理 3.3（Sklarの定理）
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(1) (X,Y )を連続型 2次元確率変数とする．このとき，コピュラCX,Y が一意的に存在して，
任意の x, y ∈ Rに対して次が成立する：

FX,Y (x, y) = CX,Y

(
FX(x), FY (y)

)
.

(2) F1, F2を連続な分布関数とし，Cをコピュラとする．このとき，連続型 2次元確率変数
(X,Y )が存在して，FX = F1, FY = F2, CX,Y = Cが成立する．

Sklarの定理の (1)はコピュラと周辺分布によって同時分布が復元できることを示しており，
(2)はコピュラと周辺分布を別個に選ぶことができることを示している．

定義 3.4 −1 < ρ < 1とする．平均 (0, 0)，分散共分散行列

(
1 ρ

ρ 1

)
の 2変量正規分布に従う

2次元確率変数 (X,Y )に対して，CX,Y を相関 ρの正規コピュラまたはガウス型コピュラと呼
び，ここではCρと書く．

4 裾依存性とコピュラ

4.1 コピュラの裾依存性

(X,Y )を連続型 2次元確率変数とする．

定義 4.1 (X,Y )の t ∈ (0, 1)での裾依存度 λX,Y (t)および裾依存係数 λX,Y を次で定義する：

λX,Y (t) = P
(
FY (Y ) > t

∣∣ FX(X) > t
)

=
P

(
FX(X) > t, FY (Y ) > t

)
P

(
FX(X) > t

) ,

λX,Y = lim
t↗1

λX,Y (t).

命題 4.2 任意の t ∈ (0, 1)に対して，次が成立する：

λX,Y (t) =
1 − 2t + CX,Y (t, t)

1 − t
.

【証明】FX(X), FY (Y )は [0, 1]上の一様分布に従うので，

λX,Y (t) =
P

(
FX(X) > t, FY (Y ) > t

)
P

(
FX(X) > t

)
=

1 − P
(
FX(X) 5 t

)
− P

(
FY (Y ) 5 t

)
+ P

(
FX(X) 5 t, FY (Y ) 5 t

)
1 − P

(
FX(X) 5 t

)
=

1 − 2t + CX,Y (t, t)

1 − t

となり，命題が従う．

上の命題よりλX,Y (t), λX,Y はCX,Y のみによって定まるので，CX,Y = CのときλX,Y (t), λX,Y

をそれぞれ λC(t), λC と書く．

例 4.3 積コピュラΠ(u, v) = uvに対して，λΠ(t) = 1 − t, λΠ = 0である．
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4.2 正規コピュラの裾依存性

例 4.3で見たように，独立性を表す積コピュラの裾依存係数は λΠ = 0である．一方，正規
コピュラについても λCρ

= 0となることが知られており，このことから正規コピュラは裾での
相関を持たないとみなされることがある．しかし，1に近い tで λΠ(t), λCρ

(t)の値を具体的に
計算してみると次の表のようになり，これらが 0に近づく速さには違いがあることが観察さ
れる：

積コピュラΠ 正規コピュラCρ (ρ = 0.5)

t = 0.8 0.2000 0.4358

t = 0.9 0.1000 0.3240

t = 0.95 0.0500 0.2438

t = 0.99 0.0100 0.1294

t = 0.995 0.0050 0.0993

t = 0.999 0.0010 0.0543

この講演の主定理は，λCρ
(t)の t ↗ 1での漸近的な振る舞いを与える次の定理である：

定理 4.4 正規コピュラCρ (−1 < ρ < 1)に対して，次が成立する：

λCρ
(t) =

√
(1 + ρ)3

2π(1 − ρ)
exp

(
− 1 − ρ

2(1 + ρ)
s2

)(
s−1 − 1 + 2ρ − ρ2

1 − ρ
s−3 + O(s−5)

)

∼ (4π)−
ρ

1+ρ

√
(1 + ρ)3

1 − ρ
(1 − t)

1−ρ
1+ρ

(
− log(1 − t)

)− ρ
1+ρ (t ↗ 1).

ただし sは Φ(s) = (2π)−1/2
∫ s

−∞ exp(−x2/2) dx = tで定められ（Φは標準正規分布の分布関
数），t ↗ 1のとき s ↗ ∞である．

この定理よりλCρ
(t)はおよそ (1−t)(1−ρ)/(1+ρ)のオーダーで0に収束することが分かり，ρ = 0

のときを除き λΠ(t) = 1 − tとは収束のオーダーが異なる．なお，ここでは簡単のため s−3の
項までの係数を記述したが，より高次の項の係数を求めることも可能である．
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半導体の量子移流拡散モデルを
解析するための反復スキームについて
野田　佳克 (東京工業大学　情報理工学研究科)∗

1. 序論
近年，半導体デバイスの極微細化や，マルチ・ゲートMOSFET やFinFET など新しい
構造のデバイスが開発されるのに伴い，デバイスの動作特性に対する量子効果の影響が
無視できなくなっている．このような極微なデバイスの解析を行うための数理モデルと
して，量子移流拡散モデル [1]が知られている．量子移流拡散モデルは古典的な移流拡散
方程式に量子補正項を加えた形をしているため，従来の半導体の数値解析で用いられて
きたアルゴリズムを応用することが可能であり，比較的少ない計算量により定常解を得
ることができるといった長所がある．
量子移流拡散モデルの定常問題に対しては，すでに複数の数値解析スキームが提案さ
れており，代表的なスキームとしてAncona[2]，de Falco[3]，Odanaka[4]により導出され
たスキームが知られている．各々のスキームの主な相違点は，キャリア密度の正値性に
対する数学的な保障の有無と，その具体的な手法にあると考えることができる．本講演
では，以上の三つのスキームの特徴を示した上で，各々のスキームの収束性について数
値実験による比較結果を紹介する．

2. 支配方程式
無次元化された量子移流拡散モデルの定常問題は，以下の方程式系により記述される．

∇ · (λ2∇ϕ) = n− p−D, (1a)

∇ · (µnn∇(ϕ− log n+ γn)) = 0, (1b)

−∇ · (µpp∇(ϕ+ log p− γp)) = 0, (1c)

γn := 2bn
∇2√n√

n
, (1d)

γp := 2bp
∇2√p
√
p
. (1e)

ここでϕ，n，pは未知関数でそれぞれ電位，電子密度，正孔密度を表している．D はドー
ピングプロファイルと呼ばれ，半導体中の不純物の分布を表わす関数であり，空間変数に
のみ依存する．λはデバイ長を表わし，µn，µpはそれぞれ電子と正孔の移動度を表わす．
bn，bpはそれぞれ電子と正孔の有効質量と，プランク定数により決定される定数である．
(1a)が静電場を記述するPoisson方程式であり，(1b)，(1c)がそれぞれ電子と正孔に関
する連続の方程式である．連続の方程式のうち γn，γpが量子補正項であり，(1d)，(1e)

により定義される．γn，γpをともにゼロとおくと，従来の半導体の数値解析で用いられ
てきたDrift Diffusionモデルとなる．

∗ e-mail: noda.y.ab@m.titech.ac.jp
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3. 反復法と差分スキーム
3.1. Anconaのスキーム

以下では簡単のため，キャリアとして電子のみを考慮するモノポーラ・モデルについて
議論する．量子移流拡散モデルは四階の偏微分方程式であるが，変数変換を導入するこ
とにより二つの二階の偏微分方程式に分離できることが知られている．Ancona[2]に従い
変数変換を行うと以下の方程式系が得られる．

∇ · (λ2∇ϕ) = eϕ−ϕn+γn −D, (2a)

∇ · (µnn∇ϕn) = 0, (2b)

−bn∇2Sn +
Sn
2
(2 log vn − ϕ+ ϕn) = 0, (2c)

ここでϕn = ϕ− log n+ γn, Sn =
√
nであり，未知関数 (ϕ, ϕn, Sn)について解くことを考

える．
Anconaは (2a)に対しては中心差分法により，(2b)と (2c)に対しては指数法 [6]により
離散化を行い差分スキームを構成した．Anconaのスキームは，粗い格子による計算でも
高精度の数値解が得られるといった長所があることが示されているが，その一方で短所
も指摘されている．例えば，差分方程式の解を得るためには，代数方程式をNewton法に
より線形化を行うことが考えられるが，線形化方程式を解くために必要な計算機の記憶
容量や計算量が大きいこと，さらにNewton法による反復の過程でキャリア密度の正値
性が保障されないことが挙げられる．

3.2. de Falcoのスキーム

以上の点を改善するためにde Falco[3]は，古典的なデバイスシミュレータで用いられて
いたGummel法 [5]を量子移流拡散モデルに適用できるように拡張することで，反復法を
構成した．Gummel法は，連立方程式を分離して，単独の偏微分方程式を繰り返し解く
ことにより，定常解を探索する手法である．なお，未知関数はAnconaのスキームと同一
とする．
ただし (2a)，(2c)は単独の偏微分方程式としても非線形であることから，各々に対し
てNewton法を用いて線形化する必要がある．特に (2c)に対しては，キャリア密度の正
値性を保障するために以下のmodified Newton法を用いる．

−bn∇2Sk+1
n +

Sk+1
n

2
(2 logSk

n − ϕ+ ϕn) +
Sk+1
n

tk
=
Sk
n

tk
, (3)

ここで tkはダンピング・パラメータで，以下の条件を満たす，

tk <
2

| inf(2 logSk
n − ϕ+ ϕn)|

. (4)

各ステップkに対して，Sk+1
n を未知関数として (3)を解く．正値性の条件 (4)より，量子

ポテンシャル（γn = 2 logSn − ϕ+ ϕn）の絶対値が十分大きいとき tk < 1になることか
ら，modified Newton法は通常のNewton法（tk = 1）よりも変動を緩和した反復法にな
る．実際この条件は必要で，通常のNewton法を用いると計算が発散することが，数値実
験により確認できている．
de Falcoのスキームの長所は，Gummel法を用いていることから反復計算に必要な計算
資源が比較的少なく済むことと，正値性が保障されることが挙げられる．その一方で，線
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形化方程式 (3)を解くためには，中心差分により離散化する必要があることから，Ancona

のスキームに比べて計算精度が落ちることが予想される．

3.3. Odanakaのスキーム

以上の二つのスキームでは，未知関数を (ϕ, ϕn, Sn)としていたが，Odanaka[4]は新たな
変数un = 1

2 log nを導入することで以下の方程式系を得た．

∇ · (λ2∇ϕ) = eϕ−ϕn+γn −D, (5a)

∇ · (µnn∇ϕn) = 0, (5b)

−bn∇ · (Sn∇un) + Snun = Sn(ϕ− ϕn)/2, (5c)

未知関数を (ϕ, ϕn, un)とし，(5a)-(5c)に対してGummel法を適用することで，新たな反
復法が得られる．
Odanakaのスキームの長所は，量子ポテンシャルの方程式 (5c)はunについて線形であ
るため，de Falcoのスキームのようにmodified Newton法などの反復法を必要としない
ことと，キャリア密度の正値性がn = exp(2un)より，自動的に保障されることが挙げら
れる．加えて (5c)に対して中心差分法により離散化をすると，Anconaのスキームと同値
な差分スキームが得られることが知られている．すなわち指数関数を用いた変数変換に
より，正値性を満たす反復法と，高解像度スキームの両方を構成することができる．さ
らに (5c)に対して指数法により離散化をすると，Anconaのスキームよりも高精度な差分
スキームが得られることも知られている [4]．

4. 数値実験
解析例として，空間二次元上のダブルゲートMOSFETの計算結果を示す．チャネル長を
20 nmとし，チャネルの厚みを 8 nmとする．酸化膜の厚みを 2 nmとする．p領域のア
クセプタの密度を 1.0 × 1015 cm−3とし，n領域のドナーの密度を 1.0 × 1020 cm−3とす
る．図１，図２はそれぞれ量子移流拡散モデルとDrift Diffusionモデルの定常解析によ
り得られた電子密度の分布である．ゲート電圧を0.5V とし，ドレイン電圧を0.1V とし
ている．二つのモデルの計算結果を比較すると，量子移流拡散モデルによる計算結果で
は，酸化膜に接する界面に境界層が形成されているが，Drift Diffusionモデルによる計
算結果では確認できない．この違いは，量子移流拡散モデルには量子補正項を含むこと
から，絶縁体と半導体の間で生じるトンネル効果が考慮されているためである．実際の
半導体デバイスでも，そのスケールが数nm のオーダーまで極小化すると，トンネル効
果によりリーク電流が生じることが知られている．そのため，極微なデバイスの動作特
性をコンピュータで評価するには，量子効果を考慮したモデル方程式を用いる必要があ
ると考えられている．
講演では，前述した反復法と差分スキームに対して，定常解を求めるのに必要なマト
リックスソルバー（ICCG法）の反復回数と，電子密度の分布について比較した詳細な結
果を示す．

References

[1] M. G. Ancona, H. F. Tiersten, “Macroscopic physics of the silicon inversion layer”, Phys.
Rev. B, vol. 35, no. 15, pp. 7959-7965, 1987.

[2] M. G. Ancona, “Finite-difference schemes for the density gradient equations”, J. Comput.
Electron. 1, 435-443, 2002.

－197－
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離散Dirichlet-Neumann写像による電気伝導度の決定について

森岡 悠 (筑波大学大学院 数理物質科学研究科 数学専攻) *1

1 Introduction

　 Ω ⊂ Rd を滑らかな境界 ∂Ωを持つ有界領域とし, γ(x)を電気伝導度, uを電位ポテンシャルと

する. uは方程式

(1.1) ∇ · (γ∇u) = 0 in Ω, u|∂Ω = f

を満たす. この方程式に対し, Dirichlet-to-Neumann (D-to-N)写像

(1.2) Λγf =
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

あるいは 2次形式

(1.3) Qγ(f) =

∫
∂Ω

Λγf(x)f(x)dS =

∫
Ω

γ(x)|∇u(x)|2dx

から γ を再構成せよ, という境界値逆問題は Caldéronの逆問題として知られている. Λγ と Qγ は

等価なものである. この問題には多くの研究があり ([2], [7], [9] et al.), 近年でも部分境界データ

からの再構成, γ の滑らかさに関する改良等の研究が進められている. 一方, 離散モデルとしては

Resistor Networkとしての研究が行われている ([3], [4] et al.). さらに, この問題は EIT等の医療

技術や非破壊検査との関連が深く, Resistor Networkの研究を EITの数値計算に応用する等 ([1]

et al.), この問題の研究は偏微分方程式からグラフ上の離散モデルまで多岐に渡る.

　本講演では, [3], [4]とはやや異なる離散化を選択 ([8])し, 2次元正方格子上の任意の有界領域に

ついての境界値逆問題を述べる. このモデルは, 離散 Schrödinger作用素と相性が良く, 偏微分方程

式の場合と同様, 変数変換により離散 Schrödinger方程式に帰着できる. さらに, これまで [5], [6]

では, 離散 Schrödinger作用素についての逆散乱問題及び境界値逆問題において固定されたエネル

ギーからの再構成が未解決となっていたが, この問題への応用の可能性についても述べる.

2 離散モデルの設定

　まず記号を導入する. Z2 を 2次元正方格子とし, D = (V (D), E(D))を Z2 上の連結有界領域と

する. V (D)は頂点集合, E(D)は向き付けられていない辺の集合である. V (D) = V (D)∪V (∂D)

と分けられ, V (D) は領域内部, V (∂D) は境界に位置する頂点の集合である. n ∈ V (D) ならば

deg(n) = 4である. û : V (D)→ Cに対して, 離散 Laplacianを

(2.1) (∆Dû)(n) =
∑
m∼n

(û(m)− û(n))

*1 E-mail : hmorioka@math.tsukuba.ac.jp

Web : http://researchmap.jp/morioka/
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で定義する. 境界における外向き”法線微分”は,

(2.2) (∂ν û)(n) = −
∑
m∼n

(û(m)− û(n)), n ∈ V (∂D)

である. また, ∇の ·積は次で定める.

(2.3) (∇Dû · ∇Dv̂)(n) =
∑
m∼n

(û(m)− û(n))(v̂(m)− v̂(n)).

これは [8]と同様の離散化を選択したものであり, 離散 Schrödinger作用素と相性が良い. 以上を

用いて楕円型作用素 Lγu = ∇ · (γ∇u) = γ∆u+∇γ · ∇uの離散化を次で定義する. γ̂ : V (D)→
[γ̂0,+∞), γ̂0 > 0に対して,

(2.4) (Lγ̂ û)(n) = γ̂(n)(∆Dû)(n) + (∇Dγ̂ · ∇Dû)(n) =
∑
m∼n

γ̂(m)(û(m)− û(n)).

3 Dirichlet-to-Neumann写像

　方程式

(3.1) Lγ̂ û = 0 in V (D), û|V (∂D) = f̂

に対して, Dirichlet-to-Neumann (D-to-N) 写像を,

(3.2) (Λγ̂ f̂)(n) = −
∑
m∼n

γ̂(m)(û(m)− û(n)), n ∈ V (∂D)

で定める. 一方, 変数変換 ŵ = γ̂ûにより, (3.1)は q̂ = (∆Dγ̂)/γ̂ として

(3.3) (−∆D + q̂)ŵ = 0 in V (D), ŵ|V (∂D) = ĝ

に帰着できる. Schrödinger作用素に付随する D-to-N写像 Λq̂ と Λγ̂ の関係は,

(3.4) Λq̂ ĝ = Λγ̂(γ̂
−1|V (∂D)ĝ) + (γ̂−1∂ν γ̂)|V (∂D)ĝ

となる.

4 境界値逆問題

　以上の設定の元で, Λγ̂ から γ̂ を再構成する. [3], [8]では, deg(n) = 1であるような境界のみを

考察しているので, 本講演では deg(n) = 2を持つ場合を考えたい. その手順は次のようなものを考

える. 第一に, 境界での γ̂ 及び ∂ν γ̂ を再構成する. 次に, 関係式 (3.4)を用いて Schrödinger作用素

の境界値問題を解き, 内部における q̂ を再構成する. 最後に, γ̂ に対する Dirichlet問題

(−∆D + q̂)γ̂ = 0 in V (D), γ̂|V (∂D) = p̂

を解き, γ̂ を求める. 再構成にあたっては, 境界値により解をコントロールする. 必要な概念や補題

は次のようなものである.
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Definition 4.1 e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)とおく. 各 n ∈ V (∂D)に対して, 有向辺 [m,n], (m ∼ n)

を考える. [m,n] = e1 のとき n ∈ V (E), [m,n] = −e1 のとき n ∈ V (W), [m,n] = e2 のとき

n ∈ V (N ), [m,n] = −e2 のとき n ∈ V (S)と分類する.

すなわち, 辺の向きの東西南北による分類である.

Lemma 4.2 Dirichlet データ û|V (∂D)\V (E) 及び Neumann データ −
∑

m∼n γ̂(m)(û(m) −
û(n))|V (W) を与える. このとき, Lγ̂ û = 0の解として ûを V (D)全体に一意に延長することがで

きる.

Corollary 4.3 f̂ |V (∂D)\V (E) = 0かつ V (W)で Λγ̂ f̂ = 0ならば, V (E)においても f̂ = 0である.

すなわち,部分行列ΛE,W
γ̂ : V (E)→ V (W)は正則である. さらに, V (W)においてΛγ̂ f̂ = p̂となる

f̂ |V (E) を f̂ |V (E) = (ΛE,W
γ̂ )−1(p̂−ΛEc,W

γ̂ (f̂ |V (Ec)))で計算できる. ここで, V (Ec) = V (∂D)\V (E)
である.

○○○○○ ○○○○○ ○○○○○

○○○○○

○○○○○

○○○○○

○○○○○

○○○○○

○○○○○

○○○○○

○ ○ ○

Lγ̂ は 5点公式である.

V (W)から順に値が決まる.

×

×

×

このような解のコントロールは deg(n) = 1となる頂点の周りでの再構成の際に用いることができ

る. deg(n) = 2の場合には, これとは別に 2方向での Neumannデータを用いたコントロールが必

要である. 記述が複雑になるため, 紙数の都合により詳細は省略する. Schrödinger作用素について

も, 同様に解をコントロールすることができる.

Lemma 4.4 Dirichlet データ ŵ|V (∂D)\V (E) 及び Neumann データ ∂νŵ|V (W) を与える. このと

き, (−∆D + q̂)ŵ = 0の解として ŵを V (D)全体に一意に延長することができる.

Corollary 4.5 ĝ|V (∂D)\V (E) = 0かつ V (W)で Λq̂ ĝ = 0ならば, V (E)においても ĝ = 0である.

すなわち, 部分行列 ΛE,W
q̂ : V (E) → V (W)は正則である. さらに, V (W)において Λq̂ ĝ = p̂とな

る ĝ|V (E) を ĝ|V (E) = (ΛE,W
q )−1(p̂− ΛEc,W

q̂ (ĝ|V (Ec)))で計算できる.

以上の事実を用いて, 凸状領域 D に対しては現在のところ次の事実が得られている.

Theorem 4.6 任意の n ∈ V (∂D)について, 1 ≤ deg(n) ≤ 2であるとする. このとき, Λγ̂ により

各 n ∈ V (∂D)について
∑

m∼n γ̂(m)を再構成できる.

Theorem 4.7 任意の n ∈ V (D)について, Λq̂ により q̂(n)を再構成できる.
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5 今後の課題と応用について

　現在のところ, γ̂|V (∂D) については再構成ができていない. これは, deg(n) = 2となる頂点にお

いて困難が生じているためである. この再構成の方法については今後さらに調べる必要がある. 一

方, 内部での再構成については概ね上手くいっているようである. 今後, −∆D + q̂ に関する境界値

逆問題については 3次元の場合, 三角格子, 六角格子等, 他の状況への展開も可能であると言える.

　さらに, 逆散乱問題について, 1つの固定したエネルギーにおける散乱振幅からの再構成への応用

が期待できる. [5], [6]では, 散乱振幅及び D-to-N写像について, 複素パラメータについての解析接

続を必要とし, 固定したエネルギーパラメータに対する散乱振幅及び D-to-N写像からの再構成は

未解決となっている. 連続モデルでは, コンパクトな台を持つポテンシャルについては十分大きな

領域における D-to-N写像と散乱振幅は同値であることが知られている. 離散モデルにおいても同

様のことを示せば, 本講演での結果を応用して固定したエネルギーからの逆散乱が証明できる. こ

れについては現在研究を進めているところである.
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3個の周期的デルタ型点相互作用に従う
1次元シュレディンガー作用素について

東京大学大学院 数理科学研究科 /日本学術振興会 特別研究員 PD　新國裕昭

本講演では, 論文 [12]の結果の概要について述べる. 論文 [12]では，周期的 δ 型点相互作用
に従う 1 次元 Schrödinger 作用素のスペクトルについての研究を行った. δ(·) を原点にサポー
トを持つ Dirac のデルタ関数とする. β1, β2, β3 ∈ R \ {0} および 0 < κ1 < κ2 < 2π に対して,

L2(R) 上の作用素 H1 を次で定義する.

H1 = − d2

dx2
+

∑
l∈Z

(β1δ(x − κ1 − 2πl) + β2δ(x − κ2 − 2πl) + β3δ(x − 2πl)).

各 j = 1, 2, 3 に対して，

Mj =

(
1 0

βj 1

)
とおく. また, Γ1 = {κ1} + 2πZ, Γ2 = {κ2} + 2πZ, Γ3 = 2πZ とおくと，作用素 H1 は格子
Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 上の境界条件を用いて次のように定義される:

(H1y)(x) = −y′′(x), x ∈ R \ Γ,

Dom(H1) =

y ∈ W 2,2(R \ Γ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

y(x + 0)

y′(x + 0)

)
= Mj

(
y(x − 0)

y′(x − 0)

)
,

x ∈ Γj, j = 1, 2, 3

 .

周期的 δ 型点相互作用に従う 1 次元 Schrödinger 作用素はクローニッヒ・ペニーハミルト
ニアンと呼ばれる. [10] における証明と同じ手順で，H1 の自己共役性が示される. また，ポ
テンシャルの周期性と Floquet–Bloch の定理から，H1 のスペクトルは内点を共有しない可算
無限個の有界閉区間の和集合として表される （これを H1 のスペクトルはバンド構造を持つ
と表現する）. すなわち，各自然数 j に対して λ2j−2 < λ2j−1 ≤ λ2j を満たす数列 {λj}∞j=0 が
存在して,

σ(H1) =
∞∪

j=1

[λ2j−2, λ2j−1]

が成り立つ. 各自然数 j に対し, Bj := [λ2j−2, λ2j−1] を σ(H1) の 第 j 番目のバンドと呼ぶ. 連
続する 2つのバンド Bj, Bj+1 は一般に開区間Gj := (λ2j−1, λ2j) によって隔てられている. こ
れを第 j 番目のスペクトラルギャップと呼ぶ. 本研究の目的は，退化したスペクトラルギャッ
プの存在・非存在について調べることである. ある自然数 j に対し，第 j 番目のスペクトラ
ルギャップが退化するとき，すなわち，Gj = ∅ を満たす時，連続する 2つのバンド Bj, Bj+1

は 1点 λ2j−2(= λ2j−1) で交わる. このとき, λ = λ2j−2 に対して，H1 に対応するシュレディン
ガー方程式

−y′′(x, λ) = λy(x, λ), x ∈ R \ Γ, (1)
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(
y(x + 0, λ)

y′(x + 0, λ)

)
= Mj

(
y(x − 0, λ)

y′(x − 0, λ)

)
, x ∈ Γj, j = 1, 2, 3 (2)

の解は周期関数となる. 周期ポテンシャルに従う 1次元シュレディンガー作用素に対して，退
化したスペクトラルギャップの存在・非存在を調べる問題は，coexistence problem と呼ばれ，
Mathieu方程式, Lamé方程式, Ince方程式等に対して古くから研究が成されている（[9]参照）.

実数列 {λj}∞j=0 はスペクトルの判別式を用いて次のように定められる. y1(x, λ), y2(x, λ) を
それぞれ初期条件

(y1(+0, λ), y′
1(+0, λ)) = (1, 0)

および
(y2(+0, λ), y′

2(+0, λ)) = (0, 1)

を満たす方程式 (1), (2) の解とする. この時, 関数D(λ) = y1(2π + 0, λ) + y′
2(2π + 0, λ) を

σ(H1) の判別式という. D2(·) − 4 は加算無限個の零点を持つ. 実数列 {λj}∞j=0 はその零点を
重複度も込めて増大順に並べたものである. 行列

M(λ) =

(
m11(λ) m12(λ)

m21(λ) m22(λ)

)
=

(
y1(2π + 0, λ) y2(2π + 0, λ)

y′
1(2π + 0, λ) y′

2(2π + 0, λ)

)
をモノドロミー行列という. Floquet–Bloch の定理によれば,

σ(H1) = {λ ∈ R| |D(λ)| ≤ 2}

と表される. また, 退化したスペクトラルギャップ上の点全体の集合

B :=
∪
j∈N

Bj ∩ Bj+1

は

B = {λ ∈ R| M(λ) = E または M(λ) = −E}. (3)

と表される. 方程式 (1), (2) を解くことでモノドロミー行列の成分は次のように具体的に書
ける:

m11(λ) = cos2 κ
√

λ cos τ
√

λ +
β1 + β2√

λ
sin κ

√
λ cos κ

√
λ cos τ

√
λ

− sin2 κ
√

λ cos τ
√

λ +
β1√
λ

cos2 κ
√

λ sin τ
√

λ

+

(
β1β2

λ
− 2

)
sin κ

√
λ cos κ

√
λ sin τ

√
λ − β2√

λ
sin2 κ

√
λ sin τ

√
λ.

m21(λ) =
2√
λ

sin κ
√

λ cos κ
√

λ cos τ
√

λ +
β1 + β2

λ
sin2 κ

√
λ cos τ

√
λ

+
1√
λ

cos2 κ
√

λ sin τ
√

λ +
β1 + β2

λ
sin κ

√
λ cos κ

√
λ sin τ

√
λ

+
1√
λ

(
β1β2

λ
− 1

)
sin2 κ

√
λ sin τ

√
λ.
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m12(λ) = (β1 + β2 + β3) cos2 κ
√

λ cos τ
√

λ

+

(
−2

√
λ +

β1β3 + β2β3√
λ

)
sin κ

√
λ cos κ

√
λ cos τ

√
λ

−β3 sin2 κ
√

λ cos τ
√

λ +

(
β1β2 + β1β3√

λ
−

√
λ

)
cos2 κ

√
λ sin τ

√
λ

+

(
−β1 − β2 − 2β3 +

β1β2β3

λ

)
sin κ

√
λ cos κ

√
λ sin τ

√
λ

+

(√
λ − β2β3√

λ

)
sin2 κ

√
λ sin τ

√
λ.

m22(λ) = cos2 κ
√

λ cos τ
√

λ +
β1 + β2 + 2β3√

λ
sin κ

√
λ cos κ

√
λ cos τ

√
λ

+

(
β1β3 + β2β3

λ
− 1

)
sin2 κ

√
λ cos τ

√
λ

+
β2 + β3√

λ
cos2 κ

√
λ sin τ

√
λ

+

(
β1β2 + β2β3 + β1β3

λ
− 2

)
sin κ

√
λ cos κ

√
λ sin τ

√
λ

+

(
β1β2β3

λ3/2
− β1 + β3√

λ

)
sin2 κ

√
λ sin τ

√
λ.

本研究では，これらをモノドロミー行列に関する方程式 M(λ) = ±E に代入して解くことで，
退化したスペクトラルギャップの存在・非存在を調べた
上記の手法を用いて, 本研究で得た結果は次のものである.

定理 1. ([12]) κ2 = 2π − κ1, β1 + β2 − β3 6= 0, β1 6= β2 を仮定する. このとき, 次の (a), (b)

が成り立つ.

(a) β1 + β2 + β3 6= 0 または κ1/π 6∈ Q が成り立つとき, Λ = ∅ が成り立つ.

(b) β1 + β2 + β3 = 0, κ1/2π = q/p, (p, q) ∈ N2, gcd(p, q) = 1 ならば, Λ = pN が成り立つ.

次に，本研究の背景について述べる. 近年，半導体の技術の進歩に伴って，単層ナノチュー
ブ（直径 1～2ナノメートルほどの細長いチューブ）の中に閉じ込められた電子の振る舞いに
関する量子力学が注目を集めており，量子グラフ上の頂点における点相互作用の理論がさかん
に研究されている（[3, 4] 参照）. また，直線上の点相互作用の理論は，[1, 2] の大著において
多くの結果が取りまとめられている. その中でも，δ 型点相互作用は最も基本的な点相互作用
であり，周期的 δ型点相互作用に従う 1次元シュレディンガー作用素は，1次元結晶内の電子
のハミルトニアンを表すモデルとして，固体物理学の標準的な教科書に登場する ([7] 参照). δ

型点相互作用は，R. Kronig 氏および W. Penney 氏によって導入されたものである. クロー
ニッヒ・ペニーハミルトニアン

L1
1 := − d2

dx2
+ β

∑
l∈Z

δ(x − 2πl)) in L2(R), β ∈ R \ {0}
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に対する coexistence problem は, F. Gesztesy 氏, W. Holden 氏 および W. Kirsch 氏 [5]に
よって, 退化したスペクトラルギャップを持たないとして解かれた. 次に，基本周期内に δ 型
点相互作用が 2個ある場合の結果について述べる. β1, β2 ∈ R \ {0}, κ ∈ (0, 2π) とする. 論文
[13] において, 吉冨和志氏は，次の作用素に対する退化したスペクトラルギャップの存在・非
存在を調べた:

L2
1 = − d2

dx2
+

∑
l∈Z

(β1δ(x − κ − 2πl) + β2δ(x − 2πl)) in L2(R).

作用素 L2
1 に関して，次の結果が知られている.

(a) 退化したスペクトラルギャップが存在することの必要十分条件は β1 + β2 = 0 かつ
κ/π ∈ Q である.

(b) β1 + β2 = 0, κ/2π = m/n, (n,m) ∈ N2, gcd(n,m) = 1 ならば, 第 j番目のギャップが
退化することと j ∈ nN であることは同値である.

定理 1の結果はこれらの結果を，基本周期内に 3つの δ 型点相互作用がある場合のものに拡張
したものである.
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P=Miki U. Kobayashi (.S4), Yoshitaka Saiki (FZH4)yResearh Institute for Mathematial Sienes, Kyoto University, Kyoto 606-8502, Japan.y Department of Mathematis, Hokkaido University, Sapporo 060-0810, JapanabstratManifold strutures of the Lorenz system with sets of non-lassial parametervalues are investigated in terms of unstable periodi orbits embedded in theattrator. An angle between a stable manifold and an unstable manifold ofan unstable periodi orbit, whih is measured by using ovariant Lyapunovvetors, haraterizes a parameter at whih a periodi window related to theunstable periodi orbit emerges. In partiular, when an unstable periodi orbitat some parameter has low angle (high angle) between a stable manifold and anunstable manifold, the periodi window orresponding to the unstable periodiorbit exists near (away from) the parameter. Due to this fat, the windowsequene in a parameter spae is almost determined from the information at aparameter, even if a window is quite small.
1 IntrodutionChaoti dynamial systems are interesting researh �elds whih are studied not onlymathematis, physis and engineering but also biology and eonomis [1℄. There are stableperiodi regions inside haoti regions in a parameter spae in haoti dynamial systems,regarded as periodi windows. A onstrution of a periodi window is often related tothe saddle-node bifuration. A stable periodi orbit in a periodi window ollides withan unstable periodi orbit (UPO) at an edge of the window and the two periodi orbitsdisappear. At the same time, the periodi window vanishes away. It is known that greatmany periodi windows usually exist in a parameter spae. Therefore, periodi windowsare very ommon in nonlinear systems.In this paper, we larify the relation between a sequene of periodi windows in aparameter spae and manifold strutures of UPOs. Furthermore, we propose a methodto identify a sequene of periodi windows in a parameter spae by using the manifoldstrutures of UPOs at some parameter value.We use ovariant Lyapunov vetors (CLVs) to investigate manifold strutures, espe-ially the angle between a stable manifold and an unstable manifold of eah UPO. TheCLVs span the Oselede subspaes orresponding to eah Lyapunov exponent [4℄.
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2 Periodi windows as the origin of non-hyperboliityIn this setion, we disuss manifold strutures in the Lorenz system:_x = ��x + �y; _y = �xz + rx� y; _z = xy � bz: (1)In this paper, we �x � = 10; b = 8=3 and treat r as a ontrol parameter. In partiular, weuse parameter region in the neighborhood of r = 60, It is found that the Lorenz system ishyperboli at r = 28 and beomes non-hyperboli as r inreases [3, 5℄. Here we study theorigin of non-hyperboliity in the Lorenz system around r = 60. There are some studiesonjeturing that the parameter region around r = 60 is non-hyperboli.As is the ase with general haoti dynamial systems, there are quite many periodiwindows in the Lorenz system. A periodi window in the Lorenz system emerge via aninverse period doubling bifuration and �nishes by a saddle-node bifuration [5℄. In thispaper, we will ontinue to make use of the following symboli desription of periodiorbits: we will write an X everytime the orbit spirals round in x > 0 and a Y everytime itspirals round in x < 0 [5℄. The number of UPOs hanges at the end of a periodi windowwhere saddle-node bifuration ours. This implies that the end of a periodi window isa non-hyperboli parameter from mension above. We substantiate this idea on a rigorousbasis studying the CLVs (we will write CLVs at time n as vn).The knowledge of the CLVs allows estimating hyperboliity or non-hyperboliity bydetermining the angle between eah pair (j; k) of expanding (j) and ontrating (k) di-retions, �j;kn = os�1(jvjn � vknj)� 180=� [4℄. Remark that we will sometimes all an anglebetween a stable and an unstable manifolds as just an angle. Figure 1 shows the proba-bility density funtion �(�) of an angle between a tangent vetor of a stable manifold (v3n)and a tangent vetor of an unstable manifold (v1n). The distribution is bounded awayfrom 0 (degree) for the ase of r = 28, while arbitrarily small angles are found for thease of r = 60. From the results, we an onlude that the region r = 28 is hyperboli,and r = 60 is non-hyperboli.
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FIG. 1: The distribution of angles between stable and unstable manifolds at points on a haoti attratorfor r = 28(dashed line), r = 60(full line). The system at r = 28 is hyperboli, while r = 60 is non-hyperboli.Properties of haos an be haraterized in terms of UPOs embedded in the attrator[2℄. We think that manifold strutures an also be haraterized in terms of UPOs. Figure2 (left) shows a minimum angle between stable and unstable manifolds at points on eah ofnumerially deteted hundreds of UPOs at r = 60. It is found that some UPOs in r = 60have very small angles. This result suggests that non-hyperboliity is haraterized by
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minimum angle (degree) period r value at periodi window0.9950 5.2497 60.42461641.2405 4.7767 60.251.4678 5.2558 60.42461651.5729 5.7184 60.512.1250 4.3212 61.312.1157 6.2262 61.342.3200 4.7986 61.634.6246 3.8578 63.357.9627 3.3820 86.4015.1076 3.4090 118.1315.3580 2.9155 126.5217.4516 1.9409 154.4331.0077 0.9773 312.96Table 1: Relation between minimum angles of stable and unstable manifold at points on UPOs at r = 60and the position of the orresponding periodi window. Periodi windows orresponding to UPOs whihhave small (large) angles exist near (away from) the parameter.an unstable periodi orbit at a parameter has a low angle (high angle), the orrespond-ing periodi window exists near (away from) the parameter. This result gives us usefulapproah for �nding periodi windows inluding very small ones.Referenes[1℄ E. Ott, Chaos in Dynamial Systems (Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1993).[2℄ P. Cvitanovi�, Invariant Measurement of Strange Sets in Terms of Cyles, Phys. Rev.Lett., 61 (1988), 2729.[3℄ Y. Saiki and M. U. Kobayashi, Numerial Identi�ation of Nonhyperboliity of theLorenz Systems through Lyapunov Vetors, J. SIAM Lett., 2 (2010), 107[4℄ F. Ginelli, P. Poggi, A. Turhi, H. Chate, R. Livi and P. Politi, Charaterizing dy-namis with ovariant Lyapunov vetors, Phys. Rev. Lett., 99(13) (2007), 130601.[5℄ C. Sparrow, The Lorenz equations: Bifurations, haos, and strange attrators,(Springer-Verlag, New York, 1982).[6℄ M. U. Kobayashi and Y. Saiki, Periodi window as the origin of non hyperboliity insome haoti systems, in preparation.
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点分岐をもつ多項式族
満倉　英一 (首都大学東京 大学院理工学研究科)∗

代表的な，1次元力学系の分岐として，tangent bifurcation やperiod-doubling

bifurcationなどがある．本講演では，Du [1, 2]によって導入された，それらとは
異なる分岐であるpoint bifurcatonについて得られた結果を報告する．
連続写像の 1パラメータ族 f : R× R → Rを fa(x) = f(a, x)とする．このと
き f(a, x)が a = a0で周期nのpoint bifurcationをもつとは，次の条件 (P1)と
(P2)が成り立つときをいう．

(P1) fa0(x)はn周期点x0をもつ．

(P2) 任意の a ∈ (a0 − δ, a0) ∪ (a0, a0 + δ)に対して，faが (x0 − ϵ, x0 + ϵ)におい
てn周期点を持たないような，正の定数 δと ϵが存在する．

また，fが区間 [a1, a2]でbubbleをもつとは，ある点a0 ∈ (a1, a2)で faはすべ
ての周期の周期点をもち，fa1 , fa2はたかだか有限個の周期点をもつことをいう．
図 1は，先行研究である [4]によって示された fc(x) = x3 − 2x + cが [−2, 2]にお
いてbubbleをもつ状況をあらわしている．

図 1: fc(x) = x3 − 2x+ cに関する分岐図

連続写像の 2パラメータ族 f : R2 × R → Rを fa,b(x) = f(a, b, x)を考える．
このとき f(a, b, x)が (a, b) = (a0, b0)で simultaneous point bifurcations of

period-nをもつとは，次の条件 (S1)と (S2)が成り立つことをいう．

キーワード：Point bifurcations, two-sided bubbles
∗〒 192-0397 東京都八王子市南大沢 1-1 首都大学東京 大学院理工学研究科
e-mail: mitsukura-eiichi@ed.tmu.ac.jp
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(S1) fa0,b0(x)はn周期点x0 をもつ．

(S2) aパラメータ族 f(a, b0, x)は，周期 nの point bifurcationを x = x0, a = a0
でもち，bパラメータ族 f(a0, b, x)は，周期nのpoint bifurcationをx = x0,

b = b0でもつ.

Point bifurcationの存在を分岐図から観測するのは困難であるが，次のように連
続写像の1パラメータ族に関してpoint bifurcation持つための十分条件が，Li [4]

によって与えられている．

定理 1 (Li [4]). f : R× R→ Rを連続写像の1パラメータ族とし，f(c, x)は (c, x)

に関して 2回微分可能とする．また，x0を fc0(x)のn周期点とし，次の条件 (1),

(2), (3)が成り立つとする．

(1)
∂fn

∂x
(c0, x0) = 1,

(2)
∂fn

∂c
(c0, x0) = 0,

(3)
∂2fn

∂x2
(c0, x0) ·

∂2fn

∂c2
(c0, x0)−

(
∂2fn

∂x∂c
(c0, x0)

)2

> 0.

このとき，f(c, , x) は点x = x0, c = c0で周期nのpoint bifurcationをもつ．

主定理は次の通りである．

定理 2 (Mitsukura-Nishizawa [5]). 2パラメータの3次関数族f(a, b, x) = ax3+x+b

は周期3の simultaneous point bifurcationを (a, b) = (−4/3,±1)でもつ．さらに，
1パラメータ 3次関数族 f(−4/3, b, x) = (−4/3)x3 + x + bは two-sided bubbleを
区間 [−1, 1]でもつ.

ただし，連続写像の1パラメータ族f(b, x)が区間 [b1, b2]で，two-sided bubble

を持つとは，次の条件 (T1)と (T2)が成り立つときをいう．

(T1) ある b0 ∈ (b1, b2)において，fb0(x)はたかだか有限個の周期点をもつ．

(T2) fb1(x)とfb2(x)は任意の周期の周期点を持つ．

図2はf(b, x) = (−4/3)x3 + x+ bが区間 [−1, 1]で two-sided bubbleをもつ様子を
表している．
定理 2は，各々のパラメータに関し同時に point bifurcationをもつような 2パ
ラメータの 3次関数族の初めての例であり，[1, 2, 3, 4]等の先行研究では与え
られていないものである．定理 2の証明方針は，xの多項式 f(−4/3,±1, x) =

(−4/3)x3 + x ± 1が 3周期点 x−, x+ をもつことを示し，次に a パラメータ族
f(a,±1, x) = ax3 + x ± 1と bパラメータ族 f(−4/3, b, x) = (−4/3)x3 + x + b

が x = x±において，定理 1の 3つの条件をみたすことを示す，というものであ
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る．Sharkovskiiの定理 ([6])より b = ±1では，f(−4/3, b, x)が任意の周期の周期
点を持つことが分かるので，f(−4/3, b, x)が [−1, 1]で two-sided bubbleをもつこ
とを証明するには，f(−4/3, 0, x)が有限個の周期点しかもたないことを示せばよ
い．実際，f(−4/3, 0, x)の周期点集合が，1個の不動点と，2個の2周期点からな
ることは容易に検証できる．

b

x

図 2: fb(x) = −4
3
x3 + x+ bに関する分岐図
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ボルンの統計公式の再考 (BORN RULE REVISITED)

鹿野 豊 (YUTAKA SHIKANO)
東京工業大学大学院理工学研究科 & マサチューセッツ工科大学機械工学科

Abstract. 量子力学を使って記述される自然現象は、確率事象として捉えられてい
る。だがしかし、何の確率なのか？という問いに対していまだかつて答えられた人は
いない。ここでは、有限次元ヒルベルト空間上で定義された量子力学において、確率
をどのように捉えるべきか？ということに対して、情報理論的なアプローチを紹介
する。情報理論（特にベイズ理論）の観点から最小限操作で量子状態（ヒルベルト
空間上に定義された特殊な線形作用素の集合の元）の構成（Symmetric Complete

Information Positive Operator-Valued Measurement）からボルンの統計公式を
再解釈するという試みである。これが、確率論の意味論およびクリフォード群の構造
と深く関連しているということを本講演では紹介する。

1. 準備

量子力学の公理系は 1932 年に von Neumann が提出した公理系に従うことが多
い [1]。それをまとめると、

Axiom 1. ヒルベルト空間の存在とその元を量子状態と対応させる。そして、物理
量は Self-adjoint operatorで記述される。

Axiom 2. 量子状態は Schrödinger方程式による時間発展方程式によって記述される。

Axiom 3. Self-adjoint operator 𝐴 をスペクトル分解

(1) 𝐴 =

∫
𝑎∣𝑎⟩⟨𝑎∣𝑑𝑎

に対して、測定値 𝑎を得る確率は ∣∣∣𝑎⟩⟨𝑎∣𝜓∣∣2で表される。これを Bornの統計公式と
呼ぶ。ここで、∣⋅⟩はヒルベルト空間の元を表し、⟨⋅∣はその随伴空間の元である。な
ので、∣𝑎⟩⟨𝑎∣は線形作用素の部分空間への Projectorとなる。

Axiom 4. 合成系の量子状態を記述しようとした際に、ヒルベルト空間のテンソル
積で記述される。

となる。本講演の中では、Bornの統計公式に着目する。まず、そもそもここで言
う確率とはどのような意味を持っているのだろうか？更に踏み込めば、これをどのよ
うな確率空間の上に定義するのが良いのだろうか？という問題に直面する。２年前の
MCYR5の講演の中で、私は１つのアプローチを示した。

Theorem 1. 量子状態から Self-adjoint operatorのスペクトルへの写像を確率変数
とするような確率空間は物理量に依存する。

この問題を考えると、いわゆる Heisenbergの不確定性関係1

(2) Δ�̂�Δ𝑝 ≥ ℏ
2

1ここで用いる形は Kenard の不等式と呼ばれている。
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の分散の積は異なる確率空間上に定義された統計量に関する関係を示していること
になり、大変不思議に思えてくる。ここで、Δ⋅̂は ⋅の分散を表し、�̂�, 𝑝はそれぞれ掛
け算作用素、微分作用素をである (ただし、[�̂�, 𝑝] := �̂�𝑝 − 𝑝�̂� = 𝑖ℏを満たす。)。そ
こで、確率変数として weak valueというものを採用すると物理量に依存しない確率
空間が定義可能であることを示した [2]。
そこで今回の講演では、もっと確率論の観点を変え、ベイズ理論の観点からのア

プローチを紹介したい。また、本講演ではヒルベルト空間の次元は常に有限で考え
る。その前に量子測定に関して、簡単に復習をしておく。量子測定はある種の操作と
して捉えれており、Positive Operator-Valued Measure (POVM) というものでそれ
は以下の性質を満たすもので定義される。

Definition 1 (POVM). 写像𝑀𝑛: ℒ(ℋ) → ℝを考える。ここで ℒ(ℋ)はヒルベル
ト空間ℋからℋへの線形写像の空間を表す。{𝑀𝑛}が POVMを成すとは、

(1) 𝑀𝑛 が線形独立でかつ Positive Semi-definiteである。
(2)

∑
𝑀𝑛 = 𝐼 である。ここで、𝐼 は恒等作用素のことである。

の時である。

また、特別な場合として、𝑀𝑛がすべて射影作用素の場合のみ、その測定のことを
Projective Measurementと呼ぶ。量子力学の１つのセントラルドグマとして、どこ
かの段階では Projective Measurementをしなければならないという解釈がある2。
また、次のようにも考えうることができる。そもそも統計性しか見ることの出来

ない3。なので、量子状態もそのように記述するのが望ましいと考えるのが自然であ
る。そこで、密度作用素という概念を導入する。

Definition 2 (密度作用素). 𝜌 ∈ ℒ(ℋ)が密度作用素であるとは、
(1) 𝜌が線形独立であり、positive semi-definiteである。
(2) tr 𝜌 = 1

を満たすものである。

密度作用素をスペクトル分解すると、

(3) 𝜌 =
∑

𝑝𝑖∣𝑖⟩⟨𝑖∣
と表現することができる。この係数 𝑝𝑖 は ∣𝑖⟩という量子状態が確率 𝑝𝑖 で起こる統計
的状態として扱い、それを量子状態の記述に採用することにする。なので、以下で
は、量子状態を密度作用素で記述することにする。ただし、今までの量子状態の記述
の仕方を純粋状態と呼び、確率的に混合された状態を混合状態と呼ぶことにする。す
ると、簡単な計算から次のことが示すことができる。

Theorem 2. 𝜌が純粋状態 iff tr 𝜌2 = 1。

また、次の定理もある。

Theorem 3. 𝜌が純粋状態 iff tr 𝜌2 = tr 𝜌3。

そして、最後の準備としてベイズ理論を復習する。ベイズ理論は上で導入した密
度作用素の考えにかなり近い考え方である。というのも、全てを確率事象だと捉えな

2これには、反論する研究者も多いがここではこれを仮定して話を進めていく。
3１回の測定では何も決まらないという意味。例えば、サイコロを振るという事象を考える。サイコロ

は一見、その運動を記述すれば決定論的に決まっていると考えられるが、ランダムに振るという操作のど
のタイミングで確率現象が生じたかは定かではないだろう。しかし、確率現象として記述することはでき
ると考えるのが自然のように思える。それは確率というより、統計性の話であろう。
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おし、事前確率 Pr(𝐻𝑖)を与える。それから実際に起こる確率 (これを事後確率と呼
ぶ) を計算する計算式をベイズの公式と呼び、

(4) Pr(𝐷𝑗) =
∑
𝑖

Pr(𝐻𝑖) Pr(𝐷𝑗 ∣𝐻𝑖)

と書く。Pr(𝐷𝑗 ∣𝐻𝑖)は𝐻𝑖 が起こった後に𝐷𝑗 が起こる条件付き確率である。
さて、以下では量子測定過程においてもベイズ理論が適用できないかと考える。問

題は、どのように事前確率を決めるのかが問題であり、量子と古典との対応関係を見
た際に、その差異が見えるためにはどうすればよいだろうか？というものである。そ
のアプローチの１つが Symmetric Information Complete Positive Operator-Valued
Measure (SIC POVM) によるアプローチである。

2. Symmetric Information Complete Positive Operator-Valued
Measurementによるアプローチ

Definition 3 (SIC POVM [3]). dimℋ = 𝑑とする。{𝑀𝑖}𝑖=𝑑2

𝑖=1 が SIC POVMであ
るとは𝑀𝑖 = Π𝑖/𝑑であり、

(5) Π𝑖 = ∣𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖∣ s.t. trΠ𝑖Π𝑗 =
1

𝑑+ 1
(𝑖 ∕= 𝑗)

の条件を満たすものである。

これが何故、Symmetric Information Complete POVMと呼ばれているかという
と、次の性質を持っているからである。

(1) SIC POVMは線形作用素の空間 ℒ(ℋ)の基底であり、ℒ(ℋ)を覆う4。
(2) SIC POVMは rank-one projectionである。

つまり、SIC POVMを使って密度作用素 (𝜌 =
∑

𝑖 𝛼𝑖𝑀𝑖) を記述することができるは
ずである。そのために、Bornの統計公式を駆使し、

Pr(𝑗) = tr 𝜌𝑀𝑗 = tr
∑

𝑖 𝛼𝑖𝑀𝑖𝑀𝑗 =
1
𝑑2

∑
𝑖 𝛼𝑖Π𝑖Π𝑗

= 1
𝑑2

(∑
𝑖∕=𝑗 𝛼𝑖Π𝑖Π𝑗 + 𝛼𝑗 trΠ2

)
= 1

𝑑2(𝑑+1)

∑
𝑖∕=𝑗 𝛼𝑖 +

1
𝑑2𝛼𝑗 trΠ

2
𝑗(6)

これより、

(7) 𝑎𝑗 = 𝑑(𝑑+ 1)Pr(𝑗)− 1

と求まる。これにより、次のベイズ公式みたいなものが成り立つ。

Theorem 4.

(8) Pr(𝑗) = (𝑑+ 1)
∑
𝑖

Pr(𝑖) Pr(𝑗∣𝑖)− 1

が成り立つ。ただし、Pr(𝑗∣𝑖) = trΠ𝑖𝑃𝑗 とする。𝑃𝑗 は ∣𝑗⟩への projectorである。

4この性質を Information Complete と呼ぶ。
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Proof. 正攻法で計算をしていけばよい。

Pr(𝑗) = tr 𝜌𝑃𝑗 =
∑
𝑖

[
(𝑑+ 1)Pr(𝑖)− 1

𝑑

]
trΠ𝑖𝑃𝑗

= (𝑑+ 1)
∑
𝑖

Pr(𝑖) Pr(𝑗∣𝑖)− tr

[
1

𝑑

∑
𝑖

Π𝑖

]
= (𝑑+ 1)

∑
𝑖

Pr(𝑖) Pr(𝑗∣𝑖)− 1(9)

□
これは第１項のところに古典ベイズ公式を適用することができる。つまり、状況

としては量子状態 𝜌があり、事前確率は SIC POVMで計算されている。そこで実際
に Projective Measurementで測定したとする。すると、事後確率は式 (9)で与えら
れる。確かに、これは古典と量子の境としてこの式を採用することを考えてもよいか
もしれない。
しかし、SIC POVMは確率の特徴を捉えられるのではあるが、その存在証明は

いまだに任意の次元では行われていない。現在、著者の知る限り、2-13,15,19次元の
SIC POVMの存在が確認されている。また、この問題を考えやすくするために、SIC
fiducial stateというものを定義する。そのためには、Weyl-Heisenberg Groupでの
𝑋,𝑍 を導入する。

𝑋∣𝑖⟩ = ∣𝑖+ 1 mod 𝑑⟩(10)

𝑍∣𝑗⟩ = 𝜔𝑗 ∣𝑗⟩ 𝜔 = 𝑒
2𝜋𝑖
𝑑(11)

この際、

Definition 4 (SIC fiducial state). ∣𝜓⟩が SIC ficucial stateであるとは、

(12) ∣𝜓𝑖,𝑗⟩ = 𝑋𝑖𝑍𝑗 ∣𝜓⟩
から定義された ∣𝜓𝑖,𝑗⟩⟨𝜓𝑖,𝑗 ∣が SIC POVMを満たすことである。

この存在証明に対して数値計算より以下の Cojectureを提案した。

Conjecture 1 (Shikano [4]). For any prime dimension 𝑑 s.t. 𝑑 ≡ 3 mod 4 and
𝑑− 1 ≡ 0 mod 3, there do exist SIC fiducial state with (𝑑− 1)/3 parameters.
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On pulsative solution of the Lugiato-Lefever equation

宮路 智行 � 大西 勇 † 堤 誉志雄 ‡

1 イントロダクション

以下の散逸項と入力場を伴う非線形 Schrödinger方程式を考える：

i∂tE + b2∂2
xE + |E|2E = i (�E � iθE + Ein) , x ∈ T1, t > 0, (1)

ここで E(x, t) ∈ C, b2 > 0, θ ∈ R, and Ein > 0 である．一次元トーラス T1 と単位区間 [�1/2, 1/2) を同一

視する．(1) は非線形光学におけるパターン形成のモデル方程式として Lugiato と Lefever により導出され

た [4]．もし右辺が 0 なら，これは三次の非線形 Schrödinger方程式 (NLS)であり，多くの研究がなされて

いる．(1)の右辺は散逸，離調，空間一様な入力場を表す．NLSは孤立波状の解を持つ．これは波を空間全体

に広げようとする分散性と，波を集中させようとする非線形性の均衡により生じると理解される．数値シミュ

レーションによれば，あるパラメータ領域において (1)は孤立波状の定常解を持つ（図 1）[6]．これは分散性

と非線形性に加え，エネルギーの散逸と流入の均衡により生じる散逸構造であり，NLSのそれとは区別され

るべきものである．

各パラメータの変化とともに，(1)の解の振る舞いは変化する．ここでは，Ein を主な分岐パラメータと見

做し，Ein を色々変えて固定するごとに (1)に対する定常解の個数や安定性がどのように変化するかを問題と

する．もし Ein = 0 ならば，(1)の任意の初期値に対する解は時間の経過とともに 0 に漸近する．Ein を 0 よ

り少しだけ大きくすれば，0 よりも少し大きい空間一様な定常解に漸近すると予想できる．(1)に対する空間

一様な定常解 ES は次のように陰的に与えられる：

ES =
Ein

1 + i(θ � α)
, α = |ES |2. (2)

もし θ >
√

3 ならば，Ein が或る範囲にあるとき，ES は複数存在しうることがわかる．つまり，パラメータ

の変化とともに定常解の個数が変化する．

一方，もし θ <
√

3 ならば，Ein � 0 と α � 0 は一対一に対応する（ES は一意に定まる）ことに注意する．

我々の興味は空間的なパターン形成を導く定常解の不安定化にある．簡単のため，θ <
√

3 を仮定し，Ein の

代わりに α を分岐パラメータと見做す．未知関数 A(x, t) = u1(x, t) + iu2(x, t) を E = ES(1 + A) によって

導入すれば，(1) は次の系と同値である：
∂u1

∂t
= �b2∆u2 � u1 + (θ � α)u2 � α

(
2u1u2 + u2(u2

1 + u2
2)
)
,

∂u2

∂t
= b2∆u1 + (3α � θ)u1 � u2 + α

(
3u2

1 + u2
2 + u1(u2

1 + u2
2)
)
.

(3)

� 京都大学数理解析研究所
† 広島大学理学研究科数理分子生命理学専攻
‡ 京都大学数学教室
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図 1 数値シミュレーションで得られた孤立波状の定常解．遠方では空間一様定常解に漸近している．複

数のピークをもつ定常パルスが，同じパラメータ値で多数共存しうる．

ES は (3)の自明解に対応する．以下，(3)の自明解の分岐問題を考える．

2 単一モードの分岐

(3)を自明解のまわりで線形化する：

∂tv = Lv =
(

�1 �b2∂2
x + θ � α

b2∂2
x + 3α � θ �1

)
v, v = (v1, v2)T . (4)

線形化方程式の解を v = eλte2nπixϕ と仮定して代入すれば，2次正方行列の固有値問題の系列を得る：

Lnϕn =
(

�1 n2k2 + θ � α
�n2k2 + 3α � θ �1

)
ϕn, n ∈ Z, ϕ ∈ C2, (5)

ここで k = 2πb である．α < 1 ならば，Ln の全ての固有値の実部は負となり，(3)の自明解は線形安定であ

る．α � 1 に対しては，実部正の固有値が現れうる．図 2の曲線は，(θ を固定して)各 n について detLn = 0

となる (α, b) の集合である．図で b を固定して α を増大させ，この曲線を越えるとき，対応するモードの固

有値は 0 を通過し，自明解が不安定化する．このような不安定化は，genericには，非自明な解の分岐を伴う．

実際，Lyapunov-Schmidt法や中心多様体理論によって，分岐点の近傍で系の自由度を線形化作用素の零空間

の次元に縮約することにより証明できる．例えば，θ <
√

3, n ∈ N を任意に固定し，(2nπb)2 = 2 � θ となる

ように b をとる．このとき，α = 1 で L は 0 を固有値にもち，その固有空間は ψ(x) = 2�1/2 ( 1
1 ) exp(2nπix)

と ψ̄(x) で張られる．(u, α) = (0, 1) の近傍で，(3)の解を u = zψ + z̄ψ̄ + v の形で求めようとする．（分岐

問題に適用するには工夫が必要となるが）中心多様体定理により，v を z, ν の関数として解くことができ，中

心多様体上のベクトル場は十分小さい z ∈ C と ν = α � 1 に対して

ż = νz +
2(30θ � 41)
9(2 � θ)2

|z|2z + O(|z|5) (6)

で与えられる．この常微分方程式に対する小さい解を求めれば，(u, ν) = (0, 0) の近傍の (3)の解の様子がわ

かる．結局，(u, α) = (0, 1) の十分小さい近傍で (3)の非自明解について以下を得る：

1. θ < 41/30 ならば，α > 1 に対して，線形安定な非自明解（ロール解）が存在する．

2. θ > 41/30 ならば，α < 1 に対して，不安定な非自明（ロール解）が存在する．

θ = 41/30 のときは，(6)の三次の項が消える．(u, α, θ) = (0, 1, 41/30) は余次元 2 の分岐点になっている．

この周りで中心多様体上のベクトル場を 5 次の項まで導き解析することで，分岐点近傍では，θ > 41/30 の

とき，α の増大とともに，ある αf < 1 で安定及び不安定なロール解の組が現れ，不安定ロール解は α = 1 で

消えることがわかる（図 3参照）．
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図 2 図中の各曲線は (3)の自明解の中立安定曲線 {detLn = 0}(n ∈ N) をいくつか描いたものである．

横軸は k = 2πb，縦軸は α の値を表す．左図は θ = 1.2，右図は θ = 1.7 に設定している．各曲線より下

側の領域では自明解は対応するモードの摂動に対して線形安定，上側の領域では不安定となる．

図 3 (2nπb)2 = 2 − θc, θc = 41/30, n ∈ N のとき (u, α, θ) = (0, 1, θc) の近傍での分岐図．横軸は

ν = α − 1，縦軸は解のノルムを表す．左図は θ < θc，θ > θc のとき α に対する定常解の依存性を示す．

実線は安定な定常解，破線は不安定な定常解である．

3 モード間相互作用

図 2 で，曲線の各交点は二つの異なる Fourierモードが同時に不安定化する臨界点 (α, b) に対応する．特

に，自明解の最初の分岐として，n-モードと (n + 1)-モードが同時に不安定化しうる．多重臨界点の近傍で

は，自明解から分岐した解がさらに二次分岐するなど，豊富な構造の存在が予期される．ここでも，中心多様

体縮約によって分岐点近傍での解を調べることができる．中心多様体縮約は，元の系のもつ対称性を保ったま

ま行えることに注意する．今の場合，中心多様体上の流れは，空間変数の平行移動と反転に由来する O(2) の

作用と可換な C2 上のベクトル場で定まる．この対称性から，ベクトル場の形や解のもつ対称性について先験

的な情報を得ることができる．これらのモード間の相互作用を解析し，自明解から分岐したロール解の枝から

複合モード解が分岐しうることを証明できる [5]．特に，θ > 41/30 かつ臨界波数 n が十分大きい（対応する

b が十分小さい）とき，不安定なロール解から不安定な複合モード解が二つ分岐することが証明できる．これ

らは不安定であるが，図 4に示すように，断続的に fold分岐を起こす解の枝芽となっていることが数値的に示

唆される．数値シミュレーションによれば，この二本の枝は空間局在的な定常解に対応する（図 1参照）．二

次分岐として現れた複合モード解は α の減少とともに空間的に局在化されていく．これらは左側の折れ曲が

りで安定性を獲得し，右側の折れ曲がりで局在的なピークの個数を二つ増やす．二本の枝はそれぞれ奇数個，

偶数個のピークをもつ定常解に対応する．

4 展望

図 4 と似た分岐構造は，R 上の (1) や他の散逸系の方程式でも観察される．これは homoclinic snaking

と呼ばれ，特に Swift-Hohenberg 方程式をモデルケースとしてこの十数年間多くの研究がなされている．
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図 4 b = 1/64, θ = 1.7 に対して数値的に得た分岐図．横軸に α，縦軸に解のノルムを示す．右図は分

岐点近傍の拡大図である．自明解から分岐した二つのロール解の枝の一方から複合モード解の枝が二つ分

岐している．分岐点から離れるにつれ，複合モード解の形状はパルス状になっていく．図中で “odd” と

“even”はそれぞれパルス解のピークの個数の偶奇を表す．

homoclinic snakingの要諦は，定常問題を記述する方程式系で定義される力学系におけるホモクリニック軌

道の分岐にあると言える．[3]には局在構造と snakingに関する未解決問題がまとめられている．

空間二次元の (1)においても空間局在的な定常解の存在が数値シミュレーションで知られている [1]．これ

も，あるパラメータ領域で安定なものと不安定なものの組で現れるが，空間一次元のときと異なり，安定なパ

ルス解が Hopf分岐により不安定化する．これは，パラメータの変化とともに，定常解のまわりでの線形化作

用素の複素共役な固有値の組が虚軸を跨いで不安定化するもので，時間的な振動パターンの分岐を誘発する．

結果として，空間二次元の (1)では oscillonと呼ばれる空間局在的な時間周期的解が存在しうる．その分岐構

造や空間に複数配置した oscillon間の相互作用，結合振動子系としての振る舞いに興味を持っている．

実際の実験においてはノイズの混入を避けられない．(1) の場合，自然な問題設定として，空間一様な入

力場 Ein に関連して加法的なホワイトノイズを含む系を考えることができる．数値シミュレーションで存

在が示唆される (1) の安定な定常解はノイズの摂動のもとでも安定だろうか？一つのアプローチとして，

Freidlin-Wentzellの大偏差原理 [2]の観点から，数学理論及び数値シミュレーションにより研究を行っている．
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密度勾配依存応力モデルにおける単純剪断流の
定常解の存在と一意性について

中野 直人1

芝浦工業大学工学部非常勤講師　慶應義塾大学訪問研究員

1 Introduction

We are concerned with a flow of a continuum model with the density gradient- dependent stress tensor

as follows: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

%t + div(%v) = 0 in Ω,

%
Dv

Dt
= divT+ %b in Ω,

T = (−p+ a1divv + a2trM)I+ a3D+ a4M in Ω.

(1)

Here, Ω (⊂ R3) is a domain where a material occupies; x = (x, y, z)T ∈ Ω; v = (v1, v2, v3)
T(x, t) is

the velocity vector field; % = %(x, t) is the density; p(%) = p(%(x, t)) is the pressure of barotropic type;
D
Dt =

∂
∂ t + (v · ∇); T is the Cauchy stress tensor; b = (b1, b2, b3)

T(x, t) is the external body forces;

(divT)i = ∂Ti1
∂x + ∂Ti2

∂y + ∂Ti3
∂z ; D(v) =

1
2 (∇v + [∇v]T) is the symmetric part of the velocity gradient;

M = ∇%⊗∇% the symmetric tensor corresponding to the density gradient; aj(%) = aj(%(x, t)) is material
moduli.

This system (1) arises from a study of flow of granular materials. Granular bodies are naturally

inhomogeneous and consist of grains. Since effect of interstices of the particles on motion may not

negligible, a term corresponding to inhomogeneity of the body should appear in the constitutive equation

for a flow of such matter (see, for example, [1]).

In this talk, in order to investigate the influence of dependence of the density gradient on a flow

explicitly, we study several cases of steady simple shear flows of the above model (1), namely, a flow on

an inclined plane and a flow between vertical planes.

2 Steady simple shear flow on an inclined plane

We consider the steady planar flow model as follows. In this case we assume that Ω = {(x, y, z)|0 < y <
h}, v = (u(y), 0, 0)T, % = %(y) and b = (g sin θ,−g cos θ, 0)T with acceleration gravity g and the angle
of inclination θ.

In this case for boundary conditions we assign the balance between the external pressure and the

stress vector at the surface, and Navier’s slip on the bed, namely

surface (y = h) Tn = −pen, bed (y = 0) v + kΠTn = 0,

1e-mail: nakano.naoto@gmail.com
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Figure 1: steady simple shear flow down on an inclined plane

where pe is the external pressure, k the slip rate, Πf = f − (f · n)n the tangential part, n the unit
outward normal to the boundary.

Consequently, we derive the boundary value problem of the second order ordinary differential equa-

tions for steady simple shear flows:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(a3(%(y))u

0(y))0/2 + %(y)g sin θ = 0 for 0 < y < h,

{−p(%(y)) + (a(%(y)))(%0(y))2}0 − %(y)g cos θ = 0 for 0 < y < h,

a3(%(h))u
0(h) = 0, −p(%(h)) + a(%(h))(%0(h))2 = −pe,

u(0)− ka3(%(0))u0(0) = 0,

(2)

where a(%) = a2(%) + a4(%).

Taking into account the boundary conditions (2)3 and (2)5, the velocity u(y) can be uniquely deter-

mined by % in the following formula:

u(y) = k

Z h

0

2%(s)g sin θds+

Z y

0

2dη

a3(%(η))

Z h

η

%(s)g sin θds.

Thus we only need to consider the problem for %, i.e.,(
{−p(%(y)) + (a(%(y)))(%0(y))2}0 − %(y)g cos θ = 0 for 0 < y < h,

−p(%(h)) + a(%(h))(%0(h))2 = −pe.
(3)

We proved the existence theorem for problem (3), thus we can ultimately obtain a solution for (2).

Theorem 2.1 Let a ≡ const. < 0, h > 0, pe > 0, p0 > 0, −a > 0, g > 0, 0 ≤ θ < π/2, b > 0, d ≥ 0,
and −ad2 = pe − p0b. Problem (3) has a positive solution % satisfying

%0(y) ≤ 0, %(h) = b, %0(h) = −d, % ∈ C1[0, h], (4)

and a solution holding (4) is unique.
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3 Steady Simple Shear Flow between vertical planes

Here, we focus on Poiseulle flows between vertical planes. In this case let Ω = {−h < y < h},
v = (u(y), 0, 0)T, % = %(y) and b = (g, 0, 0)T. Therefore we arrive at the following governing equations.(

(a3(%)u
0(y))0/2 = −%g for − h < y < h,

{−p(%) + a(%)(%0(y))2}0 = 0 for − h < y < h.
(5)

Similarly, in this problem the velocity u can be also determined by % under appropriate boundary

conditions for u. Hence, we only consider the problem for % (5)2

Figure 2: (i) planar Poiseuille flow (ii) planar Couette flow

Here, we assume the following form of p and a such as

p(%) = p0% (p0 > 0), a(%) = a0% (a0 < 0). (6)

Due to (5)2 and (6) we obtain the equation as follows:

(%0)2 =
−C
−a0%

− p0
−a0

(7)

with C = −p(%(h))+a(%(h))(%0(h))2 < 0, which can be determined by appropriate boundary conditions
for %. Let R = −C

2p0
and κ =

q
−a0
p0

then a solution % can be represented by the following parametric

representation (
% = R(1− cos θ),
y = κR(θ − sin θ),

(8)

and the domain of θ is determined by the boundary conditions for %. Thus the solution of (7) is

represented as a scaled cycloid (8). Taking into account the brachistochrone problem, it may imply that

there exists the effective energy in the flow described by (5).

Moreover, in the Sobolev’s sence of derivatives, the equation (7) admits solutions which have the

discontinuity of the density gradient for some special cases. Then the solution can have two maximal

－225－



points in −h < y < h. This is also special characteristic which is completely defferent from Hagen-

Poiseulle flows.

When a0 = 0, the model equation considered in this talk coincides the usual Poiseuille flow of Navier-

Stokes equation. It is easy to see that the solution of (5) also converges to the exact solution of the

usual Poiseuille flow as a0 → 0. In the case a0 → 0, κ in (8) also converges to 0. This and the figures

below may imply that a0 (or κ) has some relation to the coarseness of the material and the convergence

indicates its scale limit.

Figure 3: Density and velocity profiles

For planar Couette flow the governing equations can be also decoupled and reduced to the integral

equation for the density. The solution is also described by the same parametric representation (8). In

certain special cases the solution is not unique, namely, the constant density function solves the problem

besides the solution given by (8). Interestingly, the constant density is not always linearly stable, due

to the term concerning the interaction between deformation and the material inhomogeneity, viz. D∇%.
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非線形モデル現象にみられる間欠性と経済予測

石山健一（成蹊大学）

Email: ishiyama00026@cc.seikei.ac.jp

概 要

この論文では，簡単な乗数加速度モデルを一般化した場合，主要マクロ経済変数の振る舞いに間欠性
がみられるようになることを例示する。間欠現象が起こる経済メカニズムを明らかにし，景気の良い状態
がどれだけ続くかに関するべき則をとらえることは，複雑な景気変動に対する予測や制御を行うために有
用であると考えられる。

1 はじめに

景気循環は，経済成長と同様に，よく知られた経済現象である。マクロ経済学の主たる目的のひとつは，

このような現象がどのようにして起こるのかを解明することである。Samuelson (1939)は乗数効果と加速度
原理という既存の２つのマクロ経済理論を組合わせることによって，景気変動をモデル化した。Hicks (1950)
は Samuelsonのモデルにおいて線形の投資関数を仮定したことが持続的な景気循環の再現を妨げているこ
とを指摘し，それをより現実的な区分線形の投資関数に置換して，Samuelsonモデルを改良した。さらに，
Puu (1989)では，より尤もらしい循環を再現するようにHicks (1950)の投資関数と貯蓄関数が修正されて
いる。Puu (1989)で提示されたモデルは，現在に至るまでに様々な角度から研究されている。1本稿では，

Puu (1989)によって提示された３次の非線形投資関数の一般化について考察する。その結果，Chian (2007)
が van der Pol振動子の強制振動を例に挙げて示したように，規則的振る舞いを再現するパラメータ設定と
カオス的振る舞いを再現するパラメータ設定の間に間欠現象が現れるようになることが明らかにされる。

本稿の構成は次の通りである。第２節で，我々は Saumelson-Hicksモデルを Puu (1989)が提示した方法
に沿って拡張する。第３節では，その一般化モデルの均衡の安定条件について議論する。モデルの動学的特

性については第４節で分析する。第５節では結論を述べる。

2 モデル

基本的な乗数加速度モデルは次の３つの方程式から成り立つ。

It = ν(Yt−1 − Yt−2), (1)

Ct = (1 − s)Yt−1, (2)

Yt = It + Ct. (3)

ここで，Itは投資水準，Ytは所得，Ctは消費をそれぞれ表し，添字の tはこれらのマクロ変量が t期の期

首から期末の間で集計された量であることを意味する。また，ν は加速度係数とよばれる定数，そして，s

は貯蓄性向，すなわち，所得の増分がどれだけ消費に向けられるかを表す値であり，これも一定と考える。

1例えば，Puu Sushko (2004)。
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本稿では，式 (1)を次のように一般化する。

It =
4∑

j=1

νj(Yt−1 − Yt−2)2j−1. (4)

ここで，式 (4)の右辺の非線形項は Puu (1989)において仮定された３次の非線形性と同じ意味を持つと考
えられる。すなわち，モデルで明示的に取り扱われていない政府の役割がそこにはこめられており，経済が

均衡から大きく外れたときに政府によって投資水準がある程度制御されると想定している。2

Puu (1989)に従い，我々は次のような消費関数を仮定する。

Ct = (1 − s)Yt−1 + sYt−2. (5)

式 (5)の右辺第２項は t − 1期において貯蓄された所得を意味する。
式 (3), (4),ないし (5)を要約して，新たな変数 Zt = Yt+1 − Yt を導入すると，次のような簡単な非線形

モデルが得られる。

Zt =
4∑

j=1

ajZ
2j−1
t−1 . (6)

ここで a1 = ν1 − sであり，j = 2, 3, 4に対して aj = νj とする。これ以降においては，式 (6)によって記述
される動学システムについて議論を進める。

3 均衡の存在と局所的安定性

本節では，動学システム (6)に関して，Zt−1-Zt平面の第１象限における均衡の安定性について議論する。
3 簡単のために，(Zt−1, Zt)の軌道が

D = {(x, y) ∈ R2|0 < x < 1, 0 < y < 1}

に限られるようにパラメータを設定する。かくて，Dに１つ，２つ，あるいは３つの非自明な均衡点が存

在しうる。Dに２つの均衡が存在するのは特定の a1の値の場合のみである。そして，上述のパラメータ設

定により，関数

f(Z) = a1Z + a2Z
3 + a3Z

5 + a4Z
7 (7)

については，次の性質が成り立つ。

0 < f(Z) < 1 (0 < Z < 1), (8)

f ′(0) > 1. (9)

不等式 (9)は，システムの自明な均衡である原点が局所的に不安定であることを意味する。図１に示される
ように，Dに２つの均衡が存在するならば，式 (7)を次のように書き直すことができる。

f(Z) = Z(Z − Z∗∗)2(Z + Z∗∗)2
(

a4Z
2 +

a∗
1 − 1
Z4
∗∗

)
+ Z. (10)

2ただし，この非線形関数の正当性を主張するには，より精緻な理論，あるいはそれを裏付ける実証データが必要である。
3Z は国民所得の増分を表しているので，Z の変動を正の数に限定することは，経済が常にプラス成長することを意味する。
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ここで a∗
1 は a1の臨界値であり，Z∗と Z∗∗ （Z∗∗ < Z∗とする）

がDにおける Z の均衡水準である。図１において，Z∗∗の水準

は明らかに局所的に安定である。他方，Z∗の水準は，この図に

おいては

f ′(Z∗) < −1 (11)

が成り立つ場合に限って局所的に不安定である。
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Z
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図 1: 関数 f(Zt−1)
(a1 = a∗

1 の場合)

4 動学的特性

前節では，領域Dに局所的に安定な均衡と局所的に不安定な均衡が１つずつ存在する場合における関数

f(Z)の性質を示した。しかし，現実には f(Z)が常に上述の性質を満たすことはないと考えられる。実際，
貯蓄行動に関するわずかな変化がDにおける均衡の個数を変えうるのである。本節では，このようなわず

かな変化が経済変動にどのような結果をもたらすかについて議論する。

まず，パラメータ a1が a∗
1 に等しく，条件 (8), (9), (11)が成り立つとする。このとき，a1のわずかな増

加はDにおける不安定な定常点には影響を与えないが，安定な定常点に対しては，これを消滅させてしま

う。かようにして，このわずかな変化はシステムの動学的特性を劇的に変えうるのである。このような状況

下では，安定な周期軌道またはカオス軌道が出現する。

パラメータ設定のある範囲に対するモデルの動学的特性を調べる

ため，数値計算を実行した。図２は，2.55 ≤ a1 ≤ 2.65の範囲の
各 a1 の値に対して，0 < Z < 1を満たす様々な Z から出発した

場合の変動をプロットしたものである。ただし，移行過程は除去

している。他のパラメータは a2 ≈ −9.81668, a3 ≈ 18.96514,
a4 = −11.36375, Z∗∗ = 0.64に固定した。Z の動学に関して，

a∗
1 = 2.62で局所的に安定な均衡が消滅した直後に大きな変化が
あったことがこの図から読み取れる。また， 2.55 ≤ a1 ≤ 2.62
の場合，D上の任意の点から出発した Z はある均衡点に収束し

ているが，2.62 < a1 ≤ 2.65の場合は，Z がカオス的に振舞って

いるようにみえる。とくに，局所的分岐の直後においては Z の

間欠的振る舞いが観察される。このことが，一般化された乗数

加速度モデルの最も重要な特性である。
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図 2: パラメータ a1 の関数として

の Z の分岐図

曲線 f(Z)は a1 = 2.62のときには，(0.64, 0.64)で４５度線に接しているが，例えば，a1 = 2.621のとき
には図３に示されるように４５度線と曲線の間に隙間ができている。この場合，経済はこの狭い隙間を長

い時間をかけて通過するので，Z の変動は図４に例示されるように間欠的になるのである。このような現

象は Pomeau and Manneville (1980)によって既に研究されている。
図４から明らかなように，Zが極大になってから再び極大になるまでの期間，すなわち景気循環の長さは

一定ではない。その期間は確率的に分布するとみなすことができるだろう。そして，その分布は曲線 f(Z)
と４５度線の間に開いた経路の幅によって異なると考えられる。経路が狭ければ，そこを通過するのに非常

に長い時間を要するのに対し，f(Z)が上にシフトして幅が広がると，そこを短期間で通過できるようにな
るからである。もし，a1が a∗

1に近い値でかつ a1 > a∗
1 であるならば，景気循環の平均的な長さの逆数は貯

蓄性向 sのべき乗で表せるであろう。図５には，a1（あるいは ν1 − s)と景気循環の平均的な長さの関係が
プロットされている。この図は，a1が a∗

1よりわずかに大きいときに貯蓄性向の微小な変化が景気循環に対

してどのような影響を及ぼすかが予測可能であることを示唆している。
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5 結語

本稿では，一般化した非線形乗数加速度モデルを提示した。このモデルは間欠性を伴う景気循環を再現す

ることができる。この現象は非自明な固定点に関する局所的分岐の直後に観察されうる。間欠性が現れる

仕組みを理解し，景気循環の長さに関するべき則を捉えることは，複雑な景気変動を制御，あるいは予測す

る上で有用であると考えられる。簡単化のため，ここでの議論は特定のモデルに限定されているが，様々な

非線形マクロ経済モデルに対しても同様の結果が得られると想定される。
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Modulus of continuity of p -Dirichlet solutions

in a metric measure space

伊藤翼 (北海道大学大学院理学院数学専攻)

概要

距離測度空間 X が２倍条件と (1, p)-Poincaré不等式を満たすと仮定して，Ωを X 上の有界

正則領域とする．∂Ω 上の関数 f が連続とすると， f に対する Ω 上の p-Dirichlet 問題の解は

Ω 上 p-調和で，境界まで連続になることが知られている．境界関数 f が良い連続性を持つと

き， f に対する Ω上の p-Dirichlet問題の解も良い連続性を持つか考えていき，Ωの特徴付け

を行う．

1 Preliminaries

本稿で出てくる (1, p)-Poincaré不等式，p-調和関数，p-Dirichlet問題，p-容量，p-調和関数など

の定義については Aikawa-Shanmugalingam[3]を参照していただきたい．

X = (X, d, µ)を完備連結な距離測度空間とし，dは X上の距離，µは X上の正則 Borel測度で，任

意の有界開集合 U に対して 0 < µ(U) < ∞を満たすとする．さらに X は２倍条件と (1, p)-Poincaré

不等式 (1 < p < ∞) を満たすと仮定する．Capp は p-容量を表すとし，Ω ⊂ X は有界領域で

Capp(X \Ω) > 0を満たすとする．このとき p-調和関数を定義できて，Ω上で p-Dirichlet問題を考

えることができる．

f を ∂Ω上の関数として，PΩ f を f に対する Ω上の Perron解とする．ξ ∈ ∂Ωが正則境界点で
あるとは，∂Ω上の任意の連続関数 f に対して limx→ξ PΩ f (x) = f (ξ)となることとし，任意の境界

点が正則境界点になるとき Ωは正則であるという．Ωが正則であるとき，∂Ω上の連続関数 f に対

して PΩ f は Ω上 p-調和で Ω上連続になることが知られている．以後 Ωは正則と仮定する．ここ

で次のことが考えられる．

Question 1.1. f が良い連続性を持つとき，PΩ f も良い連続性を持つのか？

Aikawa-Shanmugalingam[3]の中で連続性として Hölder連続性を考えて Ωの特徴付けを行って

いる．また Aikawa[2]では Euclid空間上の通常の Dirichlet解において，より一般の連続性を扱っ

ている．

連続性を考える上で関数族Mを

M =
{
ψ : (0,∞)→ (0,∞) : ψは非減少な凹関数, lim

t→0
ψ(t) = 0

}
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と定義する．0 ≤ α ≤ 1，β ∈ R，t0 > 0に対して

ψαβ(t) =

tα(− log t)−β for 0 < t < t0,

tα0 (− log t0)−β for t ≥ t0.

とし，t0 を十分小さくとると ψαβ ∈ Mとできる．特に φα = ψα0 とおき，X 上の関数 f が α-Hölder

連続であるとは | f (x) − f (y)| ≤ Cφα(d(x, y))を満たすときをいう．

ψ ∈ M，E ⊂ X，E 上の有界連続関数 f に対して

∥ f ∥ψ,E = sup
x∈E
| f (x)| + sup

x,y∈E
x,y

| f (x) − f (y)|
ψ(d(x, y))

と定義し，∥ f ∥ψ,E < ∞となるもの全体を Λψ(E)と書くことにする．ここで，ψ ∈ Mに対して

∥PΩ∥ψ→ψ = sup
f∈Λψ(∂Ω)
∥ f ∥ψ,∂Ω,0

∥PΩ f ∥ψ,Ω
∥ f ∥ψ,∂Ω

.

と定義する．Question 1.1を考えるには ∥PΩ∥ψ→ψ < ∞となるか考えれば良い．
ψ, φ ∈ Mに対して

φ(s)
φ(r)

≤ C
ψ(s)
ψ(r)

for 0 < s < r < r0.

となる正定数 C と r0 が存在するとき φ - ψと書くことにする．

Kinnunen-Shanmugalingam[4] の中で，ある定数 α0 ∈ (0, 1] が存在して Ω 上の p-調和関数は局

所 α0-Hölder連続になることが示されている．ここで

M0 = {ψ ∈ M : tα0 - ψ(t)}

と定義する．0 < α < α0，β ∈ Rまたは α = 0，β > 0を満たすとき ψαβ ∈ M0 となる．一方 α = α0，

β < 0のときは ψα0β <M0 となる．これよりM0  Mがわかり，本稿ではM0 に対する連続性を

考える．

2 Results

U ⊂ X を開集合，E ⊂ ∂U を Berel集合とするとき，ωp(E,U)で U における E の p-調和測度を

表すことにする．p-調和測度には２つの減衰条件 GHMD(ψ)と LHMD(ψ)を考えることができる．

定義 2.1. ψ ∈ M0 とする．ψ に関して大域調和測度減衰条件 (Global Harmonic Measure Decay

property ; GHMD(ψ))を満たすとは，ある正定数 C と r0 が存在して

ωp(x, ∂Ω \ B(a, r),Ω) ≤ C
ψ(d(x, a))
ψ(r)

for x ∈ Ω ∩ B(a, r)

が任意の a ∈ ∂Ω，0 < r < r0 に対して成り立つこととする．また ψに関して局所調和測度減衰条

件 (Local Harmonic Measure Decay property ; LHMD(ψ))を満たすとは，ある正定数 C と r0 が存
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在して

ωp(x,Ω ∩ ∂B(a, r),Ω ∩ B(a, r)) ≤ C
ψ(d(x, a))
ψ(r)

for x ∈ Ω ∩ B(a, r)

が任意の a ∈ ∂Ω，0 < r < r0 に対して成り立つこととする．

a ∈ ∂Ω，ψ ∈ M0 に対して試験関数 τa,ψ を τa,ψ(ξ) = ψ(d(ξ, a)) (ξ ∈ ∂Ω)とする．このとき次の定

理が成り立つ．

定理 2.2. Ωを有界正則領域とする．ψ ∈ M0 に対して以下の条件を考える．

(i) ∥PΩ∥ψ→ψ < ∞.

(ii) ある正定数 C > 0が存在して

PΩτa,ψ ≤ Cψ(d(x, a)) for x ∈ Ω,

が任意の a ∈ ∂Ωに対して成り立つ.

(iii) Ωが GHMD(ψ)を満たす.

(iv) Ωが LHMD(ψ)を満たす.

このとき
(i)⇐⇒ (ii) =⇒ (iii)⇐= (iv).

が成り立つ．

Aikawa[2]の中で Euclid空間の通常の Dirichlet解に対して同様の定理が示されていて，そこで

は ψ ∈ Mとしている．定理 2.2の証明には p-調和関数が局所 α0-Hölder連続になることを使うた

め ψ ∈ M0 とする必要がある．

また ψαβ に対しては次の定理が成り立つ．

定理 2.3. Ωを有界正則領域とする．ここで以下の条件を考える．

(i) 0 < α < α′ < α0，β, β′ ∈ R.

(ii) 0 = α < α′ < α0，β > 0, β′ ∈ R.

(iii) α = α′ = 0，0 < β < β′.

(i)，(ii)，(iii) のいずれかが成り立つとする．このとき Ω が LHMD(ψα′β′ ) を満たすならば

∥PΩ∥ψαβ→ψαβ < ∞が成り立つ.

次に Ωの幾何的な特徴付けを与える．

定義 2.4. E ⊂ Ωが容量密度条件 (capacity density condition ; p-CDC)を満たすとは，ある正定数

C と r0 が存在して
Capp(E ∩ B(x, r), B(x.2r))

Capp(B(x, r), B(x, 2r))
≥ C

が任意の x ∈ E，0 < r < r0 に対して成り立つこととする．
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定義 2.5. Q > 0とする．X が Ahlfors Q-正則であるとはある正定数 C が存在して

C−1rQ ≤ µ(B(x, r)) ≤ CrQ

が任意の x ∈ X，r > 0に対して成り立つこととする．

容量密度条件を使って ∥PΩ∥ψαβ→ψαβ < ∞を満たす Ωを特徴付けることができる．

定理 2.6. Ωを有界正則領域とする．

(i) X \Ωが p-CDC を満たすとき，ある定数 0 < α1 ≤ α0 が存在して任意の 0 < α < α1，β ∈ R
に対して ∥PΩ∥ψαβ→ψαβ < ∞が成り立つ．

(ii) 逆にある定数 0 < α ≤ α0，β ∈ Rに対して 0 < α1 ≤ α0 が成り立つと仮定する．さらに X が

Ahlfors Q-正則 (p ≤ Q)とすると，X \Ωは p-CDC を満たす．

Aikawa-Shanmugalingam[3]の中で Hölder連続性 (β = 0)に対して示されていて，定理 2.6では

β , 0であっても同様の結果が成り立つことを主張している．また α = 0のときは次が成り立つ．

定理 2.7. Ω を有界正則領域とする．X \ Ω が p-CDC を満たすとき，任意の β > 0 に対して

∥PΩ∥ψ0β→ψ0β < ∞が成り立つ．
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トカマクにおける電磁流体力学シミュレーションに対する

CIP-MOCCT法の適用

上田亮介，松本裕，板垣正文，及川俊一

北海道大学大学院工学研究科

1 はじめに

核融合反応は将来の基幹エネルギーの候補として，大きく期待されるエネルギー源である. しかし，この反

応は地球上では非常に高温な状態でなければ起きず，しかも不安定である. 核融合プラズマの巨視的な不安定

性を解析する手法として，Magnetohydrodynamics(MHD)方程式を数値的に解き，その時間発展をしらべる手

法がある. このような解析は核融合炉実現のための重要な研究課題である.

本研究では，MHD解析を行うためのシミュレーションコードを開発し，核融合プラズマの解析を行うこと

を目的としている. 3次元解析を行うため，計算コストが少なく高精度である CIP-MOCCT法を計算スキーム

に使用した. また，開発したコードをトカマクと呼ばれる形式の核融合装置に適用し，その数値解析を試みた.

2 MHD方程式

本研究で用いている無次元化されたMHD方程式系は次のように表される.

∂ρ

∂t
+ V · ∇ρ = −ρ∇ · V (1)

∂V
∂t
+ V · ∇V =

1

ρ
(−∇P + J × B + ∇ ·Φ) (2)

∂P
∂t
+ V · ∇P = −γP∇ · V + (γ − 1)(Φ : ∇V + ηJ2) (3)

∂B
∂t
= −∇ × E (4)

E = −V × B + ηJ (5)

J = ∇ × B (6)

∇ · B = 0 (7)

ここで，ρ，V， P， B， E， J，Φは順に密度，速度，圧力，磁場 (磁束密度)，電場，電流密度，粘性応力テ

ンソルであり，t， γ， ηはそれぞれ時間，比熱比，抵抗率を表している.

3 計算手法

本研究で用いている MHD 方程式を解くための計算手法である CIP-MOCCT 法 [1] は，CIP(Constrained

Interpolation Profile) 法 [2] と MOCCT 法 [5] を組み合わせた計算スキームである. この節では CIP 法と

MOCCT法について述べる.
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3.1 CIP法

MHD方程式系の式 (1)-(3)はそれぞれ，電磁流体の連続の式，運動方程式，エネルギーの式を表している.

本研究で開発したコードでは，これらの式に CIP法 [2]を適用する. CIP法は流体力学をはじめとして様々な

分野で応用されている計算手法である. CIP法では格子点上の関数値とその微分値をそれぞれ独立な物理変数

として用いる. このようにすることで，衝撃波などの値が急激に変化する現象を，精度よく解くことができる

という利点がある.

3.2 MOCCT法

MOCCT法は CT(Constrained Transport)法 [4]と MOC(Method of Characteristics)法 [5]からなる. これは

電磁場の式 (4)-(7)を解く手法である.

3.2.1 CT法

図 1 CT法における物理変数の配置

磁場 Bに対するソレノイダル条件を示す式 (7)は時間発展を

計算する式 (4)(5)中に陽に現れない. しかしこの条件が満たされ

ないと，磁場に平行な方向に非物理的な力が生じることが知ら

れている [3]. そのため，Bの時間発展を計算する手法とは別に，
式 (7)の条件を満たす手法が必要となる. 本研究では式 (7)の条

件を満たす手法として CT法 [4, 5]を用いた. CT法では図 1の

ように，V，Bおよび電場 Eを互い違いの位置で定義すること
により，差分の精度で ∇ · Bが時間的に一定となる. そのため初

期条件において式 (7) が満たされていれば，時間発展を計算し

ても常に ∇ · B = 0を満たすことができる.

3.2.2 MOC法

式 (4) を用いて B の時間発展を計算するためには，式 (5) に

よって E の値を求める必要がある. しかし本研究で用いた CT

法では，図 1 のように，E の位置で V，B は定義されていない. したがって，E の位置での V，B の値を補
間する必要がある. このとき，単純な平均により補間を行うとMHDにおいて重要な磁気流体波の１つである

Alfvén波の伝搬過程で数値的な振動が生じることが知られている. そのため，本研究ではMOC法 [5]を用い

た. MOC法では特性曲線法により Eの位置での V，Bを求める. MHD方程式中の電磁場の式などから次の特

性方程式、

[
∂

∂t
+

(
Vx +

Bx√
ρ

)
∂

∂x

] (
Vy − By√

ρ

)
= 0 (8)

[
∂

∂t
−

(
Vx − Bx√

ρ

)
∂

∂x

] (
Vy +

By√
ρ

)
= 0 (9)

が得られる. これより特性線上で Vy ∓ By/
√
ρが一定であることがわかる. これを利用して Ez の位置での Vy,

By を求めることができる. V, Bの他の成分についても同様に求めることが可能である. この手法により，CT

方での数値振動が生じる原因となる Alfvén波の伝搬過程を安定に解くことができる.
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4 数値計算例

4.1 矩形断面を持つトカマクへの適用

開発したコードのトカマクへの適用の第一段階として簡単なモデルを対象として計算を行った. 初期条件は

軸対称トカマクの平衡を記述する Grad-Shafranov方程式をもとにして作成した. このモデルでは，トカマクプ

ラズマの r − z断面が矩形であるとし，さらに z軸対称であるとしている. このとき，Grad-Shafranov方程式に

おける電流項を r2 とおくことで，この方程式は解析的に解けることが知られている [6]. 本研究ではこの解析

解から平衡時の圧力，磁場の値を作成した. これらの値を初期条件として圧力，速度などの時間発展を計算し，

圧力分布形状と運動エネルギー，磁場エネルギー，熱エネルギー，およびそれらの和である全エネルギーを評

価した. このモデルには平衡を乱す要因となる摂動などを与えていないため，初期圧力分布，および初期の各

種エネルギーは保持されるはずである. 境界条件は速度場に対しては non-slip条件を，磁場に対しては完全導

体壁を仮定した.

図 2に計算結果を示す. ここで図 2(a)は初期状態 (左)と t = 100(右)での r − z断面における圧力分布形状

(a) 圧力分布形状の推移 (b) 各種エネルギーの推移

図 2 矩形断面トカマクにおける計算結果

を表している. このように圧力分布形状はほとんど変化していない. 一方，図 2(b)は各種エネルギーの時間変

化を表している. 運動エネルギーは初期状態では 0であるが，計算開始直後にわずかに値を持ち始めた. しか

しこの量は他種のエネルギーに比べれば非常に小さく，しかも時間が経過するに伴いほぼ一定な値を示すよう

になった. 他のエネルギーも一定な値を保持し続けているため，初期条件として与えた平衡が保たれていると

いえる. これらの結果から簡単なモデルのトカマクにおいて開発したコードの妥当性が示された.

4.2 核融合プラズマ実験装置 JT-60Uにおける解析

次に，実際の核融合炉での解析を念頭に置き，核融合プラズマ実験装置 JT-60Uのパラメータを用いて，4.1

節で行ったものと同種の解析を行った. 初期条件となる平衡パラメータは，平衡計算コード SELENEにより得

られたデータから作成した. この場合の計算結果を図 3に示す. 図 3(a)は初期状態，つまり SELENEのデータ

より作成した圧力分布を表している. 4.1節の場合と異なり，プラズマの境界は矩形ではない. 図 3(b)は t = 4.3

における圧力分布を示しているが，境界よりエラー (非常に大きな値)が現われ，計算が停止した. この原因は

JT-60Uでは，今回解析した計算領域の境界付近の位置にポロイダルコイルと呼ばれるプラズマ制御コイルが

あり，計算に悪影響を与えているためと考えられる. しかしプラズマ形状を見ると，若干崩れてはいるものの

概ね形状を維持していることがわかる. したがって，境界付近から発生する数値不安定性を解消できれば，実

際の核融合炉装置においても解析を行うことができると予想できる.
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(a) 初期圧力分布 (b) t=4.3での圧力分布

図 3 核融合実験装置 JT-60Uにおける計算結果

5 結論

本研究では，トカマク型核融合炉装置での MHD シミュレーションを行うコードを開発した. 数値計算ス

キームには CIP-MOCCT法を用いた. 簡単なモデルでのトカマクプラズマの解析ではコードが妥当であるとい

う結果が得られた. しかし，JT-60Uを想定した計算では計算領域の境界付近にあるコイルの扱いについて，さ

らなる改良が必要である. 今後は，境界付近で起きた数値発散の原因究明と解決を行い，平衡が安定に維持で

きるかを調べるため，安定性解析を行っていく予定である.
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コーシー条件面法による大型ヘリカル装置の 3 次元磁場分布逆解析 

Cauchy-condition surface method to reconstruct the 3-D magnetic field profile of plasma in LHD  
 

北海道大学大学院工学院，核融合科学研究所＊ 

大久保岳，板垣正文，關良輔＊，鈴木康浩＊，渡邊清政＊ 

 

 

１．背景 

核融合装置内部のプラズマ境界形状を知ることは，運転制御上極めて重要であると共に，

プラズマの MHD 平衡にかかわる情報を引き出すためにも有用である．この場合，超高温

ゆえプラズマ内部の直接測定が困難なため，プラズマ外部に配置した磁気センサー信号か

ら間接的にプラズマ境界形状を逆推定するという手法が採られる．トカマク型のような軸

対称プラズマは２次元問題に近似でき，Cauchy 条件面法[1][2]と呼ばれる手法が確立されて

いる．ここで Cauchy 条件面（CCS）とは，Dirichlet 条件(磁束)と Neumann 条件(磁場)

が共に未知な閉曲面をいう． 

一方，ヘリカル型などの非軸対称なプラズマは３次元問題となる．３次元問題に対して

CCS 法が定式化された例はなく，２次元 CCS 法に比べ未知数の数が増大する．本研究では，

ヘリカル型装置のプラズマが1/ n 回転対称性を持つことに注目した．体系をトロイダル方

向に n 分割し，分割後の一領域のみを取り出してモデル化すれば，未知数の数を低減できる．   

大型ヘリカル装置 LHD を対象とした CCS 法により 3 次元磁場分布を逆解析し，その再

現度を検証した． 

 

２．３次元 Cauchy 条件面法 

CCS を図１の左図のようにプラズマ中の適当な位置に設置する．実際にはプラズマが存

在するが，CCS と無限遠方境界の間を真空磁場と仮定する．プラズマ外部の磁気センサー

信号と外部コイル電流値に基づいて真空磁場を支配する境界積分方程式を解くとき，プラ

ズマ境界の外側では正しい値が得られる． 

２次元 CCS 法では，得られた Cauchy 条件に基づいて任意の位置で同じ境界積分方程式

を解けば磁束の分布が求められる．その等高線を描き,最も外側の閉曲線を最外殻磁気面，

すなわちプラズマ境界であると判定する． 

 一方，本研究の３次元 CCS 法では，Dirichlet 条件と Neumann 条件をそれぞれベクト

ル・ポテンシャル A ，およびその法線方向微分値 A n とする．また CCS は，図１の右図

のように３次元で配置されたプラズマ領域内に円環状に設置し，境界要素の数に比例した

ノード点を設ける．この各ノード点に対して Dirichlet 条件と Neumann 条件を定める． 

本研究では，デカルト座標系でのベクトル・ポテンシャル ( , , )x y zA A A を用いて定式化を

行う．センサー信号として磁場３成分( , ,r zB B B )は，CCS 上のノード点でデカルト座標系
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                        (2) 
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                                                                            (3) 

の関係を満たすように，特異点 i をセンサー位置に置いた境界積分方程式 

 

                                        

(4) 

 

のように作る．ここで，はトロイダル角， , ,j r z ，  B

jW は外部磁場コイル電流の寄与，

L は磁場３成分に応じて決まる作用素である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

磁束ループ信号はベクトルポテンシャルの一周線積分 
C

d  A r  で定義される．トロイ

ダル方向に設置された磁束ループを例にとれば，対応する境界積分積分方程式は 
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                    (5) 

のようにかかれる．さらに特異点 i を Cauchy 条件面上に置いた境界積分方程式 

CCS

*
*

,

1
d

2

k i
i k k i

A
A A

n n






  
   

  
                         (6)    

も加えて，式(4)(5)(6)を連立させ，離散化して得られる行列方程式 

GuHu                                    (7) 

 

図１ Cauchy 条件面の配置 
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を解く．ここに，u , q 内の各成分は 
 

 (1) (1) (1) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
T

k k k

x y z x y zu A A A A A A ，       (8) 

(1) ( )(1) ( )(1) ( )

, , , , , ,

T
kk k

y yx xz z

n n n n n n

     
  

       

A AA AA A
q    (9) 

である． 

得られた A ，  A n を式(4)に再度代入すれば任意の位置 i で A ，  A n が求まるので，

式(1)～(3)によって磁場 3 成分を計算することができる． 

 

３．回転対称性 

回転角を    1k
    と定義すると，1/ n

回転対称性を持つ体系の第 k 番目の領域に

おける( ( ) ( ) ( ), ,k k k

x y zA A A )は第1番目の領域にお

ける( (1) (1) (1), ,x y zA A A )を用いて，一次変換形式 

( ) ( ) ( ) (1)

( ) ( ) ( ) (1)

( ) (1)

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

k k k

x x

k k k

y y

k

z z

A A

A A

A A

 

 

      
    

      
    
    

. (10) 

で表される．式(7)に式(10)を適用すれば，未知数の数を1/ n に減らすことができる． 

 

４．解析結果 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 核融合研究所の大型ヘリカル装置(LHD)は1 10 回転対称性を持つ．図３に 18  のポロ

イダル断面における磁場の r 方向成分の分布図を示す．左図(a)は,３次元磁気流体平衡コー

(a) 基準解              (b) 逆解析結果 

図３ 磁場成分
rB の分布図  

図２ ベクトル・ポテンシャルの回転変換 
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ド HINT[3]による基準解であり，右図(b)は逆解析結果である．CCS 法ではプラズマの外部

においてのみ物理的に意味のある解を与えるので，プラズマ境界内の磁場は 0 として描い

ている．基準解と逆解析結果は，プラズマ境界の外で概ね一致している． 

図４に，逆解析で得た -r 断面( 0z  )における磁場の r 方向成分の分布を示す．CCS 法

ではプラズマの外部においてのみ物理的に意味のある解を与えるので，磁場計算値の絶対

値が大きいものは白抜きとした．本解析結果から，36°回転対称，18°ヘリカル対称の再

現が確認できる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

５．まとめ 

３次元 Cauchy 条件面法を LHD に適用し，磁場３成分の逆解析を行った．解析結果を

HINT コードより得られた結果と比較し，良好な結果が得られた．また，36°回転対称，

18°ヘリカル対称の再現が確認できた．今後は解析精度の向上を図るとともに，プラズマ

境界形状を同定できるように磁力線追跡などの手法を検討していく予定である． 
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図４ 磁場成分
rB の分布図 
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Rational elliptic surfaces

related to Beilinson’s Tate conjecture

Mariko Ohara

Mathematical Institute Tohoku University

1 Introduction.

Let k be a commutative field of arbitrary characteristic, and p a prime number which is

not equal to the characteristic of k. Let V be a smooth variety over Spec k.

Let Ki(V ) be the algebraic K-group and we have the Chern class map:

c : K2(V )
(2)
Q → H2

ét (Vk, Qp(2))Gk

where Vk = V �Spec k Spec k, Ki(V )
(j)
Q denotes the j-th Adams eigenspace of Ki(V )Q and

Gk the absolute Galois group over k.

We state a special case of Beilinson’s Tate conjecture.

Conjecture 1.1 ([2]). Suppose that k is finitely generated over a prime field and V is a

smooth variety over k of dimension 2. Then the map induced by the Chern class map

K2(V )
(2)
Qp

→ H2
ét (Vk, Qp(2))Gk

is surjective.

We focus on the case that V is an open subvariety of elliptic surface. By an elliptic

surface over Spec k, we mean a projective flat morphism � : E → C such that E and C

are projective and smooth varieties over Spec k of dimension 2 and 1 respectively, such

that the general fiber is an elliptic curve and � has a section. Throughout this paper, we

assume that � is minimal.

We consider the union of copies of P1
k indexed by Z/nZ, and attach the point 0 of j-th

P1
k to the point ∞ of (j + 1)-th P1

k transversally. We call this curve the Néron n-gon over

Spec k. For P ∈ C, we call ��1(P ) split type In fiber if the fiber ��1(P ) is isomorphic to

the Neron n-gon.

Now let P1, . . . , Ps ∈ C be all of split In fibers in E . Put Di = ��1(Pi), D =
∑s

i=1 Di

and V = E \ D.

Suppose that k is a finite extension over a prime field. We define ∂Qp by the following
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commutative diagram

K2(V )
(2)
Qp

c

��

∂Qp

))RRRRRRRRRRRRRR

H2
ét (Vk, Qp(2))Gk

∂ét //
⊕s

i=1 Qp[Di],

where ∂ét is the composition of the boundary map of étale cohomology H2
ét (Vk, Qp(2))Gk ∂→

H3
ét, D

(Ek, Qp(2)) and the isomorphism H3
ét, D

(Ek, Qp(2)) �=
⊕s

i=1 Qp[Di] obtained by the

Poincaré–Lefschetz duality. Since k is a finite extension over a prime field, ∂ét is injective

(c.f. [1]).

Kondo–Yasuda [5] proved Conjecture 1.1 for the above V when k is a finite field. Since

∂ét is injective, the conjecture follows from the surjectivity of ∂Qp . They actually proved

the surjectivity of ∂Q.

On the other hand, Asakura–Sato [1] constructed non-trivial examples of elliptic sur-

faces over Q that satisfy Conjecture 1.1 but the boundary map ∂Qp is not surjective.

Now we assume that E is a rational elliptic surface. In this case, it is known Conjec-

ture 1.1 is true. We treat the case that ∂Q is not surjective in positive characteristic. If k

is a finite field, ∂Q is always surjective by Kondo–Yasuda’s result, so we consider the case

that k is positive characterstic and include the transcendental elements.

We state our main theorem.

Theorem 1.2. Let F be a field. Assume that the characteristic of F is not equal to 2

or 3. Set k = F (S), where S is an indeterminate element and let E be a rational elliptic

surface defined by the Weierstrass form over k(t)

y2 = x3 + x2 + tx + t(1 � S2)

then the map K2(U)
(2)
Q →

⊕s
i=1 Q is not surjective.

The Weierstrass equation in Theorem 1.2 can be defined over a field that is finitely

generated over a prime field.

2 Outline of the proof.

In this section, we explain an outline of the proof of our main theorem. First, we recall

facts of rational elliptic surfaces over Spec k.

Fix an elliptic curve E/k(P1
k). To each Weierstrass equation for E

E : y2 + a1(t)xy + a3(t)y = x3 + a2(t)x
2 + a4(t)x + a6(t)

, we associate a surface

EE =
{
([x, y, z], t) ∈ P2

k � C | y2z + a1(t)xyz + a3(t)yz2 = x3 + a2(t)x
2z + a4(t)xz2 + a6(t)z

3
}
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. Tate’s algorithm gives the minimal resolution of singularity of EE. We write E for the

minimal model of E.

Tate’s algorithm of is a set of instructions for computing the special fiber of E from

a given Weierstrass equation. The classification of the special fibers of elliptic surfaces

is due to Kodaira and Néron, which provides a description of the configurations of those

fibers.

Suppose P1, . . . , Ps ∈ P1
k gives all of split type In fibers in E . Put Di = ��1(Pi), where

� is the projection � : E → P1
k. Each of irreducible components of Di, denoted by θi,j,

is isomorphic to P1
k. So Di is the union of copies of P1

k indexed by Z/nZ, attached the

point 0 of j-th P1
k
�= θi,j to the point ∞ of (j + 1)-th P1

k
�= θi,j+1. We take a rational

function tij on θij such that div(tij) = (0) � (∞). By Tate’s algorithm, we obtain an

explicit description of θij, Di and a rational function tij on θij from the given Weierstrass

equation E/k(P1
k).

Next Let Ki denotes the Zariski sheaf on E associated to the presheaf U → Ki(U),

where U runs the open sets of E . By Gersten’s conjecture proved by Quillen [6], we

may identify K2(V )
(2)
Q with the Zariski cohomology group H0(V, K2)Q, and we have an

exact sequence K2(V )
(2)
Q → K ′

1(D)
(1)
Q → H1(E , K2)Q, where K ′

1(D) denotes the algebraic

G-group of D =
∑s

i=1 Di. The structure of K ′
1(D)

(1)
Q is isomorphic to

⊕s
i=1 (k×)

⊕ni �⊕s
i=1 Q[Di], and each Q[Di] is generated by

∑ni

j=1(tij). To show that ∂Q is not surjective,

it is sufficient to show that the image of
∑ni

j=1(tij) modulo the image of
⊕s

i=1 (k×)
⊕ni in

H1(E , K2)Q is not equal to 0.

The Neron-Severi group of E , denoted by NS(E), is the group of divisors modulo

algebraic equivalence. This group is a finitely generated group and that the intersection

paring on the group of divisors gives a well-defined paring on NS(E). Shioda [8] showed

how to find generators for NS(E) by using generators for E(k(P1
k)) and fibral components

of E . In the case of rational surface, NS(E) is isomorphic to Pic(E) and H1(E , K2)Q is

isomorphic to Pic(E)⊗Z k× [3], and the intersection paring on NS(E) is non-degenerate.

To calculate that the image of
∑ni

j=1(tij) modulo the image of
⊕s

i=1 (k×)
⊕ni in H1(E , K2)Q

is not equal to 0, we use a injective endmorphism on NS(E) induced by the intersection

paring on NS(E). We calculate
∑ni

j=1(tij) and
⊕s

i=1 (k×)
⊕ni in the image of the injective

endmorphism on Pic(E) ⊗Z k×.
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Alfvén速度による移流へCIP法を適用した
電磁流体力学方程式計算コードの開発

高堂渉, 松本裕,上田亮介
北大院工

1 はじめに

磁場核融合炉の実現のためには，燃料の水素プラズマに電磁流体力学 (MHD)平衡が存在し，その平衡が安
定であることが必要である．そのため，MHD平衡，安定性の解析は重要な研究課題の 1つである．MHD方
程式系は移流項をもち，その非線形性のために高精度な解析が困難であった．しかし，Yabeらにより，移流
方程式を高精度かつ安定に解く手法としてConstrained Interpolation Profile(CIP)法 [1]が提案され，少ない
メモリ使用量で短時間に，移流項を高精度かつ安定に解くことが可能となった．
MHD不安定性は電磁流体波の 1つであるAlfven波の形で伝播・成長するため，その速度であるAlfvén速

度による移流がMHD方程式系の計算において重要となる．これに対し，Alfvén波に関する特性曲線を考慮
するMethod of Characteristics(MOC)法 [2]などが提案されているが，特性曲線の始点の補間などが必要と
なり，計算が煩雑となる．一方，Elsässer変数 [3]と呼ばれる変数をMHD方程式系に適用すると，Alfvén速
度による移流が方程式系に陽に現れる．本研究では，Elsässer変数を用いて表したMHD方程式系における
Alfvén速度による移流にCIP法を適用したコードを開発した．また，開発したコードをMHD衝撃波管問題，
バルーニング形不安定性に適用した．

2 開発したコードの概要

2.1 MHD方程式系へのElsässer変数の適用

無次元化された，抵抗率を 0とした理想MHD方程式系は，

∂ρ

∂t
+ V · ∇ρ = −ρ∇ · V (1)

∂V

∂t
+ V · ∇V = −1

ρ
∇(P +

B2

2
) +

B

ρ
· ∇B (2)

∂P

∂t
+ V · ∇P = −γP∇ · V (3)

∂B

∂t
= −∇×E = ∇× (V ×B) (4)

∇ ·B = 0 (5)

と表される．ここで，ρは密度，P は圧力，V は速度，Bは磁場を表す．また，γは比熱比を表す．Elsässer

変数 (C± = V ±CA)を用いて，式 (2)，(4)を式 (1)，(5)を用いて変形すると，

∂C±

∂t
+C∓ · ∇C± = −1

ρ
(∇P +

B2

2
) +

B

ρ
· ∇B −CA · ∇CA ∓

CA

2
∇ · V (複号同順) (6)

が導かれる．ここで，(CA = B/
√
ρ)はAlfvén速度を表す．C±の和，差から速度，Alfvén速度が得られる．

この変形により，式 (5)を除くMHD方程式系は全て

∂f

∂t
+ V · ∇f = G (7)

の形で表され，CIP法の適用が可能となる．ここで，V · ∇f は移流項，Gは非移流項と呼ばれる．
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2.2 磁場のソレノイダル条件の保証

また，式 (5)で表される磁場のソレノイダル条件を保証するため，projection scheme[4]を用いた．projection
schemeでは，1タイムステップ後のBを用いた Poisson方程式

∇2ϕ = ∇ ·B (8)

を満たす ϕを求め，B′を
B′ = B −∇ϕ (9)

と定義する．このとき，
∇ ·B′ = ∇ ·B −∇2ϕ = 0 (10)

が成り立つため，1タイムステップ後のBをB′で置き換えることで，磁場のソレノイダル条件が保証される．
この操作を毎タイムステップ後に行う．

2.3 CIP法の原理（式 (7)の計算方法）

式 (7)の計算方法について簡単に示しておく．非移流項を 0とおいた式は，V が一定であれば

f(x, t) = f(x− V t, 0) (11)

という厳密解をもつ．V が一定でない場合にも微小時間∆tに対して，f(x, t+∆t) ≃ f(x− V ∆t, t)が成り
立つため，格子点 x = xdにおける∆t後の関数値は，x = xd − V ∆tにおける関数値を補間によって求める
ことで得られる．いま，3次元空間を考え，x = xd − V ∆tを内部にもつ単位立方格子 U の内部における補
間関数を

FU (x) =
3∑

k=0

3∑
j=0

3∑
i=0

Cijkx
iyjzk (12)

で定義する．ここで，(i > 1∩ j > 1)∪ (i > 1∩ j > 1)∪ (j > 1∩k > 1)ならばCijk = 0であるとすれば，未知
係数Cijkは 32個となる．よって，U をつくる 8個の格子点における関数値および微分値を与えれば，FU (x)

を定めることができ，∆t後の関数値が得られる．一方，式 (7)の両辺を空間微分すると，

∂∇f
∂t

+ V · ∇∇f = ∇G−∇V · ∇f (13)

となる．式 (13)について (右辺) = H とおけば，式 (7)における f を∇f に代えた形の式となり，式 (13)の
非移流項H = 0とした式は，V が一定であれば

∇f(x, t) = ∇f(x− V t, 0) (14)

という厳密解をもつ．すなわち，格子点 x = xdにおける∆t後の微分値は，x = xd − V ∆tにおける微分値
を補間によって求めることで得られる．ここで，U における微分値の補間関数は∇FU (x)であるため，先ほ
ど求めた係数 Cijkを用いて∆t後の微分値が得られる．以上が CIP法であるが，非移流項を 0とおいている
ため，非移流項の影響を加える必要がある．そこで，移流項の計算によって得られた関数値，微分値を用い
て，移流項を 0とおいた式を差分法によって計算する．このような，1タイムステップの間に移流項に関する
計算と非移流項に関する計算を続けて行う方法は Fractioned-Step法と呼ばれ，流体の解析などによく用いら
れている．
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3 開発したコードの適用例

3.1 MHD衝撃波管問題

テスト計算のため，開発したコードをMHD衝撃波管問題に適用した．MHD衝撃波管問題とは，一定の断
面積を持った管の中に，異なる熱力学的状態や磁場を持つ電磁流体を仕切りによって左右に分けて入れてお
き，仕切りを取り去った後の状態を求める問題である．初期条件および t = 20における結果を図 1に示す．本
研究における解析結果は，Brio & Wu[5]による解析結果に概ね一致した．
また，いくつかの位置における物理量を Stoneら [6]，Kudohら [7]の解析による値と比較し，概ね一致す

ることを確認した．
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図 1：MHD衝撃波管問題の t = 20における結果（点），および初期条件（破線）．それぞれの図は，(a)密
度，(b)速度の x成分，(c)磁場の y成分を表す．

3.2 バルーニング形不安定性

重い流体が軽い流体によって支えられているような平衡配位は不安定であり，界面に摂動が発生すると，界
面は摂動が増加する方向に動く．この不安定性はRayleigh-Taylor形不安定性と呼ばれる．Rayleigh-Taylor形
不安定性では，摂動の波数ベクトルと平行方向の磁場が存在すれば，磁場の張力が安定化に寄与する．しか
し，磁場が弱ければ，磁力線を曲げながら不安定性は成長していく．このような磁場を曲げる不安定性はバ
ルーニング形不安定性と呼ばれる．本研究では，開発したコードをバルーニング形不安定性に適用した．
2種類の流体の界面が y = 0.75にあるとし，初期密度は ρ = 1.0(y < 0.75), 2.0(y > 0.75)とした．重力加

速度 g = 1の重力が y軸の負の方向に作用しているとし，界面における圧力が 2.5となるように，初期圧力を
P = 2.5− ρg(y− 0.75)とした．安定化磁場として，初期磁場をBx = 0.1および 0.2とした．また，界面の位
置に摂動を与える代わりに Vy = 0.01[1− cos(2πx/0.5)][1− cos(2πy/1.5)]/4として，y方向速度に摂動を与え
ることで，界面の位置の摂動を促した．t = 4における密度分布を図 2に示す．
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図 2：バルーニング形不安定性についての t = 4における計算結果．それぞれの図は，(a)Bx = 0.1，
(b)Bx = 0.2の場合の密度分布を表す．

図 2より，Bx = 0.1の場合には不安定性が成長しており，Bx = 0.2の場合には不安定性が抑えられている
ことがわかる．線形理論 [8]によると，不安定性が成長しなくなる臨界磁場強度はこの場合 Bx ≃ 0.282であ
る．この結果は，磁場強度が臨界磁場強度に近付くと，不安定性が抑えられることを示している．
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次に，計算により得られた，密度の摂動の大きさ |ρ′|の時間変化をプロットした結果を図 3に示す．ただし，
密度の摂動の大きさは，x = 0.25，0.625 ≤ y ≤ 1における平均で表した．
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図 3：密度の摂動の大きさの時間変化（点），および線形理論に基づく成長率を傾きにもつ適当な直線（破
線）．それぞれの図は，(a)Bx = 0.1，(b)Bx = 0.2の場合の結果を表す．

図 3からわかる通り，t < 0.5では計算結果が線形理論に基づく結果と異なる．これは，界面の位置に摂動を
与える代わりに，初速度に摂動を与えたことに起因すると考えられる．また，tが大きくなると，計算結果が
線形理論に基づく結果と異なる．これは，線形理論で考慮されていない非線形効果によるものと考えられる．
(a)Bx = 0.1の場合は 0.5 < t < 3，(b)Bx = 0.2の場合は 0.5 < t < 1の区間で，計算結果は線形理論に基づく
結果に概ね一致した．この結果は，磁場が弱いほど線形理論に一致する区間が長くなることを意味している．

4 まとめ

Elsässer変数を用いて表したMHD方程式系におけるAlfvén速度による移流にCIP法を適用したコードを
開発した．開発したコードをMHD衝撃波管問題に適用し，Brio & Wu[5]，Stoneら [6]，Kudohら [7]によ
る解析結果に概ね一致した．また，バルーニング形不安定性に適用し，不安定性の成長を確認した．線形フェ
イズにおける成長率は線形理論に基づく成長率に概ね一致した．
今後は開発したコードを実機に適用し，実機で問題となっている種々の不安定性についても解析を行う予

定である．
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Cahn-Hilliard/Allen-Cahn方程式の解の存在に
ついて

長瀬優子 ∗

1 Introduction

We consider a scalar Cahn-Hilliard/Allen-Cahn equation;
ut = −δ∆(∆u − W ′(u)) + (∆u − W ′(u)) in Ω × [0, T ),
u(x, 0) = u0(x) in Ω,
∂u
∂ν = ∂∆u

∂ν = 0 on ∂Ω,
(1.1)

where Ω is a bounded domain in Rn, ν is the unit normal on ∂Ω, δ > 0 is a
diffusion constant and W ∈ C3(Ω; R+∪{0}) is a quartic bistable potential which
has zeros at ±1, for simplicity, we consider an explicit and typical potential,
given by W (s) = (1 − s2)2.

In this talk we show the existence of the solution of (1.1). As known results,
for the Cahn-Hilliard equation the existence of the solution is proved in [5] and
[13] by the Galerkin approximation, for the degenerate mobility case in [4]. For
the equation (1.1) it is proved by G. Karali and T. Ricciardi in [11] for a C2-
bounded potential or in one-dimentional case. We prove the existence for the
quartic potential W in space dimension 1 ≤ n ≤ 4 with Neumann boundary
conditions in view of the free energy.

For the equation (1.1) the volume
∫
Ω

u dx is not necessarily preserved be-
cause of the Allen-Cahn term, although the volume is preserved for Cahn-
Hilliard equation. Thus we have to pay careful attention to estimate Galerkin
ansatz by using some inqualities and interpolations and the energy estimates.

The Cahn-Hilliard/Allen-Cahn equation is introduced in [8] and [12] as a
simplified model with multiple microscopic mechanism. In [10] they considered
the ε-scaled problem;

uε
t = −ε2δ∆(∆uε − W ′(uε)

ε2
) + (∆uε − W ′(uε)

ε2
) in Ω × [0, T ). (1.2)

For the Allen-Cahn equation uε
t = ∆uε − W ′(uε)

ε2 or the Cahn-Hilliard equation
uε

t = ∆(∆uε − W ′(uε)
ε2 ), there are several studies about the singular limit as ε

tends to 0. It is well-known that the limit evolution of the Allen-Cahn equation
is the mean curvature flow, which is proved in the several methods, formally by
Fife in [7], Rubinstein, Sternberg and Keller in [15], from the viscosity solution
by Evans and Spruck in [6] and Chen, Giga and Goto in [3], in the sense of
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Brakke’s motion [2] by Ilmanen in [9]. For the Cahn-Hilliard equation, in a
suitable scale it is proved that the limit evolution is the Mullins-Sekerka model,
formally in [14] and more precisely in [1].

For (1.2), the order of the convergence of ε is sufficiently large to vanish for
the Cahn-Hilliard term and actually it is proved in [10] that the limit evolution
is also mean curvature flow but with a different coefficient;

V = µσκ (1.3)

where V is the normal velocity and κ is the mean curvature of the limit interface,
σ is a surface tension given by σ =

∫ 1

−1

√
W (s)ds and µ is a mobility constant

given by

µ = 2(
∫

R
χq′ dx)−1 (1.4)

where q = tanh is a well-known function which is used in order to construct a
traveling wave of the Allen-Cahn equation and χ is a solution of the ODE

−δχ′′ + χ = q′ in Rn and χ(±∞) = 0. (1.5)

In [11] focusing on the continuous dependence of the diffusion constant δ they
constructed a sequence of solutions which converges to a solution of the Allen-
Cahn equation as δ tends to 0.

Concerning the Allen-Cahn structure we set

v := ∆u − W ′(u). (1.6)

and we rewrite (1.1) to the following form;
ut = −δ∆v + v in Ω × [0, T ),
v = ∆u − W ′(u) in Ω × [0, T ),
u(x, 0) = u0(x) in Ω,
∂u
∂ν = ∂v

∂ν = 0 on ∂Ω.

(1.7)

For the diffused interface problem, we usually consider the free energy functional
given by

E(u) =
∫

Ω

|∇u|2

2
+ W (u) dx. (1.8)

For a pair of solution (u, v) of (1.7) it holds that

d

dt
E(u) =

∫
Ω

(−∆u + W ′(u))ut dx =
∫

Ω

−v(−δ∆v + v) dx

= −
∫

Ω

δ|∇v|2 + v2 dx ≤ 0,

(1.9)

which implies that the equation (1.2) is a H1-flow for the free energy functional
E(u). For the mathematical setting we introduce

H2
bc :=

{
f ∈ H2(Ω) | df

dν
= 0 on ∂Ω

}
(1.10)

and

H4
bc :=

{
f ∈ H4(Ω) | df

dν
=

d∆f

dν
= 0 on ∂Ω

}
. (1.11)
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We remark that equivalences of norms in these spaces are known, referred to
[13], that is, for any η > 0,

{∥∆u∥2
L2(Ω) + η∥u∥2

L2(Ω)}
1
2 (1.12)

are norms on H2
bc which are equivalent to the H2-norm. Similarly,

{∥∆2u∥2
L2(Ω) + η∥u∥2

L2(Ω)}
1
2 (1.13)

are norms on H4
bc which are equivalent to the H4-norm.

The weak formulation of the problem is the following;

Definition 1.1. We say a function u ∈ L2(0, T ; H2
bc(Ω)) with ut ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))−1)

is a weak solution of the equation (1.1) if∫
Ω

utη dx =
∫

Ω

−δ(∆u − W ′(u))∆η + (∆u − W ′(u))η dx. (1.14)

for each η ∈ H2
bc and a.e. time t ∈ [0, T ] and

u(x, 0) = u0(x). (1.15)

Remark 1.2. For the pairing in LHS of (1.14), we note that L2(Ω) ⊂ (H1(Ω))−1 ⊂
(H2(Ω))−1. Since if u ∈ L2(0, T ;H2

bc(Ω)) with ut ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))−1) then
u ∈ C([0, T ]; L2(Ω)), thus the equality (1.15) makes sense.

2 The existence theorem

We obtain the following existence theorem.

Theorem 2.1. Let Ω be a bounded domain with a C4-boundary in Rn for di-
mension 1 ≤ n ≤ 4. Suppose the initial data u0 ∈ H1(Ω) then there exists a
solution u of the initial boundary problem (1.1) satisfying

u ∈ C([0, T ]; H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2
bc) ∩ L4(0, T ; L4(Ω)) for all T > 0. (2.1)

Additionally, the function v given by (1.6) satisfies v ∈ L2(0, T ; H1
bc(Ω)).

Moreover in dimension n = 1, 2, 3, if ∂Ω is C∞ and the initial data u0 ∈
H2(Ω), then

u ∈ C([0, T ]; H2
bc(Ω)) ∩ L2(0, T ; H4

bc) for all T > 0. (2.2)

Remark 2.2. The same claim also holds under the periodic boundary condition.
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巡回群の自由積における部分群の個数

室蘭工業大学　中村 守良

1. 概要

　巡回群の自由積 G における指数 n ∈ N の部分群の個数MG(n)を考える. 位数 m の巡回群
を Cmで表す. これまで, Stothers [7]により G = C2∗C2ならばMG(n) ≡ 1 (mod 2), Grady-
Newman [3]により G = C2 ∗C2 ∗C2 ∗C2 ∗H (H は有限表示群)ならばMG(n) ≡ 1 (mod 2),
G = C3 ∗C3 ∗C3 ∗Cp1 ∗ · · · ∗Cpm (p1, . . . , pm ≥ 3)ならばMG(n) (mod 3) が周期 8の循環数
列 (MG(0) =)1, 1, 0, 1, 2, 2, 0, 2, . . . をなす, G = Cp ∗Cp ∗Cp1 ∗ · · · ∗Cpm (p, p1, . . . , pm ≥ 5)
ならば MG(n) (mod p) が p1, . . . , pm によらない漸化式を満たすといったことが知られて
いる. これらの研究の延長として, G = C2 ∗ C2 ∗ C2 ならば MG(n) ≡ 1 (mod 2) であるこ
と及び G = C3 ∗ C3 ならば MG(n) (mod 3) が周期 8 の循環数列 1, 1, 0, 1, 2, 2, 0, 2, . . . を
なすことを証明した. また r 個の生成元からなる自由群を Fr と表すとき, p を素数として,
MFp(n) ≡ 1 (mod p) 及び MFp−1(n) ≡ MCp∗Cp(n) (mod p) という新しい知見を得た.

2. 既知の結果

　有限個の元からなる生成系 a1, . . . , an とそれらの有限個の関係式 R1, . . . , Rk で定まる群を
有限表示群と呼び, 次のように表す.

A = ⟨a1, . . . , an | R1, . . . , Rk⟩

有限表示群

A = ⟨a1, . . . , an | R1, . . . , Rk⟩, B = ⟨b1, . . . , bm | S1, . . . , Sℓ⟩

に対して, その自由積 A ∗ B を

A ∗ B := ⟨a1, . . . , an, b1, . . . , bm | R1, . . . , Rk, S1, . . . , Sℓ⟩

と定義する. 3 個以上の自由積についても同様に定義する. 有限表示群 A の ℓ 個の自由積を
A(∗ℓ) で表す.
　群 G とその部分群 H について, G における H の左剰余類全体の集合を G/H で表し,
|G : H| = #(G/H) とおく. G を群とし,

MG(n) = #{H ≤ G | |G : H| = n}, n ∈ N,

とおく. また MG(0) = 1 とする. この MG(n) に関する既知の結果を命題としてまとめる.

命題 2.1 (a) ([2, 6]) G = C2 ∗ C3(∼= PSL2(Z)) ならば

MG(n) ≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ n = 2k − 3, 2(2k − 3).
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(b) ([2, 7]) G = C2 ∗ C2 ならば MG(n) ≡ 1 (mod 2) である.

(c) ([3]) G = C
(∗ℓ)
2 ∗ H (ℓ ≥ 4,H は有限表示群)ならば MG(n) ≡ 1 (mod 2) である.

(d) ([3]) G = C
(∗ℓ)
2 ∗ C3 ∗ C3 ∗ C3 ∗ Cp1 · · · ∗ Cpm (p1, . . . , pm ≥ 3) ならば, ℓ が奇数のと

き MG(n) ≡ 1 (mod 3) であり, ℓ が偶数のとき MG(n) (mod 3) が周期 8 の循環数列
1, 1, 0, 1, 2, 2, 0, 2, . . . をなす.

(e) ([4]) G = Cp ∗ Cp ∗ Cp1 ∗ · · · ∗ Cpm (p, p1, . . . , pm は 5 以上の素数) ならば

MG(n) =
1

(n − 1)!
−

n−1∑
d=1

1
d!

MG(n − d) (n < p),

MG(n) ≡
p−1∑
d=1

1
d!

MG(n − d) (mod p) (n ≥ p)

である.

　この命題の証明について解説する. 群 G から群 H への準同型全体の集合を Hom(G,H)
で表す. 自然数 n に対して, n 次対称群を Sn で表し,

hn(G) = #Hom(G,Sn),

FG(n) = {H ≤ G | |G : H| ≤ n}

とおく. 次のことが知られている.

hn(G) < ∞, ∀n ∈ N ⇐⇒ MG(n) < ∞, ∀n ∈ N

　MG(n) の研究において次の Dey による結果は重要である.

命題 2.2 ([1]) hn(G) < ∞, ∀n ∈ N, ならば

hn(G)
(n − 1)!

=
∑

H∈FG(n)

hn−|G:H|(G)
(n − |G : H|)!

(I)

が成り立つ.

　 hn(G) < ∞, ∀n ∈ N, のとき, 命題 2.2 は次の２つの公式に書き換えられる.

MG(n) =
hn(G)

(n − 1)!
−

n−1∑
d=1

hn−d(G)
(n − d)!

MG(d) (II)

∞∑
n=0

hn(G)
n!

Xn = exp

( ∞∑
n=1

MG(n)
n

Xn

)
(III)

(II) は Dey の公式と呼ばれ, (III) は Wohlfahrt の公式 ([8]) と呼ばれる.
　 hn(G) についての結果として, 次の Grady-Newman による重要な結果がある.
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命題 2.3 ([4]) p を素数とする. すべての自然数 n について

ordp(hn(Cp)) ≥
[
n

p

]
−

[
n

p2

]
(IV)

が成り立つ.

　命題 2.3 から次の３つの結果が得られる.

(i) ([3])
hn(C2 ∗ C2 ∗ C2 ∗ C2)

n!
=

hn(C2)4

n!
≡ 0 (mod 2) (n ≥ 2)

(ii) ([3])
hn(C3 ∗ C3 ∗ C3)

n!
=

hn(C3)3

n!
≡ 0 (mod 3) (n ≥ 3)

(iii) ([4]) p が 5 以上の素数のとき
hn(Cp ∗ Cp)

n!
=

hn(Cp)2

n!
≡ 0 (mod p) (n ≥ p)

　これらの事実と (II)から命題 2.1 (c), (d), (e) が得られる. ところが, C2 ∗ C2, C2 ∗ C2 ∗
C2, C3 ∗ C3,の場合は例外で, 次のようなことが起こっている.

n = 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, . . . のとき
hn(C2 ∗ C2)

n!
=

hn(C2)2

n!
̸≡ 0 (mod 2)

n = 4, 5, 8, 9, 12, 13, 16, . . . のとき
hn(C2 ∗ C2 ∗ C2)

n!
=

hn(C2)3

n!
̸≡ 0 (mod 2)

n = 9, 10, 11, 18, 19, 20, . . . のとき
hn(C3 ∗ C3)

n!
=

hn(C3)2

n!
̸≡ 0 (mod 3)

　一方, Godsil-Imrich-Razen [2] は以下の方法により命題 2.1 (a), (b) を証明した. まず, 命
題 2.2 より

hn(C2) = hn−1(C2) + (n − 1)hn−2(C2) (n ≥ 2),

hn(C3) = hn−1(C3) + (n − 1)(n − 2)hn−3(C3) (n ≥ 3)

が成り立つ. これらを用いて, G = C2 ∗ C3 または G = C2 ∗ C2 の場合の hn(G) に関する漸
化式が得られ, それらから F (X) :=

∑∞
n=0

hn(G)
n! Xnとその形式的微分 F ′(X), F ′′(X) の関係

式が求まる. さらに (III) より MG(n) の漸化式が得られる. それらを用いて命題 2.1 (a), (b)
が証明される.

3. 結果

Godsil-Imrich-Razen [2] の方法により, これまで知られていなかった次の結果を得た.

定理 3.1 (a) G = C2 ∗ C2 ∗ C2 ならばMG(n) ≡ 1 (mod 2) である.

(b) G = C3 ∗C3 ならばMG(n) (mod 3) は周期 8 の循環数列 1, 1, 0, 1, 2, 2, 0, 2, . . . をなす.

　既知の命題 2.1 とこの定理を考慮し次のことを予想した.
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予想 1 G = C
(∗ℓ)
2 ∗ C

(∗m)
3 (ℓ ≥ 0, m ≥ 2) ならば,

(a) ℓ が奇数のとき MG(n) ≡ 1 (mod 3) であり,

(b) ℓ が偶数のとき MG(n) (mod 3) が周期 8の循環数列 1, 1, 0, 1, 2, 2, 0, 2, . . . をなす.

注意 3.2 G = C2 ∗ C3 ならば次のことがわかり, 特に MG(5) ≡ 2 (mod 3) となっている.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 · · ·
MG(n) 1 1 1 4 8 5 22 42 40 120 · · ·

　次に自由群についての結果を述べる. r 個の元から生成される自由群を Fr で表す. Dey の
公式の特別な場合として Hall の公式

MFr(n) = n(n!)r−1 −
n−1∑
d=1

[(n − d)!]r−1MFr(d) (V)

が知られている [5]. これを用いて自由群については次の結果を得た.

定理 3.3 p が素数のときMFp(n) ≡ 1 (mod p) である.

　また, 命題 2.1, 定理 3.1, Hall の公式より次の結果を得た.

定理 3.4 p が素数のとき MFp−1(n) ≡ MCp∗Cp(n) (mod p) である.
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楕円的モンテシノス絡み目の幾何

中本 智之（広島大学大学院 理学研究科）

1 概要

楕円的モンテシノス絡み目とは、二重分岐被覆空間が球面幾何を持つモンテシノス絡み

目のことである．Lを楕円的モンテシノス絡み目とすると，(S3, L)は球面的軌道体の構

造を持つことが知られている（[S]）．本発表ではその構造に関する Lの長さを求める．

2 準備

モンテシノス絡み目 L = L(b; (α1, β1), . . . , (αr, βr))とは図 1のような絡み目のことで

ある．

α 1 

β 1 
α 2 

β 2 
α r 

β r 

b

図 1

a5

a4

a3

a2

a1

図 2

ここで，r, b, αi, βi は r ≥ 0，αi ≥ 2，g.c.d(αi, βi) = 1をみたす整数である．図 1の bは

右方向への半回ひねりを b 回行うことを表している．さらに， βi/αi には αi, βi に応じ

て図 2のようになっており，a1, a2, . . . は βi/αi の連分数展開から得られる．

βi
αi

= a1 +
1

−a2 +
1

a3 +
1

−a4 + · · ·
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定理 1 [M] モンテシノス絡み目 Lで分岐する S3 の二重分岐被覆M はザイフェルトファ

イバー空間であり，表示 {−b; (o1, O); (α1, β1), . . . , (αr, βr)}を持つ（[O]の記号による）．

定義 2 ザイフェルトファイバー空間 M が楕円的であるとは，S3 に自由に作用する

Isom+S3 の部分群 GでM = S3/Gとなるものが存在するときをいう．

命題 3 ザイフェルトファイバー空間M = {−b; (o1, O); (α1, β1), . . . , (αr, βr)}が楕円的
であるための必要十分条は次のいずれかが成り立つことである．

1. r ≤ 2．

2. r = 3かつ 1
α1

+ 1
α2

+ 1
α3

> 1．

定義 4 モンテシノス絡み目 Lが楕円的であるとは，M が楕円的であることである．

L が楕円的モンテシノス絡み目，M をその二重分岐被覆とする．このとき被覆変換 τ

はM の等長変換としてとれることが知られている（[S]）．従って Isom+M の元 τ で以

下を満たすようなものが存在する．

1. (M,Fix(τ))/τ ∼= (S3, L)．

2. τ2 = 1．

G を M の基本群とすると，G は Isom+S3 の部分群と同一視でき M = S3/G を得

る．そして τ̃ を τ の S3 への持ち上げとし，Γ = ⟨G, τ̃⟩ < Isom+S3 とする．このとき

(S3, L) ∼= (S3, F ix(Γ))/Γを得る．ここで Fix(Γ)は Γの非自明元により固定される S3

上の点の集合である．よって以上のことから (S3, L)には球的軌道体の構造を持つことが

わかり，S3 の距離から導かれる距離を持つことがわかる．

ここで，G，Γを具体的に記述するために四元数体H を用いた Isom+S3 の記述を述

べる．四元数体H とは 1, i, j, k を基底とする実ベクトル空間で次の条件を満たすような

積が定義されているものである．

i2 = j2 = k2 = ijk = −1

更にH ∋ q = a+ bi+ dj + dk (a, b, c, d ∈ R)に対し，共役，絶対値をそれぞれ以下で定

める．
(共役) q̄ = a− bi− cj − dk

(絶対値) |q| =
√
qq̄

すると，q の逆元 q−1 は

q−1 =
q̄

|q|
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と表すことができる．2次元単位球面 S2 と 3次元球面 S3 を以下のようにH 内の単位球

面とみなす．

S2 = {q ∈H | |q| = 1, Re(q) = 0}, S3 = {q ∈H | |q| = 1}

ただし，Re(q)は q の実数部分を表す．

次に，ψ : S3 → Isom+S2 と ϕ : S3 × S3 → Isom+S3 を以下で定める

ψ(q)(x) = qxq−1 (q ∈ S3, x ∈ S2)

ϕ(q1, q2)(x) = q1xq
−1
2 (q1, q2, x ∈ S3)

Isom+S2 の部分群である正多面体群を記述する．S2 に内接する正多面体を X とし，X

の頂点全体の集合，辺の中点全体の集合，面の中心全体の集合を原点から S2 へ射影した

像をそれぞれ VX，EX，FX とおく．X から得られる正多面体群とは VX，EX，FX を保

つ ψ(q) (q ∈ S3)全体が成す群である．正二面体（正 α角形），正四面体，正八面体，正

二十面体から得られる正多面体群をそれぞれ，Dα，T，O，I と表す．Isom+S2 の非自

明な有限部分群は 4種類の正多面体群と有限巡回群 Zm (m ≥ 2)のみであることが知ら

れている．また，正多面体群 P の ψ による逆像 ψ−1(P )を P ∗ で表す．

これらを用いると，Γ = ⟨G, τ̃⟩は以下のように与えられる．

Type 1. L は (p, q) 型の 2 橋結び目のとき．G = ⟨ϕ(ωq+1, ωq−1)⟩，τ̃ = ϕ(j, j)．ただし

ω = eπi/p．

Type 2. L = L(−b; (2, 1), (2, 1), (α, β))のとき．
(i) g.c.d(m, 2α) = 1のとき．

(αが偶数) G = ϕ(Z∗
m ×D∗

α), τ̃ = ϕ(j,
√
ω2j)．

(αが奇数) G = ϕ(Z∗
m ×D∗

α), τ̃ = ϕ(j, j)．

(ii) g.c.d(m,α) = 1 かつ m が偶数のとき．G = ϕ(∆(Z∗
m × D∗

α)), τ̃ =

ϕ(j,
√
ω2j)．ただし，∆(Z∗

m × D∗
α) とは自然な全射 γ1 : Z∗

2m → Z2，

γ2 : Dα → Z2 に対し ∆(Z∗
m ×D∗

α) = ker[γ1 × γ2]とする．
Type 3. L(−b; (2, 1), (3, β2), (3, β3))のとき．

(i) g.c.d(m, 12) = 1のとき．G = ϕ(Z∗
m × T ∗), τ̃ = ϕ(j, q2)．

(ii) m ≡ 0 (mod 3)，mが奇数のとき．G = ϕ(∆(Z∗
m × T ∗)), τ̃ = ϕ(j, q2)．た

だし、∆(Z∗
3m × T ∗)とは自然な全射 γ1 : Z∗

3m → Z3，γ2 : T ∗ → Z3 に対し

∆(Z∗
3m × T ∗) = ker[γ1 × γ2]とする．

ただし q2 ∈ EO．

Type 4. L = L(−b; (2, 1), (3, β2), (4, β3))のとき．G = ϕ(Z∗
m × O∗), τ̃ = ϕ(j, q2)．ただ

し q2 ∈ VO ∪ EO．

Type 5. L(−b; (2, 1), (3, β2), (5, β3)) のとき．G = ϕ(Z∗
m × I∗), τ̃ = ϕ(j., q2)．ただし

q2 ∈ EI．
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3 主結果

本稿ではこの分類に基づいて絡み目 L の長さを計算している．以下に絡み目の長さを

与える．

L Lの成分数 Lの長さ

Type 1. (pが偶数) 1 2π

Type 1. (pが奇数) 2 2π，π

Type 2.(i) （αが奇数） 2 π/2，π/α

Type 2.(i) （αが偶数） 3 π/2，π/2，π/α

Type 2.(ii) 2 π/2，π/α

Type 3.(i) 1 π

Type 3.(ii) 1 π

Type 4. 2 計算中である

Type 5. 1 計算中である
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modified Zakharov–Kuznetsov方程式に対する保存型差分スキーム

Hirota Nishiyama (西山 博太)

Department of Mathematics, Chuo Univarsity, Tokyo

1 Introduction

modified Zakharov–Kuznetsov (mZK)方程式は,

∂u

∂t
+ σu2 ∂u

∂x
+

∂

∂x

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
= 0, (1)

と記述される非線形波動方程式の一種であり, KdV方程式の 2次元版でもある. mZK方程式は流体力学, 天
体物理学, 固体物理学, プラズマ物理学, 量子力学など様々な分野に応用されている. mZK方程式の持つ重要
な性質として,

1. 非可積分方程式である [1].
2. パルス波が不安定な振る舞いをする.
3. 次の 3つの保存量をもつ [1].

M ≡
∫ xR

xL

∫ yR

yL

u(x, y, t)dxdy,

P ≡
∫ xR

xL

∫ yR

yL

1
2
u2(x, y, t)dxdy

H ≡
∫ xR

xL

∫ yR

yL

[
1
2
|∇u(x, y, t)|2 − σ

12
u4(x, y, t)

]
dxdy

の 3つが挙げられる. 本報告の目的は, 離散変分法 [4]を用いて幾つかの保存量を満足するような有限差分ス
キームを構成し数値計算によるアプローチを行い, 解の振る舞いを考察することである.

2 離散記号の導入

離散変分法により有限差分差分スキームを構成する前に幾つか離散記号を導入する.

2.1 差分作用素と和分

Un
i,j ∼ u(n∆t, i∆x, j∆y), (n ∈ Z, i, j = 0, 1, 2, · · ·), ∆t,∆x,∆y > 0は t, x, yに対する刻み幅とする.

差分作用素：

δ+
i Ui,j =

Ui+1,j − Ui,j

∆x
, δ+

j Ui,j =
Ui,j+1 − Ui,j

∆y
, δ−i Ui,j =

Ui,j − Ui−1,j

∆x
, δ−j Ui,j =

Ui,j − Ui,j−1

∆y
,

δ
(1)
i Ui,j =

Ui+1,j − Ui−1,j

2∆x
, δ

(1)
j Ui,j =

Ui,j+1 − Ui,j−1

2∆y
,

δ
(2)
i Ui,j =

Ui+1,j − 2Ui,j + Ui−1,j

(∆x)2
, δ

(2)
j Ui,j =

Ui,j+1 − 2Ui,j + Ui,j−1

(∆y)2
.
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和分 (台形公式):

Nx∑

i=0

”Ui,j∆x ≡
(

1
2
U0,j +

Nx−1∑

i=1

Ui,j +
1
2
UNx,j

)
∆x

3 方程式 (1)に対する離散変分法による有限差分方程式の導出

方程式 (1)を

∂u

∂t
= − ∂

∂x

(
δG

δu

)
,

δG

δu
=

σ

3
u3 +

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
, (2)

G(u, ux, uy) =
σ

12
u4 − 1

2

[(
∂u

∂x

)2

+
(

∂u

∂y

)2
]

(3)

と書きなおす. 但し, G(u, ux, uy)を自由エネルギー関数という. 次に大域自由エネルギーをH[u]とし

H[u] =
∫ xL

xR

∫ yL

yR

G(u, ux, uy)dxdy (4)

と定義する.離散変分法は形式的に定義された方程式 (2)に対して離散的なエネルギーとその変分を考えるこ
とでエネルギーの保存性を保証するような有限差分スキームを構成する方法である. 詳細な導出方法は [3, 4]
などを参照. 本報告では導出方法を簡単に述べる. まず, 式 (3)と式 (4)を次の様に離散化する.

Gd(Un+1, Un)i,j =
σ

12
(Un+1

i,j )2(Un
i,j)

2 − 1
2

(
(δ+

i Un+1
i,j )2 + (δ−i Un+1

i,j )2

4
+

(δ+
j Un+1

i,j )2 + (δ−j Un+1
i,j )2

4

+
(δ+

i Un
i,j)

2 + (δ−i Un
i,j)

2

4
+

(δ+
j Un

i,j)
2 + (δ−j Un

i,j)
2

4

)

Hd[Un+1, Un] =
Nx∑

i=0

”
Ny∑

j=0

”Gd(Un+1, Un)i,j∆x∆y

次に, 変分導関数 δG
δu を離散化した離散変分導関数

(
δGd

δ(Un+1,Un,Un−1)

)
i,j
を下記の式を計算することで導出する.

H[Un+1, Un]−H[Un, Un−1] =
Nx∑

i=0

”
Ny∑

i=0

”
(

δGd

δ(Un+1, Un, Un−1)

)

i,j

Un+1
i,j − Un−1

i,j

2
∆x∆y + [BCTx]Nx

0 + [BCTy]
Ny

0

但し, [BCTx]Nx
0 , [BCTy]

Ny

0 はそれぞれ x,y軸方向での境界項を表しており 2つとも 0となる様な境界条件を
選ぶ必要がある. 本報告では周期境界条件を採用している. これにより式 (2)-(3)に対する有限差分方程式を
導出することができた.

Un+1
i,j − Un−1

i,j

2∆t
= −δ

(1)
i

(
δGd

δ(Un+1, Un, Un−1)

)

i,j

,

(
δGd

δ(Un+1, Un, Un−1)

)

i,j

=
σ

6
(Un

i,j)
2(Un+1

i,j + Un−1
i,j ) +

1
2

(
δ
(2)
i (Un+1

i,j + Un−1
i,j ) + δ

(2)
j (Un+1

i,j + Un−1
i,j )

)

U0
i,j = u(x, y, 0),

Un
0,j = Un

Nx,j , Un
i,0 = Un

i,Ny
,

Gd(Un+1, Un)i,j =
σ

12
(Un+1

i,j )2(Un
i,j)

2

−1
2

(
(δ+

i Un+1
i,j )2 + (δ−i Un+1

i,j )2

4
+

(δ+
j Un+1

i,j )2 + (δ−j Un+1
i,j )2

4
+

(δ+
i Un

i,j)
2 + (δ−i Un

i,j)
2

4
+

(δ+
j Un

i,j)
2 + (δ−j Un

i,j)
2

4

)
.
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4 数値実験

σ = 6とした方程式 (1)

∂u

∂t
+ 6u2 ∂u

∂x
+

∂

∂x

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
= 0

に対して次のような条件設定を行う.
初期条件 (単一型のパルス)：

u(x, y, 0) =
c

3

10∑

n=1

a2n

(
cos(2n arccot(

√
c

2
r))− 1

)
, r =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 (5)

a2nは Table 1.の値をとる. 境界条件は x, y軸方向ともに周期境界条件を課す.
先行結果 [7]と比較してかなり類似した結果を得ることができた. 数値解は時間を発展させていくと初期条件
の台の大きさより小さくなり波高がより高くなっていくという現象が考察できた. 更に, 時間が進むにつれ移
動速度も速くなっていくといった進行波解とは違った解の振る舞いが考察できた.

Table 1. Coefficients for the single pulse (5)
n a2n n a2n n a2n n a2n

1 -1.25529873 4 0.00540862 7 -0.00138352 10 -0.00003053
2 0.21722635 5 -0.00332515 8 -0.00070289
3 0.06452543 6 -0.00281281 9 -0.00020451
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Figure1. 先行結果 [7]
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－268－



局所トレース状態の端点について

野田 昌弘　 大野 博道

信州大学工学部

1 はじめに

2つの量子系を結合させた系とその上の状態を考える. この状態を各量子系に制限した状態が
トレース状態であるとき, これを局所トレース状態という. 局所トレース状態は二重確率行列
を量子系上に一般化したものと考えられるため, 二重確率行列の端点が置換行列であることを
示した Birkhoffの定理が, 局所トレース状態についても同様に成り立つかという疑問がうか
ぶ. 本講演ではこれが成り立たないことを示し, さらに局所トレース状態の端点の最大階数に
ついても考察する.

2 局所トレース状態の端点

定義 1 Mn(C)⊗Mn(C)上の状態 ρをMn(C)⊗ Iと I ⊗Mn(C)に制限したものが正規トレー
スであるとき, ρを局所トレース状態という．Mn(C) ⊗Mn(C)におけるすべての局所トレー
ス状態の集合をΓ(n)で表す．またユニタルでかつ完全正なトレース保存写像をUCPT写像と
し, Mn(C)上のすべてのUCPT写像を UCPT (n)で表す.

n = 2のとき, 局所トレース状態の端点は純粋状態となることが知られている [4, 5].ここで
は局所トレース状態と UCPT写像が 1対 1に対応することを用いて, n ≥ 3のときは局所ト
レース状態の端点が必ずしも純粋状態にならないことを示す.

定理 2 [1] 任意のUCPT写像 ϕ ∈ UCPT (n)に対し, {vi}k
i=1 ⊂ Mn(C)が存在し

ϕ(A) =
k∑

i=1

v∗i Avi　　 (A ∈ Mn(C))

とすることができる. ここで {vi}k
i=1は

∑k
i=1 v∗i vi =

∑k
i=1 viv

∗
i = Iを満たす.

ここで {vi}k
i=1の選択はただ一つではないが, {vi}k

i=1が一次独立であることを仮定すれば,

足し合わせる項の数 kがただ一つに定まる. これを r(ϕ) = kで表す. 以下, {vi}k
i=1は一次独立

であることを仮定する. 写像 ϕ⊗ idMn (C)はユニタルかつ正写像であるから, Mn(C)⊗Mn(C)

の状態と ϕ⊗ idMn (C)の合成写像もまた状態となる.ここで {ei}n
i=1をCnの正規直交基底とし,

ベクトル ξ = 1√
n

∑n
i=1 ei ⊗ ei ∈ Cn ⊗Cnによって与えられる純粋局所トレース状態を ρξとす

る. すなわちA,B ∈ Mn(C)に対し

ρξ(A⊗B) = 〈(A⊗B)ξ, ξ〉
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である. Mn(C)の行列単位 {eij}n
i,j=1に対し

tr(eij ·t ekl) = 〈(eij ⊗ ekl)ξ, ξ〉 =
1

n
δikδjl

が成り立つことから, A,B ∈ Mn(C)に対し

〈(ϕ(A)⊗ I)ξ, ξ〉 = tr(ϕ(A)tI ) =tr(ϕ(A)) =tr(A)

〈(ϕ(I)⊗B)ξ, ξ〉 = tr(ϕ(I )tB) =tr(tB) =tr(B)

がわかる.ただし tBはBの転置行列である. これにより合成写像 ρξ ◦ (ϕ⊗ idMn (C))もまた局
所トレース状態であることがわかる. 以上のことから写像 π : UCPT (n) → Γ(n)を

π(ϕ)(A⊗B) = 〈(ϕ(A)⊗B)ξ, ξ〉　　 (A,B ∈ Mn(C))

によって定義することができる. 写像 πについては, 以下の定理が知られている. なお状態 ρ

とその密度行列Dρを同一視し, rank(ρ) = rank(Dρ)と書く.

定理 3 上記のように定義した写像 π : UCPT (n) → Γ(n)は, 全単射でかつ凸構造を保存して
いる. すなわち

π(ϕ)が Γ(n)の端点⇐⇒ ϕが UCPT (n)の端点

である. さらに rank(π(ϕ)) = r(ϕ)もわかる.

　 n ≥ 3のときUCPT (n)の端点 ϕで r(ϕ) ≥ 2となるものが存在していることが知られてい
る [3]. これより n ≥ 3のときは, Γ(n)の端点であるが純粋状態でないものが存在することが
わかる.

次に局所トレース状態の集合 Γ(n)の端点の最大階数MR(n)について調べる.

定義 4 ベクトルの組 (u1, v1), . . . , (uk, vk)に対し

k∑
j=1

cjuj =
k∑

j=1

cjvj = 0

であるとすれば, すべての 1 ≤ j ≤ kにおいて cj = 0となるとき, (u1, v1), . . . , (uk, vk)は双一
次独立であるという. 成分の k個の組は簡単に u1, . . . , uk; v1, . . . , vkと書き表す. UCPT (n)の
端点について次の定理が知られている.

定理 5 [3] UCPT写像 ϕ(·) =
∑k

i=1 v∗i · viに対し

ϕが UCPT (n)の端点⇐⇒ {viv
∗
j}k

i,j=1; {v∗j vi}k
i,j=1は双一次独立

が成り立つ.

また Γ(n)の端点については次の定理が知られている.
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定理 6 [5] ρ ∈ Γ(n)に対し

ρが Γ(n)の端点⇐⇒ (Pρ(Mn(C)⊗Mn(C))Pρ) ∩ ((Mn(C)ª CI)⊗ (Mn(C)ª CI)) = {0}
が成り立つ. ただし Pρは ρの台である.

Pρ(Mn(C)⊗Mn(C))Pρ, (Mn(C)ª CI)⊗ (Mn(C)ª CI), Mn(C)⊗Mn(C)の次元はそれぞ
れ rank(ρ)2, (n2 − 1)2, n4であるから, 定理 6を使えば, Γ(n)の端点の最大階数MR(n)は

MR(n) ≤
√

2n2 − 1 (2.1)

をみたす. すでに Γ(2)の端点が純粋状態であることを紹介した. したがってMR(2) = 1であ
る. 以下ではMR(3), MR(4)について算出する.

定理 7 Γ(3)の端点の最大階数は 4である.

証明 式 (2.1)よりMR(3) ≤ 4を得る. それ故に, UCPT (3)の端点で r(ϕ) = 4となる ϕを
構成すればMR(3) = 4がわかる. このために

ω1 = e11,　ω2 = e12 +
√

2e23,　ω3 =
√

2e21 +
√

3e32,　ω4 = e31 +
√

2e13

とする.このとき簡単な計算から
4∑

i=1

ω∗i ωi =
4∑

i=1

ωiω
∗
i = 4I

であることがわかる. これにより vi = 1
2
ωiは

∑4
i=1 v∗i vi =

∑4
i=1 viv

∗
i = Iを満たす. また

4∑
i,j=1

aijωiω
∗
j =




a11 + a22 + 2a44 2a42 +
√

2a13

√
3a23 + a14√

2a31 + 2a24 2a22 + 2a33

√
2a34

a41 +
√

3a32

√
2a43 3a33 + a44


 ,

4∑
i,j=1

aijω
∗
j ωi =




a11 + 2a33 + a44 a12 +
√

3a43 2a32 +
√

2a14

a21 +
√

3a34 a22 + a33

√
2a24√

3a41 + 2a23

√
2a42 2a22 + 2a44




より,
∑4

i,j=1 aijωiω
∗
j =

∑4
i,j=1 aijω

∗
j ωi = 0とすれば aij = 0 (1 ≤ i, j ≤ 4)がわかる. した

がって {ωiω
∗
j}; {ω∗j ωi}は双一次独立であり, {viv

∗
j}; {v∗j vi}もまた双一次独立である. ここで

ϕ(·) =
∑k

i=1 v∗i · viとおくと,定理 5より ϕは r(ϕ) = 4となる UCPT (3)の端点となるため
MR(3) = 4が求まる. ¤

定理 8 Γ(4)の局所トレース状態の最大階数は 5である.

証明 式 (2.1)よりMR(4) ≤ 5を得る. それ故に, UCPT (4)の端点で r(ϕ) = 5となる ϕを
構成すればよい. このために

v1 = 1
2
(e13 + e32),　 v2 = 1

2
(
√

2e24 +
√

2e43),　 v3 = 1
2
(
√

2e14 +
√

3e31),

v4 = 1
2
(e21 +

√
2e42),　 v5 = 1

2
(e12 + e23)

とすれば定理 7の証明と同様の計算によりMR(4) = 5が求められる. ¤
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定理 9 n > 2のとき Γ(n)の局所トレース状態の最大階数は n以上である.

証明 n > 2に対し, UCPT (n)の端点で r(ϕ) = nとなる ϕを構成すればよい. このために

v1 =

√
n− 2

n− 1

n∑
j=2

ejj,　 vi =
1√

n− 1
(e1i + ei1)　　 (2 ≤ i ≤ n)

とすれば定理 7の証明と同様の計算によりMR(n) ≥ nが求められる. ¤
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A NOTE ON H(2)-UNKNOTTING OPERATION RELATED TO TWO-BRIDGE

LINKS

YUANYUAN BAO*
GRADUATE SCHOOL OF MATHEMATICS, TOKYO INSTITUTE OF TECHNOLOGY

Abstract. It is known that if a composite link has H(2)-unknotting number one, then one of its
summands is a 2-bridge link. In this note, we show that if a composite link is the connected sum
of the 2-bridge link S(p, q) and a (q, p)-tangle number one link, then it has H(2)-unknotting number
one. We conjecture that the converse is also true. In particular we give complete description when
the connected sum of two 2-bridge links has H(2)-unknotting number one.

1. introduction

An l-component link in the three-sphere S3 is an embedding F :
∐l

i=1 S
1 → S3, where

∐l
i=1 S

1 is a
disjoint union of l copies of 1-sphere S1. A 1-component link is called a knot. Note that all links and

manifolds considered within this note are unoriented. Given a link L = F (
∐l

i=1 S
1) ⊂ S3, choose a

smooth projection p : S3 → S2 such that p(L) ⊂ S2 contains only finitely many singular points, which
are all double points (Figure (a)). Near each double point, the under and over information of two arcs
is given. We call such a presentation a link diagram of L. For example, Figure (b) shows diagrams of
three different links.

(a) (b)

An H(2)-move is a local move on a link diagram, as shown in the following figure. The H(2)-
unknotting number[4] of a link L is the minimal number of H(2)-moves needed to change the link into
the unknot, denoted u2(L).

An H(2)-move

A Dehn surgery on S3 along a knot K consists of the following two steps: first, drill out a tubular
neighbourhood nb(K) of the knot, which is a solid torus; second, glue back a solid torus T by a
homeomorphism ϕ of its boundary to the torus boundary component of S3 − nb(K). We can pick two
oriented simple closed curves m and l on the boundary torus that generate the first homology group
of the solid torus. This gives any simple closed curve γ on the torus two coordinates p and q, each
coordinate corresponding to the algebraic intersection of the curve with m and l respectively. These
coordinates only depend on the homotopy class of γ. If the curve m on T is sent by ϕ to a curve on
nb(K) with coordinate (p, q), then we denote the resulting manifold by S3

p/q(K) and call it a p/q-surgery

along K. For example the p/q-surgery along the unknot is the lens space L(p, q)

Key words and phrases. H(2)-unknotting number, Dehn surgery, two-bridge link.
∗E-mail: bao.y.aa@m.titech.ac.jp.
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A knot C is called strongly-invertible if there is an orientation-preserving homeomorphism, which is
also an involution, of S3 which takes the knot to itself but reverses the orientation along the knot. Given
a link K, let Σ(K) denote the double-branched cover of S3 along the link K. The link K has H(2)-
unknotting number one if and only if Σ(K) equals S3

p(C) for some integer p and some strongly-invertible
knot C.

The 2-bridge link S(α, β) is a link with the following diagram. Here α
β is the continued fraction

[a1, a2, · · · , an]. Precisely

[a1, a2, · · · , an] = a1 +
1

a2 + · · ·+
1

an

.

The 2-bridge link S(α, β) is denoted by C(a1, a2, . . . , an) as well.

1a

1a

a 2

a 2

a
3

a
3

a
n

a
n

n: odd

n: even

Doubly-primitive knots are a class of knots which can be used to construct lens space surgeries. In
particular, Berge [6] found twelve classes of doubly-primitive knots, which are called Berge knots (see
[5] as well).

Lens space L(α, β) is the double-branched cover manifold Σ(S(α, β)). If the 2-bridge link S(α, β)
has H(2)-unknotting number one, then the lens space L(α, β) is realized as an integer surgery along a
knot in S3. Conversely, the following facts are known:

Theorem 1.1. The two-bridge link S(α, β) has H(2)-unknotting number one when the lens space L(α, β)
can be obtained as an integer surgery along a doubly-primitive knot in S3.

Theorem 1.2 ([3]). If a lens space is realized as a p-surgery along a knot in S3 for some integer p,
then there is a Berge knot such that the p-surgery along it produces the same lens space. Furthermore,
every double primitive knot in S3 is a Berge knot.

As a corollary, we have:

Corollary 1.3. The two-bridge link S(α, β) has H(2)-unknotting number one if and only if the lens
space L(α, β) can be obtained as an integer surgery along a knot in S3.

In [7], an incomplete table of H(2)-unknotting numbers of knots is provided. Among knots with
nine crossings, there are six knots whose H(2)-unknotting numbers are unknown. We confirm that the
2-bridge knots 921, 923, 926 and 931 are knots with H(2)-unknotting number one.

Corollary 1.4. the two-bridge knots 921, 923, 926 and 931 have H(2)-unknotting number one.

Proof. For 921 = S(43, 25), we have 43 = d(2k − 1) (mod k2) and 25 = k2 for k = 5 and d = 2. It
belongs to Berge type (3). For 923 = S(45, 64), we have 45 = d(2k− 1) (mod k2) and 64 = k2 for k = 8
and d = 3. It belongs to Berge type (3). For 926 = S(47, 81), we have 47 = −d(2k − 1) (mod k2) and
81 = k2 for k = 9 and d = 2. It belongs to Berge type (3). For 931 = S(55, 144), we have 55 = d(k − 1)
(mod k2) and 144 = k2 for k = 12 and d = 5. It belongs to Berge type (4). �

A link L is called a composite link if there is link diagram of L as below such that neither K1 nor
K2 is the unknot. We call L the connected sum of K1 and K2, denoted L = K1�K2.

The composite links with H(2)-unknotting number one are studied by Bleiler [1] and Eudave-Muñoz
[2]. Here is their result:

Theorem 1.5 ([1], [2]). If a composite link has H(2)-unknotting number one, then it is a connected
sum of a two-bridge link and a prime link.
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K
1 2K

L The connected sum of the
trefoil knot and the Hopf link

Definition 1.6. A link K is a (p, q)-tangle unknotting number one link if there is a tangle decomposition
K = T1 ∪ T2 such that T1 is a (p, q)-rational tangle and T0 ∪ T2 is the unknot. Here a (p, q)-rational
tangle is defined as above with p/q being the continued fraction [a1, a2, · · · , an].

Remark 1.7. If a knot is a (p, q)-tangle number one knot, then from the definition it is easy to see
that this knot is also a (p+ aq, q)-tangle number one knot for any integer a. Furthermore, there is an
integer a such that |p+ aq| = |det(K)|.

Proposition 1.8. For the 2-bridge link S(q, p), and a (p, q)-tangle number one link K(p, q), the H(2)-
unknotting number of S(q, p)�K(p, q) is one.

First proof. In fact, if p/q = [a1, a2, · · · , an], then S(q, p) = S(q, p − a1q). Note that q/(p − a1q) =
[a2, · · · , an]. The composite link K(p, q)�S(q, p) can be unknotted by adding a band, as shown in the
following figure. This completes the proof. �

K(p,q)
n:even

K(p,q)
n:odd

Second proof. Since K(p, q) is a (p, q)-tangle number one knot, we have Σ(K(p, q)) = S3
p+aq/q(C) for

some strongly invertible knot C and some integer a. Consider the (p + aq, q)-cable of C, which we
denote Cp+aq,q. Then Cp+aq,q is a strongly-invertible knot as well. It is known that

S3
(p+aq)q(Cp+aq,q) = L(q, p+ aq)�S3

p+aq/q(C) = Σ(S(q, p+ aq))�Σ(K(p, q))

= Σ(S(q, p+ aq)�K(p, q)).

Note that S(q, p+ aq) = S(q, p). We see that u2(S(q, p)�K(p, q)) = 1. �
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Conjecture 1.9. A composite link with H(2)-unknotting number one always has the form described in
Proposition 1.8.

Conjecture 1.9 holds if we have a positive answer to the following question.

Question 1.10. Is it true that a knot K is strongly invertible if and only if a cable of K is strongly
invertible?

we have the following corollary since the 2-bridge link s(p, q) is a (p, q)-tangle unknotting number
one link.

Corollary 1.11. The H(2)-unknotting number of the link S(p, q)�S(q, p) is one.

Proposition 1.12. Suppose S(p, q) and S(r, s) are two non-trivial 2-bridge links. Then S(p, q)�S(r, s)
has H(2)-unknotting number one if and only if either S(r, s) = S(q, p) or S(p, q) = S(vab+ ε, va2) and
S(r, s) = S(v, ε) for some integers v,a and b such that (a, b) = 1 and ε ∈ {1,−1}.

Proof. If S(p, q)�S(r, s) has H(2)-unknotting number one, then there exist a strongly invertible knot C
and an integer l such that Σ(S(p, q)�S(r, s)) = L(p, q)�L(r, s) = S3

l (C). Since the cabling conjecture
holds for strongly invertible knot[2], then we see c must be a cable knot, say C = Ku,v for some knot
K and coprime integers u and v. Then we have l = uv and S3

l (C) = S3
u/v(K)�L(v, u), which equals

L(p, q)�L(r, s). Suppose L(v, u) = L(p, q). Then S3
u/v(K) has to be L(r, s). Since |v| = |p| > 1, by

cyclic surgery theorem, K must be a torus knot. If K is the unknot, then S3
u/v(K) = L(u, v) = L(r, s).

Therefore S(r, s) = S(q, p). If K is non-trivial, suppose K is the (a, b)-torus knot. Then S3
u/v(K) is a

lens space only if u = vab±1, and then S3
u/v(K) = L(vab±1, va2). In this case, S(p, q) = S(v, vab±1) =

S(v,±1) and S(r, s) = S(vab ± 1, va2). The converse can be proved easily. �

Corollary 1.13. u2(C(a1, a2, · · · , an)) ≤ u2(C(ai, ai+1, · · · , an)) + i− 1.

Remark 1.14. The two bridge link S(vab+ ε, va2) in Proposition 1.12 is an (ε, v)-tangle number one
link.
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Some explicit calculations on the

variation of the Bergman kernel

Yanyan Wang

Graduate School of Nagoya University

1 Abstract

In the mathematical study of several complex variables, the Bergman kernel,
named after Stefan Bergman, is a reproducing kernel for the Hilbert space of
all square integrable holomorphic functions on a domain D in Cn. F. Maitani
and H. Yamaguchi studied the variation of Bergman metrics for families
of Riemann Surfaces and proved some results in the paper ‘variation of
Bergman Metrics on Riemann Surfaces’.I will give some specific calculations
about the variation of the Bergman matrics using the Loewner chains.

2 Introduction

2.1 Bergman kernel

Let Ω ⊆ Cn be a bounded domain. Let A2(Ω) be the Bergman space of
square integrable holomorphic functions on Ω. Let {φj(z)}∞j=1 be any com-
plete orthonormal basis for A2(Ω). Then the series

∑∞
j=1 φj(z)φj(z) con-

verges uniformly and absolutely on compact subsets of Ω×Ω. The function
defined by this series is the Bergman kernel KΩ(z, ζ). The Bergman kernel
under biholomorphic or even under proper holomorphic mappings has the
following proposition:
Proposition: Let F G → D be a biholomorphic mapping between the
domains G,D ⊂ Cn. Then we have

KG(z, w) = KD(F (z), F (w)) detF ′(z)detF ′(z), z, w ∈ G

The Bergman kernel KΩ(z, ζ) is a C∞−function on Ω× Ω and that, on
the diagonal, it can be represented as

KΩ(z, z) = sup{|f(z)|2 : f ∈ A2(Ω), |f(z)|A2(Ω) = 1} z ∈ Ω

In order to have this function of class C2 on Ω we assume for the rest of this
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article that all domains have the property KΩ(z, z) > 0. Then KΩ leads to
the following positive semidefinite Hermitian form

BΩ(z;X) :=
n∑

i,j=1

∂2

∂zi∂zj
logKΩ(z, z)XiXj z ∈ Ω, X ∈ Cn

The pseudometric

βΩ(z;X) :=
√
BΩ(z;X), z ∈ Ω, X ∈ Cn

induced by BΩ is called the Bergman pseudometric on Ω.

2.2 The results of Maitani, Yamaguchi

F. Maitani and H. Yamaguchi studied the variation of the Bergman metric
K(t, ζ)|dz|2 on the Riemann surface and use the variation formula to show
that logK(t, ζ)|dz|2 is plurisubharmonic. Next we introduce this result.

Let D be an unramified domain over the product space B × Cz with
smooth boundary and denote by π the first projection from B × Cz to B.
For t ∈ B put D(t) = π−1(t), which is a Riemann surface over Cz without
branch points.

Let t ∈ B and ζ ∈ D(t) be fixed and consider the potential ψ(t, z, ζ)
for (D(t), ζ) and decompose dzψ(t, z, ζ) into dzψ(t, z, ζ) = L(t, z, ζ)dz +
K(t, z, ζ)dz on (D(t) \ {ζ}), where

L(t, z, ζ =
∂ψ(t, z, ζ)

∂z
, K(t, z, ζ) =

∂ψ(t, z, ζ)
∂z

we also consider the Green function g(t, z, ζ) and the Robin constant λ(t, ζ)
for (D(t), ζ), so that

g(t, z, ζ) = log
1

|z − ζ|
+ λ(t, ζ) + h(t, z, ζ).

Here h(t, z, ζ) is harmonic for z in a neighborhood of ζ in D(t) such that

h(t, ζ, ζ) = 0 t ∈ B

Let ϕ(t, z) be a defining function of ∂D in B×Cz and consider the following
quantities:

k2(t, z) = (
∂2ϕ

∂t∂t
|∂ϕ
∂z
|2 − 2Re{ ∂

2ϕ

∂t∂z

∂ϕ

∂t

∂ϕ

∂z
}+ |∂ϕ

∂t
|2 ∂

2ϕ

∂z∂z
)/|∂ϕ

∂z
|3

We denote by dsz is the arc length element of ∂D(t) at z. Then the authors
got the following variation formulas for the Bergman metrics.
Theorem . It holds for (t, z) ∈ D

∂2K(t, ζ)
∂t∂t

=
1
4

∫
∂Dt

k2(t, ζ)(|L(t, Z, ζ)|2 + |K(t, Z, ζ)|2)dsz
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+
∫ ∫

D(t)
(|∂L(t, z, ζ)

∂t
|2 + |∂K(t, z, ζ)

∂t
|2)dxdy

Using this variation formulas the authors got the following Corollary:
Corollary. Let D be an unramified pseudoconvex domain over B × Cz

with smooth boundary. If, for each t ∈ B, ∂D has at least one strictly
pseudoconvex point (t, α(t)), then logK(t, ζ) is a strictly plurisubharmonic
function on D.

3 Example

I give an example about the above result. It is following:
D is the unit disc of the complex plane. K(z) = z

(1+z)2
is the Koebe function

which maps the unit disc to a slit domain which is the whole complex plane
minus the segment [1

4 ,∞). we consider the mapping

Eζ(w) = e−iθK−1(e−tK(w))

where the ζ = e−iθK−1(e−t/4). This mapping maps the unit disc in the
complex w plane to Dζ the unit disc in the complex z plane minus an arc.
Then the inverse mapping

E−1
ζ (z) = K−1(etK(eiθz))

maps Dζ to the unit disc in the complex w plane. The Bergman kernel of
Dζ is

KDζ (z, z) =
1
π

1
(1− |E−1

ζ (z)|2)2
|(E−1

ζ (z))z|2

we calculate the

∂∂ logKDζ (z, z) = ∂∂(− log π − 2 log(1− |E−1
ζ (z)|2 + 2 log |(E−1

ζ (z))z|)

Because ζ = e−iθK−1(e−t/4)
so

∂t

∂ζ
=

|ζ| − 1
2ζ(1 + |ζ|)

,
∂t

∂ζ
=

|ζ| − 1
2ζ(1 + |ζ|)

,
∂θ

∂ζ
=

i

2ζ
,
∂θ

∂ζ
= − i

2ζ

∂2t

∂ζ∂ζ
=

1
2|ζ|(1 + |ζ|)2

,
∂2θ

∂ζ∂ζ
|ζ=1 = 0

we have the Taylor expantion about E−1
ζ (z) at the point ζ = 1 which is

E−1
ζ (z) = K−1(etK(eiθz))

= z+
K(z)
K ′(z)

t+izθ+(
K(z)
K ′(z)

−1
2

(
(K(z))2K ′′(z)

(K ′(z))3
)t2−1

2
z(θ)2+

1
2

(1−K(z)
K ′(z)

K ′′(z)
K ′(z)

)
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+O(t3) +O(θ3)

= z+
z(1 + z)
(1− z)

t+ izθ+
1
2
z(1 + z)(1 + 2z + z2)

(1− z)3
t2− 1

2
zθ2 +

1
2
iz

1 + 2z + z2

(1− z)2
tθ

+O(t3) +O(θ3)
At the point ζ = 1

∂t

∂ζ
|ζ=1 =

∂t

∂ζ
|ζ=1 = 0,

∂2t

∂ζ∂ζ
|ζ=1 =

1
8

∂θ

∂ζ
|ζ=1 =

i

2
,

∂θ

∂ζ
|ζ=1 = − i

2
,

∂2θ

∂ζ∂ζ
|ζ=1 = 0

So

∂2 logKDζ (z, z)

∂ζ∂ζ
=
∂ logKDζ (z, z)

∂t

∂2t

∂ζ∂ζ
|ζ=1+

∂2 logKDζ (z, z)
∂2θ

∂θ

∂ζ
|ζ=1

∂θ

∂ζ
|ζ=1

=
2(1 + x2 − y2)
(1− x)2 + y2

> 0 z = x+ iy, |z| < 1

∂2 logKDζ (z, z)
∂z∂z

|ζ=1 > 0,
∂2 logKDζ (z, z)

∂z∂ζ
|ζ=1 =

∂2 logKDζ (z, z)
∂ζ∂z

|ζ=1 = 0.

So logKDζ (z, z) is plurisubharmonic on Dζ .
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