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1 Introduction

H := {x + iy ∈ C | y > 0}を複素上半平面，Γを Γ\Hの体積が有限になるような
SL2(R)の離散部分群とする．そして，Prim(Γ)を Γの素な双曲的共役類の集合，N(γ)

を γ ∈ Prim(Γ)の固有値の大きい方の二乗とする．このとき，Prim(Γ)の元とリーマン
面 Γ\H上の素な閉測地線との間には一対一対応があり，測地線の長さは log N(γ)であ
ることがわかっている．なので，Norm(Γ) := {N(γ) | γ ∈ Prim(Γ)}，m(N) := {γ ∈
Prim(Γ) | N(γ) = N}とおくと，Norm(Γ)を Γ\H上の素測地線の長さの集合と同一視す
ることができる．このような測地線の長さの集合は重複度も含めて length spectrum とよ
ばれているので，{(N, m(N))}N∈Norm(Γ)を length spectrum と同一視できる．
ここで，次のようなオイラー積で定義されるセルバーグゼータ関数を導入する．

ZΓ(s) :=
∏

γ∈Prim(Γ)

∞∏
n=1

(1 − N(γ)−s−n)

=
∏

N∈Norm(Γ)

∞∏
n=1

(1 − N−s−n)m(N) Res > 1.

セルバーグ跡公式を使うと，このゼータ関数が全複素平面に位数 2の有理型関数として解
析接続できることがわかる（[He]などを参照）．とくに，{0 < Res < 1}内の零点は高々
有限個の実軸上の零点を除いて {0 < Res ≤ 1/2}内にあり，その個数は

∑
σ:zero

0<Reσ<1
0<Imσ<T

1 =
vol(Γ\H)

4π
T 2 + νT log T + O(T ) as T → ∞ (1.1)

と漸近的に評価される．ここで，νは Γ\Hのカスプの個数である．跡公式によって得ら
れたセルバーグゼータ関数の解析性を使うと，素数定理の類似ともいえる素元定理（素弦
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定理・素測地線定理）とよばれる次の漸近公式が得られる．

πΓ(x) :=
∑

γ∈Prim(Γ)
N(γ)<x

1 = li(x) +
∑

1/2<cj<1

li(xcj) + O(x3/4) as x → ∞. (1.2)

ここで，{cj}は高々有限個の {1/2 < Res < 1}内の実軸上にあるセルバーグゼータ関数
の零点，li(x) :=

∫ x

2
(log t)−1dtである．今，πΓ(x)は

πΓ(x) =
∑

N∈Norm(Γ)
N<x

m(N)

ともあらわされるので，素元定理はm(N)の和に関する漸近公式であると考えることがで
きる．本稿では，この length spectrum の重複度m(N)自身の分布を具体的に調べ，それ
がどのような Γの特徴づけを与えるかを明らかにすることを目的とする．
本論に入る前に，比較対象として，Qの有限次拡大体Kに関するデデキントゼータ関数

ζK(s) :=
∏

�:K 上の素イデアル

(1 − N(p)−s)−1 Res > 1

について考えてみよう．ここで，N(p)は pのK上のノルムである．よく知られているよう
に，N(p)は素数の冪になっているので（[高]等を参照），ζK(s)は次のようにも表される．

ζK(s) =
∏
pk

(1 − p−ks)−m(pk) Res > 1.

ここで，m(pk) := #{p | N(p) = pk}であり，これが length spectrum の重複度m(N)に
対応している．すると，簡単にわかるように 0 ≤ m(pk) ≤ [K : Q]なので，この場合に
重複度分布を調べるのはあまり面白くない．しかしながら，リーマン面に関する length

spectrum の場合，m(N)は非有界であることが知られている（[Ra]を参照）ため，その
詳しい分布・漸近的な挙動を調べることは興味深いと考える．
まず，一般的な Γに対してはm(N)が次のように評価されることがわかった．

Theorem 1.1. Γを vol(Γ\H) < ∞なる SL2(R)の離散部分群とする．このとき，任意の
ε > 0に対して次が成り立つ．

m(N) � N3/4 as N → ∞, (1.3)

π
(2)
Γ (x) :=

∑
N∈Norm(Γ)

N<x

m(N)2 � x5/3+ε as x → ∞. (1.4)

ちなみに，この Theorem 1.1を使うと，k ≥ 3に対して，

π
(k)
Γ (x) :=

∑
N∈Norm(Γ)

N<x

m(N)k � x
3
4
k+ 1

6
+ε
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が得られる．
さて，上の定理は一般の Γに対する結果だが，もっと具体的に Γ = SL2(Z)のときには

Bogomolny-Leyvraz-Schmit [BLS] や Peter [Pe] によって，

π
(2)
SL2(�)(x) ∼ c

(2)
SL2(�)lik(x

3/2) as x → ∞ (1.5)

という詳しい漸近評価が得られている．ここで，c
(2)
SL2(�)は正の定数である．本稿では，こ

の拡張といえる次の定理を得た．

Theorem 1.2. Γを SL2(Z)の合同部分群とする．このとき，任意の ε > 0に対して次が
成り立つ．

N1/2−ε � m(N) � N1/2+ε as N → ∞. (1.6)

また，任意の k ≥ 2に対して定数 c
(k)
Γ > 0が存在し，次が成り立つ．

π
(k)
Γ (x) ∼ c

(k)
Γ lik(x

k+1
2 ) as x → ∞. (1.7)

ここで，lik(x) :=
∫ x

2
(log t)−kdtである．

なお，[BLS] や [Pe]の中では，c
(2)
SL2(�)の具体的な表示が得られているが，残念ながら，

Theorem 1.2中の c
(k)
Γ の具体的な表示は今のところ得られていない．

2 Theorem 1.1の証明の概略
まず，自明にm(N) ≤ π

(1)
Γ (N+1)−π

(1)
Γ (N−1)なので，素元定理(1.2)よりm(N) � N3/4

が簡単に得られる．次に π
(2)
Γ (x)を評価するため，いくつか記号と補題を準備しよう．

まず，v ∈ C∞(R>0)を任意の x > 0に対して 0 ≤ v(x) ≤ 1で，

v(x) =

{
1 (0 < x ≤ 1),

0 (x ≥ min{N ∈ Norm(Γ)} =: N̂).

をみたす関数とする．すると，w(s) :=
∫∞

0
−v′(x)xsdxは任意の n ≥ 1に対し,

w(s) = O
(
|s|−nemax(Res,0)

)
as |s| → ∞, (2.1)

をみたす．このとき，このような vとwを使って次のような明示公式が得られる．

Lemma 2.1. X > 0を十分大きな実数とする．このとき，次が成り立つ．

∑
γ∈Prim(Γ),k≥1

log N(γ)

1 − N(γ)−k
N(γ)−ksv

(N(γk)

X

)
=
∑

σ: zero

Xσ−s − 1

σ − s
w(σ − s).
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Proof. まず，次の積分を計算しよう．

J(X, s) :=
1

2πi

∫
Rez=2

Z ′
Γ(z + s)

ZΓ(z + s)

Xz − 1

z
w(z)dz.

すると，ZΓ(s)の対数微分の素元和としての表示を直接使って次のように計算できる．

J(X, s)

=
∑

γ∈Prim(Γ),k≥1

log N(γ)

1 − N(γ)−k
N(γ)−ks 1

2πi

∫
Rez=c

{( X

N(γ)k

)z

− N(γ)−kz
}w(z)

z
dy

=
∑

γ∈Prim(Γ),k≥1

log N(γ)

1 − N(γ)−k
N(γ)−ks

{
v
(N(γ)k

X

)
− v(N(γ)k)

}
.

なので，あとは vの定義から次が得られる．

J(X, s) =
∑

γ∈Prim(Γ),k≥1

log N(γ)

1 − N(γ)−k
N(γ)−ksv

(N(γ)k

X

)
. (2.2)

一方で，留数定理を使うと次が得られる．

J(X, s) =
∑
σ:zero

Xσ−s − 1

σ − s
w(σ − s). (2.3)

なので，あとは(2.2)と(2.3)を等式で結べばよい．

簡単のため，Lemma 2.1の公式をG(s, X) = I(s, X)と記述する．そして，両辺の２乗
積分を

∫ 2iT

iT
| ∗ |2dsを計算すると，次のような結果を得る．

Lemma 2.2. T > 0を十分大きな数とする．このとき，

φu(X) :=
∑

N∈Norm(Γ)

m(N)2(log N)2Nuv
(N

X

)2

に対して，次が成り立つ．∫ 2T

T

|G(it, X)|2dt = Tφ0(X) + O
(
Tφ−1(X)

)
+ O(TX3/2) + O(X2).
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Proof. 積分を直接計算すると，∫ 2T

T

|G(it, X)|2dt

=
∑

γ1,γ2∈Prim(Γ)
k1,k2≥1

log N(γ1) log N(γ2)

(1 − N(γ1)−k1)(1 − N(γ2)−k2)
v
(N(γ1)

k1

X

)
v
(N(γ2)

k2

X

)∫ 2T

T

(N(γ2)
k2

N(γ1)k1

)it

dt

=
∑

γ1,γ2∈Prim(Γ)
k1,k2≥1

log N(γ1) log N(γ2)
(
1 + O

(
N(γ1)

−k1
)

+ O
(
N(γ2)

−k2
))

× v
(N(γ1)

k1

X

)
v
(N(γ2)

k2

X

)∫ 2T

T

(N(γ2)
k2

N(γ1)k1

)it

dt

を得る．上の和を∑
γ1,γ2∈Prim(Γ)

k1,k2≥1

=
∑

γ1,γ2∈Prim(Γ)
N(γ1)=N(γ2)

+
∑

γ1,γ2∈Prim(Γ)
either k �= 1 or k2 �= 1

N(γ1)k1=N(γ2)k2

+
∑

γ1,γ2∈Prim(Γ)
k≥1,,k2≥1

N(γ1)k1 �=N(γ2)k2

=: S1 + S2 + S3

と分割すると，まず S1は次のように計算できる．

S1 =T
∑

N∈Norm(Γ)

(log N)2
(
1 + O(N−1)

)
v
(N

X

)2 ∑
γ1,γ2∈Prim(Γ),

N(γ1)=N(γ2)=N

1

=T
∑

N∈Norm(Γ)

(log N)2
(
1 + O(N−1)

)
v
(N

X

)2

m(N)2 = Tφ0(X) + O
(
Tφ−1(X)

)
. (2.4)

次に S2は

S2 ≤T

( ∑
N(γ1)k1<N̂X

k1>1

log N(γ1)

)( ∑
N(γ2)k2<N̂X

k2≥1

log N(γ2)

)

なので，素元定理(1.2)から，S2 = TO(X1/2) × O(X) = O(TX3/2)を得る．
最後に S3を評価しなければいけないが，詳しい計算は少し煩雑になるので割愛し，結

果として S3 = O(X2)が得られることのみを述べておく．以上より，Lemma 2.2が証明さ
れる．

Lemma 2.3. U > 0を T に対して十分小さな数とする．このとき，任意の n ≥ 1に対し
て次が成り立つ．∫ 2T

T

|I(it,X)|2dt =O(T−2n+1X2) + O(T−n+3X3/2) + O(T 4U−nX) + O(T 3UX).
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Proof. w(s)の評価(2.1)から，I(it,X)は次のように評価される．

I(it,X) =
∑
σ:zero

σ=α+iβ �∈�

O
(
X1/2|1 + i(β − t)|−n

)
+ O(X|t|−n) =: I1(t, X) + I2(t, X).

この二乗積分を計算しなければならないが，まず，
∫ 2T

T
|I2(t, X)|2dt = O(X2T−2n+1)は簡

単にわかる．次に，∫ 2T

T

(
I1(t, X)Ī2(t, X) + Ī1(t, X)I2(t, X)

)
dt

=
∑

T/2<β<3T

X3/2

∫ 2T

T

O
(
|t|−n|1 + i(β − t)|−n

)
dt

+
∑

other σ

X3/2

∫ 2T

T

O
(
|t|−n|1 + i(β − t)|−n

)
dt

=
∑

T/2<β<3T

X3/2O(T−n+1) +
∑

other σ

X3/2O(Xβ−nT−n+1) = O(T−n+3X3/2) (2.5)

である．最後に，∫ 2T

T

|I1(t, X)|2dt =
∑

σ1=α1+iβ1
σ2=α2+iβ2

∫ 2T

T

O
(
X|1 + i(β1 − t)|−n|1 − i(β2 − t)|−n

)
dt

を評価する．すると，定積分の部分はO(X|c + i(β1 − β2)|)なので，∑
β1,β2

=
∑

T/2<β1,β2<3T
|β1−β2|<U

+
∑

T/2<β1,β2<3T
|β1−β2|≥U

+
∑

other σ

=: L1 + L2 + L3.

と和の部分を分けると，L1 = O(T 3UX), L2 = O(T 4U−nX), L3 = (X)と評価できる．以
上より Lemma 2.3を得る．

Theorem 1.1の証明. Lemma 2.2と 2.3から，

φ0(X) =O(T−1X2) + O(X3/2) + O(T−n+2X3/2) + O(T 3U−nX) + O(T 2UX)

を得る．ここで，U = T
1

n+1，T = X
1
3 ととると，nを十分大きくとることで，φ0(X) =

O(X5/3+ε)であることがわかる．なので，φu(X)の定義から，

π
(2)
Γ (X) �

∑
N∈Norm(Γ)

m(N)2(log N)2v
(N

X

)2

� X5/3+ε

が成り立つことがわかる．
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3 Theorem 1.2の証明の概略
Gauss [G]などを読んでもらえばわかるが，SL2(Z)の素な双曲類と原始的不定値二元二

次形式との間には次のような 1対 1対応がある．

[a, b, c] := aX2 + bXY + cY 2 	−→

⎛
⎜⎝

t + bu

2
−cu

au
t − bu

2

⎞
⎟⎠ ,

γ =
(
γij

)
1≤i,j≤2

	−→
[γ21

uγ
,
γ11 − γ22

uγ
,
−γ12

uγ

]
.

ここで，(t, u)は判別式 d := b2 − 4acに対するペル方程式 t2 − du2 = 4の最小解，uγ :=

gcd(γ21, γ11 − γ22,−γ12) > 0である．さらに，γ ∈ Prim(SL2(Z))のノルムN(γ)は対応す
る二次形式の基本単数 ε(d) := (t+u

√
d)/2 の平方に等しい．なので，Γ = SL2(Z)のとき，

length spectrum の重複度m(N)は，判別式 dに対する狭義の類数 h(d)を用いて，

m(N) =
∑

d > 0: not square
ε(d)=N1/2

h(d)

と書ける（[Sa]を参照）．実は，Γが SL2(Z)の合同部分群である場合にも同じように，

m(N) =
∑

d > 0: not square
ε(d)=N1/2

MΓ(d)h(d) (3.1)

と書けることがわかっている（[H]を参照）．ここで，0 ≤ MΓ(d) ≤ [SL2(Z) : Γ]である．
なので，類数分布に関する古典的な評価である d1/2−ε � log ε(d)h(d) � d1/2−ε （[Mo]な
どを参照）を用いると，(3.1)から，

N1/2−ε � m(N) � N1/2−ε (3.2)

を示すことができる．
次に，π

(k)
Γ を評価するが，その前に

Ψ
(k)
Γ (x) :=

∑
N∈Norm(Γ)

N<x

(
log N(γ)

N1/2 − N−1/2
m(N)

)k

について考える．すると，(3.1)と類数公式 log ε(d)h(d) =
√

dL(1, χd)から，

Ψ
(k)
Γ (x) =

∑
N∈Norm(Γ)

N<x

( ∑
ε(d)=N1/2

2u−1MΓ(d)L(1, χd)

)k

(3.3)

が成り立つことがわかる．なので，あとは large sieve method を使って，(3.3)を

Ψ
(k)
Γ (x) ∼ ∃b

(k)
Γ x1/2 as x → ∞

と評価すると，Theorem 1.2の π
(k)
Γ (x)に関する漸近評価が得られる．
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4 まとめとして
Γ = SL2(Z)のとき，{trγ}γ∈Prim(SL2(�)) = Z≥3，N(γ) ∼ (trγ)2 なので，π

(0)
SL2(�)(x) ∼ x1/2

as x → ∞である．Γが SL2(Z)の合同部分群であるときも同様に π
(0)
SL2(�)(x) ∼ ∃cx1/2が

成り立つ．すると，この π
(0)
Γ の評価と素元定理 π

(1)
Γ (x) ∼ li(x)，そして Theorem 1.2 をあ

わせて考えると，Γが SL2(Z)の合同部分群の場合，m(N)はだいたい，li1(N
1/2)ぐらい

の増大度をもつと考えることができる．それでは，一般の Γについてはどうかというと，
Γが数論的（arithmetic）であるとき，π

(0)
Γ (x) = O(x1/2)であることが [Ta]，[LS]，[Sc]に

よって示されている．さらに，この逆が，少なくとも Γ\Hがコンパクトでないときには
成り立っていることが [Sc]によって示されている．以上より，自然に，次のような問題が
考えられる．

Problem 1. (i) Γが数論的であることと，π
(k)
Γ (x) ∼ c

(k)
Γ lik(x

k+1
2 ) が任意の k ≥ 2に対し

て成り立つことは同値か？
(ii) Γが非数論的であることと，π

(k)
Γ (x) = o

(
lik(x

k+1
2 )
)
が任意の k ≥ 2に対して成り立つ

ことは同値か？
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