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1 Introduction

quantum affine algebraの表現に evaluation表現と呼ばれるものが二種類存在する。1のベ

キ根でない quantum affine algebraの evaluation表現に関しては、Chari, Pressley氏らにより

[9]で研究されている。そこで我々は 1のべき根における quantum affine algebraの evaluation

表現について考えたい。

このノートの主な目的は、次の３点である：

• evaluation表現の Drinfel’d多項式を求める。

• evaluation表現を evaluation Schnizer表現の部分表現として具体的に構成する。

• 二種類の evaluation表現が同型になる条件を、次の二通りの方法で示す：

– Drinfeld’d多項式の理論を用いた方法。

– evaluation Schnizer表現の部分表現として構成したことを利用した方法。

なお、このノートの内容は、上智大学の中島俊樹先生との共同研究 [3] に基づいて書かれて

いる。

2 1のべき根におけるquantum algebra

2.1 Notations

最初に、Lie algebraに関する基本的な記号を以下で定める：

n ∈ N := {1, 2, · · · },
sln+1: finite-dimensional simple Lie algebra over C of type An,

s̃ln+1 = sln+1 ⊗ C[t, t−1]: loop algebra of sln+1,

I := {1, 2, · · · , n}, Ĩ := I t {0}: index set,

(ai,j)i,j∈eI (resp. (ai,j)i,j∈I): generalized Cartan matrix of s̃ln+1 (resp. sln+1),

{αi}i∈eI (resp. {αi}i∈I): simple roots of s̃ln+1 (resp. sln+1),
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δ :=
∑

i∈eI αi: smallest positive imaginary root,

∆̃ (resp. ∆): root system of s̃ln+1 (resp. sln+1),

∆̃+ (resp. ∆+): the set of positive roots of s̃ln+1 (resp. sln+1),

∆̃re
+ := {α + nδ |α ∈ ∆, n ∈ N} t∆+: the set of positive real roots of s̃ln+1,

∆̃im
+ := {mδ |m ∈ N}: the set of positive imaginary roots of s̃ln+1.

2.2 1のべき根における quantum algebraの定義

lを (n + 1)と互いに素である 3以上の奇整数とし、εを 1の原始 l乗根とする。また、任意

の r ∈ Z, m ∈ Nに対し、q-integer等を以下で定める:

[r] :=
εr − ε−r

ε− ε−1
, [m]! := [m][m− 1] · · · [1], [0]! := 1.

lが (n+1)と互いに素であるという条件は、次の条件と同値であることが分かる（[7]参照））:

lの倍数でない任意の k ∈ Zに対し、det([kai,j ])i,j∈I 6= 0.

この時、1のベキ根における quantum algebraと quantum loop algebraを、1のベキ根では

ない時と同様に、以下で定義する。

Definition 2.1. Ũε := Uε(s̃ln+1) (resp. Uε := Uε(sln+1)) を、生成元 {Ei, Fi,K
±1
i | i ∈

Ĩ (resp. i ∈ I)}と以下の基本関係式で与えられる associative C-algebraとする。この時、Ũε

(resp. Uε)を quantum loop algebra (resp. quantum algebra)と呼ぶ：

KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1, KiKj = KjKi, K0 =
n∏

m=1

K−1
m ,

KiEjK
−1
i = εai,j Ej , KiFjK

−1
i = ε−ai,j Fj ,

EiFj − FjEi = δi,j
Ki −K−1

i

ε− ε−1
,

1−aij∑
r=0

(−1)rE
(r)
i EjE

(1−ai,j−r)
i =

1−aij∑
r=0

(−1)rF
(r)
i FjF

(1−ai,j−r)
i = 0 i 6= j,

ただし、

E
(r)
i :=

1
[r]!

Er
i , F

(r)
i :=

1
[r]!

F r
i (r ∈ Z+ := {0, 1, 2, · · · }).

また、Ũ+
ε (resp. Ũ−

ε , Ũ0
ε )を {Ei}i∈eI (resp. {Fi}i∈eI , {Ki}i∈eI) によって生成される、Ũεの

C-subalgebraとする。同様に、U+
ε (resp. U−

ε , U0
ε )を {Ei}i∈I (resp. {Fi}i∈I , {Ki}i∈I) に

よって生成される、Uε の C-subalgebraとする。

Remark 2.2. 1のベキ根における quantum algebraには、Definition 2.1で定義したものと

は別に、Lusztigによって定義された「制限型」（=Lusztig型）と呼ばれるものがある（[19],

[22], [10]等参照）。制限型と区別するために、Definition 2.1の quantum algebraを非制限型
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（＝ De Concini-Kac型）と呼ぶ。制限型の理論は、非制限型の理論を考える上でも必要なも

のだが、ここでは非制限型のみを扱うこととする（制限型と非制限型との関係については [23],

[2], [3]等を参照）。

2.3 Root vectorとPBW basis

1のベキ根でない場合と同様に、Uε (resp. Ũε)には root vectorが存在し、そこから PBW

basisを構成することが出来る（1のベキ根でない quantum algebraや quantum loop algebra

の root vectorや PBW basisについては [20], [5]などを参照）。ここでは、root vectorの存在

は仮定し、そこから PBW basisを構成する方法のみ紹介する。そのために、以下の記号を定

めておく：

∆̃im
+ (I) := I × ∆̃im

+ = {(i,mδ) | i ∈ I, m ∈ N}, ∆̃+(I) := ∆̃re
+ t ∆̃im

+ (I),

{Eγ , Fγ | γ ∈ ∆+}: Uε の root vector, {Ẽβ , F̃β |β ∈ ∆̃+(I)}: Ũε の root vector,

Z∆+
+ := {c : ∆+ −→ Z+;map}, Z

e∆+(I)
+ := {c : ∆̃+(I) −→ Z+;map |#{c(β) 6= 0} < ∞},

B+
ε := {

<∏

γ∈∆+(I)

Ec(γ)
γ | c ∈ Z∆+

+ }, B−
ε := {

<∏

γ∈∆+

F c(γ)
γ | c ∈ Z∆+

+ },

B0
ε := {

n∏

i=1

Kmi
i |mi ∈ Z, i ∈ I}, Bε := B−

ε B0
εB+

ε ,

B̃+
ε := {

<∏

β∈e∆+(I)

Ẽ
c(β)
β | c ∈ Ze∆+(I)

+ }, B̃−
ε := {

<∏

β∈e∆+(I)

F̃
c(β)
β | c ∈ Ze∆+(I)

+ },

B̃0
ε := {

n∏

i=1

Kmi
i |mi ∈ Z, i ∈ I}, B̃ε := B̃−

ε B̃0
ε B̃+

ε .

ただし、root vectorたちの積は ∆̃+(I), ∆+内の適当な全順序<の順番に掛けているとする。

この時、以下の定理を得る：? = −, 0, or +とすると、

Theorem 2.3 ([14]). B?
ε (resp. Bε)は U?

ε (resp. Uε)の C-basisになる。

Theorem 2.4 ([5], [3]). B̃?
ε (resp. B̃ε)は Ũ?

ε (resp. Ũε)の C-basisになる。

3 Small quantum algebra

3.1 Small quantum algebraの定義

J̃0 := {Ẽl
β , F̃ l

β , Ẽ(i,mlδ), F̃(i,mlδ) |β ∈ ∆̃re
+ ,m ∈ N} ⊂ Ũε, J0 := {El

γ , F l
γ | γ ∈ ∆+} ⊂ Uε と

し、J̃ (resp. J)を J̃0 ∪ {Kl
i − 1}i∈I (resp. J0 ∪ {Kl

i − 1}i∈I) で生成される Ũε (resp. Uε)の

two-sided idealとする。
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Definition 3.1. Small quantum loop algebra Ũfin
ε (resp. small quantum algebra Ufin

ε )を以

下で定義する：

Ũfin
ε := Ũε/J̃, (resp. Ufin

ε := Uε/J) (quotient algebra).

表現論レベルでは、Ũfin
ε (resp. Ufin

ε )の表現を考えることは、Ũε (resp. Uε)の表現であっ

て、Ũε (resp. Uε)の centerがほぼ自明に作用する表現達を考えることと同じである。このこ

とは、以下の命題によって分かる。

今、Z(Ũε) (resp. Z(Uε))を Ũε (resp. Uε)の centerとし、Z̃0 (resp. Z0)を J̃0 ∪ {K±l
i }i∈I

(resp. J0 ∪ {K±l
i }i∈I) で生成される Ũε (resp. Uε)の subalgebraとする。

Proposition 3.2 ([7]). Z(Ũε) = Z̃0.

Proposition 3.3 ([14]). Z0 ⊂ Z(Uε). さらに、Z(Uε)は Z0 上 integralな有限生成 algebra.

ここで、Ũfin
ε の元 Ẽβ + J̃ , F̃β + J̃ , Ki + J̃ (β ∈ ∆̃+, i ∈ I)をそれぞれ、ẽβ , f̃β , ki, と書

くことにする。同様に、Uεの大文字の元を小文字にすることで、Ufin
ε の元を表すことにする。

また、以下の記号を定めておく：任意の i ∈ I, r ∈ Z, s ∈ Nに対して、

x+
i,r := (−1)ir ẽαi+rδ (r ≥ 0), x+

i,r := (−1)ir−1f̃−αi−rδk
−1
i (r < 0),

x−i,r := (−1)ir−1kiẽ−αi+rδ (r > 0), x−i,r := (−1)irf̃αi−rδ (r ≤ 0),

hi,s := (−1)isẽ(i,sδ), hi,−s := (−1)isf̃(i,sδ).

さらに、Ũfin
ε の元 ψ±i,r (r ∈ Z+)を、変数 tのベキ級数を用いて以下のように定義する：

∞∑
r=0

ψ±i,±rt
±r := kiexp(±(ε− ε−1)

∞∑
s=1

hi,±st
±s).

これらの元 x±i,r, hi,s, ψ±i,r は、Ũε の Drinfel’d realization ([15], [4]参照)に対応するものに

なっている ([6] Lemma 1.5参照)。

この時、(Ũfin
ε )+ (resp. (Ũfin

ε )−, (Ũfin
ε )0)を {x+

i,r | i ∈ I, r ∈ Z} (resp. {x−i,r | i ∈ I, r ∈ Z},
{ψ±i,±r | i ∈ I, r ∈ Z})によって生成される Ũfin

ε の subalgebraとすると、以下の（弱い意味で

の）三角分解を得る：

Ũfin
ε = (Ũfin

ε )−(Ũfin
ε )0(Ũfin

ε )+.

同様に、(Ufin
ε )+ (resp. (Ufin

ε )−, (Ufin
ε )0)を {ei | i ∈ I} (resp. {fi | i ∈ I}, {ki | i ∈ I})によっ

て生成される Ufin
ε の subalgebraとすると、Ufin

ε = (Ufin
ε )−(Ufin

ε )0(Ufin
ε )+ を得る。

3.2 Small quantum algebraの highest-weight表現

Definition 3.4. V を Ũfin
ε (resp. Ufin

ε )表現とし、vを零でない V の元とする。任意の i ∈ I,

r ∈ Zに対し、x+
i,rv = 0 (resp. eiv = 0)となる時、vを V の primitive vectorと呼ぶ。
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今、U = Ũfin
ε , Ufin

ε とする。

Definition 3.5. V を U 表現とし、Λ : U0 −→ Cを C-algebra準同型とする。また、V は、

ある primitive vector vΛ ∈ V によって、U 表現として生成されているとする。任意の u ∈ U0

に対して、uvΛ = Λ(u)vΛ となる時、V を highest weight Λの highest-weight U 表現と呼び、

vΛ を highest-weight vectorと呼ぶ。

Proposition 3.6. 任意の C-algebra準同型 Λ : U0 −→ Cに対し、highest weight Λの既約な

highest-weight U 表現が（同型を除いて）ただ一つ存在する。

ここで、highest weight Λの既約な highest-weight Ũfin
ε 表現 (resp. Ufin

ε 表現)を Ṽ fin
ε (Λ)　

(resp. V fin
ε (Λ)) と書くことにする。

3.3 Small quantum algebraの有限次元既約表現の分類

1のベキ根でない quantum algebraと同様に、small quantum algebraの表現には分類定理

がある（1のベキ根でない quantum loop algebraの有限次元既約表現の分類については [8],

[11]等を参照）。この小節では、small quantum algebraと small quantum loop algebraの有

限次元既約表現の分類について紹介する。

今、任意の零でない複素数 cに対し、(1−ctl)で割ることが出来ないC[t]の元P (t)を l-acyclic

とよぶ（[16]参照）。このとき、以下の記号を定める：

Cl[t] := {P (t) ∈ C[t] |P (t)は l-acyclicかつ P (0) 6= 0かつ最高次の係数は 1}.

Definition 3.7. (a) 任意の λ = (λi)i∈I ∈ Zn
l に対し、C-algebra準同型 Λfin

λ : (Ufin
ε )0 −→ C

を以下で定義する：

Λfin
λ (ki) := ελi (i ∈ I).

(b) 任意の P = (Pi(t))i∈I ∈ Cl[t]n に対し、C-algebra準同型 Λ̃fin
P : (Ũfin

ε )0 −→ Cを、変数

tのベキ級数を用いて以下のように定義する：
∞∑

m=0

Λ̃fin
P (ψ+

i,m)tm := εdeg(Pi)
Pi(ε−2t)

Pi(t)
:=

∞∑
m=0

Λ̃fin
P (ψ−i,−m)t−m,

ただし、左側の等式を見る時は、中央の項を t = 0で Laurent展開し、右側の等式を見る時は、

中央の項を t = ∞で Laurent展開するものとする。

任意の P ∈ Cl[t]n (resp. λ ∈ Zn
l ) に対して、Ṽ fin

ε (P) := Ṽ fin
ε (Λ̃fin

P ) (resp. V fin
ε (λ) :=

V fin
ε (Λfin

λ ))と定義する。Ṽ fin
ε (P)のPは “Drinfel’d多項式”と呼ばれている。この時、以下の

分類定理を得る：

Theorem 3.8 ([12], [16] (resp. [19], [10])). 任意の P ∈ Cl[t]n (resp. λ ∈ Zn
l ) に対し、

Ṽ fin
ε (P) (resp. V fin

ε (λ))は有限次元既約 Ũfin
ε 表現 (resp. Ufin

ε 表現)になる。特に、P ∈ Cl[t]n

(resp. λ ∈ Zn
l )に Ṽ fin

ε (P) (resp. V fin
ε (λ))を対応させる写像は、Cl[t]n (resp. Zn

l )と有限次元

既約 Ũfin
ε 表現 (resp. Ufin

ε 表現)全体の集合（の同型類）との間に一対一対応を与える。　
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4 1のベキ根における evaluation表現

4.1 Evaluation準同型

X = E, F とし、以下の記号を定める：

X+
θ := [Xn, [· · · [X2, X1]ε · · · ]ε, X−

θ := [X1, [· · · [Xn−1, Xn]ε · · · ]ε.

ただし、任意の u, v ∈ Uε に対し、

[u, v]ε := uv − ε−1vu.

また、fundamental weightに対応する、以下の元KΛ1 , KΛn
を生成元として Uεに新たに加え

ておく：

KΛ1 :=
∏

i∈I

K
n−i+1

n+1
i , KΛn :=

∏

i∈I

K
i

n+1
i .

（表現においては、各 Ki の行き先を決定してしまえば、KΛ1 , KΛn
の行き先も一意的に決定

してしまう)。

Proposirion 4.1 ([18] §2, [9] Proposition 3.4). 任意の a ∈ C× に対し、以下のような C-

algebra準同型 ev+
a , ev−a : Ũε −→ Uε が存在する：

ev±a (Ei) = Ei, ev±a (Fi) = Fi, ev±a (Ki) = Ki, (i ∈ I),

ev±a (E0) = aK±1
Λ1

K∓1
Λn

F±θ , ev±a (F0) = (−ε)n−1a−1K±1
Λ1

K±1
Λn

E±
θ .

この準同型 ev±a を Ũε の evaluation準同型と呼ぶ。

同様に、任意の u ∈ Ũεに対し、Ũfin
ε の元 u+ J̃ を Ufin

ε の元 ev±a (u)+J に送る写像は、Ũfin
ε

から Ufin
ε への準同型になる。この準同型を Ũfin

ε の evaluation準同型と呼び、Ũε の場合と同

様に ev±a と書くことにする。

4.2 Evaluation表現のDrinfel’d多項式

任意の λ ∈ Zn
l と a ∈ C×に対し、V fin

ε (λ)を ev±a で持ち上げた Ũfin
ε 表現を V fin

ε (λ)±a と書く

ことにする。すなわち、任意の u ∈ Ũfin
ε に対し、uの V fin

ε (λ)±a への作用は、ev±a (u)の V fin
ε (λ)

への作用で定義される。

この時、Theorem 3.8 より、ある Drinfel’d 多項式 P±a = (P±i,a(t))i∈I ∈ Cl[t]n が存在し、

V fin
ε (λ)±a ∼= Ṽ fin

ε (P±a ) となる。この Drinfel’d多項式は、以下のように具体的に求めることが

出来る。

Theorem 4.1. 任意の i ∈ I に対し、

P±i,a(t) =
λi∏

k=1

(t− aελi−2k±λ[i]),
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ただし、λ[i] :=
∑i−1

k=1 λk −
∑n

k=i+1 λk + i であり、λi = 0の時は P±i,a(t) = 1とする。また、

aの値は、λに応じ、予め適当な値に取っておくものとする。

証明について：証明は、1のベキ根でない場合と同様である。1のベキ根でない場合の証明

方法は、Chari-Pressleyにより、[9]の §3.6で与えられている。

今、a+,a− ∈ C×とすると、V fin
ε (λ)+a+

と V fin
ε (λ)−a− とは、Ũfin

ε 表現として同型とは限らな

いが、a±や λの値によっては同型になることもある。具体的には、以下の命題で与えられる：

Proposition 4.2. λ = (λi)i∈I ∈ Zn
l , a± ∈ C×とする。また、supp(λ) := {i ∈ I |λi 6= 0}と

定義し、i1, i2, · · · , im ∈ I を、supp(λ) = {i1, · · · , im} (i1 < · · · < im) となるものとする。こ

の時、以下の条件 (a)から (c)は同値である：

(a) V fin
ε (λ)+a+

と V fin
ε (λ)−a− とは、Ũfin

ε 表現として同型である。

(b) 任意の i ∈ supp(λ)に対して、a+ = a−ε2λ[i].

(c) 任意の 2 ≤ r ≤ mに対して、

λir ≡ (−1)r(2Cr − λi1 − i1) + ir 6≡ 0 (mod l),

a+ =





a−ε2Cm mは奇数,

a−ε2(λi1+i1−Cm) mは偶数.

ただし、

Cr :=
r∑

k=1

(−1)k−1ik (2 ≤ r ≤ m).

証明について：(a)と (b)とが同値であることは、V fin
ε (λ)+a+

と V fin
ε (λ)−a− との Drinfel’d多

項式を見比べることにより分かる。あとは具体的に計算することにより、(b)と (c)とが同値

であるということが得られる。

Remark 4.3. この命題は 1のベキ根でない場合は成立しない。1のベキ根でない (A型)quan-

tum loop algebraに対しても、二種類の evaluation表現が存在するが、#supp(λ)が 2以上の

場合、それらの表現が同型になることはない。

5 Evaluation Schnizer表現とV fin
ε (λ)±a

この節では、evaluation Schnizer表現というものを使い、V fin
ε (λ)±a を具体的に構成すると

いうことを考える。さらに、そのことを利用し、Proposition 4.2の別証明を与える。

7



5.1 Evaluation Schnizer表現

任意の a = (ai,j)1≤i≤j≤n ∈ (C×)N , b = (bi,j)1≤i≤j≤n ∈ CN , λ = (λi)i∈I ∈ Cn に対し、以

下の記号を定義する：

N :=
1
2
n(n + 1): sln+1 の positive rootの個数、

VN (a, b, λ): lN -dimensional C-vector space,

{va,b
λ (m) ∈ VN (a, b, λ) |m = (mi,j)1≤i≤j≤n ∈ ZN

l }: VN (a, b, λ)の C-basis,

（また、任意のm ∈ ZN
l ,m

′ ∈ ZN に対し、va,b
λ (m + lm

′
) := va,b

λ (m)とする。）

εi,j : (i, j)成分のみ 1で他は 0である ZN
l の元 (1 ≤ i ≤ j ≤ n),

αi,j :=
i∑

k=j+1

εk−1,n−i+k −
i∑

k=j

εk,n−i+k ∈ ZN
l (1 ≤ j ≤ i ≤ n).

Theorem 5.1 ([25] Theorem 3.2, [24]). a = (ai,j)1≤i≤j≤n ∈ (C×)N , b = (bi,j)1≤i≤j≤n ∈
CN , λ = (λi)i∈I ∈ Cn とする。次のようにして VN (a, b, λ)に Uε 表現の構造を定めることが

出来る：任意のm = (mi,j)1≤i≤j≤n ∈ ZN
l , i ∈ I に対し、

Eiv
a,b
λ (m) =

i∑

j=1

a(αi,j)[Ni,j(m + b)]va,b
λ (m + αi,j),

Fiv
a,b
λ (m) =

n∑

j=i

ai,j [Mi,j(m + b)− λi]v
a,b
λ (m + εi,j),

Kiv
a,b
λ (m) = εµi(m+b)+λiva,b

λ (m).

ただし、任意の c = (ci,j)1≤i≤j≤n ∈ CN に対し、

Mi,j(c) :=
j−1∑

k=i−1

(ci,k − ci−1,k) +
j∑

k=i

(ci,k − ci+1,k) (i ≤ j),

Ni,j(c) := cj−1,n−i+j − cj,n−i+j (j ≤ i),

µi(c) :=
n∑

k=i−1

ci−1,k − 2
n∑

k=i

ci,k +
n∑

k=i+1

ci+1,k, a(c) :=
∏

1≤i≤j≤n

a
ci,j

i,j .

この表現のことを Uε の “Schnizer表現”と呼ぶことにする。

この時、evaluation準同型を用いて、VN (a, b, λ)を Ũε表現とみなすことが出来る。すなわち、

任意の u ∈ Ũε, a ∈ C× に対し、uの va,b
λ (m)への作用を ev±a (u)va,b

λ (m)で定義することによ

り、VN (a, b, λ)は Ũε表現となる。ev±a を用いて Ũε表現とみなした VN (a, b, λ) を “evaluation

Schnizer 表現”と呼び、VN (a, b, λ)±a と書くことにする。

特に、Ũεの生成元の VN (a, b, λ)±a への作用を具体的に記述することが出来る。Proposition

4.1より I の元 iに対しては、Ei, Fi, Kiの作用は VN (a, b, λ)への作用と変わらないため、E0
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及び F0 の作用を書くことにする。そのために、まず以下の記号を定める：

Rs := {rs = (rs
1, · · · , rs

n) ∈ In | rs
1 ≥ · · · ≥ rs

s−1 ≥ rs
s < rs

s+1 < · · · < rs
n},

RF
s := {rs = (rs

1, · · · , rs
n) ∈ Rs |任意の k ∈ I に対し、k ≤ rs

k},
RE

s := {rs = (rs
1, · · · , rs

n) ∈ Rs |任意の k ∈ I に対し、rs
k ≤ k},

RF :=
n⊔

s=1

RF
s , RE :=

n⊔
s=1

RE
s .

この時、予め複素数 aを適当な値に取っておくと、E0, F0 の作用は以下で与えられる：

Theorem 5.2. a = (ai,j)1≤i≤j≤n ∈ (C×)N , b = (bi,j)1≤i≤j≤n ∈ CN , λ = (λi)i∈I ∈ Cn,

a ∈ C× とする。任意のm = (mi,j)1≤i≤j≤n ∈ ZN
l に対し、

ev±a (E0)v
a,b
λ (m) = a

∑

s∈I

∑

rs∈RF

(−1)s+n(
∏

k∈I

ak,rs
k
)ε±(C(m+b,rs)−λ[s])

[−ms−1,s−1 + ms,s − bs−1,s−1 + bs,s − λs]v(m +
∑

k∈I

εk,rs
k
),

ev±a (F0)v
a,b
λ (m) = a−1

∑

s∈I

∑

rs∈RE

(−1)s(
∏

k∈I

a(αk,rs
k
))ε±(D(m+b,rs)−s+n+1)

[m1,n−s+1 + b1,n−s+1]v(m +
∑

k∈I

αk,rs
k
).

ただし、任意の c = (ci,j)1≤i≤j≤n ∈ CN に対して、

C(c, rs) := cs−1,s−1 +
s∑

k=1

rs
k−1∑

p=rs
k+1

(ck−1,p−1 − ck,p), (5.1)

D(c, rs) := −cn,n +
n−s+1∑

k=1

c1,k −
n∑

k=s+1

(crs
k−1,n−k+rs

k
− crs

k,n−k+rs
k
). (5.2)

5.2 V fin
ε (λ)±a の構成

今、(C×)N の元 a(0) と CN の元 b(0) とを以下で定める：

a
(0)
i,j := 1, b

(0)
i,j := 0, a(0) := (a(0)

i,j )1≤i≤j≤n, b(0) := (b(0)
i,j )1≤i≤j≤n.

また、任意の λ = (λi)i∈I ∈ Cn と a ∈ C× に対し、

VN (λ) := VN (a(0), b(0), λ), VN (λ)±a := VN (a(0), b(0), λ)±a , vλ(m) := va(0),b(0)

λ (m),

と定める。さらに、vλ(0)によって生成される VN (λ)±a (resp. VN (λ))の Ũε 部分表現 (resp.

Uε部分表現)を Lfin
ε (λ)±a (resp. Lfin

ε (λ))と書く。Lfin
ε (λ)±a は Lfin

ε (λ)を ev±a で持ち上げた表現

とみなすこともできる（Lfin
ε (λ)±a , Lfin

ε (λ)は、どれも vector spaceとしては同じものである）。

この時、[2]（または、[23], [1]）の結果を利用することにより、以下の定理を得る：
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Theorem 5.3. λ ∈ Zn
l , a ∈ C× とする。

(a) Lfin
ε (λ)は Ufin

ε 表現とみなすことが出来る。特に、Ufin
ε 表現として Lfin

ε (λ)は V fin
ε (λ)と

同型である。

(b) Lfin
ε (λ)±a は Ũfin

ε 表現とみなすことが出来る。特に、Ũfin
ε 表現としてLfin

ε (λ)±a は V fin
ε (λ)±a

と同型である。

この時、Lfin
ε (λ)の highest-weight vectorと lowest-weight vector を具体的に求めることが

出来る。そのために、以下の記号を定義しておく。任意の λ = (λi)i∈I ∈ Zn
l に対し、ZN

l の元

mλ = (mλ
i,j)を以下で定義する：

mλ
i,j ≡

i∑

k=1

λj−k+1 (mod l).

Proposition 5.4. λ ∈ Zn
l とし、v ∈ VN (λ)とする（v ∈ Lfin

ε (λ)とは限らない）。

(a) 「任意の i ∈ I に対し、Eiv = 0」となるための必要十分条件は、「v ∈ Cvλ(0)」となる

ことである。特に、Lfin
ε (λ)の highest-weight vectorは、vλ(0)の零でないスカラー倍である。

(b)「任意の i ∈ Iに対し、Fiv = 0」となるための必要十分条件は、「v ∈ Cvλ(mλ)」となる

ことである。特に、Lfin
ε (λ)の lowest-weight vectorは、vλ(mλ)の零でないスカラー倍である。

よって、特に、vector spaceとして以下の等式が成り立つ：

Lfin
ε (λ)±a = Lfin

ε (λ) = U−
ε vλ(0) = U+

ε vλ(mλ).

5.3 Proposition 4.2の別証

Theorem 5.2, Theorem 5.3, Proposition 5.4を用いることにより、Proposition 4.2をDrin-

fel’d多項式の理論を使わずに証明することが出来る。以下、その証明を示す。今、λ = (λi)i∈I ∈
Zn

l , a± ∈ C×とする。Proposition 4.2の (b)と (c)とが同値であることの証明には、もともと

Drinfel’d多項式の理論などは使っていないので、(a)と (b)とが同値であることを示すことに

する。

(a)ならば (b)の証明： φを Lfin
ε (λ)+a+

と Lfin
ε (λ)−a− の Ũfin

ε 表現の同型写像とする。この時、

Proposition 5.4(a)の highest-weight vectorの一意性により、φはスカラー写像であることが

分かる。よって、任意のm ∈ ZN
l に対して ev+

a+
(E0)vλ(m) = ev−a−(E0)vλ(m) となることが

分かる。特に、ev+
a+

(E0)vλ(0) = ev−a−(E0)vλ(0)となる。よって、Theorem 5.2より、

a+

∑

s∈I

∑

rs∈RF

(−1)s+nε−λ[s][−λs]v(
∑

k∈I

εk,rs
k
) = a−

∑

s∈I

∑

rs∈RF

(−1)s+nελ[s][−λs]v(
∑

k∈I

εk,rs
k
).

よって、任意の s ∈ supp(λ)に対して a+ = a−ε2λ[s] となる。

(b)ならば (a)の証明：任意の u ∈ Ũε に対し、eva+(u)の Lfin
ε (λ)上での作用と eva−(u)の

Lfin
ε (λ)上での作用とが等しいことを示せばよい。u = Ei, Fi,Ki (i ∈ I)の時は、eva+(u)と
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eva−(u)とが Uε の元として等しいので成立する。よって、u = E0 の時と、u = F0 の時を示

せばよい。

u = F0 の時： 任意の rs ∈ RE に対し、

D(mλ, rs) = λ[n− s + 1]− (n− s + 1),

となる (see (5.2))。よって、

ev+
a+

(F0)vλ(mλ) = a−1
+

∑

s∈I

∑

rs∈RE

(−1)sελ[n−s+1][λn−s+1]v(mλ +
∑

k∈I

αk,rs
k
),

ev−a−(F0)vλ(mλ) = a−1
−

∑

s∈I

∑

rs∈RE

(−1)sε−λ[n−s+1][λn−s+1]v(mλ +
∑

k∈I

αk,rs
k
).

よって、条件 (b)より、ev+
a+

(F0)vλ(mλ) = ev−a−(F0)vλ(mλ)となる。

一方、Proposition 5.4より、vλ(mλ)は Lfin
ε (λ)の lowest-weight vectorだから、

Lfin
ε (λ) = U+

ε vλ(mλ) =
⊕

i1,··· ,ir∈I

Ei1 · · ·Eir
vλ(mλ),

となる。i 6= 0であれば F0Ei = EiF0 なので、vλ(mλ)への作用が等しければ、ev+
a+

(F0) と

ev−a−(F0)とは Lfin
ε (λ)上で等しくなる。

同様に、highest-weight vector を利用することにより、u = E0 の場合を示すことが出来

る。
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