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概要

Generalized Schur operatorsの展開係数として generalized Schur polynomials

を定義する. そこには, Pieri’s formulaに相当する公式が存在する.

1 Introduction

Young’s latticeは Stanley [11] によって導入された differential posetの prototypical

な例である. Young’s latticeでは Robinson対応と呼ばれる, standard Young tableaux

のペアと順列との間の一対一対応が知られているが, この対応は Fomin [3] によって

differential poset やその一般化である dual graphs においても構成されている.

さらに, Young’s lattice では Robinson-Schensted-Knuth 対応と呼ばれる semi-

standard Young tableauxのペアとある行列との間の一対一対応が知られている. Fomin

は [4]において generarized Schur operatorsを導入し, dual graphにおける Robinson対

応の手法を Robinson-Schensted-Knuth対応へ拡張した. この意味で, generalized Schur

operatorsは semi-standard tableauxの一般化であると考えられる. 我々は, generalized

Schur operatorsを用いて Schur polynomialsの一般化に相当する多項式を定義する.

完全対称多項式は, 一行のみからなる Young diagramに対応する Schur多項式である

が, i次完全対称式 hi と一般の Schur多項式 sλ との積は Pieri’s formulaと呼ばれる等式

を満たしている. ここでいう Pieri’s formulaとは以下のような物である:
∑

µ

sµ(t1, . . . , tn) = hi(t1, . . . , tn)sλ(t1, . . . , tn),

ただし, 左辺の µは µ/λが i箱からなる horizontal stripになる様な Young diagramを

全て動く.
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この等式に相当する等式が Schur polynomialの一般化に相当する多項式にも成立して

いることを示す.

Section 2では, Young図形や Schur多項式におけるよく知られた事実を, いくつか復

習する. Section 3で Schur polynomialsの一般化に相当する多項式を定義する. Section

4で主結果である Pieri formulaを示す. Section 5で例を見る.

2 復習

この節では, Young 図形や Schur多項式について復習する.

2.1 Young 図形 についての復習

非負整数 n ∈ N に対して, 非負整数の非減少列 λ = (λ1, λ2, . . . , λm) (λi ≥ λi+1,

λi ∈ N )が,
∑

i λi = nを満しているとき, nの partition(分割)であるといい, λ ` nと書

く. λ = (λ1, λ2, . . . , λm) ` n に対して nの partition (λ1, λ2, . . . , λm) と nの partition

(λ1, λ2, . . . , λm, 0) を同一視する. 0の partitionは (0) (= (0, 0) = (0, 0, 0) = · · · ) のみ
であり ∅と書くことにする. partition λ に対して, |λ|を

∑
i λi で定義する.

λ ` n に対して, Dλ := { (i, j) 1 ≤ j ≤ λi } を λ の Young diagram(ヤング図形)と

いう. (i, j) ∈ Dλ を i行 j 列目の box(箱)と呼ぶ. 我々は, Dλ を i行目に λi 個の箱を左

に寄せて並べた図形で書き表す. 例えば, (4, 4, 3) ` 11 に対し D(4,4,3) は

のようにあらわす. 以下特に断りがない限り partition λとその Young diagramDλ とを

同一視し両方とも λで書き表すことにする.

n 箱の Young diagrams からなる集合を Yn := { λ λ ` n }, Young diagrams 全体か

らなる集合を Y :=
⋃

i Yi と書く. Young diagram Dλ は, 集合であるので, 集合の包含関

係を用いて, Yに半順序集合 (poset)の構造を入れることができる. Yはこの半順序で束
(lattice)になっており Young’s lattice(ヤング束)と呼ばれる. 0箱の Young diagram ∅
は, Young’s lattice Yの最小元になっている.

n 箱の Young diagram λ から { 1, . . . , m } への写像, T : λ 3 (i, j) 7→ Ti,j ∈
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{ 1, . . . , m } を, { 1, . . . , m }を使った λ上の fillingと呼び,

3 1 2 3
1 3 2 3
9 4 1

のように Young diagram λの i行 j 列目の箱に Ti,j を書き入れることで filling T を書き

表す. filling T に対して, その定義域 λを T の形 (shape)と呼ぶ.

λ上の filling T のうちで, Ti,j < Ti+1,j , Ti,j ≤ Ti,j+1 を満たすものを, semi-standrad

tableau(半標準盤)と呼ぶ. 形が λで { 1, . . . , m }を使った semi-standard tableauxの総

数を dλ(m)と書く.

Example 2.1. 3 箱の Young diagrams 上の { 1, 2 } を使った semi-standard tableaux は

次の 6つ:

形が (3)のもの : 1 1 1 , 1 1 2 , 1 2 2 , 2 2 2

形が (2,1)のもの : 1 1
2

, 1 2
2

形が (1,1,1)のもの : なし.

よって d(3)(2) = 4, d(2,1)(2) = 2, d(1,1,1)(2) = 0である.

λ ` n上の semi-standard tableau T が, λから { 1, . . . n }への全単射になっていると
きは standard tableau(標準盤) と呼ぶ. 形が λ の semi-standard tableaux の総数を fλ

と書く.

Example 2.2. 3箱の Young diagrams上の standard tableauxは次の 4つ:

1
2
3

, 1 2
3

, 1 3
2

, 1 2 3 .

f (3) = 1, f (2,1) = 2, f (1,1,1) = 1である.

λ, µ ∈ Y が λ ⊂ µ を満たしているときに, µ \ λ を skew Young diagram(歪ヤング図

形)といい µ/λ と書く. 例えば, (4, 4, 3)/(3, 1) は
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のように書き表す. Young diagramのとき同様に semi-standard tableauxなどを定義す

ることができて skew semi-standard tableauなどと呼ばれる. Young diagram λは λ/∅
だと思うことができる.

次の方法で Young tableauxをある Young diagramsの列と同一視する.

λ ` n 上の standard tableau T に対して, 逆像 T−1({ 0, . . . , l }) は Young diagram

になっている. さらに, λ(i) = (T−1({ 0, . . . , i }) と置くと, (λ(0), λ(1) . . . , λ(n)) は ∅
から始まり 1 箱ずつ増えていっている Young diagrams の列になっていることがわ

かる. 逆に (∅ = λ(0), λ(1), λ(2), . . . , λ(n) = λ) という ∅ から始まり 1 箱ずつ増え

ていっている Young diagrams の列に対してが与えられたときに, T : λ 3 (i, j) 7→
l (if (i, j) ∈ λ(l)/λ(l−1) ) ∈ { 1, . . . , n } は λ上の standard tableauを与える. この対応

で standard tableauと ∅から始まり 1箱ずつ増えていっている Young diagramsの列を

同一視する. 例えば,

1 2 4
3 5

↔
(

∅, , , , ,

)

1 3 5
2 4

↔
(

∅, , , , ,

)

のように同一視する. また, µ から始まり λ まで 1 箱ずつ増えていっている Young

diagramsの列は λ/µ上の skew standard tableauと同一視することができる.

{ 1, . . . , m } を用いた λ ` n 上の semi-standard tableaux T においても, その逆像

T−1({ 0, . . . , l }) は Young diagram になっている. さらに, T−1({ 0, . . . , l − 1 }) ⊂
T−1({ 0, . . . , l }) であり, skew Young diagram T−1({ 0, . . . , l })/T−1({ 0, . . . , l − 1 })
には各列高々 1 箱しか含まれていないことがわかる. この様な, 各列高々 1 箱しか存

在しない歪ヤング図形 λ/µ を horizontal strip(水平列島 [7]) と呼んだりもする. λ(i) =

T−1({ 0, . . . , i }) と置くと, (λ(0), λ(1), . . . , λ(m)) は ∅ から始まり各列高々 1 箱ずつ増

えていっている Young diagrams の列になっていることがわかる. standard tableau の

ときと同様に, ∅ から始まり各列高々 1 箱ずつ増えていっている Young diagrams の

列 (∅ = λ(0), λ(1), λ(2), . . . , λ(m) = λ) から T : λ → { 1, . . . ,m } を定義すると semi-

standard tableauになり, この対応で, semi-standard tableauと ∅から始まり各列高々
1箱ずつ増えていっている Young diagramsの列を同一視することができる. 例えば,

1 1 4
3 4

↔
(

∅, , , ,

)

のように同一視する.
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K を標数 0 の体とする. KY を Young diagrams を基底とするベクトル空間 (即ち,

ヤング図形の形式的な有限線形和のなすベクトル空間), K̂Y を KY の完備化 (即ち,

ヤング図形の (無限和を許す) 形式的な和のなすベクトル空間) とする. 双線形写像

〈 , 〉 : K̂Y × KY → K を
〈∑

λ∈Y aλλ,
∑

µ∈Y bµµ
〉

=
∑

λ∈Y aλbλ で定める.

KY 上の線形写像 U1, D1 を, λ ∈ Yに対して,

U1λ =
∑

µ: λ に 1 箱加えて
得られる young diagram

µ, D1λ =
∑

µ: λ から 1 箱取り除いて
得られる Young diagram

µ

となるように定める. このように定めたときに, U1 と D1 は

D1U1 − U1D1 = I (1)

とういう交換関係を満たしていることが確かめられる. また, KY 上の線形写像 Ui, Di

を, λ ∈ Yに対して,

Uiλ =
∑

µ: λ に各列高々 1 箱, 全部で i 箱
加えて得られる Young diagram

µ, Diλ =
∑

µ: λ から各列高々 1 箱, 全部で i 箱
取り除いて得られる Young diagram

µ (2)

となるように定める. このように定めたときに, Ui と Dj は

DiUj =
min(i,j)∑

k=0

Uj−kDi−k

とういう交換関係を満たしていることが確かめられる. この交換関係は母関数 U(t) =
∑

i Uit
i, D(t′) =

∑
i Di(t′)i を用いて

D(t′)U(t) =
1

1 − tt′
U(t)D(t′) (3)

の様にシンプルに書くことともできる.

例えば, Un
1 ∅ での λ ` nの係数は, (∅ = λ(0), λ(1), λ(2), . . . , λ(n) = λ) という ∅から

始まり 1箱ずつ増えていっている Young diagramsの列の総数に等しいことは定義からわ

かる. このような列は形が λの semi-standard tableauと同一視することができたので,

Un
1 ∅ =

∑

λ`n

fλλ (4)

がわかる.

同様に, λ ` nに対して Dn
1 λ での ∅の係数は, (λ = λ(0), λ(1), λ(2), . . . , λ(n) = ∅) と

いう λから始まり ∅まで 1箱ずつ減っていっている Young diagramsの列の総数に等し
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いことは定義からわかる. このような列の総数は形が λの standard tableuxの総数に等

しいことがわかり,

〈∅, Dn
1 λ〉 = fλ (5)

が λ ∈ Yn に対して成立することがわかる.

さて, ここで Dn
1 Un

1 について, 観察する. 式 (4), (5)から,

〈Dn
1 Un

1 ∅, ∅〉 =

〈
Dn

1

∑

λ`n

fλλ, ∅

〉

=
∑

λ`n

fλ 〈Dn
1 λ, ∅〉

=
∑

λ`n

fλ
〈
fλ∅, ∅

〉

=
∑

λ`n

(fλ)2

を得る.

さて, 一方で D1 と U1 は式 (1) つまり D1U1 − U1D1 = I という交換関係を満たして

いるので, Dn
1 Un

1 = (U1D1 + n)Dn−1
1 Un−1

1 = (U1D1 + n)(U1D1 + n − 1)Dn−2
1 Un−2

1 =

· · · = (U1D1 + n)(U1D1 + n − 1) · · · (U1D1 + 1) と変形することができ, D1∅ = 0 に注

意すると, Dn
1 Un

1 ∅ = n!∅ がわかる. よって
∑

λ`n

(fλ)2 = n! (6)

を得る. 実際

(f (1,1,1))2 + (f (2,1))2 + (f (3))2 = 12 + 22 + 12 = 6 = 3!

となっている. この様に, U や D を施し展開係数を比較することで, Young tableauxの

数え上げに関する結果を得ることができる. 等式 (6)は,
{

(P, Q) λ`n,
P,Q; 形が λ の standard tableux

}

と対称群 Sn の元の個数が等しいことを意味している. 実際にこれらの間に 1対 1対応を

構成する Robinson対応というものがよく知られている. また,
{

(P,Q)
λ`n,

P; 形が λ の { 1, . . . , l } を使った semi-standard tableau,
Q; 形が λ の standard tableau

}
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と { 1, . . . , l }の n文字の列 { 1, . . . , l }n の間の全単射 (Robinson-Schensted対応) や,
{

(P, Q)
λ`n,

P; 形が λ の { 1, . . . , l } を使った semi-standard tableu,
Q; 形が λ の { 1, . . . , k } を使った semi-standard tableaux

}

と
{

A = (ai,j)
A は k × l 行列,

ai,j∈N,
P

i,j ai,j=n

}

の間の全単射 (Robinson-Schensted-Knuth対応) もよく知られている (例えば [5]). これ

らについても, U , D の交換関係を用いた解釈を与える事ができる.

2.2 Schur多項式についての復習

Definition 2.3. Young tableaux T on λ と x = (x1, . . . , xn)に対し,

xT :=
∏

(i,j)∈λ

xTi,j

=x
|{ (i,j)∈λ Ti,j=1 }|
1 · · ·x|{ (i,j)∈λ Ti,j=n }|

n

=x1 の入った箱の数
1 · · ·xn の入った箱の数

n

と定義する. Young diagram λと x = (x1, . . . , xn)に対し,

sλ(x) :=
∑

T : a semi-standard tableau
on λ with {1, . . . , n}

xT

と定義し Schur多項式と呼ぶ. 同様に skew Young diagram λ/µと x = (x1, . . . , xn)に

対し,

sλ/µ(x) :=
∑

T : a semi-standard tableau
on λ/µ with {1, . . . , n}

xT

と定義する.

Schur 多項式 sλ(x)は sλ(x1, . . . , xn) = sλ(x1, . . . , xn, 0) を満たしている. また |λ|次
斉次対称多項式である. 変数を特に指定する必要の無い時には sλ(x)を sλ の様に略して

書く事にする. { sλ λ ∈ Y }は (無限変数)対称多項式環 Λの Z-basisになっている.

Skew Young tableaux と Young diagram の列の同一視から次はすぐわかる:

D(x1)D(x2) · · ·D(xn)λ =
∑

µ∈Y
sλ/µ(x1, x2, . . . , xn).
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Schur多項式に関するよく知られた公式をいくつか紹介する.

完全対称式, 基本対称式:

s(l)(x1, . . . , xn) =
∑

i1≤···≤il

xi1 · · ·xil

=hl(x1, . . . , xn),

s(1l)(x1, . . . , xn) =
∑

i1<···<il

xi1 · · ·xil

=el(x1, . . . , xn).

ただしここで, hl(x1, . . . , xn)は l 次斉次完全対称多項式 (homogenious complete

symmetric polynomial), el(x1, . . . , xn) は l 次基本対称多項式 (elementary sym-

metric polynomial), (1l)は l個の 1からなる partitionとする.

Pieri formula:
∑

µ

sµ(t1, . . . , tn) =hi(t1, . . . , tn)sλ(t1, . . . , tn),

∑

ν

sµ(t1, . . . , tn) =ei(t1, . . . , tn)sλ(t1, . . . , tn),

ただし, 左辺の µ は µ/λ が i 箱からなる horizontal strip になる様な Young

diagram を全て動き, 左辺の ν は ν/λ が i 箱からなる vertical strip になる様な

Young diagramを全て動く.

Cauchy identity:

∑

λ∈Y

sλ(x1, . . . , xn)sλ(y1, . . . , yn) =
∏

i,j

1
(1 − xiyj)

,

sλ(x1, . . . , xn)sλ̃(y1, . . . , yn) =
∏

i,j

(1 + xiyj),

ただし, λ̃は λの転置. Skew version は [9, p.93 Ex.26].

Schur identity:

∑

λ∈Y

sλ(x1, . . . , xn) =
∏

i

1
(1 − xi

∏

i<j

1
(1 − xixj)

.

Skew version は [9, p.93 Ex.27].
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Jacobi-Trudi formula:

sλ(x1, . . . , xm) =
det((xj)(λi)+m−i)1≤i,j≤m

det((xj)m−i)1≤i,j≤m

=
det((xj)(λi)+m−i)1≤i,j≤m∏

1≤i<j≤m(xi − xj)
.

sλ(x) = det((h(λi)+j−i(x))1≤i,j≤k,

sλ(x) = det((e(λ̃i)+j−i(x))1≤i,j≤l.

これらを定義とする流儀もある.

2.3 まとめ

ここまで説明したいくつかの Schur 多項式の性質を抽象化すると次のようになる:

Tableauxによる表示 Tableux T に対して, “形” shape(T ) と “冪” xT が定義されてい

る. 多項式の族 { Sλ }は

Sλ(x) =
∑

shape(T )=λ

xT

という表示を持つ.

Cauchy Formula 多項式の族 { Sλ }に対して, 対になる多項式の族
{

S̄λ

}
があり,

∑

λ

S̄λ(x1, . . . , xn)Sλ(y1, . . . , yn) =
∏

i,j

A(xiyj)

を満たしている.

Pieri Formula (“シンプルな形”(i) に対応する S(i) と思えるような) 多項式の族 { Hi }
があり,

∑

λ↙iµ

cλ,µSµ(t1, . . . , tn) = Hi(t1, . . . , tn)Sλ(t1, . . . , tn),

ただし, 左辺の λ ↙i µは “µ/λが i箱からなる horizontal strip” に相当するよう

な条件, cλ,µ は係数とする.

Robinson-Schensted-Knuth対応 { Sλ } を定義する tablueax T と
{

S̄λ

}
を定義する

tablueax T̄ の 組達 (T, T̄ ) には, 数え上げの結果が存在する.
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転置 (転置の様な操作を使って定義される,) 多項式の族
{

S̃λ

}
があって同様な性質を

満たす. 特に,
{

S̄λ

}
と Cauchy formula

∑

λ

S̄λ(x1, . . . , xn)S̃λ(y1, . . . , yn) =
∏

i,j

Ã(xiyj)

成り立っていて, Ã(t)A(t) = 1 が成立している.

このような性質を満たす多項式の族は Schur 多項式以外にも知られている. 我々の結果

は, そのような族のいくつかに統一的な解釈を与えていることになる.

Remark 2.4. 講演の時点では知らなかったのでコメントできなかったが, Thomas Lamが

同様の結果を出している [8]. 彼は, Heisenberg algebraから出発し, 対称関数の族を定義

している. また一方でHeisenberg algebraから, generalized Schur operators (Definition

3.1)を構成し, その対称関数の族が Pieri formulaなどを満たしている事を示している.

3 Definition

この節で, 2種類の多項式を定義する. 一つは Schur polynomialsの一般化に相当する

もの (Definition 3.3)であり, もう一つは完全対称多項式に相当するもの (Definition 3.7)

である.

3.1 Generalized Schur Operators

まず始めに, Schur polynomialsの一般化に相当するものを定義するために, Fomin [4]

によって導入された generalized Schur operators を定義する. 我々の多項式は general-

ized Schur operatorsの展開係数として定義される.

K を標数 0 の体とする. K は t, t′, t1, t2, . . . を変数とする冪級数を含んでいるとする.

添字 i ∈ Zに対して, Vi は有限次元K-ベクトル空間とする. Yi を Vi の基底とし fixする.

V =
⊕

i Vi, Y =
⋃

i Yi とする.

全ての i < 0において, Yi = ∅であり, Y0 = {∅} であるときに, Y は最小元 ∅を持つ
と言う事にする.

〈 , 〉を
〈∑

λ∈Y cλλ,
∑

λ∈Y c′λλ
〉

=
∑

λ∈Y cλc′λ を満たす自然なペアリングとする.

非負整数 i > 0に対し, Di, Uj を V 上の線形写像とし任意の jに対してDi(Vj) ⊂ Vj−i,

Ui(Vj) ⊂ Vj+i を満たしているとする. {ai}を K の元の列とする. 列 {Ai}と変数 xに
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対して, A(x)で母関数
∑

i≥0 Aix
i を表す.

Definition 3.1 (generalized Schur operators). 等式D(t′)U(t) = a(tt′)U(t)D(t′) が成立し

ている時, D(t1) · · ·D(tn) と U(tn) · · ·U(t1)を, generalized Schur operators with {am}
と呼ぶ.

Remark 3.2. D(t1) · · ·D(tn)と U(tn) · · ·U(t1)を generalized Schur operators with {ai}
とする. 任意の x, y ∈ Y に対して, 〈y, Uix〉 = 〈x,U∗

i y〉 を満たす線形写像を U∗
i と書

く. 同様に, D∗
i も定義する. このとき, U∗(tn) · · ·U∗(t1) と D∗(t1) · · ·D∗(tn) は等

式 U∗(t′)D∗(t) = a(tt′)D∗(t)U∗(t′) を満たしており generalized Schur operators with

{am}である.

Definition 3.3 (generalized Schur polynomials). D(t1) · · ·D(tn), U(tn) · · ·U(t1) を gen-

eralized Schur operators とする. λ ∈ V と µ ∈ Y に対して, sD
λ,µ(t1, . . . , tn) と

sµ,λ
U (t1, . . . , tn) を, それぞれ D(t1) · · ·D(tn)λ と U(tn) · · ·U(t1)λ の µ の係数と定義

し generalized Schur polynomialsと呼ぶことにする.

Generalized Schur polynomials sD
λ,µ(t1, . . . , tn) は, D(t)と D(t′)が可換である時, 即

ち D(t)D(t′) = D(t′)D(t)が成立する時には対称多項式となる.

また定義より, λ, µ ∈ Y に対して

sD
λ,µ(t1, . . . , tn) = 〈D(t1) · · ·D(tn)λ, µ〉

= 〈D∗(tn) · · ·D∗(t1)µ, λ〉
= sλ,µ

D∗ (t1, . . . , tn)

が成立している.

Example 3.4. Prototypicalな exampleはYoung’s lattice Yである. Viとして Yiを basis

とする K-線形空間とする. このとき Young’s lattice Y は 0箱の Young diagram ∅ を
最小元として持っている.

Di, Ui を 2 のように定義する. このとき, 3 が成立していた. 言い替えると, {am =

1} に対して, D(t′)U(t) = a(tt′)U(t)D(t′) を満たしている. 即ち, D(t1) · · ·D(tn) と

U(tn) · · ·U(t1)は generalized Schur operators with {1, 1, 1, . . .}である.

この時, λ, µ ∈ Y に対して, sD
λ,µ(t1, . . . , tn) と sλ,µ

U (t1, . . . , tn) は両方ともに skew

Schur polynomial sλ/µ(t1, . . . , tn) である.

Example 3.5. 多項式環K[x]をK-vector spaceだと思い V とする. Vi は i次の多項式か

11



らなる空間とする. この時, Vi は 1 次元であり, basis Yi として {xi} をとることができ
る. また, このとき 1 = x0 を最小元として持っている.

Di と Ui を, ∂i

i! に
xi

i! より定義する, ただし ∂ は x の (偏) 微分を表す. この様

に定義すると D(t) と U(t) はそれぞれ exp(t∂) と exp(tx) となる. D(t) と U(t)

は D(t)U(t′) = exp(tt′)D(t)U(t′) を満たすので, D(t1) · · ·D(tn) と U(tn) · · ·U(t1) は

generalized Schur operators with {am = 1
m!} である.

さらに, ∂ (または x) と t は可換なので, 次が成立している;

D(t1) · · ·D(tn) = exp(∂t1) · · · exp(∂tn) = exp(∂(t1 + · · · + tn)),

U(tn) · · ·U(t1) = exp(xtn) · · · exp(xt1) = exp(x(t1 + · · · + tn)).

このことから直接計算により,

sD
xi+j ,xi(t1, . . . , tn) =

(i + j)!
i!j!

(t1 + . . . + tn)j ,

sxi+j ,xi

U (t1, . . . , tn) =
1
j!

(t1 + . . . + tn)j

が分かる.

Remark 3.6. Partition λ ` lに対して zλ を zλ := 1m1(λ)m1(λ)! · 2m2(λ)m2(λ)! · · · , ただ
しmi(λ) = |{j|λj = i}|とする. U0 = D0 = I を仮定する. l ∈ Z>0 に対し, 次のように

帰納的に bl, Bl, B−l を定義する:

bl =al −
∑

λ`l,λ2 6=0

bλ

zλ
,

Bl =Dl −
∑

λ`l,λ2 6=0

Bλ

zλ
,

B−l =Ul −
∑

λ`l,λ2 6=0

B−λ

zλ
,

ただし, bλ = bλ1 · bλ2 · · · , Bλ = Bλ1 · Bλ2 · · · , B−λ = B−λ1 · B−λ2 · · · . この時,

l, k ∈ Z>0, l 6= k に対し,

[Bl, B−l] = l · bl · I,

[Bl, B−k] = 0

が成立. もし Ui と Di が Uj と Dj それぞれ可換で, なおかつ bl 6= 0ならば, {Bl, B−l|l ∈
Z>0} は the Heisenberg algebraを生成する. この場合は Lam [8]の議論を適用できる.
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(Remark 3.10 で 彼の complete symmetric polynomials hi[bm](t1, . . . , tn) と我々の

weighted complete symmetric polynomials h
{am}
i (t1, . . . , tn) の関係について触れる.)

また, λ ` lに対して, sgn(λ) := (−1)
P

i:λi−1>0(λi−1) と置き

a′
l =

∑

λ

sgn(λ)bλ

zλ
,

U ′
−l =

∑

λ

sgn(λ)B−λ

zλ
,

と定義することで generalized Schur operators D(t) and U ′(t) with {a′
m} を得る事がで

きる. これは Ui と Di が Uj と Dj 可換でない時にでも定義できるが, a(t) · a′(−t) = 1

を満たしている. Young’s latticeの例では, U ′ は転置をとって U を施し転置をとったも

のである.

3.2 Weighted Complete Symmetric Polynomials

次に, 完全対称多項式の一般化に相当する多項式を定義する. この多項式は帰納的に定

義される.

Definition 3.7. {am}を K の元の列とする. i-th weighted complete symmetric polyno-

mial h
{am}
i (t1, . . . , tn) を

h
{am}
i (t1, . . . , tn) =

{∑i
j=0 h

{am}
j (t1, . . . , tn−1)h

{am}
i−j (tn), (for n > 1)

ait
i
1 (for n = 1)

により定義する.

定義より i-th weighted complete symmetric polynomial h
{am}
i (t1, . . . , tn) は斉次な

対称多項式であり,

a(t1) · · · a(tn) =
∑

i

h
{am}
i (t1, . . . , tn)

を満たす.

Example 3.8. 全ての am が 1 のとき, h
{1,1,...}
i (t1, . . . , tn) は通常の完全対称多項式

hi(t1, . . . , tn)となる. この場合
∑

i hi(t) = a(t) =
∑

i ti = 1
1−t である.

Example 3.9. 非負整数mに対して, am = 1
m! のとき, h

{ 1
m!}

i (t1, . . . , tn) = 1
i! (t1+· · ·+tn)i

であり
∑

i h
{ 1

m!}
i (t) = a(t) = exp(t) である.
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Remark 3.10. {bm} をK の元の列とする. hi[bm](t1, . . . , tn) を

hi[bm](t1, . . . , tn) :=
∑

λ`i

bλpλ(t1, . . . , tn)
zλ

と定義する, ただし, bλ = bλ1 · bλ2 · · · , pλ = pλ1 · pλ2 · · · , pi(t1, . . . , tn) = ti1 + · · · + tin

とする. このとき,

hi[bm](t1, . . . , tn) =
i∑

j=0

hj [bm](t1, . . . , tn−1)hi−j [bm](tn).

が成立している. ai :=
∑

λ`i
bλ

zλ
と置くと hi[bm](t1) = ait

i となり

hi[bm](t1, . . . , tn) = h
{am}
i (t1, . . . , tn)

が言える.

4 Main Results

この節で, generalized Schur polynomials と weighted complete symmetric polyno-

mials のいくつかの性質を示す: 最小元を持つときには, weighted complete symmetric

polynomials が generalized Schur polynomials のうちの特別な物として書き表すこと

ができること (Proposition 4.2) を示す. また, 主結果である, 一般の generalized Schur

polynomials に対する Pieri’s formula (Theorem 4.5) や, いくつかのバリエーション

(Teorem 4.10)も与える. さらに, 一般の generalized Schur polynomialsに対する Pieri’s

formula の系として得られる, 最小元を持つ場合の Pieri’s formula (Corollary 4.6)を与

える.

4.1 Pieri’s Formula

まず, Ui と D(t1) · · ·D(tn) の交換関係を観察する. この交換関係から主結果である

一般の generalized Schur polynomials に対する Pieri’s formula (Theorem 4.5) は導か

れる. また, V が最小元を持つときには weighted complete symmetric polynomials が

generalized Schur polynomials の和として書けること (Proposition 4.2)もこの交換関係

から導かれる.
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Proposition 4.1. D(t1) · · ·D(tn) と U(tn) · · ·U(t1) を generalized Schur operators with

{am}とする. このとき任意の iに対して

D(t1) · · ·D(tn)Ui =
i∑

j=0

h
{am}
i−j (t1, . . . , tn)UjD(t1) · · ·D(tn)

が成立する.

Proof. 証明の方針のみ述べる. Generlized Schur operators with {am} の満たすべき式

D(t)U(t′) = a(tt′)U(t′)D(t)

から, D(t)Ui =
∑i

j=0 ajt
jUi−jD(t)がいえる. また同様に,

D(t1) · · ·D(tn)Ui =
i∑

j=0

Hi,j(t1, . . . , tn)UjD(t1) · · ·D(tn)

としたとき, Hi,j(t1, . . . , tn)が h
{am}
i−j (t1, . . . , tn) と同じ漸化式を満たしている事がいえ,

これらからこの Propositionが示される.

この Propositionから, 最小元 ∅がある時には, weighted complete symmetric poly-

nomials は次の Proposition 4.2 のように generalized Schur polynomials の線形結合と

して書けることがわかる.

Proposition 4.2. ∅を最小元とし, D(t1) · · ·D(tn)と U(tn) · · ·U(t1)が generalized Schur

operators with {am}とすると, 任意の i ≥ 0で次の等式が成立している:

sD
Ui∅,∅(t1, . . . , tn) = h

{am}
i (t1, . . . , tn)dn

0u0,

ただし, u0 ∈ K と d0 ∈ K は U0∅ = u0∅, D0∅ = d0∅ を満たすものとする.

Proof. 証明の方針のみ述べる. D(t1) · · ·D(tn)Ui∅ における ∅ の係数を比較する事で
Proposition 4.1から示す事ができる.

Example 4.3. Young’s lattice Yの場合, Proposition 4.2は 1行からなる Young diagram

に対応する Schur polynomial s(i) が完全対称多項式 hi であることを表している.

Example 4.4. K[x]の例の場合, Proposition 4.2 は exp(∂(t1 + · · · + tn)) · xi

i! での x0 の

係数が (t1+···+tn)i

i! であることを表している.
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一般の場合 (最小元を持つとは限らない場合) を考える. Proposition 4.1 より, λ ∈ V

と µ ∈ Y に対して

〈D(t1) · · ·D(tn)Uiλ, µ〉 =

〈
i∑

j=0

h
{am}
i−j (t1, . . . , tn)UjD(t1) · · ·D(tn)λ, µ

〉

が言える. この等式により Theorem 4.5が従う.

Theorem 4.5 (Pieri’s formula). µ ∈ Yk と λ ∈ V に対して, generalized Schur operatorsは

sD
Uiλ,µ(t1, . . . , tn) =

i∑

j=0

h
{am}
i−j (t1, . . . , tn)

∑

ν(∈Yk−j)

〈Ujν, µ〉sD
λ,ν(t1, . . . , tn)

を満たす.

更に最小元 ∅があるのであれば, 次の系を得る.

Corollary 4.6. λ ∈ V に対して, 次の等式が成り立つ;

sD
Uiλ,∅(t1, . . . , tn) = h

{am}
i (t1, . . . , tn)u0s

D
λ,∅(t1, . . . , tn)

= sD
Ui∅,∅(t1, . . . , tn)u0s

D
λ,∅(t1, . . . , tn),

ただし, u0 ∈ K は U0∅ = u0∅を満たすものとする.

Example 4.7. Young’s lattice Y の場合, Young diagram λ ∈ Y に対して, Uiλ は κ/λ

が i 箱からなる horizontal strip となるような Young diagrams κ の和である. 従って

sD
Uiλ,∅(t1, . . . , tn) =

∑
κ sκ(t1, . . . , tn),ただし右辺の和は κ/λが i箱からなる horizontal

strip となるような Young diagrams κ を動く. 一方で u0 = 1, h
{am}
i (t1, . . . , tn) =

hi(t1, . . . , tn) であるので, Corollary 4.6 の右辺は hi(t1, . . . , tn)sλ(t1, . . . , tn) となり,

Corollary 4.6 は通常の Pieri’s formula に他ならない. さらに Theorem 4.5 は skew

Schur polynomialsに対する Pieri’s formulaである: 即ち, skew Young diagram λ/µ と

i ∈ Nに対し, 次が成立している;

∑

κ

sκ/µ(t1, . . . , tn) =
i∑

j=0

∑

ν

hi−j(t1, . . . , tn)sλ/ν(t1, . . . , tn),

ただし左辺の和は κ/λ が i 箱の horizontal strip になる様な κ を動く; 右辺の和は µ/ν

が j 箱の horizontal stripになる様な ν を動く.
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4.2 Some Variations of Pieri’s Formula

ここでは, generalized Schur polynomialsに対する Pieri’s formulaのいくつかのバリ

エーションを見る.

次の Propositionは Proposition 4.1に ∗を施す事などにより従う.

Proposition 4.8. D(t1) · · ·D(tn)と U(tn) · · ·U(t1) を generalized Schur operators with

{ai}とする. このとき次が成立する:

DiU(tn) · · ·U(t1) =
i∑

j=0

h
{am}
i−j (t1, . . . , tn)U(tn) · · ·U(t1)Dj ,

U∗
i D(tn)∗ · · ·D∗(t1) =

i∑

j=0

h
{am}
i−j (t1, . . . , tn)D∗(tn) · · ·D∗(t1)U∗

j ,

U∗(t1) · · ·U∗(tn)D∗
i =

i∑

j=0

h
{am}
i−j (t1, . . . , tn)D∗

j U∗(t1) · · ·U∗(tn).

この propositionから Corollary 4.2, Theorem 4.5, Corollary 4.6 のバリエーションが

導かれる. Corollary 4.2, Theorem 4.5, Corollary 4.6 と同様の方法で証明できる.

Proposition 4.9. D(t1) · · ·D(tn) と U(tn) · · ·U(t1) を generalized Schur operators with

{ai}とし, ∅が最小元であるとする. このとき, 次が成立する:

sU∗

D∗
i ∅,∅(t1, . . . , tn) = h

{am}
i (t1, . . . , tn)un

0d0,

ただし, u0 ∈ K と d0 ∈ K は U0∅ = u0∅, D0∅ = d0∅ を満たすものとする.

Theorem 4.10 (variations of Pieri’s formula). 任意の µ ∈ Yk と λ ∈ V に対して, general-

ized Schur polynomialsは次を満たす:

∑

κ∈Y

〈Diκ, µ〉sκ,λ
U (t1, . . . , tn) =

i∑

j=0

h
{am}
i−j (t1, . . . , tn)sµ,Djλ

U (t1, . . . , tn),

sU∗

D∗
i λ,µ(t1, . . . , tn) =

i∑

j=0

h
{am}
i−j (t1, . . . , tn)

∑

ν(∈Yk−j)

〈D∗
j ν, µ〉sU∗

λ,ν(t1, . . . , tn),

∑

κ∈Y

〈U∗
i κ, µ〉sκ,λ

D∗ (t1, . . . , tn) =
i∑

j=0

h
{am}
i−j (t1, . . . , tn)s

µ,U∗
j λ

D∗ (t1, . . . , tn).
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Corollary 4.11. 任意の λ ∈ V に対して, 次が成立する:

sU∗

D∗
i λ,∅(t1, . . . , tn) = h

{am}
i (t1, . . . , tn)d0s

U∗

λ,∅(t1, . . . , tn)

= sU∗

D∗
i ∅,∅(t1, . . . , tn)d0s

U∗

λ,∅(t1, . . . , tn),

ただし, d0 ∈ K は D0∅ = d0∅を満たすものとする.

5 More Examples

この節では, generalized Schur operatorsの例を挙げる.

5.1 Shifted Shapes

Fomin [4, Example 2.1]と同じ例を考える. Y を shifted shapes 全体からなる集合と

する. (i.e., Y を {{(i, j)|i ≤ j < λi + i}|λ = (λ1 > λ2 > · · · ), λi ∈ Z≥0}とする.)

Di を λ ∈ Y に対して,

Diλ =
∑

ν

2cc0(λ/ν)ν,

(ただし cc0(λ/ν)は main diagonalを含まない λ/ν の連結な componentの数とし, 和は

λ/ν が i箱からなる horizontal stripとなるような ν を全て動くもとする) となるように

定義する.

Ui は λ ∈ Y に対して

Uiλ =
∑

µ

2cc(µ/λ)µ,

(ただし cc(λ \ µ) は λ/µ の連結な component の数とし, 和は µ/λ が i 箱からなる

horizontal stripとなるような µを全て動くもとする) となる様に定義する.

この時 D(t) と U(t)は

D(t′)U(t) =
1 + tt′

1 − tt′
U(t)D(t′)

を満たしているので, D(t1) · · ·D(tn)と U(tn) · · ·U(t1)は generalized Schur operators

with {1, 2, 2, 2, . . .}である. この場合, λ, µ ∈ Y に対して, generalized Schur polynomials

sD
λ,µ と sλ,µ

U はそれぞれ Qλ/µ(t1, . . . , tn) と Pλ/µ(t1, . . . , tn)となる, ただしここで P · · ·
と Q · · · は shifted skew Schur polynomialsを表す.
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この場合, Corollary 4.2 は

h
{1,2,2,2,...}
i (t1, . . . , tn) =

{
2Q(i)(t1, . . . , tn) i > 0
Q∅(t1, . . . , tn) i = 0

を意味する. また Corollary 4.9 より

h
{1,2,2,2,...}
i (t1, . . . , tn) = P(i)(t1, . . . , tn)

が分かる.

Corollary 4.6 は次を満たす:

h
{1,2,2,2,...}
i Qλ(t1, . . . , tn) =

∑

µ

2cc(λ\µ)Qµ(t1, . . . , tn),

ただし和は λ/µが i箱からなる horizontal stripとなるような µを全て動くものとする)

5.2 Young’s Lattice: Dual Identities

次に Fomin [4, Example 2.4]と同じ例を考える. Y として, Young’s latticeを考える.

Ui は Example 3.4で考えた物と同じ物とする, (i.e., Uiλ =
∑

µ µ, ただし µは µ/λが i

箱の horizontal stripとなるように動く.)

D′
i を λ ∈ Y に対して, D′

iλ =
∑

µ µ, ただし µは λ/µが i箱の vertical strip となるよ

うに動く, と定義する.

このとき D′(t) と U(t)は

D′(t′)U(t) = (1 + tt′)U(t)D′(t′)

を満たすので, D′(t1) · · ·D′(tn) と U(tn) · · ·U(t1) は generalized Schur operators with

{1, 1, 0, 0, 0, . . .} である. このとき λ, µ ∈ Y に対して, generalized Schur polyno-

mials sD′

λ,µ は sλ′/µ′(t1, . . . , tn) に等しい, ただし λ′ と µ′ は λ と µ の転置を表し,

sλ′/µ′(t1, . . . , tn)は shifted Schur polynomialsを表すとする.

この時, Corollary 4.2 は次を意味する:

h
{1,1,0,0,0,...}
i (t1, . . . , tn) = s(1i)(t1, . . . , tn) = ei(t1, . . . , tn),

ただし ei(t1, . . . , tn) は i次基本対称多項式を表す.

Cororally 4.6 は次のようになる:
∑

µ

sµ(t1, . . . , tn) = ei(t1, . . . , tn)sλ(t1, . . . , tn),
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ただし µは λ/µが i箱の vertical strip となるように動く.

Skew Young diagram λ/µ に対して, Theorem 4.10は次を意味する:

∑

κ

sκ/µ(t1, . . . , tn) =
i∑

j=0

∑

ν

ei−j(t1, . . . , tn)sλ/ν(t1, . . . , tn),

ただし κ は κ/λ が i 箱の vertical strip となるように, ν は µ/ν が j 箱の vertical strip

となるように動く.
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