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1 群の同型問題
あるクラス Cに属する群がいつ互いに同型となるかを（主に生成元と基本関係による群表示を用

いて）判定する問題を、クラス Cにおける群の同型問題と呼ぶ。例えば、一般の群、有限生成な群、
有限群、· · ·などのクラスに応じて、対応する同型問題が存在する。
この問題は、歴史的には（位相）多様体の同型問題の研究を通じて注目され始めたようである（[12]

等を参照）。詳しくは、一般の多様体の同型問題が（アルゴリズム的な意味で）解けるならば有限生
成群の同型問題も解け、更にその場合はTuring機械の停止問題も解くことができることが示される。
しかし、Turing機械の停止問題は解けないことが知られているため、多様体や（有限生成）群の同
型問題も一般には解けないことになる。
今回はこの同型問題をCoxeter群の場合に考える。

2 Coxeter群
以下にCoxeter群の定義や基本性質を述べる。詳細は例えば [5]の第 5章などを参照して欲しい。

2.1 定義

Coxeter群とは、以下のような表示

W = ⟨S | (st)ms,t = 1 if s, t ∈ S and ms,t < ∞⟩

で定義される群W のことである。ここで各ms,tは条件ms,t = mt,s ∈ {1, 2, 3, . . .} ∪ {∞}とms,t =

1 ⇔ s = tを満たすように与えられ、この場合は実際に元 st ∈ W の位数と一致する1。例えば各生成
元 s ∈ Sの位数は 2である。上の定義に現れた生成系 SをW の Coxeter生成系、その元を Coxeter

生成元、対 (W,S)をCoxeter系と呼ぶ2。

1これは決して自明な事実ではないことに注意して欲しい。
2ここでは、S が有限集合であることは特に仮定しない。
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表 1: CoxeterグラフとCoxeter群の間の対応

Coxeterグラフ Γ Coxeter群W = W (Γ)

グラフの直和 群の（制限）直積
グラフの「∞-join」 群の自由積

Γの頂点部分グラフ ΓI = Γ|I W の parabolic subgroup WI = ⟨I⟩
Γの連結成分 W の既約成分

Γの連結成分への分解 Γ =
⊔

ΓI W の既約成分分解 W =
∏

WI

Γが連結 W が既約

i i
s t

6 i i i
a b c

図 1: D6の二通りのCoxeterグラフ

Coxeter群を定める上述のデータ Sとms,tを視覚的に表示するために、Coxeterグラフというグラ
フ Γが用いられる。Γは頂点集合 Sの無向単純グラフ3であって、3 ≤ ms,t ≤ ∞のとき 2頂点 s, tは
ラベルms,tを持つ辺で結ばれる。ms,t = 2のときには s, tは辺で結ばれない。Coxeterグラフ Γが定
めるCoxeter群をW (Γ)と書く。表 1の上段は、グラフに対する操作が群に対するどのような操作と
対応するかを示している。ここで二つのCoxeterグラフ Γと Γ′の「∞-join」とは、Γと Γ′の直和に
おいて、Γの全ての頂点と Γ′の全ての頂点を結ぶラベル∞の辺たちを追加してできるグラフを表す
造語である。また下段については、1列目を用いて 2列目に現れる用語を定義している。

注意 1. 位数 12の二面体群 D6 = ⟨s, t | s2 = t2 = (st)6 = 1⟩は、{s, t}を生成系とすると図 1の左
側のCoxeterグラフから定まるCoxeter群である。一方、新しい生成元として a = s、b = tst、
c = stststを選ぶと、(D6, {a, b, c})もCoxeter系であり、対応するグラフは図 1の右側である。
この例は、Coxeterグラフが同型でないからといって対応する Coxeter群が同型でないとは限
らないことを示している。また、Coxeter群の既約性や各既約成分の構造も、一般には（抽象
群としての）同型写像で保たれないこともこの例が示している。

2.2 有限Coxeter群

良く知られているように、有限な既約Coxeter群を定めるCoxeterグラフは図 2のように完全に分
類されている（H. S. M. Coxeter [4]）。ここでA,B,Dの三つの無限系列に関しては、添字 nは生成
元の個数（グラフの頂点数）を表す。

An型 Coxeter群W (An)は n + 1次対称群 Sn+1であり、対応する Coxeter生成元としては n個の
隣接互換が取れる。また、[−n, n]を−nから nまでの整数の集合とし、−1倍写像を−1で表すとき、
Bn型Coxeter群W (Bn)は

W (Bn) = {σ : [−n, n] → [−n, n] | 全単射、 σ ◦ −1 = −1 ◦ σ}
3つまり、各辺は向き付けされておらず、両端点が異なり、また 2頂点間は高々1本の辺で結ばれる。
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An (n < ∞) i i i i i· · ·

Bn (2 ≤ n < ∞) i i i i i· · ·4
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図 2: 有限既約Coxeter群の分類
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で与えられる。その正規部分群として、Dn型Coxeter群

W (Dn) = {σ ∈ W (Bn) | 偶数個の i > 0 について σ(i) < 0}

が含まれる。上記の分類や以下の結果を含め、有限Coxeter群の構造はかなり調べられている。

定理 2. 1. 既約な有限Coxeter群と既約でないCoxeter群の間の同型は、

W (Bn) ≃ W (Dn) × W (A1) （n ≥ 3は奇数、D3 = A3）

W (I2(2m)) ≃ W (I2(m)) × W (A1) （m ≥ 3は奇数、I2(3) = A2）

の二通りで全てである。

2. 既約なCoxeter群の自明でない（抽象群としての）直既約分解は、上の二つに

W (E7) ≃ S6(2) × {±1}, W (H3) ≃ Alt5 × {±1}

を加えた四通りで全てである4。

一方、有限でない既約Coxeter群は常に抽象群として直既約である（[10, 11]）。

2.3 鏡映

有限次元Euclid空間内の有限（実）鏡映群は全てCoxeter群であり、また逆に全ての有限Coxeter

群はこのようにして得られることが知られている。一方、有限でない Coxeter群も Euclid空間内の
鏡映群として得られる場合があり、例えばアフィンWeyl群はその一例である。
一般に、任意のCoxeter群W は、（一般には非退化とは限らない）双線型形式を持つ実ベクトル空

間 V 内の鏡映群として実現できる。この実現において、W の元wが V 内の鏡映であることと、wが
あるCoxeter生成元と共役なことが同値である。このことを踏まえて、あるCoxeter生成元と共役な
W の元のことをW の鏡映と呼ぶ。
なお、同じ群から出発しても、Coxeter生成系の選び方によってどの元が鏡映なのかに違いが生じ

る。例えば注意 1の例で、c ∈ D6は生成系 {a, b, c}の下では鏡映であるが、生成系 {s, t}の下では
c = stststは鏡映ではない。

3 Coxeter群の同型問題の歴史と進展
1991年に、A. M. Cohenは自身の講義録 [3]の中で、「ΓとΓ′が有限な連結Coxeterグラフで、Γ ̸≃ Γ′

であれば必ずW (Γ) ̸≃ W (Γ′)であろうか」という問いを提示した。（グラフが連結でない場合は定理
2を見よ。）なお、有限性の仮定を外すと以下のように簡単な反例が存在する。

例 3. S∞を無限対称群、即ち自然数全体の置換であって有限個の文字しか動かさないもの全体がなす
群とする。また、この定義で「自然数全体」を「整数全体」に置き換えてできる群をS±∞と書
く。これらはA型Coxeter群の場合と同様、無限個の隣接互換をCoxeter生成元とするCoxeter

群である。（図 3の上側が S∞の、下側が S±∞のCoxeterグラフである。）今、各々の作用する
集合Nと Zの間には全単射が存在するが、それが自然に S∞と S±∞の間の同型写像を引き起
こす。これが求める反例である。
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図 3: 無限対称群のCoxeterグラフ

Cohenの問いに対して、B. Mühlherrは 2000年の論文 [6]において、反例を具体的に構成して否定
的な答えを与えた。その後（[1]）Mühlherrらはこの反例の構成法の一般化として、diagram twisting

という（可逆な）操作を定義した。これはある条件の下でCoxeterグラフを局所的に変形する操作で
あるが、この diagram twistingは対応する Coxeter群を不変にする（Coxeter生成系は変化する）た
め、Cohenの問いに対する反例を無数に構成できる。更に diagram twistingは、Coxeter群自体だけ
でなくその鏡映全体の集合をも保つことが示されている。

予想 4（[1]）. 二つの有限な Coxeterグラフ Γと Γ′について、W (Γ)とW (Γ′)の間に鏡映を保つ同
型写像が存在する必要充分条件は、Γと Γ′が有限回の diagram twistingによって移り合うこと
である。（なお、有限性の仮定を外すと無限対称群 S∞が反例を与える。）

更にMühlherrやR. B. Howlettらの近年の研究によって、有限生成なCoxeter群の同型問題の解決
は、上記の予想 4の解決に帰着できることが明らかになった（[7]）。一方、有限生成でないCoxeter

群に関して同様の道筋が立つかどうかは現在もよくわかっていない。
なお、例えばアフィンCoxeter群のCoxeter生成系は共役を除いて一意的である（[2]）ことが示さ

れるなど、いくつかの部分クラスに関しては同型問題が既に解決されている。

4 有限生成でないCoxeter群
これまで紹介した様々な結果の殆んどにおいてCoxeterグラフの有限性、即ちCoxeter群の有限生

成性が仮定されているが、実際Coxeter群の同型問題に関する過去の研究の殆んど全ては対象が有限
生成な群に限られている。一方、最近の筆者の研究では、有限生成とは限らない一般のCoxeter群を
扱い、以下のような結果を得た。

定理 5（[10]）. 一般の Coxeter群の同型問題の解決は、有限でない既約 Coxeter群の同型問題を解
決することに帰着される。（有限生成なCoxeter群に対しては [11]でも示されている。）

定理 6（[8]）. 1. W が（ある一つのCoxeter生成系に関して）有限でない既約Coxeter群であり、
更に任意の二つのCoxeter生成元の積は有限位数を持つと仮定する。このときWのCoxeter

生成系をどのように選んでも、鏡映全体の集合は常に同じものとなる。

2. W が（ある一つの Coxeter生成系に関して）有限でない Coxeter群であり、更に全ての
Coxeter生成元は互いに共役であると仮定する。このときW のCoxeter生成系をどのよう
に選んでも、鏡映全体の集合は常に同じものとなる。

Coxeter群において鏡映は最も扱いやすい元の一つであるため、定理 6の結論を満たすCoxeter群
については、その Coxeter生成系の選び方の多様性を調べるのが比較的容易となる。例えば、無限

4なお、S6(2)と Alt5（5次交代群）は直既約なだけでなく単純群でもある。
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対称群 S∞も定理 6の前提を満たすので、どのようなCoxeter生成系も標準的な生成系に関する鏡映
（この場合は互換のこと）からなることが従う。この性質を用いて考察すると、S∞のCoxeterグラフ
は図 3に示した二通りのグラフに限られることを示すことができる。
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