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§0 Introduction

Il est bien connu qu’il existe une opération de limite qui fasse une dégénérescence
de I’équation différentielle hypergéométrique de Gauss en ’équation différentielle

hypergéométrique confluente. Evidemment, cette opération de limite rameéne aussi
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pergéométrique de Gauss a la série hypergéométrique confluente de Kummer.
L’équation différentielle hypergéométrique admet vingt-quatre solutions locales ap-
pelées les solutions de Kummer ([4]), et il est connu qu’il existe, d’aprés Kummer
[4] (voir aussi Goursat [2]), les relations linéaires & coefficients constants entre trois
quelconques de ces solutions, qui sont appelées les formules de connexion. On peut
considérer que ces relations linéaires définissent les prolongements analytiques des
solutions de ’équation différentielle hypergéométrique. Donc, il nous semble im-
portant de faire un calcul explicite de la dégénérescence de ces relations linéaires
par 'opération de limite mentionnée ci-dessus, car cette dégénérescence relie la
théorie des prolongements analytiques des solutions de 1’équation différentielle hy-
pergéométrique a la théorie analogue sur 1’équation différentielle hypergéométrique
confluente. Le but de cet article est de calculer rigoureusement la dégénérescence
de quelques formules de connexion. Bien que ce sujet soit trés classique, nous ne
trouvons aucun travail qui en traite clairement et rigoureusement.

Le plan est le suivant. Dans le paragraphe 1, nous faisons un calcul formel de

la dégénérescence de la formule de connexion entre 0 et oo, et soulevons quelques
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questions se trouvant dans ce calcul formel. Dans le paragraphe 2, nous faisons
un calcul rigoureux de la dégénérescence de la formule de connexion entre 0 et co.
Dans le paragraphe 3, nous faisons un calcul analogue sur la formule de connexion
entre 0 et 1. Dans le paragraphe 4, nous donnons la représantation intégrale de

Pochhammer qui s’emploie dans les paragraphes 2 et 3.

Remerciements. J’exprime toute ma gratitude a Dr. K. Iohara qui m’a donné
quelques bons conseils pendant notre discussion a ce sujet. Je remercie aussi le per-
sonnel du Département de Mathématiques, I’Université de Kobé de m’avoir permis

de consulter beaucoup de livres et de journaux mathématiques dans la bibliotheque.

§1 Calcul formel

Tout d’abord, nous introduisons la définition suivante:

Définition. (Une navigation circulaire sur le Lac Saroma du Hokkaido) Soit a un
nombre réel, et soit A un nombre complexe. Supposons que la fonction linéaire

complexe a — z de la variable z prend I’argument 0 sur la demi-droite réelle z < a:

arg(a — z) = 0. Alors, on a arg(z — a) = 7 ou bien arg(z — a) = —7 sur cette
demi-droite. Au cas ol arg(z — a) = 7, puisqu’on a (a — 2)* = e ™ (z — a)?,
nous écrirons (a — z)* = (a + e~™2)*. Au contraire, au cas ou arg(z — a) = —,

puisqu’on a (a — z)* = €™*(z — a)?, nous écrirons (a — 2)* = (a + €™2).

Dans ce qui suit, nous utiliserons fréquemment la notation de cette définition
pour choisir précisément une détermination d’une fonction multiforme.

Considérons I’équation différentielle hypergéométrique de Gauss:

P

(1.1) z(1 - 2) e

dw
+{’y—(a+ﬂ+1)z}-§ - afw =0,
ou z désigne la variable indépendante, w la fonction inconnue, et ou «, 3,y désignent
des constantes complexes. On voit aisément que la nouvelle équation différentielle
obtenue par le remplacement de la variable z par z/3 dans (1.1) se raméne a

I’équation différentielle hypergéométrique confluente
dw
1.2 — —z)— — =0
(1.2) st (=2 —auw

lorsque (3 tend vers l'infini co. Nous voudrions prendre la méme limite 3 — oo pour

la formule obtenue par le remplacement de la variable z par z/3 dans la formule



de connexion de Gauss:

(1.3)
F(a,B,7,2) _—E—;?—\E—B—%(e‘”z)“’F (0,14a-v,14+a-8,2"1)
(’Y) ( ) e~ iy _ — a2t

ou F(a, 3,7, 2) désigne la série hypergéométrique de Gauss ayant le domaine de
convergence |z| < 1, et ou I'(t) désigne la fonction Gamma. Remarquons que la
formule (1.3) est valable sous les conditions: v # 0,—1,-2,..., et  — 3 ¢ Z. Les
deux fonctions (e7™2)"*F (e, 1+a—7v,1+a—6,z7") et

(e ™2)PF (B,1+B8—7,1+8-a, z‘l) dans le deuxiéme membre de (1.3) sont
considérées comme fonctions uniformes sur le domaine D = {z € C | |z| > 1} -{z €
R | z > 0} telles que leur variable z prenne Pargument 7 sur la demi-droite réelle
z < —1; elles forment un systéme fondamental des solutions de ’équation (1.1) en
chaque point de D, pourvu que les constantes a et 3 vérifient la condition a—f ¢ Z.
Ainsi, on peut considérer la formule (1.3) comme relation entre les trois solutions de
(1.1), relation obtenue par le prolongement analytique de ce systéme fondamental
sur le domaine {z € C | |z|] < 1} — {2z € R | z > 0}. Prenons la limite formelle

B — oo pour la formule obtenue par le remplacement de z par z/(3 dans (1.3):

(1.4)

F(mﬁ,%%) =% (e “i%)—aF(a,l+a—7,1+a—ﬂ,§>

HEEG () smniea-ed)

Mais, on voit aussitot que le deuxiéme terme dans le deuxieme membre de (1.4)
diverge lorsque 3 tend vers co: limg_, (e ™2/3) P F(8,1+8~7,1+8—a,(/2) =
0o. Donc, il est impossible de prendre directement la limite 3 — oo pour la
formule (1.4). Pour éviter cette difficulté, nous remplagons dans (1.3) la fonc-
tion (e”™z)"PF(B,1 + B — 7,1 + B — a,z71) par la fonction (e~™z)*~7(1 +
e ™2)Y " PF(l -,y - o, —a+1,z7!) d’aprées Kummer [4]:

- 1
e ™2)TF <a, l4a—7v,14+a-0, —)
z

(e7™2)* V(1 4 e ™)V T2 A



La fonction (e ™™ 2)* 7 (1+e ™2)"* PF(1—a,v7—a, B—a+1,27!) est considérée
comme fonction uniforme sur D, et sa variable z prend l’argument 7 sur la demi-

droite réelle z < —1. En remplagant z par z/3 dans (1.5), on a

(1.6)

F(’Y)F( ) Y—af T\~ e—‘m’i vmah
T g e (1)

xF(l—a,'y-a,ﬂ~—a+1,é>.
z

Calculons la limite formelle 3 — oo de chaque terme apparaissant dans (1.6).
D’abord, on a facilement limg_,o, F(o, 8,7,2/8) = F(o,7,2), dont le deuxiéme
membre est la série hypergéométrique confluente de Kummer ayant le domaine de
convergence |z| < co. Ensuite, on trouve limg_,o, I'(8 — a)3%/T(8) = 1 d’apres la
formule de Stirling T'(t 4+ 1) ~ v2wttte™t pour t — oo dans le voisinage sectoriel
|argt| O m — § avec un nombre réel positif quelconque § ([1], [5]). Alors, s’il est

permis de faire un calcul formel, on a
N6 — o)

hm B

oo T(B)I(7 — a)

I'(y i e = ()M @)@ =y + 1), 1

_ (v) (e ™i2) Z( )" (2)n( 7+1) 1

n! 2"

B (e ™2)"F (a, l+a—-v1+a-0, g)

’

.ﬂ
o)
|
L

ou la série de puissance dans le deuxieme membre est divergente et ou (a), =

ala+1)- - (a+n—1). De méme, par calcul formel, on a

(V)F(a - ) af —mi - —mi % vmeh /8
ﬁh—EoF—(a‘)—F('y———j'Bv (e7™2)® 7(1-{-6 B) F(l—agy—a,ﬂ——a—%l,;)

— &za—ﬁez 3 Q-ajn(y—0a)n 1
- () nz=:o n! 2"

I

ou la série de puissance dans le deuxieme membre est aussi divergente. Enfin, en
prenant la limite 8 — oo pour (1.6), on obtient le développement asymptotique

pour la fonction F(a,~,2) a l'infini:

(17)  Flayy,z) ~veil)(eriy)—a 5 (—1)"(a)n((?4 a1

[(y—a) oy n! zZn
P( ) a—vy _z = (1 - a)n( - a) 1
+ r(Z)z < =5 oo



Il y a encore deux problémes dans le processus de ce calcul formel. L’un est de
négliger encore la convergence dans quelques parts de ce calcul. L’autre est de ne
pas avoir déterminé le voisinage sectoriel pour lequel est valable le développement
asymptotique (1.7). La discussion dans les paragraphes suivants résoudra ces

problémes.

§2 Dégénérescence de la formule de connexion entre 0 et co

Nous commengons par la formule suivante:

(2.1)
B 5] r{ia-as-en )y

qui est valable pour trois nombres complexes a, 3,y telsque 8 # 0, v #0,—1,-2,... }
et a — B ¢ Z. Soit P(a, 3,7, 2) une détermination du premier terme du deuxiéme

membre de (2.1), telle que, si 0 < z < 1, arg z = 0:

T(MT(B - a)

(22) P(aHBa ’Y, Z) = 1-1(/3)1—1(7__ a)

z

B (e ™2)"*F (a, l+a—v,1+a-0, ﬁ) .

Nous preuverons la

Proposition 2.1. Soient o, v deur nombres complexes tels que
(2.3) a#1,2,3,..., et v#0,-1,-2,...

Soit @ un nombre réel tel que %ﬂ' <f<moum<l< %ﬂ’. Alors, on a

(2.4)
lim P(a,B,7,2)

B—eifoo
— F(7)Z—a /(0+) —v, a—1 1 + v ’Y_a_ld
T T(y = a)T(a)(em® — e=mi) [ io—n) o v z v

et la convergence est localement uniforme sur le domaine ——%77 <argz < -3-77.

Démonstration. D’apres le lemme 4.1, on a

I(ML(B—a)l(1+a— pB)e™*Boz~
(1= e2mie)(1 — e~ 2m0)I(B)T(y — a)T()T(1 - B)
1+,0+,1—,0— —a—1
x/( o )ua"l(l—u)_‘B(l——ﬂ—E)v du.

z

P(a,ﬂ,%z) =
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En substituant ’expression v = €™~ 1v & I'intégrale définie du deuxiéme membre

de ’égalité précédente, on a

(14,04,1-,0-) y—a—1
/ w11 —u)7P (1 - @) du

z
. (€7 B+,0+,e” ™ F—,0-) v\ P v\t
:eﬂ'zaﬁ—a/ ,Uoz—l 14+ —= 14+ = d'U,
I} z
d’ou
(2.5)
T(Y)T(B — &) T(1 + o — B)e?™ iz«
P (LB - )T +a - )

(1-e2me)(1 — e 2mA)N(B)I(y — )T ()T(1 - B)

(e7™B+,0+,e”™ 6 ~,0-) v\ P v\ 7!
X / v 14 = 1+ — dv.
J5] z

Posons R = |8|; considérons (1 — R~1)e~™ 8 comme point base du cycle de

Pochhammer entourant e~™ (3 et 0; on peut écrire

(e_w‘l:/g+10+ve—7”:ﬁ_’0_) v _ﬁ v ")’—'a—l
/ v 14 = 14— dv
g z
(e™™B+) -8 y—a=1
) ()
(1-R-1)e-7ig B z
‘ (0+) -8 y—a-1
+ e‘zmﬁ/ pel (1 + 3) (1 + 3) dv
(1—=R-1)e-7ig g 2
, (e7™B-) —B v-a—l1
+ e2mila=h) / vt (1 + 2) (1 + E) dv
(1—R-1)e~™ig /3 z
. (0-) -8 y-a-1
4 2mia / v 1 (1 + 3) (1 + 3) dv
(1-R-1)e-7i3 B z
-B y—a-—1
=(1- ez’”"‘)% v* 1 (1 + E) (1 + E) dv
lv—e— ™ 8]=1 ﬂ z

| (04) N R
+ (e7 2™ 1)/ v* ! (1 + —) (1 + —) dv,
(1-R-1)e-7ig B z

ou 3§|v—e—m‘ =1 désigne l'intégrale qui est prise le long du cercle [v—e~™ 3| = 1 dans
le sens direct. En substituant le membre dernier de 1’égalité précédente a ’intégrale
définie de (2.5), on a

P(a, 8,7, 2)

o etme e P(y)I(B - a)T(1 4+ a—f) po-1 v 7 v et .
(1 - e 2B (a)T(y — a)T(B)T(1 - B) j{u—e—m‘mzl (1 * ﬁ) (1 ” Z) ¢

e2mie;—oD()I(B - a)[(1+a—8) [OF) a—1 ( 2) 7 ( 3>7—a—1
(e2ﬂ'ia _ l)r(a)r(,y _ a)F(ﬁ)I‘(l _ ,3) KI_R—I)e_"iﬁ v 1+ 5 1+ P d'l)>l
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dont le deuxiéme membre est valable sous la condition (2:3). Pour prendre la limite

limg_,ci000 P(c, 8,7, 2), il faut démontrer le
Lemme 2.2. Soit § un nombre réel tel que %7r <fO<moumr<O< %w. On a:

(i) la quantité ‘ est bornée pour B — €*%o0;

1-— e—27riﬁ

.. . F(B_a)r(l_*'a_ﬂ) _e—m'a,
) i~ Tera-p

- y—a—1
(i) lim ol (1 + 3) (1 + 3) dv = 0.
B—eoo J|y—e-7ig|=1 I} z

Démonstration. (i) Evidente.

(ii) Cest le résultat immédiat des deux faits I'(8 — a) /T'(B) ~ B* et
['(-B8+1+a)/T(-B+1) ~ (e™B)~* d’apres [9].

(iii) On pose B = Re®® (R > 0); on donne la nouvelle variable ¢ (§ — 27 0 ¢ O 6)

par la formule v — e™™ (3 = €', d’ou dv = ie*?dp. Ainsi, on a

-8 y—a-—1
‘74 vt (1—!—2) (1+3) dv
lv—e—"18|=1 /8 z

o : . ya—1 [ eile—0) —Re' Rei(6-m) g\ 1
/ (Re’(e—") + e“") (e 7 > (1 2 . + %) ie"PdSOI
)

-2
0 . i\ @1 1 et(0—m) et® y—a-1
0 i(0—) 6_ - c R7-2
/9_2,r <e TR R 2 TR

Ici, on a évidemment

eR[((p—G) sin 6+cos 6 log R|

dcp.l

i\ a1 1 ei(e—‘n’) etv y—a-l
1 i(0—m) , € L v—2| R[(¢—06) sinf+cosflog R] _
o) (e + R R + z * Rz RT™e 0,
car limpg_,o, cosflog R = —oo. Par conséquent, le membre dernier de 'inégalité

précédente tend vers 0 lorsque R tend vers oo, ce qui preuve la formule (iii) de ce

lemme.
D’apres le lemme 2.2, on aura aisément

(2.4)
lim P(e,B,7,2)

B—etfoo
— F(’Y)z_a /(O+) —v, a—1 1 + v ‘Y_a_ld
- [(y — a)T(a)(e™ — e~™) [ i0-m oo € v z v

ou le deuxiéme membre, fonction de z, vérifie 'équation (1.2). Comme m <

§ < moum < @ < 3, lintégrale définie dans le deuxiéme membre de (2.4) est

7



certainement convergente (voir [3]). De plus, on voit que le deuxiéme membre de
(2.4) est valable pour z tel que —%71' <argz < %71', car —m < arg(e™z) < O+, i.e.,
6 — 27 < argz < 6. On voit aisément que la convergence de (2.4) est localement
uniforme sur le domaine —%71’ < argz < %71', si on regarde la démonstration du
lemme 2.2. Ainsi la proposition 2.1 est démontrée.

Soit Q(«, 3,7, z) une détermination du deuxiéme terme du deuxiéme membre de

(2.1), tell que, si0 < z < 1, argz = 0:

(2.6)

Q(a, B,7,2)

_F(’Y)P(a—ﬁ) ¥ —a e—wiz a—y e—ﬂ'ii reh - a — —a E
=G gr e (1 g) F(man-as-anil)y

Nous preuverons la

Proposition 2.3. Soient a, v deux nombres complexes tels que
(2.7) vy#0,-1,-2,..., et y—a#1,2,3,....

Soit 0 un nombre réel tel que —%’ﬂ' <0<0oul<b< %71'. Alors, on a

. B [(v)z*7e*
(28) 5}}1;7%&@(@,,8,77 Z) —1-\(7 _ a)l-w(a)(ezﬂ-i(’y—a) _ 1)
)

(0+ v a—1
X e VY12 dv,
900 4

et la convergence est localement uniforme sur le domaine —%71’ <argz < %w.

Démonstration. D’apres le lemme 4.1, on a

= T(y)T(a — B)T(8 — a+ 1)em(1—a) gr—aza—y
Qb 2) = = amitma) (1 = mB-)T(y — )T (@ (7 = BITB =7+ 1)

) Yy—a—fB p(1+,0+,1—,0—) a—1
X (1 + e_m%> / w1 — )P (1 - @> du.
z

En substituant 1’expression u = 37 !v & I'intégrale définie du deuxiéme membre de

I’égalité précédente, on a

(1+,0+,1-,0—) a—1
/ w1 — )P (1 - —ﬂﬂ) du

z

(B8+,0+,8—,0-) v B8— v a—1
_ g / m—a—l(l__) (1__> v,
I} z

8



d’ott
(2.9)
B L()I(e = B)L(B — o + 1)em 01~ z2—
Q(a,B,7,2) = (1 — e2mily=a))(1 — e2mB—NT (y — a)T()T(y — B)T(B — v + 1)

Z\Te B p(B+,0+,6-,0-) v\P? v\ %!
1+e ™2 yramlg - 1-— dv.

Posons R = |@|, et considérons (1 — R™!)3 comme point base du cycle de

Pochhammer entourant 3 et 0; on peut écrire

(8+,0+,6—,0—) B— a—1
/ YT — v 1- v dv
I} z
(B+) B— a—1
= / ’U’Y_o{—1 (1 — 2) (1 — 2) d’U
(1-R-1)8 s z
. (0+) v P
+ e27rz(ﬂ—’y) / v’y—a—l <1 _ _)
(1-R-1)8 B8

, (B-) B— a-—1
+ 2mi(B—a) / pro-l <1 - 3) (1 - 3) dv
(1-R-1)8 g z
8

(0-) B—v
+ 6271'11(7—04) / ,U'y—a—l <1 _ 2) 1—
(1-R-1)g p
2mi(y—a) —a—1 v - v o
= (1—e*™77)) vy 1—— 1—-— dv
lv—Bl=1 s o

' (0+) B—vy a-1
+ (e*mHB=) _ 1)/ vyt <1 - 2) (1 - E) dv,
(1-R-1)8 g z

ou flv— Bl=1 désigne l'intégrale qui est prise le long du cercle [v — 3| = 1 dans le
sens direct. En substituant le membre dernier de 1’égalité précédente a 'intégrale
définie dans (2.9), on a

Tri( o o — o a—7y ~Z y—a—p
Q(aa /6’ Y Z) = T F(FY)F( /8) (IB + 1) )F( ) (1 + 6_7r15>

(1 —e2mF=M(e)I(y - BT (B -7 +1

x 7{ yr—a—l (1 - ~> (1 AN
v—p|=1 z

" 0P (7)) (a - BT(B — a +1)z°" I A
(@) )T (a)T (7 — a)T(y — BT (B - D (”e 3)

(0+)
A (B _) ( -2y
(1-R=1)8 z

dont le deuxieme membre est valable sous la condition (2.7). Pour prendre la limite

limg_,ci000 Q(a, 8,7, 2), il faut démontrer le




Lemme 2.4. Soit 6 un nombre réel tel que —%'n' <f<0oul<fb< %ﬂ'. On a:

(i) la quantité est bornée pour 3 — e oo

1 — e2mi(B—)
y—a—p

(1) lim (1 + e””%) = e,

B—eifoo

MB-a+T@=8) _ o,
) Y= T - +1)

B—~ a-1
(iwv) lim vyl (1 - E) (1 - 2) dv = 0.
B—eifoo lv—B|=1 ,3 z

Démonstration. (i) et (ii) Evidente.

(iii) C’est le résultat immédiat des deux faits I'(B —a+1)/T(B—~v+1) ~ 77 et
[(-B+a)/T(=B+7) ~ (e7™B)~ >+ d’apres [9).

(iv) On pose B = Re®® (R > 0); on donne la nouvelle variable ¢ (§—7 0 ¢ 0 §+)

par la formule v = 8 + €%, d’olt dv = ie*?dp. Ainsi, on a

B— a-1
§ e (1 - 2) ’ (1 - 2) dv
jv—Bl=1 s 2
0+ _ . i(p—0+m) Re'’—y Re® ip\ @71
/ (Re’g + eup)'y—a-—l (‘C‘T> (1 — z - e—z—) ie“pdgo‘
0—mn

O+m , _ i(p—6+m)\ Y i0 ip\ @1
o [ e oot (LT (1 B ey
6—m R

z z

e—R[(cp—-O—Hr) sin 6+-cos 6 log R)| d(ﬁ

Ici, on a évidemment

lim (Reie+ei¢)7—a—1 (ei(¢—a+w)>‘7 (1 — Re” — ei¢>a—1

R— oo R z z

—R[(¢—0+m)sin6+cosblog R] __
e =0,

car limpg_,o, cosflog R = +oo. Par conséquant, le membre dernier de 1'inégalité
précédente tend vers 0 lorsque R tend vers oo, ce qui preuve la formule (iv) de ce

lemme.

D’apres le lemme 2.4, on aura aisément

(2.8)
I\(,y)za——'yez (0+) B el v a—1
1 Y . vret(1-2)
505 QB 2) = R @) @ 1) /oo ° :) @

ou le deuxieme membre, fonction de z, vérifie I’équation (1.2). Comme —-%ﬂ' <
§ < 0ou0 < @ < 3, lintégrale définie dans le deuxieme membre de (2.8) est

certainement convergente ([3]). De plus, on voit que le deuxiéme membre de (2.8)
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est valable pour z tel que —%w < argz < gw, car § < argz < 6 + 2w. On voit
aisément que la convergence de (2.8) est localement uniforme sur le domaine — %ﬂ' <
arg z < gﬂ', si on regarde la démonstration du lemme 2.4. Ainsi la proposition 2.3

est démontrée.

L’unification des résultats des propositions 2.1 et 2.3 nous conduit au théoréme

suivant:

Théoréme 2.5. Soient o, v deur nombres complexes qui vérifient les conditions
(2.8) et (2.7), c’est-a-dire, a« #1,2,3,... , v #0,-1,-2,..., ety—a #1,2,3,....
(i) Soit 6 un nombre réel tel que 3m < <7 oun <8 < 3w. En prenant la limite

B — e®co pour la formule (2.1), on a
(2.9)

[(y)z~ /(0+) _ 1 e
_ vpa—l(1 d
F(Cl’, Y, Z) 1-,(7 — a)r(a)(efrza _ 6—7”0‘) PACET S PN € + v
I(

a—y (0+) a-1
+ 1) © / e—vyr—a—1(1_ 2 dv,
T(a)T(y — a)(e2™ (=) — 1) Joi-moo 2

et la convergence est localement uniforme sur le domaine —%7‘(’ <argz < %w.

(it) Soit § un nombre réel tel que —3m < 6 < 0 ou0 < § < m. En prenant la
limite 8 — e®oo pour la formule (2.1), on a
(2.10)

_ T(y)z~° /“’“ -
F(a,7.2) " T'(y - a)T(a)(e™e — e=mia) [ o ¢ 1 + v

)
P(y)zoe? Y A N
I'(a)l(y — o) (e2m (=) — 1) /ewoo ° ( - ;> >

et la convergence est localement uniforme sur le domaine —%7‘(‘ <argz < %7{'.

Démonstration. Notons que chacune des fonctions P(a, 8,7, 2) et Q(a, 5,7, z) est
une relation linéaire entre les fonctions F(a, 3,7,2/8) et (z/8)) "F(1+a—7,1+
B —7,2 —~,2/8). Pour cette relation on peut prendre la limite 3 — e*co pour

tout 8 € R. D’ou suit aussitot le théoreme.

Remarque 2.1. 1l est facile a déduire de (2.9) ou de (2.10) le développement asymp-
totiélue en oo pour la fonction hypergéométrique confluente F(a,<,z). En effet,

selon Inui ([3]), on aura aussitot de (2.9) ou de (2.10) le développement asympto-

tique
I'(v) - = (a—v+1), 1
F , N— TI'Z - -
7 P 7 a)n_l_



. _— . e 1 3
qui est valable pour le voisinage sectoriel de co défini par —57 < argz < 3.

Remarque 2.2. Posons

T —a (0+) y—a—1
Gi(a,y,2) = ()2 =ty / e vyl (1 + ;) dv
e

i(6—-7) oo
et
G e -
Gala,y,2) = . U Ci- B
2(%7,2) T(@)T(y — ) (€20 — 1) Joo-moo g ’

Alors, on voit aisément la formule suivante:
Ga(@,7,2) = €™V (v - @, 7,67 ™2).

§3 Dégénérescence de la formule de connexion entre 0 et 1

Dans ce paragraphe, nous étudierons la dégénérescence de la formule de connex-

ion entre 0 et 1. Nous commencons par la formule suivante:

(3.1)
F(y)L(y—a-p)
F(o,B,7,2) = F(a,B,1+a+ 8- y1—2)+
@539 = 56 B —a) i)
F()I(a+B8-1) iy
l+e ™) BR(y—a,y—B,147y—a—-03,1-2),
T (@) ( ) (v—a,y—B,1+7 B )
qui est valable pour trois nombres complexes «, 3,7 tels que v # 0,—1,—2,..., et

a+B—-v¢Z. Comme Flo,8,1+a+8—-7v,1—-2)=2"*Fla—v+1,0,a+
B—v+1L(z-1Dz et (1+e ™) *PF(y—a,y—B,l+7—a-F,1—2) =
221+ e ™))" BPF1l-a,y—a,1+v—a—B,(z—1)z"1) d’aprés Kummer
([4]), la formule (3.1) se change en

I'(y)I'(y —a-— —
F(a’ﬂ,'y’z):]_—\Ez)_(lg)r(:_ggz_aF(a_7+1,a,a+,3_")’+1,—z—z—l>+

TT@+B=1) oy

R L PN ()] (1+emay ek (1 ey -alty-a-f,= 1) 1

Remplagons la variable z dans ’égalité précédente par z/3, ou 8 # 0; on a alors

(3.2)

(o)
_TMNT(y—a-0)

- T(y-B)T(y-a)

P(NT(@+B8 =) preaae 2\ (2/8) — 1
+ RONG Bz '7(1+e ,—8-> F(l—a,’y-a,1+7—a—ﬂ,ﬂ—z—)

B27“F (a—'y+1,a,a+ﬁ—7+1,g(i/_ﬁ)___l> +

z
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Soit P(a,,7,2) une détermination du premier terme du deuxiéme membre de
(3.2), telle que, si 0 < z < 1, argz = 0:

(3.3)
P(aWB?’Y’z)
_ F(’Y)F(’Y_a—ﬁ) o, -« o — o _ (Z/ﬁ) -1
= Th-Arh—a) F( THheatfoy i )

Nous preuverons la

Proposition 3.1. Soient a, v deux nombres complezes tels que
(3.4) a#1,2,3,..., et v#0,-1,-2,....

Soit 6 un nombre réel tel que —%w <f<0oul<b< %71'. Alors, on a

, _ [(y)z=
(3.5) 5_1>1:goop(a’ﬁ’7’Z) —P('Y _ a)r(a)(em'a _ e—m’a)

(0+) v\ o1
X / e vyt <1 + -—) dv,
€19 0o z

et la convergence est localement uniforme sur le domaine —%7‘(‘ <argz < %71’.

Démonstration. D’apres le lemme 4.1, on a

P(Y)I(y-a—-B)I(a+B—v+1)3%% ™
(1 - e2mia)(1 — 2= (a)l(y — )T(B — v+ 1)I'(y — B)

(1+,0+,1-,0-) _ —a-—1
X / e w1 — u)P <1 — Biz/—ﬂ)——lu)v du.

z

P(CU,B,’Y,Z) =

En substituant I’expression u = 8~ !v & I'intégrale définie du deuxiéme membre de

I’égalité précédente, on a

(14,0+4,1—-,0—) _ —a-1
/ o w1 — )P (1—5——(2/'8) lu)7 du

z
(B+,0+,6—,0-) B ~ ot
[ o) - ) e
d’ou
(3.6)
P(a,B,7,2) = (Y —a-BT(a+B-7+1)z

(1= e*me)(1 — e2mF=M ()T (y — )T(B — v+ 1) (v - B)

(B+.0+,6-,0-) p- B —a-1
X / pe! (1 - %> ! <1 — E—/—Bz—:)——lv)v dv.

13



Posons R = |3, et considérons (1— R™!)3 comme point base du cycle de Pochham-

mer entourant 3 et 0; on peut écrire

(B+,04,8—,0-) B- B —a-1
)
_ /(ﬁ‘*‘) o (1 B B))B—’Y (1 B (Z/,B) _ 1v>’7—a—ldv

(1-R-1)8 B z

. (0+) B— _ y—a—1
+ e2mi(B—7) / v 1 <1 _ 2) (1 _ Mv> dv
(1-R-1)8 B z

» (8B-) B— _ y—a-1
+ e27”(a+ﬂ—7)/ vl (1 — 2) (1 - ——(Z/ﬁ) 11)) dv

(1-R-1)8 z

_ — —a—1
+ 627r1la /(O ) ,Ua—l <1 _ E)B i (1 _ (Z//B) - 11))7 dv
(1-R-1)8 B z

= (1 — e2mio) }{v—mﬂ ve-1 (1 - %)6—7 (1 - —(Z/Bz) — 1v)’y—a_1dv

cm oy [T e (1) (1AL,

(1-R-1)8 B z

ol flv_ sl=1 désigne l'intégrale qui est prise le long du cercle |v — 8| = 1 dans le
sens direct. En substituant le membre dernier de I’égalité précédente a l’intégrale
définie de (3.6), on a

P(a,/@,’y,z)
= I'(y)[(y-a-B)(a+8—7y+1)z"° )
(1 —e2mB-MNa)I'(y — a)T'(y = BT(B—~v+1)

B— —a—1
f ) e

T(\)T(y— o — B)T(a+ B — 7 +1)z=°
(e — )T(@)T(7 - &) (v - BIT(B -~ +1)

(0+) v B— (Z/ﬁ)-—l y—a—1
a—1 _ 2 _\=M)
X /(1_R_1)ﬁv (1 ﬂ) <1 . v) dv,

dont le deuxiéme membre est valable sous la condition (3.4). Pour prendre la limite

X

limg_,.i0 P(c, 3,7, 2), il faut démontrer le

Lemme 3.2. Soit 8 un nombre réel tel que —%71' <f<0oul<b< %W. On a:

(Z) lim F(’Y_B_a)r(a+6“’y+l) :e‘rria,

B—reif oo I(v-B)T(B—~ +61) ’ .
. w1l v\ (z/B)-1 )7_% _
(i) lim s v (1 5) (1 v dv=0.

B—eifoo z
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Démonstration. (i) C’est le résultat immédiat des deux faits I'a+58—v+1)/T'(8—
Y+1) ~ B et T(y —a — B)/T(y — B) ~ (€™ #)* daprés [9].
(ii) On pose 3 = Re® (R > 0); on donne la nouvelle variable ¢ (6 — 7 0 o 0 § +7)

par la formule v — 3 = e*?, d’olt dv = ie*?dp. Ainsi, on a

f(5) ()

orr i(p—6-+m)\ Be* = _ .
/ (Re% 4¢Pyt (_e ) (1 — (Z/Bz (Re® + e') ) ze“"d@‘
6

. R

O+ ) : i(p—0+m)\ 7 -1 y—a-1
O / (Re® + ei#)>~1 (-——-————e ) <1 - (z/ﬁ) S (Re® + e“")) X
6—m R
% e—R[(cp—6+7T) sin 68+cos 6 log R] ng
Ici, on a évidemment
} ) i(p—6+m)\ 7 -1 ) ) y—a-1

lim ‘(Re’o + e'P)al <e___> (1 - (—z—/L(Reze + e“")) X
R— o0 R z

% e—R[(cp—G—Hr) sinf+cosflog R| _ 0,

car limpg_ o cosflog R = +o00. Par conséquant, le membre dernier de l'inégalité
précédente tend vers 0 lorsque R tend vers oo, ce qui preuve la formule (ii) de ce

lemme.

D’apres le lemme 3.2, on aura aisément

T(y)z"
(35) ﬁ—1>lerg P(a,B,7,2) = I'(y — a)['(a)(emio — e—mia)

(0+) v—a-1
x/ e ‘v 1<1+ ) dv,
etfco

ou le deuxiéme membre, fonction de z, vérifie I’équation (1.2). Comme ——17r <

# < 0oul <6 < ir, lintégrale définie dans le deuxitme membre de (3.5) est
certainement convergente (voir [3]). De plus, on voit que le deuxiéme membre de
(3.5) est valable pour z tel que —37 < argz < 3, car 8 < arg(e™z) < § + 2, i.e.,
6 —7m < argz < 6+ m. On voit aisément que la convergence de (3.5) est localement
uniforme sur le domaine ——2317r < argz < %w, si on regarde la démonstration du

lemme 3.2. Ainsi la proposition 3.1 est démontrée.
Soit Q(a, 8,7, z) une détermination du deuxieme terme du deuxiéme membre de
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(3.2), telle que, si0 < z < 1, argz = 0:
(3.7)

—a—f
Q(e,B,7,2) =L@ =) gya oy (1 N e—m-z)” y

I'(a)T'(B)
X F(l—a,'y—a,l-i—'y—a—ﬁ,ﬂg—z—/ﬁz)—t—l).

Nous preuverons la

Proposition 3.3. Soient a, v deur nombres complezes tels que
(3.8) vy#0,-1,-2,..., et y—a#1,2,3,....

Soit @ un nombre réel tel que %w <O<moum<O< %ﬂ'. Alors, on a

(3.9)
lim Q(a? ﬁ? 7? Z)

B—eifoo

a—y,z (0+) a—1
_ ['(7y)z 'Y‘e / e~ VyY—a-1(1 _ v dv,
(v — a)T(a)(e?™(r=2) — 1) Jaito-m) 00 z

et la convergence est localement uniforme sur le domaine —%7r <argz < %ﬂ'.

Démonstration. D’apres le lemme 4.1, on a

—a o —a—0
e By, 2) = LOT@+B= LA+ 7 —a = )BTz (+e-m~z>” .

(T = em=)(1 - e 7Py — L(1 - AL (@)T(5) B

z

En substituant I’expression u = ™3 1v & I'intégrale définie du deuxiéme membre

de I’égalité précédente, on a

(1+,04,1—,0—) _ a-1
/ o u"—o‘_l(l — u)_ﬁ (1 — B————(z/ﬂ) 1u> du

VA
_ (e~ ™ B+,0+,e" ™ B—,0-) -B _ a—1
= emh_a)ﬁaﬂ/ ol (1 + 2) (1 + (/B -1 1v> dv,
B z |
d’ou
(3.10)

Qa, By, 2) =L@+ B =T+ —a - B)emitr—a) o=y ( N e_ﬂii)w—a—ﬁ ;

(1= €2m1=2))(1 — e=2™F)0(y — a)T'(1 = B)T(e)T(B) g

(e~ ™ B+,04,e" ™ 5—,0-) -8 _ a-1
x/ m-a—1<1+3> <1+Mfu) dv.

B z |
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Posons R = |@], et considérons (1 — R~!)e™™f comme point base du cycle de

Pochhammer entourant e~ ™3 et 0; on peut écrire

/(e‘"’ﬁ+,0+,e"”ﬂ—,0—) et (1 + (z/ﬂ)
Ié) z
_ /(e—mﬂ+) ,U'y—a—-l (1 N E>_ﬁ < Z/ﬂ 1 )
(1-R-1)e-7ig B
. r(04) a—
+e—27rzﬂ/ U'y—a—l <1+ > < (Z/B) )
(1=R-1)e-7ig B z
, (e7™B-) - _ a—1
+ e27rz('y—a—ﬁ)/ v'y—a~l (1 + 2) (1 Rl (Z/,B) 1 > dv
(1-R-1)e-7i B
| (0-) - PN
+e27rz('y—a)/ ,U'y—a—l (1 + E) (1 I e (Z/,B) 1 ) dv
(1—R-1)e-™ig B

— (1 _ eZ‘m‘(‘y—a))f ,U’y—a—l (1 + %>_ (1 4P =2 (Z/IB) -1 >a—1dv
[v—e-mig|=1

(0+) —p a—1
—2mif _ —a—1 v (2/B8) -1 )
+ (e 1) /(1 v (1 + ﬁ) (1 + v dv,

__R—l)e—‘rr’iﬁ

ou §|v_e_,,,- =1 désigne I'intégrale qui est prise le long du cercle [v—e~ ™3| = 1 dans
le sens direct. En substituant le membre dernier de I’égalité précédente a 'intégrale
définie de (3.10), on a

Q(a, 8,7, 2)

B 'rri(’Y—a)F( )T ( + 8- ’y) (1+’)’—a ﬂ) .y y—a—p3
~ (1-e=2mA)T(a)T(B)T (v )F(l—ﬂ) (” 5)

Sy 103) ()

F(H(a+B8-NT1+y-a-p)2"" (1 + e—mi>7_a~ﬁ
(67ri(’7—a) — e‘lri(a—’Y))F(a)F(’}’ — a)l“(ﬁ)r(1 — ,3) 3

0+ - a—1
X /( ! pYmel (1 + 2) (1 + —— (2/6) =1 ) dv,
(1—R-1)e=7ig B z

dont le deuxiéme membre est valable sous la condition (3.8). Pour prendre la limite

limp_, 000 Q(a, 3,7, 2), il faut démontrer le

Lemme 3.4. Soit 8 un nombre réel tel que %ﬂ' <f<moum<O< %71'. On a:

(a+ﬁ—7)r(1+7—a_ﬁ)_ mi(a—v).
(1) ,dim T(3)T(1 - B) _; " .
(i) ﬁ_lggoo et pr—ot (1 + %) (1 + %v) dv =0.
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Démonstration. (i) C’est le résultat immédiat des deux faits I'(ae + 8 — ) /T(B) ~
B et T(—=B+1+v—a)/T(=B+1)~ (e™B)*"7 d’apres [9].
(ii) On pose B = Re'® (R > 0); on donne la nouvelle variable ¢ (6 — 27 O ¢ O 6)

par la formule v — e™™(3 = €'¥, d’ou dv = ie"?dy. Ainsi, on a

l%‘ ,v'Y—a—l <1 + E>—ﬁ (1 + (_z/i).__lfl))a_ldv
[lv—e—"3|=1 /3 z

| i(p-6)\ ~Re” _ el
/ (Re'(0=m) 4 gie)y—al <—e ;9 ) (1+————-(z/ b Z) 1(e—’”ﬁﬂf“’)) ie“Pd90|
6—2m

D /9—2 %(@_’”ﬂ + ei‘P)> o

X

(Rei(G—Tr) +eigo)’y—a—1 <1+

R[(¢—0) sin 6+cos 0 log R| d

X e ©.

Ici, on a évidemment

a—1
: : -1 , :
lim (Rez(e—ﬂ') +ez<p)fy—a—1 (1 + (Z/ﬁ) (C_MB-f-eup)) x
R— oo z
> eR[(ap—B) sinf+cosflog R] _ 0,
car limg_ o, cosflog R = —oo. Par conséquent, le membre dernier de l'inégalité

précédente tend vers 0 lorsque R tend vers oo, ce qui preuve la formule (ii) de ce

lemme.

D’apres le lemme 3.4, on aura aisément

[(y)z*77e
(3.9) ﬁ_l)lgl Qa, 8,7, 2) = _I\(,}, — o)T(a)(e2mily—a) — 1)

(0+) v a—1
X / e vyrTal <1 — ——> dv,
et(0—7) g z
1

ol le deuxieme membre, fonction de z, vérifie "équation (1.2). Comme ;7 <

§ < moum <60 < 3, lintégrale définie dans le deuxietme membre de (3.5) est

certainement convergente (voir [3]). De plus, on voit que le deuxiéme membre de
(3.9) est valable pour z tel que —ir < argz < 2m, car §—m < arg z < f+m. On voit
aisément que la convergence de (3.9) est localement uniforme sur le domaine —%w <
arg z < %w, si on regarde la démonstration du lemme 3.4. Ainsi la proposition 3.3

est démontrée.
En unifiant les résultats des propositions 3.1 et 3.3, on a le

Théoreme 3.5. Soient o, 7y, 0 les mémes constantes que celles qui sont apparues
dans le théoréme 2.5. Alors, on a le méme résultat que celui du théoréme 2.5 si on

prend la limite 8 — e®®co pour la formule (3.2).
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§4 Annexe: La représantation intégrale de Pochhammer

La représantation intégrale suivante pour la série hypergéométrique de Gauss
F(a, 8,7, 2) a été obtenue par Pochhammer ([6], [7]).

Lemme 4.1. Soient a, (3, v les nombres complexes tels que o« # 1,2,3,..., v #
0,-1,-2,..., et vy—a # 1,2,3,.... Soit z le nombre complexe tel que 1/z soit
différent de 0 et de 1. Alors, on a

(4.1)

B L'(y)
F(a7 Bs7, 2:) - (1 _ e27ri(’y—oz))(1 — e21rioz)]_"(7 — a)P(Ol)

(1+70+$1_)0-)
X / u* (1 —u)’"27 (1 — zu) Pdu.

Dans l'intégrale définie du deuziéme membre de (4.1), la fonction

w1 — u)Y"* (1 — z2u)"P de la variable u est intégrée le long du cycle de
Pochhammer entourant 1 et 0 qui est choisi de facon que l'intérieur avec son bord
enclos de ce cycle ne contienne pas le nombre complexe 1/z; voici la figure de ce

cycle:

Ici, les deux fonctions u et 1 —u apparaissant dans l’intégrand prennent l’argument
0 en le point p qui est une des extrémités du segment pq, et la fonction 1 — zu de

la variable z prend ’argument 0 en z = 0.
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