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ABSTRACT 

The method of Delaney symbols is used to classify by a computer 
program all periodic tilings of the Euclidean plane up to equivariant 
homeomorphisms for which the tiles can be coloured by black and 
white such that tiles sharing an edge have different colours, the sym- 
metry group acts transitively on the black tiles, every tile has at least 
three edges and from every vertex at least three edges originate. 
.Ill. 

As many other papers concerning periodic tilings the following note 
was inspired by the ingenious examples of such tilings which can 
be found in the graphic work of M.C. Escher. More precisely, it con- 
tinues the analysis of a certain class of such tilings - the Heaven 
and Hell tilings-which has begun in [6] and which is based on the 
general theory of tilings explained in [ lo ] .  According to [6] a Heaven 
and Hell tiling T is a periodic tiling of the Euclidean plane E2, whose 
(2-dimensional) tiles or faces are coloured by either black or white, 
such that - as in the case of the famous Heaven and Hell tiling, de- 
signed by M.C. Escher (Figure 1) -the following conditions hold: 

(i) tiles of the same colour never share an edge; 
(ii) the symmetry group r =r, of T acts transitively on black tiles; 
(iii) r acts also transitively on the white tiles; 
(iv) each tile has at least three edges; 
(v) from each vertex at least three edges originate. 

LES PAVAGES D’ANGES 
ET DE DIABLES 

On utilise la methode des symboles de Delaney pour classifier i?i I’aide 
de I’ordinateur, i?i homeomorphisme equivariant prbs, tous les pa- 
vages periodiques du plan dont les paves peuvent &re colories de 
noir et de blanc de telle manibre que les paves se partageant une 
arete soient de couleursdiff6rentes, que le groupe de symetrie agisse 
de faGon transitive sur les paves noirs, que tout pave possede au 
moins trois aretes et que de chaque sommet soient issues au moins 
trois arbtes. 

Comme plusieurs autres articles sur les pavages pdriodiques, celui- 
ci s’inspire des ingenieux exemples de tels pavages qu’on trouve 
dans I’oeuvre graphique de M.C. Escher. Plus exactement, on y pour- 
suit I’analyse d’une certaine classe de pavages, les pavages d’anges 
et de diables. Cette etude avait debut4 dans [6] e t  se fondait sur la 
theorie generale des pavages exposee dans [ lo ] .  Selon [6], un pa- 
vage d’anges et de diables T est un pavage pkriodique du plan 
euclidien E2, dont les paves ou les faces (bidimensionnelles) sont co- 
lories de noir ou de blanc, de telle faqon que - comme c’est le cas 
pour les celebres pavages d’anges et de diables Crees par M.C. 
Escher (figure 1) - les conditions suivantes soient respectees : 

(i) des paves de meme couleur ne se partagent jamais une arete ; 
(ii) le groupe de symetrie r=  r, de T agit de faqon transitive sur 

les paves noirs; 
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FIGURE 1 

M.C. Escher, Heaven 
and Hell, 1960. 

M.C. Escher, Etude 
d’un remplissage pe- 
riodique d’un plan avec 
des anges et des dia- 
bles (1960). 

In [6] a complete list of precisely 37 types of 
such tilings (up to equivariant homeomor- 
phisms) and an additional complete list of 20 
further tilings, satisfying (i), (ii), (iii) and (v), 
but not (iv), was given. From the list of the 37 
types it followed immediately that there were 
precisely 5 “maximal ones”, i.e. those for 
which the symmetry group realized the full 
combinatorial automorphism group, while 
the remaining ones could be described as 
tilings derived by specific ways of symmetry 
breaking from the maximal ones. 

In this note we want to describe how to ob- 
tain a complete list of all types of periodic 
tilings satisfying (i), (ii), (iv) and (v), but not 
necessarily (iii). As already indicated in [6], 
there can only be a finite number of types of 
such tilings and, with the aid of a computer 
program (cf. [18] or [13] for details) based on 

the symbolism described below, one can derive a complete list of al- 
together 117 different types (cf. Table l). Exactly 23 of these con- 
sist of maximal tilings and realizations of them are given in Figure 2. 

In addition, we’ll give a recipe of how to derive realizations of the re- 
maining ones by applying the mechanism of “symmetry-breaking” 
to the symbols produced by our computer programs. 

Hence we start by explaining this symbolism. It associates to any 
periodic tessellation T of the plane E2 (or of any other simply con- 
nected n-dimensional manifold, Xn) with symmetry group r (or 
discrete group r of homeomorphisms of X n )  a unique symbol, its 
so-called “Delaney symbol” (9, M). This symbol consists of a set 9 
on which three (or n + l )  involutions act in a well defined way (and 
which is finite if and only if the orbit space T\Xn is compact), and a 
map M: 9+ (N)3x3 (or (NO)(n+l)x(n+l)) from 21 into the set of 3x3- 
matrices (or (n+l)x(n+l)-matrices) with entries from N (or No). 
Not every such pair (QM) will be the Delaney symbol of a tiling; on 
the contrary, to be eligible for actually coding a tiling it must satisfy 
a number of compatibility conditions. But at least, if it encodes a 

(iii) r agit aussi de faGon transitive sur les paves blancs ; 
(iv) chaque pave possede au moins trois aretes ; 
(v) au moins trois arhtes sont issues de chaque sommet. 

On donnait dans [6] une liste complete d’exactement 37types de tels 
pavages (a homeomorphisme equivariant pres) ; on y donnait aussi 
une liste complete de 20 autres pavages satisfaisant les conditions 
(i), (ii), (iii) et (v), mais ne satisfaisant pas la condition (iv). A I’exa- 
men de la liste des 37 types, il apparaissait immediatement qu’il exis- 
tait exactement 5 types (( maximaux )), c’est-&dire ceux pour les- 
quels le groupe de symetrie realisait le groupe d’automorphisme 
combinatoire complet, les autres types pouvant itre decrits comme 
des pavages derives de manieres specifiques par des coupures de 
symbtrie dans les types maximaux. 

Dans cet article, nous voulons montrer comment dresser une liste 
complete de tous les types de pavages periodiques satisfaisant (i), 
(ii), (iv) et (v), mais pas necessairement (iii). Comme c’etait dejA note 
dans [6], il ne peut y avoir qu’un nombre fini de tels pavages et, a 
I’aide d’un programme d’ordinateur (voir [18] ou [13] pour plus de 
details) fonde sur la notation decrite plus loin, on peut deduire une 
liste complete des 11 7 types de pavages en question (cf. tableau 1). 
De ceux-18, 23 sont maximaux et la figure 2 montre leur realisation. 

De plus, nous donnerons une recette pour deduire des realisations 
des autres types de pavages par des mecanismes appropries de 
(( bris de symetrie )) appliques aux symboles produits par nos pro- 
grammes d’ordinateur. 

Nous debuterons donc par une explication de ce symbolisme. On 
associe a tout pavage T du plan E2 (ou de tout autre variete simple- 
ment connexe de dimension n, X n )  de groupe de symetrie r (ou de 
groupe discret rdes  homeomorphismes de X n )  un symbole unique, 
son (( symbole de Delaney,) (9,M). Ce symbole est constitub d’un 
ensemble 9 sur lequel trois (ou n + l )  involutions agissent de ma- 
niere bien definie (et lequel est fini si et seulement si I’espace des 
orbites r \ X n  est compact), et une application M : 9 + (NOsx3 (ou 
(No)(n+,)x(n+l)) de 21 sur I’ensemble des matrices carrees d’ordre 3 
(ou les matrices carrees d’ordre (n+l)) d’elements dans N (ou No). 
Toutes les paires (9,M) ne seront pas le symbole de Delaney d’un 

. -. . - . -. . . . . . . . 
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tiling, this tiling will be determined by the pair (D, M) uniquely up to 
equivariant homeomorphisms. 

Since the theory of Delaney symbols has been explained in some 
detail already in a number of papers (cf. [6], [7], [8], [lo], [ll],  [12], 
and [3]) we will restrict ourselves in this note to just illustrating the 
method by a particular example. 

To this end let us consider the tiling HH5 from Figure 2. In Figure 3a 
the edges of the tiling are drawn in an enlarged scale together with a 
barycentric subdivision. Such a subdivision is constructed by choos- 
ing one point somewhere in the middle of each edge and one point 
somewhere in the middle of each tile or face of the tiling. Then one 
connects by additional edges in a non-intersecting way the chosen 
point inside a given face with the vertices and the chosen points 
along the edges of this face. To keep track of the kind of points which 
are connected by the new edges, the edges connecting face mid- 
points with vertices are drawn by a broken line (- - -) while the 
edges connecting face midpoints with edge midpoints are drawn by 
a dotted line (-+ The result is a propertriangulation such that any 
of its triangles has precisely three types of edges, an unbroken edge 
(-), a broken edge (- - -) and a dotted edge (---), Moreover, it 
is no problem to construct the barycentric subdivision in an equi- 
variant fashion so that the symmetry group r of the original tiling 
still acts as a group of symmetries on its barycentric subdivision. In 
this case r w i l l  act as group of permutations on the set Cof triangles 
of the barycentric subdivision. Actually, r will act freely on c. 

We let D:= r\c denote the set of r-orbits of r on c. If two trian- 
gles C, and C, in care  in the same r-orbit, say C, = yC, for some 
y~r,andiffori=1,2andforj=0,1,2wedenote by C,o, theunique 
triangle in c- {C,) which shares with C, its dotted ( j = O ) ,  broken 
( j=l)  or unbroken (j= 2) edge, then (C,o,)o,= C, and y(C,o,) = 
(yC2)o,= C,o,. Hence for j =  0,1,2 , the “pasting operators” o, act in 
a well defined way as involutions on c and on D= T\c. Finally, for 
D = T C E D = ~ \ C  wedefine M(D)=(m,(D)),,,=,,, bym,(D):= 
rnin(rE N := 11,2,3, . ..I I C(O,O,)~= C), thus completing the defini- 
tion of the Delaney symbol. In the particular case, depicted in 
Figure 3b, we have numbered the r-orbits in c by 1,2,3,4. 

pavage; au contraire, pour dtre eligible a la codification reelle d’un 
pavage, une paire doit satisfaire un certain nombre de conditions de 
compatibilite. Maisau moins, si elle represente un pavage, ce pavage 
est determine de facon unique, a homeomorphisme equivariant pres, 
par la paire (9, M). 

Puisqu’on retrouve dans plusieurs articles (cf. [6], [7], [8], [lo], 
[ l l ] ,  [12], et [3]) une presentation detaillee de la theorie des sym- 
boles de Delaney, nous nous limiterons ici a une illustration de la me- 
thode par un exemple particulier. 

A cette fin, considerons le pavage HH5 de la figure 2. Dans la figure 
3a, on a trace les ardtes du pavage a I’aide d’une plus grande echelle 
et on a ajoute une subdivision barycentrique. On construit une telle 
subdivision en choisissant un point au milieu de chaque ardte et un 
point au centre de chaque pave ou face du pavage. On relie alors, par 
desarbtesadditionnelles tracees de facon a ne passe croiser, le point 
central d’une face donnee avec les sornmets et les points choisis sur 
les arbtes de cette face. Afin d’identifier les types de points qui sont 
relies par les nouvelles ardtes, les ardtes reliant les centres des faces 
avec les sommets sont tracees en lignes briskes (- - -) tandis que 
les arbtes reliant les centres des faces aux milieux des ardtes sont 
tracees en pointilles (*--*). II en resulte une triangulation propre telle 
que chacun de ses triangles possede trois types d’ardtes : une ligne 
continue (-), une ligne brisee (---) et une ligne pointillee (.--.). 
De plus, on peut simplement construire la subdivision barycentrique 
d’une maniere equivariante de telle sorte que le groupe de symetrie 
r d u  pavage initial agisse encore comme un groupe de symetrie sur 
sa subdivision barycentrique. Dans ce cas, rag i ra  a titre de groupe 
de permutations sur I’ensemble c des triangles d e  la subdivision 
barycentrique. En fait, r agira librement sur c. 

Posons := r\c, I’ensemble des r-orbites de r sur C. Si deux 
triangles C, et C, dans cappartiennent a la mbme r-orbite, disons 
C,=yC, pour un certain YE r, et si C/o, (pour i=l,2 et pour j=O,l,2) 
represente I’unique triangle de c-(C,} qui partage avec C, son arbte 
en ligne pointillee (j=O), son arbte en ligne brisee (j=l) ou son arbte 
en ligne continue (j=2), alors (C,o,)o,= C, et y(C,o,) = (yC2)o,= 
C,o,. Ainsi, pour j=  0,1,2 , les ccoperateurs I iantw o, agissent de 
maniere bien definie comme des involutions sur c et sur D= T\C. 
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FIGURE 3a 
The barycentric subdi- 
vision of HH5. 

La subdivision bary- 
centrique de HH5. 

So I) is identified with the set {1,2,3,41. One checks immediately that 
o,, 6, and o, act on I) in the way indicated in Figure 3c. There, the 
elements of I) are represented by circles labelled 1,2,3,4. Two such 
circles, representing D, D’ E I), are connected by a dotted, broken 
or unbroken line, if and only if Doo= D’, Do, = D’ or Do,= D’, re- 
spectively. If Do,=D for k{0,1,21, then the corresponding “loop” is 
omitted. Furthermore, one can easily verify that the values of m,, and 
m,, obtained from the tiling coincide with the values given for each 
D E D in the corresponding circle. 

It is an easy exercise in algebraic topology, based on the standard 
procedures for computing the fundamental groups of a CW-complex 
from its 2-skeleton, to show that (D,M) characterizes the manifold 
X”, the tessellation of X n  and its symmetry group up to equivariant 
homeomorphisms. 

From the matrices M(D) in our example one observes easily that the 
following relations hold for all D E I) and iJe {0,1,2) : 
(DS1) mII(D) = 1 ; 

m,(D) = m,,(D) = m,(Dol) ; 

FIGURE 3b 

The corresponding Les r-orbites corres- 
r-orbits. pondantes. 

Enfin, pour D = ~ C E  I)=r\c, on definit M(D)=(m,(D))i,i=,,,,, par 
mji(D) := min(rEN :={1,2,3, ...I I C(O,O~)~=C) ,  completant ainsi 
la definition du symbole de Delaney. Dans le cas particulier illustre a 
la figure 3b, on a numerote les r-orbites dans C par 1,2,3,4 . 

Ainsi I) est identifie a I’ensemble {1,2,3,41. On peut immediatement 
verifier que o,, , o, et o, agissent sur I) de lafaqon indiquee dans la 
figure 3c. Les elements de I) y sont representes par des cercles Bti- 
quetes 1,2,3,4. Deux de ces cercles, representant D, D’ E I), sont 
relies par une ligne pointillhe, une ligne brisee ou une ligne continue 
si et seulement si Doo= D’, Do, = D’ou Do,= D’, respectivement. Si 
Dq=D pour i E  {0,1,21, alors la ((boucle)) correspondante est omise. 
De plus, on peut aisement verifier que les valeurs de m,, et de m,, 
obtenues par le pavage co’incident avec les valeurs donnees pour 
chaque D E D dans le cercle correspondant. 

On peut montrer que (9, M) caracterise la variete Xn, le pavage de Xn 
et son groupe de symetrie a homeomorphisme equivariant prhs; il 
s’agit d’un simple exercice de topologie algebrique utilisant la pro- 
cedure normale pour calculer les groupes fondamentaux d’un com- 

FIGURE 3c 
The Delaney symbol 
of HH5. de HH5. 

Le syrnbole de Delaney 

. - . -. . . . - . . - 
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(DS3) man( D) = 2 ; mol(D) 2 3 ; ml,(D) 2 3 ; 
(DS4) D(O,O,)~V(D) = D. 

Hence the only interesting two numbers, associated with some 
D E D  viaMarethenumbersm,l(D)=ml,(D),thenumberofedges 
of the face of the original tiling in which a given representative C E 

D = r C  is contained, and m,,(D) = mnl(D), the number of edges, 
originating from the only vertex of the original tiling contained in 
some C E D. 

Moreover, as one may check easily from the numbers given in Fig- 
ure 3c, (D,M) satisfies in addition the relation 

It is a remarkable, but easily established fact that the above construc- 
tion of a Delaney symbol, applied with respect to a periodic tiling of 
the Euclidean plane, satisfying the conditions (iv) and (v) above, al- 
ways leads to a symbol (QM) satisfying (DSl) - (DS5) as well as 

(DSO) D isfiniteandthegroup(o,,o,,o,),generated byo,,ol and 
o,, acts transitively on D. 

It is not so obvious, but still true, and it will be proved in some other 
paper, that vice versa any system (D,M) satisfying (DSO) - (DS5) 
actually comes from such a periodic tiling of the plane. This fact is, 
of course, the basis for our computer enumeration program. 

All we need in addition, to handle the specific case of Heaven and Hell 
tilings as described above, is contained in the following: 

Theorem 1: There is a 1-1-correspondance between (equivalence 
classes relative to equivariant homeomorphisms of) periodic tilings 
of the plane satisfying the conditions (i), (ii), (iv) and (v) above and 
(isomorphism classes of) Delaney symbols (9, M) satisfying 
(DS0)-(DS5) together with a partition I, = 0 Dw such that the 
group (o,, q) generated by oo and ol, acts transitively on Db and 
o, maps Db bijectively onto D~ . 

Proof: This follows immediately from the definition and the general 

plexe CW (complexe de fermeture finie et admettant la topologie la 
moins fine) a partir de son 2-squelette. 

On peut remarquer facilement, 8 partir des rnatrice M(D) de notre 
exemple, que les relations suivantes sont valides pour tout D E I) et 
i , j~{0,1,2):  
(DSl) m,(D) = 1 : 

(DS3) m,,(D)=2; mo,(D) i3;  m,,(D)i3; 
(DS2) m,(D) = m,,(D) = m,/(Ds) ; 

(DS4) D(o,o,)"'~I(D) = D. 

Ainsi, les seuls deux nombres interessants associes a un D E D par 
M sont les nombres mo,(D) = ml,(D), le nombre d'aretes de la face 
du pavage original dans lequel un representant donne C E D = r C  
est contenu, et m,,(D) = m,,(D), le nombre d'arbtes issues du seul 
sommet du pavage original contenu dans un C E D. 

De plus, comme on peut facilement le verifier a I'aide des nombres 
donnes a la figure 3c, (9, M) satisfait aussi la relation 

C'est un resultat remarquable, mais on peut Btablir facilement que la 
precedente construction d'un symbole de Delaney, applique a un 
pavage periodique du plan euclidien, satisfaisant les conditions (iv) 
et (v) deja citees, mhne toujours a un symbole (D,M) verifiant 
(DS1)- (DS5) ainsi que 

(DSO) 2, est fini et le groupe (o,,, ol, o,), engendre par o,, o1 et 
o,, agit de faGon transitive sur D. 

Ce n'est pas aussi evident, mais I'inverse demeure vrai (ce sera 
dkmontre dans un autre article) : tout systhme (D, M) satisfaisant 
(DSO) - (DS5) provient d'un tel pavage periodique du plan. Ce fait 
constitue Bvidemment la base de notre programme d'enumeration 
par ordinateur. 

Afin de pouvoir manipuler le cas particulier des pavages d'anges et 
de diables decrits precedemment, nous avons aussi besoin des 
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theory of Delaney symbols once one defines the partition I) = 
Q, o I), for the Delaney symbol (I),M) of a Heaven and Hell tiling 
by: 
I), := 1D E I) = r\I) I any C E D  is contained in a black tile) and 
I), := I) - I),)= I D  E D  I any C E D is contained in a white tile}. 

More generally, we may consider periodic tilings of the plane, satis- 
fying 
(i’) two white tiles never have an edge in common; 
(iiN) the number of orbits of the symmetry group r on the black 

tiles does not exceed N; 
(iv’) every white tile has at least three edges; 
and (v). 

In analogy to the above theorem, such tilings are characterized by 
Delaney symbols (I),M) together with a partition I) = I ) ~  o I ) ~  as 
above such that I),) consists of a disjoint union of at most N (oo, 0,)- 

orbits, o2 maps I), into Db and mol(D) 2 3  is requested only for 
DEI),. 

Generalizing the remark in [6] we claim: 

Theorem 2: Up to equivariant homeomorphisms, there are only fi- 
nitely many periodic tilings of the plane, satisfying (i’), (iiN), (iv’) and 
(v). 

Proof: It is obviously enough to show that there are only finitely 
many possibilities for the corresponding Delaney symbols (I)  = 
I ) b  o I),, M). To this end let us recall the well-known fact that for 
any rational number p/q E Q and any kE N there are only finitely 
many k-tuples (nl, , , ,, n,) E Nk of natural numbers such that 

1 1  1 P  -+-+ ... +-=--. 
n1 n2 nk 

Hence, in view of (DS5), it is enough to show that our conditions 
imply a fixed upper bound for the cardinality #I) of I). More pre- 
cisely, we claim 

#I) I 36N. 

To prove this inequality we observe at first that (DS2) together with 

resultats enonces dans le theoreme suivant. 

Thdoreme 1: II existe une correspondance biunivoque entre les 
(classes d’equivalence selon les homeomorphismes equivariants 
des) pavages periodiques du plan satisfaisant les conditions (i), (ii), 
(iv) et (v) ci-dessus et les (classes d’isomorphismes des) symboles 
de Delaney p , M )  satisfaisant les enonces (DS0)-(DS5) ainsi 
qu’une partition I) = I),) i/ tel que le groupe (oo, ol), engendre 
par oo et ol, agit de faGon transitive sur I),) et o2 envoie I ) b  sur I), 
de faGon bijective. 

Ddmonstration: Ce resultat se deduit immediatement de la defini- 
tion et de la theorie generale des symboles de Delaney aussit6t qu’on 
definit la partition I) = Db o DW pour le symbole de Delaney (I), M) 
d’un pavage d’anges et de diables de la faGon suivante: 

:= I D  E I) = r\I) I tout CE D est contenu dans un pave noir) et 
I), := I) - I),)=ID E I) 1 tout CE D est contenu dans un pave blanc). 

De faGon plus generale, on peut considerer des pavages periodiques 
du plan qui satisfont 
(i’) deux paves blancs ne possedent jamais une arQte commune; 
(i iN) le nombre d’orbites du groupe de symetrie r sur les paves 

noirs n’excede pas N ; 
(iv’) tout pave blanc possede au moins trois arQtes; 
et (v). 

Par analogie avec le theoreme precedent, les pavages consideres 
sont caracterises par les symboles de Delaney (I),M) ainsi qu’une 
partition I) = I),) cj I), comme ci-haut, telle que I),) consiste en une 
union disjointe d’au plus N (oo, 0,)-orbites, o2 est une injection de 
I), dans I),) et mol(D) 2 3 n’est requis que pour D E I),. 

En generalisant la remarque de [6], on enonce : 

Theoreme 2 :  A homeomorphisme equivariant pres, il n’y a qu’un 
nombre fini de pavages periodiques du plan satisfaisant (i’), (iiN), 
(iv’) et (v). 

DBmonstration : II est evidemment suff isant de montrer qu’il n’y a 
qu’un nombre fini de possibilites pour les symboles de Delaney cor- 
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(DS4) implies 
1 C' ~ I #(Db / ((00 01))) I 2 ' #(Db / ((30, 01)) 5 2N. 

DED~ m01 (D) 

Next let us consider 
D ~ : = { D E D  I m12(D)=31, 
D4 := D - 9, ~ 

DWB3 := 9, n D 3 ,  
!Dw,4 := 9, n D4 . 

We claim: 

and 
#Dw,3 I '/3 * #D3 

#Dw,4 2 '/2 #D4 . 

Once these inequalities are established, the rest follows easily: from 

we get 

I 2 N  +1/3#!Dw=2N +'h#Dw,3 +1/3#Dw,4 1 2 N  +%#!D3+1/6#D4 

and therefore 

2N 2 - '/9 #D3 - 1/6 #D4 + 1/12 #D - '/3 #D3- "4 #D4 = 
= 1 / ~  #B3 + 1/12 #D4 2 1/18 #D,  

1.e. 

#9136N. 

Finally, to prove 

ID,,, I Y 2  #D4, 

it is enough to observe that D,,, and D,,402 c Ds are disjoint sub- 
sets of D, of cardinality #Dw,4, while 

#D)w,3 I 1/3 #D3, 

follows from the fact that D,,~, ~ , , 3 q  and D,,3(~201 are pairwise 
disjoint subsets of q of cardinality#D,,, , the disjointness of DW,302 

respondants (D = Db 0 D,, M). A cette fin, rappelons le fait bien 
connu que pour tout nombre rationnel p /qEQ et tout kE N, il 
n'existe qu'un nombre fini de k-tuplets (nl, . . ., nk)E Nk de nombres 
naturels tels que 

1 1  1 P  -+-+ .., +-=--. 
ni n2 nk 

Donc, par rapport a (DS5), il est suffisant de montrer que nos con- 
ditions induisent une limite superieure fixee pour la cardinalite #D 
de D. Plus prbcisement, on affirme que 

#D <36N. 

Dans le but de dernontrer cette inbgalitk, on remarque en premier lieu 
que de (DS2) et (DS4) on peut deduire 

On considhe ensuite 
D 3 : = { D € D  I m,,(D)=31, 
D4 :=I)- D3,  
Dw,3 := D, n D3 , 

:= D, n D, . 

On affirrne que : 

et 
#Dw,3 I '/3 #D3 

#Dw4 2 '/2 * #D4 

Une fois que ces inegalites sont etablies, le reste suit facilement : de 
4 

on obtient 

et ainsi 
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and Dw,3o2~1 being a consequence of the fact that D,, D, E Dw,3 and 
D,o, = D,o,o, implies D, = D,(cJ,~,)~ = D,o,o,o, E ~ ~ o ~ o , o ,  = 
Dwo201 E Bbo1 = Db, a contradiction. 

Note that Theorem 2 implies in particular the finiteness of the 
number of (types up to equivariant homeomorphisms of) periodic 
tilings of E2 with at most N inequivalent tiles, satisfying (v), which is 
included in our considerations by choosing Dw = 0. It implies also 
the finiteness of the number of (types of) Heaven and Hell tilings sat- 
isfying (i), (ii), (iv) and (v). A complete list of the Delaney symbols 
of such tilings, as produced by an appropriate computer program 
based on Theorem 1 and Theorem 2: is given in Table 1. As men- 
tioned already above, the symmetry group of some of these tilings 
is “as large as possible”, i.e. it coincides with the full combinatorial 
automorphism group, respecting the colouring, while all other tilings 
can be derived from those by appropriate procedures of symmetry 
breaking. Hence, it seems worthwhile to find out how one can de- 
cide from the corresponding Delaney symbols whether or not one 
tiling can be derived from another one by symmetry breaking, i.e. by 
restricting the action of the symmetry group of the second tiling to 
some appropriate subgroup. The answer to this question follows 
directly from the construction of Delaney symbols explained above 
and is summarized in: 

Theorem 3: A periodic tiling of the Euclidean plane with Delaney 
symbol (D, M) can be derived - up to equivariant homeomorphism 
-from a periodic tiling with Delaney symbol (D’, M’) by symmetry 
breaking if and only if there exists a map cp : D +D’ such that 
cp(Do,)=cp(D)o, and M(D)=M’(cp(D))forall D E D  and jEt0,1,21, 

Therefore, given (D,M) and (D’,M’) it is easy to check whether or 
not the corresponding tilings are related to each other by symmetry 
breaking: for a fixed, but arbitrary D E D and every D’E D’ one has 
to check whether the prescription DT H D’T (z ~(o,,,  o,, 0,)) de- 
fines a well-defined map cp : D+D‘ and, if it does, whether for this 
uniquely determined map the relation M(D,) = M’(cp(D,)) holds for 
all D, E D, Moreover, it is easily verified that the existence of such a 
map cp implies that #D‘ divides #D and that the quotient #D/#D’ 
coincides with the cardinality of the preimage cp-l(D’) for all D’E D‘ 
which gives valuable additional restrictions for the search of tilings 

c’est-a-dire 
#D 536N. 

Enfin, pour prouver 

il est suffisant d’observer que Dw,4 et DW,4o2 E Ds sont des sous- 
ensembles disjoints de D4 de cardinalite #Dw,4, tandis que 

provient du fait que Dw,3,  DW,3o2 et DW,3o2o1 sont des sous-en- 
sembles disjoints deuxa deux de q de cardinalite #DW,,, la disjonc- 
tion de DW,3o2 et DW,3o2o1 etant une consequence du fait que D,, 
D, E Dw,3 et D,o, = D,o,o, implique que D, = D,(O,CT,)~= D,o,o,o, 
E Dwo10201 = Dwo201 G D)bq = Db, ce qui est une contradiction. 

R!Dw,, I Yz #!D4 , 

#Dw,3 I Y3 #D3, 

On note que le theoreme 2 entraine en particulier la finitude du 
nombre de (types a homeomorphisme equivariant pres de) pavages 
periodiques de E2 ayant au plus N paves non-equivalents, satisfai- 
sant (v), ce qui est deja considere par le choix D, = 0. II entraine 
aussi la finitude du nombre de (types de) pavages d’anges et de 
diables satisfaisant (i), (ii), (iv) et (v). Le tableau 1 presente une liste 
complete des symboles de Delaney de ces pavages. Cette liste a BtB 
produite a I’aide d’un logiciel se basant sur le theoreme 1 et le theo- 
reme 2. Comme on I’a souleve plus haut, le groupe de symetrie de 
certains de ces pavages est (( aussi grand que possible ”, c’est-a-dire 
qu’il co’incide avec le groupe d’automorphisme combinatoire en en- 
tier, en respectant le coloriage, tandis que tous les autres pavages 
peuvent en dtre deduits par des procedures appropriees de coupures 
de symetrie. Ainsi, it semble nature1 de chercher une methode qui, A 
la connaissance des symboles de Delaney correspondants, permet- 
trait d’etablir si un pavage peut dtre derive d’un autre par une cou- 
pure de symetrie, c’est-a-dire en restreignant I’action du groupe de 
symetrie du second pavage a un certain sous-groupe. La reponse a 
cette question est une consequence directe de la construction des 
symboles de Delaney expliquee prkcedemment. Le theoreme suivant 
la resume. 

Theoreme 3 :  Un pavage periodique du plan euclidien de symbole 
de Delaney (D, M) peut &re derive - a homeomorphisme Bquiva- 
riant pres - d’un pavage periodique de symbole de Delaney (D’, M’) 



35 

which are related to each other by symmetry breaking. 

In Table 2 the Hasse graph of the partial order is depicted which, 
according to Theorem 3, is defined on the set {HHl, . . ., HHl17) of 
Delaney symbols, by “(D, M) I (D’, M’) H there exists a map 
c p :  D+D’with cp(Do,) =cp(D)o,and M(D) =M‘(cp(D))forall D E D  
and j E {0,1,21’: Moreover, if D and D’ are identified with 11, . . . , kl 
and (1, . .., k‘l according to Table 1 and if cp(i) = 1 for some such 
cp and i E 11, . . ., k), then the edge connecting (23, M) and (D’, M’) is 
marked by I‘ i ‘I. 

We will now explain by discussing an appropriate example how from 
this information on can construct a realization of a tiling associated 
with (D, M) from a realization of (D’, M’). Together with the realiza- 
tions given in Figure 2 this will be enough to enable any interested 
reader to construct realizations of all 117 Heaven and Hell tilings. As 
examplewechoosethe4 tilings HH23=(9,,,M1), HH28=(D2,M,), 
HH43 = (D3,M3) et HH82 = (D4,M4) derived from HH5 by symme- 
try breaking. We start by redrawing the tiling associated with HH5 = 
(D’, M’) as given in Figure 2 and marking one of the triangles of its 
barycentric subdivision which is associated with 1 E D’ (cf. Figure 
4a). Then we take a copy of this drawing, mark the same triangle by 
2~ cp-l(l) E D, and use the action of o,, 0, and 0, on D, to mark 
the three neighbouring triangles by 2.0, = 3,2.0, = 3 and 2.0, = 
6, respectively (Figure 4b). Continuing this way, we get Figure 4c 
which shows already the admissible symmetries of the tiling asso- 
ciated with (Dl, Mi) and a fundamental domain, depicted in detail in 
Figure 4d. Finally, by applying “Escher’s trick”, i.e. by deforming the 
system of edges in the fundamental domain continuously in a way, 
which respects the identifications along the boundary, but can be 
arbitrary in any other respect, and extending a fixed deformation all 
over the plane according to the specified group of symmetries one 
gets realizations of tilings of type (Dl,Ml) (cf. Figure 4e and 4f). 

The same procedure, applied with respect to (D,,M2), (D3,M3) and 
(q, M4), is illustrated in Figures 5,6 and 7. The corresponding black 
and white tilings are depicted in Figure 8. 

As mentioned already, combining the information contained in the 
Tables 1 and 2 and in Figure 2 and using this procedure one can 

par une coupure de symetrie si, et seulement si, il existe une appli- 
cation cp : D+D‘ telle que cp(Doj) = cp(D)oj et M(D) = M’(cp(D)) 
pour tout D E D et j ~{0,1,21, 

Ainsi, &ant donnes (D, M) et (0, M’), on peut verifier aisement si les 
pavages correspondants sont lies I’un a I’autre par une coupure de 
syrnktrie: pour un D E 9, fixe mais choisi arbitrairement, et pour 
tout D’E D‘, on a a verifier si I’enonce DT H D’T (7 E(CJ~, q, 0,)) 
dkfinit une application bien definie cp : D - 0  et, si c’est le cas, si 
pour cette application uniquement determinee la relation M(D1) = 
M’(cp(D,)) est verifike pour tout D, E D. De plus, on peut facilement 
verifier que I’existence d’une telle application cp irnplique que #D’ 
divise #D et que le quotient #D/#D’co’incide avec la cardinalitk de 
la preimage cp-l(D’) pour tout D’ E D‘ ce qui entraine des restric- 
tions additionnelles d’importance a la recherche de pavages lies par 
des coupures de symetrie. 

Dans le tableau 2, on presente le graphe Hasse de I’ordre partiel qui, 
selon le theoreme 3, est defini sur I’ensemble {HHl, . . ., HH1171 des 
symboles de Delaney, par ‘( (D, M) 5 (D’, M’) H il existe une appli- 
cation cp : D+D‘ telle que cp(Do,) = cp(D)o, et M(D) = M’(cp(D)) 
pour tout DE D et J E  {0,1,2) )). De plus, si Det ~ ’ s o n t  representes 
par 11, . . ., k) et {I ,  . . ., k’) selon le tableau 1 et si cp(i) = 1 pour un 
certain cp et un certain i E 11, . . . ,  kl, alors I’arete joignant (9, M) et 
(D’, M’) est identifiee (( i 

Nous allons maintenant expliquer a I’aide d’un exemple approprie 
comment on peut par cette information construire une realisation 
d’un pavage associe a (9, M) a partir d’une realisation de (D’, M’). 
Ce9e explication, accompagnee des realisations de la figure 2, sera 
suffisante pour rendre possible a tout lecteur interesse la construc- 
tion des 117 pavages d’anges et de diables. A titre d’exemple, on a 
choisi les 4 pavages HH23 = (D,,Ml), HH28 = (D2,M2), HH43 = 
(D3,M3) et HH82 = (D4,M4) derives de HH5 par bris de symetrie. 
On commence en retraqant le pavage associe a HH5 = (D’, M’) 
comme a la figure 2 et on marque I’un des triangles de sa subdivi- 
sion barycentrique qui est associee a 1 ED’ (voir figure 4a). On 
prends alors une copie de ce dessin, on marque le mime triangle 
par 2 ~ c p - l ( l )  E Dl et on utilise I’action de o0, CT, et 0, sur D, 
pour marquer les trois triangles voisins par 2.0, = 3, 2.0, = 3 et 
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produce realizations of all Heaven and Hell tilings satisfying (i), (ii), 
(iv) and (v). 

Another seemingly rather different approach to the same problem is 
the following one: given a Heaven and Hell tiling satisfying (i), (ii), 
(iv) and (v) one may construct an associated isohedral tiling (i.e. one 
with a symmetry group acting transitively on its tiles, cf. [14], [15]) 

(i) equivariantly choosing one point in every white tile and connect- 
ing it in a non-intersecting way to each of its vertices, thereby 
generating many white triangles, 

by 

and 
(ii) replacing every black tile by its union with those of the generated 

white triangles with which it shares an edge (cf. Figure 9). 

Of course, vertices of the old tiling of degree 4 will become vertices 
of degree 2 in the new tiling, but as long as they are still taken into 
account as vertices, the vertices and edges of the resulting new 
isohedral tiling form a bipartite graph relative to the partition of its 
vertices into old vertices, which may be now of degree 2, and new 
vertices, all of which are necessarily of degree larger than 2. The cor- 
responding isohedral tilings are listed in Table 3. 

2.0,=6, respectivement (figure 4b). En poursuivant de cette faGon, 
on obtient la figure 4c qui montre a lafois les symetries admissibles 
du pavage associe a (q, Mi) et un domaine fondamental dessine en 
detail a la figure 4d. Enfin, en appliquant le (( truc d'Escher )), c'est- 
a-dire en deformant de faSon continue le systeme d'ar6tes dans le 
domaine fondamental de telle sorte que les identificateurs qui se 
trouvent sur la frontiere soient respectes, mais, a d'autres bgards, 
de faSon arbitraire. En etendant une deformation donnee surtout le 
plan selon le groupe de symetries precise, on obtient les realisations 
de pavages de type ( q I I  M,) (figure 4e et 41). 

Les figures 5, 6 et 7 illustrent I'utilisation de la m6me procedure 
appliquee a (D2,M2), (D3,M3) et (!D4,M4). Les pavages noirs et 
blancs correspondants sont dessines a la figure 8. 

Comme on I'a note plus haut, en combinant les informations conte- 
nues dans les tableaux 1 et 2 eta la figure 2 et en utilisant cette pro- 
cedure, on pourra construire les realisations de tous les pavages 
d'anges et de diables satisfaisant (i), (ii), (iv) et (v). 

On peut donner une approche legerement differente du m6me pro- 
bleme: etant donne un pavage d'anges et de diables satisfaisant (i), 

4a 
FIGURE 4 

For an explanation see 
the text  

Pour m e  explication, 
voir le texte. 

4b 
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Vice versa, given an isohedral tiling, possibly with vertices of degree 
2, such that its vertices and edges form a bipartite graph, each face 
has at least 6 vertices and edges and such that the vertices of at least 
one of the resulting two classes of vertices have a degree larger than 
2, then one can easily construct from these data a corresponding 
Heaven and Hell pattern satisfying the conditions (i), (ii), (iv) and (v). 

Hence, it is also possible to construct such patterns from the well- 
knownlistsofisohedraltilings(cf. [17], [4], [14], [15], [ l l ] ,  ...), Of 
course, one can easily translate this geometric procedure into the 
language of Delaney symbols. Since the resulting insight into the 
kinds of manipulations which can be applied in sensible ways to De- 
laney symbols appear to be only afirst glimpse of a rather rich struc- 
ture of possible operations on Delaney symbols (cf. also [20], [9] 
and [3]), we will refrain from going into these matters in detail here. 

Let us rather conclude by expressing our hope that the method pre- 
sented in this note to study Heaven and Hell tilings may not only be 
useful to analyse quite generally the work of M.C. Escher concern- 
ing regular tilings of the plane, in particular the work contained in his 
still unpublished note book on these matters, but that it can also be 
used to continue and to extend his explorations of the artistic poten- 
tial of this subject. 
.11111. 

4d,e 

I 

(ii), (iv) et (v), il est possible de construire un pavage isoedrique 
associe (c’est-a-dire un pavage dont le groupe de symetrie agit de 
facon transitive sur ses paves, voir [I41 et [15]) par 

(i) le choix equivariant d’un point dans tout pave blanc et le lien sans 
croisement de celui-ci avec chacun de ses sommets, generant 
ainsi plusieurs triangles blancs, et 

(ii) le remplacement de tout pave noir par son union avec les trian- 
gles blancs qui ont une ar&e en commun avec Iui (voirfigure 9). 

Evidemment, les sommets de degre 4 dans I’ancien pavage devien- 
dront des sommets de degre 2 dans le nouveau pavage, mais tant 
qu’il demeureront consideres a titre de sommets, les sommets et les 
aretes du nouveau pavage isoedrique qui en resulte forment un 
graphe biparti selon la partition de ses sommets entre anciens som- 
mets, qui sont maintenant de degre 2, et nouveaux sommets, qui 
sont tous necessairement de degre superieur a 2. La liste des pa- 
vages isoedriques correspondants est donnee au tableau 3. 

Inversement, etant donne un pavage isoedrique, contenant possible- 
ment des sommets de degre 2, tel que ses somrnets et ses ar6tes 
constituent un graphe biparti, que chaque face possede au moins 
6 sommets et arQtes et tel que les sommets d’au moins une des deux 

At 














