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关于 k-Abel 范畴的一点注记
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摘要: 以一个例子为导入，给出 Abel范畴中的 Fitting引理、Krull-Schmidt定理的简单证明，进而得出
k-Abel范畴中有限长度的不可分解对象的自同态环的计算公式．
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Abstract: Start with one interesting example，and then put forward and prove in brief the Fit-
ting lemma and the Krull-Schmidt theorem for Abelian categories． Finally，the calculation formula
for endomorphism rings of finite length indecomposable objects in k -Abelian categories is presented．
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图 1 箭图珝Q
Fig. 1 Quiver珝Q

为方便讨论，本文所涉及的域均为代数闭域且记为 k． 箭图 珝Q( 具有关系

I ) 上的箭图代数 k珝Q /I记为 A，其上的重复代数设为 Â． 考虑箭图珝Q( 图 1) 具

有关系 I =〈αβγ〉，则代数 Â 的箭图珝Q
^
( 图 2) 具有关系 Î =〈αβγ，ξ － γη，ζ －

ηα〉．

设 M 是箭图珝Q
^

上的一个表示，令 M = ( Mi ) ，M1 = M2 = M3 = M4 = k2，i
= 1，2，3，4，并且

M( α) = 0 1( )0 1
， M( β) = 1 0( )0 0

， M( γ) = 0 1( )0 0
， M( δ) = 0 1( )0 0

，

M( ξ) = 0 1( )0 0
， M( η) = 0 1( )0 0

， M( ζ) = 0 1( )0 0
．

显然，M是局部有限维左 Â-模，经简单计算可知其自同态环为局部环，从而M是不可分解表示． 设 f是M
上的自同态，则 f = ( fi ) ( 1 ≤ i≤ 4) ，其中 fi ∈ End( Mi ) ，此时可设

f1 = t a
0( )t ， f2 = t b

0( )t ， f3 = t c
0( )t ， f4 = t d

0( )t ，

其中 t，a，b，c，d∈ k． 容易验证对任意箭 λ ∶ i→ j，有 fj·M( λ) = M( λ) ·fi，因此有 f = t·1M + g，这里

t∈ k 且 g∈ End( M) 是幂零的．
事实上，对于代数闭域 k 上一般的有限箭图的有限维表示范畴而言，其上每一个不可分解对象的自



图 2 箭图珝Q
^

Fig. 2 Quiver珝Q
^

同态环都可以写成

End( M) = k·1M + Rad( End( M) ) ． ( * )

( * ) 式对于计算自同态环的维数，判断一个不可分解对象M是否是 birck( 即End( M)  k) 等是至关重

要的．
k 范畴是一类重要的范畴，Ringel 在文［1］中给出 k 范畴的定义( 见定义 11) ，并引入一系列表示理

论的重要概念，如不可分解对象的源射、汇射等． 陈小伍等在文［2］中对 k-Abel 范畴作了相关总结． 本文

证明了若A为有限维 k-Abel 范畴，则对于有限长度的不可分解对象 M，其自同态环有 End( M) = k·1M

+ Rad( End( M) ) ．
先回顾 Abel 范畴上的相关定义，更多的概念和记号参见［3 － 6］．
定义 1 设 A 为 Abel 范畴，M 为 A 的一个对象，如果 M 的每个子对象降链 M1  M2  M3 …

都是稳定的，即存在 n∈ N，使得 Mn = Mn+1 = Mn+2 = …，则称对象 M 为 Artin 对象．
定义 2 设 A 为 Abel 范畴，M 为 A 的一个对象，如果 M 的每个子对象升链 M1  M2  M3 …

都是稳定的，即存在 n∈ N，使得 Mn = Mn+1 = Mn+2 = …，则称对象 M 为 Noether 对象．
定义 3 设 M 为范畴A 中非零对象，如果 M 没有非平凡的子对象，即除了 0 和 M 之外没有其它子

对象，则称 M 是范畴 A 中一个单对象．
定义4 在范畴A中，设M为A中的一个非零对象，如果M中存在一个子对象降链，M = M0M1

 M2 … Mn = 0 使得 Mi /Mi+1 是单对象( i = 0，1，2，…，n － 1) ，则称该链是 M 的一个合成列，n 称

为这个链的长度．
引理 5 在 Abel 范畴 A 中，非零对象 M 有合成列当且仅当 M 是 Artin 对象也是 Noether 对象．
引理 6 设 A 是 Abel 范畴，对任意态射 f ∶ →M N，有如下同构:

1) X∈A，Im( HomA ( X，f) )  HomA ( X，Im f) ;

2) X∈A，HomA ( X，Ker f)  Ker( HomA ( X，f) ) ．
证明 1) 在 Abel 范畴 A 中，对态射 f ∶ →M N 作单满分解( 图 3) ，注意到 Im( HomA ( X，f) ) =

{ fβ | f ∶ →M N} ，建立映射

Ψ ∶ Im( HomA ( X，f →) ) HomA ( X，Im f) ，

f →β πβ，

图 3 f 的单满分解

Fig. 3 Monic-epic factcrization of f

易知Ψ为单射． 2) 的证明只需注意到 Hom 函子与张量函子—— 是伴随对，故 Hom 函子保持任意的极

限，因此与 Kernel 可交换．
引理 7 设 A 是 Abel 范畴，M∈A，f∈ End( M) ，则

1) 若 M 是 Artin 的，有 Im f n + Ker f n = M． 进一步，若 f 是自同构当且仅当 f 是单态射;

2) 若 M 是 Noether 的，有 Im f n ∩ Ker f n = 0． 进一步，若 f 是自同构当且仅当 f 是满态射．

证明 1) 考察如图 4，显然

有子对象链:

Im f Im f 2  Im f 3 …，

由 M 为 Artin 对象知存在 n∈ N，

有 Im f n = Im f n+1 = …． 特别地有

Im f n = Im f 2n ．
考虑 Yoneda 嵌入，A 等价
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图 4 f 诱导的正合交换图

Fig. 4 Diagram of exact commutative induced by f

于 AbAop
中所有可表函子构成的同构闭的满子范

畴，显然

M = Im f n + Ker f n

当且仅当

HomA ( －，M) = HomA ( －，Im f n ) +
HomA ( －，Ker f n ) ．

由 于 HomA ( －，M) = HomA ( －，Im f n ) +
HomA ( －，Ker f n ) 当且仅当X∈A，有

HomA ( X，M) = HomA ( X，Im f n ) +
HomA ( X，Ker f n ) ， ( 1)

据引理 6，若有

HomA ( X，M) = Im( HomA ( X，f n ) ) + Ker( HomA ( X，f n ) ) ， ( 2)

便可知( 1) 式成立． 由于 HomA ( X，M) ，Im( HomA ( X，f n ) ) ，Ker( HomA ( X，f n ) ) 皆是 Abel 群，故可用文

［7］的元素方法证明，即知( 2) 式成立． 故

f 单射 HomA ( －，f) 单射 
X∈A，HomA ( X，M) = Im( HomA ( X，f n ) )

HomA ( －，f) 满射 f 满射．
至此 1) 得证． 类似可证 2) ．

文［8］给出 Fitting 引理的一种证明方法，利用引理 7，本文给出另一种证明．
定理 8( Fitting 引理) 设 A 为 Abel 范畴，M 是长度为 n 的对象，f ∈ End( M) ，则 M = Im f n 

Ker f n ．
证明 由引理 5 知，M 既是 Artin 对象又是 Noether 对象，再由引理 7 知，存在 m ∈ N 使得 M =

Im f m Ker f m，但因为 M 是合成列长度为 n，所以 Im f n = Im f m，Ker f n = Ker f m，因此 M = Im f n
Ker f n ．

推论 9 设 A 为 Abel 范畴，M∈A 是有限长度的不可分解对象，f∈ End( M) ，则下述条件等价:

1) f 单射;

2) f 满射;

3) f 同构;

4) f 非幂零．
有了 Abel 范畴的 Fitting 引理，易证 Abel 范畴的 Krull-Schmidt 定理．
定理 10［8］( Krull-Schmidt 定理) 设在 Abel 范畴中，M 是非零对象且具有有限长度 n，则 M 可分解

成有限个不可分解对象的直和，即 M = M1  M2 … Mn，除直和项的排列顺序以外，在同构意义下

M 的分解是唯一的．
先回顾 k 范畴的定义，其它相关概念及记号参见［7，9 － 10］．
定义 11［1］ 设K是一个范畴，如果范畴K有有限直和，对于K中任意的两个对象 X，Y∈ ObjK，

它们的态射集 HomK ( X，Y) 是一个有限维的 k-向量空间，并且态射合成是 k 双线性的，即

f，f '，f ″∈ HomK ( X，Y) ， g，g'，g″∈ HomK ( Y，Z) ，k'，k″∈ k，

有

g( k'f ' + k″f ″) = k'( gf ') + k″( gf ″) ， ( k'g' + k″g″) f = k'( g'f) + k″( g″f) ，

则称范畴 K 是( 有限维) k 加法的，简称为 k 范畴．
定理 12 设 A 为有限维 k-Abel 范畴，则对于有限长度的不可分解对象 M，其自同态环有

End( M) = k·1M + Rad( End( M) ) ．
证明 据 Fitting 引理以及 M 不可分解知 End( M) 为局部环．

设 End( M) = R，有环同构 R HomR ( R，R) ，即
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End( M)  HomR ( End( M) ，End( M) ) ．
由于End( M) 是有限维向量空间，且End( M) 作为自身的左正则模是不可分解的，这是因为M不可分解

当且仅当 End( M) 无 0，1 以外的幂等元当且仅当 End( M) 作为左正则模不可分解．
故任意 f∈ End( M) 视为 End( M) 到 End( M) 的左模同态，首先必是 k 上的线性变换． 由 Jordan 标

准形理论，存在 End( M) 上的基，使得 f 为 Jordan 矩阵，不妨设为

J =

J1
J2


J













s

，

其中 Ji =

λ i 1

λ i 

 1
λ













i ki×ki

，1 ≤ i≤ s，k1 + k2 + … + ks = dim( End( M) ) ． 于是有

f = λ i·1End( M) + g，( g = f － λ i·1End( M) )f = λ i·1M + g．
显然 g 是不可逆的( 行列式为 0) ，故

g∈ Rad( End( M) ) = { h | h 不可逆} ．
从而f∈ End( M) ，有 k 以及 g∈ Rad( End( M) ) ，使得

f = k·1M + g，

即 End( M) = k·1M + Rad( End( M) ) ．
由定理 12 立得以下推论．
推论 13 设A是有限维 k-Abel 范畴，则对于 k-Abel 范畴A中的任意有限长度对象 M，有 M = M1

… Mn，其中 Mi 不可分解，且对于每一个 Mi，都有 End( Mi ) = 1Mi
+ Rad( End( Mi ) ) 为局部环．
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