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I - INTRODUCTION

La théorie du renouvellement concerne 1'étude probabiliste et statisti-
que d'une classe particuliére de processus stochastiques appelés processus
de renouvellement. Le champ d'application en est trés vaste. Les processus
de renouvellement peuvent servir de base & une description assez générale
de certains processus hydrologiques et météorologiques.

Nous nous proposons, plus particuliérement, dans cette étude, d'étudier
la loi de la pluie totale tombée au cours d'une période donnée.

II - THEORIE SUR LES PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

1 - Quelques définitions de base

Considérons une séquence de somme de variables aléatoires positives
indépendantes en probabilité :
Xp X+ X, 000, X+ X+ .00+ X

r *

Soit F,, la fonction de répartition commune des X;
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Une interprétation phénoménologique d'un tel processus repose sur
l'identification des sommes successives

2 Trl

4 des instants T;, T,, ..., T -
X +X,+... X

r

o 4
2
e

+
Re

r

auxquels peuvent survenir certains événements E ; en particulier, puisque
c'est le sujet qui nous intéresse, des crues ou des précipitations de carac-
téristiques données.

Une variable X; s'interpréte alors comme l'intervalle de temps sépa-
rant 1'occurrence de 2 événements successifs. Dans la terminologie du re-
nouvellement, X, est une durée de vie ; en hydrologie, X est souvent appelé
durée de retour.

On suppose que cette durée de vie est une variable continue de telle
sorte que la fonction de répartition F,, = Prob [X < x] posséde une dérivée

fn= g—iqui est la densité de probabilité.
Les problémes que résout la théorie du renouvellement sont liés & la

détermination d'un certain nombre de variables aléatoires dont nous allons
donner la liste :

a) Tr : temps écoulé jusqu'a l'occurrence du r iéme événement E
b) N, : nombre d'événements E apparus sur l'intervalle (0, t)
c) Ug : durée de retour antérieure

Soit t une période fixe, U; est l'intervalle de temps séparant

E E
— 1 - L
0 . U, t

t de l'époque d'occurrence du dernier événement E survenu anté-
rieurement.

d) V, : durée de retour postérieure

V. est l'intervalle de temps séparant t de 1'époque d'occurrence du
premier événement E & revenir postérieurement.

1 Il 1 |

0 E te—Vt pE

e) W, : intervalle de temps séparant 1'époque d'occurrence du dernier
événement survenu avant t de 1'époque d'occurrence du premier événement
a4 survenir apreés t.

E t E
-

— | L

0 4——%————>

Dans la suite des calculs, nous utiliserons la transformée de LA-
PLACE.
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2 - Processus de renouvellement cumulatif

Nous nous appliquons i définir particulidrement ce processus car c'est
celui qui trouve le plus d'application en Hydrologie.

Ily a processus de renouvellement cumulatif lorsqu'a chaque variable
X; que nous considérons ici comme positive uniquement, est associée une
autre variable Y;.

Dans le cas du processus cumulatif ordinaire on suppose que V; peut
2tre dépendante de X, mais non pas de X et Y précédentes. On considére
ensuite la variable Z, définie & 1'époque t par :

N
Zt=i§_‘iY1 N, =1, 2, ...)
Z, =0 (N, = 0)

oll N; est le nombre d'événements E apparus sur (0, t).

On aura i considérer les lois des couples X, Y définis par :

soit leur fonction de répartition : G(x,y) = Prob [X < x, Y <y]

2

soit la densité de probabilité : g(x,y) = —a% = £(x) g,(y)

ol f est la densité marginale de X et g, la densité conditionnelle de Y pour
une valeur x de X fixée.

On aura i utiliser les transformées de LAPLACE :

(] (]
G¥(syh8) = [ [ e gix, y) dx dy
[+] o

qu'on pourra écrire :
©
Gxx(sl, s,) = [ e 1" f(x) g¥ (s, dx

ol g¥(s,) est la transformée de la densité conditionnelle.

o

ghs) =) o g ay
Considérons les sommes conjointes :

X +Xg+ ... + X, =T,
Y, + Y, + ... +Y, =8,

La fonction de répartition G.(t, y) du couple T,, S, s'obtient par con-

volution comme dans le cas 4 une dimension :

t
G, (¢, y) =f; _/:G(t—-u,y—v) 8, (u, V) du dv

ol g_est la densité correspondante.
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Soit avec les transformées de LAPLACE
g (51, 89) = 8 (5, 891"
Considérons par ailleurs l'événement A.(t, y)
At,y) :{T, €t , Tpa>t, S; <y}

dont on appellera Pi(t, y) la probabilité et p(t, y) la dérivée de P, par rap-
port & y.

On peut vérifier facilement que la fonction de répartition Q(t, z) de Z; :

Q(t, z) = Prob [Z, < z]

o0
s'écrit : Q(t, z) = 2, Pyt, z)
r=0
Or on a :
t
P.(t, z) = f 1-F(¢-uw) g.,(u,z) du

F est la fonction de répartition de la loi marginale de X;

Avec les transformées de LAPLACE par rapport 4 t et u on a :

1 - fY(sy)

x
Pr<sp z) = 5

gr.1 (81, 2)

et en prenant une fois de plus la transformée par rapport & z :

1 - f¥s,)

XX
P, (s),8) = r
2

xx
8.1 (815 8y)

on peut obtenir la transformée par rapport & t de la transformée par rap-
port & z de la densité q(t, z) de Z; :

1 - £%(s) 1
8, B g“(s!, 8,)

a**(sy, 8,) =

f x(sl) est la transformée de LAPLACE de la densité marginale de X;
la considération du processus Z, améne a définir une nouvelle variable alé-
atoire.

T, : 1'époque de premier passage de Z, par le niveau z.

Z A
Z T
‘I—r—'
I
|
)
0 L »
0 T, t
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Comme les X; et Y; sont toutes positives on voit que :
T, >t si et seulement si Z; < z

de telle sorte que si on appelle K (t, z)
la densité de probabilité de T, ou a :

G4 Z

j; k(u, z) du = /o’ q(t, v) dv

A partir de 14, on peut obtenir les transformées de LAPLACE et on
trouve :

(s - g**(s1, 8y

K*%(s,, 8,) =
8, [1 - g% (sy, 85)]

I0 - APPLICATIONS A L'HYDROLOGIE

1 - Un modeéle simplifié d'occurrence des précipitations

La notion de durée de retour est d'usage courant en Hydrologie, no-
tamment lorsqu'on s'intéresse aux pluies ou crues mensuelles ou annuelles
d'une certaine importance. Si on considére les averses comme instantanées
et poissonniennes, la loi des durées de retour est exponentielle :

F(x) = Prob [X » x] = e*M

ol X est la durée de retour
p la durée de retour moyenne

En outre, supposons que lorsqu'il y a averse, la pluie totale tombée
au cours de l'averse instantanée est une variable aléatoire Y distribuée ex-
ponentiellement.

Prob [Y €y] =1 - €%
les lois du processus de renouvellement cumulatif donneront la loi de la

pluie totale Z; tombée au cours d'une période t. Dans le cas présent, on
admet que Y est indépendant de X, donc :

1
x -
f (Sl) - p's‘ +1
xx = 1 p
g'%(s,, 8,) he t 1 8,4
de telle sorte que :
1 ] 1
Qs 8y) =— -

81 8 (Us,+1) (82+p) - p
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Une premiére inversion par rapport & s, donne la transformée de
LAPLACE de la densité de Z, a t fixé.

ts
+
@it 5y = e M2

et une nouvelle inversion, par rapport 4 s, donne la loi de Z; :

Prob [Z, = 0] = e*/®

S0z ot t
. <7, < =enP® Ot oLz
Pour z >0 : Prob [z € Z, <z + dz] = e p,zll(z H)dz

I; est la fonction de BESSEL modifiée de premiére espéce.

Cette loi a été tabulée grace 4 un programme de calcul traité sur or-
dinateur CDC 6 600 pour différentes valeurs des 2 paramétres u et p. Nous
1'avons intitulée '"loi des fuites' car il se trouve que cette loi a déja été uti-
lisée pour représenter la distribution des débits de fuite des joints dans une
conduite de gaz.

2 - Ajustements graphiques de la '"loi des fuites"

Quelques ajustements graphiques ont été effectués, en particulier sur
une série de 86 précipitations mensuelles observées & la station pluviomé-
trique de CHATEAUNEUF de RANDON. Les graphiques 1 & 4 représentent
I'ajustement de ces séries (mois de février, mai, aolit, novembre) d'une
part par la loi des fuites, d'autre part par la loi de HALPHEN. Nous voyons
combien ces 2 lois sont proches.

Au point de wvue pratique, la loi des fuites est extrémement facile a
ajuster. Il est nécessaire, dans un premier temps, d'estimer les parameétres
u et p grace 4 la moyenne et 4 la variance des observations :

-1

P

Aprés quoi, il suffit de rechercher dans la table, pour les valeurs des
parameétres estimés, les quantités qui nous intéressent.

La recherche des quantités peut se faire directement par programme ;
les seules données étant les séries d'observations. L'ordinateur calcule sur
ces séries la moyenne et la variance, puis estime les 2 paramétres puis,
grice 4 un sous-programme contenant la table de la loi des fuites, va lire
dans cette table, les quantiles recherchés. La loi des fuites présente, par
conséquent, un gros avantage sur les lois de HALPHEN qui demandent un
calcul manuel aprés l'estimation des paramétres.

3 - Approximation de la loi des fuites par la loi normale

Il existe une transformation de la variable u(z) dont la loi limite est
de la forme.

2
Sip—>0, fw) =5 e™¥?

C'est-d-dire une loi normale.
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Une transformation assurant une convergence rapide est :

¥ (5 )

Pour juger de la valeur de l'estimation des parameétres p et p de la
loi des fuites, nous avons calculé la moyenne et 1'écart-type de la racine
carrée des précipitations de deux fagons différentes :

- directement sur la racine carrée des précipitations
- grace a la formule ci-dessus et aux paramétres estimés p et p

ceci pour quelques séries d'observations de précipitations mensuelles. Nous
avons trouvé pratiquement les memes résultats donc nous pouvons penser
que l'estimation des parameétres U et p est parfaitement correcte. L'ajuste-
ment graphique de la loi normale calculée sur les parameétres estimés donne
une approximation trés valable de la loi des fuites comme on peut le cons-
tater sur les graphiques 5 et 6 qui représentent les ajustements des préci-
pitations mensuelles 3 CHATEAUNEUF de RANDON (séries de 86 observa-
tiong) pour les mois de janvier et février :

- par la loi des fuites

- par la loi normale appliquée aux racines carrées des précipi-
tations.

IV - CONCLUSION

Nous avons constaté 1'adéquation de la '"loi des fuites' pour les séries
chronologiques de précipitations mensuelles.

En outre, le fait que les ajustements et la recherche de quantiles don-
nés peuvent se faire entidrement sur ordinateur nous ameénent i penser que
cette loi peut rendre des services considérables aux hydrologues, sous ré-
serve que la période sur laquelle la pluie totale est prise ne soit pas trop
courte puisque nous avons considéré les phénomeénes comme instantanés ce
qui est assez peu réaliste & courte échelle de temps. C'est ainsi que la loi
des fuites s'ajustant parfaitement bien & des précipitations mensuelles ris-
que de donner des résultats moins satisfaisants pour des précipitations heb-
domadaires.
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Précipitations mensuelles & Chateauneuf de Randon (janvier)
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