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Utilisation des sous-groupes distingués ouverts
dans I’étude des représentations unitaires
des groupes localement compacts

par
A. Guichardet

On se propose dans ce mémoire de généraliser les résultats de
[10], ch. II, relatifs aux représentations unitaires des groupes
localement compacts, produits semi-directs d’un sous-groupe dis-
cret et d’un sous-groupe distingué abélien; la situation étudiée ici
sera la suivante: G est un groupe localement compact & base dé-
nombrable admettant un sous-groupe distingué ouvert G;; on note
G, le quotient et on suppose que la fonction 1 sur G, (resp. G,) est
limite uniforme sur tout compact de fonctions continues de type
positif & supports compacts.

Dans le § 1 on donne une formulation légérement modifiée et
mieux adaptée aux applications des résultats de [10], ch. I relatifc
a la décomposition des traces en caractéres; on y définit la topo-
logie de Jacobson sur le quasi-dual d’une C*-algébre 4 séparable
ce qui permet notamment de parler du support d’'une mesure sw
ce quasi-dual 4 intervenant dans la décomposition d’une représen-
tation en représentations factorielles; on y introduit enfin une
notion dont I'idée revient & J. Dixmier: celle de la u-indépendance
(# mesure sur 4) d’un champ de représentations factorielles; cette
notion permet de caractériser la décomposition dite ,,centrale”
(prop. 1) (on trouvera une autre caractérisation dans [5], prop. 7).

Les résultats du § 2 sont des généralisations faciles de ceux de
[10], ch. II, § 1 ou I’on ne supposait d’ailleurs pas G, abélien.

Le théoréme 1 du § 4, dans sa partie directe, généralise exacte-
ment le résultat correspondant de [10] (ch. II, § 2, prop. 1); pour
la réciproque on s’est borné aux représentations factorielles de
type fini en raison de difficultés liées notamment au probléme
suivant: les fonctions 4 — A(z) ou # € A+ sur ’ensemble des carac-
téres sont-elles suffisamment nombreuses en un sens & préciser?

Le théoréme 1 du § 5 généralise la proposition 8 du § 2, ch. II de
[10], exceptée la dernitre assertion dont la généralisation souléve
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2 A. Guichardet 2]

des difficultés du méme ordre que précédemment; le théoréme 2
est & rapprocher de la proposition 1 de [11].

Les résultats du § 6 généralisent directement ceux de [10], ch.
II, § 2, n° 5, y compris la description de la topologie de Jacobson.

Enfin au § 7 on étudie un exemple, inspiré de [4], par deux
méthodes différentes donnant des résultats nettement différents.

On est souvent amené, dans le courant de ce travail, & utiliser
des mesures standard sur un quasi-dual; on applique alors directe-
ment la théorie de la réduction des algébres de von Neumann telle
qu’elle est exposée dans [1].

Signalons enfin le probléme suivant: on sait qu’un sous-groupe
distingué d’un groupe de type I peut ne pas étre de type I (cf. par
exemple les groupes K et K, de [4]); on peut se demander de quelle
facon un sous-groupe distingué doit étre plongé dans un groupe de
type I pour qu’on puisse affirmer qu’il est nécessairement de type
I; le corollaire 2 de la proposition 2 du § 5 donne une réponse,
évidemment trés partielle, & cette question.

Les notations sont celles de [10], notamment en ce qui concerne
Areps Agoy A, A,, Ay, ete.; rappelons que 4 s’identifie canonique-
ment avec sa structure borélienne & A; et que A; est une partie
borélienne de A4; on notera A? I’espace des idéaux primitifs de 4;
enfin pour 2ze A et e A on posera

Fa(n) = ()|

ol s est une représentation quelconque de la classe de quasi-
équivalence .

§ 1. Propriétés du quasi-dual d’une C*-algébre séparable

Dans tout ce paragraphe on désigne par A une C*-algebre
séparable.

1. Topologie du quasi-dual.

On sait que le noyau d’une représentation factorielle de 4 est
un idéal primitif (cf. [2], cor. 8 du th. 2); on peut donc définir sur
A la topologie de Jacobson comme image réciproque de la topologie
de Jacobson par I’application z — noyau = de 4 sur A%; la cor-
respondance biunivoque canonique entre 4; et 4 devient alors un
homéomorphisme. De plus 'application E — E n A; est une
correspondance biunivoque entre parties ouvertes de 4 et parties
ouvertes de A;; il en résulte que A est & base dénombrable ([7],
cor. du th. 8.2) et que pour tout z € A la fonction Fz est semi-
continue inférieurement ([6], lemme 2.2).
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Enfin la structure borélienne sur 4 sous-jacente & cette topologie
est moins fine que la structure borélienne de Mackey: on vérifie en
effet immédiatement que toute partie fermée de 4 est borélienne
pour cette derniére structure borélienne.

2. Décomposition des représentations.

Si Z est un espace borélien standard, » une mesure borélienne
positive sur Z et { — @, une application borélienne de Z dans
A, on sait qu'on peut définir une représentation ,,intégrale”
de 4 que nous noterons

7= [* medn(?).

LEMME 1. Supposons v bornée et notons u la mesure borélienne sur
A, image de v; Pensemble S des éléments de A dont les noyaux con-
tiennent celut de m est le plus petit fermé portant p.

D’abord S porte u: en effet soient 2,, @,, . . . des éléments par-
tout denses dans le noyau de z; pour presque tout { on a 7;(z;) = 0
pour tout ¢, donc noyau z; O noyau =, i.e. classe de n; € S.

Puis S est le plus petit fermé qui porte u: il s’agit de montrer
qu’un ouvert U de 4 qui rencontre S est non négligeable pour u;
or U est 'ensemble des éléments de 4 dont les noyaux ne con-
tiennent pas un certain idéal autoadjoint fermé I de 4 non con-
tenu dans le noyau de #; tout revient alors & voir que I’ensemble
des { pour lesquels noyau n;» I est non négligeable pour »; or il
existe z € I tel que z(z) # 0, donc que 7;(z) # 0 sur un ensemble
non v-négligeable.

L’ensemble S peut donc étre appelé support de j4; on peut encore
dire que le noyau de x est ’ensemble des z € 4 pour lesquels F2
est nulle sur S.

Les représentations 7;({ € Z) seront dites »-indépendantes si
pour toute partie v-mesurable Y de Z il existe une suite z; € 4
telle que les ||z(2;)|| soient bornés et que =, (z,) converge fortement
vers I pour presque tout { € Y et vers 0 pour presque tout { € Z—Y.

ProrosiTIiON 1. Soient 8 Ualgébre des opérateurs diagonalisables
dans Uespace de n, A (resp. A(L)) Valgébre de von Neumann en-
gendrée par n(A) (resp. ng(A)); les conditions suivantes sont équi-
valentes:

i) B8CU

(ii) 38 est le centre de U;

(i) A = [° A)d(L);

(iv) les représentations m, sont v-indépendantes.
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L’implication (ii) = (i) est évidente.

(i) = (iii): Palgebre [® A({)dv(C), étant engendrée par 8 et A
(cf. [1], ch. II, § 8, th. 1), est identique & A'si F CA.

(iii) = (ii): on a

AnA = j ®AEZ) A ALY - dr(?)

et comme 2(() est un facteur pour tout {, A n A’ = 3.

(i) = (iv): soient Y une partie »-mesurable de Z et Py le pro-
jecteur diagonalisable correspondant; on a Py e, donc Py est
limite forte d’une suite =(2,), 7(x,), . . .; alors les ||n(z;)|| sont
bornés et il existe une sous-suite z;, telle que 7;(z; ) converge forte-
ment vers I pour presque tout { € Y et vers 0 pour presque tout
teZ-Y.

(iv) = (i): si les u, sont r-indépendantes, A contient tous les
projecteurs de 8, donc 3 elle-méme.

On va maintenant indiquer certaines circonstances ot des re-
présentations factorielles 7z, sont nécessairement »-indépendantes;
on en verra une autre & la fin du paragraphe. A ce sujet, voir
aussi [16].

ProrosiTION 2. On peut affirmer que les mt; sont v-indépendantes
dans chacun des cas suivants:

(1) » est concentrée sur une partie dénombrable Z, de Z et les
7, sont deux d deux mon quasi-équivalentes;

(ii) les 7, sont presque toutes irréductibles, normales et deux a
deux mon équivalentes.

(i): on va montrer que 8 C ¥, i.e. que tout opérateur linéaire
continu T dans I’espace H de =, permutable & z(A4), est décom-
posable; or H est somme hilbertienne d’espaces H, ([ € Z,y) et T
est représenté par une matrice (T ,); on voit aussitdt que

Te o mp(@) = my(@) - T e

pour z € A et {, (' € Zy; autrement dit T ., est un opérateur d’
entrelacement pour 7, et 7. ; I’hypothése entraine done T ,» =0
pour ¢ # ¢,

(ii): supposons d’abord les =, presque toutes irréductibles et
normales et = factorielle; alors les m, ont presque toutes méme
noyau que & ([2], remarque apres cor. 8 du th. 2) et par suite sont
presque toutes deux & deux équivalentes. Pour démontrer la con-
dition (i) de la prop. 1 il suffit maintenant de reprendre le raison-
nement de [10], ch. I, § 3, lemme 4.
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LEMME 2. Soit u une mesure borélienne standard sur A; il existe
un sous-ensemble borélien standard E de A de complémentaire u-
négligeable et une application borélienne p — n, de E dans A, telle
que pour tout p € E, p soit la classe de n,; la classe de quasi-équi-
valence de la représentation [® m,du(p) ne dépend pas du choiz de
E et de =,.

L’existence de E et de 7, résulte de [15], th. 6.8 (ou 10.2); la
derniére assertion, de [5], prop. 7.

Cette classe de quasi-équivalence sera notée [® p - du(p).

Partons enfin d’une représentation = de A; on sait associer &
certaines sous-algébres abéliennes 8 de #(A4)’ un espace borélien
standard Z, une mesure borélienne » et une application borélienne
{ — m; de Z dans A,,, tels que

n=j° e - du(l);

les diverses mesures u sur A correspondantes ne sont pas nécessai-
rement équivalentes; toutefois elles ont méme support (lemme 1).
Si on prend en particulier pour § le centre de =#(A4)’, on peut
imposer aux 7, d’étre deux & deux non quasi-équivalentes; dans
ce cas u est standard et sa classe d’équivalence est canoniquement
assoctée & la classe de quasi-équivalence de = (cf. [5], th. 8).

8. Décomposition des traces.

PROPOSITION 8. Soit u une mesure borélienne sur A, concentrée
sur un sous-ensemble borélien standard X; on suppose que les idéaux
de définition des caractéres (considérés comme formes sesquilinéaires)
associés aux éléments de X contiennent un idéal autoadjoint I, et
que ces caractéres sont non identiquement nuls sur I,; on suppose en
outre qu’on peut choisir pour tout p € X un certain caractére x , associé
de fagon que les fonctions p — x,(z, y) pour z, y € I, soient u-inté-
grables; pour tout pe X onnoteI,, A,, H,, %,, %,, Tr, les éléments
associés d y, (notations de [10], ch. 1, § 1, n® 1); on note enfin | une
*-algébre sur le corps des rationnels complexes, dénombrable et par-
tout dense dans I,.

(1) Les champs de vecteurs p — A,(x) ot x € | définissent (au
sens de [1], ch. I1, § 1, prop. 4) sur le champ p — H , une structure
de champ p-mesurable, pour laquelle les champs p — 7 ,(3) pour
z€A et p— U, sont u-mesurables.

(ii)) La forme o(x, y) = [ x,(@, y)- du(p) est une trace sur I,.

(iii) Sotent A, H, m, U, Tr les éléments associés a o; 1l existe un
isomorphisme ¢ de H sur [® H,-du(p) qui transforme n(z) en
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J® ®,(2) - du(p) pour tout z€ A, U en [® U, - du(p), le centre de
% en Valgébre des opérateurs diagonalisables et Tr en [® Tr, - du(p).

Démonstration. (i) résulte de [10], ch. I, § 8, lemme 2.

(ii): les axiomes (i), (ii), (iii) des traces sont trivialement véri-
fiés; pour prouver I’axiome (iv) il suffit de montrer que si (u;) est
une unité approchée de 4, on a

(1) o(u;z, ) - o(z, x) pour z e l;
or pour tout pe X on a

(2) lp(“ﬂ, w) - Xp(m, w)
et
[xp(ui, @) = llil] - x,(@ 2) = 7,(2, @)

et assertion résulte du théoréme de Lebesgue.

Enfin pour prouver ’axiome (v) il suffit ([10], ch. I, § 1, n° 1,
rem. 5) de montrer que si (u;) est une unité approchée de I, on a
(1), et, en vertu du raisonnement qui vient d’étre fait, que I’on a
(2), ou enfin que 7,|I, est non dégénérée, ce qui résulte immédiate-
ment de [10], ch. I, § 1, n® 1, rem. 6.

(iii) Sauf pour la derniére assertion la démonstration de [10],
ch. I, § 8, prop. 1 s’applique intégralement, le fait que o soit
maximale n’y jouant en fait aucun role; démontrons donc la der-
ni¢re assertion: notons U (resp. %,) ’algébre hilbertienne achevée
associée & o (resp. & x, pour p € X); le champ p — U, est mesurable
(cf. [1], ch. I, § 4, prop. 1) et P’algebre hilbertienne [® A, - du(p)
est achevée ([1], ch. I, § 4, prop. 6); on vérifie sans peine, en uti-
lisant la définition de [1], ch. II, § 4, n°® 2, que 'image par ¢ de
I'algébre hilbertienne A(I,) est contenue dans [® %, - du(p);
comme ¢(U) est ’algébre hilbertienne des éléments bornés relati-
vement 3 ¢(A(l,)), on a

$() = [* A du(p);

par ailleurs la transformée de Tr par ¢ est la trace naturelle sur la
transformée ¢%¢! de %, considérée comme algebre de von
Neumann associée & gauche & (%) et [® Tr, - du(p) est (cf. [1],
ch. II, § 5, th. 1) la trace naturelle sur [® %, - du(p), considérée
comme algébre de von Neumonn associée & gauche a [® U, - du(p);
d’ou P’assertion.

Remarques.

1) La classe de quasi-équivalence de z n’est autre que [®p - du(p).
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2) (iii) prouve que les 7, sont u-indépendeantes.

8) Il résulte de [10], ch. I, § 8, th. 1 que la décomposition centrale
de la représentation canoniquement associée & une trace peut se
faire avec une mesure u vérifiant les hypothéses de la prop. 8.

§ 2. Préliminaires sur les groupes étudiés
et leurs C*-algébres
1. Généralités.

Dans tout ce paragraphe on désigne par G un groupe localement
compact admettant un sous-groupe G, ouvert et distingué; on note
G, le quotient (discret) G/G,, ¢, et e, les éléments neutres de G, et
de G,; pour tout a € G, on note s, un élément quelconque de la
classe résiduelle modulo G, correspondant & a et on suppose que
8,, est ’élément neutre de G.

Pour a et a’ € G, les automorphismes de G,:b — s,s,.bs;1s;?
et b — s,,-bs; ne sont pas identiques en général, mais différent
par un automorphisme intérieur; il en est de méme des automor-
phismes b — s;'bs, et b — s,-1bs;5. On écrira pour simplifier

ab = s bs;.

Tout élément de G s’écrit de fagcon unique sous la forme bs,
(aeG, et beG,); G est homéomorphe & I’espace topologique
Gy X G, et on identifiera souvent 1’élément bs, de G & I’élément
(@, b) de Gy X Gy; on a alors les formules

(a, b)(a', b") = (aa’, bs,b's,s;%) = (aa’, b - ab” - $,8,50)
(@, b))t = (a1, 57 b 1s3h).
Le cas ol G est produit semi-direct de G, par un sous-groupe iso-
morphe & G, se caractérise par le fait que I’application a — s,
peut étre considérée comme un homomorphisme.

On supposera en outre G, unimodulaire et on notera d(ab) =
0, db Paction de G, sur la mesure de Haar de G;; on a la relation

Ogar = 0,043
on a enfin la mesure de Haar 3 gauche sur G

f f(a, b)d(a, b) = 3 8, f #(a, b)db

et la fonction modulaire A4(a, b) = 94,.
Nous supposerons que la fonction 1 sur G, (resp. G,) est limite
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uniforme sur tout compact de fonctions continues de type positif d
supports compacts.

LeMME 1. La fonction 1 sur G est limite uniforme sur tout compact
de fonctions continues de type positif & supports compacts.

La démonstration est une adaptation facile de celle de [17],
lemme 8.5; on remarquera qu’elle est encore valable si on suppose
seulement G, fermé, pourvu qu’il existe une section continue
a—s,.

Soit C une partie compacte de G et soit ¢ un nombre positif; il
existe des compacts C' C G, et C”" C G, tels que CCC'xXC" et
une fonction z sur G, & support fini telle que I’on ait

|2E—1] < & sur C' U {ey};

soit Cy le support de z. Soit Cy ’ensemble des éléments s, bs, s, €
G, avec aeCy, a’' eC’ et beC”; il existe y € £(G,) telle que

lyf—1] < & sur Cy';
définissons z € X (G) par
2(a, b) = @(a)y(s;"bs,);

on a alors

(@)@, b)) =3 8, f #((a', b')(a, b))z(a, b)db

=Y 6,,fz(a’a, b’s . bs,s;%)x(a, b)db

I

3 0, a(eaja(aly(ezib s bey(ss be.)do
= 3 a(a'a)e(a)(yd) (6740 sus.)
(@)e’ #)-11 S 3 Je(@) o)
- () (572 050) — 11+ @F) (@) 1.
Supposons (a’, b') € C; alors a’ € C’, b’ € C”, s;4b's,8, € Cy et
(E)(@, ¥) =11 < 3 Ja(a)l+e

= &(a)(eo)+¢
< e(14-¢)+e. CQFD.

Désignons par 4, 4, et 4, les C*-algebres respectives de G, G,
et G;; la représentation réguliere gauche n (resp. m,, resp. @) de
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G (resp. Gy, resp. G;) définit un isomorphisme de A4 (resp. 4,,
resp. A,) sur son image.

2. Représentation des éléments de A par des applications de G,
dans A,.

Pour f e LY(G) et a € G, nous noterons f, I’élément de LY(G,)
défini par
fa(b) = d.f(a, b);
pour g € L1(G;) nous noterons g* I’élément de L!(G) défini par
() sia’"=a
0 sinon;

g, ) = |

enfin nous noterons L!(G,)* I’ensemble des g* pour g e LY(G,).
L’application f — f, induit sur L!(G,)* un isomorphisme d’es-
paces de Banach de L!(G,)® sur L(G,), et méme un isomorphisme
d’algebres de Banach involutives pour a = ¢,; on désignera par
A° Padhérence de LY(G,)* dans A.
L’espace L2(G) est somme hilbertienne d’espaces H,(a € G,),
images de L%(G,) par des isomorphismes [, tels que

o7th(b’) sia' =a
h /, b)) = a i
(e ) = { “inon,
tout opérateur continu T dans L?(G) est donc représenté par une
matrice (T, ,) ou
Ta,a’ = ]: T]u' € ’?(Lz(Gl))'

Soit f e L1(G); pour ¢ € L%G) on a
(w(/)o)(@ b) = 3 & [ 1@, Vp(aa, sty )b

d’ol, pour y € L¥G,):

() oy 0 0)B) = 2, [ Haray?, b)p(szhibbs,, s52)db"

Pour a, et a, € G, soit U, ,, I'opérateur unitaire dans L(G,) défini
par

(Ua,,a,W)(b) = 641142% v(s, ala‘lbsalsa,)

posons aussi U, =U,, ; on a alors

( f))al,a, 7 fal )Ual,a,
et on voit que (7(f))a,q, * Ui s, appartient & m,(LY(G,)) et ne

Gy Gy
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dépend que de a,a;'; par continuité, pour tout z € A (Jz(ar:))‘,1 ay
- U;!,. appartient nl(A ) et ne dépend que de a,a;"; on posera,

Gy, 04
pour tout a € G

Zq _nll((” )al,a, U;-l],.a, EAI

ou (a,, a,) est un couple quelconque vérifiant a,a;* = a; on a en
particulier

X, = n-fl((n(w) )a,ao : U;-l)'

Pour tout a, 'application 2 — 2, de A dans 4, est linéaire, dimi-
nue les normes et prolonge I’application f — f, déja considérée.
Pour feL'(G,)%" on vérifie immédiatement que ||f||, =
||fa, e2lla,5 par suite la restriction de l'application z =, & A4°
est un isomorphisme d’espaces de Banach de 4% sur 4, et méme
un isomorphisme d’algébres de Banach involutives pour a = e,.
Pour tout z € 4, on notera z° I’élément correspondant de 4%, qui
est donc défini par

sia"=a
0 sinon.

@)=

Enfin pour z€ 4 on a
(2(2Z*)) 0,00 = 2 (7(2)) ¢y, o (7(@) )6, 0)* = O
d’ou (az*), = 0; si alors (zz*), est nul on a
(7(2)) ey =0 pour tout a,
( w )al,a. (”(m )al,a, U;_lla. Ual,a.
= (n(w))eov agart U‘ov“aai'l ) U“p“:
=0 quels que soient a, et a,

done z = 0.
Nous avons ainsi démontré la

ProposITION 1. A tout élément x de A est associée de fagon bi-
univoque ume application a — z, de G, dans A, telle que pour
z € LY(G) on ait

z, € L1(G,) et =z, (b) = d,z(a, b);

pour tout a € Gy Vapplication x — z, est linéaire et continue; elle est
positive et fidéle pour a = ey; elle induit sur A® un isomorphisme
d’espaces de Banach de A°® sur A,, et méme un isomorphisme d’al-
gébres de Banach tnvolutives pour a = e,.
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8. Action de G, dans A,. Quelques formules.

Pour f € L1(G,) et b € G, posons ,f(b") = f(b'b); on voit facile-
ment que 'application f — ,f est isométrique pour la norme de
A,; elle se prolonge donc en un automorphisme d’espaces vectoriels
de A,, que nous noterons encore z — ,.

Soit (u;) une unité approchée de L!(G,) (donc aussi de 4,);
posons

%;,5(b") = u,(bb');
on a alors, pour f e LY(G,)
fuesp = of; — of au sens de L(G,)
et on en déduit facilement que pour z € 4,
Uy —> o au sens de A4,.
D’autre part, pour f e L(G,) et a € G, posons

(af)(b) = 8.f(s3"bs,);

f — af est isométrique pour la norme de 4,, done se prolonge en
un automorphisme 2 — ax de 4,, et on a

my(az) = U,y (2)U,™

On laisse au lecteur le soin de démontrer les formules suivantes:
pour ze A

(1) (@*)s = a(yzg1)*
ol on a posé b = s;'s;}; pour ze 4 et y e LY(G)
(2) (wy)a = 2 Lo a’(bya’_la)

ou on a posé b = s;'s, 571, et ou la série converge au sens de 4,;
enfin pour ze€ 4,

(3) 2% = lim z’o(u‘)a
) (az)'o = lim (,)* (1)

ol on a posé b = sa,s,.
Soit maintenant p une représentation unitaire de G; on a

pla, €,) = lim p((u,)*)
d’ol, pour ze€ 4,
(8) p(z*) = p(2*)p(a, €,)
(4") p((az)) = p(a, e1)p(z*)p(a, €;)7".
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4. Approximation des éléments de A.

L’exposé de [10] subsiste mot & mot; rappelons-en seulement
les résultats: soit (f;);c; une famille filtrante de fonctions de type
positif sur G, & supports finis telle que f,(e,) = 1 et que f;(a) - 1
pour tout a; pour x € A posons

P = ;h(a)(wa)“-

ProrosiTION 2. On a = lim P,z pour tout z € A.

COROLLAIRE. Soit p une représentation unitaire de G et soit x un
élément de A; si on a p((z,)®) = O pour tout a, alors p(z) = 0.

5. Idéaux autoadjoints fermés de A et de A,.

LemME 2. (i) Soit I un idéal autoadjoint fermé de A; Uimage
II(I) de I n A% par Papplication  — z, est un idéal autoadjoint
fermé de A, invariant par G,.

(ii) Soit J un idéal autoadjoint fermé invariant de A,; U'ensemble
IT'(]) des @ € A tels que z, € | pour tout a est un idéal autoadjoint
fermé de A et on a IIIT'(J) = ].

(iii) On a IT'II(I) CI pour tout idéal autoadjoint fermé de A.

La démonstration est identique & celle de [10].

§ 3. Propriétés générales des représentations de G et de G,

On suppose & partir de maintenant G, dénombrable et G, d base
dénombrable.

1. Action de G, dans A,.

Tout a € G, détermine pour tout » un homéomorphisme p — ap
de (A;)wep,n sur lui-méme tel que

(ap)(b) = p(s;"bs,) pour b e Gy;

on en déduit un isomorphisme borélien p — ap de (4,),, sur lui-
méme qui conserve (4,);, et passe au quotient en un tsomorphisme
borélien de A, sur lui-méme, que nous noterons encore p — ap;
cette application est aussi, comme on le voit aisément, un homéo-
morphisme de A, sur lui-méme.

De méme Dapplication I — al est un homéomorphisme de A}
sur lui-méme; enfin les applications a — (p — ap) pour p € 4, et
a — (I — al) sont des représentations de G, et ne dependent pas de
la section a — s, choisie.
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Soit z, une représentation unitaire de G, et soit C la classe de
mesures sur A, canoniquement associée; on voit, par transport de
structure, que la classe associée & ax, est la classe aC formée des
mesures au (¢ € C). Supposons que =z, soit la restriction & G, d’une
représentation # de G; alors an, est équivalente & #, pour tout a
et C est invariante par Gy; autrement dit ses éléments sont des
mesures quasi-invariantes par Gy; de plus C est concentrée sur un
sous-ensemble Z borélien standard invariant par G,; par ailleurs
le support F de C est un ensemble fermé invariant; le noyau de
7, dans A4, est ’ensemble des z tels que Fz soit nulle sur F; enfin
si I est le noyau de = dans A, celui de =, dans A4, est II(I), car
pour z € A* on a zn(z) = m(z, ).

LeMME 1. Si z, est la restriction & G, d’une représentation factori-
elle = de G, la classe de mesures C est ergodique pour G,.

On va d’abord démontrer I’existence d’un ,,systéme d’imprimi-
tivité” basé sur C; soit

m(@) = [ p(e)dn(z) (e 4)

une décomposition de =, p, appartenant a la classe v pour tout
7 € Z; en vertu de la formule (4’) du § 2, pourz e 4, etae Gyona

n(a, e, ), (z)n(a, €)™ = m,(az);

par suite I’application T — n(a, e,)Tn(a, ;)" détermine un auto-
morphisme de I’algébre de von Neumann engendrée par =,(G,)
ainsi que de son centre qui n’est autre que ’algébre des opérateurs
diagonalisables; si T, est ’opérateur diagonisable correspondant
a une fonction borélienne bornée f il existe donc g telle que

n(a, e.)T,n(a, e.) 1 =T,

et il reste & montrer que g = af i.e. que g(r) = f(a~'7) presque
partout; T, est limite forte d’une suite z,(z;) ou @; € A4,; il existe
donc une sous-suite z; et une partie Z’' de Z de complémentaire
négligeable telles que pour 7 € Z’

f(x) - 1 = limite forte de p,(z;);

alors T, est limite forte de n,(az;) et il existe une sous-suite z;
et une partie Z'’ de Z’ de complémentaire négligeable telles que,
pour e Z"

r’

g(t) - 1 = limite forte de p,(az; );

puis pour t € Z'' naZ', f(a't) - 1 et g(v) - 1 sont resp. limites de



14 A. Guichardet [147

pa1s(x;) et de p,(az;); et comme les représentations p,-1, et
b — p,(ab) sont quasi-équivalentes, f(a=lt) = g(z).

Supposons # factorielle; si f est invariante par G, T, permute
3 7(G), donc est un scalaire et f est presque partout égale & une
constante. CQFD.

2. Une propriété relative aux représentations de G.

DerinitioN. Une mesure borélienne standard p sur A, sera dite
vérifier la condition (x) si pour tout a # ¢, et toute partie u-
mesurable non négligeable E il existe une partie u-mesurable non
négligeable E' C E telle que aE’ n E’ = . Soient alors = une
représentation de G et C la classe de mesures canoniquement as-
sociée & 7|G,; dire que C vérifie la condition (*) revient & dire ceci:
soit 3 le centre de I’algébre de von Neumann engendrée par =(G,);
pour tout s e G—G, et tout projecteur P non nul de 3, il existe un
projecteur P’ de 8 non nul et majoré par P tel que 7(s)P'n(s)?
soit orthogonal & P’. Nous dirons alors que = vérifie la condition

LeMME 2. Soit & une représentation de G vérifiant la condition
(%); st x € A et si n(z) = 0 alors =((x,)*) = O pour tout a. Si I est
le noyau de n dans A, on a I = IT'II(I).

Nous donnons ici une démonstration globale de ce résultat. Soit
z € A tel que n(z) = 0 et soient a, € Gy et ¢ > 0; on va prouver que

7 (23)*) | < .

11 existe y € 4 tel que y, soit nul sauf pour un nombre fini d’élé-
ments de G,, soit ay, a,, ..., a,, et que |jlz—y|| =< ¢/2; d’autre
part, en vertu du théoreme de Zorn, il existe des projecteurs
P, P,,...de 8, deux & deux orthogonaux, de somme 1 et tels que

7(Sa,Saq ) Ps70(4,55,)

soit orthogonal & P, pour tout ¢ =1, 2, .. ., n et pour tout 5. On a
alors

o2 Z |lay)ll = lIn(y)n(s;)l
2 sup || Paly)a(ez) P
= sup | 3 Py (ya) (s, )z Pl
= sup |17((%a,)*®) Pl
— Il (o))
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Comme
l172( (24,)7) —7( (ga,)*) || < /2

|7 ( (2,)°) 1] < e.
Enfin V’égalité I = II'II(I) résulte du lemme 2 du § 2.

on a

NoraTioN. On désignera par 4’ la sous-algebre de A formée des
z pour lesquels z, est nul sauf pour un nombre fini d’éléments a.

LeMME 8. Soient n une représentation de G vérifiant la condition
(*) et Tr une trace normale sur algébre de von Neumann engendrée
par n(G); pour z e A't on a

Tr (n(z)) = Tr (n((,)%))-
La démonstration est celle de [10], ch. II, § 2, lemme 2.

§ 4. Représentations factorielles de type fini de G

Soient p une représentation de G, dans un espace H, p(z) =
I2 p.(z)du(r) sa décomposition canonique oit Z est une partie
borélienne standard de 4,, # (resp. &, ) I’algébre de von Neumann
engendrée par p(G;) (resp. p,(G,)).

On va étudier la représentation z de G induite par p (noter que,
la représentation réguliére de G étant induite par celle de G,, on doit
s’attendre & retrouver certains résultats du § 2, n® 2); = a lieu dans
Pespace hilbertien K, des applications boréliennes F de G dans
H qui vérifient

— F(a" bb') = p(b)F(a’,b") pour a’' € Gy, b et b’ € G,
— la fonction a — ||F(a, ¢,)|| est de carré sommable;
elle est donnée par
(n(a, b)F) (@', b") = F((a’, b')(a, b)) = F(a'a, b's,bs,s73);

on notera U lalgébre de von Neuman engendrée par =(G).
On suppose que
(i) les représentations p, ont lieu dans un méme espace H,
(ii) Z est invariant par G,
(iii) # est quasi-invariante par G;

on peut alors supposer H = Ly (Z, u) et, par ailleurs, poser

74(t) = dp(av)/du(z);

de plus, pour 7 € Z, les représentations ap, et p,, sont quasi-
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équivalentes et il existe un isomorphisme ¢, , unique de %, sur
%, tel que

(1) $a,1(Pr(537084)) = par(D)
et on a
(2) ;,]:r = ¢a-l,af'

Posons K = L2%(G,) ® Lfgu(Z, u); on vérifie facilement que ’on
définit un isomorphisme de K, sur K en associant a toute F € K
Pélément ¢ de K défini par

@(a, 7) = r,a(v)}(F(a™, ¢,)) (a7'7) € H,

et que la représentation z, transportée dans K, est donnée par la
formule

(8) (7(a, b)p) (@, 7) = ro-s()py1(sa-1b8,8%1,)p(a"a’, a7 7).

L’espace K est somme hilbertienne d’espaces hilbertiens K,
(a € G,), images de H par des isomorphismes J,:

»(T) sia =a
0 sinon;

(ow)ase) = {

calculons la matrice représentative ((7(a, b)), q,) de 7(a, b); pour
a € G, désignons par U, I'opérateur unitaire dans H défini par

(Uap)(7) = roa(r)iyp(a't);

on vérifie aisément que

((m(a, b)) 4, 0,%) (7)
(4) Tayapt (T)*Pa;‘ T (a’i.l b )Pa;‘ T (8,,;1 Sa, a5t 8;;‘1 Jy(a, a’;lr)
= si a = a,a;"
0 sinon

et que, pour fe LYG)
(1) )aya,¥) (7)
= ra,a;‘(r)ipa;l'r(al_lfa,a;“ )Pa;lr(su;‘sala;lsa_;l )lp(azafl‘l')

on en déduit

(5)

( (7! (f) )“p ay U“a“rlw) (T) = Paslr (a;l fala;l )pai‘1 T ( Sa;‘ Sa,‘a;‘1 s;;ll )'P (T)

ce qui prouve que (7(f))4,,4,Ua,q,1 €st décomposable et que
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((ﬂ(f) )al,a,Ua.al‘1) (T)

= Paj? r(ai‘l fal ag! )Pa;‘ 1(3a1—1 Sa,a? sa_;l‘) € ga;‘ T

(6)
en particulier

( (=(f) )"or agapl Ua. a;l) () =p, (fl;‘ a;‘);
on déduit alors de (1) et (2)

((ﬂ(f)) ay a,Ua. a;l) (T)
= ¢a;‘1,‘r (( (=(f) )‘o- aga;l Ua. a;l) (7)) *Paplr (Sai'lsa‘ 3! s;;l‘)

(6) donne en particulier

(7)

(8) (n(f))a,a(r) = Pa—l‘r(a—lfoo) € Bo1s
(9) (1)) egreo = Pfe)) € 2

et (7)

(10) (n(f))a,a(r) = ¢a—1,7((n(f) )eo,eo(t))

(11) ( (n(f)) al,¢, Ua) (x) = ¢a,r(((n(f)) eo,aUa) (T))

Par continuité, pour tout S e, S, 4, Us 4 est décomposable
et on a pour presque tout T

(6") (SapayUsyapt)(®) € Boa,

(7) (SapaaUayazt)(®) = Bazt,+((Sep0,071U 0y0:1) (%)) Pugir(SaaSa,a5155:1)
(8) Sa,a(r) € Bor,

9') Sepe €&

(10 Sa,a(%) = $at,1( Sy, (7))

(11') (Sat,e,Ua)(®) = 4,1((Se,,aUa)(7))-

LEMME 1. Si p est ergodique et vérifie la condition (%), A est un
facteur.

Tout d’abord on vérifie, & I’aide de (5), que pour f e L1(G) et
a, et a, € Gy lopérateur U, ,,;x(n(f))av,,’ U, oyt est décomposable
et que '

(Ual az? (=) )a,, ay Ua, a;l) (r) = Pas? 1(a;1fc,)'

Soit alors S €A N A’; puisque S permute & 7(g*) pour toute
gel(G,) on a

Sal,a.(”(gao))a,,a, = (“(g“))al,alsal,a,
Sal, ay Ua, agl lfal a;‘(”(g‘,o )) g, Gy Ua, el = (n(geo )) ay, alsal, ay Ua. apl
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d’ou, en utilisant la remarque ci-dessus et la formule (8):

(12) (Sal,a.Ua,aII)(T)Pa;‘1(a;1g) = Pag f(a-]._lg)(sal,a,Ua,a;")(T)

pour presque tout 7.

On va déduire de 13 que si @, #a; on a S, , = 0. Supposons
Sa,ay 7 05 8lors S, U, o1 70 et il existe une partie u-me-
surable non négligeable E de Z telle que

(Sap,a,Uaya51)(7) # O pour tout 7€ E;

puis il existe une partie u-mesurable non négligeable E’ de E telle
que
a,a7'E' N E' = §;

appelons ¢ la fonction caractéristique de E’; d’autre part il existe
une suite g; e L1(G,) telle que p,(g;) converge fortement vers
@(7) - 1 pour presque tout z; la formule (1) prouve alors que, pour
presque tout t:

pa;x,(aflg,-) converge fortement vers ¢(z)-1
Pes1,(az" g;) converge fortement vers g(aai’t) - 1;

(12) donne
(Sal, a.Ua,al‘l)(t)(p(azaIIT) = (p(r)(sal,a,Ua,a;l)(T\
presque partout; enfin, en prenant ze E':
0= (Sal,a,Ua,ail)(T)

ce qui est contradictoire et prouve que S, , = 0 pour @, # a,.
Posons maintenant a;, = a, = a; (8’) prouve que S, ,(v) € #,,
et (12) que S, () € #,-1, donc S, ,(z) est un scalaire, lequel ne
dépend pas de a & cause de (10'); posons S, ,(v) = k().
Il reste & écrire que S permute aux n(a, ¢,):

g Sal.a,(n(a’ 81)) ag,ag — Z (n(a’ el))al, a,sa,,a,

Gg

et, en prenant a, = a et a, = ¢,
Sa,a(n(a, el))a,eo = (n(a’ el))a,eoseo,eo;
on trouve, en appliquant (4)
k(r) = k(av) presque partout
donc S est un scalaire.

LeMME 2. On suppose u invariante; soit v — tr, un champ me-
surable de traces sur %, tel que la trace sur & : tr = [® tr, du(r) soit
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normale, fidéle et semi-finie et que ¢, , transforme tr, en tr,, pour
tout t € Z et tout a € G,. Alors la fonction sur A+

S—>TrS=trS, .,
est une trace mormale, fidéle et semi-finie.

Montrons d’abord que Tr est une trace, i.e. que pour tout S € %
on a

Tr SS* = Tr S*S.
Posons S, ,U, = R, avec R, e # d’aprés (6'); on a
(SS* ‘o € z Sen = Z RaR:
(S* S)eo,e Z Sa e a e z S:",cn Sa—l, '
= z U a1, e a)* (Sa—l, X Ua)U:
(S*S)ao 60(1’-) = z (Sa-l aoU )*( a ¢, Ua)(a_lr)

et, en vertu de (11'):
= § qsa,a-‘-r((R:Ra)(a—lT))

Tr S*S = [ tr, ((S*S)s, (1) de)
= J % tl"r (¢a,a-11((R:‘Ra) (a'_lr) )) d/t(T)
— [ 3 tres ((RER Y@ D) o)

- f 3 tr,(R*R,)(x)du(z)
— 3 tr (R¥R,) = 3 tr (R,R¥) = Tr SS*.

La normalité de Tr résulte immédiatement de celle de tr; Tr est
fidele: en effet pour Se N, TrSS*=0= tr (3, R,R¥)=0=
R, = 0 pour tout a et ceci entraine (cf. formule (7')) Sape, =0
quels que soient a, et a,, donec S = 0.

Reste & voir que Tr est semi-finie: puisque tr est semi-finie, il
existe une suite (7;) d’éléments de %, tendant fortement vers /
et vérifiant

0=T,=I et trT;< +o0;

posons T, = [® T,(zr)du(r) et définissons des opérateurs S, dans
K par



20 A. Guichardet [20]

(Sl)al,a, =0 si a;, # ag
(Si)a,a(r) = ¢a“,f(Tt(7));

on va voir que les S; appartiennent & U; en effet T, est limite
forte d’une suite (g,) avec (g, € L*(G,)); posons

fo = (84)* € L}(G);
d’aprés les formules (5), (9) et (10) on a

(n(fﬂ))a,,a, =0 si a # a,
(n(f))a,a(-c) = ¢a—1,r( (P(gn) )(T))

ce qui prouve que S, est limite forte des =(f,).
En outre on a évidemment

0S5, =1 ¢« TrS;=trT; < 403
enfin S; converge fortement vers I, d’ou I’assertion.

ProrosITION 1. Soient Z une partie borélienne standard invari-
ante de A, contenue dans (A4,),,, et p une mesure borélienne sur Z,
invariante, ergodique et vérifiant la condition (%); on suppose qu’il
existe un idéal autoadjoint invariant I, de A, et, pour tout v € Z,
un caractére A, associé d v de fagon que

a) AMazx) = A,1,(x) quels que soient x € Ay, ae Gy, 1€ Z;

b) la fonction v — A, (zx*) soit finie et u-intégrable pour tout
z el

¢) pour tout v € Z il existe un x €I, tel que A, (xx*) # 0.

Dans ces conditions on peut affirmer ce qui swit:

(i) I1 existe un espace hilbertien H et pour tout T € Z, une repré-
sentation p, de A, dans H, dont la classe de quasi-équivalence est 7;
de plus la formule

(m(a, b)p) (@', T) = par-1,(8a-1D8a810)p(a7 0, a717)
définit une représentation m de G dans L2(Gy) @ LY (Z, p), vérifiant

la condition (%), factorielle et normale relativement @ A% ; son carac-
tére A dans A est donné par

Ma) = [ Ar(zq,)du(z) (z € 4¥).

(ii) La représentation m est de type fini si et seulement si p est
bornée et concentrée sur (A,),.

(iii) Définissons de méme Z', u', A, p,, p’ et ' avec le méme Iy;
7 et 7' sont quasi-équivalentes si et seulement si p et p' induisent sur
Z n Z' des mesures proportionnelles et non nulles.
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DEMONSTRATION.

(i) Soit y, la forme sesquilinéaire associée & A, (définie sur un
certain idéal autoadjoint de A4,); on a x.(z, z) = 4,(xz*) pour
z € I, et les fonctions 7 — y,(z, y) ou z et y € I, sont u-intégrables
en vertu de l'identité

4y, (z, y) = 124y, e+y)—x.(x—y, z—y)
+ixz+1y, z+iy)—ig.(z—iy, 2—1iy);

on peut alors appliquer la prop. 8 du § 1: la forme
o(2, y) = [ 2:(@, y)du(z)

est une trace sur I;; en outre notons N, A, H, p, &, tr (resp. N,,
A,., H,, p,, %&,, tr,) les éléments (noyau, application canonique,
espace hilbertien complété, représentation, algebre de von Neu-
mann engendrée, trace naturelle) canoniquement associés & o
(resp. .); alors on peut identifier p(z) & [® p,(z)du(r) pour tout
zed,, Ba[®B.du(v) et tr a [® tr,du(z); et [® p,du(z) est la
décomposition canonique de p.
D’autre part pour v € Z et a € G, I’application linéaire

A-r(w) - Aa'r(aw) (w € IO)

de A4,(I,) sur A4,,(I,) est isométrique d’apres 'hypotheése a) et
comme A,(,) est partout dense dans H,, elle se prolonge en un
isomorphisme 2, , de H, sur H,,; on vérifie aisément que 2, ,
transforme p,(z) en p,,(az) pour tout z € 4,, autrement dit I’iso-
morphisme ¢, , du début du paragraphe n’est autre que ’applica-
tion

T—>Q,,To;

a,7?

il devient alors immédiat que ¢, , transforme tr, en tr,,; les hypo-
théses des lemmes 1 et 2 sont ainsi satisfaites.

Enfin la dimension de H, est une fonction mesurable de 7,
évidemment invariante par G,, donc égale presque partout & une
constante; on peut donc supposer que p, a lieu dans un espace
hilbertien fixé H, et les hypothéses du début du paragraphe sont
aussi satisfaites.

D’apres la formule (8) la représentation # de ’énoncé coincide
avec celle qui a été étudiée au début du paragraphe; elle est fac-
torielle d’apres le lemme 1; d’aprés le lemme 2 on obtient la trace
canonique de YU en posant, pour S e A+

TrS =tr S’oreo = J.trf(soo,oo(‘t))dnu(r);
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pour z e L1(G) et, par continuité, pour 2 € 4, on a (formule (9))

(7(@)) ey = P@ey) = [* pr(s,)d1(7)

d’ou enfin, pour z e A+

Ma) = Tra@) = tr p(@.,) = [ 4,(2,,)du(x).

(ii) Supposons x bornée et concentrée sur (4,),, i.e. T de type
fini presque partout; la fonction 7 — ||4,|| est mesurable et in-
variante par G,, donc égale presque partout & une constante k;
pour ze A+

hel@e,)| < Kl

Mz) = [ Az, Jdp(x) < +oo.

Supposons maintenant z de type fini; Tr est finie, donc aussi tr,
et tr, est finie presque partout, i.e. = est de type fini presque par-
tout; ||4,|| est égale presque partout & une constante (méme
raisonnement que ci-dessus) et on a

tr1 = [ tr,(1)du(z) = [ lIA,lldu(z) < +oo0

ce qui prouve que y est bornée.

(iii) Supposons que u et ' induisent sur Z n Z’ des mesures pro-
portionnelles et non nulles; alors Z n Z’ est de complémentaire
négligeable pour u et x4’ et on peut remplacer Z et Z’' par Z n Z';
A, est proportionnel & 1, pour tout 7, soit 4, = ()4, avec «(z) > 0;
pour montrer que « est mesurable, prenons une suite (z,) partout
dense dans I, et notons Z, ’ensemble des t € Z n Z’ pour lesquels
A(z,2%) #0; on a alors ZnZ =vu Z, et sur Z,, a(r) =
A(z,ak)[A,(z,a}) est mesurable; comme de plus «(z) est invariante
par G, (cf. hypothése a)) elle est égale presque partout 3 une
constante et A’ est proportionnel & A.

Supposons maintenant x et z’ quasi-équivalentes; d’aprés [13],
th. 12.1 (on peut aussi le déduire de la formule (8) ci-dessus),
7|G, (resp. n'|G,) est équivalente & la somme directe des représen-
tations ap (resp. ap’) avec a € Gy; u et u’ appartiennent done aux
classes de mesures canoniquement associées & 7|G, et n’|G,; elles
sont équivalentes et Z n Z’ est de complémentaire négligeable
pour u et u’; et enfin les mesures induites sur Z n Z’ sont propor-
tionnelles puisque ergodiques.

REMARQUE. Si p est diffuse, n est de type IIL.

Soient en effet E,, E,, ... une suite de parties u-mesurables
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décroissantes de Z telles que les u(E,) soient finies et strictement
décroissantes et soient P;, P,, ... les projecteurs diagonalisables
correspondants; définissons des opérateurs Q; dans K par

0 si a #a,

(Qe)ey, o = { P, si a,=ay
les Q, sont des projecteurs strictement décroissants; pour montrer
qu’ils appartiennent a ¥, il suffit de remarquer que 1’on a

(Qi)a,a(r) = ¢u“,r(Pi(T))

et de reprendre le raisonnement fait & la fin de la démonstration
du lemme 2; enfin

Tr Q, = tr P, < + 0.

On étudiera plus loin la réciproque de ce résultat (voir § 5, re-
marque 4).

ProrosiTioN 2. Toute représentation factorielle de type fini de G
vérifiant la condition (%) est quasi-équivalente @ une représentation
obtenue par la méthode de la proposition 1 d partir d’'une mesure
borélienne bornée sur (A,),, invariante, ergodique et vérifiant la
condition (*).

Soient 7 une représentation factorielle de type fini vérifiant la
condition (x), 7, sa restriction & G;, ¥ (resp. #) I’algebre de von
Neumann engendrée par z(G) (resp. #,(G,)), Tr la trace canonique
normée sur ¥ et tr la trace qui en résulte sur #; on peut écrire la
décomposition canonique de x;:

m(2) = [} pol@)du(x)

ol Z est une partie borélienne standard invariante de (4,),,  une
mesure borélienne sur Z, quasi-invariante et vérifiant la condition
(*); et p, une représentation appartenant a la classe = agissant
dans un espace hilbertien fixe H,; pour 7 € Z on notera %, le
facteur engendré par p,(G,) et tr, la trace canonique normée sur
#.; pour tout T = [® T(v)du(r) € # on a alors

tr T = ftr,(T(t))d,u(t).

Pour toute fonction borélienne bornée ¢ sur Z désignons par T,
I’opérateur diagonalisable correspondant et posons

p(p) = tr (T,);
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u#’ est une mesure borélienne normée sur Z, invariante par G,
puisque, pour a € G,

I‘aw - n(a, el)Twn(a, el)_l

(cf. démonstration du lemme 1, § 8); d’apres le raisonnement de
[10], ch. II, § 2, prop. 1, (iii), ' est équivalente & u; elle est donc
ergodique et vérifie la condition ().

Posons, pour te Z et 2z€ 4,

1.,.(“’) = tl‘.,(p.,(w));

Phypothése a) de la prop. 1 est satisfaite puisque les caractéres
z — A.(az) et £ > A,,(z) sont associés & la méme classe a1z,
donc proportionnels, et égaux, puisque tous deux de norme 1;
quant aux hypothéses b) et c) elles sont évidemment satisfaites
en prenant I, = 4,.

La construction de la prop. 1 donne alors une représentation
factorielle de type fini z’ de G; de plus, si on note A’ le facteur
engendré par z’'(G), tout élément S de A’ est représentable par
une matrice (S, ,,) telle que S, . €% et si on note tr’ la trace
[® tr,dy/(z) sur &, la trace canonique normée Tr’ sur U’ est donnée
par

Tr' (S) = tr' (S,,.0,);

ceci entraine, pour 2z € 4:

Tr' (7'(z)) = tr' ((7'(2)),,e,) = tr’ (ma(2,,))

(cf. formule (9)); par ailleurs, pour z € A’, le lemme 8 du § 8
montre que

Tr (n(z)) = Tr (a((z,)%)) = tr (m(z,,));

mais les traces tr’ et tr sur %, coincidant sur le centre de # d’aprés
leur définition méme, sont identiques; par suite les caracteres
normés correspondant & z et n’ coincident sur 4’, donc partout,
et n et o’ sont quasi-équivalentes. CQFD

En réunissant les propositions 1 et 2 et en rappelant que (4,),
est standard (cf. [10], ch. I, § 2, th. 1) nous obtenons le

THEOREME 1. La formule
Me) = [ A,(2.,)du()

oit, pour tout v e (4,),, A, désigne le caractére normé associé @ ,
établit une correspondance biunivoque entre
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— les mesures boréliennes sur (A, ),, normées, invariantes, ergodiques
et vérifiant la condition (%)

— les caractéres de type fini, de norme 1 sur A dont la représen-
tation associée vérifie la condition ().

§ 5. Représentations irréductibles normales de A

Soit € une trajectoire de G, dans A, d stabilisateur nul (i.e. le
stabilisateur dans G, de tout élément de € est réduit & {e,}) et soit
7o un élément de €; pour tout = € € désignons par a, I’élément de
G, tel que a,7y = 7.

Soit d’autre part p une représentation de G; dans un espace
hilbertien H et soit z la représentation de G induite par p; = a lieu
dans un espace K, qui a été explicité, ainsi que la formule donnant
n, au début du paragraphe 4.

Définissons une mesure u sur 4, par des masses u(r) > 0 en
tous les points 7 de €; on vérifie sans peine qu’on définit un iso-
morphisme de K, sur ’espace K = L%(4,, u) en associant 2
chaque F € K, I’élément ¢ de K tel que

@(r) = p(r)tF(a;", ¢) pour 7€ €
et que 'action de = dans K est donnée par

(1) (n(a, b)) (x) = (u(a™'7)/n(x))¥p(socabsasizia)p(a 7).
On en déduit que

(2) (w(eo» D)p(r) = pla;"b)p(r)
et aussi que, pour fe L(G)

3) (=(Ne)(x) = GZ (#(@™17) u()) p(a7* fo)p(3a;2 8085710 ) (@71 T)
enfin pour 2 € 4%, n(z) est décomposable et

(4) ((2))(r) = p(a;*a,,).

La formule (2) redémontre que |G, est somme des représentations
b — p(a;'b) (cf. [18], th. 7.1), les quelles sont équivalentes aux
a.p; si on suppose que p €7y, on a a,p €7 pour tout 7 € € et les
a,p sont deux & deux non quasi-équivalentes, done (§ 1, prop. 2
(i)) p-indépendantes; la décomposition obtenue pour |G, est la
décomposition centrale et la classe de mesures canoniquement
associée & 7|G, est concentrée sur €. [Inversement si cette classe de
mesures est concentrée sur € et si G, est de type I, on a pe7,
d’aprés [14] th. 8.1; en est-il de méme dans le cas général?]
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Supposons de nouveau p € 7, et notons 3 ’algébre des opérateurs
diagonalisables pour la décomposition obtenue de z|G,; il résulte de
[18], n° 6 (mais on peut aussi le vérifier directement & I’aide de (1))
que 7(G)’ N B’ est isomorphe & p(G;)’; mais puisque les représen-
tations a,p sont u-indépendantes, on a =(G') N 8’ = =(G)’ et
7(G)’ est isomorphe & p(G,)’. Enfin la classe de quasi-équivalence
de # ne dépend que de €; on a ainsi prouvé la

ProPoSITION 1. Soient € une trajectoire dans A, @ stabilisateur
nul, v, un élément de €, p un élément de y; la représentation n de G
induite par p est donnée par (1); la classe de mesures sur A, canoni-
quement associée & n|G, est concentrée sur €; m est factorielle, de
méme type que p et irréductible si et seulement si p est irréductible;
sa classe de quasi-équivalence ne dépend que de G.

Cette classe de quasi-équivalence sera notée ng.

COROLLAIRE. Si G est de type I, toute élément de A, a stabilisateur
nul est de type I.

LeMME 1. Supposons € C (4,);; soient 7, € € et p un élément ir-
réductible de t,; 7 est normale st et seulement s’il existe un élément
3 de A, tel que p(2) soit compact et non nul et ©(z) nul pour tout
7 € € distinct de v,.

La condition est suffisante: la formule (4) montre que (7(2%))(z)
est compact et non nul pour v = 7, et nul pour 7 # 7,; par con-
séquent 7(3%) est compact et non nul.

La condition est aussi nécessaire: soit S un opérateur compact
non nul dans H et soit T 'opérateur décomposable compact dans
K défini par
S si o T=r1,

T(r) = {

0 sinon;

si w est normale, 7(4) doit contenir T} il existe done, pour tout
e > 0, un élément z de 4’ tel que

|lz(2)—T|| < &
soient w € H, 7, € € et y € K défini par

w si Tr=1

v = |

0 sinon.

Supposons d’abord 7; # 7,; on a
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((@(@)—T)p)(v1) = (as,p)(,,)(®)
p(w)etllol* = ||(w(@)—T)yll?
(8) 2 p(@)l|((n(@)—T)y)(z)?
= p(v1)ll(ar p)(2,, )0l
ll(@zp)(@,, )0l = élle]].

Supposons maintenant 7; = 7,; on a

((7(@)—T)p) (7o) = (p(2,,)—S) ()
m(zo)e?lo||* = [|((z)—T)ypll?
(6) = p(@)l|((w(@)—T)y) ()2
= (%)l (p(2,,) —S)ol[®
1(p(z,,) —S)el] = éllo|l.

Comme w est quelconque dans H, (5) et (6) entrainent

ll(arp)@,)l S e quel que soit 7, # 7
lIp(,,)—SII < &

mais & cause de (4) ceci prouve que
I (@,,)%) —T| < e

et ceci quel que soit ¢ pour un z convenable; w(A4°%) étant com-
pléte on en déduit que T € =(A%), i.e. qu’il existe un élément z
de A4, tel que
p(z) =S
(a.p)(z) =0 pour tout 7= # 7,.

DErFINITION. Une trajectoire € dans A4, sera dite hyper-discréte
si elle est contenue dans (4,); ., et si pour tout élément 7, de €
il existe 3 € 4, possédant la propriété suivante: p(z) est compact et
non nul pour toute représentation irréductible p de la classe 7,
et nul pour toute représentation p d’une classe 7 € € distincte de
To.

Il suffit évidemment que ceci soit vrai pour un élément 7, de €.

REMARQUE 1. Toute trajectoire hyper-discrete est discréte en
tant que sous-espace topologique de 4,; en effet, avec les notations
ci-dessus, ’ensemble des 7 € 4, qui vérifient

eI > [lwo(=)I1/2

est un ensemble ouvert dont lintersection avec € est réduite a

{ro}-
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REMARQUE 2. Si G, est de type I, toute trajectoire discréte est
hyper-discréte; d’abord 4, = (4, )1,n0r 5 PUIS, avec les notations ci-
dessus, 7, n’est pas adhérent & €—{zy}, i.e. si J est 'intersection
des noyaux dans 4, des éléments de €—{z,}, on a noyau 7, J;
soit p une représentation irréductible de la classe 7,; 1’algébre
p(J) est non nulle, donc irréductible, et comme ] est de type I,
elle contient les opérateurs compacts.

REMARQUE 8. Si € est hyperdiscréte, la trajectoire correspon-
dante dans A} est discréte.

Le lemme 1 s’énonce maintenant comme suit:

ProrosiTION 2. La classe de quasi-équivalence ng de représenta-
tions factorielles de type I associée d une trajectoire € dans (4,); d
stabilisateur nul est normale st et seulement st € est hyper-discréte.

CoROLLAIRE 1. Si G est de type I, tout élément de (A,); d stabilisa-
teur nul est normal.

Disons que G, agit simplement dans (4,); si tout élément de
(4,);, distinct de la classe de la représentation triviale, est a
stabilisateur nul; on a alors le

CoROLLAIRE 2. St G est de type I et si G, agit simplement dans
(4,);, alors G, est de type I.

TrEOREME 1. L’application & — ng définie d la proposition 1
établit une correspondance biunivoque entre
— Vensemble des trajectoires dans A, hyper-discrétes et & stabilisa-
teur nul
— Uensemble des classes d’équivalence de représentations irréducibles
normales de A vérifiant la condition (%).

Si, en premier lieu‘, € est hyper-discrete et & stabilisateur nul,
mg est de type I (prop. 1) et par conséquent contient une classe
d’équivalence et une seule de représentations irréductibles; celles-
ci sont normales (prop. 2) et vérifient la condition (*) en vertu de
la prop. 1. En outre 'application § — ng est évidemment injective.

Réciproquement soit z une représentation irréductible normale
de A vérifiant la condition (*); soient I le noyau de = dans 4, C
la classe de mesures (quasi-invariantes et ergodiques) sur 4,
canoniquement associée 3 #|G, et S le support de C (cf. § 1, lemme
1). On va montrer qu’il existe une trajectoire € partout dense
dans S et & stabilisateur nul.

Soit (0,)s_y,5... une base d’ouverts de S; G, - 0, est de complé-
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mentaire négligeable pour tout =, done aussi ), G, - 0,; pour
tout 7€), Gy 0, la trajectoire de v rencontre chaque O,, i.e.
est partout dense dans S; supposons que tout 7 €], G, - 0, ait
un stabilisateur non nul; pour tout a € G,—{e,} soit E, ’ensemble
des 7€), Gy O, dont le stabilisateur contient a; les E, sont
boréliens et ont pour réunion [, G, - O, ; il existe donc un E, non
négligeable; mais a induit I’identité sur E,, ce qui contredit le fait
que C vérifie la condition (*) et démontre I’assertion.

Soient #’ un élément de zg et I’ son noyau dans A4; les représen-
tations de 4, correspondant & = et z’ ont un méme noyau-ensemble
des z tels que Fz soit nulle sur S, autrement dit (cf. début du n°
1du§8)II(I) = II(I'); d’apres le lemme 2 du § 8, on adonc I = I'.

Montrons que = et #’ sont quasi-équivalentes: n" peut étre dé-
composée en une intégrale de représentations irréductibles qui ont
méme noyau que zn’ (cf. [2], rem. suivant le cor. 8 du th. 1), donc
que m et par suite lui sont équivalentes; d’olt notre assertion.
Finalement zng est de type I et normale et € est hyper-discrete.

COROLLAIRE. Supposons que G, agisse simplement dans A,; si
la réunion des trajectoires non hyper-discrétes est partout dense dans
A,, A est NGCR.

11 suffit ([8], th. 1) de prouver que si z € 4, # # 0, il existe une
représentation irréductible non normale de A4, non nulle en z;
or (zx*), est non nul et F((z2*),) est > 0 sur un ouvert non
vide U de 4,; il existe une trajectoire € non hyperdiscréte qui ren-
contre U; si alors € est contenue dans (4, );, 7 est de type I, non
normale et non nulle en @; si au contraire € est contenue dans
A,—(A,);; on peut décomposer mg en une intégrale de représen-
tations irréductibles de méme noyau, donc toutes non normales;
et I'une au moins est non nulle en 2, puisque zg est non nulle en 2.
CQFD

Désignons par w I’élément trivial de 4.

THEOREME 2. (i) Supposons que toute mesure quasi-invariante
ergodique sur A, non concentrée en w vérifie la condition (%) et que
toute trajectoire soit hyper-discréte; alors G est de type I si en outre
G, est de type 1.

(ii) Supposons que G, agisse simplement dans A, et que G soit de
type I; alors toute trajectoire dans A, est hyper-discréte.

(i) D’aprés un raisonnement fait au th. 1, toute représentation

irréductible =z de G non triviale sur G, a méme noyau dans 4
qu’une représentation irréductible de la forme ng, laquelle est
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nécessairement normale; donc 7 est équivalente & 7 et normale.
(ii) résulte de la prop. 2.

REMARQUE 4. Reprenons les notations de la prop. 1 du § 4:
7 est de type I si et seulement si u est atomique et concentrée sur (4,);.

Remarquons d’abord que si x4 est atomique elle est nécessaire-
ment concentrée sur une trajectoire € & stabilisateur nul; p est
alors somme directe de représentations p, avec p, et et 7€G;
7 est somme directe des représentations =, induites par les p,, et
comme les 7, sont deux & deux quasi-équivalentes, on a 7 € ng et
n est de méme type que les éléments de €.

L’assertion résulte alors trivialement de la remarque du § 4.

§ 6. Idéaux primitifs de A

A toute trajectoire T de G, dans A (cf. début du § 8) correspon-
dent un certain nombre de trajectoires dans 4,, que nous dirons
associées @ T.

ProPosITION 1. Soit | Uintersection des éléments d’une trajectoire
T de G, dans A} telle que Pune au moins des trajectoires dans A,
associées soit d stabilisateur nul; IT'(]) est un idéal primitif de A
et Uune des représentations factorielles de moyau II'(]) vérifie la
condition (x); tout idéal primitif vérifiant cette condition s’obtient
de cette fagon et d’une maniére unique.

Soit T telle que I'une, soit &, des trajectoires associées soit &
stabilisateur nul; la classe de représentations ng construite a la
prop. 1 du § 5 est factorielle et vérifie la condition (); si I est son
noyau dans 4, on a I = IT'II(I) (lemme 2 du § 3); mais on a
évidemment II(I) = J, d’ou notre assertion. L’application J —
IT'(J) est injective puisque J = ITIT'(]).

Soit enfin I un idéal primitif de 4 tel que l'une, soit =, des
représentations factorielles de noyau I vérifie la condition (*);
d’aprés un raisonnement fait au th. 1 du § 5, I est aussi le noyau
d’une classe g construite & partir d’une trajectoire € dans 4, &
stabilisateur nul; si T est la trajectoire correspondante dans A}
et J Pintersection des éléments de T, on a donc I = II'(]).
CQFD

Désignons par Q le sous-ensemble de 4} formé des J tels qu’au
moins une classe de représentations factorielles de noyau J soit
A stabilisateur nul, par W le sous-ensemble de A7 formé des I tels
qu’au moins une représentation factorielle de noyau I vérifie la
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condition (#); considérons sur Q la relation d’équivalence R dé-
finie par

R(J, ]')“’Qlﬂ =NaJ’;

la proposition 1 établit une bijection 4 de Q/R sur W, que I’on
peut écrire

Aly) = H'(JQy]);

si, pour tout y € Q/R, on pose K, = intersection des éléments de
y, on a aussi A(y) = II'(K,).

ProrosiTiON 2. La bijection A est un homéomorphisme si on
munit Q[R de la topologie quotient de la topologie de Jacobson sur
Al et W de la topologie de Jacobson sur A’.

Soit I'" une partie de Q/R; posons ¢ = |J,.r 7 et aussi
# = intersection des éléments de ¥ =), K,
# = intersection des éléments A(I') = IT'(#).

Les propriétés suivantes sont équivalentes:
— I est fermé dans Q/R
— & est fermé dans Q
— pour JeQ, JOf=>Je¥
— pour JeQ, NaaJD #=>[\,a] =K, pourun yel
— pour ] €Q, I, a]) D II'(£) > I\, af) € A(T)
— pour I eW,IDSF = 1edAl)
— A(I') est fermé dans W.

§ 7. Etude d’un exemple

Soit G le groupe dont les éléments sont les triplets (a, b, ¢) ou
a est un nombre rationnel dyadique, b un entier, ¢ un réel, avec
la loi de groupe
(a, b, c)(a’, b, ¢') = (a+a’, b+b, c+c'+3(ab’ —a'd));
I’élément neutre est (0,0, 0) et on a

(a, b, c)™ = (—a, —b, —c)
(a’, b, c¢')(a, b, c)(a', b, ')t = (a, b, c+a’b—b"a).
On va étudier G en le considérant d’abord (n° 1) comme produit

semi-direct du sous-groupe G, formé des (a, 0, 0) et du sous-groupe
distingué G, formé des (0, b, ¢); puis (n° 8) comme admettant un
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sous-groupe distingué ouvert I" (non de type I') formé des (a, b, c)
ou a est entier.

1. Etude de G (premiére méthode).

Les sous-groupes G, et G, sont abéliens; en notant a un élément
quelconque de G, et (b, ¢) un élément quelconque de G,, I’action
de G, dans G, est donnée par

a-(b,c)= (b, ct+ab);

G, conserve la mesure de Haar de G, et G est unimodulaire. On
identifiera G, & TXR en posant

(o, T), (b, €)> = exp (2mi(ob+vc));
on a alors l'action de G, dans G;:
a-(o,7) = (6—ar,7);

on voit que les trajectoires sont de trois sortes:

— dans le parallele Tx {0}, les trajectoires sont les points;

— dans chaque parallele TX {z} avec 7 rationnel, les trajectoires
sont partout denses et & stabilisateur non nul;

— dans chaque parallele T X {r} avec 7 irrationnel, les trajectoires
sont partout denses et & stabilisateur nul.

On constate que les trajectoires discrétes sont & un élément
et d’autre part que les mesures invariantes ergodiques diffuses
vérifiant la condition (*) sont, & un facteur constant pres, les
mesures de Lebesgue sur les paralltles Tx {r} avec 7 irrationnel;
I’étude de [10] fournit donc

a) des représentations 7, y de dimension 1 de G, déterminées
par des couples (o, 6) ot €T et 0 €Gy:

7g,6(a, b, ) = (0, a) exp (2nicd);

b) des représentations factorielles =, de type II, avec 7 ir-
rationnel; le caractére correspondant est

. i =b=0
v.(a, b, ¢) = {exP (2mic) S a

L’intersection des noyaux dans 4 (C*-algébre de G) des représen-
tations 7, est nulle et par suite 4 est NGCR.

2. Etude de T.

Le groupe I' est produit semi-direct du sous-groupe I'y des
(@, 0, 0) ou a est entier et du sous-groupe distingué I'y = G, des
(0, b, ¢); il est unimodulaire.

0 sinon.
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Les trajectoires de I'y dans [ sont de deux sortes:
— dans chaque parallele TX {r} avec 7 rationnel (on écrira tou-
jours T = 7,/7, ou 7, et 7, sont des entiers premiers entre eux et
ou 7, = 1 si 7 = 0), les trajectoires ont 7, éléments de la forme

(0, 7), (64+1/75, ), « . o, (04 (z2—1)/75, T)

et leur stabilisateur dans Iy est 7, - Z.
— dans chaque paralléle T X {t} avec 7 irrationnel, les trajectoires
sont partout denses et & stabilisateur nul.

Toute mesure ergodique sur f* est concentrée sur un parallele,
et on voit facilement que toute mesure ergodique quasi-invariante
a support infini vérifie la condition (*); comme la réunion des tra-
jectoires non discrétes est partout dense dans f*, la C*-algébre U
de I' est NGCR.

La méthode de [10] permet de décrire entitrement [ (avec la
précision que [ ... est réduit a I7,):

a) représentations irréductibles de dimensions finies: elles sont
déterminées par la donnée d’un nombre rationnel r = 7,/7,, d’une
trajectoire contenue dans le parallele TX {z}, i.e. d’'un nombre
réel modulo 1/7,, soit 0,, et d’un caractere de 7, - Z, i.e. d’un autre
nombre réel modulo 1/7,, soit 6,; soit p, 4 4, la représentation en
question; son caractére est donné par

exp 2ni(0,a+0,b-+7c) siaetbery,-Z

a,b,c)= .
Ar.0,0,( ) { 0 sinon.

b) représentations factorielles de type II;: elles sont de la forme
pr avec 7 irrationnel, et ont pour caractéres

42(a, b, ¢) = { exp (2mirc) s-i a=b=0
0 sinon.

Désignons par X, , (v rationnel, 0, €R/(1/7y) - Z) 'ensemble
des représentations p,, 4, 0, parcourant R/(1/z;) - Z; comme la
structure borélienne de Mackey de [ est définie par les caractéres
(cf. [10], ch. I, § 2, th. 1) on voit que X, 5 est standard, donc
borélien dans [%; d’autre part les éléments de X, étant de méme
dimension finie, la topologie de X, , est définie par les caracteres
(cf. [6], n® 10, 11) et on voit que X r,6, €st homéomorphe &
R/(1[z5) - Z.

8. Ftude de G (deuxiéme méthode).

Le quotient G/I" est isomorphe au groupe des rationnels dya-
diques modulo 1; pour tout élément « de G/I" on notera & le ration-
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nel dyadique de la classe o défini par 0 = @ <1 et s, I’élément
(& 0, 0) de G. Pour (a,b,c) e I' et « € G/I" on a alors

« - (a, b, ¢) = (a, b, c+ab).

La fonction 1 sur I" (resp. G/I) est limite uniforme sur tout com-
pact de fonctions continues de type positif & supports compacts,
et les hypothéses générales du § 2 sont satisfaites.

En utilisant les caractéres des éléments de [7, on voit que G/I"
agit trivialement sur I';; et de la fagon suivante sur [y,

% * Pr,0,,6, = Pr,6,,6,—%T;

Dans chaque ensemble X, 4 , les trajectoires sont les points et ont
pour stabilisateur G/I'; dans chaque ensemble X, , ol 7 est un
rationnel non nul, les trajectoires sont partout denses, donc non
discretes; si 7, est impair, leur stabilisateur est nul; si 7, est de la
forme 7;7; ol 7; est une puissance de 2 et 7;’ impair, leur stabilisa-
teur est ’ensemble des k/;, k entier. On voit qu’il n’existe aucune
trajectoire hyperdiscréte a stabilisateur nul; ’étude faite au § 5 ne
fournit donc aucune représentation irréductible normale de G.
Par contre 1’étude du § 4 fournit des représentations factorielles de
type I1,; celles qui vérifient la condition () sont de la forme =, 5
ol 7 est un nombre rationnel & numérateur impair et 6, un nombre
réel modulo 1/7,; les caractéres correspondants sont

exp (2ni(0,a+vc)) siaery,Zetb=0

T a, ba Cc) = .
v '0‘( ) { 0 sinon.

Addendum

La proposition 2 (ii) du § 1 est un cas particulier d’un résultat
récent de E. G. Effros (A Decomposition Theory for Representa-
tions of C*-algebras, th. 4.8).
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