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RIMS Kôkyûroku Bessatsu
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On the p-adic Gross-Zagier formula for elliptic curves

at supersingular primes

By

Shinichi KOBAYASHI∗

Abstract

In this paper, we explain the result and the outline of the proof of the p-adic Gross-Zagier

formula in [12] for the p-adic L-function of an elliptic curve with good supersingular redution

at p. We explain the meaning and some applications of the p-adic Gross-Zagier formula. We

also explain what kind of difficulties arise in the supersingular case, and how we overcome them

in [12]. This is an expository article of [12].

§ 1. Introduction

古典的なGross-Zagier公式とは, 適当な条件下のもとで, weight 2の楕円型保型形式
の L-関数の微分値を Heegner点の Néron-Tate高さで記述する公式である. 現在では S.
W. Zhangらによって総実体上や higher weightの楕円型保型形式に対してなど, 様々な
形で一般化されている. 一方で Gross-Zagier公式の p-進類似に関しても多くの研究がな
されている. p-進版は楕円曲線や保型形式の p-進 L-関数の微分値を Heegner点の p-進高
さで記述するものである. p-進 L-関数は, 考えているモチーフだけでなく, Zp-拡大の取
り方や素数 pの条件にも強く依存し, また p-進高さ関数に関しても同様なことがいえる.
よって複素数体上の場合とは異なり, 考えているモチーフが同じでも異なるタイプの p-進
Gross-Zagier公式が存在する. 代表的なものは Perrin-Riou (weight 2の楕円型保型形式)
や Nékovár̆ (higher weightの楕円型保型形式), 反円分拡大や肥田方向の deformationに
関しては Bertolini-Darmonらの一連の仕事がある. (Perrin-Riouや Nékovár̆は虚二次体
の任意の Zp-拡大に対して証明しているが, 反円分拡大方向は退化して 0 = 0という式に
なっていることに注意する.) これらの仕事はいずれも (good or bad) ordinaryと呼ばれ
る素数 pに関するもので, non-ordinaryな素数においては p-進 Gross-Zagier公式はどの
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ような設定でも得られていなかった. 今回紹介するのは円分 Zp-拡大に関する楕円曲線の
超特異 (supersingular)な素数 pにおける p-進Gross-Zagier公式である. これは ordinary
のときの Perrin-Riouによる公式の supersingular版である.

設定や公式を正確に述べることは次節にまわし, ここでは non-ordinaryな素点にお
いて p-進 Gross-Zagier公式を証明する動機を２つ述べたい. 一つは (複素数体上の)強い
Birch and Swinnerton-Dyer予想への応用であり, もう一つは純粋に p-進的な動機である.

まずは Birch and Swinnerton-Dyer予想 (BSD予想と略す)について簡単に思い出し
ておく. E を Q上の楕円曲線とし, L(E/Q, s)を E/Qの Hasse-Weil L-関数とする.

Birch and Swinnerton-Dyer予想

(i) ords=1L(E/Q, s) = rankE(Q).

(ii) Tate-Shafarevich群 III(E/Q)は有限で, r = ords=1L(E/Q, s)とおくとき,

Reg∞(E/Q)−1(Ω+
E)

−1
r!−1 d

r

dsr
L(E/Q, s)|s=1 =

]III(E/Q)
∏

` Tam(E/Q`)
]E(Q)2tor

.

ここで Reg∞(E/Q) は Néron-Tate height pairing から定まる regulator, Ω+
E =∫

E(R)
|ωE | は minimal model に付随する Néron 実周期, ` は E/Q の悪い素点をわ

たり Tam(E/Q`)は `での玉河数である.

上の (i)だけを BSD予想と呼ぶことも多いが, ここでは (i)を弱い BSD予想, (i), (ii)
を含めたものを強い BSD予想 (The full Birch and Swinnerton-Dyer conjecture)と呼ぶ
ことにする. また ords=1L(E/Q, s)を analytic rankと呼ぶ.

弱い予想と Tate-Shafarevich群の有限性に関しては, analytic rankが 1以下のとき
は, 古典的なGross-Zagier公式やKolyvaginの仕事などによって証明されている. しかし
強い予想に関しては analytic rankが 1以下であったとしても未解決である. analytic rank
が 0のときは, 強い予想は全ての素数において岩澤主予想が証明されれば符号を除き解決
される. analytic rankが 1のときは, 全ての素数において, 岩澤主予想, p-進高さの非自
明性および p-進 Gross-Zagier公式が証明されれば符号を除き解決される. 実際 analytic
rankが 1のときは, 古典的なGross-Zagier公式により予想の (ii)の左辺が有理数であるこ
とが示される. 一方 p-進Gross-Zagier公式と Schneiderと Perrin-Riouの結果 ([25], [20])
を使うことにより, この有理数の p-進付値が (ii)の右辺のそれと一致することが示され
る. (より正確には p-進Gross-Zagier公式により Hasse-Weil L-関数の微分値と p-進 L-関
数の微分値を比較することが可能になる. (cf. Corollary 2.3.) そして p-進 L-関数の微分
値に関する Schneiderと Perrin-Riouの結果を利用する. 微分は位相が絡む問題なので,
複素と p-進の微分値の間には a prioriには全く関係がないことに注意しておく.) このよ



On the p-adic Gross-Zagier formula 63

うな意味で, 古典的な Gross-Zagier公式と p-進 Gross-Zagier公式の関係は Beilinson予
想と Bloch-Katoの玉河数予想の関係に似ているかもしれない. 今回, 超特異素点の p-進
Gross-Zagier公式を解決できたので, これまで知られていた様々な深い結果と合わせて次
の定理を得ることができた.

Theorem 1.1. E/Qは虚数乗法を持ち, analytic rankは 1と仮定する. このとき
強い BSD予想は 2と悪い素因子と符号を除き正しい. つまり予想の (ii)において, 左
辺と右辺の商に現れる素因子は 2と E/Qの悪い素数のみである.

上の定理において虚数乗法 (CM)を持つ事が仮定されているのは, この場合は岩澤主
予想と p-進高さの非自明性が知られているからである. 主予想と p-進高さの非自明性を
仮定するなら虚数乗法を持たなくてもよい. また仮定しなかったとしても岩澤主予想に関
する加藤の結果 [10]を使えば, analytic rankが 1以下のとき (ii)の左辺と右辺の可除性を
評価することもできる. この評価は一般に Heegner点の Euler systemの議論から得られ
るものより精密である. analytic rankが 0の Q上定義された CM楕円曲線に対しては,
Rubinによる同様の結果 [23]があることに注意しておく.

今回の結果は強い p-進 BSD 予想に関しても上と同様の応用がある. Schneider と
Perrin-Riouの結果は p-進 L-関数の微分値の付値を決めていたが, unitの曖昧さは岩澤主
予想から来ており, 純粋に p-進的な方法でこの曖昧さを取り除くことは難しいように思わ
れる. p-進Gross-Zagier公式は, Heegner点というゼータ元を通じて, pとは異なる素数 q

に対して, p-進 L-関数と q-進 L-関数の微分値を結びつける. これより岩澤主予想からく
る unitの曖昧さも符号を除いて除去できる.

このように応用上, ordinary, supersingularなどの区別をすることなく, 全ての素数に
おいて p-進Gross-Zagier公式を証明することが重要であり, 悪い素数における公式も証明
されることが望まれる. 今回とは異なる設定の Bertollini-Darmonらの p-進Gross-Zagier
公式 (例えば [2])は, (bad) split multiplicative reductionをもつ素数を扱っているが, 強
い BSD予想へ応用できるのかは不明である.

次に p-進的な動機について述べる. まず一般的な注意だが, non-ordinaryな素点で岩
澤理論を行うことは, その名前からくる印象とは異なり, ordinaryの場合を特殊ケースとし
て含む, より一般的な設定のもとで議論を行うことを意味する. 使われる手法も, ordinary
のときのような特殊議論ではなく, p-進 Hodge理論などの一般論を正面から使う, より普
遍性の高いものになる. このような意味で, 楕円曲線の場合は, supersingularな素点は数
こそ少ないが, より普遍的な岩澤理論へのテストケースとしての価値が高い. 今回の結果
も ordinaryの場合を含む, より一般的な手法を使うことで解決されており, 将来的には
(ϕ,Γ)-理論などを使って higher weightな保型形式など, より広い対象に拡張できると思
われる.

non-ordinaryの場合に生じる注意すべき現象として, 様々な重要な量が p-進 de Rham
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cohomologyのHodge filtrationの splitting (filtrationの補空間)の取り方に依存するとい
うものがある. 楕円曲線の場合で言えば, de Rham cohomologyの中で, 不変微分形式が張
る部分空間に対する補空間を指定する必要がある. p-進 L-関数や p-進高さ関数などもこの
splittingの取り方に依存する. ordinaryのときは unit root spaceやGalois表現の自然な
filtrationからくる canonicalな splittingが存在するので, 暗黙のうちにそれを選んでいる
ことになっており, この現象はあまり意識されなかったことである. しかし non-ordinary
の場合は人為的に splittingをひとつ選ぶ必要がある. (p-進 L-関数などを splittingの選び
方に依存しないように定義することもできるが, それは表面的にそうできるだけであって,
この問題が本質的になくなるわけではない.) この splittingの選択の問題は, Perrin-Riou
の p-進 Beilinson予想の定式化などにも現れ, 様々な理論的な根拠から決して不自然なも
のではない. しかし実際には, この splittingの取り方が本質的に絡む問題や予想に関して,
確定されている non-trivialな事実はほとんどなく, 今回の結果は重要な例を与えると思わ
れる.

§ 2. 主結果

E をQ上の楕円曲線とし, Z上のminimal Weierstrass modelをひとつ固定する. ま
た ωE をこのモデルから定まる Néron differeintialとする. 次の条件を満たす虚二次体K

を考える.

(Heegner 条件) E/Qの導手 N を割る素数 lはK で split する.

この条件を課すとEをKまでbase changeしたE/KのHasse-Weil L-関数L(E/K, s)
の関数等式の符号は常に−1になる. BSD予想を認めると関数等式の符号はMordell-Weil
rankの偶奇と一致するので, これは E(K)の階数が常に奇数であることを意味する. 1 特
にこれから E(K) に常に無限位数の元が存在することが期待されるわけである. 実際,
Heegner点という E のK-有理点を構成する方法が知られている. それを簡単に思い出し
ておく.

Heegner条件より, Kの整数環OKでのイデアル分解 (N) = NN ∗でOK/N ∼= Z/NZ
となるものが取れる. このとき次数 N の cyclic isogeny

zH = (C/OK → C/N−1)

を考える. K のHilbert類体をH とおくと, CM理論により zH はmodular curve X0(N)
の H-有理点を定める. (ここでは具体的に cyclic isogenyを 1つ選んだが, ぴったり OK

でCMをもつ楕円曲線間のN 次 cyclic isogenyなら何でもよい.) 次にHeegner点 zK,E ∈
E(K) ⊗ Qを

zK,E = TrH/K π(zH) ⊗ c−1
π ∈ E(K) ⊗ Q

1近年 Nékovár̆ [16] や Dokchitser 兄弟 [8] らにより, p-Selmer 群の階数の偶奇と関数等式の符号 (root
number) が一致することは, かなり一般的な代数体上の楕円曲線に対して証明されている.
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で定義する. ここで π : X0(N) → E は Q上の勝手な modular parametrizationで cπ は
π の Manin定数である. 2 トレース TrH/K は Gal(H/K)の作用から定まる E(H)から
E(K)へのものである. zK,E は πの取り方によらず, その高さは zH を構成するのに使っ
た isogeny の取り方によらない. このとき古典的な Gross-Zagier公式は次で与えられる.

Theorem 2.1 (Gross-Zagier [9]). Heegner条件を仮定する. このとき

d

ds
L(E/K, s)|s=1 = u−2 ΩE/K 〈zK,E , zK,E〉∞,K .

ここで u = ]O×
K/2であり, 〈 , 〉∞,K は E/K の Néron-Tate height pairing. また

ΩE/K =
1√
|dK |

∫
E(C)

ωE ∧ i ωE =
2√
|dK |

× (E(C)の格子の基本領域の面積).

特にHeegner点が無限位数であることと analytic rankが 1であることは同値である.

[9]では dK は偶数と仮定されているが, 現在では [7]などによって dK が奇数の場合
にも示されていることに注意しておく.

次に p-進Gross-Zagier公式について説明する. Qの代数閉包QのCとCpへの埋め込
みを固定しておく. pをE/Qのよい素数とする. αをE/Qの p-Euler 因子X2 − apX + p

の許容根とする. つまり apが p-進単数なら αは p-Euler因子の unit rootとし, p|apなら
αは２つの根のどちらでもよい. apが p-進単数であることとE/Qpが ordinary reduction
を持つ事は同値であることに注意しておく.

Lp(E/Q, α, s)を E の Q上の円分 p-進 L-関数とする. これは適当な “大きさ”3をも
つ変数 s の p-進解析関数で, p-冪導手をもつ even な Dirichlet 指標 χ に対し, 代数的数
L(E/Q, χ, 1)/Ω+

E を p-進的に補間することで構成されるものである. 一般に虚二次体 K

上の楕円曲線あるいは保型形式の p-進 L-関数は知られていないが, 今考えているのは Q
上定義されたものの base changeなので, E/K の p-進 L-関数を次のように定義するのは
自然であろう.4

Lp(E/K,α, s) := Lp(E/Q, α, s)Lp(Eε/Q, ε(p)α, s)
Ω+

EΩ+
Eε

ΩE/K
.

ここで εはK/Qに伴う 2次指標で, Eε は E の εによる quadratic twistである. Hasse-
Weil L-関数はK 上に base changeするとQ上のものの積になるが, 周期の方はそうなる
とは限らないので, 右辺でK 上の周期への取り替えを行っている.5 このとき p-進Gross-

2E を isogeny で取り替え, π をうまく選べば cπ = 1 であることが予想されている.
3岩澤関数として定まる冪級数の大きさ (係数の分母の増大度), または対応する p-進 distributionの大きさ.
4実はこのように定義するのは便宜上以上に本質的な理由がある. これについては §3 を参照.
5p-進 L-関数を周期を使わないで定義する方法もある. cf. [13].
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Zagier公式は次で与えられる.

Theorem 2.2 (ordinary: [18], supersingular: [12]). Heegner 条件および dK は
evenを仮定する. また pはK で splitすると仮定する. このとき

d

ds
Lp(E/K,α, s)|s=1 = u−2

(
1 − 1

α

)2 (
1 − 1

ε(p)α

)2

〈zK,E , zK,E〉p,K,α.

ここで 〈 , 〉p,K,α は E/K の円分 p-進 height pairingで E の Dieudonné加群のフロ
ベニウスの α-固有空間に対応するものである.

Remark. 1. §1で述べたように, non-ordinaryのときは p-進 L-関数も p-進 height
pairingも p-進 de Rham cohomologyの Hodge filtrationの splittingの選び方に依存す
る. このことは上では p-進 L-関数と p-進 height pairingがともに αに依存するという形
で現れている. supersingularのときは αの選び方が２通りあり, それらに対する上の公式
を使うことで, 他の splittingに関する公式も導くことができる. 例えば主予想を仮定すれ
ば [1]の Conjectureが符号と悪い因子を除いて証明できる.

2. pが supersingularなときや, CM楕円曲線の場合は, 定理において pはK で inert
していてもよい. dK は奇数でもよい. ただし証明においては pがKで splitする場合が本
質的である. inertな場合はQ上の full p-進 BSD予想などを経由することにより, splitな
場合に帰着できる. その際, p-進高さの非自明性が必要になる. (以下の Remarkを参照.)
しかし pが inertな場合を直接示すことは p-進的に非常に興味深い問題のように思える.

Corollary 2.3. E/Qの analytic rankは 1とする. Regp,α(E/Q)を p-進 height
pairing 〈 , 〉p,K,α から定まる p-進 regulatorとする. このとき E/Qが虚数乗法をも
つか, pで good supersingular reductionをもつならば, Regp,α(E/Q) 6= 0で,

L′(E/Q, 1)
Reg∞(E/Q)Ω+

E

=
(

1 − 1
α

)−2 L ′
p(E/Q, α, 1)

Regp,α(E/Q)
.

特に (上の条件をみたす)素数 p, qに対して, 強い (複素)BSD予想, 強い p-進 BSD予
想, 強い q-進 BSD予想は全て同値である.

この系の証明は, Regp,α(E/Q) 6= 0以外は, Waldsprugerの結果を使ってL(Eε/Q, 1) 6=
0となる虚２次体K で p-進Gross-Zagier公式の仮定を満たすものを取り, K 上の Hasse-
Weil L-関数と p-進 L関数をともに Q上のものの積として書いて比較することで直ちに
示される. Regp,α(E/Q) 6= 0については次の Remarkを参照.
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Remark. Néron-Tate height pairingは非退化であることが知られているが, p-進
height pairingの非退化性に関しては知られていることは少ない. p-進 height pairingは
Zp-拡大の取り方にも依存するが, 反円分拡大の楕円曲線の p-進 height pairingは退化する
こともあり, Néron-Tate heightのときの素直な類似が成り立つと考えてよいわけでもな
い. 円分 Zp-拡大に関しては, 楕円曲線の p-進 height pairingはどんなHodge filtrationの
splittingに対しても非退化と予想されているが, この問題は Leopoldt予想と同じかそれ以
上の難しさを持っていると推測されている. 非退化性を問う以前に,そもそもMordell-Weil
rankが 1以上のとき, p-進 height pairingが恒等的に 0ではないという非自明性の問題も
解決されているわけではない. (もちろん今回関心のある階数 1の場合に限定すれば, 非退
化性と非自明性は同じことである.) 非自明性は pが good supersingularな素数なら, 楕
円曲線の形式 logが non-torsionな点で 0でないことに帰着できるので, 比較的容易に示
すことができる. 6 (supersingularなら α /∈ Qp という事実が効く.) また CM楕円曲線の
ordinaryな素点に対しては, Bertrand [3]により Brumer-Bakerに端を発する p-進超越数
論を使うことで非自明性は示されている. 悪い素点や CMでない楕円曲線の ordinaryな
pについては未解決である.

この節の終わりに, 主結果を証明するために必要な height 2の formal group に対す
る新しい型の Coleman冪級数論についても述べておく. 古典的な Coleman冪級数論は,
Lubin-Tate拡大の単数群の norm compatible systemを整係数冪級数で補間する理論で
ある. (cf. [5]) 現在では Coleman冪級数論の様々な一般化が知られているが, 代表的なも
のは, Perrin-Riouによる局所 p-進表現の p-冪円分拡大に関する Galois cohomologyの中
の norm compatible systemを補間する形での一般化であり, 岩澤主予想の定式化におい
て重要な役割を果たしている. (cf. [21], [22].) これまでの一般化で特徴的なのは, ゼータ
元からなる norm compatible systemを p-進 L-関数に変換する役割をもっていることで
ある.

様々なモチーフに対し, 大域的な norm systemあるいは Euler systemを構成するこ
とは未解決の大問題で, 一旦存在が示されれば著しい応用があることが知られている. これ
に対し Perrin-Riouによって, 局所体上ではある種の Euler systemとも言うべきものが一
般的に構成できることが知られている. 正確には局所体の crystalline表現の Bloch-Kato
のH1

f の p-冪円分族の中に, corestrictionに関して p-Euler 因子的関係をもつシステムを
構成できる. Qp 上の超特異還元をもつ楕円曲線 E でいえば, E(Qp(ζpn))の点 cn で

(2.1) Trn+1/ncn+1 − apcn + cn−1 = 0

という関係式を満たす局所点の族 (cn)n を構成できる. ここで Trn+1/n は E(Qp(ζpn+1))
から E(Qp(ζpn)) への楕円曲線の和に関するトレースである. このような局所点の族は
Perrin-Riou mapの構成や [19], [11]で本質的な役割を果たしている. また p-進 L-関数

6p-進高さの定義や構成には様々な流儀があり, [1] の流儀ならこの帰着は明らかである. しかし p-進 Gross-
Zagier 公式の証明に必要な構成はまた別のものである. 異なる流儀の p-進高さの比較は自明ではない. 特
に supersingular の場合は Néron流の局所高さの特徴付けがないので, 一意性を利用した比較はできない.
実際 splitting の取り方で無限の可能性がある. この比較に関しては [12] を参照.
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はこのような局所的な Euler systemとゼータ元からなる大域的な Euler systemのずれ
を測る関数としても解釈できる. (cf. [11].) 円分方向ではないが, higher orderに関する
Heegner点のシステム (Heegner点の Euler system)もこのような関係式を満たすことが
知られており, 様々な仕事において重要な役割を果たしている. (最近では [4]など.) 今回
の仕事においても, p-進高さの p-local termの計算において, Heegner点からなる (2.1)を
満たすシステムが重要な役割を果たす.

今回定式化した新しい Coleman冪級数論は, (2.1)を満たすシステムを整級数冪級数
で補間する理論である. ただし古典的な場合とは異なり, (2.1)を満たす全てのシステムが
補間できるわけではない. 補間可能なシステムを admissibleと呼ぶことにすると, この理
論の主結果は, (2.1)を満たすシステムが admissibleになるための必要十分条件を与える
ものである. これを使うと Heegner点のシステムは admissibleになることが示され, p-進
高さの p-local termの計算に用いることが可能となる. admissible norm systemのなす
集合は岩沢代数上自由で階数 1であることが p-進高さの計算上重要である. 以下でこの
Coleman冪級数論の主結果を述べる.

Eを good supersingular reductionをもつQp上の楕円曲線, Ê をEのZp上の smooth
modelに付随する形式群, logÊ を Ê の形式 logとする. $を Zpの uniformizerとし, F$

を$に付随する高さ 1の Lubin-Tate形式群とする. また

[$]($n) = $n−1, $0 = 0, $1 6= 0

となるF$ の$-分点のシステム ($n)n をひとつ固定する. ここで [$]はF$ の$倍写
像である. W を標数 pの perfect fieldのWitt環, K0をW の商体とし, σをW のフロベ
ニウスとする. K∞ = ∪nK0($n)とおき, Λ = W [[Gal(K∞/K0)]]とする. mn をW [$n]
の極大イデアルとし,

Trn+1/n : Ê (mn+1) −→ Ê (mn)

を Ê の和に関するトレースとする. また

PX = {f(X) ∈ K0[[X]] | f ′(x) ∈W [[X]], f(0) ∈ pW}

とおき, ϕをPX に
ϕ(

∑
anX

n) :=
∑

aσ
n([$]X)n

で作用させる. また ψ を ϕ に関するトレース作用素とする. つまりPX の σ−1-linear
mapで

ψ ◦ ϕ = p, ϕ ◦ ψ(f) =
∑

[$]ρ=0

f(X ⊕F$
ρ)

を満たすものとして特徴づけられる写像である. (和はF$ のすべての $-分点 ρをわた
り, ⊕F$ はF$ の足し算である.)
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Theorem 2.4 ([12]). 次の関係式を満たすシステム (cn) ∈
∏∞

n=0 Ê (mn)を考える.

(2.2) Trn+1/ncn+1 − apcn + cn−1 = 0.

このとき, このシステムが admissible, すなわち, ある f(X) ∈W [[X]]で

fσ−n

($n) = cn

を満たすものが存在するための必要十分条件は, (十分大きな)全ての nに対し

cpn+1 ≡ cn mod pW [$n+1]

が成り立つことである. ただし集合として Ê(mn) = mn より cn をW [$n]の元とみ
なしている. 上の f は

(ψ − ap + ϕ) logÊ (f) = 0, f(0) ∈ pW

を満たし, 逆に任意の admissible norm systemは, このような f から$nでの値とし
て得られる. また admissible norm systemのなす集合は Λ-moduleとして自由で階
数 1である.

最近, 上の結果は太田和惟氏によって, 不分岐な base上の有限高さの n-次元形式群
に対して一般化されたことに注意しておく. (cf. [17].)

§ 3. 証明の概略

この節では主結果である p-進 Gross-Zagier公式の証明の概略を述べる. 話の見通し
をよくするため, ここでは ordinaryと supersingularに共通の部分を中心に解説し, super-
singularの場合に特有な現象は次節に詳しく解説することにする.

Gross-Zagier公式は p-進を含め様々な一般化がなされているが, 知られている証明の
方針は本質的に唯一つである. その方針は, まず L-関数の微分値を知っている保型形式と
Heegner点の高さを知っている保型形式を構成する. 次にそれぞれのフーリエ展開を独立
に (長く大変な)計算をしてみると, 理由はわからないが, 一致することがわかる. そして
この保型形式の楕円曲線 E に対応する newform f の部分 (実質的に f との Petersson内
積)をみると, 微分値と高さの関係が導かれるというものである. 普通の公式ならば, 仮に
左辺と右辺を独立に計算することで証明したとしても, 計算過程で両者の間のなんらかの
赤い糸を感じることができるものである. しかし Gross-Zagier公式の証明に関してはそ
のような事は全くない. これがこの公式の深さを物語っているとも言えるが, 大きな不満
点でもある. この不満点を解消すべく様々な努力がなされているが, 未だに十分な成果は
ないようである.
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Perrin-Riouによる ordinaryな素点 pにおける p-進Gross-Zagier公式の証明では, 次
の２つの p-進保型形式を構成し, フーリエ展開をそれぞれ計算し比較する.

(i) Heegner点の p-進高さを知っている p-進保型形式 F

(ii) p-進 L-関数の微分値を知っている p-進保型形式 G

その結果, Hecke作用素を使って p-Euler因子を抜くような操作で変形すると, F とG

の fα(τ) = f(τ) − pα−1f(pτ)に対応する部分 (雑にいえば fα との Petersson内積)が一
致することがわかる. (Upfα = αfαに注意.) これから p-進Gross-Zagier公式が得られる.

supersingularのときも F , Gの構成も含めて基本的にはこれと同じ方針であるが, F
のフーリエ展開の計算に関してはより本格的な p-進の理論が必要になり, Gに関しては
ordinaryのときには現れなかった本質的に新しい現象を克服する必要がある.

F の構成

F の構成は複素数体上の Gross-Zagierによるものの素直な p-進類似である. F はま
ず形式冪級数

F :=
∑

σ∈Gal(H/K)

∞∑
m=1

〈zH , Tmz
σ
H〉p,α q

m

として定義される. Tmはm次Hecke作用素. ここに現れる p-進 height pairing 〈 , 〉p,αは
X0(N)/H のもので, p-進 de Rham cohomology (crystalline cohomology)の filtrationの
splittingとしては, Eに対応する部分がフロベニウスの α-固有空間から来るものと一致す
るように取っておく. (大域的)p-進 height pairingはヤコビアンへの埋め込み X0(N) →
J0(N), x 7→ (x) − (∞)により J0(N)上のものともみなせ, 上式の Hecke 作用素 Tm は
EndJ0(N)の元としての作用とも見なせる. F は上で形式的な冪級数として定義された
が, このことからHecke algebra上の p-進数に値をもつQ-線形写像から自然に得られる級
数となり, 実際にある p-進保型形式の∞-cuspでの q-展開になっていることがわかる. こ
れは形式的な議論で, 古典的な Gross-Zagier公式の証明におけるものと同じである. (cf.
[9], Chapter V, §1.)

この F の定義は少し唐突な気もする. しかし古典的な Gross-Zagier公式の証明と同
様に, S2(Γ0(N))の正規化された newform g =

∑
am(g)qmに対し, 因子類 (zH)− (∞) ∈

J0(N)(H) ⊗ Qの g-partを zH,g とかくと,

F =
∑

g: new

〈zK,g, zK,g〉p,α g + old form

という形に書ける. (これはheight pairingのGalois不変性および zK,g :=
∑

σ∈Gal(H/K) z
σ
H,g

と TmzH,g = am(g)zH,g からただちにわかる.) よってEに対応する newformを f とする



On the p-adic Gross-Zagier formula 71

と, 上の分解において F の f -partの係数が知りたい heightである. (この係数は F と f

の Petersson内積として取り出せる.) 逆にいうと, F は各 newformごとに知りたい高さ
を係数において構成される母関数である. 各 newformごとに調べるのではなく, 母関数化
することで, Heegner点や Hecke作用素の幾何学的あるいはmoduli解釈的な考察を可能
にしていることが Gross-Zagierの証明の大事なアイデアのひとつである.

F のフーリエ展開の計算

F のフーリエ展開の計算は Heegner点の p-進高さの計算に他ならない. これは古典
的な Gross-Zagier公式の証明と同じく, 局所高さへの分解

〈 , 〉p,α =
∑

v:有限素点

〈 , 〉p,α,v

を使って, 各局所項を計算することで求められる. ここで 〈 , 〉p,α,v は有限素点 vにおけ
る局所 p-進高さである. 局所項の計算は vが pを割るかどうかでまったく異なる.

v - pのときは, 古典的な Gross-Zagierの計算に帰着.

v - pのときは幾何学的な状況で, 本質的に v での局所高さは Néron-Tate高さでも
p-進高さでも大差ない. αにも依存しない. つまり両者とも本質的に arithmetic surface
X0(N)/OHv 上の交点数 ( , )X0(N)/OHv

である:

〈 , 〉∞,v

log Nv
=

〈 , 〉p,α,v

logp Nv
= −( , )X0(N)/OHv

.

(最初の pairingは vでの局所Néron-Tate高さ. NvはOHv の剰余体の位数.) とくに v - p
のときは Gross-Zagierのオリジナルの計算をそのまま借用できる. v|pのときは状況が
まったく異なり, p-進局所高さと Néron-Tate局所高さの間に直接の関係はない.

v|pのときの局所 p-進 height pairing 〈zH , Tmz
σ
H〉p,α,v は本質的に 0.

もう少し正確に言うと, 〈zH , Tmz
σ
H〉p,α,v の fα(τ) = f(τ)− pα−1f(pτ)に対応する部

分が 0になることが示される.7 ここで supersingularなときはHodge filtrationの splitting
として α-eigen spaceを取っていることが決定的な役割を果たす. ordinaryのときは, あ

7ただし局所高さを考えている場合は, height pairing は因子類ではなく因子そのものに依存するので, fα-
部分という概念自体にある種の正当化が必要である.
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る種の有界性が重要な役割を果たす. ordinaryのときの height pairingがもつこの有界性
は Hodge filtrationの splittingとして unit root spaceを選ぶことと関連している.

主結果の中で pが K で splitすることを仮定していたが, それがここで重要になる.
証明の中で技術的に使われるだけでなく, 0 という結論自体に効いているように思われ
る. 実際古典的な場合とのアナロジーを考えると, vでの Néron-Tate局所 height pairing
〈zH , Tmz

σ
H〉∞,v は, vがK で splitしていると実質的に 0であり, inertな vと無限素点に

おける寄与のみが本質的であった.8

v|p のときの Heegner 点の p-進局所高さの計算は技術的に最も困難な部分である.
disjoint supportをもつときのNéron-Tate局所 height pairing 〈zH , Tmz

σ
H〉∞,vが, splitな

vではDeuringの liftの理論からただちに 0であることが示されたこととは対照的に思わ
れる. しかし p-進高さの p-局所項の計算は, Green関数を使った無限素点でのNéron-Tate
局所高さの計算の類似という見方もできるので,計算が複雑なのはそれほど不思議なことで
はない. 実際 v|pでの局所 p-進高さ関数は p-進テータ関数と p-進 logの合成としても書け
るので, Green関数の p-進類似とも思える. しかし今回の計算は無限素点でのGross-Zagier
の計算の類似を辿るわけではなく, 非常に p-進的なものである.

p-局所項の vanishingを示す基本原理は以下のものである.

Lemma 3.1. a ∈ Q×
p に対して

a ∈ NQp(ζpn )/Qp
Qp(ζpn)× =⇒ logp a ≡ 0 mod pn.

この補題は局所類体論と pが p冪円分拡大の universal normで logp p = 0という logの
枝を取っていることからただちにわかる.

この補題より, v|pでの局所 p-進高さを logpNHv/Qp
(z0) (z0 ∈ H×

v )という形に書い
たとき, z0が任意の nに対しHv(ζpn)×からのノルムになっていることを示せばよい.9 こ
れを示す鍵は, p-進高さの norm systemを使った構成法である.

ordinaryのときは, universal norm (Zp-拡大の全ての n-th layerからのノルムになっ
ている元) という岩澤理論においては古くからよく知られた研究対象があり, それを用い
た p-進高さの構成法も知られていた. (cf. [24].) ordinaryのときの特徴は, 様々な対象が
ある種の有界性を持つことである. (例えば p-進 L関数は ordinaryのときは整係数冪級
数と思うことができるに対し, non-ordinaryのときは分母を許す logのような関数になっ
ている.) p-進高さも ordinaryのときは Zp-拡大の方向に関して有界性をもつ. もう少し
具体的に言うと, Hv 上の局所高さと n-th layer Hn,v 上の局所高さの関係をつけるために

8pが K で inertなときに v|pにおける Heegner点の p-進局所高さを計算することは, p-進的に非常に興味
深い問題のように思われる. これは ordinary のときにも計算されておらず, split する場合と計算の質が本
質的に異なる可能性がある.

9円分 p-進局所高さは, その定義から logp NHv/Qp
(z0)という形である. 円分拡大に付随する p-進高さとい

うことと logp p = 0 という log の枝を選ぶことが対応している.
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基本的に分母が不要である. これよりノルム構成法と (高次) Heegner点からなる norm
compatible systemを使って計算すると, 分母を許すことなく, z0 を Hv(ζpn)× ⊗ Qでは
なく, Hv(ζpn)× からのノルムと思えるので, 上の補題を利用できる.

supersingularのときは universal normは存在しないので, (2.2)をみたす admissible
な norm systemを使う. p-進高さの構成は, Nekovár̆などによって non-ordinaryなとき
にも知られているが, norm systemを使った p-進高さの構成は, 楕円曲線の場合の Perrin-
Riouによる構成 [19]以外は知られていなかった. またその Perrin-Riouによる構成も整
備が十分とは言えず, 今回の計算にそのままの形で利用できるものではなかった. そこで
§2で述べた Coleman冪級数論を使って Perrin-Riou の構成を整備し直し, 今回の計算に
利用できる形にした. この refineされた構成法と (2.2)をみたす Heegner点の admissible
norm systemの存在により, 上の補題を利用できる形にして vanishingを示すことができ
る.10 ただし supersingularのときは分母は有界にはならないので, よりシビアな評価をす
る必要がある. たとえばHodge filtrationの splittingを正しく選ばないと, n-th layerから
のノルムであることを示すのに, 分母に αnが必要となり, さらに後述の肥田の projection
を使って fα-部分を取り出すときにまた分母に αnが必要になるので, 結局 pn程度の分母
が必要になり, 上の補題は役に立たなくなる. 正しい splittingを選べば, n-th layerから
のノルムであることを示すのに分母が不要となり, fα部分を取り出すと最終的には αn程
度の分母ですむので, 補題から vanishingがでる.

Gの構成とフーリエ展開の計算

Gの構成は, まず p-進modular formの空間に値をもつ Z×
p 上の p-進 Eisenstein mea-

sure dΦを構成する. これには古典的なGross-Zagier公式の証明と同様に, Eisenstein級数
とテータ関数の convolutionを使う. (テータ関数はKに付随してできるもので, Eisenstein
級数は Rankin-Selberg法の unfoldingと関連するものを使う.) 11 そしてこの dΦを使っ
て Gは

G =
d

ds

∫
Z×

p

〈x〉s−1dΦ|s=1 =
∫

Z×
p

logp〈x〉dΦ

で定義される. ここで

〈 〉 : Z×
p = (Z×

p )tor × (1 + 2pZp) −→ 1 + 2pZp

は自然な射影である. Gのフーリエ展開の計算は, 本質的に古典的な Eisenstein級数の
フーリエ展開やある種の Trace operatorの明示的計算に帰着される. 従って計算は特に

10ここは実は技術的に間違いやすい所である. Heegner点のシステムは pがK で splitするときは Qp のある
ramified extensionの中に住んでおり, p冪円分拡大方向に住んでいるわけではない. 補題において, 単数部
分に関するノルムの像は Qp のどの deeply ramified extensionを選んでも本質的に同じだが, uniformizer
部分は, p冪円分拡大では pが universal normであるという事実と logp p = 0という枝を取っていること
が効いている. よって Heegner点のシステムを利用して補題を使うときは, uniformizer部分の処理に関し
て注意が必要である. [15]の II (5.6)の Propositionの証明はこの点に誤りがある. 修正には uniformizer
部分の処理に関して, [18] の Lemme 5.5 に相当する議論が必要である.

11より正確には p-冪方向にレベルを動かした様々な Eisenstein 級数とテータ関数を使う.
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p-進的なものでもなく, 長いが標準的である. 実際にはすべてのフーリエ展開を計算する
必要はなく, p-Euler因子的なものを除去することにより p-進的に複雑なものを取り除き,
標準的な議論ですむ部分だけを計算する. 結果としては, Gの古典的なGross-Zagier公式
の証明における対応物であるG∞のフーリエ展開において, 無限素点からの寄与に対応す
る部分12を取り除き, 実数の logを p-進 logにしたものが出てくる.

このようにして作られた Gと p-進 L-関数の微分値を結びつけるためには, Rankin-
Selbarg法を p-進的に行う. しかしこの過程で ordinaryか supersingularかで状況の複雑
さがまったく異なってくる. ordinaryのときは Up-作用素の極限である肥田の ordinary
projection

e := lim
n→∞

Un!
p

を用いるとGとEの p-進L-関数の微分値が素直に結びつく. これを説明するために, 古典
的な Gross-Zagier公式の証明における L-関数の微分値を知っているmodular form Ghol

∞
の構成について少し思い出しておく.

最初の step は, Eisenstein 級数と Theta 関数の convolution を使って, L-関数の微
分値を知っている実解析的な modular form G∞ を作る. 上の p-進的 modular form G

は, Ghol
∞ ではなく, このG∞の p-進類似物である. Ghol

∞ はG∞に, Strumの holomorphic
projectionを行うことで G∞ の正則化として構成される.

p-進世界において, この Strum の holomorphic projection に相当するのが肥田の
ordinary projection eである. この eの最も大切な性質は, レベルが p∞N の p-進modular
formを,その基本性質をあまり変えることなく,レベルを pN まで自然に落とすところにあ
る. Eisenstein measure dΦの定義は, step functionの積分値として, 古典的な Eisenstein
級数とテータ関数の convolution を指定することで得られていた. しかし dΦ による関
数 logp〈x〉 の積分である G は, logp〈x〉 を step function で p-進近似することで, 古典的
な form の p-進的極限として, レベルが p∞N の p-進 modular form として構成される.
Rankin-Selberg法を使うためには, Gと楕円曲線Eに対応する newform f とのPetersson
内積を取らなければならないわけだが, Petersson内積は複素解析的な操作であるから, レ
ベルが p∞N の form G に対して Petersson 内積を取ることはできない. しかしながら
ordinary projection eを使って, eGを考えると, eGはレベル pN の formであり, 古典的
なQ-係数 modular formの空間を代数的にQpまで係数拡大した空間に入っている. 従っ
て p-進的な極限操作が絡まないので, Petersson内積を自然に拡張することができ, eGと
f との内積を考えられるようになる. そして実際にこの内積が Rankin-Selberg法により
計算され, E の p-進 L-関数の微分値になることが示される.

superingularのときは ordinary projection eは non-ordinary部分を消してしまうの
で単純にはいかない. eは Up-operatorの極限であったが, Up は fα には α 倍で作用す
るので, Up を一回施すごとに α で割る必要がでてくる. ただし分母をつけてしまうと
congruenceが悪くなり p-進的な張り合わせがうまくいかなくなる. 特に Gに関しては分

12正確にはフーリエ展開の項のうち, Heegner 点の無限素点における局所高さと対応する項
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母の出方が激しく, いわゆる admissibleという状況にならないので, Gの微分と p-進 L-
関数の微分が単純には結びつかない. これについては次節で説明する.

§ 4. 超特異素点の場合

前節の説明をまとめると超特異素点の場合の問題点は次にようになる.

(i) non-ordinaryな素点における p-進高さ関数の norm構成法の整備.

(ii) p-進保型形式 Gと楕円曲線 E の p-進 L-関数の微分値を結びつけること.

(i)は新しい Coleman理論と関連し, Heegner点のシステムを利用できる形に整備す
る必要があった. この部分と実際にHeegner点のシステムを使って p-進高さの p-局所項を
計算する部分は, 今回の証明の中で最も複雑でかなり巧妙な計算も含んでいるところでは
あるが, 基本的には技術的な問題であるので, 詳細は前節での説明程度にとどめることにす
る. non-ordinaryな素点でも p-進高さの定義は (複数)知られていたが, 主に予想の定式化
に使われるだけで, p-進高さを本当にシビアに計算しなければならない状況は生まれてい
なかった. 深い計算のためには non-ordinaryな素点においても, p-進高さの norm構成法
が不可欠である. 今回は Fontaineの p-divisible群の理論, 本田理論, Perrin-Riouの理論
などを使って, 楕円曲線の場合を中心に必要最低限の整備を行った. しかし non-ordinary
な素点に関して higher weightの楕円型保型形式の p-進 Gross-Zagier公式を証明しよう
とすれば, 一般のガロア表現に対して, p-進高さの norm構成を (ϕ,Γ)-理論などを使って
整備していくことが必要不可欠なように思われる. これは今後の課題である.

(ii)に関しては前節で説明したように, ordinaryのときは, Gに肥田の ordinary pro-
jection eを施した後, Eに対応する newform f との Petersson内積をとれば, それがEの
p-進 L-関数の微分値を与えていた.

supersingularのときは, Up-operatorの極限 eを素直に取るわけにはいかないが, 次
のように考えるのが自然である. Gは Eisenstein measure dΦを使って,

G =
∫

Z×
p

logp〈x〉dΦ

と表されていた. ここで Riemann和

Gn =
∑

a∈(Z/pnZ)×

logp〈a〉
∫

a+pnZp

dΦ

を考えると Gは mod pn で Gn と合同で, Gn は本質的に p-進極限操作を含まない, 古典
的な Eisenstein seriesと theta 関数の convolutionである. よってGnに Upを有限回施し
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た後, E に対応する newform f との Petersson内積を取ることで, E の p-進 L-関数の微
分値を近似できるのではないだろうか？残念なことに答えは Noである. Gn はレベルが
p2nN のmodular formになるので, Upを 2n回施す必要があり, よって α2nの分母, つま
り pnの分母が必要になる. したがってGnは Eisenstein measureのレベルではGを近似
するが, Gの “fα-部分”13 はGnの fα-部分では近似されない. このように肥田の ordinary
projection eを修正したとしても, non-ordinary部分には p-進的に連続に作用しないこと
が大きな問題である. 今まで supersingularな素点で p-進Gross-Zagier公式が証明されな
かった一つの要因がここにあるように思われる.

実をいうと, そもそもGと結びつけたい Eの p-進 L-関数自体が, supersingularなと
きは, 虚二次体K上では性質のよいものではない. そしてこの問題と肥田の projectionの
問題は密接な関係があるので, まずはこれについて説明する.

通常 p-進 L-関数は criticalな点における補間公式で特徴づけることにより定義され
る. 補間する冪級数の大きさと補間される criticalな点の数やそこにおける特殊値の間の
合同関係の強さには密接な関係がある. 一般に ordinaryなモチーフのときは特殊値の間
に強い p-進合同関係が存在すると考えられ, 特殊値は p-進整数係数の冪級数で補間され
ることを期待する. non-ordinaryのときは合同関係が弱く, 整数係数ではなく対数関数の
ような非有界な分母をもつ級数で補間されることを期待する. しかし非有界な分母をもつ
級数には様々な種類があるので, 分母の出方が激しすぎる (“大きい”)冪級数を使うと, な
んでも補間できてしまうかわりに一意性がなくなり, 興味深い関数ではなくなる. 逆に分
母の出方が緩すぎればそもそも補間できなくなってしまう. したがって p-進 L-関数を定
義するためには, 補間する冪級数の適切な大きさを指定することが重要である.14 例えば
Q上の楕円曲線の supersingularな素点での p-進 L-関数に対しては, 分母の出方が対数関
数より真に小さい冪級数の中で補間することになっており, 実際には logの半分程度の大
きさの冪級数で補間されることが知られている. 重さ kの楕円型保型形式の場合は logの
k − 1乗より真に小さい冪級数の中で補間することになっており, 楕円曲線のときよりは
大きいわけだが, その分より多くの補間式を要求する.15

さて K 上の楕円曲線の (円分)p-進 L-関数に話を戻すと, それは定義より (あるいは
仮にどのような定義をしたとしても結果として) ２つの Q上の楕円曲線の p-進 L-関数の
積なので, K 上で supersingularなときは logと同程度の大きさの冪級数で補間されるこ
とになる. 実はこの大きさは criticalな Dirichlet characterによる twistの値たちだけで
は特徴づけられない大きさである. これよりLp(E/K,α, s)の定義は ad-hocにできたも
のの, 補間式で特徴づけられない関数となってしまっている. p-進 Gross-Zagier公式の証

13Gは p-進極限を取った後にできるものなので, そもそも一般に fα-部分という概念が定義されない. しかし
ながら Gは F と本質的に一致し, F は levelが N なので, Gの fα-部分は, F の fα-部分とすることで意
味を持つ.

14Perrin-Riou による一般のモチーフに対する p-進 L-関数の枠組み (p-進 Beilinson 予想, cf. [22], [6]) で
は, non-critical な点を含めた大量の補間式を要求することで, H∞ という単位開円盤上の収束冪級数環の
中で (岩澤関数として)p-進 L-関数をさがすことになっている.

15重さ k のときは, s = 1における Dirichlet twistの値だけでなく, 全ての criticalな点 s = 1, 2, . . . , k − 1
における Dirichlet twist の値を補間することを要求する. ordinary なときは s = 1 における twist の値
のみでも特徴づけ可能になり, 他の s = 2, . . . , k − 1 における補間式は自動的に満たされる.
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明においては, Eisenstein measure dΦから Rankin-Selberg法で p-進 L-関数を構成する
ことが crucialだったわけだが, 特徴づけを持たないという事実は, このような構成の困難
さと困難さを克服したとしても我々のLp(E/K,α, s)と一致するのかわからないことをほ
のめかしている. そもそも微分値は補間式の外にある量なので, p-進 L-関数の一意性の問
題と切っても切り離せない関係にある.

今回考案したこの問題を解決する方法は, 次のような単純な 2変数関数を考えること
である.

Lp(E,α, s, t) := Lp(E/Q, α, s)Lp(Eε/Q, ε(p)α, t)
Ω+

EΩ+
Eε

ΩE/K
.

この関数は sか tのどちらかを固定すると, Q上の p-進 L-関数となっているので, 対数関
数の半分程度の分母の出方となり, criticalな点での特徴づけが可能になる. ２変数に広
げることで, 縦方向や横方向への変形の具合から, 知りたい対角方向の関数を特徴づける
わけである. これ以外の方法でも特徴づけられるかもしれないが, この方法のひとつの利
点は我々のLp(E/K,α, s)との関係が明らかなことである. 我々のLp(E/K,α, s)の定義
は ad-hocではあったが, 強い BSD予想への応用においては, この定義における積表示は
crucialである.

さてGと p-進 L-関数の微分値を結びつける話に戻す. 今述べた p-進 L-関数の２変数
化からアイデアを得て, 全てを２変数化して考える. Gは１変数 Eisenstein measure dΦ
から作られていたが, supersingularのときを扱えるように２変数 Eisenstein measure dΨ
を構成し, その対角方向が dΦになるようにする. dΦはRankin-Selberg法の unfoldingと
結びつく Eisenstein級数とテータ関数の convolutionから構成されていたが, ２変数の dΨ
の構成には, Beilinson-Kato元の de Rham実現であるmodular formのゼータ元からなる
システムを使う. この元は具体的には 2つの Eisenstein級数の積として表される. 一つは
フーリエ展開がDirichlet L-関数の積と結びつく Eisenstein級数で, もう一つは unfolding
と結びつく Eisenstein級数である. より正確には p-冪導手の Dirichlet指標に対応するも
の全てを考えるので, Eisenstein級数の積のシステムである. このとき Gは dΨを使って

G =
∫

Z×
p ×Z×

p

logp〈xy〉dΨ(x, y) =
∫

Z×
p ×Z×

p

logp〈x〉dΨ(x, y) +
∫

Z×
p ×Z×

p

logp〈y〉dΨ(x, y)

と表わされる. ここで右辺が xまたは yの 1変数関数の積分になっていることが重要であ
る. これにより収束の悪い対角方向の積分が, 収束が比較的おだやかな縦方向, 横方向の
積分に分解される. そして Gn として今度は

Gn =
∑

a∈(Z/pnZ)×

logp〈a〉
∫

(a+pnZp)×Z×
p

dΨ(x, y)+
∑

b∈(Z/pnZ)×

logp〈b〉
∫

Z×
p ×(b+pnZp)

dΨ(x, y)

を考えれば, 本質的に levelが pnN の古典的保型形式になっており, 今回は分母の出方が
緩やかなので, G の fα-部分16は Gn の fα-部分で近似される. そして Gn の fα-部分は

16脚中 12 を参照.
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Rankin-Selberg法により p-進 L-関数の微分値を近似していることが示される.
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