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｢天体現象と非線形 ･非平衡物理｣

ブコ 学 系 の カ オ ス

早大 相沢 洋二

( 内容 )

1. 力学系 とカオ ス

2.エル ゴ- ド論的概 念

3.保存系の カオ ス

4.散逸系 のカ オ ス

5.カオ スの普遍則

1 ー ブコ 学 .系 と カ オ ス

ブコ 学 系

微分方程式 の ように､ 初期値 尽くo)が与 え られ ると運動 X (i)( t≧ 0 )が

一意的 に決 まる系 を力学_系 とい い､

d≠ / d t=W=(沌 ;JL) ( 〃はバ ラ メ タ- )

ベ ク トルX の全体 を相空 間､W=を速度ベ ク トル とい う｡

離散 時 間の力学 系 も写像 で考 え る｡

港Tl†l=粁(淋n ; I.i) く nは 自然数 )

相空 間の或 る領 域mo を時間発展 した もの をmt と し､ mt:=mo の ときmoを

杢_変旦 金 とい う｡ mo近傍 の軌道 が t+ ocで全 てmo に引 き込 まれ る時､mo奄

ヱ上j ク_____タ- といい､ m o か ら離 れてゆ くときを リベ ラ とい う｡ ア トラクターを

持 つ系 を散逸力掌_轟 とい う｡ ア トラク ターで も リベ ラで もな い不変集 合は､ ハ ミ

ル トン系 の エ ネル ギー面 の ような運動 の恒量 を決 め る｡ その様 な系 を保有力_学鬼
●

とい い､ 相 空間の体積 を不変 にす る系 を特 に体積 保存系 とい う｡

力学 系 には無数 の軌道 が あ る｡界 (t)=≠(t+T)の ときを､ ユ風 :qr軌運といい､

港(t)=≠t(t)十% 1 (t)と分解 きれ ≠;(t+T )= 尽Ll(t) (T､/T之
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≡≡ ≡≡嘉 .き,.'t-I､

概 周期軌 道 とい う｡ この様 に周 期 成分 に分 解 で きないとき

毘鹿腰 (ポ アンカ レーホ ップ の定 理 ) の異 な る多様な軌

道 を含 む相 空 間 の全 体 の構 造 を解 明 す るの が､ 力脚 篭 で あ る｡

一 つ の軌 道 は不変 集 合 上 で一定 の分 布 に従 う｡ その分 布 を軌道 の漸近測度 とい

う｡鳳別 エル ゴ - ド定 理 は､ その様 な旦旦__ま - ド的j臥度 が殆 ど常 に存 在する事 を

示 す もので あ る｡ 力 学 系 に は無 数 の測度 が あ る｡ しか し､ ほ とん ど全 ての軌道が

同一 の測度 に従 うな らば､ その 力学 系 は確 率 的法 則 に従 うことにな る｡ 力学系の

測度 論 的構 造 を研究 す るの がエル ゴ - ド理論 で あ る｡
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Eg 1. ヘル ハル ス糸の 7t.ア yれ 解像

カ オ ス の 発 見

力学 法 則 に従 いっ つ も､ 確率 論 的 に変 化 す る複 雑 な現象 をカ__オス と呼ぶ｡ 力学

法則 と確 率 法 則 の最 初 の 出会 いは統 計力 学 にみ られ る｡ 羊ノレゴー ド｣反定 の検証は､

理 論 の一 貫性 を求 め る立 場 か ら深 く研究 され て きた｡ そ れ らは主 に保存系の研究

で あ る｡ 一 方､ 流 体 や化 学 反応 の乱流化 の よ うに､ エル ゴ- ド論 的見方 を抜 きに

して は理 解 で きな い 巨視 的 なカ オ ス現象 も広 く観 測 され て きて お り､ これ らは､

散 逸 系 の エル ゴ- ド問題 と して､ 近年 急 速 に進歩 して い る｡

1960年 代初 期 に､ 二 つ の魅 力 的 な研 究 に よ って カオ スは再 発見 きれた｡ 古

くポ ア ンカ レが予 想 したカ オ スの存在 が､ 電 子 計 算 機 の利 用 に よ って多 くの研究

者 の前 に提示 され たの で あ る｡ 一 つ は恒 星 系 力学 に於 け るヘ ノン ーハ イ レスの仕

事､ も う一 つ は… 充系 に関す るロー レンツの仕事 で あ る｡ ハ ミル トニア

-206-
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ン H=(pて +pミ +qて +qい / 2+q7 qユ ーq3Z / 3の 自由度 2の系を考

え る｡ 軌道 と q､=0両 との交点 (q.i, PTZ)の座標 を逐 次 プ ロ ッ ト (昼ヱ之

カ レ写 偉 ) した ものが 図 1で あ る｡ エ ネル ギ ー以 外 に筆 ∵摂分 が あれば､ その点

列 は一 定 の 曲線 に乗 る｡ エ ネル ギ ー が低 い ときに は､ ほ とん ど全 ての初期点に対

して積 分 が あ る よ うに見 え る｡ しか し､ エ ネル ギ ーが大 き くな ると､ 多 くの初期

点 に対 して解 析 的積 分 が な くな って い る｡ これ は保 存系 カ オ スの最初 の観測であ

った｡ 一 方､ ロー レンツの系 は次 の微 分方程 式 で与 え られ る｡

dX/ d t〒α(Y-Ⅹ)

dY/ d t≡ rX-Y-XZ ( α= 10,r=28,b=8/3 )

dZ/ d t=- bZ+XY

初 期 値 に依 らず軌 道 は一定 の ア トラ ク ター に引 き込 まれ､ その上 を非周期的に綻
●

廻 る｡ (図 2-a )Z =0とな る Z値 を逐 次 (Zl,Z之 ,･･･) とす るとき､

Zこか ら Z.I.tへの写 像 ( 良 _TTレンツ ･プ ロ ､L上 ) は､ 図 2-bとな る｡ 写像関

数 の傾 きが 1よ り常 に大 きい こ とか ら､ 軌道 が不 安定 で あ るこ とが分 か る｡ これ

は散 逸 系 カ オ スの最 初 の観 測 で あ った｡

(cLl くb) ●●●l

団 2･ (a-敷 舛 鹿 足勧 t 小鼓的 rLt･･止収 して錦 ら.鴫

LJrenfzふ07.7Lラグクー

(い くo)QI戸卑ふ列 から ｡-レンt'Jl'ロ･,トして 褐 Z?九も宵蛾.
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カ オ ス の 発 生 機 構

上 でみ た二 つ の カ オ スは､ 保 存 系 と散逸 系 の違 い は あ るが､ 共通 の性質がある｡

そ れ は､ 初 期 条 件 の僅 か な違 いが指数 関数 的 に増幅 され ることで あ る｡ これをカ

オ スの初 期 条 件 敏感 性 とい う｡ カ オ スを生 み 出 す基 本 機構 はス メ｢雌 鳥_範.型力

里盛 で あ る｡ ( 図 3 ) ABCD領 域 を一度 引 き伸 ば してA′B′C′D′のように

田 3.人メールの馬蹄 繋

変 換 す る力 学 系 を考 え る｡ ほ とん どの点 は基 本領 域 ABCDの外 に出て しまうが､

いつ まで もA BCD内 に残 って い る不変集 合 は二次元 の カ ン ト-ル 集合 とな る｡

領 域 Ul,U2 の 中 に入 って い ると きを､ そ れ ぞれヨイ ン投 げ の表 某 に対応 させ

る と､ ラ ンダ ムな コ イン投げ の系列 に対応 す る軌 道 が､ この不変集 合上 に常に存

在 す る｡ しか も､ ほ とん ど全 ての軌 道 は ラ ンダ ム ･コ イン投 げ に対応 す るエルゴ

- ド的測度 に従 って い る｡ 力 学 系毎 に多様 な表情 を見 せ るカオ スも､ 基本機構は

この よ うに単 純 な もの で あ る｡ しか し､ 無 数 の 測 度 が相 空 間 の中 に埋 め込 まれ る

と き､ カ オ スの様 相 は果 て しな く複雑 にな る｡

2 . こじ }し こゴ - ド 吉余 日勺 概 二念

エ }LJニヂ - ド イ虎 定

熟 平衡 状 態 の存 在 を主張 す る経 験則 は､ 熱 力学 第 0法 則 と呼ば れ る｡ ボルツマ

ンは､ 力 学 系 の長 時 間 的振舞 いが初期 条 件 を速 や か に忘 却 し く 狙亙逆_蛙 )､ つ

いに は一 定 の統 計 法 則 に従 うな ら第 0法則 は成 立 す るもの と予想 し､ その様な性
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｢天体現象と非線形 ･非平衡物理｣

質 を_LJ t!__才 T-ド_塵 と よん だ｡ 散 逸 力 学 系 も含 め て､ カ オ スの 研 究 は以 下 に述べ る

エル ゴ - ド論 的 概 念 を軸 に して 進 め られ て い る｡

享月り度 可 遷 一性

相 空 間 をM､ 時 間 発 展 を ?tとか くと､ 杢_変j臥度 〟に つ い て､ 〟(m )=0又 は
●
1以 外 の不 変 集 合 ( 呼 t m=m,mC M ) が 存 在 しな い と き､ そ の 力 学系 は測

動 ( 旦_イル の 流 れ ) は､ そ の 簡 単 な例 で あ る｡ エ ル ゴ - ド的 な系 で は､ 可積分

関 数 の 時 間 平 均 は相 平 均 と一 致 す る｡ く バ ー コ フ ･ス ミスの定 理 ) しか し､ 初

期 に 近 くに い た二 つ の 軌 道 は いっ まで も近 くに い る こ と に な り､ ボ ル ツマンの期

待 した非 可 逆 性 を この 系 は も っっ て いな い｡ 非 可 逆 性 を理 解 す るに は､ 測度可還

性 よ り強 い次 の 性 質 が 必 要 に な る｡

き昆 合 一f当三

部 分 集 合 A ,B (C M ) につ いて､

IL(中nA nB)= IL(A)･JL(B) ( n- oo )

とな る系 を､ 〃に つ い て混食 助 と い う｡ 混 合 的 で あ れ ば､ 測 度 可 違 約である｡

_Ji_i_こね変 換 は そ の 簡 単 な 例 で あ る｡ Aに入 って い た初 期 点 は､ 長 時 間後 にはM

全 体 に散 らば り､ 初 期 の 記 憶 を失 って い く｡ これ は熱 力 学 第 二 法 則 とは異質な も

の で は あ るが､ 熱 平 衡 分 布 の 実 現 を保 証 す る もの で あ る｡

混 合 性 と測 度 可 遷 性 の 中 間 に入 る弱 張 合 的 力 学 系 は､ 次 の 性 質 を満 たすもので

あ る｡

l･tm 七宝.ipLやnAnB - I" Aトル可 l-oNう 00

これ は､ 力 学 量 fの晩 M が n一 榊 で 消 え る こ と を保 証 す る性 質 で あ り､ ヒン

チ ン は その よ うな fをエ ル ゴ - ド的 力 学 垂 と呼 ん だ｡

力 学 系 の ユ ニノ ト にゴ ビ -

混 合 的 系 の 軌 道 は､ あ た か も水 に た ら した一 滴 の イン ク の よ うに相 空 間全体 に

拡 散 して い く｡ そ の 混 合 拡 散 して い く速 さ は力 学 系 の 特 性 墨 で､ _1 ン トロどこ

11 と呼 ば れ る｡ 2本 の 軌 道 間 の 平 均 距 離 は､ 時 間 nと と も に 指 数 関 数 的 (α二

exp [h･n])に は な れ て い く｡ エ ン トロ ピー は次 の よ う に定 義 され る｡ Mを
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覆 う可測 な部 分集 合 (AIL), (M=UAこ ,〟(Aこ nAこ･tl)=0 )をMの

免割.と呼ぶ｡ 分 割 αとβとを重 ね た細分割 を αVβとか く｡ 分別 αの エン トロピ

ー を､

h(α)≡-∑; 〟(A ･t) log 〟(Aこ)

で定 義 す る と､ 時間 発 展 に よる細 分別 の エ ン トロ ピー増大 率 は､

h岬 ′吐 ) - I;yh -k k や n･dV? A-.･d V･･･Vか )
∩-)tX)

で与 え られ る｡ こ こで可 測 な分割 αの中 で最大 の もの を力学 系 のエ ン トロピーと

呼 ぶ｡

h(中)= sup h(? ,α)
d

Ⅰ{ - 系

エ ン トロ ピー は､ 定 義 か ら常 に非負 で あ る｡ h(呼 )>0の系 は混 合 的であるが､

ワ イルの流 れ の よ うに測 度 可 適性 しかな い系 は 11(?)=0で あ る｡ 相 空間Mを一へ
点 毎 に分 け る分割 を 1､ M自身 か らな る分 割 を 0とす る とき､

ヽ勺O

V ?n●α= 1,
rl=-tP

十qC

A.?n･α=o
nS-tP

を満 たす分 割 αが存 在 す る系 を三此 _(K)系 とい う｡ こ こで α八 βは､

α,βよ り粗 い ( βを αで粗 視 可 して見 た と きの )最小 の分 割 で あ る｡ K一系

は正の エ ン トロ ピー を持 つ｡ ( コル モゴ ロ フ ･シナ イの定理 )

慧 丁 巨頭

初 期条 件 をわず か に変 え た と き､ その変 位 ( 接 ベ ク トル ) 8% の時間変化は､

軌 道 の安 定 性 を決 め る｡ 6≠全体 を､丸 の接 ベ ク トル空 間 とい う｡ 接ベ ク トル空

間 が､ 常 に指 数 関数 的 に伸 び る方 向 (不 安定 ) と縮 む方 向 (安 定 ) を同時に持 っ

て い る系 を､ C 一系 ( ア ノソ フ系 ) とい う｡ 写 像 に よ るC一系 は､ 先 のK一系

で あ り､ 連 続 時 間 の C 一系 も､ 運 動 の恒 量 が存 在 しな い ときは K一系 で ある｡ (

ロー リン ･シナ イの定 理 ) 安 定 方 向 と不安 定方 向 が互 いに横断 的 に交差 してい

る構 造 を瓢 軸性 とい う｡ 力 学系 に微少 摂動 を加 えて もその構 造 は保 たれ るので､
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C一系 は構澄 安 定 で あ る｡

バ イこね変 換 や負 曲率 リーマ ン空 間 の測地 流 は､ C一系 で あ る｡ しか し､ ハ ミ

ル トン系 をは じめ多 くの例 はC一系 で はな い｡ その様 な力 学系 に対 して も有効な

特 性 量 が､ 次 に述 べ る リヤプ ノブ数 で あ る｡

リ ヤ フ ーノ ブ 手旨 数

N次元 接ベ ク トル空 間 での n次 元 体 積 を Ⅴ (t)とす ると､ その膨張率

k h - Iin 与 10% 悟 慧 Itう 00

は軌 道 毎 に一定 値 に収赦 す る｡ ( オ ス レデ ィクの エル ゴ - ド定 理 ) K｡ =0と

お いて､

入こ =K; - Ki_l ( i=1,2,･･･,N )

で与 え られ る (入こ ; 入l ≧ 入1 ≧･･･≧ 入N ) を_リ_ヤ7'ノ__フ (指数 ) スベク ト

坐 とい う｡ 力 学系 がエル ゴ - ド的で あれば､ (入i ) は軌道 に依 らな い特性垂 と

な る｡ 力 学 系 が保存 重 を持 つ と き､ その拘東条 作 の数 だ け零 固有値 (入こ =0)

を もつ｡ 入;><0が それ ぞれ不 安定､ 安 定 方 向 を決 め る｡ 入;>< 0の スペク トル

を同 時 に もつ系 を弱 C 一系 と呼ぶ｡ C 一系 の も って い た相 空 間 の各 点 毎 の双曲性

を､ 時 間平均 での双 曲性 に お きか え た もの で あ る｡

現 在､ 正 の リャプ ノブ指数 を もつ軌 道 をカ オ ス と定 義 す るのが一応 の習慣にな

って い る｡ その理 由 は､ 正 の リャプ ノブ指数 の総 和 が力 学 系 の エ ン トロ ピー h(め

)と等 しいことが予 想 され て い るか らで あ る｡ (ル エル の予 想 ) この予想が正 し

い と して も､ は た して カオ スの定義 と して h(叩)>0だけ で十分 か ど うか問題が

残 る｡ 実 際､ f~Uスペ ク トル を持 つ カ オ スには h(LP)= 0とな るもの もある｡ そ

の場 合 に はA ･エ ン トロ ピー に よって複雑 さを計 る必 要 が生 じる｡ さ らに､ 軌道

不安 定 性 をも たな いカオ スで は､ 軌 道 の位相 的 な複雑 き ( トポ ロジ カル ･エン ト

ロ ピー や軌 道 の絡 み方 ) で定 量 化 す る試 み も必要 とな る｡

3 . イ呆 :存 系 の カ オ ス

ポ ア ニノ カ L/の 定 玉里

N自由度 のハ ミル トニ ア ン系 ( Il(pl ,･･･,pN ;ql ,･･･,qN ) )に､ 互
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い に可 換 な第 一積分 f､ ,f之 ,･･･,fN が存 在 し, det 暮a fこ / a PJ･ l≠

Oを満 たす と き､ この 系 は N次元 トー ラスか らな る変 数 分 離 系 にな り､ 有限回の

積 分 操作 で解 を求 め る こ とがで き る｡ ( リュ- ビル ･アー ノル ドの定 理 ) その

様 な系 を積 分 可能 系 と呼ぶ｡

ポ アンカ レは積 分 可 能 系 に微 少 摂 動 を加 え た系､

H(tP,也 ) ≡ Ilo (TP)+ 〟H､(tP,屯)+ LL2 rI? (P,也 )+･･･
W ､ deH Tal Ho/a ptt apュ l≠ 0を満 たす と きは､ ハ ミル トニアン以

外 に (肝 ,C1,〟 ) につ いて解析 的積分 は存 在 しな い こ とを証 明 した｡ ここで 〃

は摂 動バ ラ メ タ-で あ る｡ この定 理 は､ 積 分 可 能 系 の付 近 には積 分 不 可能系が無

数 に あ る こ とを示 す｡ フ ェル ミは この定 理 か ら､ ほ とん どの力学 系 で は京ルツマ

ンの仮定 が正 しいで あ ろ う と論 じたが､ 次 に述 べ る よ うに事情 は も っ と複雑であ

る｡

K A M の 京E 車型

作 用 一角 ( Ⅰ-♂ )変 数 に依 って与 え られ るハ ミル トニ ア ン､

Ii(I,8)=H｡ (I)+ 〃H l(I,0)

は正 準 母 関数 J.IS(Ⅰく｡,8)に よって､ ハ ミル トニ ア ン､

fI(Ⅰくり ,oM )=fIご'(Ⅰ川,FL)+0(〃7 )

に書 き換 え る こ とが 出 来 る｡ この と き母 関数 Sは､ 角周波数 U.･=(a Ho /aI:

)､整数 1てこを使 って

Bヒ.ヒ～-.kH l_ tBiP

S ∝ 菩 震 ご ヒ ト

と表 され る｡ 摂動 の オ ー ダー を 〟か ら〃2 へ落 とすその よ うな正準 変換 を､ 無限

回繰 り返 す こ とに よ って

HL叫 (IP ',8岬 ')= Hご ' (I叫 ,〟)

の よ うな可 積 分 系 に帰 着 で き る｡ 了!･3 0を共鳩 集件 とい う｡ 共 鳴条件か ら十

分離 れ て いれ ば､ そ の収 敢速度 は従 来 の摂動 計算 とは比較 にな らな いほ ど速 い｡

一方､ 共 鳴条 件 に近 い領 域 で は､ その繰 り込 み変 換 は可積分系 に収束 しない｡相

空 間 に お け るこの よ うな領 域 を､ ジーゲ ル ト ･ギ ャ ップ と呼ぶ｡

アー ノル ドは､ 共 鳴 条 件 か らの ずれ が

(冒.言 ) ≧ C/ lk ld ( a,Cは正 の値 )

で抑 え られ る領 域 で は､ ハ ミル トニ ア ンは ′ほ つ いて連続 的 に I十叫 ( lt剛 ,〟)に収

束 し､ か つそ の よ うな領 域 が相 空 間中 に有 限 の測 度 を持 つ こ とを証 明 した｡ 同 じ
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定理 はコルモゴロブとモーザ一によっても与 え られているので､ これを旦生姓些

定理 と呼ぶ｡ 摂動に対 して安定な トーラス ( ⅠLPCI(〟)=一定 )をKAM トーラ

茎 ( 又は不変 トーラス ) という｡

ホ モ ク リ こ ､ソ ク 点 の 形 成 と カ オ ス
▲
相空間は､ ジーゲル ト･ギ ャップ とKAM トーラスによって桐密 に覆われてい

る｡ カオス軌道はジーゲル ト･ギ ャ､ソプの中に無数に存在す る｡ この事乗は､杢

軍定帯の_理論 ( ポアンカ レ､ メルニコフ､ アー ノル ド､ ゼ ンダー ) と馬蹄型力

学の理論 ( スメール )か ら理解で きる｡

不安定周期軌道 ( A,B )同士 を漸近的に結ぶ軌道 を､ セバ ラ トリックスと

呼ぶ｡ 周期点か ら離れてゆ くセバ ラ トリックスをAの不安定多様体 ｢十､周期点に

漸近す る方 を安定多様体 r という｡ 積分可能系ではr十とr: ば一致す る｡ しかし､

微少摂動の下では ｢十 と｢ はともに変形 して､ 適 当な条件の下で互 いに横断的に

交差す る｡ AとBが同一点の場合､ その交点 をホ_早_ク リ__ち__ツ___ラ__点 と呼び､ AとB

が遭 う点のときをヘテ ロクリニック点 という｡ ホモ (ヘテロ)ク リこ ､ソク点が-

つ生 じれば､ 無数のホモ (ヘテロ)ク リニック点が同時に存在することがわかっ

ている｡ ホモ (ヘテロ)ク リニック点が桐密に存在する相空間の領域 を不安定 (

軌道)帯 と呼ぶ｡

図 4に示すようにホモ (ヘテロ)ク リニック構造の中の基本領域 Rに注目すれ

ば､ これはスメールの馬蹄型を作 り出す構造に他な らな いことがわか る｡

ジーゲル ト･ギ ャップの中には不安定周期軌道が存在す る｡ (ポ アンカレ･バ

ーコフの定理 ) それ らの安定 ･不安定多様体 もホモ (ヘテロ)ク リこ､ソク構造

回4.セ′t･-,ト･)..,

クス と ホモクリ二.ソク

の犠 }
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を作 り､ そ こで もカオ スの存在 が証 明 され る｡ (ゼ ンダーの定理 ) 不安定帯で

はC一系の ような双曲性 を持ち､ 正の リヤプ ノブ指数 を持つ ことは殆 ど確かであ

ろうと考 え られてい る｡

セバ ラ トリックス付近 か ら不安定帯 が形成 され る様子 は､ 図 1にも示 されてい

る｡ 楕 円的な KAM トー ラスの中心付近 にも､ 目には見 えない不安定帯が幾層に

も存在す る｡

ア - ノ }レ ド IfL=散 と ネ こコ 亡コ シ ェ フ の 京E 理

自由度 2の力学系 で は､ 一つの KAMトー ラスの内側 と外側 の不安定帯は分離

きれ､ 各 々不変集合 とな っている｡ 従 ってエル ゴー ド性 はない｡ しか し､ 自由度

n≧3で は事情 は少 し複雑 にな る｡ I(AM トー ラスの次元 がエ ネル ギー一定の超

曲面 の界面 を作 れな い場合 (2n-1>n+1 )､ KAMトー ラスが存在 して

も､ それは相空 間のエル ゴー ド性 を否定 す るこ とにはな らな い｡ アー ノル ドは､

一 つの KAM トー ラ スに揺 す るカオ ス軌道 は､ Jl~Tn( mは適 当な値､ 〃は摂動パ

ラメー ター )の時間 スケール で他の KAM トー ラスの近傍 を通過す ることを指摘

した｡ この様 なゆ っ くりした運動 を7-=ノル ド拡散 とい う｡ 一般 に不変集合近傍

や軌道 は淀 み運動 をす る｡ その一つがアー ノル ド拡散で ある｡ ネコロシェフとまそ

の淀 み時間 T(′L)那

T(〟)虻 ex p [J/a] / 〃b ( a,bは正 )

の よ うに長 い ことを証 明 した｡

自 己 布目 イ以 構 造 と LJ リ ス ペ ク ト }レ

ひ とつの KAM トー ラスの まわ りには､ 小 さなKAMトー ラスが まつわ りつい

て いる｡ この階層構造 は無限小の KAM トー ラスまで続 いて いる｡ 図 5はある二

次元写像の様 子で あ る｡ 不安定帯 を一辺 Cのセルで覆 うとき､ その体積 Ⅴ(C)は

一般 に､

V(C)= Ⅴ(o)+A cB ( A ,Bは正 )

と表せ る｡ フ ァッ ト ･フ ラク タル指数 B●はKAM トー ラスの分布 を決定する｡相

空 間の 自己相似性 を仮定 す ると､ 体積 ⅤとⅤ+dvの KAM領域の分布は

p(Ⅴ)dv∝ V-(卜11)dv (B=2(1-D/))

とな る｡ また､ 適 当な力学量の時間列 の八〇ヮ-スJtク++トル S(u)は､ LJ《1で

S(u) qこい
-くさ-1′Dl)

とな る｡ この ような スペ ク トルの出現 は､ 先 に述 べ たKAM トーラス付近での碇
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図 5. スタンタ'Lr･

官イ象の例

(Bi3.0.S4 )

み運動の直接的反映 である｡

4 . 散 逸 系 の カ オ ス

ス ト L/ ニノ ジ ア ト ラ ク タ -

ア トラク ター Ⅹ上で接ベ ク トル空 間が双曲性 を持 ち､ かつ Xの中に周期軌道

が桐密 に存在す るとき､ XをA仰 チエ と呼ぶ｡ このとき次の

エル ゴ- ド定理がな りたつ ;連続関数 f(Ⅹ)に対 して､

tiこ き臣 (x(r"dt･ - 廿 - 人,

とな る測度 FLが存在 す る｡ 一般のア トラクターはAxiom A七 はないが､適当

な測度 に対 してエル ゴ- ド的で あ り正の リャプ ノブ指数 を持つ とき､ それらをス

トレンジ ･ア トラク ターといい､ その上の非周期軌道 を散逸系 カオスという｡ こ

こで も正の リャプ ノブ指数の総和がエン トロピーに一致す ることが予想されてい

る｡ ス トレンジ ･ア トラクターは､ スメールの馬蹄型で見 たようにカン 71-ル集

合で あるのが普通で ある｡

ア ト ラ ク タ - の 次 元

一辺 Cのセルでア トラクターを覆 うのに必要最小なセルの個数 をM(e)とする｡
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Hln㌔ ･M(e)≡
て一ItP

を満たす D = αC

( α< αe )

0 ( α > αC )

をア トラクターのハウス ドル フ次元 (D<N) という｡ ア トラ

クタ-上の一点 Pを中心 に､ 半径 Cの球にはいる点の多 さ ( 適当な測度で測る )

が C→0で cb′と変わ るとき､ D′を点 Pでの局所次元 という｡

ア トラクターを £-セル に分 け､ i番 目のセル に入 る測度 をPf ( i=1,2,

･･･,M(C)) とす る｡ 次の童 を レニ イ次元(関数)と呼ぶ｡

D (q,-吉 ･im過 ( -" q<･oc ,乞う t" ld3 ミ

D(0)はハウス ドル フ次元で､ D(1),D(2)は情朝日欠元､紳関次元 と呼ばれる｡

i)((_1)は (lU)単調減少関数 である｡

次 元 の ゆ ら ぎ

i番 目のセルの局所次元を α: とする. ( P.･cx=eqi) (αi)の分布関数は

e一十也)とスケール きれ ると仮定 して､ 先のD(q)の表現に代人す ると､ e-0の最

大項近似によ り､

I
Dくq)= 耳こて〈 q｡(q)- ･f(a(q))〉

とな り､ D(q)の関数か ら次元 αの分布 く ゆ らぎ ) f(α)が決 まる｡ 但 し､
a

α(q)= 言r( q- 1 ) D(q)

lJ ヤ フ ーノ ブ 手旨 数 の ゆ ら ぎ

相空間の e-セルを i. ,ll ,･･･,it,の順に通 る軌道 ( これを tii)の週

集金 という )の確率 P ( =P(il,i之 ,･･･,in ))は､ 強 いエルゴ- ド系

では､

Ptt∝ exp [ - h･n ] (nl->OC )

を満 たす｡ hは力学系 のエン トロピーである｡ (シャノン ･マクミラン ･プライ

マンの定理 ) 次の童 を レニ イ ･エン トロピー (関数_)__と呼ぶ｡

H(q)= i Jim
旦 - 1

( -… < q <+∽ )

i番 目の筒集合に含 まれ る軌道の正の リヤ7.ノブ指数の総和 を xこ とし､ ( PLL
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∝ exp[-xi･n ]) 〈x.･)の分布関数が expIh(x)･n )とスケール

され ると仮定する｡ fI(q)の表現 に代人す ると､ やは り最大項近似により､

H(q)= 吉 ( qx(q)-h(x(q)〉

とな り､ H(q)の関数 か らリヤプ ノブ指数の分布くゆ らぎ)h(x)が決 まる｡但 し､

x(q)- 去 (q-1 )H(q)

カ オ ス ここ 至 る 道 筋

散逸系でのカオスの存在は､ 保存系 と-同様 にホモク リニ ック点の出現によって

保証される｡ しか し､ 散逸系の安定 ･不安定多様体 は横断的に交差せず､往々に

して互 いに按す ることが多 い｡ (捜凄 型_求_モク___ニッ_ち___ツ_ーケ ) そのとき多 くの安定

周期軌道 ( ニューハウス ･シンク )が作 り出され､ 相空間の構造は複雑になる｡

系のパ ラメー ター変化に伴 うア トラクターの変化 を研究するのが盆鹿 埋巌 であ

る∴ 周波数 U ､ の周期運動に､ u l ,U王,･･･ ( u; ,LJi は互いに素 )の周期

的モー ドが逐次生 まれて くる分岐をホ ップ分岐 という｡ 散逸系 にも ( ul ,(J 之

,･･･,uh )で決 まるn次元 トーラス T のア トラクターが存在す る｡ nが大きく

なると複雑な概周期運動 とな る｡ 流体乱流の発生 もその極限 として理解 しようと

いうのが､ ランダウ ･ホ ､ソ丁の考え方である｡ 一方､ ルエル ･タ-ケンス ･ニュ

ーハウスはT3 トー ラスでも或 る種の摂動の下では不安定化 し､ 容易にカオスへ

転移す ることを証明 した｡ この様な道筋で発生す る乱流 も実験的に見つかってい

る｡

閉軌道の周期が 2 ,22 ,23 ,･･･倍 と逐次倍化 してゆ く分岐を鳳艶腰且 蛙と

いう｡ これは閉軌道の接ベ ク トルの一つの固有値が - 1にな るとき生 じる｡ 200｢

周期のア トラクターはカン ト-ル集合であ り､ その時の塩界パ ラメー ターを越す

ところには常 にカオスが存在す る｡ 流体系の実験でも周期倍分岐を経て乱流が発

生す る場合がある｡

相空間中にア トラクターや リベ ラが共存するとき､ 多様な道筋が観測される｡

周期点の安定多様体 とカオス領域が交差す るとカオスは突然消滅す る｡ (一旦旦_星

トロフ ィー ) また､ 周期点の不安定多様体 とカオスが突然衝突す､るとカオスの

性質が著 しく変化す る｡ (クライシス ) 更に､ 観測不可能なカオス ( ス トレン

ジ ･リベ ラ )が､ その外にある周期解の不鼓定化によって観測可能なカオスに変

化す ることもある｡ (間欠性カオスの一種 ) これ らの突然の変化も､ 相空間の

構造か ら予測で きる事柄である｡
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5 . カ オ ス の 晋 遠 見り

フ ア イ ゲ ニノ ノヾ ウ ム 定 数

周 期 倍分 岐 が無 限 回生 じる系 で は､ 次 の一次元 写像 系

Xn､.=aく1-Xh)Xh

と本 質 的 に同 じ普 通 則 が あ る｡ aの値 を変 えて､ 有 限領 域 で安定 な不 変集合を書

い た もの が図 6で あ る｡ ac ≒ 3.56以下 で､ 周期 倍分 岐が生 じて いる｡ Ⅹ=

1/2を通 る 2n周 期 軌 道 を持 つバ ラ メ タ- を a｡ と し､ Ⅹ=1/2か ら一番近

い軌道上 の点 までの距 離 を d,､とす ると､ 次 の 比 は､

回 6._火気豹象

の介l岐回

dT.
hう Q. d ntl

lLLm

liれ

-也

a.I- a…

(≠ -i.Eoモ)

S (≠ q･_bbq )

..→中 &,.t､-all

に収赦 す る｡ これ は力 学 系 に よ らず､ 普 遍 (フ アイゲ ンバ ウム)定数 で ある｡ 直

感 的 に は､ 図 に示 され る熊手 状 の周 期倍 分 岐 が､ ( α,a) 倍 す ると相似 性を

もつ こ とを意 味 す る｡ a=acで 200周 期 軌道 とな り､ その ア トラク ターはハウ

ス ドル フ次 元 D=-Iog 2 /log(1/2α+1/2cc1 ) ≒ 0.537 のカン

ト-ル集 合 で あ る｡

臣蛋 F毘∃巨室

ae を越 して aを増 加 す る と､ バ ン ド状 の カオ スが生 じる｡ こ こにも普遍則が

あ る｡ さ らに aを増 加 す る と､ 突 然 奇数 周 期 ア トラ ク ター ( 例 えば 3周期 )が
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回 7. %.梯 且

(回古の 払 え )

出現 す る｡ ( 図 7 ) これ は先 に述 べ た間欠性 カオ スの消 滅 に対応 す るもので3

周期 の安 定化 に よ って観 測 可 能 な カ オ スが観測 不可能 な カ オ スに変 化 した結果で

ぁ る｡ この 3周期 解 も 3× 2､ 3× 2ユ ､ ･･ ･ と周期 倍 分 岐 を してバ ン ドカオ

スに移 行 す る｡ a≒ 3. 86で その カ オ スが突 然変 化 す るの は ク ラ イシスによっ

て い る｡ この よ うな奇数 ×2n周期 解 の窓 の出現 はシ__り レフ_エ ス キ∵_の足 掛 こ従

って い る｡ 奇数 周 期 解 が 出現 す る直前 の カ オ スは､ 一 般 に間欠 性 カ オ スと呼ばれ､

パ ワー スペ ク トル は O -L'則 ( Vは適 当な値 ) に従 う ことも知 られて いる｡

ト - ラ ス の 周 某月 イ吉 分 止度

保 存 系 に も周 期 倍分 岐 が あ る｡ ポ ア ン.カ レ写 像 でみ る と､ 楕 円型周 期点が不安

定化 し､ 2周期 の楕 円型周 期点 が生 じる｡ 一般 に新 しい楕 円型不 動点 は乳艶軸上

に生 じるもの と､ そ れ と垂 直方 向 に生 じるもの がベ ア にな って い る0 2n周期点

が不 安 定 化 す るパ ラ メー ター値 を an と して､ それ らの対 称 軸 上 での距離をXh､

他方 の対称 軸 か らの最婚距 離 を Yn とす ると､ 次 の比 は､

liTYl
nう00

liTYl

an-a Tl-I

a Ml _an

Xh

hう帥 y M l

liれ
hう00

､Y㌦-_____~~~~
Y n十l

こ S (手 管.rl?l)

-α (幸 一4.0川 )

さ し宇 Lも.?♭∋)

に収赦 す る｡ これ らも普 遍定数 で あ る｡
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ト - ラ ス の 崩 壊 と 軌 道 の 拡 散

摂動バ ラメ タ- を変 え ると､ KAM トー ラスは共鳴条件 を満 たすものから順次

崩壊 してゆ く｡ 2自由度 系ポ アンカ レ写像上の回転数 Uを連分数 で表すと､

LU ニ ao 十
t'h

ニ h yyI T
q.r.nう 触

但 しpn / qn は連分数 を n次 で打ち切 った有理数

或 る k以上 で ak = 1とな る トーラスの Uは､ 有理数 か ら離れて いるため最後 ま

で安定 に残 る｡ Oと (- 1+J言)/2 ( 黄金比 )の最後の トー ラスが崩壊す

るときは､ その まわ りの トー ラスも全て崩壊 して お り､ 軌道 は トー ラス内か ら外

に拡散 す る｡ 臨界バ ラメ タ- を a=ac と し､ O=ph/ qn の トー ラスから拡

散 す る軌道 の割 合 ( ルベ ーグ測度 で測 る ) R(ac - a,qn )を評価すると､

RLac-a,q･nl cC q･-nd｡印 しrqnLaく-a一山 1 (尽くaく)

とな る｡ do ≒ 3. 026,V≒ 0. 9̀87や Rの関数形 は､ 力学系 によらぬ普

遍的な もの と考 え られて いる｡

一つの トー ラス上 には無数 の測度 が共存 してい る｡ そ して､ トー ラスが崩壊 し

た直後 で も特殊なカ ン ト-ル 的測度 が元 の トー ラスの近傍 に残 るこ とが確かめら

れてお り､ それをカ_ン___トニ ラ_星 という｡l散逸系の U=黄金比 の トー ラスでは､先

に述べ た次元の分布 関数 f(α)が普遍 関数 であ ることが確認 されて いる｡ (図 8

) これに対応 して保存系の トー ラス崩壊が どの様 な測度論的な普遍則 を持つのか

興味が持 たれて い る｡

斑 8. ト ラス の

f rdH B線

(招き鳥 ヒ史_tえ) 0.6
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