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Resumen

El objeto del presente trabajo es la solucién numeérica de ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas
parciales empleando elementos infinitos en la modelizacién del dominio no acotado. Los elementos infinitos
constituyen una forma econémica de extender el método de elementos finitos al caso de trabajar con dominios
no acotados. Este articulo muestra como generalizar el elemento infinito desarrollado por Zienkiewicz et al.*®
para conseguir interpolaciones de mayor orden y utilizar diferentes tipos de caida en el infinito. Se ha podido
comprobar el buen comportamiento de los elementos utilizados, incluso en un caso de descomposicién de
dominios y un aumento en la exactitud de los resultados. Si comparamos estos elementos infinitos con sus
anteriores tipos, la aproximacién propuesta tiene mayor eficacia computacional, ya que el error relativo de
los diferentes pardmetros que afectan a estos elementos disminuye. -

GENERALIZATION OF INFINITE ELEMENTS

Summary

The focus of the present work is the numerical solution of partial and ordinary differential equations by using
infinite elements instead of finite domain truncation. Infinite elements are becoming increasingly popular as
an economical means of extending the finite element method to deal with unbounded domains. This paper
shows how to generalize the mapped infinite element of Zienkiewitz et al.'® to higher order interpolations and
to different decay rates at infinity. A good performance of the proposed infinite elements is seen, including a
domain decomposition problem, with a significant improvement in the accuracy of the results. Compa.red to
the previous mapped infinite elements, the present infinite elements are of higher efficiency in computation
because the error related with the different parameters involved always decreases.

INTRODUCCION

En el medio fisico existen muchos problemas definidos en domlnlos no acotados, por
¢jemplo un objeto en el mar que es golpeado por las olas, un avién en vuelo o la cimentacion
de una presa, donde la extensién del medio c1rcundante es tan ‘grande que debemos de
alguna manera acotar el drea de interés, en cuyo caso la condicién de contorno del campo
lejano no estd claramente definida. En el desarrollo de la mecanica de medios continuos, la
matemadtica aplicada ha preferido desde el principio tratar tales problemas como definidos
en un medio no acotado.
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La primera solucién analitica de un problema en un medio no acotado fue dada por
Kelvin®, quien consideré una carga puntual en un espacio eldstico en IR?>. Luego surgieron
muchas soluciones para problemas especificos incluyendo la solucién de Boussinesq®? para
una carga puntual en un espacio elastico en IR? y la solucién de Stokes® para una esfera en
movimiento lento uniforme en un fluido viscoso no acotado.

Uno de los primeros intentos para producir soluciones numéricas a los problemas idealiza-
dos como no acotados (un medio infinito) fue el andlisis de diferencias finitas de Richardson*
de una presa y su cimentacién. En este caso la solucién numérica préxima a la presa se
iguald a la solucién del semiplano de Boussinesq a una cierta distancia.

Otros problemas no acotados se han resuelto numéricamente, muy particularmente en
los dltimos afios. Existen muchas posibilidades de aplicacién de procesos numéricos esen-
cialmente finitos en dominios no acotados. Mencionemos algunas de las técnicas que han
sido utilizadas:

- ajuste de soluciones analiticas en la zona més alejada del dominio a estudiar®;
- transformacién del dominio no acotado en uno acotado®;

- uso del método de la integral de contorno que es esencialmente no acotado”;

- transformacién a coordenadas de tipo logaritmico®;

- métodos recurrentes con aumento progresivo del dominio a estudiar®°.

Todos estos métodos tienen sus ventajas e inconvenientes, como puede verse en la
referencial’.

La idea de los elementos infinitos lleva consigo la extensién de un dominio o elemento
finito en otro no acotado. Esto requiere, en primer lugar, unas funciones de forma apropiadas
que estén definidas en el infinito y que tiendan al valor finito adecuadamente, y en segundo
lugar, un método de integracién sobre el dominio no acotado!?.

El primer elemento infinito que se desarroll$ fue el de Ungless y Anderson?!? en 1973. El
primer trabajo que aparecié publicado sobre el tema de elementos infinitos fue un articulo
de Zienkiewicz y Bettess'? en 1975.

La formulacién original de elementos infinitos de Bettes'®'® fue bastante diferente. El
dominio correspondiente a un elemento finito se extiende hasta el infinito, utilizando como
base el elemento finito original. La funcién de forma se multiplica entonces por una funcién
de caida que es apropiada para el tipo de problema en particualr.

Las siguientes formulaciones de elementos infinitos han seguido dos lineas principales de
desarrollo. La primera ha estado basada en algin tipo de transformacién desde el dominio
finito al infinito. La segunda ha sido el uso de funciones de caida junto con las funciones
de forma ordinarias. Una descripcién pormenorizada de las formulaciones de elementos
infinitos puede consultarse en Bettes!?.

Curnier'” caracteriza ambos métodos citados como de funcién de caida y de transfor-
macién como “funcién de forma descendente y ascendente”, respectivamente. Demuestra
que los dos métodos se pueden hacer equivalentes, dependiendo de la eleccién de la funcién
de forma. Sin embargo, el método de la transformacién tiene la ventaja, como puede verse
en Zienkiewicz et al.'®1% de conservar la regla de cuadratura del elemento finito.

Okabe? da varias funciones de forma posibles para dominios infinitos, basandose en lo
que él llama “familia de Lagrange generalizada para el cubo”. Esto parece ser un descubri-
miento independiente de la transformacién propuesta anteriormente por Zienkiewicz et al.'8.
Okabe comenta las ventajas de esta transformacién. La forma en que la transformacién de
Zienkiewicz fue dada originalmente ha sido simplificada y sistematizada por Marques y
Owen?' que calcularon y tabularon las funciones de transformacién para un amplio rango
de elementos comunmente utilizados.
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ELEMENTOS INFINITOS DE ALTO ORDEN

Consideremos un elemento infinito unidimensional con n nodos numerados como
1,2,...,n (Figura 1).

Ejie X
| . o0
— |
1 2 3 n-1 n

Figura 1
Se puede transformar el elemento infinito de coordenadas globales zi;, 1=1,...,n) en
el espacio de coordenadas naturales £ con 1 < £ <1 como ,
§=f(z) | (1)
0 inversamente “
z = g(¢) } (2)

Con ello se realiza un cambio de variable que nos permite pasar de un dominio semiinfinito
acl<:c<xn—ooaundom1moﬁmto—1<§<1 ‘
El cambio de variable (2), que no es tnico, transforma,

200 1)

=1
¢ + n-—1

enz=gx; i=1...,n . (3)

o también es posible emplear la siguiente transformacién

2(i - 1)

f=1-"=

enz=2z; i=1,...,n (4)

es decir, se puede elegn‘ como transformacién de z = oc tanto £ = —1 oomo ¢ =1y asignar
el resto de puntos segin el orden correspondiente. !

Para definir el cambio de variable (2) utilizaremos n—1 funciones M, que multiplicaremos
por valores finitos de la funcién z, obteniendo por tanto

n—1 .
i=1 |
donde M; son las funciones de base que poseen las siguientes propiedadés

n—1

Estas propiedades se originan al considerar que las funciones M; de cada elemento infinito
constituyen una particién de la unidad (ver Apéndice).

(6)
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La funcién a aproximar u es iterpolada como
. n
i
U= E Niy; (M
i=1

siendo u; los valores obtenidos en los nodos del elemento y N; las funciones de forma estdndar.
Sustituyendio (1) en (7), tendremos

u = h(z) (8)

que es la funcién a aproximar mediante elementos infinitos.
Supongamos que deseamos obtener una funcién como u = %—1—; En este caso es necesario

fijar el punto z = zy como el punto en el que los valores de u se hacen oc. Este punto es
denominado polo y debe encontrarse fuera del elemento infinito.
Para los elementos infinitos la transformacién geométrica se debe a Zienkiewicz et al.*®

y en el caso unidimensional se puede escribir como

2 : .
fE=1-—2 4=z "z 9)
Tr — g
0 inversamente
2a
= 10
x Zo + 1 —6 ( )

donde z;, es la coordenada del polo. Zienkiewicz ha aplicado esta transformacién a elementos
finitos de tipo lineal y cuadratico, pero su aplicabilidad a elementos de alto orden ‘es
evidente!?24:22,

La manera de representar la transformacion geométrica para elementos de alto orden
(n > 3) usando la ecuacién (5), viene dada en la Tabla I. En el Apéndice veremos como
calcular las expresiones de la Tabla I. En la Tabla I damos, de acuerdo con las expresiones
(1) a (8) y la Figura 1, las funciones de transformacién (algunas previamente publicadas
en!?21:22) v lg relacién entre las coordenadas en funcién de la colocacién del polo. Las
funciones resultantes, para elementos con cinco y seis puntos de soporte son ficiles de
obtener. Barbier et al.?® han publicado recientemente un articulo con la generalizaciéon
automadtica de estas funciones.

Usando (1) y sustituyendo en las funciones de forma N; (i = 1,2,...,n), se puede
comprobar que i'

im N;=0, (i=1,2...,n—1) y limN,=1 (11)

z—00 00

Otro aspecto importante de esta transformacién son las propiedades de conservacién.
Como es conocido, la pendiente de cada funcién de base N; en el sistema de coordenadas
naturales en £ = 1 es no nula. Sin embargo, cuando se transforma en el espacio de las z y
se acerca al infinito, tiende a cero?

dN; .
lim =0 (i=12,...,n) (12)

z—00 AT

La extensién al caso bidimensional es sencilla empleando las transformaciones anteriores
en la direccidén € y las funciones estdndar de Lagrange en la otra direccién. La extension al
caso tridimensional es también bastante sencilla, siguiendo el mismo procedimiento.
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Puntos Transformacién de coordenadas .. Posicién
de soporte del polo
_ —2¢. —_ 14 . —
3 Ml_l—{’ Mz—l—_g ‘ Lo — 21 =21 — 2p

(Publicada en las referencias®!?)

2 -
4 Ml_gg 1, M2=_@_+11M_§€5_1) mz—x1=($1—$0)/2

= o)

M; = _1_(&;3_331} F3— Ty = Ty — o

(Publicada en las referencias®!2)

8¢(e°-1 se(c+1)(€-3
5 M1=_3_((1——§;_); M2:—¥ Ty 1= 21 = (21 — %0)/3
se+(e-1 26(6+1)(e+1
M; = ——‘—1£§ -); M, = ——3(1_(—5) :) T3 — Ty = (T2 — 20)/2
Ty — T3 =T3 —To
| _ (52 1)(25¢%9) oy = (2 —
6 M= 5£192(1(_5§§) g zy — 71 = (31 — Zo)/4
2_ 2 _ N
M, = — 112)(155 S T3 — Ty = (T2 — o) /3
(1-¢)
2_ 2 _
My = 2% 332365;46 . T4 — T3 = (T3 — To)/2
2 _ 2

_ (25€%-1)(5¢%486+3)
M; = 192(1—¢)

Tabla I. Funciones de transformacién de elementos infinitos

ESTUDIO DEL ERROR EN P-CONVERGENCIA

Lo esencial del método consiste en una transformacién de un dominio no acotado (o
una parte de él) en un nuevo dominio (acotado) empleando una transformacién geométrica
que cumple con las condiciones estdndar dadas en!®'%2?”. Babugka y Oh?” han demostrado
que la técnica de transformacién de los elementos finitos conduce a un tipo de convergencia,
exponencial para la ecuacién de Laplace en la forma

lluo — upllz < eV (13)

siendo ug la solucién débil del problema, || ||z la norma de la energia o norma H;, p el grado
de los elementos, ¢ y v > 0 constantes independientes de p y N,, el nimero de grados de
libertad.

Se han realizado estudios previos de la sensibilidad de los elementos infinitos?2:28:29,
Daremos a continuacién algunos ejemplos con elementos infinitos de alto orden.
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Ejemplo 1. Ecuacién diferencial ordinaria en un dominio no acotado

Consideremos primeramente la ecuacién diferencial %z—% = % en el dominio © = [2,00[
junto con las condiciones de contorno u(2) = 0,5 y u{oo) = 0.

La solucién evidente del problema es u = % y esta sera el tipo de caida a utilizar en el
elemento infinito.

Posicidon
del polo E.F. E.F. E.L

x=0 X=2 X=4 X=6

Figura 2

En la Figura 2 se puede ver el modelo sencillo que se ha empleado, con dos elementos
finitos y un elemento infinito, todos ellos con ¢l mismo niimero de nodos y tal como se han
definido en la Tabla I. Podemos emplear las distintas funciones de transformacién y realizar
un estudio de p-convergencia, incrementando al mismo tiempo el orden de los elementos
finitos e infinito.

Los pardmetros que tienen influencia en los resultados serdn: el orden de integracién
numeérica, la posicién del polo y el niimero de nodos de los elementos. Existen conclusiones
tedricas sencillas acerca de la exactitud de la integracién. En este ejemplo los términos
tipicos de la matriz y el correspondiente vector del elemento infinito son

e [T dN;dN;
K = / e (14)
y
€ oo 2
De la ecuacién (10)
2a
dr = ———d 16
To% (16)
y la variable de integracién puede cambiarse, resultando
L dN; dN; (1 - ¢)?
K = L 17
1 [_1 d§ d§ 20, d§ ( )
Fe = /1 1= §N-d§ (18)
i T 1 20,2 k2

Los integrandos son polinomios en £ de grado 2n — 2 y n respectivamente, donde n es el
numero de nodos del elemento. Es conocido que, si empleamos la cuadratura de Gauss, un
polinomio de orden (2m — 1) es integrado de forma exacta con sélo m evaluaciones de
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la funcién. En general el orden apropiado de integracién depende de la expresién que es

evaluada y del elemento considerado. En la Tabla II se muestrai
para este ejemplo.

los resultados obtenidos

Elementos infinitos (primer ejemplo)

Niumero de nodos | 2n —2 | Orden de integracién
3 4 3
4 6 4
5 8 5
6 10 6

Tabla IT Orden de integracién numérica (primer €jemplo)

En este caso consideramos fija la posicién de la interfase entr

e los elementos finitos e

infinito, los resultados obtenidos se dan en la Figura 3, donde se yve el error en norma H,,
[fo(lu—up|? + & — £212)dg]"/? en el dominio en funcién del nimero de grados de libertad.

La Figura 4 es simlla,r a la Figura 3, pero considerando el H,-e
infinito.

Error H1 en el modelo

rror s6lo en el elemento

0.1

LR LRRA

0.01

T TTIT77

1.000E-03

ILIRBRLLL

T

) SN B N S |

1.000E-04 ! TS S S T B B . .
1 10

Numero de grados de libertad

-Figura 3

En la Figura 5 se relaciona el error en el elemento infinito ‘co

- 100

la posicién del polo (la

posicién adecuada es z = 0). Podemos ver que el error crece si se aleja el polo de z = 0. El
error disminuye si empleamos mayor nimero de nodos en el elemento infinito y el orden de

integracién es el apropiado, el dado en la Tabla II. Asimismo, la
del polo disminuye cuando aumenta el orden del elemento infinito.

influencia de la posicién
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Error H1 en el elemento infinito
1.000E-03 = C

T TTTTIT

1.000E-04

1 BRRLRLLU

1.000E-05

T T rrrnm

1.000E-06 ' TR S S L T
1 10 100
Numero de grados de libertad

Figura 4

Error H1 en el elemento infinito

0.12
—— E. infinito 3 nodos
0.1 | —4— E. infinito 4 nodos
-¥- E. infinito 56 nodos
0.08 | & E. infinito 6 nodos
0.06 |-
0.04 -
0.02
oF—=
0

Posicién del polo

Figura 5

Ejemplo 2. Ecuacién diferencial ordinaria en un dominio :no*acotado, con
solucién en' el campo complejo, resuelta por un método Petrov-Galerkin

A .
Los anteriores parégr'nélros que tienen influencia en los elementos infinitos han sido
también estudiados en el caso de la ecuacién usada por Bettess®® para chequear sus teorias
sobre elementos infinitos.
El problema a resolver es

’ a2 [2 2. : _
L af[rz‘;”“’ﬁ]‘ﬁ | 19)

g .
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con las condiciones de contorns en-Q = [1,00]

p=¢€e* en z=1
¢=0 en z=00 ;

.. . ikr ,
La solucién conocida es ¢ = ©—, siendo k = 27\ el nimero dé’onda, r el radio y A la

longitud de onda.
Tomaremos como funciones de forma para la aproximacién de la solucién en el dominio

semiinfinito 2

N =N (5=1,2,...,n) (n=4,56 (20)
donde N; (5 =1,2,...,n) son las funciones de forma estdndar de Lagrange con n puntos.

Las correspondientes funciones de peso son los complejos conj?gados
W;=N;e ™ (j=1,2,...,n) (n=4,5,6) (21)

Es decir, W; son los complejos conjugados de N;- (j = 1,2,...,n).
Esta técnica ha sido aplicada por Astley®! y Bettes®® con elemelfltos infinitos cuadréticos.
Consideremos el modelo © dado en la Figura 6. !

Elementos finitos Elemento inf%nito

l L J
{ | L o
0 : _
I+ } f } =00
x1
1 2 3 3 ‘
Eje x
Figura 6

Primeramente, ¢ se escribe en términos de los valorees nodales de ¢ y de las funciones
de forma, como

b= Mg @)
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Esta expresién se sustituye en la ecuacién (19) multiplicada por las funciones de peso
(21) (método Petrov-Galerkin) y se integra entre r = 1 e co. Asi tendremos

Z/ [ dzN —W; (;25 - ? - k?) N,] $;dr =0 (23)

Integrando por partes

=L [ [dW; dN; 2 2k -
v 'iN' .._.___k2 dr =0 24
;/1 [dr dr W’(ﬂ T >]¢]r (24)
Las funciones de forma y de peso se pueden expresar en términos de £ y consecuentemente
el 4ambito de la integracion serd desde £ = —1 a { = 1. Tendremos entonces
> (K + Fyj)¢; =0 (25)
=1
siendo Kj;
1
dW,; dN; 1
K, = ki ) 26
7 /_1 dr dr |JACOBId€ (26)

y Fz‘j

! 2 2k
FU:/ W;N; [r__':?—kz} ‘ (27)
-1

Resulta obvio que para calcular el Jacobiano emplearemos las funciones de forma estdndar
de Lagrange y para los elementos infinitos las funciones de transformacmn definidas anteri-
ormente en la Tabla L

Para resolver el problema es necesario considerar lo siguiente:

el orden de integracién numérica,

la posicién del polo,

el tipo de elemento infinito,

la colocacién de la interfase entre los elementos finitos e infinitos.

Evidentemente, todos los términos exponenciales de las integrales (26) y (27) se eliminan,
dejando tinicamente polinomios en £ para integrar, integrales que son sencillas de obtener y
pueden ser evaluadas usando el método de Gauss-Legendre. En este ejemplo el término de
mayor orden en £ encontrado es el mismo que en el ejemplo anterior y se pueden aplicar los
resultados de la Tabla II para elegir el orden de integracién de los elementos infinitos.

Es interesante saber como varian los resultados cuando cambiamos la posicién del polo.
En la Figura 7 se muestra el error en los diferentes: elementos infinitos cuando cambiamos
la posicién del polo. Se puede comporbar que el error disminuye cuando aumenta el orden
del elemento infinito, es decir los elementos infinitos de alto orden son menos sensibles a
cambios de la posicién del polo.

En la Figura 8 se han representado los resultados del estudio de p-convergencia del modelo
de 1a Figura 6. El nimero de nodos se aumenta al mismo tiempo en los elementos finitos e
infinito.

La variacién del error con el tipo de elemento infinito empleado puede verse en la Figura 9.
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Error en el elemento infinito
0.14
—— Elementos de 3 nodos //
0.12 —+ Elementos de 4 nodos
01F ~%- Elementos de 5 nodos / ;
: 13- Elementos de 6 nodos ;
008} /
0.06 1 /
0.04 V
0.0zt / S
0% —= F— 5 E’/
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Posicién del polo
Figura 7
1Error en norma de la energia en modelo \
0.1 \
i
0.01: |
= |
z \ |
L| = Polo en 0
I‘ —X= Polo en 8 |
0.001 1 T 1 LA S A § 1. o4l
1 10 10¢
Numero de grados de libertad
Figura 8
1Error H1 en el elemento infinito
£ |
0.1 £
0.01'E
1.0005-03%
£
z
1.000E-04 &
.:_5 —— Polo en r=0 ,
1.000E-05 k| ~% Polo en r-4
=] = Polo en r-8 N
= !
1000506. . . o L
10 100

Nomero de grados de libertad

Figura 9
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Como se puede ver, el error disminuye para cualquier posicién del polo, cuando aumenta
el niimero de nodos del elemento infinito. Similarmente el error disminuye cuando se traslada
la posicién del polo zy a su ubicacién correcta en el problema considerado.

Cuando se estima la necesidad de emplear elementos infinitos en un problema, es necesario
decidir donde debe colocarse la interfase entre elementos finitos e infinitos. Por este motivo
se han considerado en el modelo de la Figura 10 diferentes posiciones de la interfase para
una posicién fija del polo. Los resultados obtenidos dependen.de la posicién de la interfase.
También es interesante conocer al mismo tiempo el efecto del cambio de la posicién del polo.
Definimos como “sensibilidad a la posicién del polo” en un nodo I, para nuestro modelo de
la Figura 10, como

|ur polo en (r = 0) — u; polo en (r = 6)]

. Elementos finitos Elemento infinito |

f [ |
0 ] 1 1
I: t t } >w

X1

1 2 3 Interfase
Eje x
Figura 10

De acuerdo con la Figura 10 consideramos una zona cubierta por elementos finitos y
cambiamos la posicién de la interfase afiadiendo més elementos finitos de longitud igual a
tres. . '
En la Figura 11 podemos ver la representacién de la. sensibilidad a la posicién del polo
en ¢l nodo inicial de la interfase en funcién de la posicién de dicha interfase, para nimero
deonda k =1 ’

Sensibilidad con posicion del polo x1E-4

2.5t
2 |
15 —— E. infinito 4 nodos
: -+ E. infinito 5 nodos
1 .
0.5
_____ - A — M\m
0 e R e
3 6 9 12 -5 18

Longitud de la interfase

Figura 11
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La sensibilidad a la posicién del polo disminuye cuando aumenta la longitud de la inter-
fase. Si aumentamos el orden del elemento infinito empleado, la V%riacién de la sensibilidad
a la posicién del polo se hace menor.

La Figura 12 da el error en funcién del nimero de onda para distintos elementos infinitos,
con ¢l polo situado en z = 0. Para un cierto rango de valores del nimero de onda (entm
1 y 10) el error presenta alguna variacién para todos los elementos considerados, pero la
influencia es similar en todos los casos. \

Las conclusiones extraidas de la Figura 12 son: ‘

a) El error disminuye cuando ese aumenta el nimero de nodos del elemento infinito.
b) El error en funcién del nimero de onda es similar para todos log elementos considerados.

Error en el modelo

1 - + —

E ’ —+— Elementos de 4 nodos

= —¥~ Elementos de 5 nodos

0.1 S -5~ Elementos de ;6 nodos
C !
[ T

Ne

0.01 -

TTTIT

1.000E-03

T TTT71IT

T

1000E'04 L 11Ot {1 LRI L L 110 i L PILIn . [ [ I iRtil 1 IIIJHIII I (II1LH
0.001  0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
Numero de onda }
Figura 12 '

Ejemplo 3. Ecuacién de Laplace en un dominio no acotado

Consideremos como tercer ejemplo la ecuacién de Laplace en el dominio = {z: |z} >
1/2}. Si Qe = {z:]z| > 1}, la malla realizada se ve en la Figura 13. Impongdmos la
condicién de contorno no hemogénea de Dirichlet en la frontera I', }dada por la solucién del
problema #(z,y) = 7.

El error en norma de la energla Y el tlpo de convergencia exponencial se nuestra en la
Figura 14 .
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Figura 14

OTROS TIPOS DE CAIDA

Consideramos aqui otros tipos de caida para los elementos infinitos. Tipos de caida
diferentes a 1/r han sido utilizados por varios autores como Bettess'®, Zienkiewicz et al.??,
Gavete, Manzano y Ruiz?® que incorporan tipos de caidas especiales. Otros autores que han
obtenido elementos con diferentes tipos de caida son Honjo y Pokharel®® quienes a su vez
referencian en su articulo a otras publicaciones en este campo. Vamos a mostrar algunas
funciones de transformacién que pueden emplearse en orden a modelizar caidas del tipo 1/r"
o 1/r*/", siendo 7 un entero n > 1. Este tipo de caida aparece en la solucién de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales planteadas en dominios no acotados.

El tipo de caida depende de la ecuacién diferencial (EDP) que define el problema a
resolver, siendo una solucién particular de dicha ecuacién. En la Tabla III se pueden ver
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tipos de caidas o soluciones de algunas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Las

soluciones dadas pueden aplicarse en problemas gobernados por eée tipo de ecuacién.

|

Caida tipo

Ecuacién de derivadas parciales

g, e e, 4 % Lg

T
((1-1)9¢ _
(x oz,
n | e o et ] (1=1)0
1/7' Bz2 + 8y? + 522 +< Y ay‘ 0
m-1)3'_,
\ z 0z

dz? dz3 H 2,2

!
(=19 _,

nr Ox

929 | 8 8? (77—1)&15‘
1/rt/n %?+5&%+5;‘§+4.T@=0
(n=1)0¢ | ,

\ nz 0Oz

1

Tabla III

La transformacién geométrica!® es ficilmente generalizable a tipos de caida 1/r7*, donde

A =190 A=1/n, siendo n un entero n > 1.
Consecuentemente la ecuacién (11) puede escribirse como

21/,

a=emr

X =29+

(28)

Si usamos esta transformacién considerando un elemento cuadritico unidimensional con
el tercer punto en el infinito, la transformacién en el dominio —1 < ¢ < 1 (Figura 1 con

n = 3) es de la forma
z = M, (€)zy + My (€)x,

Las funciones de transformacién se definen como sigue

[0

G

04

M1= 04 M2:1—'

donde a = % para la caida del tipo 1/r" y

1-¢)

l/ﬂa

+

9n 1 1 on
Mi=51 <1_(1;§)n) M =1 ((1—5)"_1)

para la caida del tipo 1/r'/7 donde 7 es un entero 1 > 1.

(29)

(30)

(31)
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Si consideramos el polo en zy # 0, la relacidn entre z; y z5 es

Ty — 21 = (27 — 1)(z; — zo) para la caida de tipo 1/r" (32)
Ty — 21 = (27— 1)(x; - 7o) para la caida de tipo 1/r'/7

La variable bésica ¢ puede ser interpolada usando las funciones estdndar. Por e¢jemplo,
si el elemento es isoparamétrico, tendremos

S~ Dy + (1~ ) + 2£(1 +E)g (33)

¢ 3

y resolviendo (29) para ¢ y teniendo en cuenta (32), tendremos

&€ =1—(2z/2") para la caida de tipo 1/r"

34
¢ =1—(2z)/"/2"/") para la caida de tipo 1/r'/" (39
donde z indica la distancia al polo.
Sustituyendo (34) en (33), podemos expresar ¢ en términos de la coordenada z global
¢omo sigue

/6/32

277

¢=p+ %n .’18/22” para la caida de tipo 1 /?.1/7;

¢= 0+ para la caida de tipo 1/r"

donde Sy, 1 y B. son constantes. Este elemento reproduce la caida del tipo 1/7" o 1/ ri/m,
si la solucién analitica del problema a resolver es 1/2" 0 1/z*/7 y la condicién de contorno
en el infinito es ¢ = ;.

La funcién de transformacién (28) puede extenderse al caso de elementos infinitos de alto
orden. Los resultados obtenidos para M;(¢) (i =1,...,n—1) pueden verse en la Tabla IV
para la caida 1/7" y en la Tabla V para la caida 1/71/7. En el Apéndice se muestra como
calcular las expresiones de las Tablas IV y V.

Para estudiar la influencia del tipo de caida, consideramos un dominio no acotado 2 de
IR®, que se corresponde con el modelo de la Flgura 15 y consiste en un espacio eldstico con
un punto cargado. Boussinesq®? dio una solucién para este problema'?. La superficie libre
del semiespacio eldstico es el plano zy y la direccidén z es la vertical por debajo de dicho
plano. La carga P actia verticalmente hacia abajo en el origen.

El desplazamiento en la vertical por debajo del punto cargado viene dado por

1+v)3—-2v)P o
(uz)y=o = —— = —— (36)
2nE z

Es interesante conocer el efecto de usar diferentes tipos de funciones de caida en el
elemento infinito. Si consideramos la misma posicion del polo para todas las caidas, la
posicién de los nodos del elemento infinito depende del tipo de caida de acuerdo con las
Tablas IV y V.

Los valores del desplazamiento obtenidos para los diversos tipos de caidas, asi como la
solucion analitica del problema se muestran en la Figura 16.

Obviamente la mejor aproximacién se obtiene para la caida del tipo 1/, que se corres-
ponde con la solucién analitica del problema.
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Funciones de transformacion

Nodos Posicién de nodos
o | =W O [0 1 20
M, = [(1_[f)_lE;lz/l:]n[]l[i:f:;(/:__g()1%/):/‘77] 23 — xp = (27 — 1)(x — o)
My=1-[M, +M)
5| = 2 g g [y (97— 1] 00 a0
M — SO o | g, (07— ] 0=
My = =000l | (1 1) (a0
M, = 1:—[M1 +M2+M3]
6 My = e I, (00800 -2 = [(3)"" =1] (21 - 20)
My = Gt T, 000 | gy gy = [(4)Y7 1] (22 = o)
My =1—[M; + My + M, + M) Ty — T3 = [(g)””—1] (25 — o)
M, = [zc[)?gl_g])ﬁ/f(;z}:fl)ﬂi’:g [(1_52)15/];/_17;/(3@1/17 Ls — Ty = (21/" — 1)(z4 — x0)
M; = g T, s 00

Tabla IV

Figura 15
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Nodos Funciones de transformacién Posicién de nodos
__2n g%y _T{3\7
: M, = 2l 22 =21 = [(2)" = 1] 01 - 20)

4\71
—(8)" ' a+e) (361 :
m, = ) o = T3 — 2 = (27 — 1)(22 — %0)

M3=1—‘[M1+M2]

5 A 2o~ 21 = [(§)" = 1] (21 — 7o)
My = (3)"[SERED] | -0, = [(3)" - 1] (02— 30)
2_
Mgz—gi(lllﬁ%)n—ll Ty — T3 :(277‘—1)(.’1}3—$0)

M4=1—{M1+M2+M3]

6 M, = 27'(2535:4_(;))_%;’52& 2 — 2 = [(3)" = 1] (21 = z0)
My= - ()7 SR | gy = [(3) 1] (- )
My = (5) SECRUED | g = [(3)7 - 1] a1 =20

M, =- (%)n_l (2552_2225516:;6&_1) z5 — z4 = (27 — 1){(@4 — 7o)

M5:1—[M1+M2+M3+M4]

Tabla V

o7 Desplazamiento {en y=0)

Calda tipo ¥/r
Calda tipo 1/r7°2
Calda tipo 1/r°3
Caida tipo 1/r*(1/2)
Gaida tipo 1/r~{173}

$ kbt

Solucién analitica

0.3
0.2 &
0.1
o . . ¥
1 2 3 4

Coordenada Z
Figura 16
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CONCLUSIONES

Se ha propuesto una generalizacién de los elementos infinitos d
puede ser implementada facilmente en los cédigos existentes.

El esquema de generacién de elementos infinitos mostrado d
de formulacién de elementos infinitos. Por otra parte, el empleo
alto orden aumenta la exactitud de los elementos infinitos sustay
variacion de los resultados debida a la influencia de los distintos pa
la posicién de la interfase o la posicién del polo. Se ha visto el bu
elementos infinitos propuestos con una buena exactitud de los res

También se han considerado distintos tipos de caida de form
resultados numéricos en un mayor tipo de ecuaciones diferenciales
acotados.

APENDICE

La transformacién geométrica del presente articulo viene dada

M;(€) son las funciones de transformacién, z; las coordenadas n
nodos del elemento infinito considerado. La Tabla I da las funcio

entre las coordenadas nodales z;, correspondientes a n = 3,...6.

Para obtener las funciones de transformacién M;(£) se deb
condiciones:

0

a) M;i(&;) = b, 1

b) z = oo para £ = 1 usando la ecuacién (5),

Sl #j
sii=j’

n—1
i==1

le Zienkiewicz et al.*® que

3 una forma mas general
de elementos infinitos de
icialmente y disminuye la
rametros estimados como
en comportamiento de los
ultados.

a que se pueden obtener
planteadas en medios no

por la ecuacién (5) donde
odales y n el nimero de
nes M;(€) y las relaciones

et cumplir las siguientes

Si consideramos las funciones M; = If_(?; (i1=1,2,...,n—1), obtenemos las expresiones
dadas en la Tabla I, y si consideramos M, = (1—?&% o M; = (%5—),,; (i=1,2,...,n—1),

obtenemos las expresiones dadas en las Tablas IV y V respectiva

y Ri(&); (:=1,2,...,n— 1) polinomios.
Consideremos el caso n = 4 (Tabla I)
Tendremos
i, — A+ 1/3)(E - 173
1-¢
o, = BEFDE=1/3)
1-¢
o, = CE+D(E+1/3)
1-¢
y considerando la condicién a) obtendremos 4 = 9/4, B = -3

ente, siendo P;(£), Q;(€)

y C = 3/4. La relacién

entre las coordenadas depende del tipo de caida (transformacién € = f(z)) que se haya

considerado de acuerdo con la Tabla VII.
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Caida tipo Transformacién Tabla
£ =f(z)
1/r g=1- Huol I
- 2(x1—z0)"
1/r £=1— Husa IV
/9 — ] — Hma—a)/”
1/r £E=1 (e ao)im v
Tabla VII
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