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RESUMEN

En contraste con otros métodos numéricos tales como diferencias finitas o elementos finitos; el
método de Glimm resuelve las ondas de choque y otras discontinuidades con relativa facilidad y sin
necesidad de adicionar términos de viscosidad artificial. Desafortunadamente la literatura existente
sobre dicho método es, en general, dificil de entender por aquellos que encaran su estudio por primera
vez. Trataremos-aqui de presentar una introduccién sencilla del método de Glimm y sus principales
aplicaciones.

SUMMARY

Contrarily to other numerical methods such as finite differences or finite elements, the Glimm’s
Method resolves impact waves or other discontinuities with relative facility and without being
necessary to add artificial viscosity terms. Unfortunately, the existing litterature on this method is,
en general, difficult to understand for those who study it for the first time. Here, we shall try to
present a simple introduction on the Glimm’s Method and its principal applications.

INTRODUCCION Y CONSIDERACIONES GENERALES

Glimm? introdujo un método aproximado para la construccién de la solucion de
sistemas hiperbélicos de leyes de conservacion. Esta construccién es la base para su
elegante teorema de existencia. A partir de entonces hubo numerosas tentativas, sin
éxito aparente, de utilizar dicha construccién como una herramienta computacional,
ya que se intufa su utilidad para cierto tipo de problemas. Una década después Chorin
presenta los primeros resultados computacionales exitosos basados en la construccion
de Glimm para problemas de dindmica de gases. Desde entonces se realizaron gran
cantidad de trabajos y lo que se dié en llamar el método de Glimm (o el método de la
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eleccidon aléatoria o el método del muestreo uniforme) resultd ser una técnica de gran
precisioén en el tratamiento numérico de problemas con discontinuidades.

El método de Glimm consiste, en esencia, en realizar un muestreo estadistico de
soluciones tedricas locales de problemas de Riemann. El poder de esta técnica radica
en que las soluciones tedricas locales contienen informacién extensiva sobre el fenémeno
de interaccién elemental de ondas, y el muestreo estadistico evita la aparicién de la
viscosidad numérica tipica de los métodos de diferencias finitas y elementos finitos.
En particular, el método de Glimm permite el tratamiento automdtico de la formacién
espontdnea y la evolucién de discontinuidades (tipicas de sistemas hiperbélicos no linea-
les).
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Figura 1.1. Flujo de un gas en una tobera convergente-divergente.

A continuacién, se discuten brevemente algunos problemas fisicos para los cuales el
método de Glimm es especialmente util. La Figura 1.1 muestra el flujo estacionario de
gas en una tobera. Debido a las variaciones del drea transversal existen cambios en el
régimen de movimiento. En la zona divergente de la tobera se produce (por efecto de las
condiciones a la salida) una transicién entre los regimenes supersénico y subsénico a
través de una onda de choque. El problema de una explosion se ilustra en la Figura 1.2.

DISCONTINUIDAD
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Figura 1.2. Problema de la explosién en atmésfera libre.
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Inicialmente se tiene una zona de alta presidon en el interior de una esfera de radio
pequefio. En el proceso de igualacion de presiones, se produce una onda de choque
principal que se aleja del origen, una discontinuidad de contacto que avanza en la misma
direccién y una onda de choque secundaria que se mueve en sentido contrario. Esta
ultima es un “‘efecto de la curvatura”. Otro problema de interés en dindmica de gases es
el de la difraccidon de ondas de choque. (Ver Figura 5.1).

———
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Figura 1.3. Onda de frente abrupto generada por el cierre parcial de una compuerta.

También en hidrdulica existen problemas aptos para ser tratados por esta técnica.
Tal es el caso del resalto hidrdulico o de las ondas de frente abrupto generadas por la
operacion de compuertas (ver. Figura 1.3) o la rotura de una presa de embalse.

Finalmente el método de Glimm se utiliza exitosamente en la simulacién del desplaza-
miento de un fluido bifdsico en un medio poroso. Este problema se presenta, por ejem-
plo, en la recuperacién secundaria y terciaria en reservorios de petréleo.

EL METODO DE GLIMM. INTRODUCCION
La forma general de las ecuaciones a resolver por el método de Glimm es la siguiente:

W+ FIW), + G(W,x) = 0 2.1

donde F{W) es una “densidad de flujo” y G(W) un “término fuente”. Se introducird el
método aplicdndolo a la ecuacién de onda escalar (homogénea) caracterizada por:

W=u ; FW)=au ; G(Wx)=0 2.2)

donde a = constante. A partir de dadas condiciones iniciales, el método de Glimm cons-
truye la solucién por medio de una sucesion de dos pasos fraccionarios de igual extensién.
En el instante de tiempo ¢, = nk (k es el intervalo temporal de discretizaciéon), la solu-
cion ufx,t,) se aproxima por una series de estados constantes que se extienden sobre
intervalos de longitud 4, tal cual se ilustra en la Figura 2.1. Utilizando como valor inicial
esa funcidén continua a trozos, se construye la solucion tedrica de la ecuacion (2.1),
entre #, V t,41,. Esta solucién tedrica surge de superponer las soluciones locales a los
sucesivos “problemas de Riemann” (uno para cada punto xj1y, = (i+ %2 ) k). El proble-
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ma de Riemann para la ecuacién (2.1) queda definido por las siguientes condiciones
iniciales:

I

uy = const. parax < 0
ulx,0) = 2.3)
u, = const. para x> 0

8i u, * uy, las condiciones (2.3) corresponden a una discontinuidad inicial. La solucién
de este problema de Riemann es trivial: la discontinuidad se traslada, sin deformarse,
a lo largo de la-curva-caracteristica con pendiente dx/df = a que pasa por x =0. Esto
determina las soluciones locales, si se asocia u; y u,-con u'y Ui + 1, respectivamente,
para cada valor de.i. La construccion de la solucion numérica para t,4+14 ,esdecir,la
determinacion de los valores de u a ser asignados a cada nodo x; + 1., se realiza por
medio de un muestreo estadistico de la solucion teérica u(x,t, 4+ 1, J, dentro de cada
intervalo espacial [ih, (i+ 1)h]. Esto significa tomar

n+1/

P = u(X b ) (2.4)

donde X; = (i+%2 + 6;/2) h, siendo 6; un nimero generado al azar en el intervalo [-1,1].
Entonces,

1.0
+ .
u;‘+1/2 = Wy, si Gh>ak 25
.1 . N
w2 o= si. 6k <ak
i+ /2 i

tal cual se observa en la Figura 2.2

Mediante un procedimiento idéntico se avanza la soluci6n desde t,4+1, hasta f,,
centrdndose nuevamente la solucién numeérica en nodos con indice entero i.

Légicamente, la superposiciéon de las soluciones de los problemas de Riemann corres-
pondientes a cada nodo, puede llevarse a cabo siempre y cuando las discontinuidades
no interactuen entre si. Esto implica que debe verificarse la condicién de Courant-
Friedrichs-Lewy

2> al - (2.6)
k

. ¢ 7
1. Uil uiXta) Yvs /
n k
v, K2 2 )
k/2
u? U
UN20h th e Y2hisWh Xsih X ih i+ (i*hh  +x
. . 2
Figura 2.1. Aproximacién de u(x,t,) Figura 2.2. Soluci6n del problema

por una funcién constante a trozos. de Riemann para la ecuacién (2.1)- (2.2).
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Una idea de la bondad del método la brinda la siguiente comparacion. De acuerdo
a la solucion teérica del problema, cualquier discontinuidad inicial se desplazard, luego
de un tiempo 7, una distancia X = aT respecto de su posicién inicial, sin deformarse.
La correspondiente distancia X, calculada por el método de Glimm puede expresarse
como

X, =X m , 2.7

donde n = T/k y n; son variables aleatorias independientes, pero idénticamente distribui-
das, con una densidad de probabilidad que, de acuerdo a la Figura 2.2, estd dada por

p .h2 h-ak
b P = - I e—
rob [n; /2] 7
(2.8)
Prob 2 h+ak
rob [m; = #/2] =—

De las ecuaciones (2.7) y (2.8) surge que el valor esperado y la varianza de X, son,
respectivamente,

E[(X,] = aT
2.9)

k
Var [X,] =7(q2 - )T

donde g = h/k. Se observa que el valor esperado coincide exactamente con la solucién
tedrica. Es mds, la ecuacidn (2.5) muestra que la propagacién se realiza sin deformacién.
Es decir que este método no produce atenuacién ni dispersién numéricas, a diferencia
de los métodos numéricos dependientes de la malla de discretizacion, tal como diferen-
cias finitas. Finalmente se ve que, para g y T fijos, Var [X] tiende a cero para k tendien-
do a cero, lo cual prueba la convergencia del método.

Chorin® desarrollé las estratégias para la eleccién de los valores de 8;, que resultaron
cruciales para el éxito del método como herramienta de prediccién. En primer lugar,
Chorin introdujo la idea de elegir #; = 6 = const. para cada paso de tiempo, lo cual
evita la aparicién de estados constantes espurios. En segundo lugar, propuso dividir el
intervalo [-1,1] en mjy subintervalos(m2 < n) y elegir el valor de 6 para cada paso de
tiempo en cada uno de los subintervalos n; (i = 1,2,.., my) de acuerdo a la férmula
M+ 1 = (my+,.m) mod my, donde my y my (my; < my) son enteros primos y ng (ng < ms)
es arbitrario. Este procedimiento reduce considerablemente la varianza de la solucidn
(respecto, por ejemplo, del valor dado por la ecuacién (2.9)). Una leve modificacién de
esta estratégia es especialmente efectiva para tener en cuenta las condiciones de borde:
los subintervalos se separan en dos grupos, de acuerdo a si pertenecen al semi-intervalo
[-1,0] 0 al [0,1], y los sucesivos valores de 8 se eligen alternadamente en cada grupo.

La Figura 2.3 muestra resultados numéricos para la evolucién de una discontinuidad,
obtenidos con distintos valores de my; y m,. Se observa el cardcter estadistico de la
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-Figura 2.3. Evolucion de una discontinuidad, calculada por el método de Glimm.

solucion numérica. En efecto, la posicion calculada de la discontinuidad fluctua alrede-
dor del valor exacto. Los valores 6ptimos de m, y my parecerian ser, de entre los proba-
dos, my = 5 y my = 11. Estos son los utilizados por los autores en los cdlculos posterio-
res.

La extensién natural del método de Glimm para resolver ecuaciones inhomogéneas
¢onsiste en hallar la solucion tedrica del correspondiente problema de Riemann. Como
esto puede ser, en general, complicado o, incluso, imposible Marshail y Menéndez’
introdujeron la idea de utilizar la idea de utilizar la solucién teérica aproximada a primer
orden en k. Este procedimiento se ilustrard con la ecuacidén escalar caracterizada por

W=u ; F(W) =u?2 ; G(Wx)= bu (2.10)
donde b = constante > 0. La ecuacion (2.1) — (2.10) puede ser reescrita en forma carac-
teristica como

-du dx
—= bu Ssi — = u 2.11)
dt dt

La solucién al problema de Riemann para la ecuacion (2.11) se muestra cualitativamente
en la Figura 2.4, Como resultado de la no linealidad de la ecuacién, la discontinuidad

‘inicial se transforma en una onda simple centrada. Siu#; < u,, la onda simple es una onda
de rarefaccion;si u; > u,, es una onda de choque que se propaga con la velocidad

1
S = T(ul + u,) e® (2.12)

La integracién de la ecuacién (2.11) puede aproximarse por

u(x(k),k) = (1—bk)ug + ofk®) (2.13)

x(k) x(0) +ugk +o(k?) _ 2.14)
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Figura 2.5. Evolucién de una onda de choque, calculada por el método de Glimm.:
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donde uy = u(x(0),0). La ecuacion (2.13) muestra que tomar k = 0 es equivalente a -
tomar b = 0. Esto significa que uo coincide con la solucién de la ecuacién homogénea,
que es conocida. Mds aun, de la ecuacion (2.14) surge, entonces, que las curvas caracte-
risticas coinciden, a primer orden en k, con las correspondientes a la ecuacién homogé-
nea, que también son conocidas. Con esta informacion, la solucién u(x,k) puede calcu-
larse para cualquier valor dado de x.

Resultados numéricos obtenidos con esta metodologia para el caso de propagacion
de una onda de choque se muestran en la Figura 2.5, para distintos valores de b. Se
observa un buen acuerdo con la solucién teérica. '

Un procedimiento alternativo para tratar ecuaciones inhomogéneas fue propuesto por
Sod? consistente en una técnica de desdoblamiento de dos pasos. En el primer paso, el
término inhomogéneo es removido y la ecuacién homogénea resultante es resuelta por
el método de Glimm. En el segundo paso, se resuelve por diferencias finitas la ecuacion
diferencial ordinaria resultante de considerar soclamente el termmo inhomogéneo, es
decir

W, + G(Wx) =20 (2.15)

utilizando como condicibn inicial la solucién obtenida en el paso anterior. Si bien para
el presente ejemplo (ecuacion (2.1) — (2.10)) ambos métodos son equivalentes, el
método de Sod, aunque menos riguroso, resulta, en general, mds simple que el propuesto
por Marshall y Menéndez. M4s aiin, con la metodologia de Sod es posible tratar sistemas
de ecuaciones no estrictamente hiperbélicas. Tal es el caso, por ejemplo, del modelo para
el desplazamiento unidimensional de un fluido bifédsico inmiscible en un medio poroso,
caracterizado por la ecuacion (2.10), con

2

W=u ; F(W) = ———u— , GIW,x) = — [Ku)uy]x (2.16)
u? + ‘af1-u)?

donde u es la saturacion de la fase mojante, x y ¢ las variables espacial y temporal,
respectivamente, o una constante y kfu) un coeficiente genérico de difusion que se
supone “pequefio” (ver Laggiard y Marchall*). Las posibles soluciones al problema de
Riemann correspondiente, tomando G(W,x) = 0, se muestran cualitativamente en la
Figura 2.6. Debido a que F(W) no es convexa, la discontinuidad inicial evoluciona como
una perturbaciéon compuesta por una onda de choque y una de rarefaccion. :

Resultados numéricos para la evolucién de una discontinuidad inicial se presentan
en la Figura 2.7. Se observa como la presencia del término de difusion G(W, x) con
k{u) = 0.017 suaviza el frente de onda.

Ulx, ti) U (x,80)

X ) X

Figura 2.6. Solucién de problema de Riemann para la ecuacién (2.1) - (2.16)
con G{W,x}=0,a)u; >u,yb)ur <u,.
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Figura 2.7. Evolucién de una onda de choque con difusién calculada con el método de Glimm.

FLUJO EN AGUAS POCO PROFUNDAS

Las ecuaciones unidimensionales para aguas poco profundas, o ecuaciones de Saint
Venant, pueden expresarse de la forma (2.1), con

uh wh + gh*/2 —hR(W)
W= , F(W) = , G(W,x) = 3.1)

donde u es la velocidad del agua, # la profundidad, g la aceleracién de la gravedad y
R(W) un término que representa los efectos de la friccién y la pendiente del fondo.
Las coordenadas x,# adquieren ahora el significado habitual de espacio y tiempo.
La aplicacién del método de Glimm al sistema homogéneo (es decir, considerando
G(W,x) = 0) fuerealizada por Marshall y Menéndez®, utilizando la analogfa con dindmica
de gases. Mds tarde, Marshall y Menéndez® desarrollaron la aplicacién directa, que se
discute brevemente a continuacioén.

La aplicacién del método de Glimm a cualquier sistema hiperbélico requiere resolver
el correspondiente problema de Riemann. Para el sistema (2.1) - (3.1), el problema
de Riemann estd caracterizado por las siguientes condiciones iniciales:

W, = const: parax < 0
W(X;O) = ’ (32)
W, = const. parax > 0

La solucién de las ecuaciones (2.1) - (3.1) - (3.2) con G(W.,x) = 0, se ilustra en la
Figura 3.1. La discontinuidad inicial se transforma en “ondas de depresion, y/u ‘“ondas



240 G.MARSHALL Y A. MENENDEZ

caso profundidad A 'velocidad u
hr ur
i __/_ ____/——
hl = Y —
b ur
1] —\_— —/_
hr |y
-— . -
h u ur
i M—/—hr —/__'_/_
-— - 4 -« —-
. hy uy
iv
L_____h, ur
— —
hr y
v L
1 .
- -—
R h —\——_L—
vi hx Ve
-— — — r
hr | Y
vii _’_:l—/_ ———\r
hy us
-— - - —
ha "
viii hlﬂ —-\-—-—t‘:__
hr ur
-— — -— - )

Figura 3.1. Soluci6n del problema de Riemann para las ecuaciones (2.1) - (3.1), con Gfw,x) = 0.

de frente abrupto”, dependiendo de los valores iniciales. Entre ambas ondas se genera
un estado constante u,, 4, Mediante un método iteractivo, la solucién puede calcularse
numéricamente para cualquler conjunto de valores (. hy, Uy, hy, U).

Resultados numéricos obtenidos por el método de Glimm para el problema de rotura
instantdnea de presas (que, casualmente, coincide con el problema de Riemann para
u; = 4, = 0) se muestran en la Figura 3.2, juntamente con la solucién teérica. El
acuerdo es satisfactorio. Se observa que el estado constante es calculado exactamente,
y que el frente abrupto es computado conresolucién practicamente infinita. La posicion
calculada del frente abrupto no es exacta mds que en promedio. El cardcter estadistico
del método se manifiesta mds claramente en el computo de la onda de depresidon, que
muestra fluctuaciones alrededor de la solucién . tedrica. Es interesante observar la
calidad de los resultados incluso para mallas de discretizacion “gruesas’” (Fig. 3.2 (b)).

Marshall y Menéndez’ también extendieron la aplicacién del método de Glimm
al sistema completo (es decir, con G(W,x) # 0), introduciendo la idea, ya explicada
en la seccién anterior, de hallar 1a solucién teérica del problema de Riemann a primer
orden en k. Esta se obtiene integrando a lo largo de las curvas caracteristicas que, en
este orden de aproximacién, coinciden con las correspondientes a G(W,x) = 0, las
cuales son conocidas. El proceso de integracion es distinto para cada uno de los ocho’
casos mostrados en la Figura 3.1. El desarrollo completo se presenta en la citada
referencia. A continuacion, se muestran algunos resultados numéricos.

La Figura 3.3 corresponde al problema de la rotura instantdnea de una presa
teniendo en cuenta los efectos de la fricciébn. Un caso con friccién y pendiente de
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Figura 3.2. Solucion del problema de Riemann para el caso de rotura instant4nea de presas,
calculada por el método de Glimm.,
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SOLUCION NUMERICA
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Figura 3.3. Roturad de presas con efectos de friccioén, calculada con el método de Glimm
(en linea llena se muestra la solucién tedrica para friccién nula).

7.7
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t=100sec
—_—
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Figura 3.4. Rotura de presas con friccién y pendiente de fondo, calculada con el método de Glimm
(en circulos) y por diferencias finitas (en linea llena).

fondo se muestra en la Figura 3.4, observdndose un buen acuerdo con los resultados
obtenidos por Ré, utilizando diferencias finitas sobre las curvas caracter{sticas.

Con una metodologia similar pueden calcularse flujos con simetria cilindrica,
Marshall y Menéndez’. La Figura 3.5 muestra resultados para el problema de rotura
instantdnea a través de una seccién transversal uniformemente convergente.
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SOLUCION NUMERICA
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Figura 3.5. Rotura de presas a través de una seccién convergente, calculada con el método de Grimm
(en lfnea liena se muestra la solucién tedrica para seccién uniforme).

FLUJOS COMPRESIBLES CUASI-UNIDIMENSIONALES

Bajo esta denominacién se incluyen flujos compresibles en conductos con variacién
del drea transversal, y flujos compresibles con simetrfa cilindrica y -esférica. Las
correspondientes ecuaciones de conservacién se escriben de la forma (2.1), con

[ m 7 —m ]
m? m?
W=1|m| FW = P Gwe = 2 (4.1) -
e p a(x) p
m m
—(e+p) —(e+p)
P 4 P

donde p es la densidad del fluido, p la presién termodindmica, m = pu la densidad
de flujo de masa (siendo u la velocidad), e = p/(y-1) + m?/(2g) la energfa interna
por unidad de masa (siendo < la constante adiabdtica), y

drea para flujos en conductos
alx) = 2nx para flujos con simetrfa cilindrica 4.2)
4rx2 para flujos con simetria esférica.

La solucién del sistema (2.1) - (4.1) por el método de Glimm puede llevarse a cabo
utilizando el mismo procedimiento que en la seccién anterior o, alternativamente,
recurriendo a la técnica de pasos fraccionarios de Sod (ver seccién 2). En ambos casos,
es necesario resolver el problema de Riemann para el sistema homogéneo asociado.
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4w(x,0)

b e ———
b —

Figura 4.1. Aproximacién de una funcién continua por una funcién compuesta
de soluciones de estacionarias a trozos.

Una variante, propuesta por Glimm y colab® resulta particularmente apropiada para
resolver problemas cuasi-estacionarios. Esta consiste ‘en aproximar las distribuciones
espaciales de las variables no por una sucesién de estados constantes, sino por solucio-
nes estacionarias a trozos, tal cual se ilustra en la Figura 4.1 Esto significa que ahora
debe resolverse un probiema de Riemann “‘generalizado’, que estd caracterizado por
las condiciones iniciales :

Wy(x) parax < 0
W(x,0) = (4.3)
Wex) = parax>0

donde W, y W, son soluciones del problema estacionario
F(Wy + G(Wx) =0 49

tal cual se ilustra en la Figura 4.2. Las soluciones del problema de Riemann generali-
zado resultan, en general, mis complicadas que las del problema de Riemann standard.
Por ejemplo, ademds de una onda de choque y una discontinuidad de contacio que
avanza en sentido contrario, los efectos de curvatura pueden producir una onda de
choque secundaria que viaja en la misma direccién que la onda de rarefaccién, tal cual
se muestra en la Figura 4.3.

Naturalmente, cuando la solucién buscada es estacionaria, el método de Glimm
generalizado provee la solucion exacta.

4 Wix,0) N $wix,0
' ¥ ¥
W (x) N—— 1 L N
Wr (x) X
Xo ®)

s}

Figura 4.2. Valores iniciales para a) problema de Riemann generalizado y
b) problema de Riemann standard.
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& v(x,ti)

Figura 4.3. Una soluci6n del problema de Riemann para la ecuacién (2.1) - (4.1).

El método de Glimm generalizado fue utilizado para resolver el problema de flujo
de un gas compresible en una tobera convergente-divergente (ver Fig. 1.1), que corres-
ponde a las condiciones iniciales en un tunel de viento supersénico. La Figura 4.4
muestra el cdlculo de la variacioén de la presién a lo largo del eje de la tobera, junta-
mente con la solucién tedrica y la calculada usando el método de Sod. Comparando
con esta ultima, se observa que el método de Glimm generalizado pricticamente no
produce, para este problema, fluctuaciones espurias. Esto queda mds dramdticamente
ilustrado en la Figura 4.5, donde se presentan las lineas isobéricas en el plano x-t.

10 20

Figura 4.4. Variacién de Ja presion a lo largo de la tobera: a) método de Sod.
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10

Figura 4.4. b) método de Glimm.

Figura 4.5. Lineas isobdricas en el plano x-¢. a) método de Sod.

20
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Figura 4.5. b) método de Glimm.

FLUJOS SUPERSONICOS BIDIMENSIONALES ESTACIONARIOS

Los problemas de difracciéon de ondas de choque pueden ser descriptos en forma
aproximada por un sistema hiperbolico de leyes de conservaciones de la forma

W, + FIW), + G(W), = H(W,r) G.D

donder, z y t son las variables independientes espacio-temporales, y

B n
P _
W= |m | , Hwy = - 922 ey
n ! mn/p
E m/p(E+P)J
(5.2)
m2 . F n ]
- m?[p+P y G(W) = mn/p
Fw) mnlp 72 ot P
m/p(E+P) i n/p(E+P)
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Aqui p esladensidad,m = puyn = pv, u y v son los componentes de la velocidad en
las direcciones 7 y z, respectivamente, E es la energfa total, P es la presién termodi-
ndmica y d es la dimensién del espacio. Estas ecuaciones estdn suplementadas con la
ecuacion de estado

P = P(pE—(m® + n*)2p) (5.3)
Asumimos que el gas es politrépico, de modo que
Plpe) = (y~1)e (5.4)

donde e es la energia especifica. El sistema (5.1) a (54) va acompafiado de condiciones
iniciales y de contornos apropiadas.

Muchos problemas interesantes pueden ser descriptos por el sistema no evolucionario
asociado, es decir

W), + G(W), = H(Wr) (5.5)

Fl sistema (5.5) puede ser: globalmente hiperbdlico en el caso de flujo supersonico,
mixto hiperbélico y eliptico en el caso de flujo supersénico con zona subsénica, y
globalmente eliptico en el caso de flujo subsénico. Esta distincién es muy importante
pues el comportamiento de dichos flujos difiere entre si notablemente. Una variada
gama de problemas estacionarios son puramente supersénicos y pueden ser descriptos,
en consecuencia, por un sistema hiperbédlico de leyes de conservacion.

Existe una analogia entre flujo estacionario supersonico y flujo evolucionario unidi-
mensional. Este ultimo puede ser descripto por un sistema de ecuaciones como el
(2.1) - (4.1). Esta analogia se ilustra en la Figura 5.1. El flujo evolucionario unidimen-
sional mostrado en la Figura 5.1 (a) corresponde al problema de un pistén que se
acelera y luego se detiene bruscamente. El flujo estacionario supersénico equivalente,
mostrado en la Figura 5.1 (b), estd producido por una cufia plana bidimensional. En
ambos casos aparecen un onda de choque y una de rarefaccion. La segunda produce la
difraccion de la primera.

Figura 5.1. Analogfa entre flujo evolucionario unidimensional y flujo supersénico
estacionario bidimensional:
a) flujo producido por la aceleracién y desaceleracién bruscas de un pistén,
b} flujo supersénico alrededor de una cufia plana.
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El ejemplo precedente pone en evidencia que cualquier procedimiento de cdlculo
de “marcha en el tiempo” puede también ser utilizado para flujo estacionario super-
sénico en dos dimensiones espaciales. S6lo se requiere considerar a una de las variables
espaciales (¢ 6 z) como una variable temporal ficticia. En particular, el método de
Glimm resulta especialmente apto para este tipo de problemas. Su utilizacién requiere
formular y resolver el correspondiente problema de Riemann. Los detalles de este
procedimiento, un tanto engorrosos, se omitirdn del presente trabajo (ver Marshall y
Plohr®).
 Resultados numéricos para el problema de la cufia se presentan en la Figura 5.2.
Los obtenidos por el método de Glimm se comparan con los calculados por diferencias
finitas sobre las caracteristicas (de trabajosa implementacién), observindose un buen
acuerdo.

2 z

Figura 5.2. Flujo supersonico sobre una cufia plana,
a) método de las caracter{sticas.

Figura 5.2. b) método de Glimm.
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BYoREe REN o NI SRS

APENDICE

Como ilustracién, se presenta un listado en lenguaje FORTRAN para la resoluciéon de
la ecuacién u, + u u, = 0 con condiciones iniciales: u = u; para x< 0 y u = u, para
x > 0, utilizando el método de Glimm. Las variables de entrada son:

N = ntmero de nodos.

N; = nUmero de nodosconu = u;. ,

I;, I, = valores iniciales para generar la secuencia de nimeros aleatorios.
M = numero de pasos de tiempo.

MED = control de impresién.-

NI = n,
‘ Ml = my
Mg. = My
U0 = Uy
UF= u,
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- DIMENSION U(101)
READ(6,100)N, N1, 11, I2, M, MED, NI, M1, M2
100 FORMAT(IS) '
READ({6,110)U0, UF, Q
110 FORMAT(F10. 0)
N2=2«N
N12=N1%2
NIU=N2+1
NIA=N2-1
NI=NI-M1
DO 101=2,N2,2
u=u0
IF{. GT. N12)U(I)=UF
10 CONTINUE
‘ DOS0J=1,M
L=0"
40 NI=NI+M1
IF(NI. GE. M2)NI=NI-M2
HN=NI
HM=M2
R=RAN(1, I2)
R=(2, »(HN+ R)/HM -1.)¥Q
. WRITE(6, 101)R
101 FORMAT(12F6. 2)
IF(L.EQ.1)GOTO 42
DO 201=3,NIA, 2
CALL RIEMAN(U(I-1), J(I+ 1}, R, UD);
20 ‘CONTINUE
U(1)=U0
U(NIU)=UF
L=1
IF(MED. GE. 0)GO TO 40
WRITE(6,101) (U(I), I=1,NIU, 2) ~

GO TO 40
42 DO 301=2,N2;2
CALL RIEMAN(U(I-1), U(I+ 1), R, U(I))
30 CONTINUE
IF(MED) 43, 43, 44
44 IE=J/IAB5S(MED)
R IF(MED+IE-J) 50, 43, 50
43 WRITE(6, 101)XU(), I=2, N2, 2)
50 CONTINUE
END

SUBROUTINE RIEMAN (UL, UR, R, UM)
IF (UL. GT. UR) GO TO 10
IF (R. GT.UR) GO TO 30
IF (R. LT. UL) GO TO 20
UM=R
GO TO 40
10 UP="5*(UR+ UL)
IF (R. GT.UP) GO TO 30
20 UM=UL
GO TO 40
30 UM=UR
40 CONTINUE
RETURN
END





