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RESUMEN 

La ecuación diferencial parcial, no lineal, de segundo orden que describe el flujo radial de 
un gas real a través de un iiiedio poroso es resuelta utilizando diferencias finitas1. Para ello se 
la discretiza en coordenadas cilíndricas, coiiipoiiente radial, logrando un esqueiiia en diferencias 
finitas consistente, conservativo y e ~ t a b l e ~ * ~ ~ ~ ~ ~ .  Este esqueiiia es iiiiplicito en transiiiisividades y 
presiones, El iiiodelo nuiiiérico perniite la deterniinación de la periileabilidad del inedio poroso 
al flujo de un gas real aplicando el iiiétodo inversoe: se ajustan las soluciones nuiiiéricas a 
las iiiediciones experimeiitales de la presión efectuadas en un pozo productor de gas iiiediante 
la aplicación de técnicas de optiiiiizacióii. Este procediniiento se aplica a la  interpretación 
de eiisayas de pozos gasíferos. Las presiones estiiiiadas por el iiiodelo nuiiiérico utilizando 
la pernieabilidad óptiiiia concuerda satisfactoriaiiieiite con las presiones medidas durante un 
ensayo de pozo a caudal constante (test d r a w d ~ w n ' ~ ~ ~ ~ ) .  
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SUMMARY 

The second order non-linear partial diferential equation, which describes the radial flow 
of a real gas through a porous iiiedium, is solved by applying a finite-differencel technique. 
Tlie differential equation in cylindrical coordinates is discretized obtaining a finite-difference 
consistent, convervative and ~ t a b l e l * ~ * ~ ~ * ~ "  scheiiie. This sclieiiie is iinplicit in transniisivities 
and pressures. The nuliierical iiiodel allows the determination of the porous mediuin real gas 
periiieability by applyiiig the iiiverse methode: nuinerical solutions are adjusted to measured 
gas well pressures by means of optiniization techniques. This procedure is applied to gas well 
testing analysis. Pressures estiiiiated with pressures iiieasured during a drawdown test 7 3 8 3 8 .  

INTRODUCCION 

Se considera el flujo transitorio de un gas real a través de un.medio poroso sujeto 
a las siguientes restricciones: 

1- el medio poroso es indeformable (porosidad constante), homogéneo e isótropo, la 
permeabilidad es independiente de la presión; 

2- el flujo es monofásico, isotérmico y los efectos gravitacionales se desprecian; 
3- el flujo es laminar y obedece a la ley de Darcyfo; 
4- el gas es real y se verifica la ecuación de estado": 

P M  
p = -  

Z R T  

En estas condiciones dicho flujo está gobernado por la ecuación diferencial parcial 
no lineal de segundo orden1': 

donde p es la densidad del gas (ecuación (l)), P es la presión del gas, M su peso 
molecular y p su viscosidad, R es la constante de los gases, T la temperatura del medio 
poroso, y por lo tanto del gas, K la permeabilidad del medio poroso al flujo del gas, 
6 su porosidad y Z el factor de desviación del gas real considerado. El término fuente 
q es la masa de gas extraída (o inyectada) por unidad de volumen y tiempo. Z y p 
dependen de P. 

La ecuación diferencial (2) con sus adecuadas condiciones iniciales y de borde puede 
resolverse numéricamente sin ulteriores restricciones respecto de las propiedades del gas. 

Sin embargo, las primeras soluciones numéricas que se encuentran en la literatura 
fueron realizadas para el caso particular de un gas ideal ( Z  = 1) y considerando flujo 
unidimensional en coordenadas cartesianas y cilíndricas componente radial13. En 1966 
dos trabajos presentan soluciones para el caso del flujo de un gas real hacia un pozo de 
producción. Ambos introducen.el concepto de pseudopresión de un gas real hacia un 
pozo de producción. En el trabajo de AI'Hussainy et a1.12 se transforma a la ecuación 
diferencial (2) en términos de la pseudopresión adoptando una forma "cuasi-lineal" 
semejante a la ecuación de difusividad para líquidos. Por lo tanto los autores utilizan 
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las soluciones analíticas de esta última ecuación. El inconveniente reside en que la 
compresibilidad y la viscosidad (y por ende la difusividad) para el caso de gases reales 
dependen de la presión. 

Paralelamente, la ecuación (2) escrita en términos de la pseudopresión es resuelta 
por Russell et al.'* mediante un método de Crank-Nicolson iterativo. Wattenbarger 
et al.15 resolvieron numéricamente la misma ecuación pero incluyendo el efecto de 
turbulencia. Dranchuk et al.lG incluyen además la dependencia de la permeabilidad 
con la presión de acuerdo con el efecto Klinkerberg"Js presentando también soluciones 
numéricas. 

La ecuación diferencial (2) correspondiente al flujo unidimensional en coordenadas 
cartesianas fue resuelta por Darderes et al.' mediante distintos esquemas iterativos en 
diferencias finitas: uno explícito en transmisividades e implícito en presiones y otro 
totalmente implícito; complementándose este último mediante el método de Newton- 
Raphson generalizado. 

En este trabajo se resuelve el flujo radial transformando adecuadamente a la 
ecuación diferencial (2) en coordenadas cilíndricas, componente radial, mediante 
cambios de variables y definiciones de nuevos parámetros, De tal modo se logra un 
esquema en diferencias, para el caso planteado, idéntico, en su aspecto, al esquema 
en diferencias para el caso unidimensional en coordenadas cartesianas presentado por 
Darderes et al.'; consecuentemente valen las consideraciones acerca de estabilidad y 
convergencia allí expuestas por estos autores para el presente caso. 

El objetivo central de esta propuesta es aplicar el método inverso6 al flujo de un gas 
real. Se minimizan las diferencias entre las presiones calculadas por el modelo numérico 
y las presiones medidas durante un ensayo de pozo de gas (test drawdown7>'"), variando 
la permeabilidad. La variación se efectúa mediante el Método de F i b o n a c ~ i ' ~ ~ ' ~ .  

W. W-G.Yeh2' emplea el método inverso desarrollando un algoritmo para la 
identificación de parámetros en una ecuación diferencial que describe una acuífera 
en un medio inhomogéneo. En este caso los parámetros elegidos son: el coeficiente 
de almacenamiento y las transmisividades, estas últimas son funciones de la variable 
espacial. Aquí la variable dependiente es el potencial del flujo en la acuífera, que posee 
dimensiones de longitud, ajustando los valores calculados de ésta a observaciones de la 
misma obtenidas dentro del sistema. 

La estimación de la permeabilidad del medio poroso al flujo del gas, es uno 
de los propósitos de los ensayos de pozos gasífer~s'~'>~. Esta estimación se realiza 
habitualmente con procedimientos analítico-gráficos que a veces incluyen superposición 
de curvas, es decir ajuste visual a curvas tipo de los datos medidos7~s~g~z2~23. 
Recientemente se ha propuesto la aplicación de técnicas de optimización para la 
interpretación de los ensayos de pozos petrolíferos, empleando modelos de flujos de 
fluídos ligeramente compresibles. 

La ecuación de difusividad que rige el flujo de petróleo hacia un pozo tiene solución 
analítica por transformada de Laplace; de esta manera Guillot et al.24 calculan la 
presión y sus derivadas respecto de la permeabilidad (y otros parámetros característicos 
del reservorio y del flujo) en el espacio de la transformada de Laplace e invierten 
numéricamente esas derivadas para poder aplicar técnicas de regresión no lineal. 

Pero el flujo de un gas real está gobernado por una ecuación no lineal, que no posee 
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solución cerrada. Por eso, en este trabajo se resuelve la ecuación numéricamente. Por 
último para determinar la permeabilidad se ajustan las soluciones numéricas a los datos 
medidos aplicando técnicas de optimización. 

MODELO MATEMATICO. ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS 

De la ecuación diferencial (2) se obtiene la siguiente ecuación de difusión isotérmica 
de un gas real en un reservorio homogéneo, isótropo e indeformable con simetría 
cilíndrica para la componente radial: 

donde = 5 ,  = 2 q 9 ,  $J = p2 y C es la compresibilidad del gas dada por 
1 1 '& C = -  - - 
P Z dP' 

Las condiciones iniciales y de contorno consideradas san las siguientes: flujo nulo 
en el borde exterior del reservorio (es decir, en r = re donde re es el radio del cilindro 
de drenaje7>'lg), caudal volumétrico de producción constante en el pozo (cuyo radio es 
r = r,) y presión inicial uniforme a través de todo el reservorio. 

Expresando a la ley de Darcy en coordenadas cilíndricas, componente radial, se 
obtiene: 

siendo q,  el caudal molar (moles de gas por unidad de tiempo) y h la altura de 18 
formación porosa (o sea del cilindro de drenaje). Combinando la ecuacion de estado 
(1) con la expresión (4) y despejando q ,  se obtiene: 

Ahora pueden expresarse las condiciones iniciales y de contorno de la siguiente 
manera: 

Una aproximación en diferencias finitas consistente para la ecuación diferencial (3) 
es de la forma 
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donde 

Aquí At indica el paso en el tiempo y tanto n como n + 1 el nivel de tiempo 
correspondiente en la discretización temporal. 

Multiplicando a la ecuación en diferencias (6) por 

y discretizando la expresión (5) como sigue 

se llega a que 

lo cual da significado físico a la discretización consistente efectuada en (6) ya que 
las yM,+ 1 son 108 caudales molares entrantes y salientes, respectivamente, del i-ésimo 

3 
bloque de la gsilla circular que se describirá más adelante. 

Para obtener un esquema en diferencias conservativo, con su correspondiente matriz 
simétrica asociada, deben imponerse las siguientes dos condiciones2: 

1- la ecuación discretizada (8) debe proporcionar el caudal molar exacto para un dado 
A$ (caída del cuadrado de la presión) con X/Z constante; 

2- el volumen discretizado, proporcional a C,,, debe ser igual al volumen real del 
i-ésimo bloque de la grilla circular dado por: 

2 2 V. = "  h ( T i + $  - T i - $ )  

Luego, la condición 1- puede escribirse así: 

qMi+ L = qMn = constante 
2 (11) 

siendo q,, la integración de la expresión (5)) suponiendo estado estacionario (q,, = 
constante), entre los bloques i e i + 1; lo cual da 
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* h (1) ( $ i + ~  - $i) 
Q M E  = - - 

R T  2' In (y) 
Entonces comparando (8) con (12) se ve que la condición 1- se cumple si 

L Ti+1 - T i  
T .  1 = r .  1 = 

t + ~  Z+? ln (W) 
r i 

En cuanto a la condición 2- se ve que ésta se verifica si 

2 2 
2 T i  (ri+' - Ti- ' )  = Ti t i  - T .  %-' (14) 

Las relaciones (13) y (14) no pueden satisfacerse simultáneamente para cualquier 
elección de los bordes. Para satisfacer simultáneamente a las condiciones 1- y 2- se 
transforma según 7 = r2  a la ecuación diferencial (3) ,  obteniéndose: 

a x as, 4c a$ 
4-&("%) +- q'=Zz 

cuya aproximación consistente en diferencias finitas multiplicada por el volumen real, 
dado en ( l o ) ,  de la i-ésima celda circular resulta: 

Dividiendo por RT y definiendo 

se obtiene nuevamente la ecuación (9). Teniendo en cuenta las expresiones (8) y (13) 
se observa que se cumplen las condiciones 1- y 2- si se impone que 

La relación (19) es trivial y siempre se satisface. En cuanto a la relación (18) se 
utiliza para hallar los vi*$ que resultan 
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Reemplazando (18) en (16) se llega a: 

siendo 

Entonces, se obtiene el esquema en diferencias consistente y conservativo (21) si 
las transmisividades, Ti++, se calculan con las expresiones logaritmicas en r dadas en 

(13), y si los bordes de los bloques, para el cálculo del volumen de cada celda circular 
ri*i, se calcula según la expresión logarítmica en r 2  dada por (20). 

2 

Se establece el siguiente criterio para calcular los puntos representativos de los 
bloques de la grilla circular: 

- Para flujo en estado estacionario en un medio homogéneo se deduce, considerando 
la ecuación (12), que igual espaciamiento en In(r) resultará en igual caída del 
cuadrado de la presión. Entonces si se desea una grilla de N puntos en .la cual 
T I  = r, y TN = re se obtiene: 

de donde surge la siguiente fórmula de recurrencia2 

con i =  1,2 ,  . . .  

Esta elección de los puntos representativos de los bloques verifica que la distancia 
entre éstos es cada vez menor a medida que r + r,, lo cual es esencial para mantener 
uniforme la precisión de los resultados numéricos en todos los puntos de la grilla. 

La grilla circular obtenida mediante (23) presenta el aspecto altamente irregular 
que se ve en la Figura 1. 

METODOLOGIA DE LA INTERPRETACION DE LOS ENSAYOS DE 
POZOS GASIFEROS APLICANDO EL PROBLEMA INVERSO 

Para realizar estudios de ingeniería de yacimientos gasíferos y pronósticos de 
producción es necesario conocer los parámetros característicos de la roca-reservorio: 
permeabilidad y porosidad. Su medición directa en el laboratorio sobre muestra de 
roca presenta graves inconvenientes. Por un lado la extracción de las muestras que se 
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Figura 1. Grilla circular en la cual los puntos representativos de sus bloques se 
calculan según ( 2 3 )  -trazo continuo-. Los puntos interbloques -trazo 
discontinuo- se calculan con la expresión ( 2 0 ) .  Se tonió N = 10 en ( 2 3 )  
con T ,  = 0 . 2 0 m  y T, = 0.004m. 

realiza parando la perforación de los pozos es costosa. Por el otro, la representatividad 
de dichas pequeñas muestras (del orden de pocos centímetros cúbicos) es, obviamente, 
relativa frente a las dimensiones de un yacimiento. Por eso se han diseñado mediciones 
indirectas de ambos parámetros. 

La porosidad se puede determinar con varias técnicas físicas de perfilajes de pozo 
abierto: sónica, de densidad, neutrónica y de rayos gamma, 

La permeabilidad, en cambio, se puede estimar mediante los ensayos de pozos en 
producción. El más difundido de los ensayos es el "drawdown test" que consiste en 
medir la presión dinámica en el fondo del pozo, Pwj ( t ) ,  durante un período de flujo a 
caudal constante; comenzando desde un valor estabilizado de la presión en el reservorio. 

El análisis convencional de las mediciones de presión recabadas durante el ensayo a 
caudal constante con el fin de estimar la permeabilidad, se realiza con procedimientos 
gráficos y/o con ajuste visual a curvas t ipo7~6~g~22.  

Ambos procedimientos están basados en la solución analítica de una modificación 
de la ecuación de flujo (2 ) .  La modificación consiste en introducir el concepto de pseudo- 
presión de gases reales para obtener una forma "cuasi-lineal" de dicha ecuación12. 

Esta solución se utiliza para construir curvas tipo para distintos valores del 
parámetro permeabilidad. Con este método, la permeabilidad se determina buscando 
visualmente cual curva tipo se ajusta mejor a los datos medidos. El ajuste es visual y, 
por lo tanto, subjetivo. 

La propuesta de esta comunicación es ajustar los resultados del modelo numérico 
a las mediciones experimentales recabadas durante el ensayo, variando el parámetro 
permeabilidad y manteniendo fijos los demás parámetros del modelo. 



Se tiene entonces un problema de regresión no lineal: se busca el valor de K 
que permita obtener el mejor ajuste a las presiones medidas. Si se denota mediante 
APzT(t l ) ,  1 = 1 , .  . . n, a las caídas de presión experimentales registradas en los tiempos 
tl durante un ensayo de pozo a caudal constante y por AP,"ym(tl, K )  a las soluciones del 
modelo numérico para los mismos tiempos entonces el valor de K buscado será aquel 
que minimice a la función objetivo siguiente: 

La elección del método para la resolución del problema de optimización planteado 
se realizó teniendo en cuenta los siguientes aspectos: 

- la función a minimizar (24) depende de una sola variable; 
- no es posible obtener la derivada de la función objetivo sino numéricamente; 
- es posible determinar a priori un intervalo de soluciones posibles ( O ,  K1) siendo K1 

el valor que se obtiene integrando la ley de Darcy en el cilindro de drenaje bajo la 
suposición de producción a caudal constante (valor del caudal en el ensayo) y flujo 
en estado estacionario. Esto es 

donde los subíndices inic y s t  indican a la presión inicial del reservorio y medida 
en condiciones standard (1 atm y 15OC) respectivamente. 

Uno de los métodos de búsqueda directa más eficiente para el caso de una sola 
variable es la busqueda de Fibonacci (Fibonacci search) l g l 2 O .  Este algoritmo utiliza la 
estrategia óptima para reducir el intervalo de incertidumbre para un número dado 
de evaluaciones de la función. Se basa en la sucesión de Fibonacci que satisface 
Fk = Fk-1  + Fk-2 con F, = Fl = 1 y k = 2 , .  . . , n (los Fk se denominan números de 
Fibonacci), siendo necesaria una sola evaluación de la función en cada paso de iteración. 
Luego de N evaluaciones el intervalo final de incertidumbre es de longitud l/FN veces 
el intervalo original, entonces N se determina de acuerdo a la precisión deseada. La 
unicidad de la solución se dedujo cambiando los valores iniciales de K y observando 
que la solución resulta independiente de éstos. 

EJEMPLO DE APLICACION 

Para ejemplificar el procedimiento expuesto se utilizan datos de un reservorio y 
de un ensayo de pozo a caudal constante, que fueron publicados por Al7Hussainy et 

En la Tabla 1, se presentan los datos del reservorio: presión inicial, espesor de la 
formación productiva, radios del pozo y externo, temperatura, porosidad y porcentaje 
de volumen poral ocupado por el gas. En la Tabla I(b), se muestran la variación de 
las propiedades del gas con la presión. En la Tabla I(c), se vuelcan las mediciones del 
ensayo, es decir, la evolución en el tiempo de la presión dinámica en el fondo del pozo a 
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nivel de la capa productora de gas. El caudal del ensayo, en condiciones de reservorio, 
fue q = 0.524m3/s. 

(a) Datos del reservorio 

P; = 2300 psia = 15858 KPa 

h = 10 ft = 3.048 m 

r,  = 0.5 ft = 0.152 m 

re = 2980 ft = 908 m 

T - 130°F = 327,5g°K 

4 = 0.1 

S, = 77% del volumen poral 

Tabla 1. (a) Datos del reservorio. .(b) Variación de las propiedades del gas con la 
presióii 

(b) Propiedades del gas 

Los valores de la presión dinámica para los ocho tiempos de la Tabla I(c), se 
muestran también como puntos aislados en la Figura 2. En la evolución de la presión 
pueden distinguirse tres etapas: 

1- Flujo temprano, en los primeros minutos de produccióii; aquí el comportamiento 
está dominado por la capacidad de acumulación del gas en el pozo (wellbore storage) 
y por el efecto pelicular (skin effect) que es una alteración de la permeabilidad en 
las inmediaciones del pozo debido a daños producidos durante la perforación y 
cementación del mismo. 

Viscosidad 

[Pa.s] 

1.17 x lo-5 

1.25 x 

1.32 x 

1.46 x lo-5 

1.65 x 

1.80 x 

Presión 

[kPaI 

2758 

5516 

8274 

11033 

13789 

16547 

Factor de desviación 

z 
0.95 

0.90 

0.86 

0.81 

0.80 

0.81 
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Tabla 1, (c) Medicioiies de presión a lo largo del tieiiipo realizadas durante un ensayo 
de pom a caudal coiistaiite q = 0.524 iii3/s. (d) Errores de los ajustes 
obteiiidos coi1 la iiietodología propuesta; incluyendo o no los puntos iniciales 
afectados pss al b ~ t d e  interno. 

2- Flujijo transitsrio, en al cual se establece el flujo radial hacia el pozo. Está gobernado 
par la ecuaeihn (3) ,  el medio poroso se comporta como infinito, pues aún no cuentan 

(c) Mediciones del ensayo drawdown 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

t ,  [S] 

835.2 

1440 

2160 

2880 

3600 

7200 

14400 

21600 

Presión dinámica, A Pwf [kPa] 

12790 

12659 

12507 

12452 

12390 

12121 

11880 

11 742 
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los efectos de borde exterior. 
3- Flujo en estado pseudo-estacionario, dominado por los efectos de borde exterior 

(caudal nulo en el radio de drenaje). También está gobernado por la ecuación (3).  

Figura 2. Los círculos representan las iiiediciolies de P W f ( t )  durante el ensayo 
drawdown considerado. El trazo discontinuo corresponde 81 ajuste de los 
ocho puntos liiedidos y el continuo a las cinco ÚItiiiias inedicionss del enwaye, 

En consecuencia, la ecuación diferencial parcial (3) representa el flujo en las dos 
últimas etapas, pero no puede simular el flujo temprano, 

A efectos de encontrar la permeabilidad del medio, se ehitirna primero un valor 
inicial con la ecuación (25). Este resulta: 

Con este valor inicial se aplica la metodología propuesta tornando en erreata: 

a) los ocho puntos de presión medidos. El valor final de la permeabilidad sl eabs de 
minimizar la función objetivo (24) as, 

Los errores relativos porcentuales del ajuste obtenido, est $n dafiriido~ mediante la 
siguiente expresión: 
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donde 

Los valores de &(tl) se muestran en la Tabla I(d). Se define como error global del 
ajuste a la norma euclídea del vector error relativo porcentual cuyas componentes están 
dadas por (26) 

b) excluyendo los primeros puntos, afectados por el flujo temprano, la permeabilidad 
y la norma del error resultaron en cada caso: 

7 puntas K = 0.415 x lo-'4 m2 = 4.20 mD 11&112 = 1.00 
6 p u n t ~ a  # == 0.416 x lo-14 m2 = 4.21 mD llel12 = 0.82 
5 puntos K 3 0.417 x lo-14 m2 = 4.22 mD l l & l l z  = 0.47 

Bn la Figura 2 so muestran los resultados numéricos de Pwf ( t )  correspondientes al 
ajuste realizado cansideranda todas las mediciones (ocho puntos) y las cinco últimas 
(cinco puntos). 

Evidentemente el mejor ajuste posible se logra cuando se descartan los puntos 
iniciales dominados par efectos no considerados en la ecuación diferencial (3) .  

En realidad, can la misma met odolagia utilizada se podría incluir otros parámetros. 
Par ejemplo, el efecto pelicular, la posibilidad de flujo turbulento en los alrededores 
del pozo, la capacidad de almacenamiento del mismo o, también, la porosidad de la 
formacián. 

La, incluslán de loa dos primeros parámetros mencionados, es objeto de un estudio 
paralelo". La parosidad no se determina con este método porque su medición mediante 
perfilaje eléctrico de pozas es generalmente satisfactoria y brinda la posibilidad de 
conocer wíin au variacián a lo largo de la capa productiva, es decir, $(Y), siendo Y la 
dintancia vertical, 

Ahora bien, la inclusión de más de un parámetro obliga a aplicar técnicas de 
optimización rnultivariantssag , 



CONCLUSIONES 

Se aplica el método inverso a la determinación de la permeabilidad de un medio 
poroso al flujo unidimensional en coordenadas cilíndricas componente radial de un 
gas real. El flujo está gobernado por una ecuación diferencial parcial no lineal de 
segundo orden, uno de cuyos parámetros es la permeabilidad. Esta ecuación es resuelta 
aplicando un esquema en diferencias finitas totalmente implícito, e iterando sobre sus 
coeficientes variables. Los coeficientes variables se originan en la dependencia de las 
propiedades del gas con la presión. A efectos de estimar la permeabilidad, se ajusta 
el modelo numérico descripto a las mediciones de presión en pozo productor de gas. 
El ajuste se realiza aplicando el método de los mínimos cuadrados y la técnica de 
optimización de Fibonacci. Es decir, se minimiza la suma de los cuadrados de los 
residuos, variando la permeabilidad, con el método de Flb~necci. Los residuos son la 
diferencia entre los valores de presión medidos y los cslcul~dss por el msdelsg numérico. 

Se muestra un ejemplo de aplicación simultánea del rnodels nurnkrico y la técnica 
de Fibonacci a las mediciones de presión obtenidas durante un ensayo de un pozo 
gasífero en producción a caudal constante ("test drawdswn"). En dicho ejemplo se 
obtiene la permeabilidad de la roca-reservorio que rodea al pgsm, El can~cimiento 
de la permeabilidad es de gran utilidad en los estudios y disefisa de IB Ingeniería de 
Yacimientos de Gas. Las presiones estimadas con el modelo nurnkriw utili~ando la 
permeabilidad óptima concuerdan en forma satisfactoria con las medida8 durhnte el 
ensayo, siempre que se eliminen las mediciones iniciales dominadas por leo efeetoe de 
borde en el pozo. 
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