M. Castellet

L'objectiu d'aguesta confer2ncia &s donar una visié general

de la teoria dels H-espais per als no-especialistes en aguesta

matéria i al mateix temps plantejar algunes gilestions i proble

mes actuals sobre H-espais de dimensid finita.

1.2,

H-espais
Definicid
Un H-espai &5 un espai topoldgic X anb punt base e

junt amb una aplicacié continua m: Xx ¥ - X tal que
al m exxxlxum Xxe;

és a dir, m és una maltiplicacid ambk "unitat homotdpica e".
Eguivalentment, si V : XvX + X és el plegament {"Fal

tungsabbildung”) i i :XvX ~ XXX la inclusié natural,

la condicib a) equival a Vemyi, &s a dir, a la commuta-

tivitat homotdpica del diagrama.

XXX —"n X

I

‘Cal remarcar, en tot aixd, gue totes les homotopies
han de respectar els punts base.
Exenples

Els grups de Lie, els grups topoldgics,
87 ={Octaves de longitud 1} {la multiplicaci6 a S° té in-
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1.2.2.

1.3.2.

vemr perd no &s asgsociatival.

Els espais de llagos: Sigui ¥ un easpai topoldgic arbitra
ri amb punt base; 1'espai de llagos de Y &s 1’espai

QY =Map; (s),¥). La multiplicacié m ve donada per la com
pogicid de llagos i el llag trivial &s una unitat homotd

pica.

Motivacions per 1'estudi dels H-espais

Congiderar els H-espais com una generalitzacis dels grups

de Lie. Moltes propietats dels grups de Lie valen també

per a H-espais de dimensié finita.

A la categoria P Zqo(d'espais topoldgics puntejats i

classes d'homotopia d'aplicacions continues), [¥.x]c &=

un grup sempre que X sigui un H-espai amb associativitat

homotdpica i ambk inversos homotdpics.

Dues prequntes

- Considerem egpais del tipus 4'homotopia d'un complex

connex de dimensis £finita,
Donat Y, existeix alguna estructura de H-espai a Y?

L'interds es centra a trobar condicichs necessaries.

Classificar els H-espais de dimensi® finita (&3 a dir
H-espais del mateix tipus 4d'homotopia gue un complex de

dimensid finita).

Cohomologia dels H-espais

La prehistdria dels H-egpais

& la segona confarencia sobre Topologia, celebrada a

Gendve l'octubre del 1935, L'Elie Cartan {(1869-1961) va
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parlar de la topologia dels grups de Lie {(5): al final
de la confer&ncia en Cartan va exposar el segiient teore
ma, que dbna l'estructura homoldgica dels grups de les
quatre classes deKillirg-Cartan: "L'annell d'interseccis
d'un tal eapai &s isomerf, en cada dimensié, a 1'anell
d' intersecci& d'un producte cartesia S=1 -4 S'2 X +..; el
polinomi de Poincaré (&s a dir, el polinowi en una varia
ble els coeficients del qual s6n els nombres de Betti)
és, per tant, (1+t™) (1+ %) _..; els m, s5n senars i po
den donar-se explfcitament.,” _

Aquest teorema fou demostrat, amb mdtodes molt dife
rents, per Lev Pontriagin, Richard Brauer i Charles Ehres
mann. Nomé&s ela 5 grups excepcionalsg escapan d'aquesta
descripeid de llur anell de cohomoleogia. En Cartan va aég
bar senyalant: "Bs d'esperar gue es trobar3d tamb& un pro
cés general gue expliqui la forma tan particular dels o
linomie de Peoincaré dels grups simples tancats".

Fou en Heinz Hopf (1894-1971) qui, al 1939, va entrar
en relacid amb agquest desig d'en cartan en estudiar apli
cacions F:RP'XRP" » RF" , En Hopf va demostrar:"Si existeix
una tal F tal gque per a les homologies mddul 2 es tingui
F{punt x recta)® recta, F{rectax punt)~ recta, llavors
m+ 1 &8 una poténcia de 2" (8). F pot considerar-se.cbm
un producte a RP* i les relacions del teorema de Hopf
com }'existancia d'una unitat. Estudiant aquestes apli<
cacions ambl'Qufdel "Unkehrungshomomorphismus” (gque en
Hopf ja havia considerat sota la infludncia d'en Salomon
Lefschetz durant la seva estada a Princeton, al 1928),
va demostrar gque l'associativitat de l'aplicacid no es
fa servir per a res.

Leg 3lgebres de Hopf
Al 1941 es va publicar en els Annals of Mathematics
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el treball d'en Hopf "Ueber die Topologie der Gruppen-
Marningffaltigkeiten und inrer Verallgemeinerungen" (9)
en el qual s'introduien elslH-espais (H de Hopf!) de ca
ra a estudiar els grups de Lie desde un punt de vista

no analitic =inc homotdpic.

Entre altres coses en Hopf va demostrar: * Si X &s
un H-espai connex de dimensié finita, HY (X;Q)Z EQ(x4“qxlI
(dlgebra exterior sobre Q amb l{=rangX) generadors x,
de dimensions senars)."

Ia demostracié d'en Hopf funciona, més o menys, aixf:

El diagrama hemotdpicament commutatiu

déna un diagrama commutatiu

#
1 H (X:Q)

) H
H* (x:0) — Dy B* (XX X;:0)2 0¥ (X:Q) @ 5™ (X;0)
B (X;0) .

La resta de la demostracié d'en Hopf &s purament
algebraica. S'obté&, doncs, una comultiplicacié (m®) a

B*{X:Q) i, per tant, B¥(X;Q) &s una algebra d' Hopf (m*
&€s un homomorfisme d'3lgebres). En Hopf ciassifica, ales
hores, les algebres de Hopf de dimensié finita sobres Q.

(Tots els teoremes sobre 3lgebres de Hopf tenen conseqlidqn
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cies importants per als H-eapais!)

Elg resultats d'en Browder

Borel (Armand), Milnor {John,1931- } i Moore{John C.
1923~ } wvan iniciar 1l'estudi de les algebres de Hopf 50
bre un cos arbitrari, els resultats dels quals van uti-
litzar en W. Browder (1933- ) per a demostrar els se-

gilents resultats (4)

Teoxrema

Ttsigui X un H—eépai connex finit
{i) 5igui H_ (X;Z) el més alt grup d'homologia de X no
trivial:; aleshores H, (X;2} ¥ g ,

(ii)Sigui ¢ un generador de H,(X;Z). Aleshores, l'aplica

cit
B (X:2) » H,_, (X;2)
4 » Enc
&s un iscmorfisme (i, per ‘tant, X é&s un compiex de Poin
caré)
Tecrema

Sigqui X un H-espai gopnex finit de rang 1. Aleshores,
X &3 homotdpicament equivalent a 8%,53,87,RrP3 o RP7. Hi
ha una Gnica estructura possible a s!, 12.classes d'homo
topia de multiplicacions a 8% i 120 a s”.

Aquest teorema d6na una resposta parcial a les dues

Prequntes de 1.4, perd, en canvi, el teorema 2.3.1. no

és suficient, en contra del qué alguns esperaven, per a

demostrar quines eaferes admeten una estructura de H-es

pai.
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Esfereg gue sén H-esapais

Clarament 57, 83 i 87 a6n H-espais,
Que aguestea s6n les finiques 3 esferes possibles ho

va demostrar Adams (John Frank, 1930- ) al 1960 (2).

Tagrema

8i s° &s un H-espai, aleshores n=1,3,7.

Higtdria de la demostracié

Del tecrema d'en Hopf, gque he citat abans, se'n des
pren que n ha d'ésser senar, perd qualsevol 52°+1 com-
Pleix les condicions del teorema 2.3.1. d'en Browder.

S'han de buscar, doncs, nous camins i s'utilitza, al

tre cop, una idea A'en Hopf: "la construcci6 d'en Hopf":

Donada una aplicaci6é m: s® x 8~ S*, en Hopf conside
ra l'espai CS% 8" p§® x cs®, que conté STx5 , al gqual

estén la multiplicacié m de la manera segiient:

s xg' 8 ,g8
N

©8" x 5"y s® xcs® L’“)»,c’fs" uc g°

{x,[t.y] ) ——s [t.x-y}
(%] y) —e—— 5 [e.x-v]

Mo &8 gens diflcil veure que C5" xS* U S® x CS” &s ho
meomorf a 52°+' (en el cas n=1, S3 &s 1a unié de dos to
rus plens)' i, per altra part, trivialment, Cr*s"yec™s" =
= 85°28"*7, d'cn resulta una aplicacié H(m):s%°2+T,58%1

‘En Hopf associa a H(m) un invariant numdric: "1'in-
variant de Hopf" i 1'estudi de les esferes que sén H-es

pais es redueiX a l'estudi d'aplicacions §2&+15 gt 41
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d'invariant de Hopf 1.

A part deles contribucicons d'en George W. Whitehead
en limitar els nombres n gque poden apardixer, &s Nor—
man E. Steenrod (1910-1971) qui va il.luminar el proble
ma des d'un altre punt de wvista, considerar el gon
de l'aplicaci6 H(m), gue no &s altre que P5® (per exem—
ple PS® =Rp2, psi=(P2 =352y e*, P33 =8%y b, P37 =358,e'6)
i demostrar qgue l'anell de cohemologia H¥(PS®, z) 6s

isomorf a % [iV{ amb a g H**' (Ps".z). (11).

a?)

Dit d'una altra manera, si m existeix, existeix un
espai amb un tal anell de cohomologia.

Amb ajut de les operacions d'Stenrcd, en José Adem
va demogtrar que si existeix un espai amb un anell de
cochomologia com el d'abans, llavors n=2%-1 (3) i, fi-
nalment, amb ajut de la teoria K n'Adams va demostrar

gue necessariament n=1,3,7.
Alqunes respostes a les prequntes 1.4,

El H-espai de Hilton-Roitberg

Fina el 1968 es conjecturava gue tot H-espai de di
mensié finita era del mateix tipus 4'homotopia gque un
grup de ﬂie, motiu pel gual no es va investigar adequa-
dament aguests espais. Mé&s concretament la conjectura
era: 5i X éa un H-espai de dimensis finita, llavors exis
teix un grup de Lie G, tal gue X &s homotdpicament egui
valent a G, xS "% ... x5 .

No wva éaser fins al 1969 que en Peter John Hilton
(1923~ ) i en Joe Roithert wvan aclarir aguesta incogni
ta al estudiar fibrats sobre esferes amb fibra 53, L'exes

Ple gue Hilton i Roitberg construeixen a (7), no sols
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prova gue la conjectura era falsa, sind que promcu en-
-"v:r:-tre ele topdlegs un gran interds pels H-espais,

El problema concret que estudiava en Hilton era el
de cancel.lacif: "XxXY = Xx2Z » Y=2Z ?". Va veure que
aixd no &8 sempre cert i va donar l'exemple X =53,
¥=5p (2), Z=espai total M, del S3~ fibrat sobre 57 in
duit per 57 i) S7 sobre el fibrat Sp{l} =838p(2)-57%
aleshores S3xSp(2) = 83xM, perd Sp(2) ¥ M,. A més a més
con gue 53xSp(2) &s un H-espai, M; &3 ell mateix un H~es
pai, perd M; no &s homotdpicament eguivalent a cap grup

de Lie.

4.2. La construccid de nous H-espais

Des de 1969 sén molta els autors gue han trobat H-espais
de dimensié finita nous, principalment pel métode del
"mixing of homotopy Types", métode que usa ampliament

les t2cnigues de localitzacis.

4.2.1. Localitzacié

Sigui Py c P = { nombres primers }; posem P, =IP =1,

i ZIP: ={-;- eQ | (@.®) =11}

Sigui X un CW-complex connex Aleshores X es pot
localitzar a I ; &s a dir, existeix un espai ij (la lo
1
calitzacié de X a ;) i una aplicacid localitzacié

1: X » x:IP.l amb
a) x]Pq &s Py-local ( = H, (x]P1: Z) és Py - local =

~

»HQIX]P“:Z) =_H.,(X]P1:‘2)@ ZJP1

= Hu(XIP1:Z] &s un 7 ®, - m&dul

En particular, H, {x]P ;Z) nmo té p-torsif per pg P,
1

b) 1, : H,(X;A) € H*(XIE’{ ; B) per tot A= Z/pz , D& P4
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i per A=0Q.
Aguestes 36n les dues principals propietats de la lo-
calitzacif. En particular b) diu que la p-torsié de H,X és

la de H.Xp, « per tot pe P, . {(Mal dit : a X es fa fora la
1

P,-torsid i es conserva la Py torsid}. sSi Py =@, llavors

X, &3 la racicnalitzacié de X.

&

La localitzacid commuta funectorialment amb la forma-
cié de productes, llagos, suspensions... A més a més si X
&g un H-espai, llavors x]P &g també un H-espai.

4

El mdtode del "mixing of homotopy types”

Siguin ara X,Y H-espais amb X, = Yg' Considerem el se-~

jod
giient "pullback™

Z 3y X

ki)
1,
Y —3 Y
Py L7 @
on X . ¥ . ¥, sb6n H-espais i 1,,1l H-aplicacions (&s
]P1 PE g pa L 2 P (

a dir, compatibles amb les estructures de H-espai). Ales-
heres, es demostra que Z &s tamb& un H-espai, que &s IPy-
equivalent a X i P;-equivalent a ¥. 2 es diu obtingut a
partir de X i ¥ pel métcde del "mixing of homotopy types®.
Aguest méatode &3 degut a l'Alexander Zabrodsky (13).
Per exemple, si X=8p (2) i Y=53x57, amb una convenient

elecci$ de P, s'obté 1'exemple de Hilton-Raitberg.

89



4.3. Blguns rasultats

Moltes vegades utilitzant la t&cnica comentada en l'a-
partat anterior, s'han demeostrat teoremes en la linea de
les prequntes 1.4. Vaig a fer una mena de miscel.l3nia de

regultats (obtinguts per aguest m&tode o per altres).

4,3.2. Per a complexes de rang 2, l'Adams va estudiar a (1} el cas
X=8 y e ye'? i va demostrar que, per qr p+ 1> 2, {p.,q)
ha d'ésser algun dels parells (1,3),{1,7),{(3,5),(3,7),.(7,11)
o (7,15) pergud X tingui estructura de H-espai. A més a més
tots aguests possibles casos admeten una estructura de gua
si-grup de Lie (H-espai del tipus d'homotopia d’'un grup de
Lie).

4.3.3. Fent servir la técnica d'en Zabrodsky, en James Stasheff va
demostrar al 1969 gque la varietat M; de Hilton-Roitberg era
del tipus d'homotopia d'un espai de llagos (10): el propi
Zabrodgky va veure gue les varietats an3leogues M, i My nc
eren H-espais (12) 1 Guido Mislin {1941-) wva conatruir, junt
amb E, Curtis, 2 nous B-espais que gbn SU(3)-fibrats sobre
s? (6).

5. Dues conijectures sohre el problema de classificaci6b

5i X &s un H-espai, sabem pel resultat d'en Hopf que
H'(X.Q)=EQ(X1,...,xe) amb dim x, =2n, -1, n15n25...5ne,
rang X=e. Posem tipus (X) = (2n1—1,....2ne-1). Eg presenten

les dues gliestiona seglients:

5.1. Donat un rang fixe, trobar tots els tipus possibles, Per

exemple, per rang X=1 l'Adams va veure que els Gnics ti=-

90



pus possibles son 1,3,7. Per rang X=2 tamb& hem enumerat

abans uns tipus possibles.

Donat un tipus fixe, trobar tots els tipus d‘hbmotopia po-
ssibles {problema de clasgificacis).

En resposta a aguestes 2 preguntes hi ha dues conjectures.

Donat un rang fixe, hi ha scls un nombre finit de tipus
possibles.
Si es suposa gque el H-espai &s associatiu, aquesta conjec— -

tura Esg certa.

No existeix cap tipus nou, &s a dir, tot tipus d'un H-es-
pai pot realitzar-se amb producte de grups de Lie i 57.

Aquesta conjectura ve avalada pel fet de gue per tot H-es-
pai X, H"(H,0) = H"{Y,Q) on ¥ &s un grup de Lie, i pel fet
de que &s certa si es suposa gue el H-espai é&s homotdpica-

ment asacociatiuvu i lliure de torsié.
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