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ABSTRACT. Assumethat the normally distributedrandomvector X of d compo-
nents is partitioned into two subvectorsX~’> and X(» of ¡3 and q components
respectively.Supposealso that the two subvectorsare not correlated.In this work wc
studythc distribution of the largcstsquaredcanonicalcorrelation r

1
2 whcnp, q and

the numberof observationsin the sampleN, are rathcrsmall. We give the cxplicit
expressionsof the cumulativedistribution functionsand the computedvaluesof thc
sample mean and varianceof r

1>. We prove that ihere cxists a stochasticorder
betwcen the largest squaredcanonical correlations obtained from two diffcrent
partitions of the vector X. Morc precisely, r1> mercase stochasticallywhen ihe
diflerencebetweenp and q decrease.Since X(

1> and X~>~ are uncorrelatedthe largest
squaredcanonicalcorrelationin the populationX

1
2 is ¡ero. Thereforedic meanof r¡2

is the Ñas of r
1> when r1> is used to estimateXi>. Tbc valuesof the meanand the

varianceshow that thesquareof thcÑasis biggerthan thc variancein ah the cases.

1. INTRODUCCION

Sea X un vector aleatorio d-dimensionalcon distribución normal
multivariante N(g,>) no singular. SupongamosX particionadoen dos
subvectoresX~

1~ y X<2) de dimensionespy ¿y (p=q.pi-q=d) respectivamen-
te,

XV) [1.1]=Vj X12)=[]
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Estapartición generaunaparticiónde la matriz X en cuatrosubmatrices:

~ 1~
¡ ~22 J ¿y [1.2]

p ¿y

Como estamosinteresadosen correlaciones,sin pérdida de generalidad,
supondremosqueg=Q. Comonos ocuparemosdel estudiodeladistribución
muestralde la máxima correlación canónicaen el caso en que los dos
subvectoresX~1~ y X<>) sonno correlacionados(casonulo), supondremosque
=jl2= ~2l = O Puesto que las correlacionescanónicasson invariantesbajo
transformacioneslinealesno singulares,U= A 4’(l) y V=Rx~2> (Kshirsagar
1972), podemossuponerqueen [1.2] >~íí=I~ y 4%z=’q.

SeanX
1, X2 X1~, N observacionesindependientesde X(N>d) y sea

el estimadormáximo verosímil de ~ partiéionadoen cuatro submatricesen
correspondenciaa la partición en la poblacióndadopor:

N r -
1 Z (¡Ycfl(=YctY)’ ~ll~sl21____ ¡ [1.3]
N «=1 [~2l kJ

Los estimadoresdemáximaverosimilitudde los cuadradosdelas correlaciones
canónicasX1==X22=...=X21,,sonlas raícesrí>>r9>...>r~

2 de la ecuación
determinantal(Hotelling 1939, Kshirsagar1972, Muirhead1982, Anderson
1984):

¡ ~<í>~» Z>
1—r>Zí1 —0. [1.4]

Lasraícesde[¡.4] en el casonulo,bajo el supuestode normalidad,tienenuna
distribuciónconjuntaconocida(Hsu 1939,Girshick 1939).Nosotrosestamos
interesadosen el estudio de la distribución de la máxima de ellas: r1

2. El
análisis de estadistribución es importante,puescuandoel tamañomuestral
es relativamentepequeñolosestimadoresson,como mostraremos,fuertemente
sesgados,lo cual puedeconduciraconclusioneserróneas,sobretodo cuando
se usa la técnica de correlacionescanónicascomo una herramientadel
análisisexploratoriode datos.

2. DISTRIBUCION DE LA MAXIMA CORRELACION CANONICA

La función de densidadconjuntade los cuadradosde las correlaciones
canónicasmuestrales r?>r~>...>r~, en el caso nulo (Anderson 1984,

Muirhead 1982, Krishnaiah 1980), vienedadapor:
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fi(4 ¡~) = C,JjJ [(rl) (q—p-—l)/ 2(l~r)(N~ d—=fl2]jj (r~—.rv>)
i<1

0<r>< <r?=¡. [2.1]

donde C~= (21 (p, ¿y, N) es unaconstante.

El coeficiente de correlación múltiple R es un caso particular de
correlación canónica que se obtiene cuando p= 1. El coeficiente de
correlaciónmúltiple muestralal cuadradoR>, en el casonulo (R=0) bajo el

supuestode normalidad,tiene unadistribución Beta (¿¡sí ~‘<‘yd)(Muir-

head1982,Anderson1984). La función de la densidadde R2 puedeobtenerse

tambiénde [2.1] considerandop= 1. q=d—l.

En principio de [2.1] se puede obtenerla distribución de 4 mediante
integración. Sin embargo, en general las funciones de distribución y de
densidadde 4 tienenla forma de seriesinfinitas (Pillai 1956, 1967, Sugiyama
1967). En el caso particular en el cual í=(N—d—2)/2 es un entero no

2negativo, la función de distribución de r~ se puede expresar como un
polinomio (Constantine1963, Muirbead 1982) comosigue:

F(x)—P(r2<su)=suÚ~9)l2 <~ Z6(¿y/2)~(S~(’I¡,),0=su=l, [2.2]z
k—t)

donde,¿ es la partición del enterok en p partes,

k~) [2.3]

tales quek
1 =k2 ...> k ~ k.= k; >‘ denotala sumasobretodasparticiones

¡e con la mayor parte k1=¡; (q/2» es el coeficiente hipergeométrico
generalizadodefinido por:

1>

1=1

donde(o<)k esel faétorial ascendentede adefinido para le enteropositivo por:

(a)&=a(a±l)...(a+k—l) [25]

y para k= O por (a)o= 1 dondea es un real arbitrario. Si a es un entero
negativoy k> ¡al entonces(a)k=O. C~(i4 es el llamado polinomio zonal
asociadoa I~, (James1960, 1961a,1961b, 1964, 1968> Constantine1963, 1966,
Muirhead 1982) que se calcula para2=m=pcomo:



María R. Sanrillán- A. £ Viollaz

CKUI,)=22kk(p/2»
fi (2k,—2k1—i±j)

fi
5=1

(2k,±m—i)!

dondemeselnúmerode partesno nulasde la partición«, y param= 1 como:

O)

Definiendob=(pq)/2 ya~ parak=0, 1 pi por

ak= t(q/2), C~(4j/k! [2.8]

Tabla1

Coeficientes de la función de distribución del cuadrado de la má.~Úma correlación
canónica muesíral en el caso nulo F(x:p, ¿y. N)= su

1’ (aO.f.aft’l..~x)+...+ak(I~x)k),
para d=p±q=4

N p b 0~ a
1 02 a, a4 a5 a6 a,

a8 a9
0í0 a

11 a:> a¡j a,4

l
l

lO
12
14
16
18
20

1

3/2
3/2
3/2
3/2
3/2
3/2
3/2
3/2

1.00
1.00 1.50
1.00 1.50 1.88
1.00 1.50 1.88 2.19
1.00 1.50 1.88 2.19 2.46
1.00 1.50 1.88 2.19 2.46 2.71
1.00 1.50 1.88 2.19 2.46 2.71 2.93
1.00 1.50 1.88 2.19 2.46 2.70 2.93 3.14

¡
¡

¡0
¡2
¡4

16

18

20

2

2
2
2
2
2

2

2

2

1.00
0.00 2.00 0.33
1.00 2.00 3.00 0.80 0.20
1.00 2.00 3.00 4.00 1.34 0.51 0.14
1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 0.94 0.90 0.38

0.11
1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 2.57 1.35

0.69 0.30 0.09
1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 3.23

1.84 1.05 0.56 0.25 0.08
1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00

3.91 2.36 1.45 0.86 0.47 0.22 0.07

206
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se encuentrafácilmentequea
0 = 1 ya1= b. Por lo tanto [2.2] puedeescribirse

en la forma:

F(su)=F(su;p,¿y, N)=suh[l ±b(l—su)+ ... -ta1>,(l—su%”], 0=x=1 [2.9]

Las Tablas1,2y 3 dan los valoresde los coeficientesde F(su~)paravalores
de N=21,d= 4,5,6yp = 1,2,3,quedeacuerdoa las definiciones[2.4], [2.5],
[2.6] y [2.7], resultan números racionales, pero que por razones de
presentaciónseexpresanen formadecimal. En el Apéndicese dantablasmás
extensasque lleganhastaN=40 y d=7.

Tabla 2

Coeficientesde la función de distribución del cuadradode la máximacorrelación
canónicamuestralen el casonulo, para d=p+q=S

N p h
t a

0 a¡ a> a3 04 a5 a6 a, cx~a9 a~, a~ a~> a, a1,

I
I

II
13
15
17
19
21

1

2
2
2
2
2
2
2
2

1.00
1.00 2.00
1.00 2.00 3.00
1.00 2.00 3.00 4.00
1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00
1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00
1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00

I
I

II
13
15
17

19

21

2

3
3
3
3
3
3

3

3

1.00
1.00 3.00 1.00
1.00 3.00 6.00 3.00 1.00
1.00 3.00 6.00 10.00 6.00 3.00 1.00
1.00 3.00 6.00 10.00 15.00 ¡0.00 6.00 3.00 1.00
1.00 3.00 6.00 ¡0.00 l5.00 21.00 15.00 ¡0.00 6.00

3.00 .00
1.00 3.00 6.00 10.00 15.00 21.00 28.00 21.00 15.00

10.00 6.00 3.00 1.00
lOO 3.00 6.00 10.00 15.00 21.00 28.00 36.00 28.00

21.00 ¡5.00 10.00 6.00 3.00 1.00
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Tabla3

Coeficien¡esde la función de distribución del cuadrado de la máxima correlación
canónicamuestra!en el casonulo, para d=p±q=6

N ~ a
9 a1 a> a> a4 a5 a6 a> a8

a9 a10 a11 a,> a1> a14 a,5

l
lO
12
14
16
¡8
20

í

5/2
5/2
5/2
5/2
5/2
5/2
5/2

1.00
1.00 2.50
1.00 2.50 4.38
1.00 2.50 4.28 6.56
1.00 2.50 4.38 6.56 9.02
¡.00 2.50 4.38 6.56 9.02 11.73
1.00 2.50 4.38 6.56 902 11.73 14.66

l
lO
12
14
16
¡.8

20

2

4
4
4
4
4
4

4

1.00
1.00 4.00 2.00
1.00 4.00 10.00 7.20 3.00
1.00 4.00 10.00 20.00 16.70 10.28 4.00
1.00 4.00 10.00 2000 35.00 31.62 23.04 1333 5.00
1.00 4.00 10.00 20.00 35.00 56.00 52.97 42.42 29.24

16.36 6.00
1.00 4.00 10.00 20.00 35.00 56.00 84.00 8181 69.52

52.91 35.37 19.38 7.00

l
lO
12
14

16

18

3

9/2
9/2
9/2
9/2

9/2

9/2

1.00
1.00 4.50 3.00 0.25
¡.00 4.50 12.38 11.50 6.25 1.00 0.12
1.00 4.50 12.38 26.81 28.12 21.23 11.06 2.53 0.56

0.08
1.00 4.50 12.38 26.81 50.27 55.69 48.47 34.03 17.79

5.16 1.55 0.38 0.05
1.00 4.50 12.38 26.81 50.27 85.46 97.20 91.33 73.73

50.27 26.81 9.22 3.35 1.08 0.27 0.04

3. COMPUTODE LOS COEFICIENTES DE
DE DISTRIBUCION

LA FUNCION

Utilizando las_exp~siones_[2.3]—[2.8] se ha realizadoel cóniputo de los
- coeficientesde la función dedistribuciónF(su)=F(su:p, q, N), expresadaen la

forma [2.9], para d=4, 5, 6, 7, p= 1,2,3 y valores de N=40,sujeto a la
condición que t=(N.—d—2)/2 seaun entero no negativo.

El cálculo de los coeficientesak resulta engorroso aún para valores
relativamentepequeñosde Ny d. La complejidaden el cálculo se ve clara-
mentesi se analizanlas definiciones[2.4]—[2.7]. En algunoscasossencillos

208
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comop = 1 es fácil determinaren formaexplícita ak parak= 0, 1 pi dado
por[2.8]. En ese casoparticular,K=k y por lo tanto,(q/2)~=(t.-p—I)/2)~ en
[2.4] y (2,(Ip)= 1 en [2.7], resultandoak = ((y—1)/ 2t. Parap=2[2.4] tiene
comomáximo p factoresde la forma (ct)k., que a partirde ciertosvaloresde
N, paraun determinadovalor de d, hacenque(q/2)~ y tambiénC~Ó) sean
cocientes de números enteros muy grandes. En consecuenciase hace
necesariocalcularak medianteprogramasde cómputosque tenganen cuenta
losproblemasdecálculonuméricooriginadosal operarconnúmerosde gran
magnitud.

El programaprincipalde cómputodesarrolladosebasaendos subrutinas
que calculan los coeficientes hipergeométricosgeneralizados[2.4] y los
polinomios zonales[2.6]. Paracada valor de k=0, 1 pi se consideran
aquellasparticionest< definidasen[2.3] quecumplencon k

1 =t. Con ellas se
calculaun coeficientequedependede ic, COEE(K) = (q/2)K ~K (I,,)/k 1. Luego
paraelvalor de k consideradose realizala sumade los coeficientesCOEF(K)
paraobtenerak como se defineen [2.8].

Con el mismo programase evalúanlos valoresesperadosy las varianzas
de la máximacorrelacióncanónicar? que se presentanen la Sección5.

4. RELACIONESDE ORDEN ESTOCASTICO

La máxima correlacióncanónicamuestral puedeinterpretarsecomo el
cosenodel ánguloque formanlos subespaciosvectorialesgeneradospor los
dos gruposde variables.Estainterpretacióngeométricanos lleva aconjeturar
que la máximacorrelacióncanónicadebecrecerestocásticamentea medida
que las dimensionesy y q se aproximanentresi manteniéndoseconstante
d= p+ q.

Seany, y’, q. q’, enterospositivostales quep+q=p’±q’.p<q, p’=q’,
p<p’ y denotemoscon r~(p, ¿y, N) y con F(su;p,q, N) lamáximacorrelación
canónicaal cuadradoy sufunción de distribución,res¡.iectivamente.Nuestra
conjeturaes que

estoc.

o equivalentemente

F(su;p,q,N)=F(su;p’,q’,N) [4.2]

Utilizando la notaciónde la Sección2 la ecuación[4.2] puedeescribirsecomo

F(su;p,q,N) _ sub(ao±at(l~su)±..±ar(l~x)r)>1
F(x;p’,q’,N) sub’(aó±ai(l~su)±...±a~(1...su).I)—

[4.3]
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dondea0=a5=1, b=pq/2, b’=p’q’/2. Nóteseque si d=p±q=p’±q’es un
númeroimpar b’—b es un enteropositivo y si despar b’—b es un múltiplo de
1/2. La siguienteproposidiónes laclaveparalademostraciónde lavalidezde
la desigualdad[43].

Proposición4.1. SeanZ ak (I—xf, > b~. (J~su)k series convergentes

para O=su=1,con a0=b0=./, ak=O,b~=O,k=l,2,... Entoncescondición

suficientepara que

Z ak(1~su)k
__________ >1 0<su=l [4.4]
suZ b~(1~su)k

k=O

es que

bk=bkq+ak,k=J,2 [4.5]

o equivalentemente

bk=aO±...±ak,k~I2 [4.6]

Demostración.La inecuación[4.4] es equivalentea

E ak(l~x)k=((su~J)±l)Ebk(l~su)k

la que a suvez es equivalentea

ao±Z(ok-tbk í)(1~su)k=Xbk(1x)k [4.7]

Paraque[4.7] seaverdaderaes suficienteque

bo=ao,bk=bkí-takk= 1,2,...

La desigualdad[4.6] se sigue de inmediatode [4.5].

Medianteelempleo iteradode la Proposición4.1 seestablecióla validez
de [43] en el casoen que h’—b es un entero positivo. Cuandob’—b es un
múltiplo de 1/2 se consideróel cuadradode [43] y luego se aplicó la
Proposición4.1.
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Con el métododescriptose ha probadola validezde [4.2] paratodaslas
funcionesde distribucióntabuladasen este trabajo. Establecerla validezdel
ordenestocásticoparavaloresarbitrariosdep.q y N es un problemadifícil,
puesno se conoceunaforma generaltratablede los coeficientesde F(suj

Vale la penahacernotarque paralos casosestudiadoslas desigualdades
[4.6] resultaronfrecuentementeigualdadespara los coeficientesde grados
menores.(Ver tablasdel Apéndice.).

Los valoresde las esperanzasmatemáticasde 4 calculadosen la Sección
5 estánde acuerdocon el orden estocásticoy puedentomarsecomo una
medidaglobal del mismo.

5. SESGOY VARIANZA

Las expresionesparala mediay la varianzadel coeficientede correlación
múltiplemuestralR y de su cuadradofl2, en el casonulo, se puedencalcular
a partir de la función de densidadde R2, siendoigualesa:

17 (N l))17-{-d)
E(R)=

¡.7~ o 1)) 171 N)
2 2

d— lE(R2)=
N—l

d—1Var(R)=— —[E(R)]2
A’— 1

2(d—l) (N—cO
Var(R2)= (N—l) (N2—l)

No son conocidasexpresionesexactasparala mediay la varianzade la
máxima correlación canónicamuestral ni de su cuadrado,cuandop> 1.
Existen expresionesasintóticasparala mediay la varianzade la máxima
correlacióncanónicamuestralen el casono nulo (Lawley ¡.959).

En estetrabajohemoscalculadolamediay la varianzade 4 en basea las
funciones de distribución encontradasen la Sección 2, mediante las
expresiones:

PS
E(rD= í—f¿ F(x)dsu= l—~

k=O

(1»
ak (.PY..+í)k+í

2

(1
ak

(pq ~2)k± 1

[5.1]

[5.2].
PS

E(rD= l—2J4xF(su)dsu=l—2X

2
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Var (r?)= E<’rt)—<’F<’rb)2, [5.3]

teniendo en cuenta que f¿ x~4 (l—su)~1dx=f’(c4r(f3)/F(a-i-j3) y
F(a+k)I1’(cÓ=(a)k paraa>0. La Tabla 4 muestralos valoresde la media
y la desviaciónestándarde 4 paradistintos valoresde eL p y N.

Tabla 4
Mediay desviaciónes¡ándardel cuadradode la máximacorrelación canónica

muesuralpara d=p±q=4,5, 6

d p N 6 8 lO 12 14 16 ¡8 20

4 Media\/i~SP 0.600 0.429 0.333 0.273 0.231 0.200 0.176 0.1580.263 0.232 0.200 0.173 0.155 0.138 0.122 0.114

2 Media~ 0.667 0.489 0.385 0.317 0.269 0.234 0.207 0.1900.235 0.224 0.197 0.173 0.155 0.138 0.127 0.114

5

d p N 8 ¡0 12 14 16 18 20 —

6

Media
v’W~

0.714 0.556 0.455 0.385 0.333 0.294 0.263 —
0.212 0.212 0.195 0.179 0.161 0.148 0.134 —

2 Media~ 0.800 0.648 0.541 0.464 0.405 0.360 0.323 —0.164 0.182 0.176 0.167 0.155 0.141 0.134 —

Media
~~iV~7

0.818 0.669 0.562 0.484 0.424 0.377 — —
0.152 0.173 0.170 0.161 0.152 0.141 — —

d p N 7 9 II 13 15 17 19 21

Media

\/‘E

0.667 0.500 0.400 0.333 0.286 0.250 0.222 0.200

0.237 0.224 0.200 0.179 0.158 0.145 0.130 0.122

2 Media
.fi¿7

0.750 0.583 0.475 0.400 0.345 0.304 0.271 0.244
0.192 0.202 0.187 0.173 0.158 0.145 0.130 0.122

Puestoqueel coeficientedecorrelacióncanónicomáximode la población
escero(k1’ y X~2~ son no correlacionadas),la mediade rl esel sesgode 4

comoestimadorde Ál=0. La Tabla4 muestraqueen todosloscasosel sesgo
es sensiblementemásgrandeque ladesviaciónestándar,es decir,en el error
cuadráticomediode r~ comoestimadorde X~, el sesgoaportalacontribución
mayor.

Paramuestrasmásgrandesquelas estudiadas,o aúnasintóticamente,no
se conoce cuál es la magnitud relativa entre el cuadradodel sesgo y la
varíanza.

212
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6. CONCLUSIONES

Estetrabajoconstituyeuna primera aproximaciónal problemade deter-
minar la distribuciónde probabilidad,la mediay la varianzadel cuadradode
la máximacorrelacióncanónicay establecerla existenciade unarelaciónde
ordenestocástico.La pruebade lavalidezde la relaciónde ordenestocástico,
en general,seríade utilidad puesentoncestodaslas funcionesde distribución
estaríancomprendidasentre la función de distribución de la correlación
canónicacorrespondientesa gruposdondep=[d/2], la parteenterade d¡2,
y la función de distribucióndel coeficientede correlaciónmúltiple, es decir,

F(su,[d/2], d—[d/2]N)= F(x:p,q,N)SF(x;l,d—l.N) [6.1]

En estetrabajohemoscalculadola mediay la varianzadel cuadradode la
máximacorrelacióncanónicamuestraly hemosestablecidola validezde la
relaciónde ordenestocásticoparatamañosmuestralesmenoreso igualesa 40
y dimensiónd=p±qmenoro igual a 7. Estoscálculosmuestranqueel sesgo
del cuadradode la máximacorrelacióncanónicamuestrales sensiblemente
mayor que la correspondientedesviaciónestándar.

Debido al pequeñotamañomuestral,los resultadosobtenidosson limi-
tados,perofundamentalmentedeberíanconstituirun toquede atenciónpara
el usuariode las correlacionescanónicas,sobretodocuandose las usacomo
herramientadel análisisexploratoriode datos.

APENDICE

En esteapéndicese presentantablas conteniendolos coeficientesde las
funcionesde distribución,media y desviaciónestándardel cuadradode la
máximacorrelacióncanónicamuestralen el casonulo párad=4, 5, 6, 7 y
tamañosmuestralesmenoreso iguales a 40.
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