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Courbes de semi-groupe donné

P. CASSOU-NOCJUES

½
ABSTRACT. Salt [un élément de l’anneau «[x.í’]] des séries farmelles á deux
variables á coefficients camplexes, irréductible.et définissant une série convergente
dans un Voisinage de l’origine de «2, L~équatioti j~x,y)=O définit une branche
analytique camplexe C. Qn dit que deux branches analytiques C et D ant le mame
type topolagique si et seulement si C et D sant topalagiquementéqyivalentes en tant
que surfaces plongées dans «2. Soit.tzztt[x, ij]/W, l’anneau localde la brancfse C
et E son corps des fractions. D’aprés le théaréme de Puiseux, la cloture intégrale de
(? dans E. est l’anneau C [ í]] des séries formelles á une indétermin&e. C’est un
anneaíi de valuatian discréte. La valuation s’étend de faron naturelle á E, notée it Qn
note r le semi graupe v<t). Zariski [Z] a montré que deux branches sont
équisinguliéres si et seulement si elles ant mame semi-graupe. On note L(F) la classe
d’équisingularité associée an semi graupe 1’.

Dans cer article, naus décrivoas LO’) paur un semi-groupe quelcanque de
caurbes planes (Théaréme 6). Naus donnans une conditían necessaíre et suffisante
paur qu’un élément de L(l’) salt une caurbe plane (Propasitian 7), ainsi que les
équations des caurbes planes de semi-groupe F. Naus faísans aussl le calcul de la
madalité en fanetian des générateurs du semi-graupe.

Nous avons deux applications en Vue, d~une part le calcul de la dimension de la
camposante générique de l’espace des modules, d’autre part, la démonstratian de
la canjecture de Yana qul décrit le palynóme de Bernstein d’une caurbe générique
semigraupe 1’. [CNI] [CN2].

PLAN DE L’ARTICLE

1. Semi-graupe d’une branehe analytique.
2. Etude du semi-graupe l’=<p,q>.
3. Etude d’un semi-graupe quelcanque
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‘5Caurbe» de seflzi’groupe l)annc

II) /3~ est le plus petit élémenk de 1’ aui n’appartient pas au semi-graupe
engendré par /3lív.,/3q—l, mais flq$qG<$tí,..~/3q~í> et fiq±í>flqf3q.

Cansidérans les baules fermées B~, centrées en O de rayon E. Natons S~ la
sphére qui borde B~. Qn peut montrer [E. N] que S~ fl C est un noeud dans S

5.
D’aprés les résultats de Brauner [13], c’est un naeud tanque itéré [voir
définitian E. N] associé á la suite des paires de Newton.

((pl,ql);(p2,q2);...Ipg.qg))

définies á partir de E par p1=n1 et q¡=/31/n1± í... ng.

La donnée de E=</3o~.,~g> est ¿quivalente á la donnée du naeud
tanque itéré (<p1, qí) <.P2, q2) ;...; (pg, qg) et les canditions ji) sur E donnent les
inégalités

Qn note 1’,,, le se mi-groupe associé au noacud tanque itéré

paur m= 1 ,~., g. (Eg=!’). Qn a

“,,t” <Pl P2. P0’, q f~2 q0>. íP0~ q0>

Qn va vair que l’on peut taujours calculer les invariants de ~ á partir de
ceux de E,, et des invaniants associés au semi-groupe <Prn+í, q,~.4-í>.

2. CAS DU SEMI-GROUPE <p. q>

Dans ce paragraphe, naus rappelons encare des résultats connus, mais qul
sant fondamentaux paur la suite.

Sait (X0, O) C (V±k,O) un germe d’espace analytique camplexe á singularité
isolée, de dimension n. Qn salt [Ti] qu’il existe une déformation miniverselle
de (2’0, O), c’est á dire un carré cartésien de germes d’espaces analytiques

1 ja
101 C—,. (SO)
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aú G, est tAn; morphisrne plat, carré qul de, plus est versel paur les
déformattons, e’est-á-dire que tuute autre déformatian, i.e. carré cartésien

.~<

101 W (YO)

oñ H est plat, provienne du précédent par changement de base h: (yO) (S, O)
á isomorphlsme prés, et la diménsion de S est minima parmi les bases des
déformatians 6 qul ont cette prapriété de versalité. (Naus avons donné la
définition de la V-vérsalité, mais nbus l~áppliqúons ádes ¿aurbes monomiales,
qul ont une — action, et dans ce caá la V-versalité est équivalente á la R-
versalíté).

SOit Q la branche d’¿quation j¿~(x,I)=xP+ 1,q=Q~ La déformation
miniverselle de cE0 cgt alars donnée par une application

G: «2 y —

La libre de ce morphisme au paint vc& est une branche Q d’équation
;5

C~=fn(x,v) + Z v1s¡(x,v)=O
j=l

ou les s1(x, ¡‘) sant les p monómes xc y
tI, (a, ¡3) eL>

51aú

qui forment une base du «-espace vectoriel «[x,y]]jQ’~—’, x”—
1). Qn apelle

Defr (C’o) l’ensemble des eourbes cE., veC’.

• Le semi%bubé de’ cE
0 ¿st ~‘á <p, q>. Qn a

7 <Proposition 1. Rour touíe br¿ti¿hé’C
tdeL(I’), ¡¡existe dan» Dep (c

0)
une hñ4iche ¿n¿iÑiquenzen¡ ¡somorphe’ & cEí.

Preuve. Supposans Crdéfinie par

~-1-1 + ... +a1, í”’
4P —1—
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Theoreme 1. Touíe huinche (cE. 0) avanl pour serni-groupe 1’ apparaíl &
isomorphisme prés comme jibre génér¡que d»ne défármation ana/íiique
comp/exc & un paramérre de (C’í, O).

2> Deformation miniverselle de C~

Pasons, paur taut 1=2

n~— I(i)~+ ~ + 12iLí~i~í,0ÚeZ±

Qn choisá, paur ¡=2et 1=1=1—1If><np Ayee un tel choix, le ¡-uple

((¿5)
0”~) est unique. Alars G~s est encare déf¡nie par

f=uf—u3=0
<2>

j;=u~2—u<} u’<0
<3> >3<

j~@—~4 u~ j¿~2 =0

= n — I~< ~ig Ug~ %“

La déformatian miniverselle O de cE
1 peut étre décrite comme restrictian de

la projection naturelle: «g± x it” —it” au saus espaée X C «a+ x «~ délini
dans les coordonées U0, UI r¿~ de «ra, Wí w, sur «~ par l’idéal engendré
dans «[uo,.,ug, wí ,.,w~] par Fi;..., j%< oú

$1

F,=L(u<>, Uí ,..., Ug)+Z ¡V¡Sj¡(Uo ,..., u) ¡=1

alt les ~ = (S, ~)l<i<g sant délinis de la fa~on suivante.

Qn considére l’hamomorphisme surjectil

«[u0

induit par la surjectian canonk¡ue

•<

«[110w., Ug]~~~«[Uo ~.., UgII/<j~ JDztC(cEt~)

Soit N, le sous ‘module de «(cE5)~, image par cet homomorphisme du sbus
module «[u0,..., u5]~ engendré par les g+ 1 Vecteurs

— Iaí 1 ~. [ej ej, 1
Yo~ 3 1~ y~= 1 ~..,

1 J 1
011g au~j
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Les veeteurs X~ e«[u0 11Jg sant tels que leurs images dans «(cE4~/N en
forment une base comme «-espace vectoriel.

Paur décrire explicitement un systéme de Vecteurs X1, on a besain du
théoréme suivant qui explique comment an passe du m-¡eme nocud tanque
itéré au (rn+ 1)— iéme nacud tanque itéré, on encare du semi-groupe l”0, au
semi-groupe ‘ni+l

La courbe monomiale de semi-groupe ~, est définie par

II = U~’ — u~> = O
<2< <2>

f2=u —¿ja u’> 0
Cg>

(55>) (55>) >555>

.1<» = u’;7 — U0 ... U’~< = O

~ [~f ai;tlet N lesNotons, paur O=i=ni.y~— [a aus-module de («(~>))“>,

image du saus-module de «[~‘~,~., u,,]’>’ engendré par les 3<”) Qn note encare
~, l’hamomarphisme

induit par l’injection

« [í¿tí u~.. ] — « [u0 u,]

Alars:

Theoreme 2. II existe un hornomorphisme in¡ecíjf

«(cE,,,5..) /I~rn — « ( C)~’/N

induil par /‘hornomorphisrne

(P1 P,~í)—4~(Pí) ~p(P,~~í),O)

La démonstration est fañe en appendice.

Qn est maintenant en mesure de décrire une base de «(C’1)~¡N.
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Qn délinit par récurrence:

Df’1 =w; j~e3fl
2¡o=j=í<>—1, O=i=p—l

{(i.j)EIP¡O=j—1
0=q—¡ O<i<Ií-- II s~ /!=0

Df1 ={(i, j)e3r1
2¡O=¡=p—l,O=J=líí—l} s~ /~0

{ (i,j

{(tj

c3.tnl+lIo=k»..=n,;, —1, (1. 1 k»...
2)e D¿,,,=}U

E Df.. ,,<<}si i~.í#O
(»‘—2<

—1, (i.j k,...2)eDf_ / í_Á

si ¿i,=~=0

=

meoreme 3. Qn peul prenda’ comme base de «(cE1)~/N, lensembie des
iniages dan» « (cEr.Y/N des vecíeurs

• ~J~¡ u~ ~~A:»1

tI 1 2

O (tI)EEpq
pour2=m=g,O=/<,,,=n,,—I

1 .31
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u O u

u¿uu~= g
O

O

O

O

u¿u~uá2 g

O

o

pour3=rn=g, O=k,,=n,,,—l

(É/ k,,..~)c ¡9,>> ___ ,<ssó O<k~< <n,, —I
pourm+l=ni’=g, OSk,r=n,,,±—l

o

O

2 g

(1,] k~.í)eD¡rx ,rc’¡, O=k~<ng—t

Le reste du paragraphe est cansacré ñ la démonstrat~on du th¿aréme 3.

Gráce au théoréme 1, on procéde par récurrence.

la ___

(«[u0, ul]/<fí))/ U11 Of admet paur base{u¿u, (¿j96E,ql=Bí.
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Pour tout ni 1 <m=g, on« (cE,,)<’</AQ, des

1 ~.1¿
0 2

‘O

O

O
¡ >~ottí ~2

O

O

or

O
• 110 UI tl§

note E,,, l’cnsemblc des images dans

O=j=q—l

O=k,,,,=n,,,,‘—1

En supposañt que R,
1 est une basede «(cE,,,>

8,,, est une base de «(cE4)”</½,
555j5

)fl>~l/NCí:mjn démontre ~ue

O=~=¡> —

Pour 2=m’=n¡,

(¿ /)G 19,2,2<

Poitr 3=ni’=ni

(j.1 A;,..) E I),»~ ___

O=A,,<n,,—l

Oti note s,, la surjectbon canonique
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Salt

Qn ¿cnt, paur 1

sm(P.) = »,,, (e~.0(~0 u,,...í) + u~, ~%. 1(110 ..... u,,,...1) +

Donc

lo

O

SS
(‘>41

5v,,, (~‘1)

•s~ (J~<> — í )
O

o

O

s,,> (r~.0)

55~555

k =0

+ un,

>C fi,, ¡

lo

O

.t,,, (J%,• )

a14. ,,,(X¡)u,§”

>1

O

O

s,,, (I%,• ,,,,—2)

Naus utilisatis le lemme suivant, dont la preuve est reportée á
démonstration du théoréme 3.

Lemme 4. Pour tutu ni

¡ i k

11~ u~ ... u’’—;, (1, ¡ km... ) e 1% ¡ esí un .vi’sténie générateur» de

Qn a alors

Z

la fin de la

s,,, (Pa, A) = s,,, ( (k> u A55> + í>’»>
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Qn peut écrire

O

O

<s;,, (Pg,)

E >:

E
D~»555>.,.Qsss»

‘<—2

— E ¿4;
A = tI

O

O

11’< 11>’>3 It

afVk

=
=0 f3i

(N,,,).

O

O
i A>,,

Qn a un systéme de générateurs.

Pour montrer que c’est une base, on vérifie que c’cst un systéme maximal
de générateurs. D’aprés A’Campo [MC], on sait que si

ana

= n,, ~u,,...+ (n0— 1) (q,,,— 1)

Notons ~4,=#B,,,. Qn a pj=p~ =(p— l)(q— 1). Qn vérifie que ¡4>,=n,»¡.4., +11522flq>

Pour démontrer cette relation, ji est done nécessaire et suffisant de montrer
que

Donc

#D;<>.>,r.~> =
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Qn démontre ceo’ par récurrence, puisque

# D,~= It q±4 p=Q /3> + ‘0 130)/n2 ... ns,.

Done

# D;~< ~ =

Suppasons que

~ í,,,,(/tí/
3o±/í$~ + ....±/g>~~f3,g~,)/ng,~l ... ng

Alars

# D;<>’> y’,’ = q,,

cf

1,, (Iof3o±I~$~± +/g>~2$g>.,~±¿»...l /3g>~~í)/ng,... ng

Done

Le théor~me 3 est démontré.

II naus reste done á démantrer le lemme 4.

Le lemme 4 se démantre aussi par récurrence. Montrotis taut d’abord que
Df, í,<est un systéme de générateurs de («[ uo,u;]/<Jj) )/uí ¿4).

Soit PE«[u
0jí1]

1’—

s¡(P(u0,u¡))=s¡ (2 P,(u~) uf)

Sí (P(uo,uí))=sí 4<—l +(2 ~ a,¡u¿u
i=t> j=t)

1>—l <1—1

~ 2 a11u4u~ +¿j’ u~ S(u05 uí))
i=0 1=0
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Qn suppose rnaintenant que Df ¡ ¡o est unsystéme deg¿nérateurs de
«[uú Ug>~ >]/(f ft 3/ u~ ¿4<... ½‘:~
Soit P6411o..., u,,,]

—

5,5,... (P~•,,, (Ho .... u,,,<) ) =

[2

1 ¡

Don c

k A
A,,,=0 /)/ /5,>>

—t

u<;> . .. uf’>— ~ Q~ (u><. u,,, — ) u~; 4- u>~ . . . u/y> R (u» u,,,)]
1,•

í[ 2
ti. j.. A,,, lE

Qr

¿ ( / t<~~~< A +g~ . r,

Done

a,1 ~ 1 A A,,>4-u> u~. .u,< u

‘11k,,, +

1 A,»> ¡u» u . . . ti>” +

A ,,>—0

5,—II

Le erníne 4 est démontré
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3) Deformation equisingul¡’ere de C~

L’algébre afñne «(qG«~t est isomarphe en tant qu’algébre graduée á
[‘algébre «[u

0,.. uW/(fí f~, mun~e de la graduation de «[no,.. u~] qui
donne á u1 le poids /3, pour taut 1, O=i=g.Qn définit le degré d’un vecteur
quelcanque.

¡ o

o
1 > A, Au0u> u2-... Lix’

O

O

par 43o+43í+
camposante.

+ t
t(g flg — ng> $g>, si la camposante non nulle est la ni-iéme

Qn munit alors ¡‘algébre «[u
0,..,

11g’ ~í

paur laquelle u, est de poids /3,. F, de paids n,f%, en
de l’unique graduation
posant deg w

1=—degS,

On peut décompaser

11
alt P+fljEti pJ~degít~<O}

p>~deg w,>O}

Qn note w-~#P

Teissier a démantré.

Propos¡tion 5. La dé/6rniauion de cE1, obíc’nuc’ de la c/éfornwiion
,nin¡verselle G (A’, cE1)— («“, O) de cE1 par changenwnr de base «“‘ >< {OJ —
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eV une déjórniadon miniverse/le & senñ-gruupe consíaní de cE1-, de base
réduite, doní íouíes les fibres préseníení un poiní singuuier de semi-groupe 1’.

—... (X,cE)

(cE
0,O)=(S,O)

(«“‘X{O}, O) —

Notons

A, = (i. 1) c D,=/í2< - ‘ <‘<vi ¡4-] o>(n=—kD/3j

~ ={(i. ¡ k.,,)c 19/5,55, 5,5,5,1

(¡/3> 1—/fi» + . . . 4- k,,, — /3,, — )71> (n,,, — AIg>) f3g> 1

Qn a donc

Theoreme 6. La déjbrniaíion niiniversel/e & semi-groupe constaní de ~r

y ...~«g+l x«”<

G 1
«“4-

pr
2

ou X~ G «~‘+ X «“ es! defini par

u’”— ¿1+o ~
Ii. ¡>61

PSI

2
0=L,= u,—

0=k=n —>

It, ....

it I>eL<,
<2<

11914> U>’ t 2
0=A, <

Hl2,. , u¾u’u’+2 tI

es’

IVA A,.f j11’11’ . . ~

ti, 1>C 1) p><p
2< A

2



C>our/,cv de .v<’,, ,¡—groLtl’e l)o¡, né 29

2 ~ A, ¡5 i ukuAs> ‘ u’ u’ —O
A’—> 0 —

A

lIS A.=g,—2

Ii. ilE ~~/52<

5—, -

u>> —u’” u~i ‘ +g 0 g—í 2 ~Á > g u~u~=O
(ISA —2

(//.. A, lcD [(5. .5/<~’>. A,

4) Courbes planes dans la deformation equis¡nguliére de C6

Paur chaque libre ((710) de la déformation équisinguliére de cE1~, an
considére la dirnension de plangement dc (CO), c’est-á-dire le plus petit entier
eCTI tel que un voisinage U de O soit biholamarphe á un saus-espace
complexe fermé d’un domaine de «‘. Qn note emb0cE cette ditnension de
plongenient.

D’aprés le crit’ere de .iacabi [G. R., p. 114], on a

emb0C’+rg0(~, ~.., ~g~g+l.

Qr on a
1 0 0 IV> ~ssl

»...tLI.0.0 “rl
tI. .. >1

00 0

O

.0. .. .0

00 0 O O

Qn en déduit donc

Proposition 7. Les fibres
exacíernení celles te/les que

qul soní ísoniorphes & des branclws p/atíes súíu

IV 5.0..I.0.0!=O, U’~ /05050!=0

/50. 0.0# O
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5) Caleta! de la modalité

Nous allons démontrer le résultat suíVant:

Theoreme 8. La ¡noda/ilé re/alive & la evurbe cE,,> t’st donnée pat la
re/a/ion de recurrente

jLg,—jL,~> + 2
Oil

= (n,»—3) (qg—3)/ 2 + [q,,¡ng>]— 1

esí la íuoc/a/iíé relaiNe au setni—groupe <n,,, . q,,, 71>.

(Pour la définition5dé’lainódalité, Ñ’oir [A. G. V:, p. 154].)

Preuve. Qn a la forniule & récurrence

‘í4 /4—> + (n,,,— 1) l¾~—; r> —2
A =0

Qn note

Qn va démontrer que pour tout ni et tout k

#D/ (551)
<5. >5, <s555

[kq~

,

A = ~ — +2

Pour’n=2,ona
(p—l)(q—J

)

—1 =—p~—I, cauples (1,
2 2 ¡) tels que jp+iq>q

2.

Donc ‘4~=— Pí
2

ona [1:2

]

cauples teis que

AIg2
~/2~- <jp+iq<q2

l-t>< 2Suppasons que <¿>,—IA — +
2

[kq>..íl
______ ct montrons que
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1~>,,, —

= 2

Si /Q’MI =0

1»>>>> =

On rappelle que

‘?>‘~ ~ + ¡go ji>,+ sss + 4n—2f~ ,n,,

D’aprés l’hypothése de récurrence. on a d,,>
0— 2 elements

(~.1 ~,..2) tels que

~1 4-/fi> + __ + 4 ___ 2$>,>~.2> /7>1/3, + ... + /t~ 13,>,—2

et appartenant á ¡9;,>,>, ~,

Qn a d’autre part [«>‘ ‘~‘<>‘> éléínents de ¡9’
,5,,,,tels que

/7’’) fi 4-.. .4- ‘2>12 /3,,,— 2< ¡/3> +fi3»4-.. .4- ~ /3<>s —~ + k,<,.>

/7”) /3 4-.. .4- ‘~~‘$ /3,,> —2 + ~,,> 1

Done
f<<—1

4-fI 1’» —2

2
q»1 >]~ —lE n,,, >— It

2 k A,,>>= 1 [ n,,,...>

l~,,—2 14-
2 2

1<

=
2

1—1~<~sss ‘Ls5 1> =
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et

A 2

L’hypothése de récurrence est done démontrée pour le cas oú /$tL =0

Supposons maintenant que /~7>> !=0.

{(¡,¡,k2,...4~g,í)C3Vfl±11 O=kg.>Sng,>—l,(¡,j....~4~g,~,)cD;>sss, -«;‘s

1 O=k~,~>=/2’1—

Ág>fl /fl,.2)6 D~ >~ ,>> 1

A = {(i,j,.., k,,,.>>c D;>’s»>,..,

1í/~> + .. +kg>~í /3g,~1>(ngj—.k) /3g, 1

Qn a maintenant

/~»>) ji> + ‘t’~ /3~ + ... + I~’1> (Sg> —> = n,, /3,,

Montrons que si 0<4 =‘tI> —1 et (1, j.... k-,,>.Je Dh, ,, , alors

¡ji> 4-ifio + .. + ~,,,...> (3<,,...> < n,, /3v,

Pour tout (1, 1.~. k,g...~)C ‘14,52’ an a

¡ji> +J1
3o + .. + ~,,,—2/3gi~

2<O~’> + /<30—21 + .. +p— 1)/3> +

Done

¡ji> +ft3»
4- ... + 4,>,..., /3,,..

2<n,,, ji,,, —/~;>I í (3,,...> + n,>..2 /3,,>2 +

+n2/32+pji> —/3> —
13o /3gr..2

Qr, pour tout 1. /3,>n> /3>>.
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Qn en déduit

iji> +-j/3<> + . . .4-AIg,. 2/3’<, ~2< tlg< /3»> — (/~;‘1 1~

c’est á d~re

Qn a ~~><> 2 éléments de Dó,, _ /05> tels que
2

W> +.fflo+ ...+ ~<,,,—2 /3,,,.2> /6>i)/3 + ... + ¡kL /3,,,2 =

/3g,

Done on a ~~<> 2 + ¡(g) ) ql>,—
1 1 éléments tels que

2 L ~‘ e»—> nm...> J 5

(*) j13> +1ji0+ ... + k,.2 /3—24-~>,> /3,,>..> > ng> /3,>, potir k,,...> fixé, done si

/1 =k,,.>=n,>.>—l,on a

—I —>
55> >5,5< 4q,,,..

(n~,~> —‘tI>) 2 + 2 ¡ n,g...; 1
éléments qui vérifient cette prapriété (*).

Qn a M<» =élérnents de Dh> > /»55 quí vér¡fíent
2 ‘.555-

(1— ((‘E)) /3> + ... + (kg>~2 — /m—2) ¡3»> —2 >~,,. > /3,,

c’est-á-dire

Done on a

_____ + 2 II2 A=g,,, >—l””>>~tlg,~>J

éléments qui Verilient la propriété ~).
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Qn trouve done

= ~,><— > P
0,—2

2

— >

2 [kq»,.1]1

[n,,,...í]

et

I~n,—2
- 2 »<>~>>~~~>>

<
1n,k7

Remarque. Si Von note (P~g1jg=P,,~Mt la codimension relative á la
caurbe cE,,,, an a la relation de r¿currence

aú ,(Mt)-Lt)<n,». ~>désignQ la codimension• q,,».

1. Luengo (non publié) et ~J.-F. Mattei
paur le calcul de la modalité.

relative au semi-groupe

[M] ant aussi donné une formule

6) Equations des coúrbes planeS

Qn considére la caurbe cE
1 donnée par

- 111<

(55>—>> (5—><

..‘g~>—Ug~~~’ ¿4’ u~’ u”’
2 + u = O¿e

A’ ¿e II 1 g—l

D’aprés le paragraphe précédent, la déformation équisinguliére de cE> est
donnée par
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u”— u” +1 0 ~ h¡~ ¿4u~+u2+ 2
Ii. flG E’

/<5<1 O =A,=n2—1
0=A<,=n,—l

(A
(i5 hE 1

<2< >2>

un2 ~u’c 11~>+ V2 0 1 —
0=k2=n2—2

(¡./)6 > . fA¿

¡<>5> ¡/<)

¿e—>

IV~2lÉ211¿U+u3± 2 ~,2 11Ñ 11A5<
ÑA-~ii ¿e g—l

1 1.11011! = O

(A,,.. k9-ÁIO 0>

0=A,=n,—2
(i.j>ED<<2> ¡>2>

0=A=,> 2 J,i ¿e
¡<>5’ A<
<4

ayee VV0 0>0.0 #—l, IV¿ IV>00 !=—l.

Qn va transformer la base de la déformation de telle sarte que Van puisse
¿liminer et ¿crire les équations des caurbes planes. Par contre on n’abtient
plus une base manomiale.

ag
Qn a, en notant i; =~ Ou~

Ou,

~‘2=(l,n2 u~7> .43) ¡>5 ¡<~> ~ ti’ uY~> uY>)¡43> ti? 2 “~‘

r3=<o,í,n, u~y> ,—/1~½4~u’ ~<4< />5< 1 /00 ¿4 j>5>5> (>5> >5) 5:5>

rg =40,0 l,n~u”r>)

Considérons le veeteur 8~=(O, .. .,O,l,O,.., O) alt 1 est á la jéme pláce. Álors

— — 0<

/+>•

3I—FI+I+n¡.i~>11I±I.5i P¡±2=

(O ,., O, O, n1+1 n,±2u,±>”~’1 u>~2”.2—
4 p4>j2) /<> ... u~> ,...)~t) <+1

¿e g—>~~
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II existe done paur tatú i. un polynóme P, tel que:

‘>9 (F55±1,F~±2,~., [‘3
Qn peut done écrire la déformatian équisinguliére de cE>

u~—ug+%flEE+/5>..> u¿ u+u2=O
5/~>Q

<2> >2>

2 0> 3—0

(55~>

>5—>

Z0<A<cn,~..l IVA A,,¡.i P> ~~“~i->’ .. ¿i~ ¿tI 4-.. +

0=A<=n<’—I

<A2 ,.. A<I #<O 5.50>

ti, 1>6 t;,~

A /

0=A> >

0 í A<,)6 ¡)pg.>> ¡<si>

4. APPENDICE

Naus allons ici démontrer le Théoréme 2, que naus rapellons.

Théoréme 2. 1/ ex¡s¡e un hon¿on¿orphisrne ¡njecí¿f’

indují par /‘homoniorphisrne

«(Cy~—> — «(cE»y’

Qn rappelle aussi que ,o,, est 1’hamomorphisme
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induit par l’injectian

«[Uo,., u0>>] —a~ « [u0 ,., u,,]

5 »o>—> 1»”>

Notons A,,, le d¿terminant des vecteurs

(u0j0, u> ‘9> ~,,>..> 5,»...>)
Lenime 9. Paur tau! ni. l=m=g

0>

= (..~ ¡y>’ (f~~I(3»,) U ~v»m(u70
1=1

Preuve. Qn utilise le fait, que paur taut m’ 1 <m’=m

»“ E ~ u, aail; ]=o

Sait ‘>=(I-’í ,.., P,,)e«[u<>~.,u0j”’. Qn note, paur tout j; O=j=m—l,
le déterminant abtenu en rempla9ant laj-iéme colonne de A,>, par P.

Lenime 10. Si, parir tau! ¡, 1=¡Sm, Ift, esé’ divisible par u7’
ni

s~, (A»,4P)) ~ (H s,,, (u7)) «(C»).

1=

Lenime 11. Paur ¡att ni,

Preuve. Qn a
= n,,,.. > ... n2 i(”>q + n0,...> .. fl2 l>S~»>p + ... + n / (o,) ¡ (o,)

n,—2 q,».—2 + ,,, q,,’>

= n,,2 ... n2 /f~~’—>> q + n0>.2... n2 /g”>>p± ~1~1~»~>

— (i/2> + n,,.>) qní =
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Qr
5 5

II existe done un indice je{O ~, m—2} tel que

>5
5f.

Si pour tout ¡e{O,.,m—2}, l<»<>~/9».~~>O le lemme est démontré. Sinon,
¡

considére ¡e plus grand iñdice ¡Tel que

/t)— /Ú’<>><O. Alars, pour j>¡, on a /1’»>— l(”>’>=O.
./

Qn écrit

= ,.;. :4-5± fl,,L> .. n5~1> (IP>’)... /9’>>) q1

— n, ¿(/4>’> — ‘ZLt>) qk..2

Qn a /<><5><n_ > pour toutsj>O. 5

Done

fl<4s~<fl<4< — I ) q¡±... — n,,.,> (fl»,...2 — ¡ ) q,,>.2

Potí r tout ¿ q1 = ti, ‘‘i—> q~—.>

/9») —

>h+2 cli+> =u,5<~ .. ~tii 2 q11
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)q+.. ti
15,1> — ¡

ni45

ti,.. ti2 (/f~<ú — /j
1>) q + .. + n~ (‘PS> — ((j7. ~>q> >~

________ —1-- q
1

II existe done un indice jC{O i— 1>

/$~ />$ II — 1ff>=0

Si ces inégalités sont vérifiées pour tout 1. an a
5555> 5s.s ‘‘sss.> ‘sss>, /555>

SS,,, (¿~> > It” ~> ¡¡sss 2 555 2

SSS> ~>555s>5 ,<¿5 5555,>.,> ‘>5;> 5555 <555>>

11? ‘

‘.2U>»2

Done le lemme est démontré. Sinon, on note 1 l’indice tel que
11»)....II»> — >> — /W <0 a /9>’) — />!>>— II — ~9/>.0 po>jr i>¡’~ Oil recommenee.

Preuve dv théoréme 1

Notans

Nl ontrons tout d’abord que si (sa, — >(¡‘í) ¼,—í (Pa, — í) ) E «(cE»,...)

Si (s,,,(P>) ,..,s»>(J~,...í),O)=O. alors-paur totít tu’, 1 =¡u’=ni— 1

Done paur tout ni’ 1 <m’<n¡~~.. 1
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Done

Montrons, que pour tout Q1e«[u0~., u»,....í],

<>5<> >5,5> <5>5< >55>>

Qn considére le systéme

of> aj~¿~4, uf> ..t”’>B0(uo,..,un,....í)uo 8110 + fi>(tu~.,t,,,...>)u> 8u0

Of»

>

Q ~n uf>... U~n~ = B0 (110 ~ ¿¡tí — +

fu

Les formules de Cramer s’écrivent
.5 > 5..

5<555<5>55<> 3555< >5<5> >555< /555>alt P=(Q> u ,..., Q,,~ tj~ uf> ...

>555< /555<D’aprés le lemme II, »»....> u ~“-‘ ) est divisible par s»,...> (u’») pour
1 =j=m— 1. D’aprés le lemme lO, s»>,..> (A»,>1(P)) est done divisible par

H s,,, (u~)et d’aprés le lemme 9,

Mon~trafts máintenani ¿¡ue ..-4’G N»....>

Soit (s»>..~ (‘>3~.., s»,~, (P»....>) ) E« (cE,.... >)o> > tel que
(s», (P>) ,..., s,,, (P,,,.... ), 0)EN»,. Alors

»m (P>) =s», (A0 (ú0 ,.., u4~
1 + 81
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»n,(’>n;~í)5n,(Ao(Uo,..,11o,) — >+...± A»...1 (uo,.,urn) df,—l

O = s,,, (A0 (u0 ,.., tg,) + Ant (~o,.., Of,

4-...

D’aprés la remarque précédente, on en déduit que

• Of> df> í

s»,..1 (P>)—s~,1 (A0(t0,.., u,,, O) du0 4-A>

»n;—> (‘>n,—t)sn>—> (A0(u0 ,..,u,,, ,O) ~‘»~— + EN»,>

done (s»..> (P>) s»>~>

11 reste á montrer que N,,,...> E

Salt (»m....> (P>) sn>> (Pm.... >))c N»,....>. Alars

~ (Pí)=s»,.... (A0(u0 ,..,11o....í) dfí 4-A1 (uo...,u>,»....í)0u
0 8t1

(‘>2) =s (A0 (u ‘ -~
1~—+A (u

0.. u _ ___au?

du0

On veut mantrer qu’il existe fi0,.., B~, tel que

5n,(P>)=5»,(Bo(uo~.,u»,) Of df±8>(u0,..,u»,)—y———)

df Of 012
s,, (¡‘2) = 5», (Bo (u0 ,.., un) + B> (u0 ,.., u»,) + fi2 (rio ,.., u»,) ...~....‘)
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s», ( Pn,.~ >) = Sn; (o (u0 ,.., ~aj;,, > + ... ‘~ «.n— >(un ,.., u,»)

e.’;o = s,» (~ (u,.., u~) 8 Of
¿u>

Les formules de Cramer dannent, paur 1 Ci<ni

5»> (A’,»)s»> (fi1 (uo ,.., Un>) ) = »», (A’», (Q))
<5

oú A’,»1 (Q~est le déterminant obtenu en remplagant

An,=

~J’I
du1

dt>

df>
8u,,,

la i-iéme colarme de A’»;

par

Ou0 Ou0
Of

,—B0 »>)8110

Notons A’»>...~ (P) le déterminant obtenu en rempla~ant
par (P> ,..., P,,...>,O). Alors

~5.

= A’»..> (>5)) df»

la kme colonne de A’,,,

du»,

alt ¿S’,»...> 1(Pyest Ial déterminant obtenu en
A’»..5> par(P>,..,P,»...>).

rerñplayant Ial léme calonhe de

D’aprés l’hypothése

Qn a s,,, (A;»)= s,» (fl ti¡ u
9>>)
í

5’ 55.~’5 5:

~,,, (A’,,, (P) ) = s,» (A >)s,, (II n~ uy,—>
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Qn a aussi

Of> 1

>

dut du<>

— y (fi n1u!rí)
/=‘>df,,, Of,,, Of»

du> Ouo Ou,»

Danc, si l’on choisit 1% (u0 ..., u»,) = [‘1 u’»—>, on trauve
1=>

B»,C«[u0...u,»]. solutian du systéme. Done le théoréme est démantré.

Addendum (20-09-91)

P. Jawarski a obtenu certains de nos r¿sultats, par des méthodes
dilférentes dans: «Normal forms and basis of local ring of irreducible germs
of functions of twa variables» Trudy Seminara im 1. G. Petravskago Sem. n.

9
13 (1988), p. 1945.
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