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Courbes de semi-groupe donné

P. CASSOU-NOQGUES

ABSTRACT. Soit f un élément de I'anneau E[[x, »]] des séries formelles & deux
variables & coefficients complexes, irréductible et définissant une série convergente
dans un voisinage de l'origine de 2. L'équation f(x, })=0 définit une branche
analytique complexe C. On dit que deux branches analytiques C et D ont le méme
type topologique si et seulement si C et 2 sont topologiquement équivalentes en tant

. que surfaces plongées dans €2 Soit.#” =& [[x, ¥]]/(/), Fanneau local de la branche C
et F son corps des fractions. D'aprés le théoréme de Puiseux, la cloture intégrale de
77 dans F, est 'anneau €[[r]] des séries formelles a4 une indéterminée. Cest un
anneau de valuation discréte, La valuation s*étend de fagon naturelle a F, notée v. On
note I' le semi groupe v(#°). Zariski [Z] a montré que deux branches sont
¢quisingulieres si et seulement si elles ont méme semi-groupe. On note 1.(I"} la classe
d’équisingularité associée au semi groupe T

Dans cer article, nous décrivons L(I") pour un semi-groupe quelconque de
courbes planes (Théoreme 6). Nous dennons une condition necessaire et suffisante
pour gqu'un élément de L(I") soit une courbe plane (Proposition 7), ainsi que les
équations des courbes planes de semi-groupe T. Nous faisons aussi le calcul de la
modalité cn fonction des générateurs du semi-groupe.

Nous avons deux applications en vue, d'une part le calcul de la dimension de la
composante générique de l'espace des modules, d’autre part, la démonstration de
la conjecture de Yano qui décrit le polyndéme de Bernstein d’une courbe générigue
semigroupe I'. [CN1] [CN2]. .

PLAN DE L’ARTICLE
1. Semi-groupe d'une branche analytique.

2. Etude du semi-groupe ['==<p, g=>.
3. Etude d’un semi-groupe quelcongue
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1) Méthode.

2) Déformation mimverselle de la courbe monomiale.
3) Déformation équisinguliere de la courbe monomiale.
4) Courbes planes de semi-groupe I'.

5) Calcul de la modalité.

6) Equations des courbes planes,

4. Appendice,

1. SEMI-GROUPE D'UNE BRANCHE ANALYTIQUE

Nous rappelons ici, des résultats que I'on peut trouver dans [Z] et [E. N].

Soit fe@[[x. y]] satisfaisant les hypotheses de lintroduction. Soit
Sf=f T/ T ... 1a décomposition de f en polyndmes homogenes, f,7#0.
L’entier rz est un itnvariant de la courbe appelé la multiplicité de C a 'origine.
Le théoréme de Puiseux dit que si f,(0,»)#0, alors C ddmet une repre-
sentation paramétrigue de la forme

x="
y=>3 a m>n
i=m

A une telle représentation paramétrique, on associe une suite d’entiers
(rn, B .., By) appelée la suite caractéristique, de la fagon suivante: On note
le plus petit entier tel que ag, #0 et 8, Z0(n). Soit e;=(n, By). Sie;=1, la
suite caractéristique est (r, 8;). Si e; 2> 1, on note f8; le plus petit entier tel que
ag, 70 et 8,0(8)). On note encore e;=(f,, B,). Si e;=1 la suite caracté-
ristique est (n, 3, 82). Sinon on recommence.

Le processus s’arréte nécessairement. On obtient alors une suite d’entiers
(n, B ..., B;) et une suite e, > e, > .. > ¢, = | définie par récurrence par ¢, =n et
€= (ef-mls )81) On définit nq :eq_”’eq, qd= 1 ses 8-

Posons :—8—02509 El =B
Eq:nq—lﬁq—l_-ﬁq—l'i_ﬁq q:21-=g

Alors le semi-groupe I" est le semi-groupe de £, engendré par Bo, B .. ,,G'é
On le note I'=<7f,, B,.. ,,Bg . 11 vérifie les propriétés suivanies:

i} Zy—Test finl. En d’autres termes, il existe ¢>>0, tel que, pour tout
i€ Zy, Uinégalité i= ¢ implique i€ I". L¢lément ¢ s’appelle le conducteur du
semi-groupe. On a

c:nng_Bg_(n_ l)
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i) ,Bq est le plus petit élément de I' qui n’ appdment pas au semi-groupe
Cnécndre par B(]! qu 1s mais n Bq€<BUe »Bq | > et |8q+I>nq Bq‘

Considérons les boules fermées B,, centrées en 0 de rayon ¢. Notons §, la
sphére qui borde B. On peut montrer [E. N] que 8,1 C est un noeud dans §,.
D’aprés les résultats de Brauner [B], cest un noeud torique itéré [voir
définition E. N] associé a la suite des paires de Newton.

(P, g0 02 q2) s Pe G,))
définies & partir de I" par p;=n; et ¢;=B:/n;s | ... n
La donnée de I“=<En,..,ﬁg> est équivalente a la donnée du noeud
torique itéré ( (1, 1) ; (P2, G2) i...; (P, ¢,) €t les conditions ii) sur [' donnent les
inégalites
g>0, 0 >0, (pLg)=1, ;> qi_\ Pi\ Pi- 1 Pi-
On note I',, le semi-groupe associé au noocud torique 1téré
( (p] b ql) (p21 qZ) (pm’ f{m) )
pour m=1,.,g (I';y=1). On a
Fm = <P| PrevsPoon @i P2 Pmveses qul Pm: qm>
On va voir que 1'on peut toujours calculer les invariants de ', & partir de

ceux de [, el des invariants associés au semi-groupe << g4, Gt -

2. CAS DU SEMI-GROUPE <p, ¢>

Dans ce paragraphe, nous rappelons encore des résultats connus, mais qui
sont fondamentaux pour la suite.

Soit { X, 0) C(E# T4, 0) un germe d'espace analytique complexe a singularité

isolée, de dimension a. On sait [ T/] quiil existe une déformation miniverselle
de (X,,0), cest 4 dire un carré cartésien de germes d'espaces analytiques

(X0,0) S— (X,0)

L e

0y C— (.0
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ol G, est un, morphisme .plat, carré .qui de plus est versel pour les
déformations, c’est-d-dire que toute autre déformation, L.e. carré cartésien

(X 0) C— (Z,0)
[1 o ".l.!H"
oy C— (ro)

ou H est plat, provaenne du precedem par Lhangement de base A: {y, 0y — (S, 0)
a isomorphisme pres et la dimension de S est minima parmi les bases des
déformations G qui ont cette propriété de versalite. (Nous avons donné la
deﬁnltlon dela ;\/ Versallte mais nous | dpphquOns a des courbes monomiales,
qui ont une @* - action, et dans ce cas la V-versalité est équivalente 4 la R-
versalité).

Soit Cy la branche d*quation fy(x, y)=x+pv=0. La déformation
miniverselle de G est alors donnée par une application

G @< —@r,
La fibre de ce morphisme au point ve €* est une branche C, d’¢quation

®
Co=fole, )+ 3 visi{x, ) =0
=1 A

ol les 5;{x, v) sont les u mondmes .\‘"1 (o, BYEE, 40

E,,={(a,B)eN|0=a<p—2,0=8=q—2}

qui forment une base du C-espace vectoriel [ [x, y] /(¥ 7, x*~'). On apelle
Defr (Cy) I'ensemble des courbes C,, veC*.

"t Le semi-groupe de Cy est ['=<p, g>>. On a
TR Ty ae !vl_ .,
Proposmon V. Pour toute branche'C. de ("), il existe dans Defr (Cy)
urie branche analvuquemem ISOH’IOI’ph(? a C.
Preuve. Supposons C, définie par '
= ’H

C|'=
= day A, L
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Nous construisons une famille ¢ paramétrée par u, dont I¢lément C, est
donné par

x=i"
CN:
v=mda uemt g et

Siu=0C,=Cyetsiu=0, C,est analytiquement isomorphe a €. D'apres la
versalité de G, o provient de G par changement de base. 1l existe donc un
élément de Delr (Cy) analytiquement isomorphe a C,.

En considérant le polygone de Newton de C,, C, € Defr (), on voit que
C,. définie par

Sfo=yitxr+ i visi{x, p)=0
=1

est dans L{I') si et seulement si v;=0 pour les mondmes s;(x, y)=x%yf,

{a, B)& E,rtq—_" { (0[, B)E Eq.p | @ CI‘*'BP>PQ }

Donc toute branche de L (I') est donc analytiquement isomorphe a une
branche définie par

fo=yitxr+ % v, g xeyb
tee. ME 1],
On note u™=Card E}

- g

_ _ 1—2
o220 e

3. ETUDE D'UN SEMI-GROUPE QUELCONQUE
1) Méthode

Nous utilisons ici la méthode préconisée par Teissier dans son appendice
au cours de Zariski.

1.idée fondamentale est de considérer I'ensemble des courbes CC (€871,
0) de semi-groupe I'=<By,...,B8,>>. On peut alors procéder de fagon
analogue A ce que l'on a fait précédemment puisque I'on dispose maintenant
d’une courbe (- qui va jouer le réle de la courbe ;. La courbe G- est la
courbe monomiale, définie par la représentation paramétrique

C'I‘:ui:[E' OSlc_:g

Teiser a démontré 'analogue de la proposition 1 [T, 1.3., Th 1].
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Theoreme 1. Toute branche (C, ) ayant pour semi-groupe 1" apparait a

isomorphisme prés comme fibre générique d'une déformation analytique
complexe a un paramétre de (C,0).

2) Deformation miniverselle de C;
" Posons, pour tout ¥=2 _
nBi= fé“ﬁn*‘fl(”ﬁdg--- + 19 Bi_i, lf}EZ+

On choisit, pour i=2 et 1< j<i—1 /<n; Avec un tel choix, le i-uple
(17,..., {7 ) est unique. Alors G est encore définie par

[ fi=ul—ul=0

o n ;rm !(2)
_fz:uzl_%u ull =)
+ ' [EF RS R}
— ly ! L
SHi=ud —u ) wy =0
fz) fx) ‘r)
AR, n, __ ! ! -rg_| —_
\fgfug‘ o' Loz =0.

La déformation miniverselle G de G peut étre décrite comme restriction de
la projection naturelle: 2! x C* ~@# au sous espace X T @t xE*, défini
dans les coordonées uy, uy ..., u, de 1w w, sur €* par I'idéal engendré
dans @iy ,., u, wy,.,w,] par Fi...., F, ol

. M i

E:ﬁ(uﬂv Up,..., ug)+z‘| W'isf_i(uo (AR uﬁ,‘) i=1 seeen &

‘ i=

ou les §; =(5; )1 =<, sont definis de la facon suivante.
On considére ’homomorphisme surjectil
Clug e u,]s— € (G

induit par la surjection canonique

! JC"[HO LEERE) ug] - G[uﬂ 10y ug]/(fl ERERE j,;,’) EGI(CF)

Soit N, le sous "rr;odule de €(C,)%, image par cet homomorphisme du sous
module & [u,..., u,]¢ engendré par les g+ | vecteurs

_ [af af, ————Taf Oy
.VO,: — PEEET) _-'f;_ ""ayg___ = rrete
S | Fuy duy | Ol du
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Les vecteurs 3 e(f[u(,,...,ug]k' sont tels que leurs images dans €(C,)%/N en
forment une base comme C-espace vectoriel.

Pour décrire explicitement un systéme de vecteurs §;, on a besoin du
théoréme suivant qui explique comment on passe du m-iéme noeud torique
itéré au (m+ 1)—ieme noeud torique itéré, on encore du semi-groupe [, au
semi-groupe [, 4.

4

La courbe monomiale de semi-groupe I, est définie par

Si=ul—u=0
f P ’[:2' ﬁul _ 0
c 1Ty W =
m

fan) fany [
I/ ! fno) —

,f;n = u’:;” ' o m-.ll_ 0.

o afi 4
Notons, pour 0<i<m, j™ = I:—agﬁ%ﬂ et e sous-module-de (T (G, )",

i i

image du sous-module de € [uy,..., u,,]"” engendré par les _T",.(’"J On note encore
@,,, 'homomorphisme

¢(C;n— I) - ¢(C;H)
induit par I'injection
a [U() seees um—l] - [l/l(} peres H,”]

Alors:

Theoreme 2. [l existe un homomorphisme injectif
P, 1 C(Cpp_ )" YNy = €(C) N,
induit par Phomomorphisme
C(C)™ ' = (G
(Pross Py_) = {0 (P}, 0(P,_1),0)
La démonstration est faite en appendice.

On est maintenant en mesure de décrire une base de € (C)4/N.
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On définit par récurrence:
D =10 NETOS < fy—1, 0 i<p—T1}U
l{(i,;)"e'JIZIOSj—IOSq—l,‘OSiSh—I} si £, 50
D}, ={( NETRIOS i<p—1,0< j<— 1} si ;=0
et D, =Df ,— (h+p—1, f—1)
D it =

{(irj"“-km—l)enm+l|05kmfl<—:nf;1—l—15 (I- J ---- kn|—2)€DI’,.IO ..... !

Wi

{ (f'j-"-’ kmul)emm"&'l IOSkmff <—:Im-| —1, (j_lls j_!() -:--:km—z_ lnl—Z)

S D;:‘m_l}'n_ﬂf;’m—zl]) } si 1,,,_] #1)

Dy 4 =
(G fs b DERHNOZk, Sy L G k) ED] 4 L)
sil, =0
D=
(G KD D, G o kg 1)

(b A== =t L — 1))

Theoreme 3.  On peut prendre comme base-de € (Cr)5/N, lensemble des
images dans € (C- )5 N des vecteurs

B..i, 0,k . |
gy Uy U ¥
0 (. JEE,
pour 2=m=g, 0=, =n,, —I|




VLS
g U2

i 0
0

ul i bz,
0
L o

P o
0
Lu&ui Wi
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N
u:"g (r e D,'(_lllr‘fz’, O_<_k2<n2—l
pour 3=m=g, 0=k,<n,—I

(i fovr K1) € Dy g Q= ke <1
whe | pour mt1=m'=g, 0=k, . <n,—I

(i oo k1) € le,"‘.’.’...f“"’—’l , 0=k, <n,—1

k.,
ug»J

21

Le reste du paragraphe est consacré a la démonstration du théoréme 3.

Gréce au théoréme 1, on procede par récurrence,

afi df

(C ey, )} ()Y ( _) admet pour base{uéui, (i, DEE, ,1=B,.

duy T,
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Pour tout m, |=m<g, on note B, lcnsembic des images dans
& (C,)"/N,, des vecteurs :

P4k A
r by 2 v
0 0<i=p—1, 0=;=g-—]

Pour 2<<w’'=m, 0=k,.<n,, —I
!

4

0
P L
ujuy st b | (6 e Dy
0 ' 0=k, <<n,—I| ,

Pour 3ssm'<=m 0=k, <n, —I

f
l
i
1] 1
E .
| | 0 | ! i
L !
P n
T o 1" z‘ .
(1:. _]',..., )’\',”_T)E [)"Ir““""ﬂ::‘ill 2
1
; .
' b
0 0=k, <, —I ! .
Pk k !
huguu . ou d ,

En supposant que‘B,,_; est une base.de (C,,_ )"~/ N,i ‘6n démontre que
B, est une base de € (C,)"/N,,

" .
SN ]

On note s, fa surjection canonique

R 7 S VR S R ~
.S'HE : G[M(} LA ltl”J - G [L[“ T tl’f”]’/(fl ""*./”’)'I
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Soit
(S (P1) sy 50, (P)YEC(C)M [N,
On écrit, pour | <=m'<m
Sk Py =80 (P oty aeees U )) 1ty Py (g ooy i) H

|
i + un"' Pnl" n,—| (u(l qevey um—l) )

m

Donc
R
Sm’(PI)
2y
=2, = adGhuy
r'\‘m:U ¥ C Bm .
S (Pm— I)
) | 0 [
i 0 1 i 0 L p 0 1 i O 1
— , +u, ot . +035
0 0 0 0
lsm (P”")I N S (‘Pm,ﬂ) 8 i Sor (Pm. I) I 1 S (Prn. nmfl) [

Nous utilisons le lemme suivant, dont la preuve est reportée a la fin de la
démonstration du théoréme 3.

l.emme 4. Pour tout m

bl =1 (i o, k) E D , |} est un systéme génératewrs de

nm—1?

(G[uﬁ "'-sum—l]/(/F LRl jm—l))l"(u Lf,;"_,l
On a alors

. — 5’ k i
Sen (Pm.k)—sm( s Z f-‘f)---"',.. u H‘, Ean '+u'”

m—- |
[y ()
PN

!n frury

o’ |R)
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On peut €erire

i 0 L
- /f(m) mi—1
> 0 - i 3 m
— — i
=0 B; =t fBi
fyme
| u() R
Donc '
[0 9 i 0 '
1,2
— k k) -
. Agﬂ Hy 2 ai_f’... Ko (Nm) .
0 = . 0
' PF
LSIH(PUI)J I MU"umﬁl‘ J

On a un systéme de générateurs.

Pour mantrer que ¢'est une base, on vénfie que ¢’est un systéme maximal
de générateurs. D'aprées A'Campeoe [A’C], on sait que si

’ Huy :dlmG ‘G:(Cm)m/jvm + | .
ona . oo,
Mo = 1y Hip— + (nm_ 1) (qm - [)

Mo = nm Ham—1 + 1u'<”m' ‘!'m> . ot N
Notons u,=#B,, Ona uj= u; =(p— 1) (g—1), On vérifie que u), = rn,,u,_, +
+“<"m-qm> o

Pour démontrer cette relation, it est donc nécessaire et suffisant de montrer
que

#D;:nlj ,'hujl = .
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On démontre cect par récurrence, puisque

$Df g = [AD] o, ] e [8D10 0 mn].

#Dp  =hgthp=(, B+ 1 Bo)fny ... ny.
Done
#Df;!a =
Supposons que

#[)’: gt = (!U _B_U + [l ﬁl + + Im—Z Eul—?}/”m—l e My

~

Alors
HDjon v por b =Gy
et
#Df’,.ln....fm ,Z(j{)ﬁu'h'i Ei+""+[!?l—2ErJf—2+lflJ)|Eﬂ}—')/nln“'
Donc

#D;(mj Jimi ,l{mjl = q",
[ (R m

Le théoréme 3 est démontré.

11 nous reste donc a démontrer le lemme 4.

25

&

Le lemme 4 se démontre ausst par récurrence. Montrons tout d’abord que

L, est un systeme de générateurs de (CLug.u: ]/ (D) )fu;" Ll(';").
Soit PEC [uy, ]

p—1

Sl(P(Hosul)):Sl(z Pf(uu)“{)

=0

p—1 fy=1

si{Plug,u)y=s5(2 X “i‘f“(;-“: +

=0 ;=0

=1 g—1

Jr”f;" > > a;_fu(fu: J”‘t';" “{' Sy, 14))

=0 =0



26 P. Cassou-Noguos

On suppose maintenant que Dj i 4~ est un:systeme de générateurs de

C Lty et s i Ml it . \

Soit P€ugy.... iy, ] ‘

\
", — |

sp(Plug ..., u,,,))fs,,,[ by P,, (bt e Uy ) U "]

m

'5:”—]( & (“t)’ m—l)):

m

. "'m i
Sui—1 [ Z a; Foee Kk, U “U “ 1 +
e by VE DY _
I .
u[l“ “, | QA (u() seens Uy I)]
Donc
n,—1
. — [ [T O
.\,”(P(LI(] arey Hm) ) _Jm[ Z X 2 a; fokyy—1 Hr H('; Ce . le II U, +
k=0 D, -
l, -1
! e
U X O by e Uy ) who il bR (uy 1u,,,)]
=0
S—1 (QR,”(“(J woen My l)) =
] > a; ; T AT
Spi—1 [ AT SRR (RS IR
(o joky VE Do
fiid) fmy ey
/ L T
M()” f” RA (”ﬂ aees Uy I)]
(TR " .
Or
) s _4 oy PO
ly "m Ky = ¢ (gghm Ty 0T e
S-’” (“(] ‘f M | “m )‘ S (ﬁlm_ ) g
Donc
Hf 1 -~
S (Plug .. “m))—bm[ 2, > Qi j, kg Uy U u"’” ‘uf‘,';'+
w=0 Pl
[
' s it a Kr vl
al. F l‘nlfl “n " U ! HHJ—I u',”m +

r =D f)',l'n;m;“" I:’.'..;I
hy fun S )
Hy' .. H;” (U(] R 7 ]

Le lemme 4 est démontré.
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3) Deformation equisinguliere de C;-

L'algébre affine €(C) CE*1! est isomorphe en tant qu'algébre graduée a
lalgebre C[uy... 4,]/(f) ... [}, munie de la graduation de C[uy,.. 1.} qui
donne 3 w; le poids B; pour tout i, 0<<i{=<g. On définit le degré d'un vecteur
quelcongue,

| 0 [
0
Fod ok &,
ML L3 Uye
0
0
| i

par jBy+iB,+ ...+ k,B,— 1, B,, si la composante non nulle est la m-itme
composante.

On munit alors lalgébre Cluwy,.., 1y wi,...,w,] de l'unique graduation
pour laquelle ; est de poids B,. F, de poids n; 8, en posant deg wy=—deg §;
On peut décomposer

_ Neawi=P] | B
ol Pe={jefl ..., u} | deg w;<<0}
Po={jc{l ., p}|deg w; >0}

On note p+:#P+
Teissier a démontré,

Proposition 5. La déformation de Cp, obtenue de la déformation
miniverselle G : (X. Crj— (€F, 0) de C, par changement de base @ X {0} — C¥



28 P Cassou-Noguéys

est une déformation miniverselle & semi-groupe constant de Gy, de base
réduite, dont toutes les fibres présentent un point singulier de semi-groupe 1.

(X1 0 — (X, 0
)p>

¥
(@ )40}, 0) —— (C*,0)=(5,0)

Notons
Ey,={U, DEE,,|lig+ip>pg)
Dien i, =L NE Dy | 8By + jBo > (my— ko) Ba}
Djo o g, = Jo s Ky YE Doy ff||
(B +7BuF Ky B ) > (=K} By}
On a donc

Theoreme 6.  La déformation miniverselle a semi-groupe constant de C;.
est

Xt —— @t g

G

P2
Gr -

ou XTCEe VX E" esr défini par

.

— N | K
“0+ Z h'n’u()ul-*. 24 MI\ I.-,,rl'u"u2 . uz u()uo
v YER,, D=k En,—!
USA—HSnN—l
{ha ok )2 (0.0 0)
ek,

1‘ 1 ¥ . N .
whaul uh 4+ b Wi usrud i+
V=hy=n, -2

1=
(3] ',‘(21_ E;Zt‘j\z
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2 kK P
! . v e | =
Wieooky i Wl gy =0

USI{_‘Snzu-I

()SA‘USHM—I
hy e kb0 )
h=h=n,-2
U YE Dysy gz
e
fe)
0

/

\ Pl
n, __
i ' 4 iy

SUE

o gk [
(e ! + 3 WE i W =0

{JSA.‘:SP7U—2

i Fek, YEDL, :
o foky 1 N

4) Courbes planes dans la deformation equisinguliere de C,

Pour chaque fibre (C 0) de la déformation équisingulicre de Cp, on
considére la dimension de plongement de (C, 0), cest-a-dire le plus petit entier
ec T tel que un voisinage U de 0 soit biholomorphe a un sous-espace
complexe fermé d'un domaine de €. On note emb,C cette dimension de

plongement.

I>aprés le entére de Jacobi {G. R, p. 114], on a

emby,C+rgp (V... ¥ ) =g+ 1.

Orona
00 w! y) , )
0...0.1.0.0 “U..,I.U.U.l) wtl.(l....[)
. .
<. 22
00 0 Mol 000 - Wiy
(70...’)’,;)(0}: . Y
we—!
LO...0
00 0 0 0
| |

On en déduit donc

Proposition 7. Les fibres qui sont isomorphes & des branches planes sont
exactement celles tefles que

! >
w ;‘5 = w1
0...1.0070, W nose® 0 Wi 20
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5) Calcu! de la modalité

Nous allons démontrer le résultal suivant:

Theoreme 8. La modalité relative a la courbe C,, est donnée par la
relation de récurrence
g,> |

e
'

F-‘;:: MJ{H—| + 7 (”m - 1) Mpm—1 +Ju'+<n
oLt e ' -
p+<u,“.q,“> = (”111—3) (%.—3)/ 2+ [qm/nm]_ 1

est la modalité relative au semi-groupe <n,,, g, =

(Pour la définition dé-la-madalité, voir [A. G.'V., p. 154].)

4 .,

‘Preuve. On ala formule de récurrence

H,—2

o o N
o = Bt T — D gy 2;0 #Dﬂf"”.... LA

On note
dm, k= #Di";"’f., .. "uf:“jl-'i‘

On va démontrer que pour tout s et toul

- I k
dm. i :f__] -+ __—C{-"_L] — 1
Ry

(r—Ng

—1
Pourm=2 ona 5 )Tl_:%p,—l, couples (1, ) tels que jptig>q,.

1
Donc l.f[l_():E Hy— l.

. kg,
Sihk#0,0ona [ : LA ]_cguples tels que
o1

kq L
- < iptig<q,

—2 kg, | ‘
Supposons que d,,_, = 'u”é =+ — | ¢l montrons que
. e
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¢ o Mi—1 + ‘t‘-%n 1
.k 2 ", .
Si fw, =0
]);ifm,-‘__.f:;:ul =
{ ([' j' ,\'3 LA !"m—[) E m”r+l | O<—:k",_] E "”;_[ _[- (I'-. j.--. A’,,,_g)E D;I’*"J“”f,{:li): }

[);;‘:u} "{WI' £ =

{ (i' .j’ kl R km—l) S l).;i'"”.....t::’”l i [EI +IEU+ .. + km— ] Em—] >(nm_k)Em }
On rappelle que
1B+ 1 Byt -+ 103 Bry_s= 1y, B

RT . . Hm—2 ..,
D’aprés I'hypothese de récurrence, ona d,,_; o= '”2 éléments

(i, j.....k,_5) tels gue
1B+ iBot ks B> B+ 10 B

ni—

et appartenant a D;:,..,_._‘,,...,‘.

Ky G

On a d’autre part [ élements de D;I,m,‘_”,.m., tels que
’Illf—l mo 2

i “f']rm}El ++ I,(j:,iz Em—2 < tE] +.I;El) ++ km--2ﬁm—2 + km-— | Eljrf | <
I?")Bl ..+ IJ{:!L’ Em—2+ km— 1 Ern—l

Done

dy o= Hon o2 +( m-zl_ Hm-a -+ [ Ky G ]\ —1

2 et )

iy g i
= Ry f—”é'z + ( 3 [miv_l] ) ]
L Mo

31
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et

l kq’”
du =4 Mm—1 [+ .
nk 2 M |- [ ]

L’hypothtse de récurrence est donc démontrée pour le cas ou /27, =0

me1 =0
Supposons maintenant que /&, 30,
Digwr gy, =
1 Jo ko ek ) ERF 0k St =10, o ki s) € Dion._ym U
[ ok sk ye T | 0k, = —1, (i*f?”) yeen

‘---.-km_z—ff::’iz)E Dijo o gm0}
D;{.;'U.... o k= A P S [ D.;{'“’....I,{;'yl

| 151 + - +I\',,,,| Em—l >(nm7-k.)Em }

On a maintenant

f(lm) B+ [(()'"} Byt... I B, =n,B,

Montrons que si 0=k, =" —let (i j....k, 2 € Dfr;,___.,.,,..,’, alors

iBl +)’BU + .+ k,,,_] Em—l <nm Bm

POUF tﬂul {f, j.... km—Z) E D;']rm.:_“’j"::lu2 " ona
iEI +)'BO + .. +k1}172ﬁm—2<([?”) + !{;”72) + .. +Pﬁ 1)EI +

U 1§24 = 1) By (22 = D B

Donc
jBI +IEO+ + krn—ZBm—2<nm;ém _'I.{:;!I Em—t + L E",_2+

+”21—8_2+PB| *El —E(J --*ﬁm_z

Or, pour tout i, ;> nii Bi-
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On en déduit
By Bt ot K2 B 21, By — U = 1) By
c’est a dire
iBi+jBot Ak Bua T K1 By <1 B — (L = 1=Ky 1) By

Hm—=2 .. ’
— ] " . tels que
Op a = eléments de Dy, e [, q

iEI +.jl—g[) + + kur~2 Eﬂ.‘—2>‘r?”)B| +..+ !w(;;ril Ern—z =

Y B B
=Ny Bmg- ‘.‘f::ri | B'”

. Hnr—2 m i1 | ..
Donc ona — + [(k,,,-!f,,il)mjl éléments tels que

33

(*) jl-EI +IEU+' +km—2 Bl:r—2+k1pr—l Em—l >”m Em -[J()LH’ km—l ﬁXés donc si

o <k, 1 =n,_—1,ona

=y =1 k
(”m;|_[:‘::z|) ﬁ'lé;z—k Z [ qm—l]

=0 i

éléments qui vérifient cette propriété (*).
Mpr—2 .., ’ ey e
On a —/—— éléments de Dju. vy v qui vErifient
—r e

(i_‘rf”))ﬁl + .. +(km—2_ ’f::’il) Bm—z >’nm_' Em—l-

cest-a-dire

iBI + .. +km-2 Em—2>”m—l -Bmfl +nm Em _!m—l Bm—l

" -1
o2 | AC{ 0
lfii'i. b Z it
2 k=n, = nr—1

éléments qui vérilient la propriété (*).

Donc on a
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On trouve donc

My 1= | k
Hipw2 | G|
dm,(]:”m—l —==+ Z [ ] —1

2 =0 i
Hon—2 l
dm.U;”m—l > R - ! ZE_nUvn—-'l_ |
1 k
et - dn.l,.f\' =N Mm—1 + [ q”!] —1
2 n.’"

Remarque. Sil'on note (u— u™t),, = i, — & la codimension relative i la
courbe C,,, on a la relation de récurrence
(#_P+)1n =(U—p )y T (#ﬁ“+)<u,,,. = —? (P —1) B

ou (u—u )<n 4, > designe la codimension relative au  semi-groupe
<n”?’q”F> -

I. Luengo (non publié) et J.-F. Mattei [M] ont aussi donn¢ une formule
pour le calcul de la modalité.

6) Equations des courbes planes

On considére la courbe C; donnée par

[ F=uwulTu.=0 S S

2]

s 2
_O/‘_/; u"z ul';u ui’l +4- U= 0

7
Fi=ulh —ub u;’ ué’ =

=, e st
b = 0 1 g2 —
- .uq_l L2 U +u,

fxt fry s

2 _ L [ —

_/i we—uy Lo =0,
!

a

D’apres le paragraphe precedent la deformauon equmnguhere de C| est
donnée par oy e o v
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ot . ' D S N SN I
ul—uo-i- > hi ;o ugu T+ 3 Whivky g i X W T 17 uyu; =0

(i, pE 5;’ p 0=k, <n;—1
USk”Snx—l
(kg ek ) 20 ... 0) . o
U NEE,,
" I(Zi (11 2 2 Lo
uy —up up+ 3. “zkzuou|+“3+ 2 Wi iy gy =0
O<A,2<n2—2 VShZa—t "t f E

(.ne D;.m‘ 149, ky
0=k <n—I

(o ka0 0)
0 ky<ny—2
(l'.j)ED,I(h_ [I:Il

e - . : L
ul—uly .. W 3 wh o ouR wlu =0,
{4 g—1 Ax,...‘,l,.l 4 0+
0= kk, = ng—l
(f.,i.-..kx_|)€[)[|r,u‘__‘ 1k,
1 g
avec Wy g g0 F — 01000# L Wiy o 7L

On va transformer la base de la déformation de telle sorte que 1'on puisse
¢liminer et écrire les équations des courbes planes. Par contre on n'obtient
_plus une base monomiale,

37 9% 67]
du; * du; U7 du;

On a, en notant I = [

. (&)
. B3y ik i (e) f __| Lo
Ty = (e 0l ol Bl )

141 4, '4, 4) ferfer e ’!‘w Pl
= _ - g}, 1 ! =1 e
Dy = (0, Ly =K aay f Lo BTup gt g uy e )

I, = (0,0, ..., I, ")

Considérons le vecteur 3,-:(0, L0, 0,0,..,0) ot | est ala ieme place. Alors
- — | +2 [[Ei] .f“ b I
61'7 r|'+l :(0"'50%_ni+| u.,i;] , fr("rl'l )uo L{li‘;]‘ 1“')
8 — Tyt i iy Ty =
i) “1”3 -

fir
- =1 i+ b
(0 3y 0) 01 A Ria Uyt lnhl ! uH‘Z””z - [H—[ u()" u,ii.| v“')
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Il existe donc pour tout i, un polynéme P; tel que:
5:=(0,.., P) (Tiy, Tz, )

On peut donc écrire la déformation équisinguliere de C|

P . P —
up—uf+ i e p, Uy 1 tu=0
L ER K

2 2 N
ny ! 3 2 ky o 0 4,0 —
W u) t s W, 52 ul ul Fuy=0

[ J'm
ugx — UO" .
L (7 ke VE Dftcr . pir &

P

oy - ke o i
U + Yok mn—2 WE i gt gt

L4

Al S S
Lpcrymma Wk, oy P “:,-" Hgi]' Lt Lt
0=k, =0 |

(ky.. k)7 (0., 0)

(i..f,..k”LZ)EI),:gnn‘_‘ Jie=n)
P

4. APPENDICE

Nous allons ict démontrer le Théoréme 2, que nous rapellons.

Théoreme 2. [l existe un homomorphisme injectif."
‘:b”, : G (C;n—l)m_l/ ]Vm—l - @ ( Cm)m/lvm

induit par 'homomorphisme

-

C(C,_ )™= E(C,)"

(PI s Pm—l)_’(ﬁo(Pl)1----‘;’(81:—!):0)

On rappelle aussi que ¢, est Thomomorphisme

(O FYSNVIRY Py A B o FYMR TN I V1
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induit par I'injection

G [uﬁ 3y ujm—-]] i ¢ [u() . u,,,]

Spi—1 - Sim

G[uU (L] um—l]/(fl L] .ﬁn—l) ? G:[u() LAR) um]/(fl 1--5./;n)
Notons 4,, le déterminant des vecteurs

(uU ?{J U ’?l reeey Upy | i;m--l)

Lemme 9. Pour tourm, [ =m=g

S (A = (= 1) (Bo/Bo) fl 1,0
4= : .

Preuve. On utilise le fait, que pour tout m', | <m’' = m

=0 f;

2ou o df,
WS el
i au,

Soit P=(P,,... P, eQ[uy...,u,)". On note, pour tout j, 0= ;< m—I,
A, ;(P) le déterminant obtenu en remplagant la j-itme colonne de 4, par P.

Lemme 10. Si, pour tout i, | =i=m, P; est divisible par u'}

5 (B (PDEUT 5, (1) €(C,).
i= :

Lemme 11. Pour tout m,

i) (E27) te=1ly i}
/ . [ !
S [H(;" . Hr;';_lj] < ["m (UO" u:;fz ]G (G).
Preuve. On a
A=y ™ gt n, | oy 40 (m)
) 7 =l 2P Tt i [m—Z D2 + lnf:ijl Gn_|

Gt =Py e 1"V gy oy 1D e g

m=2 -2

G ([n(:i)l + nm—f) G| =



38 P. Cassou-Noguds

ey e My (Y — DY Gt iy (00— =ty g

() )]
frrn) (=1} : S
Rt ("rm—2_ w1 Gz
Or
_ (”-U (m
Yo (,n',”_|+ ”I,,,,l) G >(”m—l (]’I”, - I)_ !,,,_)]) -1 >0
. v,
Il existe donc un indice je{0,., m-—-2} tel que
fimi) — ](m—]))o
i i _ oL o TN

"‘Sipourtout jei0,., m—21, lff"”— I;"”"”E(), le lemme est démontré. Sinon, on

P Lo [
considére le plus grand indice 7 tel que i

'

fo (=10, Alors, pour j>i, on a [ — [r=1>(),
i i . . . ! TR

On écrit

y .

P g -n nz(fl(m;_ [lrm—l)) gt n,_ .. nz([t:m)_ [gn—!))p+ . g

v i

PRI o PRI PN (‘:,{m)_ [,("{_‘”') q; )

or .

ooy ae Do . LEEEEE P -
) . —1
= ([,_,,.,| + nmkl) Gt — ) - ni+2(!i(jrn])_ [jﬁtll )) Git1 o —

'i_ Ve

— (‘Hm) - ](ni'—EZ)) Im—2 - o = gr

m—2 m—1
On a <y, pour tout:j>0. Lo
Donc
L

Ry g (U — =Dy g+ np, nz([t(”')—l‘g’"*“)p-i* et

BT (l,ﬁ?,);* "r,-rm_” ) q,z (nm (nm—l -1 ) - m:jﬂ) iy - — nm_l_].-l--
< 2 (HH-[ —') it oo — My (ﬂme - “C{m_.z
Pour tout ¢, g, 5> mn,_ q,_

LT [P ! ('I{”U - ‘T”r’”) o + - 112 ([(gm)_ f(',{"h”)l’ +...t My -

- M {’}q”)u I;f’m—l) )-,‘];:3(’Trn (nm—l — [) - (l(”ul + I)) q;;;;l + My .-

Hi—

2 G 2 My R .
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* i — v di+
h,;.. i?z([l( J_ ]ir N Yg+ ..+ n,-(z',_f_hl;_ I‘!_(_lii}—”) o .:__H U;’m}_ !j(mfll) g
it
A U(m) !{m-—]) + /(,”) (m—=1) Git .
By Ha Uy — 1 }Cf ..+:"i‘;(‘,~_1 _‘Z—I )f[,'_|2 i - g

o — 1y g 4+ (1) —gm=ty 1Y g1 = ;>0

i
Il existe donc un indjce j€{0....,i—1}

foij__ plm—1y _ gfi}
10— 1020

Si ces inégalités sont vérifiées pour tout j, on a

fmk i 1y Loy e 1y b
‘ 1'" "yl g f' . M 1
swldy 0wt T uy )=
) fon 21y ify {urg i
] Ay, .y _ n 1) ti) ek U
S ltg® " ¢ ' o ol e
‘ -

i) Ilm 0
(I R PV
o lHur—2 }-

Donc le lemme est démontré. Sinon, on note # Iindice tel que
1 ; | ; e d
10— =1 )<y gy llf””—!‘f.'”‘ ‘—J‘j.“’ =0 pour ;> on recommence.

Preuve du théaréme 1

Notons

= P 5t (P DYEC(C )= [ 5y (P 5o S (P 1 O E N, )
Montrons tout d’zbord que si (s,,_, (P oS i (Po )@, _ 7",
el (5, (P e a5 (P 1), =0, alors (s (P sy (P DEN, .
Si(8, (P}, 85 (F21),0) =0, alors .pour tout ny', l=m'=m—|
P Wl st ) = AL ety st i e AL o) S

Donc pour tout m', t = m' = ni—1

Pm’(“ﬂ FRENY/ I) = A(l_')"”.J (uﬂ sos g1 0}J‘I +.. + A‘m‘) (”U soen by O) j:.n—fl

m—1
) 11y ek

_A";"")(u”’“‘”m—lso) 1‘0" “|I -.H',':n_l|.
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Donc

iy (Ed}

V ' sy f j "m..
S (Pm’) = 8y (A fim )(u() yeen U,,,_|,0) Ll(" H lu _ ! )

it

Montrons, que pour tout &;€Cluwy..., 1, _1],

Em) e} () (m: ',Illl)

! I -
mfI(Ql u[)" ul um ‘ )s 'y m-—I(Qm—Iu()G “m : ))ENIH—]
On con51dere le systéme

g a af
Ol = By (g e Uy ) Uy 5L 1 By (ty ety 1) 15— g I

ink [¥2] ™)

oo / % =1y

Ouorig w) owmt = Byluy,., 1) Uy o
aj:?l—l

+.+ Bm—2(u0 s-aum—l)um—Z J
Up 2

Les formules de Cramer s*écrivent

oo . I . . . ) o
Sp—1 (Am— I) St (B,-(Lto yoos Uy I) ) =Sl (Am—l.i(‘p) )
um (nr} m) tml ) L

ol P=(Qr i’ u' uf‘,';; o Qv )

H—

{ml I{m)

D’aprés le lemme {1, ,,,,,(uo“ ~um-) est divisible par s, (u]/) pour

1< j<m—1. Dapres le lemme 10, 5, (A,,_.;(P)) est donc divisible par

n—|
1 $m_ (uj)-ct d’apres le lemme 9,

1=1

Spr | (Bf(“0 EREX) III'lm—l) ) EE (C,,,,]).
Monstrons maintenant que A CN,,_,

Soit (Sm—l (Pl) e Sm—) (Pm—l))e¢(cm—l)m_' tel que
(sm (PI) ERREE] Sm(Pm—I):O)ENm- Alors

Sm (PI)‘sm(AO (uU: s m) f +AI (UU, ,U,,,) af )
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ﬁn .
l+ +Am—l(u0=v m)a-z/z";f Il

S,,,(P,,,_|):S,,,(A0(Ho, rn) )

0—_"5:17(/40(”0, 3 m) _fi+ +Am (uﬂs L] m) afm

Hl

Drapres la remarque précédente, on en déduit que

a4

d [
r S I(PI) Sm—I(AO(u(h ey U, 0) a + A (ul)a s by I-:O) ﬁ )

S ( m— l) S — ](A()(u(h il |,0) ;‘RO_'. + EN",_|

d
+ +Arn I(uf}v oy Upy |,0) f"f I)

! U,,,_ i l

donc (Sm I(PI) Spi— I( m--l))e"flf:nfl

Il reste & montrer que N,,_, €
Soit (Sm I(P]) S I(Pm I))E Nm I Alors

d
Sp— I(Pl)-sm I(AD(uU’ vy lm— l) {; +A|(U0, o Uy I)i)
0

Spr— I(P‘7)_sm I(A (u() ey Upy— [) a—l/';+Al( um—l):_i+142(u0:--,um—l))§_i)

df d "—
Spi—1 (Pm—])z Spim | (_’40(”(] yees iy al + .t Am | (HO seeyy Uy~ ]) i ’
Uy m-l

On veut montrer qu'il existe By,.., B, tel que

m(PI)“s‘m (B(J(u(), U m) f +Bl (u07 -3 m) _;?i_l)
|
9 f afz

Sy ( PZ) =5y (BO (u[) 343 m) a + BI (u[) EEELS um) + Bz (u(_) IEEE) m)
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| jm | fm I
S (Po) =8 (By (1 ... 3 R 1
m 2] ”r . ”} M — ey " 6 ”' I

. 9 .”
=S (B(] (U ERRTS m) _L” +.. + BJ)J (ulJ ERRE um) _ZTL_
a Uy ot aum

Les formules de Cramer donnent, pour | </i<m,

S (A’m) Sm?( Bi (_\l{o ERR] um) ) =Sm (-’—\’m. I(Q))

ol A', ; (Q)est e déterminant obtenu en remplacant la i-iéme colonne de A,

: ¥,
:r au; L
A’m '
o o
du,  du,
par '
PR . I '
9/, Of 9L
(PI _BU ! seesy mel ‘BU I a_BU )
aug auo . aUg

Notons ¢ _\‘,,, ;(P) le déterminant oblenu en remplannl la itme colonne de &',
~par (P| yeees m ],O) Alors

5f
m i P AJm i P -
AP) = L) — Foe

s ) Bk -, . ; [ T :
ou A (P est la déterminant obtenu en remplacant la itme colonne de
- m | par (PI 3oy m !)

A f
e .

Drapres 'hypothése
Sm (A,m—l‘ I(P) ) =%m_1 (Aa) stI ('A’m—]) 1 ¥

Ona Sy (A’m)*sm (H ny u;—”:l)
( . 1 s B

r?f(Ani’l‘(P))_S”](Al) sm(l—l n' I)
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On a aussi

SIH (

Dongc,

afi 9
3u[ aU()
nr'u?"_l):sm(lly] nju:f]j_')
J=0
Ay 3y 3L '
du,  duy  du,,

. I kel
st I'on choisit By (1., 1,) =[] ui=', on trouve
i=I

B ,... B,,€C[uy...u,], solution du systtme. Donc le théoréme est démontré.

Adden

P.

dum (20-09-91)

Jaworski a obtenu certains de nos résultats, par des méthodes

différentes dans: «Normal forms and basis of local ring of irreducible germs
of functions of two variables» Trudy Seminara tm 1. G. Petrovskogo Sem. n.@
I3 (1988), p. 19-45.
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