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REMARQUES SUR LES VARIETES LOCALEMENT
HESSIENNES

PuiLiepE DELANOE

(Recu le 7 mars, 1988)

Les variétés localement hessiennes sont une classe privilégiée de variétés
affines pour I'étude de la convexité [10]. Les variétés hyperboliques [11] [7] en
constituent ’exemple non trivial d’origine; elles ont été initialement créées dans
le cas homogéne non compact en leur qualité de bases de variétés-tubes (tangentes)
biholomorphiquement équivalentes & des domaines bornés homogénes de C" [6].
En premiére partie, nous notons deux caractérisations géométriques de ces vari-
étés. En seconde partie, nous améliorons le théoréme de [2] sur les variétés
localement hessiennes compactes, concernant l’existence d’une structure locale-
ment hessienne cohomologue 4 une structure donnée et de volume prescrit.
Nous en tirons un corollaire sur I'impossibilité pour la premiére classe de Chern
des variétés affines compactes d’étre définie positive, résultat déja obtenu mais
de fagon différente dans [8].

1. Suivant [9], définissons une variété localement hessienne (V, D, g), comme
une variété différentielle 7 munie d’une connexion linéaire plate et sans torsion
D, et d’'une métrique Riemannienne g qui, vue comme 1-forme sur V i valeurs
dans T*V, est fermée pour la différentiation extérieure covariante associée a D.
Nous allons maintenant proposer deux caractérisations de ces variétés.

Variétés-tubes.

Le fibré tangent d’un ouvert connexe Q de R" peut étre vu comme un
tube complexe (ou comme son conjugué; i, racine carrée “‘positive’’ de 1’unité),

TOQ =Q+iR"

un difféomorphisme défini sur  étant alors holomorphe si et seulement s’il est
affine. Ainsi, le fibré tangent d’une variété affine est-il muni de fagon cano-
nique d’une structure (affine) complexe de variété-tube.

Théoreme 1. Soit (V, D) une variété affine. C’est une variété localement
hessienne si et seulement si som fibré tangent, muni de la structure-tube complexe
canonique, admet une métrique Kdahlérienne quasi-fibrée relativement au feuilletage
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défini par la submersion canonique de TV sur V.

Preuve. La nécessité fait 'objet de la proposition 0.1 de [9]. Montrons
la suffisance; soit donc G une métrique Kihlérienne quasi-fibrée sur TV re-
lativement au feuilletage vertical canonique. L’atlas affine réel naturel de TV
hérité de I’atlas affine de V, est constitué de cartes qui sont adaptées a ce feuil-
letage. Aussi, dans une carte affine complexe de TV dont on note les coor-
données (7 est la dimension de V'),

r = My, A=1 - n,
G s’écrit-il par hypothéses (avec la convention d’Einstein),
G = Gya(x, -+, x")dz*dz" .

Fixons un point P de TV, et choisissons en P une carte affine de TV diagonalisant
G (il suffit pour cela de composer la carte générique précédente avec une trans-
formation unitaire convenable de C"). Dans cette carte,

G(P) = p Gyx(%)dz* dz*
= 31 Gix(#) @)+ 3 Gur(®)(dy) -

Cette écriture montre que les feuilletages vertical et horizontal (pour D) de TV
sont orthogonaux relativement a G, que Uécriture générique de G en carte affine
est en fait de la forme,

G = Ga(x)(dx* Qdx"+dy*@dy")

que ses composantes G,z(x) sont donc réelles. Ainsi, G\z(x) = Guxz(x) et en posant
dans toute carte affine de V,

g: = Gu(x)dx*Qdx"
nous définissons bien une métrique Riemannienne sur V. La preuve s'achéve dés

lors comme dans [9] (proposition 0.1). c.q.fd.

Variétés de Codazzi.

Soit (V, D) une variété différentielle munie d’une connexion linéaire sans
torsion. Soit Cod (V, D) le sous-espace fermé des formes différentielles quadra-
tiques g sur V, de Codazzi pour D, i.e. telles que pour tout triplet de champs
de vecteurs (X, Y, Z) sur V,

Dyg(Y, Z)=Dyg(X, Z).
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Appelons (V, D), variété de Codazzi, s'il existe g& Cod(V, D) non dégénérée et
non parallele (relativement a D).

Une variété localement hessienne, (V, D, g) avec g non plate, est un exemple
de variété de Codazzi.

Théoreme 2. Soit (V, D) une variété de Codazzi et soit g une métrique
pseudo-Riemannienne sur V, vue comme isomorphisme de TV sur T*V. Alors,
g£€Cod(V, D) si et seulement si 'image par Tg du sous-fibré horizontal H défini
par D, est un sous-fibré Lagrangien pour la structure symplectique canonique o de
T*V.

Preuve. Un calcul de routine monter que la restriction ¢’ de o 4 Tg(H), a
pour expression dans une carte locale naturelle de T*V, (¢', p;), =1, -+, n,

/ 1 i i
a'(gp) = ?(#P) (D;gin—Dagi;)dg’ Ndg*
# désignant I'isomorphisme inverse de g. Le théoréme s’ensuit. c.q.f.d.

Corollaire 1. Une variété affine (V, D) est localement hessienne si et seule-
ment s’il existe une métrique g sur V qui envoie le sous-fibré horizontal canonique
de TTV — TV sur un sous-fibré Lagrangien de TT*V —T*V.

2. Soit (V, D, g) une variété localement hessienne compacte de dimension
n et soit & une densité non dégénérée sur V.

Une métrique Riemannienne g’ sur V est dite cohomologue 4 g s’il existe un
potentiel global de (g’'—g), i.e. une fonction réelle u sur M dont la hessienne
dans la connexion D coincide avec (g'—g). g’ est alors aussi localement hes-
sienne et les formes de Kihler des métriques quasi-fibrées correspondantes 2 g’
et & g sur TV (voir théoréme 1) sont cohomologues.

Théoreme 3. Il existe une constante positive C et une métrique Riemannienne
g’ cohomologue a g, uniques, telles que,

dét(g') = Cot.

Preuve. On montre par la méthode de continuité (voir e.g. [3], section I)
qu’il existe une unique fonction réelle lisse u sur V, solution admissible (i.e. telle
que g+D?u soit définie positive), de 'équation (intégro-) différentielle de type
Monge-Ampere réelle suivante sur V,

dét(g-+D*u)[dét (g)] ™" = exp (<wp)w’[dét (g)]™

{u)> désignant la moyenne de u sur V dans la métrique g. L’introduction de
cette moyenne dans 1’équation, idée-clef de [3], rend le probléme, qui est
elliptique, localement inversible et elle raméne I’estimation a priori uniforme de
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u a celle de osc(u), l'oscillation de « sur V.  Les estimations a priori d’ordre
supérieur sont établies dans [2].

Pour estimer osc (%), nous pouvons d’aprés [10] joindre par une géodésique
de D le point Q de V' ol u atteint son minimum au point PEV ou u atteint son
maximum. Soit ¢ le paramétre affine sur la géodésique v de P a Q, qui vaut
zéro en P et un en Q (cf. e.g. [5], p. 138). u étant admissible pour g, et de
gradient nul en P et Q, nous avons,

ose (1) = —S; d(u-ry)/dtdt — —S:S:dz(u-ry)/dszdsdt
= — ([ @wtvon@ria @yiiaasa
<S:S: g(dvy)ds, doy/ds)dsdt .

L’existence de u est donc acquise. L’unicité de la constante C=exp ({w))
se démontre comme dans [4] (p. 647); celle de g'=g-+D?s découle alors du
Principe du Maximum. c.q.f.d.

Corollaire 2. La premiére classe de Chern d’une variété affine compacte ne
peut étre strictement positive.

Preuve. Raisonnons par I'absurde. Soit (V, D) une variété affine compacte
admettant une densité o telle que,

g: = —D(Log w),

intrinséquement définie (voir [2]), soit définie positive sur V. (¥, D, g) est donc
localement hessienne et d’aprés le théoréme 3, il existe g’ métrique localement
hessienne cohomologue a g telle que,

dét(g') = Co?.

La métrique Kiahlérienne quasi-fibrée correspondant & g’ sur TV, manifeste-
ment compléte, posséde pour tenseur de Ricci ’extension quasi-fibrée de (2g),
qui est uniformément définie positive. Ceci est impossible d’aprés le théoréme

de Myers (voir e.g. [1]). c.q.f.d.

Le théoréme 3 précédent améliore le théoréme 2.1 de [2], en reldchant la
condition (artificielle) sur (V, D, g) d’étre “‘spéciale”, et en précisant la preuve de
I'important lemme 2.2 sur I’estimation a priori de osc(u). Notons que le corollaire
2.3 de [2] fait déja I'objet du corollaire de [8].
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