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Zur Idealtheorie in Ordnungen

Von Takasaburo U k e g a w a  

(Eingegangen am 13, September 1961)

Es sei S ein Schiefring mit Einselement, und o sei eine Ordnung von S. Es 
sei ferner d* eine D umfassende, mit o äquivalente Maximalordnung, die die 
folgenden Asanoschen Bedingungen genügt:

A l : 0* ist eine reguläre Maximalordnung.
^ 2* Es gilt der Teilerkettensatz für ganze zweiseitige o*-Ideale.
A ^: Jedes Primideal von o* ist stark teilerlos, d.i. der Restklassenring nach 

jedem Primideal ist ein einfacher Ring.
t sei der Führer von o hinsichtlich d*. Im allgemeinen gibt es noch andere solche 
Maximalordnungen. Zunächst betrachten wir die Beziehungen zwischen den 
Führern hinsichtlich der verschiedenen solchen Maximalordnungen. Weiter unter
suchen wir die Bedingungen dafür, dass jedes in D enthaltene zweiseitige o-Ideal 
als ein Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen dargestellt wird. Bei der 
Zerlegung der in D enthaltenen D-Ideale müssen wir die Barnessche Primalideale 
berücksichtigen: tatsächlich in der Zerlegung des Führers f treten nicht nur die 
Primärideale sondern auch Primalideale auf. Wir betrachten die f-Komponente in 
D wie bei § 10 [2]. Schliesslich untersuchen wir die Blockideale und deren Prim
teiler, und wir zeigen, dass jedes Blockideal höchstens nur einen regulären Prim
teiler besitzt, wenn S eine Algebra über dem )D-adischen Zahlkörper i s t : also 
sind fast alle Primteiler des Blockideals Primteiler von f.

§ 1. Bezielm iigeii zwischen den Führern von O bezüglich verschiedener 
M aximalordnungen.

Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, o eine Ordnung von S, und 
of, 0*, *•" die Asanoschen Bedingungen (^i), Az, A  ̂ genügende, o umfassende, mit 
D äquivalente Maximalordnungen. Es sei f/ bzw. der Führer von o bezüglich 
of bzw. Df. Wir setzen Df=D* auf einen Augenblick.

H i l f s s a t z  1.^^ Es sei p ein Primideal von o und setzen wir d*^d*^d = ̂ o. P ist 
dann und nur dann nicht ein Verengungsideal von D, wenn ( p : | ) o ) r =  ist,
wobei (^:|3o)r= {:^€d|Po^Q}, (  ̂: >̂o)/= U € ist.

Beweis. Aus der Definition also oder ( p:p0) r ^ p -  Ist

1) Wir nennen Barnessche “primal ideal” [5] Primalideal.
2) Hilfssatz 1 und Satz 1 bedürfen an Stelle von nur, dciss jedes Primideal teilerlos isty



SO gilt da offenbar po^p ist, d.h. p ist in diesem Falle ein Verengungs

ideal. Ist dagegen so ist (p:p0)r=p- Ist zweitens p ein Verengungs

ideal und zugleich so folgt was ein Widerspruch ist.

S a t z  1. Ein Primideal, das zugleich ein EigenideaP^ ist, ist regulär.

Beweis, Ist p ein Verengungsideal, so ist nach Satz 1 [11] p regulär. Sonst 

gilt (:p: po)r= : 3̂o)/=}3 wegen Hilfssatzes 1. Wir bezeichnen die Rechts- bzw. 

Linksordnung von po mit Or bzw. D/, so gilt denn also

daher Andererseits ^  = P o D r und wegen

der Voraussetzungen, also Orp^p, und =o, ebenso D/=d, also ist po ein Verengungs

und zugleich Eigenideal, und folglich ein reguläres Ideal. Wir setzen

dann ist $  ein reguläres Ideal von o*. Dann nach Satz 19 [4] gilt 

P=Pr--Mo, d.i* pr--pröo^ö(p), wo reguläre Primideale sind und Qo ein

zweiseitiges Ideal mit ist. Ist p~o(p), so ist p regulär. Ist andererseits

Oo ̂  ö (P), so folgt P=Qo, da ersichtlich ao^p ist, daraus folgt, dass $=D'̂ pD*=D'̂ aoD* 

was unmöglich ist, da ^  regulär ist.

S a t z  2. Ist a ein zweiseitiges ^-Ideal mit (a, f / ) = D , so ist (a, U ) = o ,  d.h. die 

Regularität des Ideals von D ist unabhängig von den D umfassenden Maximalordungen.

Beweis. Es sei p ein Primideal von o. Nach Satz 1 ist p dann und nur dann 

(p, f*)=D, wenn p ein Eigenideal ist, und die letzte Eigenschaft ist unabängig von 

den Maximalordnungen, also (p, f^)=D, d.h. der Satz ist richtig für Primideale. 

Ist a ein zweiseitiges o-Ideal mit (a, t^)=o, so ist Q=Pfi--P̂ ?*, (Pi,t*)=o, also 

(Py, U)==D, daher (a, tfe)=D.

Definition. Die Menge {jĉ SIofjtofCo} ist ein Df-of-Ideal, und heisst 

der Führer von o hinsichtlich of und of.

H il f s s a t z  2. Ist ein in D enthaltenes maximales normales Ideal, dessen Links- 

bzw. Rechtsordnung üf bzw. ist, so ist = wo bzw. der Links-

bzw. Rechtsführer'^^ von o* bzw. ot bedeutet.

Beweis, Es ist {:r € SlofArCo}, und ist ein normales Ideal, also

l=n^\ ebenso 5I=f/\ Offenbar ist {jt;6 SiD*;i;ofx^D} = f ^  und 51 ist maximal, 

also 51 = f^.

S a t z . 3. Ist der Führer von o hinsichtlich o f und o f ein in o enathltenes 

maximales normales Ideal, so sind \i und ]k zusammengehörig.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist und ]i ist die Linkshülle von

wegen Hilfssatzes 1 [12], ebenso ist \k die Rechtshülle von

3) Vgl. § 1 [12].

4) Vgl. § 1 [12].
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Wir betrachten die von den zweiseitigen Idealen aus of bzw. of erzeugte 

Gruppe @ bzw. Sie sind isomorph nach der zusammengehörigen Trans

formation: Wir bezeichnen diese zusammengehörige Transformation mit 

= Es sei bzw. die Links- bzw. Rechtshülle von so sind und 

Qk zusammengehörig, d.h. = wo ein beliebiges ganzes Df-of-Ideal 

bedeutet, und

H ilfssatz 3. Ist (̂ 1, a/)=öf für ein zweiseitiges ^^-Ideal 1, so ist (5F, ö̂ )==o*-

Beweis, Es sei = Es ist (5F,

(51,

Es sei %  ein zweiseitiges of-Ideal mit (%i, so ist = a regulär.

Wir setzen 5I;fe=DfaDj, so folgt nach Satz 2 (%k, und wir haben die eine-

(h
indeutige Zuordnung % '— >'̂ lk :^lf =% .

H ilfssatz 4. Ist % ein zweiseitiges Q̂ -Ideal mit (51̂-, g,i)=ot, so ist 51?=51̂ .

Beweis. Es sei ein Primideal von öf mit also

d.h. ist regulär, also auch 5̂ p ,regu lär , und öife)=D* wegen

Hilfssatzes 3, daher ist ein reguläres Primideal von o und teilerfremd

mit Qk- Setzt man so gilt 0 =

und (mod also p ^ ö  (mod also folgt p=V^-~%V^

r̂ o, da P teilerlos ist. Weil p,  ̂ regulär sind, !pof = also

H ilfssatz 5. Die Anzahl der verschiedenen Primteiler von bzw, sind 

einander gleich.

Beweis. Es seien ^ i , die verschiedenen Primteiler von Qi. Wir 

bezeichnen die von den zweiseitigen Idealen aus of erzeugte Gruppe mit @ und 

die Gruppe von zu Qi teilerfremden Idealen erzeugte Untergruppe mit G. Dann 

ist ($i) X ($ 2) X ••• X (^p) X G, wobei die von erzeugte zyklische Gruppe 

bedeutet. Also haben wir ($t) x ••• x ($5̂ ) x G"̂ . Andererseits (p und 0 stimmen 

in G überein wegen Hilfssatzes 4, daraus folgt die Behauptung.

H ilfssatz 6 . Es sei f*^=qr--QpOo, wobei qi, ---,Qp reguläre Primideale von 0 sind 

und Qo einen Teiler einer Potenz von ]i bedeutet: Oo3R, ^">1. Dann ist die Linkshülle 

Qi von gleich Qi ••-Qp̂o = O i-'-Opl̂ ô, wobei die Linkshülle von ofao bedeutet, und 

0 ,-=ofq,- = qA-̂ .

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt, dass P  = =Dtqr-'Qpao=Or--Cp Îo, 

^ l o = D t a o Es sei die Linkshülle von 5Xq, so ist (5^o3R, also (Oj-'-Op, (So)
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5) Vgl. s. 17 [2].



=Df. Es ist Or--Opr^^Io30i*--0p^o=p^0i---0p^o. Andererseits ist Or--Op^o 

= Oi---Op̂ (Ŝ o die Linkshülle von Or--Opr^5Io, also Or--Op^o ist die Linkshülle 

von P , d.h. ö,- = Oi---Op(5;o.

S a t z  4. Alle verschiedene Primteiler des Führers f/ hzw, sind paarweise zusum- 

mengehörig.

Beweis, Nach Satz 19 [4] folgt, dass wobei fo ein zwei

seitiges D-Ideal ist und pi, --,Pr reguläre Primideale sind. Wäre r4=0, so würde 

z.B. (pi, W=D, andererseits (^i, fĵ ) = îCZD, es ergäbe sich also ein Widerspruch. 

Daher haben wir Also gibt es zwei ganzes normales Ideal so

dass = Es sei nun = wo $ i, •••,$( die Primideale von

Of sind, so folgt = also

oder gibt es kein Primteiler von ausser •••,

wegen Hilfssatzes 5.

Nach Satz 4 gehen die regulären Ideale bzw. Primteiler des Führers f/ durch 

die zusammengehörige Transformation in die regulären Ideale bzw. Primteiler 

des Führers fk über.

S a t z  5. D ie  Menge der verschiedenen Primteiler des Führers stimmt mit der 

Menge der verschiedenen Primteiler von überein. Also für beliebige reguläre Ideale 

gilt (p = ip.

Beweis, Nach Satz 19 [4] ergibt sich, dass Qr--Qp  ̂= Qr--Qpao = Dfqr--Qpao 

= O i••-Op̂ Io = Qi••-Qp̂ ô, Oo^R, ^̂ 0=Dfao, wobei Qi,---,Qp die regulären Primideale 

bedeuten, also d^^o , weil Qr--Qp ein Eigenideal von D ist. 5Io ist ein normales 

Ideal. Es sei d? die Rechtsordnung von 5Io, und wir bezeichnen Io mit %k, d.h. 

D^^Io=^^/fe, also da das maximales in D enthaltenes D̂ -D̂ -Ideal ist.

Offenbar ist also d.h. besitzt kein reguläres Primteiler.

Es ist also f'^=ao^n. AndererseitsnachHilfssatzG istg* = ̂ o ^R , also sind alle 

Primteiler von Primteiler von ]i. Die Umkehrung ist klar.

B e m e r k u n g e n . 1) Es sei %k ein ganzes Df-D̂ -Ideal, und bzw. die 

Links- bzw. Rechtshülle von %k  ̂ Wir nehmen (%ik, an, d.h. (€>/, fO=Df,

so folgt 0 =(%ik, t*)oD=(5l,-^/^D, tO = (a, te) wobei Q= Î/feoO ist, d.h. a ist regulär. 

Daraus folgt nach Satz 3 [4] und Satz 2, dass l/^=Dfa = aDf, weil a regulär ist, 

also Df = Df. Daher ergibt sich, dass ganzes ô -o\-Ideal nicht regulär ist.

2) Es ist möglich, dass ]i und \k verschiedene Exponenten der Primteiler 

haben. Es sei K  der rationale Zahlkörper, I  der Ring der ganzen rationalen

Zahlen. Wir betrachten den Matrizesring des Grades 2 über K: (iT)2 = ̂ ^  =S.
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Dann ist = (7 )2=Df eine die Asanoschen Bedingungen befriedigende Maxi-

TOlordnung von CiT) .̂ E^sei ^O  ein Element von I, so ist (q ein reguläres
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Element von (ÜT)2 und =  ein ganzes normales Ideal, dessen Recht

sordnung wir mit bezeichnen. Das inverse Ideal des Ideals ^ik ist = l) 

und = =  Ein beliebiges Ideal von of hat die Form

(a a)* wobei a ein von der rationalen ganzen Zahl a erzeugtes Hauptideal bedeutet, 

also hat ein beliebiges Idealvon of die Gestalt

A eine Primzahl p, so ist Primideal von of, und / j= o  ist eine

Ordnung von (K )2 , deren Führer hinsichtlich of ist: = Offenbar

ist 0* = ^^ Nach Satz 4 ist der Führer von o hinsichtlich of eine Potenz

des Primideals von Df = Aber $ '= !?  = J )(^  l ] ^ [ f  p ) ^ ^

und |]c iD , also U = W"- Ferner in diesem Beispiel = /)(^p |p

P ) ^ [ p p  ^ 2, d.h. nach Definition von > also
Cf/ .  Andererseits also ß/=!?. Das gibt ein Beispiel, in denen die
Exponenten von f/ und a/ verschieden sind.

 ̂2. Zerlegung des Ideals dnrcli Primärideale.

Es sei R ein Schief ring mit Einselement 1. Nach der Tominagaschen Defini
tion ist ein zweiseitiges Ideal q von R dann und nur dann rechtsseitiges Primär
ideal (kurz r-Primärideal), wenn qa"̂  = q für ein beliebiges zweiseitiges Ideal a von 
R mit a$ r (q ) ,  wobei qa"^= {jv € i?| j^a^q} und r(q) den Durchschnitt der allen 
(minimalen) Primteiler des Ideals q bedeutet. Ein r- und zugleich /-Primärideal 
heisst ein Primärideal. In unseren Fall stimmt diese Definition mit der Mur- 
dochschen Definition [9] überein.

Im folgenden setzen wir voraus, dass S ein Schiefring mit Einselement 1 ist, 
D eine Ordnung von S, und d* eine D umfassende Az, Ai^  ̂ befriedigende mit 
D äquivalente Maximalordnung von S. Ferner nehmen wir an, dass für D die 
folgenden Bedingungen gelten:

B z : Es gilt die Minimalbedingungen für in o enthaltene und ein festes zwei
seitiges D-Ideal umfassende linksseitige (rechtsseitige) o-Ideale.

^ 3 : Jedes Primideal von D ist teilerlos.

H il f s s a t z  7. Die Anzahl der verschiedenen Primteiler eines in D enthaltenen 
zweiseitigen o-Ideal a ist endlich.

Beweis. Wäre es pi, pj, ••• die Primteiler von o, so würde
O p 3 ^  ^  Q.

6) As' bedeutet, dass jedes Primideal von D teilerlos ist.



H. Tominaga definierte ein 5-r-Primärideal q als ein r-Primärideal, dessen 

Radikal r(q) nilpotent modulo q ist, und ein ^-/-Primärideal in gleicher Weise. 

Ein S - I -  und zugleich 5-r-Primärideal heisst ein 5-Primärideal.

H i l f s s a t z  8. Es sei q ein zweiseitiges o-Ideal. Der Restklassenring o/q ist dann 

und nur dann ein primärer Ring, wenn q ein s-r- is-l-) Primärideal ist, also auch 

ist q ein PrimärideaL

Beweis, Es sei o/q ein primärer Ring, dessen Radikal p/q ist. Nach der Defini

tion ist o/p ein einfacher Ringund }3=r(q) nilpotent modulo q:p^£q. Wir setzen 

{j;€d1 jvQ^q} =B für aCp, so ist Ba^q, Bq^q, also q )^q , denn (a, !^)=d,

also (a, PO=O und (a, q)=o. Andererseits q^B, daher B = q. Ist umgekehrt q ein 

5-r-Primärideal, so gilt für das Radikal p von q p̂’^ q , wobei nach Satz 1 [11] ist 

P ein PrimideaL Bezeichnen wir o/q = S, so ist ö/p^o/p ein einfacher Ring und p 

nilpotent, d.h. o/q ist ein primärer Ring.

H i l f s s a t z  9. In unseren Fall ist r-Primärideal ein s-r-Primär ideal, also auch 

ein Primärideal,

Beweis, Es sei q ein r-Primärideal, so ist das Radikal p von q ein Primideal 

(Theorem 11 [9]), also teilerlos. Wir schliessen, dass ß/q ein primärer Ring ist, 

also q ein 5-r-Primärideal.

S a t z  6. Ein in o enthaltenes zweiseitiges ^-Ideal a lässt sich dann und nur dann 

als ein Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen darstellen, wenn alle Primteiler 

von a modulo a miteinander kommutativ sind.

Beweis, Es sei alle Primteiler von a modulo Q miteinander kommutativ, dann 

ist der halbprimärer Ring o/a eine direkte Summe von primären Ringen £)«:o/a 

-=D=Di++ Setzen wir n* = Di+••• + d̂ _i + ö^-m++ ö  = l , u n d  bezei

chnen das Urbild von üi mit ni, so ist o/n^-^D/n/^D/ ein primärer Ring, d.h. Ui

ein Primärideal von o ist, und ö= also a= Ist umgekehrt a=qi^--*
1=1

oQm, wobei ca ö  = l, ---,m) Primärideale sind, so ist r(qi)=pi und pi ist nilpotent

modulo (\£, also (q ,̂ qy)=D für i ^ j .  Dann erhalten wir D = DiH--- 1-d̂ ,̂ d=o/o,

öi^ö/qi, und alle Primideale des Ringes S sind gegeben durch  ̂= DiH---hD̂ _i

+ ---1-öm 0*=1 , ,m), also miteinander kommutativ sind,

H i l f s s a t z  10. Alle in o enthaltene zweiseitige t̂ -Ideale lässt sich dann und nur 

dann als ein Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen darstellen, wenn alle 

Primteiler von f für beliebige positive ganze rationale Zahl p modulo miteinander 

kommutatativ sind.

Beweis, Nach Satz 19 [4] ist ein Primteiler von f mit regulärem Primideal 

kommutativ, und reguläre Primideale sind miteinander kommutativ. Für ein in
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O enthaltenes zweiseitiges D-Ideal a gilt a=:|3i'--̂DvOo, wobei Oo ein in o

enthaltenes zweiseitiges D-Ideal ist und pi (̂  = I,---,V) reguläre Primideale sind.

Also haben wir D/a ̂  d/Pi H---\-o/pv + o/ao. Um die Kommutativität des Primteilers

von a zu zeigen, genügt es nur die Primteiler von Qo zu betrachten. Es seien p, q

Primteiler des Ideals a, so dass q^ao ist. Ist p=p/a^o/pi~\---\-o/pv + p/aoy

q = q/ct^o/^iH---ho/pv + q/oo, also q̂ ̂ qp dann und nur dann, wenn (]3q, üo) = (q|3, Oo)

ist. Es sei nun (pq, = (qp, für beliebige positive ganze rationale Zahl v, so 

ist (pc\y Oo) = ((\p, Oo). Wählen wir p = p, so ist (pq, Qq) = Cqpy Qo) denn Oo^f ist, 

und nach Satz 6 ist a als ein Durchschnitt von Primärideale darstellbar. Die 

Umkehrung ist klar.

Satz 7. Die folgenden Bedingungen sind einander äquivalent'.

1) Jedes in o enthaltenes zweiseitiges ^-Ideal lässt sich als ein Durchschnitt von 

endlich vielen Primäridealen darstellen.

2) Alle Primideale des Ringes o sind kommutativ.

3) Jedes Primteiler von f sind miteinander kommutativ.

4) Das Ideal f  ist als ein Durchschnitt von endlich vielen Primär idealen dar

stellbar.

Beweis. 2)% 3) ist klar. NachHilfssatz 10 gilt 2) ->l). Wir zeigen l)-^2). 

Wir betrachten f . Es seien py q Primteiler von f, so ist nach Satz 6 (!pq, f) 

= (q ,̂ f ) ,  also |3q = q̂3, denn 3̂q ^ f ,  q ^ ^ f , da q3 t ist. 3)%4) folgt sofort

nach Satz 6 .

S a t z  8. Ein Primalideal q ist dann und nur dann ein Primäridealy wenn es kein 

Primteiler von q ausser dem adjungierten IdeaV  ̂ gibt.

Beweis. Es sei q ein Primalideal, das nur ein Primteiler p besitzt, so ist 

r(q) =Py und o/p ist ein einfacher Ring, ferner das Radikal p/q von o/q nilpotent, 

also o/q ein primärer Ring, d.h. q ist ein Primärideal. Die Umkehrung ist klar.

^3. Bemerknng über die Zerlegung des Ideals durch Primalideale.

Es sei O ein Schief ring mit Einselement 1, der den Teilerkettensatz für zwei

seitige Ideale erfüllt.

H ilfssatz 11. Es seien a, b zweiseitige Ideale mit (a, b)=o, und q4^o sei ein 

Primalideal. Ist q^a^b? ist entweder (q, a)=o oder (q, b)=a, und es kann nicht 

entsteheny dass (q, a)=o und zugleich (q, B)=o ist.

Beweis. Es ist D/ao^>^ö/a + D/b. Wir setzen D/ao^>=ö, D/a = öi and d/B=Ö2 , so
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7) Im allgemeinen für ein beliebiges zweiseitiges Ideal a aus D gilt, ^ o|jvDjt:Ca}=aA:“i.

Ein Element x aus O wird genannt n.r.p. zu a bzw. r.p. zu a, je nachdem bzw. = 0

ist. a heisst ein Primalideal wie oben erwähnt, wenn {x^O\x ist n.r.p. zu a} ein Ideal bildet, 
welches ein adjungiertes Ideal von Q heisst.



gilt q/ao '6 = Q = Qi + Q2 , Qi^öi, 2̂^ 02- Nach der Definition von Primalideal bildet 

die Gesamtheit der Elemente x, für die es ein Element y mit yox^q, yi(\ gibt, 

ein Ideal, das wir adjungiertes Ideal von q nennen. Wir nehmen jetzt an, dass 

(q,a) und zugleich (q, b)H=o, so folgt SiZDqi und Ö2^ q 2 - Für beliebige 

Elemente Xi aus öi und y aus Ö2 mit qg gilt j^c^i^j^ßi = ö ̂ q  und q, also wird 

Xi_ in das adjungiertes Ideal von q enthalten, d.h. das adjungiertes Ideal von q 

umfasst Dl, und ebenso Ü2 , also enthält I. Ist andererseits j^öl^q, so folgt j^€q, 

d.h. I  ist nicht in das adjungiertes Ideal von q enthalten. Das ist ein Widerspruch. 

Nun nehmen wir an, dass (q, a)=D und zugleich (q, b)=o, so folgt qi = öi, q2 = 02, 

also q = ö entgegen der Voraussetzung.

Nach Satz 7 [6] lässt sich jedes zweiseitiges Ideal a als eine kurze reduzierte 

Darstellung®^ von endlich vielen Primalidealen darstellen: a = qio"-oqm, wo q̂ -ein 

Primalideal ist.

S a t z  9. Es sei a ein zweiseitiges Ideal von D und

ö = qio"'oqm q2CID (1 )

sei eine beliebige Darstellung von (k durch Primalideale, Wir bezeichnen q/"^qy, wenn 

es eine Kette von den in (1) auf tretenden Primalidealen gibt, so dass die aneinander 

stehenden Primalideale mindestens ein Primteiler gemein haben. Durch diese Äqui

valenzrelation entstehen die Klasseneinteilung der in (1) auftretenden Primalideale, 

und der Durchnitt aller Primalideale, die zur einzelnen Klasse gehört, ist direkt 

unzerlegbar.

Beweis, Wir setzen voraus, dass qi, •••, q« eine Klasse bilden. Es sei qi^ •••^q« 

= ar̂ B, (a, B)=o, a^ö, BH=D, d.h. direkt zerlegbar, so ist q^-^a^B, e = l, •••, ß, also 

nach Hilfssatz 11 (q/, a)=o oder (q̂ , b)=o. Mithin können wir annehmen, dass 

(qi, a) = (q2 , a) = ”--(q^, a)=D und (q«+i, b) = (q̂ +s, B) = ••• = (q«, B)-o, wo l<n<C a  

ist. Ersichtlich haben qi^-’-̂ qw und q^^-i^-'-^q« mindestens einen gemeinsamen 

Primteiler nach der Definition von Klasseneinteilung. Nun setzen wir qn-^-'-oq  ̂

= C, so ist (c, a)=D, also a i  p für beliebigen Primteiler p von c. Andererseits gilt 

C i B ^ C also 'b^p, d.h. ein beliebiger Primteiler von c ist ein Primteiler 

von B. Ebenso ergibt sich, dass aller Primteiler von c' Primteiler von a sind, 

falls wir r\(\a setzen; aber (a, B)-=o, also haben c und c' keinen Prim

teiler gemein, was ein Widerspruch ist.

Z u s a t z  1. Jedes Primalideal ist direkt unzerlegbar.

Z u s a t z  2. Wenn die Darstellung (1 ) eine kurze reduzierte Darstellung ist, so 

sind die Anzahl der Klassen und die Mengen der zur einzelnen Klasse gehörenden 

adjungierten Idealen eindeutig bestimmt.
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8) Eine Darstellung qi^-'-oq?* durch Primalideale ''kurz’' heisst, wenn für i ^ j  q̂ r̂ qy nicht 

Primalideale sind; sie heisst ''reauzierf\ falls jedes q̂  nicht durch echte Teiler ersetzt werden 

kann.



§ 4, f-Komponente.

In diesem Paragraphen machen wir die analogue Überlegungen wie §  10 [2]. 

Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, o eine Ordnung von 5, und ö* eine o 

umfassende, mit o äquivalente, A2 , Ai befriedigende Maximalordnung von 5. 

Es sei t = in 0 %̂ wo ein Primideal von o* bedeutet. Es sei a ein Iinks-

(rechts-) seitiges D-Ideal. Wir bezeichnen die Gesamtheit der Elemente c von S, so 

dass (cn^a) gilt für irgendein zweiseitiges D-Ideal n mit (n, t)=o, durch

, und wir nennen \-Komponente von a. Ist a ein zweiseitiges D-Ideal, so bleibt 

unverändert, wenn wir a auch als links- oder als rechtsseitiges D-Ideal ansehen.

H i l f s s a t z  12. D| ist eine D umfassende Ordnung von S, Ist a ein links- (rechts-) 

seitiges ^-Ideal̂  so ist Q| ein links- (rechts-) seitiges Q^Ideal und gilt a|=D|a (a| = aO|). 

Insbesondere ist a ein zweiseitiges Q-Ideal, so gilt = QD̂ = D̂a.

Beweis, Es seien hc^d, nV^D, wo (n, t)=o und (n", f) =D, so folgt 

= UC^o und (nn^ f)=D. Es sei a ein linksseitiges D-Ideal und nc^a, nVCa, wo 

(n, t) = (n\ D=O ist, so ist nn'Ĉ :+̂ :") ̂ nnV + nnV ^nc  + n V ^a , also ist ein Modul 

und D| ein Ring. Für beliebiges Element c aus gilt nc^a  für irgendein zwei

seitiges D-Ideal n mit (n, f)=D, also c 6 Dc=n“^n^:^n“^a^D|a, da n~^n=Dalso n~̂ CD| 

ist. Folglich haben wir ai^D^a. Umgekehpt für beliebiges Element ca aus D̂a, 

wo ceo^ aea, gilt nc^o  für irgendein zweiseitiges D-Ideal n mit (n, f)=D, also 

nca^ca^a , also caea^y d.h. a|=D|a. Ebenso gilt für das rechtsseitige D-Ideal. 

Nun zeigen wir, dass D| eine Ordnung ist. Es sei x ein beliebiges Element von 

S, so gibt es ein reguläres Element so dass aox^o ist, also oaox^o. Da oao 

ein zweiseitiges Ideal ist, so folgt â D|A;̂ D|ÄDj:-ji;=D|-Dö̂ D-ji;CDĵ o=D|, denn es ist 

D| • DÔD=D|-DÔD-Di = DiÔDi, also ist D| eine Ordnung von 5.

H i l f s s a t z  13. Sind q, B links- (rechts-) seitige ^-Ideale, so gilt (a, t )| = (a | , B|), 

(ctr̂ B)| = a|r̂ B|. Sind a, B zweiseitige ^-Ideale, so ist (Qb)| = a|B|.

Beweis, Sind a, B linksseitige Ideale, so ist (a, B)| = D|(a, B) = (D|a, D|b) = (Q|, b|). 

c sei ein beliebiges Element aus a|^B|, so gibt es in Denthaltene reguläre Ideale 

n, so dass nc^a, also [d.i. (nn̂ , f)

=D, demnach 0|oB|C (ar^B)|. Q|^B|^ (ar^B)| ist klar, also a|r̂ B|= (aoB)|. Sind 

a, B zweiseitige Ideale, so ist (aB)|=D|-aB-D| = a|B|.

Definition. Es sei m ein zweiseitiges D-Ideal mit ttiCd, und a sei ein Iinks- 

(rechts-) seitiges D-Ideal. Wir bezeichnen die Gesamtheit derjenigen Elemente c 

von S mit (öm), die nc^a  (cn^a) genügt für irgendein zweiseitiges D-Ideal 

n mit (n, m)=D. Ebenso werden Df̂V, Dm definiert.

H i l f s s a t z  14. dĴ  ̂ ist ein Schiefordnung von S. Ist a ein linksseitiges Q-Ideal̂
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so ist linksseitiges -Ideal, Ist B auch ein linksseitiges t̂ -Ideal, so gilt (ar̂ B)m̂

= Qjtt̂  r\ Wenn a ein in D enthaltenes zweiseitiges ^-Ideal und m ^ f , so ist

ein zweiseitiges ^̂ -Ideal, Analog ist es für ein RechtsideaL

Beweis. ist ein Ring und ^  o, also eine Schief Ordnung, a sei ein links

seitiges D-Ideal. Es sei c bzw. d irgendein Element aus bzw. am , so gibt es 

zweiseitiges D-Ideal n, n" mit (n, tn) = (n", tn) =o, so dass n 'd^a , also n'ncd

^n't>d=n'd^Ciy (nn", m)=o, d.h. cd^a\ ,̂ also öm ^ A n d e r e r s e i t s g ib te s e in  

reguläres Element  ̂ aus o, so dass also also d.h.

a\n̂ Ôxn\ daher ist ein linksseitiges D̂V“I<ieal. Es sei a ein zweiseitiges D-Ideal 

und es sei m ^ f . Ersichtlich ist ein linksseitiges D̂ -Ideal, da d^^^Di ist. Für 

irgendein c aus und d aus D̂ , gibt es zweiseitige D-Ideale n, n' mit (n, m) 

= so dass nc^a, also n'ncd^n'ad= an'd^ao = a, (n̂ n, m) = d,

demnach cd̂ a\l\ also ist ein zweiseitiges D|-IdeaL

H i l f s s a t z  15. Es sei ein in D̂ enthaltenes links- (rechts-') seitiges Q^^deal, so 

ist a = a^r\0 ei^ links- (rechts-) seitiges Q-Ideal, und a*=a|.

S a t z  10. Ist a ein in o enthaltenes zweiseitiges Q-Ideal, so ist a dann und nur 

dann regulär, wenn â  = D| ist.

Beweis, E s  se i a e in  r e g u lä r e s  z w e is e it ig e s  D-Ideal, so  is t  u n d  l € o

=  a“ ^aCD|a =  a|, d .h . a^ =  o^, E e  se i 0| =  d^, so fo lg t  16Q | , d .h .  n - l ^ a ,  (n , f ) = D ,  a ls o  

(a, Ü-̂ D.

S a t z  11. Ist I ein in o enthaltenes und eine Potenz von f umfassendes linkssei

tiges Q-Ideal, so ist l|r̂ D = L Analog ist es für ein rechtsseitiges Q-IdeaL

Beweis, Ee sei und c sei ein beliebiges Element von l̂ r\0 , so gibt es

ein reguläres in D enthaltenes zweiseitiges D-Ideal n, so dass n c^ i, also gilt c€dc 

= (n, f )  C= (nc, fc) C  ((, f )  demnach IfoD^I, und schliesslich

Nach Hilfssatz 13 und Satz 10 folgt sofort:

S a t z  12. Ist a ein in Q enthaltenes zweiseitiges Q-Ideal, a = |3i • •-!p̂Qo, wobei

Pi reguläre Primideale sind und Qo ein zweiseitiges Q-Ideal mit Qo ̂  bedeutet, so ist

Of==Qof.

Wie Satz 60 [2] wird der folgende Satz bewiesen:

S a t z  13. Es sei a ein in Q enthaltenes und eine Potenz von f umfassendes zwei

seitiges Q-Ideal, so sind die Ringe D|/a| und d/o isomorph.

H il f s s a t z  16. Es seien a, b in D enthaltene zweiseitige Q-Ideale und Teiler einer 

Potenz von t, so ist gleichbedeutend mit O f^Bf.

Beweis. Aus aZ3, = bzw. dB folgt ü f^, = bzw. ^B f. Ist umgekehrt ü| = Bf, 

so ist nach Satz 11 Q = OfoD = BfoD=B.
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S a t z  14. Es sei p ein Primteiler von f, so ist ein Primideal von und 

Ist umgekehrt ein Primideal von D̂ , so ist = ein Primteiler von f und .

Beweis, Es sei p ein Primteiler von f und = Qoj=Bof = (OoBo) f, wo a= ,

dabei Oo, Bo Teiler einer Potenz von f und pi, • - ,ps reguläre Primideale 

bedeuten. Also nach Hilfssatz 16 QoBô )), demnach Qo ̂  ̂3 oder Bo ̂  Daraus folgt 

a ^ p  oder B^p, also oder d.i. p̂  ist ein Primideal. Ist umgekehrt

P'̂ ' ein Primideal von D̂ , so ist nach Hilfssatz 15 wo ist. Wir

beweisen, dass p ein Primteiler von t ist. Es sei aB^^), wo a, B in o enthaltene 

zweiseitige D-Ideale sind, so folgt = =:|3* also oder B̂ ̂  ̂3*.

Daraus folgt, dass oder B^p, d.h. p ist ein Primideal. Ist

so ist P regulär, also nach Satz 10.

Von jetzt an setzen wir über o die Bedingungen B^ voraus; ferner setzen 

wir über die Bedingung an Stelle von A3 ,

H i l f s s a t z  17. ^  sei ein linksseitiger S-Modul, der einen linksseitigen Q-Modul 

M als ein Teilmodul enthält  ̂ und es sei l-u = u, für jedes Element u aus Wir 

setzen die Gesamtheit der Elemente u aus 3[Jl, so dass n u ^M  für irgendein zweisei

tiges Q-Ideal n mit (n, t)=o, so ist Mf=D^M, = fl wobei Mp ebenso wie M^
pDf

definiert wird.

Beweis, Ersichtlich ist M^^o^M, Es sei cu ein beliebiges Element aus DfM, 

wo C€Df, U^M  ist, so gibt es ein zweiseitiges in o enthaltenes reguläres D-Ideal n 

mit UCC D, demnach neu^ou^M y  also cu^M^, d.h. D fM ^M f, daraus folgt 

Mf=DfM. Aus den Bedingungen B2 , B2, folgt, dass die Anzahl der Primteiler von

t endlich ist, und wir bezeichnen sie mit pi,'",pm- Es ist Mp.^ M f ,  da
«=i

M^.'^M^ ist. Es sei u ein beliebiges Element aus M^., so gibt es zu jedes 

Pi teilerfremdes reguläres D-Ideal xii mit Xiiu^M, Wir setzen Ho= «ö so  ist

(rto ,D=O, denn es gibt Elemente ni 6 Xii, pi 6 pi, so dass ni+pi = l  ist, also I I^  {m + pd
t=i

= 1, demnach (ho, D =D da nach B2 das Radikal von f modulo t nilpotent ist. 

Ferner gilt tto^^^M, also u^M^, d.h. H^'^Mp.^Mf, also folgt die Behauptung.

S a t z  15. Es sei a ein in 0 enthaltenes linksseitiges Q-Ideal, so ist nach Satz 20 

[4] a als ein direkter Durchschnitt von zwei linksseitigen Q-Idealen I, B derart ein

deutig darstellbar, dass a = IoB, (1, f)=D, B^f^ wo p irgendeine positive ganze ratio

nale Zahl ist. Dann ist Qf = Bf. Es ist dann und nur dann Of = Df, wenn B=D ist. 

Ebenso gilt für die Q-Rechtsideale,

Beweis, Aus Q = I^B folgt, dass af = ̂ fr̂ Bf. Wir setzen d̂ 'I = ̂ , so  ist nach Satz 

2 [4] SoD = Io Wir bezeichnen die Hülle von S mit 51, so ist (51, t)=D, also Df ̂ S f  

^^If = Df, d.h. Sf = Df, daraus folgt, dass If = (Sr^D)f = Sfr̂ Df = Df ̂ Df = Df, d.h. If = Df, 

daher Qf = Bf. Es sei Qf = Bf = Df, so ist Bf 31, also n-l^B für irgendein reguläres
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D-Ideal n, also (B, f)=D. Wir setzen so ist (58, t)=o. Ist © die Hülle von

58, so ist (€>,!) =D und 3 3 3 da ist. Daraus folgt, dass o*= (€>, f )  =€>,

also ^ = 0 ,̂ und B=58oD=d'^oD=d.

Nach Hilfssatz 17 erhalten w ir:

S a t z  16. Ist a ein einseitiges ^-Ideal, so ist a^= fl öp.
P—f

Analogerweise wie [4] erhalten wir die folgenden Hilfssätze:

H ilfssatz 18. Es seien ß bzw, a in D enthaltene zweiseitige D*- bzw, ^-Ideale. Ist 

(a, a)=D, so ist 51[=D*aD*=aD̂ =D*a und (5X, ö)=d*, ferner gilt 5J^D=a.

H ilfssatz 19. Es sei g, ein in D enthaltenes zweiseitiges iŜ -IdeaL Ist für ein 

zweiseitiges 0-Ideal 5̂  (5̂ , g)=D*, so ist (n, ö)=d, w o  n=5^r^D ist, ferner gilt 

ttD* = D% = 5̂ .

S a t z  17. Es sei ö ein in D enthaltenes zweiseitiges ^^-Ideal, und S sei ein links

seitiges ^̂ "-IdeaL Dann stimmen das in D* definierte und das in definierte Ideal 

Sg in unserem Sinn überein.

Beweis, Wir bezeichnen das in D* definierte mit Es sei x ein beliebiges 

Element aus so gibt es ein zweiseitiges D^-Ideal 5̂1 mit (5̂ , ö)=d^, so  dass 

wo n=5^oD ist, also (n, ö)=d, demnach d.h. 2 ^^2q , Ist um

gekehrt X ein beliebiebiges Element aus Sg, so gibt es ein zweiseitiges D-Ideal n 

mit (n, ö)=D, so dass 2 "^nx, also wo 5^=d% = ud* ist, und (5̂ , ö)=d*,

also d.h. SgCS^.

H i l f s s a t z  20, Es ist

S a t z  18. Ist f der Führer von D hinsichtlich D*, so ist ff der Führer von D̂ 

hinsichtlich of.

Beweis. Es sei 5F ein in D̂ enthaltenes zweiseitiges D*-Ideal, so ist d=D|oD'  ̂

wo ein zweiseitiges o'î -Ideal und ist wegen Satzes 55 [2],

also demnach d.h. ff ist das maximale in D| enthaltene zwei

seitige D|"-Ideal, also der Führer von D̂ hinsichtlich Df.

S a t z  19. Es sei a ein in D enthaltenes und eine Potenz von f umfassendes zwei

seitiges Q-Ideal, so ist a| = apoO|, wobei  ̂ein Primteiler von f ist und ap̂ (ap̂ )̂ bedeutet.

Beweis, Nach B2 a = we ein unzerlegbaresIdeal bedeutet,

also ist ein Primalideal; daraus folgt, dass a| = qp^o--T^qp, wobei auch

wegen Satzes 13 unzerlegbar ist. Nun nach Satz 16 fl q»^= H (qo r̂^Df), also
O  P2 f
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9) Vgl. § 10 [2].

10) Ein Ideal heisst unzerlegbar, wenn es nicht als Durchschnitt von zweien echten Teiler darstel
lbar ist.



q̂ ) ̂  = für jeden Primteiler von f da unzerlegbar ist. Daraus folgt, dass

Cff ~  O Of) /" r\ (Qp*' r\ ̂ f) r\’" r\ CfjfO r\ Of =  r\"' r\ p Df =  Î f •

§ 5. Zerlegung* von f und BlockideaL

S sei ein Schiefring mit Einselement 1, D sei eine Ordnung von S, und eine 

D umfassende, mit o äquivalente, Au Az, Ai genügende Maximalordnung. Ferner 

setzen wir über o die Bedingungen Bz, voraus.

H i l f s s a t z  21. Es sei p ein Primideal von o, so dass für irgendeine positive 

ganze rationale Zahl o D*:p'’D*cZD* ist, und sei ein zweiseitiges ^-Ideal mit 

so ist für beliebige positive ganze rationale Zahl e W ein Primärideal, dessen 

adjungiertes Ideal ist.

Beweis. sei ein beliebiger Primteiler von so ist also

p=p\ d.h. OD besitzt nur einen Primteiler. Nach Satz 7 [6] ist als kurzer 

reduzierter Durchschnitt durch Primalideale darstellbar: 5 F r - > o = q i o w o  q* 

Primalideale sind, also m = l, und nach Satz 8 ist ein Primärideal, dessen

adjungiertes Ideal p ist.

H i l f s s a t z  22. Es seien qi ,---,q5 Primärideale, die dasselbe adjungierte Ideal 

j3 haben, so ist qio wieder ein Primär ideal, dessen adjungierte Ideal wieder 3̂ ist.

Beweis, Es sei p' ein beliebiger Primteiler von qir^-’-r̂ q̂ , so ist 3̂"3qir\-*-o 

wobei 3̂^'^q^ ist, also d.h. qi^-’-oQ̂  hat nur ein Prim

teiler. Nunmehr folgt die Behauptung genau wie der Beweis des Hilfssatzes 21.

H il f s s a t z  23. Eine kurze Darstellung durch Primärideale ist reduziert, und 

zugleich ist auch eine Darstellung durch minimale Primalideale^^^,

Beweis, Ee sei Q = qio*--Mqr eine kurze Darstellung durch Primärideale, d.h. 

die adjungierte Ideale sind durchweg verschieden, also ist diese Darstellung auch 

der direkte Durchschnitt durch direkt unzerlegbare Ideale, also reduziert. Es sei 

ö = q i r ^ q j ^ q « ,  eine kurze Darstellung durch minimale Primalideale nach 

Satz 8 [6]. Wenn es gäbe mindestens ein Primalideal, das nicht Primärideal ist, 

unter q!, • • •, q ,̂ so würde die Anzahl der direkt unzerlegbaren Komponenten 

kleiner als r nach Satz 9, was unmöglich ist, also sind Qi,-*-,q  ̂ Primärideale, 

daher q< = q* i = l, ••• ,r.

H i l f s s a t z  24. Es sei p ein Primideal, so dass so  ist 3̂ r.p,̂ '̂ '̂  zu

für ein beliebiges zweiseitiges tß-Ideal 51.

Beweis, Es wäre p n.r.p. zu 51^0, so gäbe es nach Definition ein Element x
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11) Vgl. Satz 8 [6].

12) Vgl. [6]. Vgl. auch die Fussnote des Satzes S,



aus D, so dass also d.h. x ^ ^ lr\ 0  entgegen der 

Voraussetzung.

t ist als Produkt von Potenzen verschiedener Primideale von darstellbar: 

Es sei Pa ein Primteiler von f, so dass für irgendeine positive ganze

rationale Zahl pa ist, und ^ i, seien die Primteiler von

so sind OD, Primärideale, die sämtlich gleiche Radikale pa haben, also

nach Hilfssatz 22 ist ein Primärideal, dassen Radikal pa ist. Nun 

Pa, Pby ’"fp\ seien die sämtliche solche Primteiler von f, so gilt

WO die runden Klammern Primärideale sind, die bzw. pa, 1̂ ,̂, als Radikale

besitzen. Wenn es ausser ^ i , noch Primteiler $  von f gibt, so gelten 

für alle Primideale p und alle positive ganze rationale Zahlen p. Es sei

= ( 2 )

eine kurze reduzierte Darstellung von durch Primalideale. In der

Darstellung (2) wählen wir •••, derart aus, dass die maximale

Menge ist, so dass alle Primteiler von modulo q/̂ r̂  miteinander

kommutativ sind. Dann sind q̂-̂, ---,Q*; Primärideale; denn nach Satz 7 gibt es 

eine Darstellung von durch Primärideale: q^^o •••r^q 7̂ = q^r^-'-^qs.

wobei die adjungierte Ideale pi, ,ps von qi, ••• ,q  ̂ durchweg verschieden ange

nommen werden können wegen Hilfssatzes 22, also ist qio***oqs ein direkter 

Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen. Gäbe es mindestens ein Primal- 

ideal, das nicht,ein Primärideal ist, unter q̂ ,̂ dann wenn wir nach Satz 9

als ein direkter Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen dar

stellen, die Anzahl der unzerlegbaren Komponenten kleiner als 5 würde, da 

q/jO-'-oQ^v nur pi,'- ,ps als Primteiler besitzt, was unmöglich ist. Ferner sind 

die übrigen q̂ in (2) nicht Primärideale; denn gäbe es noch Primärideal q in (2), 

so würde q/̂ r̂  •••r^q/ r̂^q eine Darstellung durch Primärideale, also nach Satz 6 

würde alle Primteiler von q/^o •••oâ -̂ r̂ q modulo q/̂ r̂  •••r̂ q̂ r̂̂ Q miteinander 

kommutativ entgegen der Konstruktion von Also haben wir

= (q«\M' " O q ^ P '‘’r^qv (3)

wo Primärideale und ,(\iy nicht Primärideale sind.

D e f i n i t i o n . Ein Primalideal, das nicht ein Primärideal ist, heisst ein echtes 

PrimalideaL

H i l f s s a t z  25. Das echte Primalideal q besitzt kein Primteiler  ̂ mit welchem oAle 

Primteiler von q miteinander kommutativ sind.

Beweis, Da das Radikal von q modulo q nilpotent ist, enthält q ein Produkt
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von Primteiler von q. Es sei pi-'pa ein in q enthaltenes Produkt der Primteiler 

von q, das die minimalen Faktoren besitzt, so ist pa das adjungierte Ideal von q. 

Es ist da nach Satz 9 q mindestens zwei Primteiler besitzt. Es sei pi (/4^^)

mit allen übrigen Primteiler von q kommutativ, so ist

wegen der Definition von a, also pi das adjungierte Ideal von 

q, demnach doh, ein solcher Primteiler muss das adjungierte Ideal von q

sein. Es sei andererseits das adjungierte Ideal pa mit pi, •" ,pa-i kommutativ, so 

ist und pcpi'’-pa-2 ^ 0i wegen der Definition von also pô-i das

adjungierte Ideal von q, also pĉ -i = pa, usw., schliesslich haben wir JdJ ̂ q , also ist q 

ein Primärideal, daher ergibt sich ein Widerspruch» Daraus folgt die Behauptung.

S a t z .  20. Es sei  ̂ ein beliebiger Primteiler von so ist 0*;|3^d*=d*

für beliebige positive ganze rationale Zahlen p.

Beweis, p ist ein Primteiler von f, und aus der Konstruktion von (1) folgt 

die Behauptung.

S a t z  21. Die oben erhaltene Darstellung von t

t  — r \ ' ” r \  r ^ q / j O  *'• o q « ^ r ^ q « V ^ i / o  * " o q « V  (  4  )

ist eine kurze reduzierte Darstellung von f durch Primalideale, wobei 

Primärideale, q?v+i> " ‘Air echter Primalideale sind.

Beweis. O '“ r̂  r\̂iy sind kurze reduzierte Dar

stellungen, und die beide Primteiler sind gegenseitig teilerfremd, also folgt die 

Behauptung.

Es sei K  der endliche algebraische Zahlkörper, und po sei ein Primteiler der 

beliebig gewählten rationalen Primzahl p, und I sei die Hauptordnung von K. 

Wir bezeichnen den po-adischen Zahlkörper mit und sei die Ordnung, die 

die ganze Elemente von erzeugen, und S sei eine Algebra vom endlichen 

Grade über Dann besitzt ein einziges Primideal, das ein Hauptideal

=  IpJZ mit tt € !jDo, Tr^pl, und das wir mit derselben Bezeichneung po bezeichnen. 

Es sei O eine /p^-Ordnung von S, und Z sei das Zentrum von S, und sei eine

O umfassende -Maximalordnung, so gelten die Bedingungen ^ i ,  für o*

Ferner ist J=O r\ Z  eine Ordnung von Z, und J^^=cri'r^Z ist die Noethersche Axiome 

befriedigende Maximalordnung von Z.

H i l f s s a t z  26. Jedes Primideal von J  ist teilerlos.

Beweis, o ist /p^-endlich, d.h. o ist ein endlicher Z|3o-Modul, also ist J  auch 

/;pQ-endlich, also folgt die Behauptung.
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13) Ist a = = B'S  B, c^£c, (b', cO=0, so ist B = c = wo a, b, C, V, c' zweiseitige 

Ideale von D bedeuten.

14) Eine Ordnung, die endlicher /^-Modul ist, wird !^-Ordnung genannt.



Z.B. nach Satz 9 können wir ĵ oO als ein direkter Durchschnitt von direkt 

unzerlegbaren Idealen darstellen.

Satz 22. Es ist Es sei :)3oD = tn io '"otnr bzw. r\M̂

eine Darstellung durch direkten Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen von o 

bzw, J, so ist ß=T,

Beweis, Es ist j3oOr^/=7r/pQDr^/=7rO o /^ 7r/. Ist ^einbeliebigesElement von 

TTDo/j so gibt es ein Element j  aus o, mit x= 7iy, wo y ersichtlich ein Element aus

/, d.h. Nun ist d/|)oD =  o/titi H---ho/mr eine direkte Summe von direkt

unzerlegbaren Modulen, und das Zentrum vom o/pô  ist ---h

J wo die Summe direkt ist und J/Mi direkt unzerlegbar sind, also ^ = r.

Satz 23. Es sei poO = tnir^ e i n e  Darstellung von |)oD als direkter Durch

schnitt von direkt unzerlegbaren Idealen, so ist r weniger als die Anzahl der ver

schiedenen Primteiler von |)oD*, und die Gesamtheit der Primteiler von tüJ  ist durch 

*•*, gegeben (nicht notwending miteinander verschieden'), wo

alle Primteiler von poO* bedeuten.

Beweis, Im Beweise des Satzes 2 2  ersetzen wir o durch D*, so folgt, dass

=  =  WO n ^ ^ O  (m ^ ,

i) Es sei J  und F sei der Führer von J  hinsichtlich /* , so ist also

TCJ ^ F ,  Es sei tt/= n Qiy Q i^ P i , wo Qi Primärideale sind und Pi adjungierte
i

Ideale von Qi, so ist Qi=Mi, d.h. Mi sind Primärideale. Also haben wir (Pi, F) 

= J, d.i. Pi sind regulär, also sind auch Mi regulär. Daraus folgt, dass M iJ^^Pf'^ i,

i = l, ,a, Pf = PiJ^, P%r^J=Pi, also a=T,

ii) Es sei tcJ ^ J ,  so ist (nJ^Y=7ü^J^CZtvJ Aus tüJCZkJ^  folgt, dass

Daraus folgt, dass P i ^ / ,  ---,P^oZPrim- 

teiler von n j sind. Andererseits aus (jrJ^y^T tJ  folgt, dass (jzJ^yr^J^nJ, also 

(Pi Daraus folgt, dass alle Primteiler von nJ durch

P * r^ /= $ /o /  ö = l ,  •••, gegeben sind und z < a ,  also folgt die Behauptung.

Definition. Nach R. Brauer nennen wir vni das Blockideal von :j3o.

Satz 24. Für jedes Primteiler P von )3oOo/=7^/ gibt es ein Primteiler p von 

|)oO = 7rD, so dass pr^J=P, und umgekehrt.

Beweis, Es sei P ein Primteiler von ttJ, Wir bezeichnen die Menge der 

zweiseitigen o-Ideale, deren Durchschnitt mit J  in P enthalten ist, mit W : W 

= {olcir^/^P}. W ist nicht die Nullmenge, da n^r\J=7üJ^P ist. Es sei p ein 

maximales Element von W, so ist p ein Primideal von D. Denn wäre a ^  ö,

h ^o  (mod :|3), wo a, B irgendzwei zweiseitige o-Ideale sind, so würde j3 Ci(j3, a).
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15) Vgl. Lemma I-H [10 .̂



jDCZ(|), 16), also (|), a ) o / $ ^ ,  (]3, nach der Definition von W, also gäbe

es Elemente a und b, so dass a € (p, o) r̂ 7, a $ P und h 6 (}3, ß) ^7,  ̂$ P is t; es 

würde also ab € (p, a) (p, B) = (̂p\ ap, aB) d.h. ab 6 pr\J^P, andererseits ä $ P, 

demnach ergäbe sich ein Widerspruch. Nun ist pr\J^P und pr\J ist 

teilerlos, daher pr\J^P^ Die Umkehrung ist klar.

S a t z  25. Es sei p o O = t n i o bzw. PoJ=Mir^'"r\ Mr eine Darstellung von JDoD 

bzw. PqJ als direkter Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen, so ist der Durch

schnitt von J  mit jedem Primteiler des Ideals mi dasselbe Primideal in J; dagegen 

ergeben Primteiler von tU/ bzw, mj (S^ j) verschiedene Primteiler in /. Ferner gilt 

= = 2 = 1, ••• ,r, also auch m/iny = ITî tti/, d.i. die Blockideale sind miteinander 

kommutativ.

Beweis. Aus TuJ=Mi--Mr folgt ttd= tt/d = (MiO)---(MtO) =M iD^---oMtD mit 

(MfD, MyD) =D für i^j\ und M̂D ist ein direkt unzerlegbares Ideal von d; denn 

TTD ist darstellbar als ein direkter Durchschnitt von t direkt unzerlegbaren Idealen: 

TTD=Titio'--oWt. Also haben wir tn̂-=M^D, 2 = 1, ---,r, unter geeigneter Numerier

ung des Indizes, daher tn*my = tnytn̂ . Es sei p ein beliebiger Primteiler von tn/, 

so ist P l^ ^ M i^ n i i^ p ,  also Pl^^pr\J, daher Pi = pr\J, da Pi teilerlos ist.

Es seien pn, ,p̂ oö, die Primteiler von ttti, und p2iy ••• ,̂ 3iß die Primteiler von

THa, USW. D besitzt eine /p^-Basiŝ ^ :̂ D = Zp̂eziH---\-ĥUn\ also D̂oD = Pô i H---hpoUny

daher ö=o/poo^ K̂ û -̂ ---wo K^^lpo/Po^ I/po ist, also ist ö eine Algebra

über tt sei das Radikal von 3̂oO, d.i. der Durchschnitt von allen Primteilern

von PoOy so ist n=n/poO das radikal von d. Daraus folgt, dass ö/n^o/n^Ylo/pii
i

+ H^/p2j-\---h Sd/^Dt^. A us der Theorie der Darstellung wissen wir, dass jede
j k

irreduzible Darstellung von ö eineindeutig zur einfachen Algebra o/pij entspricht, 

d.i. sie entspricht eineindeutig zum Primideal von D. Das Zentrum von ö ist 

J = J/tcJ-= //poOo/, und es hat nur Primideale Ä , •••, PrCVgl. den Beweis des Satzes 

25) nach Satz 24. Andererseits induziert jede irreduzible Darstellung von D nur 

eine einzige irreduzible Darstellung von J. Z.B. gilt o/pu'^{J, P id /Pu^J/J Pu 

^  J/P i, d.h. die so erhaltene einzige irreduzible Darstellung von J  entspricht also 

zu Pi, daher erzeugt alle Primteiler von tti/ einen Block im Sinne der Darstel

lungstheorie. Also besagt der Satz 23, dass die Anzahl des Blockes im modulare 

Darstellung weniger als die Anzahl der verschiedenen Primteiler von ist.

S a t z  26. Jedes Blockideal hat höchstens nur einen regulären Primteiler: jedes 

reguläre Primideal allein erzeugt einen Block, und wenn ein Block aus mehr als zwei 

Primidealen besteht, so sind sie durchweg Primteiler von f.
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16) Herr Proffesor R. Brauer== bemerkte diese Eigenschaft im Gruppenringe.

17) Ist O = IpUi-]---\-IpUn, wo Ul,'",Un Huear unabhängig über sind, so heisst «i,-

/p-Basis von 0,



Beweis, Nach Satz 19 [4] ist wo p i , " ’ ,pr miteinander ver

schiedene reguläre Primideale sind und ttto ein zweiseitiges Ideal von o, mit 

Es sei ein reguläres PrimideaL Ist so ist z.B. d.h. Yr̂ mo

aber tn̂  ist direkt unzerlegbar, also Übrige

Behauptung ist klar.
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