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METHODE DE CALCUL NUMERIQUE RAPIDE EN AEROELASTICITE
NON-LINEAIRE BASEE SUR L’EQUATION DU POTENTIEL COMPLET

Roth, Simon-Nicolas

SOMMAIRE

L’ objectif de ce travail était le développement d’un outil de calcul capable de trouver la
réponse aéroélastique d’une aile dans un délai assez court pour étre en mesure d’optimi-
ser sa structure ou sa géométrie. Un code aéroélastique utilisant I’équation du potentiel
complet discrétisé en différences finies a donc été développé.

Nous avons remarqué que la consistance de la discrétisation spatiale était un facteur dé-
terminant afin d’obtenir une solution précise et afin de garantir la stabilité du code. De
plus, la convergence d’une résolution par triple factorisation des matrices tridiagonales du
Jacobien était insuffisante pour résoudre un probleme aéroélastique. Un solveur GMRES
préconditionné par une factorisation incompléte de la matrice Jacobienne a donc été im-
plémenté.

Nous avons effectué la résolution structurale par une superposition modale. Les algo-
rithmes de couplage CSS (Conventional Serial Staggered) et ISS (Improved Serial Stag-
gered) ont été comparés. L’algorithme CSS doit étre itéré afin de bien représenter les non-
linéarités lorsque 1’écoulement est transsonique. L’ algorithme ISS est basé€ sur un schéma
saute-mouton («leap-frog») donc les données transmises bidirectionnellement entre le
fluide et la structure sont explicitées en fonction de I’historique des pas de temps précé-
dents. Bien que les résultats du couplage CSS avec un prédicteur-correcteur et du couplage
ISS soient pratiquement identiques, le temps de calcul de la méthode CSS fut approxi-
mativement 1.75 fois plus important. C’est pour cette raison que 1’algorithme ISS a été
privilégié.

L’interpolation transfinie (TFI) a été utilisée afin de régénérer le maillage a chaque pas
de temps. L'utilisation de quaternions dans la couche pres de 1’aile permet de conserver
I’orthogonalité du maillage.

Le code a été parall€lisé afin de réduire le temps de calcul a son minimum. Le code est en
mesure d’effectuer 10000 pas de temps par heure en distribuant le calcul sur 24 proces-
seurs AMD 248 sur un réseau Infiniband pour un maillage d’environ 225k noeuds. Etant
donné le chevauchement des domaines, 1’efficacité du parallélisme dépend de la taille du
probleme. Pour un probléme de taille moyenne, I’efficacité reste supérieure a 80% jusqu’a
8 processeurs alors que pour un probléme de grande taille, I’efficacité reste supérieure a
80% jusqu’a 16 processeurs.



I

Les indices de flottement calculés sur 1’aile AGARD 445.6 sont tres proches des valeurs
expérimentales. Ce qui nous permet de conclure que le présent code est trés rapide, robuste
et assez précis pour atteindre 1’objectif posé pour ce travail.



A REVISITED FULL POTENTIAL METHOD FOR APPLICATION IN FAST
AND ACCURATE NONLINEAR COMPUTATIONAL AEROELASTICITY

Roth, Simon-Nicolas

ABSTRACT

The purpose of this work was the development of a computational tool able to find the
aeroelastic response of a wing within reasonable time frame in order to optimize its struc-
ture and its geometry. An aeroelastic code using the full potential equation discretized with
finite difference was thus developed.

We noticed that the consistency of the space discretization was a major factor in order
to obtain accurate solutions and to guarantee its stability. Moreover, the convergence of a
triple approximate factorization scheme was insufficient to solve an aeroelastic problem.
A nonlinear GMRES algorithm with an ILUT preconditioner was thus implemented.

We carried out the structural resolution by modal superposition. The conventional serial
staggered (CSS) coupling algorithm and the improved serial staggered (ISS) coupling al-
gorithm were compared. The CSS algorithm must be iterated in order to accurately capture
non-linearities when the flow is transonic. The ISS algorithm is constructed with a leap-
frog scheme where the fluid system is always computed at half time stations while the
structure subsystem is always computed at full time stations. Although the results of the
CSS coupling algorithm with a predictor-corrector and of the ISS coupling algorithm give
practically identical results, the computing time of the CSS method was roughly 1.75 times
more important. For this reason the ISS algorithm has been be prefered.

The transfinite interpolation (TFI) was used in order to regenerate the mesh at each time
step. The use of quaternions in the layer close to the wing was used to preserve mesh
orthogonality.

Parallel processing was implemented in order to reduce the computing time. The code is
able to carry out 10000 time steps per hour by distributing the computation load on 24
AMD 248 processors on an Infiniband network for a mesh of approximately 225k nodes.
Because the domains overlap, the efficiency of the parallel code depends on the size of the
problem. For a problem of medium size, the efficiency remains higher than 80% for up to
8 processors whereas for a problem of large size, the efficiency remains higher than 80%
up to 16 processors.

The flutter speed index calculated on the AGARD 445.6 wing are very close to the expe-
rimental values. This enables us to conclude that the code developped is very fast, robust
and accurate enough to achieve the goals of this work.
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INTRODUCTION

I’ optimisation du rayon d’action d’un avion dépend principalement de la fonction suivante

[2]:

L Mp 1
R ’acti =F ti M. 00N A g 0
ayon d’action = Fonction de ( D’ Mg’ SFC C)
Le SFC est la consommation spécifique de carburant, qui est déterminée par un systeme
de propulsion efficace. Le ratio entre la masse maximale au décollage (Mp) et la masse
de I’appareil a vide (M) est maximal lorsque la structure de I’avion a ét€ minimisée. Le

facteur M, L/ D représente la fraction de portance sur la trainée et doit étre maximisé.

Pour diminuer la masse a sec de I’appareil et pour maximiser le parametre M, L/D,
nous devons calculer adéquatement les forces de pression qui agissent sur 1’aile afin de
minimiser la masse de sa structure et de minimiser sa trainée. Ceci nous oblige a faire
de la conception d’une aile d’avion un projet multidisciplinaire qui implique le couplage
entre la mécanique des fluides et la résistance des matériaux. De plus, les ailes doivent
étre congues de telle facon qu’elles soient stables sous les régimes statique et dynamique.
C’est cette étude de I’interaction mutuelle entre les forces d’inertie, les forces élastiques
et les forces aérodynamiques agissant sur des structures exposées a un écoulement qui

définissent 1’aéroélasticité.

L’importance des écoulements transsoniques provient du fait que les avions commerciaux
sont préférablement opérés a des vitesses pres de la vitesse du son pour avoir des condi-
tions optimales. Nous allons définir un écoulement transsonique comme étant un écoule-
ment ot i1l y a simultanément une grande région qui est subsonique et une petite région qui
atteint des vitesses supersoniques. Pour un écoulement transsonique, la nature non-linéaire
de I’aérodynamique rend la prévision de charge difficile. C’est dans ce régime d’écoule-
ment qu’une baisse soudaine dans la vitesse de flottement se produit. Cet effet est connu

comme étant le «transonic dip».



Ligne sonique Onde de choc
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Figure 1 Profil d’aile dans un écoulement en régime transsonique

Dans I’étape de conception de nouveaux avions, la variation de plusieurs parametres li€s
a la structure et a I’écoulement exige des simulations numériques en aéroélasticité qui de-
mandent souvent une longue durée de calcul. Il existe plusieurs modeles mathématiques
régissant les écoulements transsoniques ; cependant, certains possédent des applications
limitées telles la résolution du potentiel compressible linéarisé, la résolution du modele
des petites perturbations transsonique (TSD). D’autres méthodes basées sur les équations
d’Euler ou de Navier-Stokes représentent trés bien le phénomeéne physique, mais étant
donné le nombre d’équations a résoudre, elles requiérent un temps de calcul trop grand
pour étre utilisées dans une période préliminaire de conception. Une autre approche, celle
de la résolution numérique du potentiel complet, est capable de reproduire les phénomenes
de chocs et donne un champ de pression relativement précis avec un temps de calcul res-
pectable. Cette équation unique est une simplification des cinq équations d’Euler (domaine
tridimensionnel) et donne des résultats pratiquement identiques pour des écoulements sub-
soniques. La différence de résultat entre ces deux méthodes devient plus apparente lorsque
I’écoulement est transsonique et qu’il y a présence d’ondes de choc. Cependant, elle de-
meure petite si le nombre de Mach de 1’onde de choc reste inférieur a 1.3 (section 2.3,
page 20). C’est pour cette raison que la méthode numérique utilisée dans ce mémoire est

basée sur la résolution du potentiel complet.

Le couplage fluide-structure peut étre calculé dans le domaine fréquentiel ou dans le do-

maine temporel. Dans la derniére approche, la structure et le fluide constituent un milieu



continu régi par les lois de conservation. Celles-ci sont alors discrétisées dans 1’espace et
le temps. Ainsi, pour chaque condition de vol (nombres de Mach, nombre de Reynolds
et pression dynamique) une exécution de calcul est nécessaire pour obtenir 1’évolution du
systeéme couplé. Si le systeme, dit aéroélastique, est instable alors pour toute perturbation
autour d’un état d’équilibre, la structure exhibe des déplacements divergents. On fixe gé-
néralement le nombre de Mach et on fait varier, a chaque exécution du code, la pression
dynamique de référence jusqu’a I’obtention de la pression critique correspondant au point
de flottement de I’aile. Ceci exige un grand nombre de simulations et confirme la nécessité

d’un code aéroélastique pouvant donner la réponse dynamique dans un délai respectable.

Dans ce mémoire, nous exposons les aspects importants pour €laborer un code aéroélas-
tique rapide. Nous présentons au premier chapitre une revue bibliographique de la méthode
des potentiels et de leurs applications en aéroélasticité. Au second chapitre, les équations
directrices sont développées afin de préciser les hypothéses posées pour dériver I’équation
du potentiel complet et les limitations de celles-ci sur la résolution d’un écoulement. Dans
le troisieme chapitre, nous présentons la discrétisation et les schémas numériques utilisés
afin de résoudre I’écoulement. Dans ce chapitre, nous dévoilons aussi la stratégie adop-
tée afin de paralléliser le code. Dans le quatrieme chapitre, la résolution structurale par
superposition modale, les algorithmes de couplage fluide-structure ainsi que la méthode
de déformation de maillage par I’interpolation transfinie (TFI) sont détaillés. Finalement,
au cinquieme chapitre, les résultats en régime permanent sur 1’aile Onera-M6 et 1’aile
AGARD 445.6 sont présentés. De plus, I’étude aéroélastique de 1’aile AGARD 445.6 est

comparée avec les résultats expérimentaux.



CHAPITRE 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1 Revue bibliographique des écoulements potentiels en CFD

L’intérét pour 1’équation du potentiel provient des écoulements transsoniques. En effet,
durant les années 1960, des solutions pour résoudre les écoulements transsoniques étaient
convoitées. C’est en 1971 que Murman et Cole [3] ont contribué largement au dévelop-
pement du calcul des écoulements transsoniques en proposant une combinaison de deux
méthodes de différences finies selon le domaine de dépendance, écoulement subsonique et
écoulement supersonique, pour résoudre 1’équation des petites perturbations transsonique

(TSD).

Apres 1971, de nombreux chercheurs ont présenté des solutions pour résoudre 1’équation
de TSD ainsi que I’équation du potentiel complet. Steger et Lomax [4], Garabedian et Korn
[S] ont proposé des solutions pour un écoulement transsonique sur une aile. L’hypothése
des profils minces n’était plus nécessaire comme elle 1’était dans la publication originale
de Murman et Cole. En 1973, Murman [6] a produit une formulation qui résolvait avec
succes 1’équation de TSD en se basant sur sa proposition initiale d’utiliser deux méthodes

de différentiation.

En 1972, Whitcomb, étudiant les profils supercritiques a affirmé que le fait de négliger
la viscosité ne donnerait pas une bonne solution pour I’analyse de profils supercritiques.
Garabedian, Korn et Bauer [7] ont répondu rapidement en incorporant une méthode d’inté-
gration pour résoudre la couche limite turbulente dans leur code de résolution de I’équation
du potentiel complet (FPE). Trois ans plus tard, Whitcomb déclarait dans une conférence
que la simulation numérique avec la méthode du potentiel couplée a une couche limite
donnait des résultats si prés des mesures pour les profils supercritiques, que les tests bi-

dimensionnels en soufflerie de ces profils devaient étre limités. Par contre, les analyses



numériques pour les ailes finies ne donnaient pas encore de résultats aussi pres des expé-

rimentations.

Jameson [8] a proposé en 1974 une fagon plus flexible de résoudre 1’équation du potentiel
complet. I1 y avait a I’époque des problémes lorsque 1’écoulement était supersonique, mais
non aligné avec 1’écoulement principal. Jameson a tenu compte de ce probleme lors de
la discrétisation de I’équation et a réussi a résoudre des problémes en deux et en trois
dimensions. C’est ainsi que 1’idée de résoudre I’équation du FP en coordonnées de calcul,
pivotées selon des directions parallele et perpendiculaire a I’écoulement est apparue. Il
trouvait en fait une solution pour résoudre les ailes finies qui présentaient un angle de

rotation.

Toujours en 1974, Murman [9] a prouvé que les équations potentielles devaient €tre réso-
lues sous la forme conservative afin d’obtenir la bonne intensité de choc. Pour des chocs
faibles, la forme non-conservative donne une bonne solution. Par contre, lorsque le choc
est de forte intensité, cette solution est grandement affectée. En 1975, Jameson [10] a
résolu ’équation du potentiel complet sous sa forme conservative. Ceci a donné une re-
présentation améliorée des ondes de choc par rapport a celles obtenues avec la forme non-
conservative. Pour les différents domaines de dépendance, Jameson a appliqué le concept

de viscosité artificielle.

Une nouvelle tendance pour résoudre le potentiel complet est apparue en 1978 et a été éta-
blie par Hafez et al. [11]. La forme conservative de 1’équation du potentiel complet a été
résolue en employant une compressibilité artificielle. Une fois appliquée a I’équation du
potentiel, la viscosité nécessaire dans la région supersonique est introduite par la densité.
La densité est modifiée dans les régions ot I’écoulement est supersonique de fagon a ce
que ’augmentation nécessaire soit fournie. Contrairement a la méthode originale propo-

sée par Murman et Cole [3], cette méthode emploie la différence finie centrée dans tout



I’écoulement. Cette méthode simplifie énormément la fagon de programmer un code en

différences finies ou en volumes finis.

En 1981, Steinhoff et Jameson [12] ont démontré que la forme conservative pour un calcul
bidimensionnel en régime permanent pouvait donner des résultats multiples. Cependant,
cette caractéristique n’a pas pu étre démontrée pour un calcul utilisant la forme non conser-
vative, pour un calcul en régime transitoire ou pour un calcul tridimensionnel d’un pro-
bleéme de CFD traditionnel (calcul d’aile d’avion ou calcul aile/fuselage). De plus, 1’ajout
de la correction non-isentropique a dans certain cas éliminé les solutions multiples. Mc-
Grattan [13] a démontré que pour un cas transsonique sur une aile avec de faibles ondes
de choc, la solution obtenue avec la forme conservative de I’équation du potentiel complet
ainsi que la solution obtenue avec une solution en Euler pouvait dans les deux cas étre
multiple. Les solutions n’étaient pas identiques, mais similaires. Ce qui suggere que le
probléme de la non unicité de la solution n’est pas causé par I’hypotheése d’un écoulement

insentropique irrotationnel.

La contribution la plus récente dans la recherche de 1’écoulement potentiel a été faite par
Holst [14]. Il a développé une méthode de solution qui est applicable aux ailes finies ou
a un jumelage aile/fuselage dans un écoulement tridimensionnel. Une grille intérieure est
employée pour décrire la surface de 1’aile alors que le maillage externe est décrit comme
une région lointaine. Le chevauchement des maillages peut prendre avantage de 1’approche

de Chimera.

La recherche sur I’écoulement potentiel a progressé tout au long des années 1970 et dans
le début des années 1980. En fait, il y a eu tellement d’innovations pendant cette période
qu’il y a eu tres peu de découvertes depuis ce temps. Plusieurs codes développés durant

cette période sont encore employés aujourd’hui.

Pour plus d’informations sur les écoulements potentiels en CFD, voir [15, 16, 17].



1.2 Application fluide-structure des méthodes potentiels

Les applications en aéroélasticité des méthodes potentielles sont surtout réalisées par des
codes utilisant la méthode des petites perturbations transsonique. Des exemples d’appli-
cation aéroélastique en trois dimensions sont donnés dans les références [18, 19, 20] pour
le code XTRANS3S et dans les références [21, 22] pour le code CAP-TSD. Dans la ré-
férence [21], les indices de flottement pour I’aile Agard 445.6 sont trouvés. La version
linéaire et la version non-linéaire du code CAP-TSD sont comparées. Les points de flotte-
ment trouvés avec le code linéaire sont légerement surestimés. Ceux calculés avec le code
non-linéaire sont aussi légerement surestimés tandis qu’en transsonique, ils sont légere-

ment conservateurs.

Les applications en aéroélasticité pour des codes utilisant la méthode du potentiel complet
sont limitées a un mouvement rigide imposé a I’aile. Des résultats bidimensionnels sont
présentés dans les références [23, 24, 25, 26] et tridimensionnels dans les références [27,

28, 29].

Remarque: Le couplage d’un code utilisant la méthode du potentiel complet avec un code
structural a probablement été réalisé€. Cependant, les résultats de ce couplage ne sont pas
publiés. Il semble que les codes aéroélastiques utilisant 1’équation des petites perturbations
transsonique ont subit une telle évolution que la nécessité d’utiliser I’équation du potentiel

complet a été délaissée pour passer directement aux équations d’Euler.



CHAPITRE 2

HYPOTHESES ET EQUATIONS GOUVERNANTES

2.1 Dérivation de I’équation du potentiel complet

L’équation du potentiel complet compressible (FP) contient deux variables inconnues, le
potentiel ¢ et la densité p. La densité est trouvée par une fonction non linéaire p(¢). Pour
dériver I’équation du FP, nous avons besoin des équations de base de la mécanique des
fluides, c’est a dire les équations de conservation de la masse, conservation de quantité de
mouvement et de conservation de I’énergie. L’équation de conservation de la masse nous
permet de trouver le potentiel ¢. De plus, la combinaison des équations de conservation
de quantité de mouvement et de I’énergie ainsi que des relations provenant d”hypotheses

nous donnera la relation non linéaire p(¢) pour trouver la densité p.

2.1.1 Equation de conservation de la masse

L’ équation portant sur le potentiel ¢ est dérivée par 1’équation de continuité. Cette équation

stipule que la masse d’un systeme matériel suivi dans son mouvement reste constante.

La masse d’un systéme est donnée par :

mz///de @.1)
Q

Dm
Dt = 0 2.2)

Selon le principe énoncé, on a :

En appliquant le théoréme de transport de Reynolds, on obtient :

Dm 0 Lo
ot = a1 [ paa [[[5evar=o &



ol 1 est la normale unitaire extérieure a I'. Ici, on désigne {2 comme étant un ouvert
borné de 1’espace euclidien R"™, ol n est le nombre de dimensions, ayant pour frontiére
I". L’équation (2.3) indique que le taux de changement de la masse dans un volume de
contréle fixe arbitraire par rapport au temps (premiére intégrale) est compensé par la
sortie nette de la masse partant du méme volume (deuxieme intégrale). Cette équation
peut étre mise sous une forme différentielle en transformant 1’intégrale sur la surface en

intégrale sur le volume par le théoréme de divergence de Gauss.

//ﬁ-p\'f'dl"z// V- pv dQ 2.4)
r Q

Puisque le volume de contrdle {2 est fixe en fonction du temps, on peut entrer la dérivée
temporelle dans I’intégration du premier terme de 1’équation (2.3). En combinant les deux

intégrales sur le volume du premier et deuxiéme terme, on obtient :

dp . .
///Q <E+V-pv> dQ =0 2.5)

Puisque le volume de contrdle est arbitraire, ceci est vrai pour n’importe quel volume de
contrdle, on peut éliminer 'intégration de cette derniere équation pour retrouver la forme

différentielle de I’équation de continuité :

pe+V-pv=0 (2.6)

2.1.2 Equation de conservation de quantité de mouvement

La deuxiéme équation nécessaire a la résolution de 1’équation du potentiel complet est
dérivée en partie par I’équation de conservation de quantité de mouvement. Cette équa-
tion stipule que la résultante des forces F qui agissent sur une masse de fluide m est

égale a la variation temporelle de la quantité de mouvement a de cette masse. On appelle
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communément cette équation par la seconde équation de Newton :

2.7

En appliquant le théoréme de transport de Reynolds, on obtient :

Dpv 0 o e _ - =
B = 5///Q pv dQ—f-//Fv(n-pv) dl' = ///Q (fvolunﬁque+fsmfacique) daQ (2.8

Les forces volumiques proviennent généralement de facteurs externes tels la gravité ou le
potentiel électromagnétique. Dans le cas ot on négligerait les forces magnétohydrodyna-

miques, on peut définir le vecteur des forces volumiques par :

folumique = P& (2.9)

ol g est le vecteur d’accélération gravitationnelle.

Les forces surfaciques sont causées par les contraintes de pression et de viscosité sur les

frontieres I' du volume de fluide. On peut définir les forces surfaciques par :
—fsurfacique =V. 7': (2 10)

ol 7 est le tenseur de contrainte. L’équation (2.8) devient :

Dpv 0O Y - =
—D’O—tv=E///(;p\“rd(l—{—//rx-f(n-pvdl“):///n (pg+V-7’)dQ (2.11)

Pour une application sur une aile d’avion, nous allons négliger les forces volumiques.
Puisque I’équation du potentiel prend comme hypothése un écoulement isentropique, donc
non visqueux, seules les contraintes de pressions seront considérées. Le tenseur de contrain-
te sera alors égal 2 7 = —Pd;;, ou §;; est le delta de Kronecker. Pour obtenir I’équation

différentielle de conservation de quantité de mouvement pour un écoulement non vis-
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queux, aussi appelée équation d’Euler, nous appliquons la méme démarche qu’a la section
(2.1.1), ce qui donne :
(pV), +V-V(pV)+ VP =0 (2.12)

2.1.3 Equation de conservation d’énergie

La premiere loi de la thermodynamique stipule que la somme du travail et de la chaleur

ajoutée a un systeme augmente 1’énergie totale de ce systéeme :
OE =6Q+6W (2.13)

ol 4@) = chaleur ajoutée et W = travail regu par le systéme

La quantité F dénote la quantité totale d’énergie du systeéme. Dans un sytéme en mouve-
ment, F inclut I’énergie interne (e), I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle. L'énergie

totale du fluide a I’intérieur d’un volume de contrdle 2 en négligeant I’énergie potentielle

o (e %)

Par le théoréme de transport de Reynolds, 1’équation (2.13) devient :

est donnée par :

DE D DW
_pe,

= 2.1
Dt Dt Dt (2.15)

Cette équation peut étre décrite par le principe que le taux de changement d’énergie totale
d’un volume matériel est égal au taux de chaleur ajouté a ce volume additionné par le
taux de travail ajouté a ce dernier. Dans notre cas, I’écoulement est adiabatique, donc
seul le terme de travail est ajouté. Ce travail est associé aux forces surfaciques causées par

le volume en mouvement. Le taux de travail ajouté sur le volume est donné par :

/// dQ (2.16)
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Avec I’hypothese d’un écoulement non visqueux faite a la section 2.1.2, cette équation

%:///Q(V-(—PG))M} 2.17)

On obtient finalement la forme différentielle de 1’équation de conservation d’énergie sans

devient

conduction pour un écoulement non visqueux :

E,+V-(E+P)¥%=0 (2.18)

2.1.4 Lois de comportement

On doit disposer d’équations supplémentaires afin de fermer le systeme d’équations. Ces
équations sont fournies par les lois de comportement des fluides. Dans le cas de 1’air, on

peut utiliser I’équation des gaz parfaits :

P=pRT (2.19)

ol R est la constante du gaz considéré et :

R=c,—c, (2.20)

ol ¢, et ¢, sont respectivement appelés chaleurs spécifiques a pression constante et a vo-

lume constant. L’équation (2.19) peut aussi étre écrite sous la forme :

Pv=RT (2.21)

ol v est le volume massique v =1/p.
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On doit aussi indroduire les relations thermodynamiques, & pour I’enthalpie et s pour I’en-

tropie. L’énergie spécifique interne e et I’enthalpie spécifique h sont liées par la relation :

h=e+ % (2.22)

L’énergie spécifique interne et |’enthalpie sont uniquement fonction de la température pour
un gaz caloriquement parfait. Dans le cas o la température n’est pas trop élevée (T' <

1000 K pour I’air) on peut prendre ¢, et ¢, constants. On trouve alors :
e=c,T et h=c¢T (2.23)
Finalement, on doit respecter la relation de Gibbs :
1
T ds+—-dp=dh (2.24)
p

Cette relation est essentiellement une forme alternative de la premiére loi de thermodyna-

mique exprimée en terme d’entropie.
2.1.5 Hypothéses de I’équation du potentiel complet

L’écoulement résolu par I’équation du potentiel complet sous forme conservative est un
écoulement irrotationnel et isentropique. L’hypotheése d’un écoulement isentropique sim-
plifie énormément 1’équation du potentiel. Par contre, selon la deuxieme loi de la thermo-
dynamique, lorsqu’on traverse une onde de choc, il y a une augmentation d’entropie, ce
qui veut dire qu’un écoulement transsonique n’est pas isentropique. Cependant, les ailes
finies sont congues de telles fagcons que les ondes de choc sont faibles, donc I’augmentation
d’entropie a travers I’onde de choc est dans ce cas négligeable. Nous allons démontrer a la

section (2.3) que cette hypothése est acceptable pour un choc ayant une vitesse inférieure

a Mach 1.3.
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Nous pouvons maintenant développer les deux hypotheéses pour un écoulement irrotation-

nel et isentropique.

Hypotheése 2.1.1 (Ecoulement isentropique) Pour un écoulement isentropique, on a les

,
P :(L) R (2.25)
Poc p

relations :

Preuve Pour un écoulement isentropique, on pose ds = 0 dans la relation de Gibbs. On

obtient donc :

% dP = dh (2.26)

Par (2.23) et (2.19) on pose :

1 RT
dh = Cp dT et ; = T
En substituant, on obtient :
dpP dT
== %T (2.27)
On integre les 2 cotés :
P. T.
= dP ¢ = dT
/ L2 / o (2.28)
P T
Ce qui donne :
P, T.
In <?) =2 (—;—) (2.29)
Apres simplification :
e
P, T \ 7T
- = (?> (2.30)

De plus, en prenant v = 1/p et ds = 0, on modifie la relation de Gibbs :

vdP = dh (2.31)



Par (2.22) et (2.23), on pose :

En substituant, on obtient :

On intégre les 2 cOtés :

Ce qui donne :

Apres simplification :

dh

¢+ Pv
Cydl+vdP+ P dv

15

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

Comme p/po = Voo /v, avec (2.30) et (2.35), on retrouve la premiére relation de (2.25) :

(2)-(=)"

(2.36)

La vitesse d’une petite perturbation produite par un corps en mouvement dans un fluide

compressible est fonction de la pression et de la densité. Cette petite perturbation est la

dP

vitesse du son et est représentée par (—) = a2. On peut ainsi trouver la deuxieéme
s

relation de (2.25) :

dp

(2.37)
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Hypothese 2.1.2 (Ecoulement irrotationel) Pour un écoulement irrotationnel on peut dé-

finir la relation entre la vitesse V et le potentiel ¢ selon :

V=A{u,v,w}=V¢ oa ¢=9¢(z,vy,zt) (2.38)

Preuve Le théoréme de Crocco [30] isentropique est :
DV
IR (V) =Vh+D—‘t’ (2.39)

Avec (2.30), le membre de droite de I’équation (2.39) devient :
Dv VP Dv.
hd —=—+4— 2.40
Vh+ D 5 + 4 (2.40)
D’apres (2.12) écrite sous forme quasi-linéaire, 1’équation (2.40) est nulle. Alors le terme

de gauche de (2.39) doit nécessairement €tre nul. Donc :
(2.41)

VR (Vev)=0

Alors V®V = 0, ce qui est effectivement le cas en prenant Vv = V¢

2.1.6 Formulation du systéeme d’équations

Dans les sections précédentes, nous avons défini toutes les relations nécessaires pour dé-

river les deux équations du potentiel complet. La premiere est tout simplement 1’équation

de continuité (2.6) écrite en terme de potentiel. Celle-ci devient :
(2.42)

p:+V-(pVg)=0

Nous devons avoir une autre équation pour résoudre le potentiel, car I’équation (2.42)

possede deux inconnues, p et ¢. Nous allons dériver cette équation a I’aide des équations
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de conservation de quantité de mouvement (2.12), de conservation d’énergie (2.18) ainsi

que des relations isentropiques (2.26).

On réorganise sous la méme forme les équations de conservation de quantité de mouve-

ment (2.12) et de conservation d’énergie (2.18).

Dv 1

—+-VP= 243

D + pV 0, ( )
b (?ﬁf) p_o (2.44)
Dt\ »p p

Par les relations (2.14), (2.19) et (2.22), on peut développer :

E+P 1 p
LI T S A (2.45)
p 2 v—1p
Avec la relation vectorielle
— — 1 - — — —
(V V)V=V(—v-v>—v®(V®v) (2.46)
2 —_——
par 2.41=0
On peut écrire :
Dv oV 1, .
DL E-FV (iv-v) (2.47)
En multipliant par v 1’équation (2.43) et en utilisant (2.47), on obtient :
D /1 1
B B S ZV-VP = 2.4
Dt(2v v)+va 0 (2.48)

On reconnait que le terme de droite est la dérivée convective de la pression. On substitue

(2.45) dans I’équation d’énergie (2.44), ce qui donne :

D/1..\ D/ y P\ 1
(g v)+o () Zp= 24
Dt(2v v)+Dt(7—1p> =0 @4

On reconnait que le dernier terme est la dérivée locale de la pression.
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On incorpore (2.48) dans (2.49), et en additionnant le terme convectif au terme local, on

obtient la dérivée matérielle :

D v P 1DP
= = 2.50

Dt ( ) 0 ( )

En utilisant (2.38), (2.48) et (2.50), on peut réécrire 1’équation de conservation de quantité

mouvement :

{r‘-xﬂif) —0 (2.51)

En intégrant I’équation précédente, on obtient la forme algébrique de 1’équation de conser-

vation d’énergie appelée équation de Bernouilli :

Vvt —L

o+ 5—1

= constante (2.52)

N =
o |

La constante dans I’équation précédente est trouvée par les conditions aux limites du pro-

bleme considéré. Donc I’équation devient :

1
VoV =i Vot 2 (2.53)

1

_.|_ _
2R po—
Avec les relations isentropiques (2.25), et les relations suivantes :

2 v

v=V-V et M= (2.54)
On obtient I’équation en régime transitoire de Bernoulli :
bt L e P\ 1) - L 2o (2.55)
V.Vt — | | — —1)—zvi = .
T2 (v=DM2, \ \ peo 2
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En isolant - de I’équation de Bernoulli, on obtient en utilisant la définition du potentiel

Poo
(2.38) :

Lz(l_V‘lMgo (2¢t+v¢-v¢_1>)?—7 (2.56)

2
2 v,

Cette équation est la forme conservative de 1’équation du potentiel complet. Avec 1’équa-

tion (2.42) elle forme le groupe d’équations a résoudre numériquement.

2.2 Formulation adimensionnelle du systeme d’équations

Puisque les équations de base d’un écoulement sont trés difficiles a résoudre (équations
aux dérivées partielles non linéaires), un large éventail de problemes relatifs au cas réel
d’écoulement se fie aux résultats expérimentaux pour leur résolution. Peu de problémes
sont résolus par le moyen unique de 1’analyse. On combine généralement I’analyse numé-
rique a I’analyse expérimentale et le succes de cette combinaison repose sur 1’interpréta-

tion, la compréhension et la corrélation des résultats et données obtenus.

L’étude réalisée sur les modeles permet de développer des formules empiriques ou de
prédire le comportement de systeémes réels. Ce dernier ne peut €tre atteint sans établir
la relation entre le modele et les systémes réels. D’ou la nécessité de travailler avec des
variables adimensionnelles. On doit alors établir des régles de similitude pour transférer a

la situation réelle les résultats obtenus numériquement ou expérimentalement a 1’échelle.

Pour avoir cette similitude, mais avec un modeéle a échelle, nous devons redéfinir les nou-

velles variables adimensionnelles sous la forme des variables dimensionnelles selon la

forme :
* z; ¥ 14
Ty =7 p=-
L, Pr
. tu, t 5 & 2.57
L, t, " u L,
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En utilisant ces relations et les équations (2.42, P-16) et (2.56, P-19) , on trouve le systeme

d’équations adimentionnel a résoudre :

Pre+Var - (p"Voe (67)) =0 (2.58)

1

o= <1— (77—1> M2 (265 + Ve * - Vo " — 1)) ) (2.59)

Note : Dans la suite on omet les * et toutes les variables sont adimensionnelles excepté si

spécifié.
2.3 Capture de I’onde de choc de I’équation du potentiel complet

Malgré I’hypothese d’isentropie, 1’équation du potentiel complet est valide dans le cas ou
I’entropie serait générée par un choc de faible intensité. L’ entropie générée a travers 1’onde

de choc est fonction du nombre de Mach en amont du choc [31] :
As=sy—s; =0(M?—1)° (2.60)

ol s; et sy sont respectivement les valeurs de 1’entropie en amont et en aval du choc.
On peut remarquer que pour des valeurs faibles de M2 — 1, I’entropie produite est trés
petite. Pour trouver jusqu’a quel nombre de Mach cette hypothése est acceptable, on peut
comparer la relation du saut isentropique avec la solution de Prandtl du saut donné par la

relation de Rankine-Hugoniot. Cette derniére est définie par :

1+7—_1Mf
M2e— 2  ° (2.61)

2 , -1
Y M — 5
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Pour I’équation du potentiel, la relation de conservation de masse a travers un choc unidi-

mensionnel normal a la vitesse u est :
p1u1 = pausg (2.62)

Par cette relation et I’équation (2.56) adimensionnalisée par a et p, on obtient la relation

du saut isentropique unidimensionnel :

1 1
-1 \771 -1 .\ 71
(1— %uf) = ( _ hz@) " (2.63)

avec la relation entre u et M définie par :

1) M?
W= (v+1)

=l /T (2.64)
24+ (y-1)M?
196 ! T T |
— Rankine-Hugoniot
N ---- Isentropique N

R
s <\
= R
:
[ s
a 1.2 D
[3) R\
= RN
Q
<
s \
21
B
—J S S —— S
Z

0,8 ...... By >

NN
0.6 i
0,6 0,8 1 1,2 14 1,6
Nombre de Mach en aval M2

Figure 2 Comparaison du saut d’un choc normal pour les relations isentropique et
Rankine-Hugoniot [1]
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La figure 2 montre la comparaison entre les deux relations. Pour un nombre de Mach local
(M,) inférieur a 1.3, on obtient une approximation raisonnable par la formulation isentro-
pique. En effet, on peut calculer un écart inférieur a 5%. Les valeurs de M, inférieures
a 1 correspondent a des ondes d’expansions. Celles-ci sont exclues dans les formulations
non-isentropiques. Dans une formulation potentielle isentropique, I’introduction de termes
dissipatifs ou d’une viscosité artificielle avec une formulation décentrée en amont donnent

le méme effet.

2.4 Domaine de dépendance d’un écoulement transsonique

Pour simplifier la démonstration des différents domaines de dépendance et d’influence
d’un écoulement transsonique, nous allons utiliser I’équation du potentiel complet bidi-
mensionnel transformé sous sa forme quasi-linéaire. L’ équation quasi-linéaire de conser-
vation de quantité de mouvement en négligeant les effets visqueux est donnée en deux

dimensions par :

du Bu 1P

Enx: U F V= ————
Ox Oy p Oz (2.65)
y: ox Oy  pdy
En ulisant les propriétés de la dérivée en chaine, on obtient :
oP dP\ o0p ,0p oP dP\ 0p ,0p
_— = B — —_— = — t —_— = _— _— = _— 2.
oz (dp)sax “or % By \dp) oy Yoy (266)

En utilisant la propriété (2.66) dans les équations (2.65) et en multipliant respectivement

par u et v I’équation (2.65) en z et en y et avec la relation (2.37), on obtient :

wOu wou  udp

2oz 2oy oz
wdv  v:Ov  wvdp

Por @dy - 5oy

(2.67)
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L’équation de conservation de masse sous forme quasi-linéaire est :

ulp vdp Ou B Ov
pdz pdy Oz + Oy (2.68)

En substituant I’équation (2.67) dans (2.68) et en multipliant le résultat par a2, on obtient :

ou ou Ov
(uz‘az)aﬁ“”(a 8x)+(v2‘“2)—=0 (269)

Et finalement, en appliquant la définition du potentiel de vitesse (2.38), on obtient :

(42 = @) B + 2uvgy + (V2 — ) Py = 0 (2.70)

L’équation (2.70) est une équation aux dérivées partielles non-linéaire de second ordre.
Elle est aussi la forme non conservative de 1’équation du potentiel complet appelée équa-
tion du potentiel complet quasi-linéaire. Pour déterminer si elle est elliptique, parabolique

ou hyperbolique, on peut examiner une solution au probleme de Cauchy posé sur une

courbe I' = (f(s); g(s)).

Des relations :

ou oU
R(z,y) 2~ +S(z,y) 7~ =0
o o (2.71)
U _0oUds OUdy _ ,0U  ,0U .
ds Oxds Oyds ’ Oz By
On résoud ce systeme a 2 équations et 2 inconnues ( &;u, ?;;’)
% —R-19)" (53)
o - (2.72)
ou .

, dU
- r-r97 (ER)
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Si la matrice ¢R — f’S est réguliere, le probieéme de Cauchy aura une solution par le

relations (2.72). Les caractéristiques sont formées des courbes I' telles que la matrice

'R — f'S soit singuliére en tous points :

det (d—yI— R—IS> =0
dz

(2.73)

En transformant I’équation (2.70) en un systeme de premier ordre, en introduisant une

fonction ¢’ telle que :
/ Yoo
¢($ay) :¢($,y0)+ a—(II?,S)dS
Yo z

La fonction vérifie alors

96 _0¢' _
0r Oy
D’apres cette relation, on 2¢ i et I’équation (2.70) devient
P s 8:108 2 d
o 0o 0
A—+B— =0
ay< 5z 8x+08y)
A = u?-a?
avec B = 2uv
C = v*-a?
Alors
B A|lg| ¢ C 0 |a| ¢ 0
—_— + - —
1 0|9 |g¢ 0 -1 |%|¢ 0
R S

En résolvant par (2.73), on obtient I’équation caractéristique :

A 1 dy —B++vB2—4AC
= 0 =" E = 2A = Al,?

-C
A AT

o |

(2.74)

(2.75)

(2.76)

2.77)

(2.78)
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B% —4AC > 0 = hyperbolique
B? —4AC = 0 = parabolique (2.79)
B? —4AC < 0 = elliptique

On remarque avec le résultat de (2.79) que lorsque la vitesse de I’écoulement est supérieure
ala vitesse du son (M > 1), la pente donne un nombre réel. Dans cette situation, I’équation

du potentiel complet est hyperbolique. Lorsque 1’écoulement est inférieur a la vitesse du

Domaine d’influence
Domaine de dépendance

f

Directions caractéristique

Figure 3 Domaine de dépendance hyperbolique

son (M < 1), I’équation du FP est elliptique et la pente de 1’équation caractéristique (2.78)

ne donne pas un nombre réel.

A une vitesse sonique (M = 1), il existe une seule réponse 2 1’équation (2.78) et I’équation
du FP est dite parabolique. Dans les solutions elliptiques, chaque point dans le domaine

sera influencé par les autres points.

Lorsque la vitesse de I’écoulement s’approche de I’état sonique, les signaux auront une
force plus forte de propagation dans le sens de I’écoulement. En d’autres termes, un point

dans I’écoulement sera plus affecté par ce qui se produit en amont de celui-ci. Pendant que
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Domaine de dépendance et d’influence

\

ep

Figure 4 Domaine de dépendance elliptique

Domaine d’influence
Domaine de dépendance

\\

Direction caractéristique

Figure 5 Domaine de dépendance parabolique

I’écoulement devient supersonique, la nature de I’écoulement change pour devenir hyper-

bolique. Les signaux de I’information voyageront seulement dans le sens de 1’écoulement.

Un domaine de dépendance est formé ou les propriétés de I’écoulement a un point sont
seulement affectées par ce qui se produit dans le domaine en amont. D’une maniere sem-
blable, un domaine d’influence existe ot un point dans 1’écoulement peut seulement affec-
ter d’autres points qui se situent dans un domaine en aval de ce point. Quand le domaine
de dépendance et d’influence existe, I’information dans 1’écoulement subsonique voya-

geant en amont doit se déplacer autour de la région supersonique. Les ondes de choc
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seront présentes dans ces situations et serviront de frontieres entre les régions elliptiques

et hyperboliques.
2.5 Description cinématique

Peu importe la méthode numérique employée, le choix d’une description cinématique ap-
propriée est une considération importante a la simulation de problémes en mécanique
des fluides. En mécanique des milieux continus on se sert de trois types de description
de mouvement : la description lagrangienne, la description eulérienne et la description

eulérienne-lagrangienne mixte (ALE).
2.5.1 Description eulérienne

La description eulérienne est largement répandue en mécanique des fluides. L’'idée fon-
damentale de cette formulation consiste en 1’analyse de quantité€s physiques liées aux
particules fluides passant par une région fixe de 1’espace pendant que le temps évolue.
Mathématiquement, on prend la configuration de référence R égale a la configuration spa-
tiale R,. Ceci est obtenu en considérant un mouvement de chacune des particules sans
toutefois avoir un mouvement du noeud m du maillage qui lui est associé ¢, = 1/;. Donc le
mouvement spatial ¢, ne coincide pas avec le mouvement du maillage ). La transforma-
tion v, représente le mouvement relatif des particules de Rx par rapport a celle de R, qui
sera étudiée a la section (2.5.3). Cette formulation facilite le traitement de grandes distor-
sions dans le mouvement du fluide et est indispensable pour la simulation des écoulements
a frontieres mobiles. Les équations de conservation sont formulées en termes de coordon-
nées spatiales x et du temps . Par conséquent, la description eulérienne du mouvement
implique seulement des variables et des fonctions ayant une signification instantanée dans
une région fixe de 'espace. La vitesse matérielle Vv & un noeud considéré du maillage,
correspond 2 la vitesse du point matériel coincidant au temps ¢ de ce noeud. La vitesse v

est par conséquent exprimée en fonction du noeud fixe sans référence a la configuration
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T2

€9 e

€3

T3 Corps matériel Corps spatial

Figure 6  Description eulérienne du mouvement

initiale du continuum et des coordonnées matérielles X :
V = V(x,t) (2.80)

Puisque la formulation eulérienne dissocie les noeuds du maillage des particules maté-
rielles, des effets convectifs apparaissent causés par le mouvement relatif entre le matériel
déformé et le maillage. La faiblesse de la méthode eulérienne est la difficulté de suivre
les surfaces libres et les interfaces mobiles entre différents matériaux ou différents médias

(par exemple, interfaces fluide-fluide et fluide-solide).
2.5.2 Description lagrangienne

La description lagrangienne est principalement employée en mécanique des solides. Cette
formulation est basée sur le fait que chacun des noeuds du maillage suit la particule ma-
térielle qui lui est associée pendant le mouvement. Mathématiquement, on prend la confi-
guration de référence R égale a la configuration matérielle Rx. Ceci est obtenu en ayant
un mouvement de chacune des particules égale au mouvement du noeud m du maillage
qui lui est associé ¢, = A;. La transformation )\; est définie comme un mouvement ani-
mant le référentiel qui sera étudiée a la section (2.5.3). On définit un mouvement ¢ de

Rx comme une transformation qui pour tout instant ¢ associe une transformation ¢, du
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T2

€9 e

€3

z3 Corps matériel Corps spatial

Figure 7 Description lagrangienne du mouvement
domaine matériel Rx a ses valeurs dans le domaine spatial R, :
¢ : X € Rx —r x = ¢(X) = ¢(X, 1)

ol x désigne le point spatial de la particule X dans le domaine matériel selon le mouve-

ment ¢. L’ensemble ¢,(Rx ) est appelé la configuration de R a I’instant ¢.

Le gradient de ¢ peut étre représenté selon :

ox
% _lax V

La vitesse V est par conséquent exprimée en fonction des coordonnées matérielles X.

ox _dx

V(X, 1)

avec | signifiant que X est fixe. Ici on définit — comme étant une dérivée matérielle,
X

dt
la dérivée spatiale peut étre définie par 5 On peut lier la dérivée matérielle a la dérivée
spatiale d’une fonction f par :
d of |
l*—f+v-Vf (2.82)

dt ot
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Cette relation peut €tre interprétée par la variation locale de la quantité physique d’une
particule X additionnée d’un terme convectif pour tenir compte du mouvement relatif

entre les domaines matériel et spatial.

Puisque les points matériels coincident avec les points du maillage pendant le mouvement,
il n’y a aucun effet convectif en calculs lagrangiens : la dérivée matérielle est réduite a
une dérivée simple en temps. Le fait que chaque élément fini d’une maille lagrangienne
contient toujours les mémes particules matérielles représente un avantage significatif du
point de vue algorithmique. Les applications classiques de la description lagrangienne
sont surtout liées a des problemes de petites déformations. Elle permet le cheminement
facile des surfaces et des interfaces libres entre différents matériaux. Sa faiblesse est son
incapacité de suivre de grandes déformations sans recours a de fréquentes opérations de

formation de nouveaux maillages.
2.5.3 Description ALE

La description ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) est particuliérement utile dans des
problémes d’écoulement impliquant de grandes déformations en présence de frontieres
mobiles et déformées. Les exemples typiques sont des problémes décrivant 1’interaction
entre un fluide et une structure flexible. L'idée principale de cette formulation est 1’intro-
duction d’un référentiel qui peut se déplacer avec une vitesse indépendante de la vitesse
des particules matérielles. En combinant les avantages respectifs des méthodes lagran-
giennes et eulériennes, la méthode ALE réduit les difficultés produites par les descriptions

cinématiques classiques.

Dans la description du mouvement ALE, la configuration de référence R = R, est telle
que son nom l’indique, arbitraire. Elle est ni associée au référentiel spatial R,, ni associée
au référentiel matériel Rx. Nous devons décrire le mouvement physique entre la confi-
guration matérielle Rx et la configuration spatiale R, du corps. Nous résolvons alors la

transformation de ¢, : Rx — R,. Pour réaliser ceci, on utilise deux transformations sup-
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plémentaires : ¢, : Rx — R, (mouvement matériel) et \; : B,, — Ry (mouvement du
référentiel), ce qui relie les référentiels spatial R, et matériel Rx du corps matériel au
domaine de référence R,. Le systeéme de coordonnées X est introduit pour identifier les

noeuds m du maillage.

g

\

>

L
J

N
\

//

—

Vix,t)

Ex / W(x,t)

Figure 8 Définition des diverses transformations

Définissons tout d’abord les deux transformations \; et ¢/;. Soit A, un mouvement animant

le référentiel R, défini par :
At i X € Ry — x=M(Xx) = A2, 1)
La relation entre les particules X et x peut étre exprimée par :
x =" (9(X, 1) =9(Xt)

La transformation 1 : t — 1/, représente le mouvement relatif des particules de Rx par

rapport 2 celles de R,. Le mouvement composé par A\~ et ¢ désigne la position actuelle
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X de la particule X dans R,,. Ce qui donne la définition de la transformation de 1; :

Yy X € Rx — x = ¥%:(X) = 9(X, 1)

On peut réaliser que les trois transformations ¢;, A; et ¢; ne sont pas indépendantes. Le

gradient de )\ peut étre représenté selon :

x
ox Fx
d(x;t) 0o 1
ol la vitesse w du maillage est :
Ox
W= — 2.83
iyl (2.83)
Le gradient de 1/; peut étre représenté selon :
o0x =~
= V
% _|ax

ou le vecteur vitesse V donne la vitesse relative calculée dans la base covariante. C’est la
vitesse des points que mesurerait un observateur a la position x attaché au référentiel R,

utilisant la base vectorielle covariante (section 2.6).

o ox
V= Bt Ix (2.84)

La relation entre les vitesses V (vitesse de la particule par rapport au référentiel spatial
Rx), w (vitesse du maillage par rapport au référentiel Ry ) et \Y% (vitesse des particules du
domaine référentiel R,) peut étre trouvée par une transformation successive du gradient

des transformations ¢; = A; 0 9.

8¢(X’t) — 8)‘t(X7t) adjt(x’t))
o(X,t) dx,t) 9O(X,t)
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sous forme matricielle :

ox ox ox &
ax Vi_lax Vlax Vv
0 1 0 1 0 1

ce qui donne pour V :

Alors, on introduit la vitesse relative U qui est la vitesse d’une particule relative au maillage

par rapport au référentiel spatial R,.

G=V-w=--V=V=2(¢7-w) (2.85)

Si le systeme de coordonnées est fixe, alors w = (w;, w9, w3) = 0 et on obtient bien i = V,

qui correspond a une description cinématique eulérienne.
Pour plus de détails voir les références [32, 33].

2.6 Coordonnées généralisées

Les équations présentées jusqu’a maintenant sont écrites en repeére cartésien fixe et en des-
cription eulérienne. Cependant, pour implémenter un algorithme de résolution numérique,
les équations gouvernantes du domaine cartésien peuvent étre transformées en un domaine
de calcul. Ceci permet de simplifier I’implémentation des équations et des conditions aux
frontieres lorsqu’on discrétise ces équations par différences finies et par certaines formu-
lations en volumes finis. Le domaine de calcul doit étre en mesure de représenter toute
surface géométrique complexe du domaine physique en une forme simplifiée. Le maillage
en «C» en coordonnées cartésiennes représenté a la figure (9) est transformé en coordon-
nées covariantes telles que représentées a la figure (10). On peut arriver a appliquer cette

transformation en introduisant pour tout point x € R, la base (é,é;,€3), dite covariante,
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SORTIE
SUPERIEURE

SILLAGE

SORTIE
INFERIEURE

Figure 9 Maillage en «C»

du systeme de coordonnées curvilignes, tels que les vecteurs €; soient tangents aux courbes

formant le maillage. Les vecteurs é; s’expriment dans la base cartésienne e; par la relation :

. Oz;
6i=a 2
Xi

€j

Sous forme générale, les coordonnées deviennent :

Xi = Xi (Z1,%2,%3,t) et T =1 (2.86)

On peut aussi affirmer que :

T, =2 (X1, X2, X3,T) ett =7 (2.87)
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k¢ FRONTIERE EXTERIEURE
2 2
= 5
& &
> >
m m
s
SILLAGE INFERIEUR AILE SILLAGE SUPERIEUR
Figure 10  Transformation (z,y, 2) < (£,7,¢)
x1=§ 1=z
avece X2=1 et To=1Y
x3=¢ T3=12
En utilisant 1a regle de la dérivée en chaine, les dérivées partielles deviennent :
0, 0 1, 0
5z~ 5g Ty T
2 =¢£ 0 + 9 +¢
By YaE T Map T vac
P P 5 P (2.88)
5 _€za_€+77257')' +C26_C
2 —g g + 2 _|_€ 6 + (9
ot o Man TSac T

Les coefficients métriques (&z, 7z, Czs §y» My Gy» €25 M2, (=) dans le groupe d’équations (2.88)

peuvent €tre trouvés de la fagon suivante :



On écrit les expressions différentielles :

d¢§ =¢,dr +§,dy +§.dz
dn =n,dz +n,dy +7.dz
d¢ =(,dz + (ydy + (. dz

En mettant ces expressions sous forme matricielle, on obtient :

d¢ & & & dx
dn [ = 1 1y N dy
d¢ G G G dz

Avec la relation (2.87), la matrice (2.90) devient :

dz Te Ty I¢ d¢
dy | = | ve Yo ¥ dn
dz e 2y % d¢
Donc,
-1
& & & Te Tp ¢
Nz My M | = | Y¢ Yn Y
G & G Zg 2Zn 2
Ynzc—Yczn  —(TpZc—Tczn)  ToYo— T¢Yn
=~ (yeze~yeze)  werg—cze —(Teye — Teve)

Yezn — Yne — (Tezy — Tnze) TeYn — TnlYe

36

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)
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o1, &mC) 5 . .
W. A partlr de main-

tenant, J sera utilisé afin de représenter le déterminant de la matrice Jacobienne et

ol |J| est le déterminant de la transformation J =

sera tout simplement appelé Jacobien.

e.  Donc, les métriques sont :

o = J (Yn2c — Ye2n)

&y = —J (Tnze — Tc2n)

€ = J (Znyc — TcYn)

Mz = —J (Yezc — Ycze)

my = J (Zez — x2) (2.93)
Nz = —J (Teye — Tcye)

Co = J (Yezn — Yn2e)

Gy =—J (Tezn — Tn2)

Cz = J("Bﬁyn - xnyi)

f. Le Jacobien de la transformation donne ;

1
J = (2.949)
Te (Ynz¢ = Yen) — Tn (Yeze — Yeze) + T¢ (Yeon — Yn2e)

Le Jacobien est interprété comme étant le ratio d’un élément infinitésimal au noeud

(¢,7,k) dans le plan (£,7,¢) sur Iaire de son image sur le plan (z,y, 2).
2.7 Formulation ALE des équations du potentiel complet en base covariante

Considérons une quantité matérielle f dont on veut évaluer la dérivée matérielle dans un

D
— dQ 2.95
D / / /Q o pf (2.95)

référentiel mobile :
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En appliquant le théoréme de transport de Reynolds et en tenant compte de la vitesse du

maillage par rapport au référentiel spatial R, on obtient :

D 0
— dQ= — dQ2 v—w)-ndl 2.96
Dt ///Q(t) <l ot ///Q(t) pr R+ /A(t) pI(¥=W) & (256)

On introduit J qui associe la configuration initiale d’un volume arbitraire {2(0) borné par

I'(0) avec sa configuration actualisée Q(¢). Alors (2.96) devient :

I -8 I e [ B

On transforme 1’intégrale sur la surface en une intégrale sur le volume en utilisant le

théoréme de divergence de Gauss :

R G R CO R

L’ opérateur V., signifie que la divergence est calculée suivant les coordonnées du domaine

2(0) dans la base covariante. I’ équation différentielle correspondante a (2.95) est :

pf pfVY _
or ( J ) Vx (T) =0 (2.99)

Pour f = 1, on a I’équation de la conservation de la masse :

p U |4 W\
0 (7)(3) 7)o e
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Avec U,V, W, les composantes du vecteur vitesse relative en base covariante définies par

I’équation (2.85), c’est a dire V= g—: (V—w):

U= §t+£mu+£yv+§zw
V=n+nu+nuv+nw (2.101)

W=<t+€acu+<y'u+<zw

avec

& = —&wy — Eywa — §. w3
e = — 1z W1 — NyW2 — TN W3 (2102)
G = —Cwi — Cywz — G ws

Par la définition du potentiel de vitesse (2.38, P-16) et en utilisant I’équation (2.88, P-35),

on obtient :

U=§&+Ande+ Ay + Arzde
V =n 4 A1o¢e + Aoy + Aoz (2.103)
W = (i + A13¢e + Aoz + Az

An=8+E+E Ap=Ln+&my+én,
Ap=m2+m+m A =E&G+E6(G+EG (2.104)

Asz = Cz + CZ + Cz Ay = CaMa + Cyny + (1,
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L’équation d’énergie (2.59, P-20) par (2.88) devient en base covariante :

p= (1 - (77“1) M2 (26, + (U +&) b+
(2.105)

1

(V+nt)¢n+(W+<t)¢<—1)>7_




CHAPITRE 3

RESOLUTION NUMERIQUE DE ECOULEMENT

L’ équation (2.100) doit étre résolue afin de trouver le potentiel de vitesse ¢. On peut re-

présenter cette équation par :

R(¢)=0 (3.1

¢ est I’inconnue a trouver pour les points ¢, 7,k du maillage au temps n + 1. La matrice
résultante de la discrétisation de I’équation 3.1 est une matrice creuse, non symétrique
et non linéaire. On doit utiliser des méthodes de résolution itératives pour approximer
la solution. Parmi les méthodes itératives, on trouve la méthode de Newton-Raphson ou
les méthodes de sous-espaces de Krylov, notamment la méthode GMRES (Generalized
Minimal RESidual) [34]. Dans un premier temps, nous allons présenter un algorithme basé
sur la méthode de Newton-Raphson. Par la suite, nous proposerons un algorithme utilisant
la méthode GMRES non-linéaire préconditionné. De plus, nous présenterons les détails de
la discrétisation ainsi que les conditions aux fronti¢res requises afin de résoudre I’équation
du potentiel complet. Finalement, la décomposition du probléme afin d’effectuer le calcul

sur plusieurs processeurs sera détaillée.
3.1 Discrétisation spatiale en différences finies

Les maillages structurés possedent généralement des irrégularités tels des points singu-
liers, des cellules fortement obliques et un espacement rapidement croissant dans la région
éloignée de 1’aile. Lorsque le probléme est discrétisé en différences finies, ceci cause des
instabilités et des problémes au niveau de la qualité de la solution. Nous devons donc for-
muler la discrétisation spatiale pour traiter ce type de maillage adéquatement. De plus,

pour éliminer I’erreur de troncature! associée a une densité et 2 un champ de vitesse

!Cette erreur est nulle si on admet la solution d’un écoulement libre comme solution du probléme dis-
crétisé en différences finies.
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constants, nous devons calculer les métriques (voir équation 2.93 P-37) de fagon appro-
priée. La figure 11 présente les résidus associés a une discrétisation spatiale possédant une
erreur de troncature (pour obtenir cette erreur de troncature, la densité, les métriques et les

flux sont calculés au centre des cellules).

Pulliam et Steger [35] ont fait cette vérification pour les équations d’Euler. Ils ont remar-
qué qu’une seule condition devait €tre respectée afin d’obtenir une erreur de troncature
nulle. Cependant, la qualité de la solution a été peu affectée et cette procédure n’a pas été
retenue. Toujours pour 1’équation d’Euler, Thomas et Lombard [36] ont étudi€ les erreurs
géométriques introduites par la différentiation des métriques. Pour I’équation du poten-
tiel complet sous forme conservative, Flores et al. [37] ont présenté les trois conditions 2
respecter pour obtenir une erreur de troncature nulle. La premiére condition s’applique au
calcul de la densité alors que les deux autres s’appliquent au calcul des flux. Nous allons
dans un premier temps définir les opérateurs de différences finies utilisés et ensuite, les

trois conditions seront détaillées.
3.1.1 Opérateurs en différences finies

L’ opérateur de deuxieme ordre central pour un espace normalisé€ peut €tre défini par :

1
8Osz =3 (()i+l,j,k - ()i_l,j,k) (3.2)
Les différences décentrées pour un espace normalisé sont définies par :

gE)()z‘,j,k = ()i+1k — (ijx (amont)

— (3.3)
0¢ Oigk = Oijik — Q-1 (aval)
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Figure 11  Résidus d’une discrétisation non consistante

Les opérateurs de moyenne sont :

1
peQigk = 5 (()i+1,j,k + ()z’—l,j,k)
— 1
7 0so = 5 (Osrran+ Osse) (3.4)
— 1
Be0i = 5 (O + Oic1x)

Ces opérateurs sont symétriques donc I’extension sur 7 et  est triviale.
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3.1.2 Conditions de consistance du schéma

La premiére condition doit donner une densité constante pour un écoulement libre (p =
Poo)- Alors, le terme dans la parenthése de 1I’équation (2.105) pour un régime permanent
doit pouvoir étre réduit A g, = u2, +v2, +w?, en prenant un écoulement potentiel défini
par :

@ = Uoo® + Vool + Weo2 3.5

On peut prouver que lorsqu’on prend les mémes opérateurs de différences finies pour les
différences en ¢, n et ¢ sur z, y, z et ¢, on trouve g° = g2 ,2. Donc, on peut trouver ces

différences au point (i +£,7 +3,k+3) par:

Oijx (3.6)

Les deux autres conditions sont associées au calcul du flux. Pour une densité constante, on

peut réécrire le résidu (2.100) par :

(fﬂﬁz +§y¢y +§z¢z> n (m% + 77y¢y + 772¢z> + (Cx¢m + Cy¢y + (.0,
J ¢ J n J

) =0 3.7
¢
avec

¢z = g:cd)& +77x¢'r] + Cx¢( = J( (ynzC - yCzn) ¢§ - (ySZC - yCzé) ¢77 + (yézn - ynzf) ¢C)
Gy = EyPe +MyPy + (¢ = _J( (Tnze — T¢2) e — (Terg — Tcze) Py + (Tezn — Ty2e) ¢C)

¢z = &0 + 1,0y + ¢ = J((%yc — T¢Yn) B — (TeYe — TcYe) P+ (Teyn — Tnye) ¢<)

2Voir annexe I
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On peut prouver que lorsqu’on prend les mémes opérateurs de différences finies pour les
différences en &, n et { sur z, y, z et ¢, on trouve® @, = Ueo, Py = Voo €t P, = Weo. Ceci est la
deuxie¢me condition de consistance. On peut noter que cette condition peut étre respectée
de la méme fagon que précédemment, mais puisqu’on ne calcule pas les flux au méme

point que la densité, les deux conditions sont indépendantes.

AveC ¢p = Uoo, Py = Voo €t P, = Woo ON peut réécrire le résidu par :

(ga:uoo + fyvoo +&:Weo ) n (nzuoo + MyVeo + nzwoo>
€ n

J J (3.8)
(szuoo + (Vo0 + (oo > '
+ 5 =0
¢
En substituant les métriques on doit satisfaire :
(Yn2e = Yezn)e — (Yezc —Ycze)y + (Yezn — Ynze) =0
(€2 — T2n)e — (Tezg — Teze), + (Tezg — Tn2g) =0 (39

(@nye = xcYn)e — (Teye — Teve),, + (Teyn — Tyye) = 0

Ceci est la troisi®me condition de consistance. Holst et Thomas [38] ont démontré* qu’une
erreur de troncature nulle peut étre obtenue si on évalue le premier terme (yn2¢ — Yc2y),

par :
(Un2¢ = YcZn)is ju — Wn2 —Ye2n);_1 (3.10)

On évalue le premier terme de cette expression ¥, par :

Yirljrde ~ Yird j-1k (3.11)

3Voir annexe 11
“Nous avons vérifié cette condition de consistance numériquement plut6t que symboliquement
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Et finalement, le premier terme de cette expression Yitl i+l €St trouvé par la demie

somme :
1

5 (Veporiir Foatortiy) (3.12)
On peut reproduire cette approximation pour tous les termes de 1’équation (3.9). Pour
simplifier, on peut former les variables primitives pour z, y et z au centre des cellules en

utilisant les huit noeuds voisins selon :

1
Tirdj+hhey = g (Tigk + Tiv1gh +Tigark T Tivi gLk

(3.13)
+Zi g1 F Tit1 k41 + Tij+ 1 +1 + Tit1j41k+1)

Donc, on peut donc satisfaire les deuxiéme et troisiéme conditions en calculant les mé-

triques, par exemple pour la direction £ a (¢ + %, Jj, k), avec les différences calculées par :

_)

()6 Ii+%—,j,k = 55 ()wk
1 —

On biwg g = 5 (72 0 ¢ 575 O (3.14)
1 ——

Oc bpe = 5 (7 0 12 357 0

L'extension dans les directions 7 et ¢ & (¢,j+ 3, k) and (¢, j,k + ) est similaire.

On doit donc former les six métriques pour le calcul des densité a (i + %, J+ %, k+ %) par
les différences données par (3.6) (ces densités sont moyennées afin de trouver la densité
(1,7,k)) et les neuf métriques pour le calcul du flux autour de la cellule (figure 12) par les
différences données par (3.14) pour un total de quinze métriques afin d’avoir une erreur

de troncature nulle pour un calcul en trois dimensions.
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VVz',j,k+%

i—1i+3k+1 i+dj+3k+1
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Figure 12 Equilibre des flux
Finalement, on peut discrétiser le résidu (terme de droite de 1’équation 3.29) par :

OO\ my gy
_J—A;J_ * (7)i+%,j,k - (7>i—%,j,k " <7>i’j+%’k

4.5,k

5 5 oW
(7)) (7)o
ii—1k ik S i5k—3

3.2 Loi de conservation de géométrie

(3.15)

L’aspect décrit a la section précédente est trés important puisqu’il est directement asso-
cié a la loi de conservation de géométrie (GCL) [36]. Cette loi stipule que le calcul des
parametres associés a la géométrie doivent étre exécutés de telle maniere que le schéma
numeérique résultant préserve I’état d’un écoulement libre indépendamment du mouvement
du maillage. Un schéma numérique qui ne satisfait pas la GCL produit des erreurs dans le
calcul de I’écoulement, car des sources ou des puits seront ajoutés a certains endroits de

I’écoulement.
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La GCL a la méme forme que la loi de conservation de masse (2.100 page 38). La forme

différentielle de la GCL peut étre obtenue en subsituant p =1 et V = (u,v,w) = 0 dans

o0 /1 0 (& 0 [ 0 (¢ .
a(y)w—g(?)*a—n(?)w—c(?)—“ (316

Cette équation de conservation géométrique est parfaitement satisfaite en milieu continu,

cette équation :

par contre lors de la discrétisation, rien ne garantit qu’elle est aussi satisfaite. La condition
de GCL en discret revient a dire que lorsque p =1 et ¥ = (u,v,w) = 0, la forme discréte de

(2.100) ne donne aucune erreur de troncature et ce quelque soit le mouvement du maillage.

Nous avons démontré a la section 3.1.2 que lorsque p = po, €t ¢ = g, pour un champ en
régime permanent sans mouvement de maillage donné par ¢ = Ueo T + VooV + Weo 2, 1a dis-
crétisation de I’équation (2.100) ne donne aucune erreur de troncature. On doit maintenant
trouver si I’ajout du mouvement de maillage donne une erreur. Ceci peut étre vérifié en
discrétisant 1’équation (3.16) et en vérifiant I’erreur de troncature. Pour la formulation uti-
lisée, nous avons observé numériquement qu’il y avait effectivement violation de la GCL.
Cependant, nous démontrons a la section (5.4 page 123) que le respect des trois conditions

de consistance aide & diminuer I’erreur de troncature associée i la violation de la GCL.

Tel que mentionné dans la référence [39], un schéma qui respecte la GCL n’est pas une
condition nécessaire mais suffisante. Nous pouvons citer deux méthodes que nous pouvons

implémenter pour respecter la forme discrete de la GCL :

e Lorsque le Jacobien est calculé par la relation (2.94), un schéma d’intégration en
temps doit étre choisi de telle facon a satisfaire 1’équation discrete de la GCL [40,

41, 42];

e Utiliser la relation de récurence sur la forme discréte de (3.16) afin de trouver J"*1.
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3.3 Algorithme de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson est basée sur le développement en série de Taylor d’ordre
un du résidu au voisinage du résultat de I’itération précédente. Pour 1’équation (3.1), on

obtient I’approximation suivante :

OR
R(¢.)+ (—) Ap=0 (3.17)
a¢ =«
ou encore
R(¢.) + T () A =0 (3.18)

Ou ¢, est la valeur de ¢ au pas n et Ag = ¢"*! — ¢,. Lorsqu’il y aura convergence, A¢

tendra vers 0 et ¢"*! tendra vers ¢,.

Un pseudo algorithme de Newton-Raphson se présente comme suit :

Algorithme de Newton-Raphson

a. Début :
Choisir une solution approchée ¢,
b. Résoudre :
Résoudre J (¢.)A¢p = —Ry,
c. Former la solution approchée :
P =+ A9
d. Convergence :

Si le critere de convergence est satisfait, arréter, sinon conti-

nuer la boucle au point 2.

A chaque itération, I’algorithme de Newton-Raphson exige 1’évaluation et I’inversion de
la matrice Jacobienne. Par contre, pour ’algorithme de résolution présenté, 1’inversion

complete de la matrice du Jacobien ne sera pas effectuée. Seule la matrice tridiagonale
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pour chacune des directions &, 7 et ( sera évaluée et inversée. Bien que I’évaluation ana-
lytique de la matrice Jacobienne soit complexe, nous allons développer chacun des termes
situés sur la bande tridiagonale dans la section suivante. Premi¢rement, le développement
des flux spatiaux sera effectué. Par la suite, le terme temporel sera traité. Finalement, 1’al-

gorithme par évaluation successive de la matrice tridiagonale sera présenté.

3.3.1 Traitement des flux spatiaux

Considérons le terme (pgj) de I’équation (2.100). En effectuant un développement en

série de Taylor de premier ordre on obtient :

o (U Fag) 1 (U

52(”7> 6s<f+a¢ ¢> f‘"<pJ>¢W* G19
of 10U _dp
éa‘fi( &¢+Ub¢> 320

La densité p considérée est implicite (au temps n + 1) et doit étre calculée par un dévelop-

pement en série de Taylor de premier ordre :

dp
p=r6)+(55) Ao (321)
8¢ =0
Dongc,
ap> { p ( 1 0 8 0 > }
<8¢ vy a? \Ar, ~ 0€ < vy G2
U
Pour 6_¢’ ona: , , ,
U 0
56 = A”a_g + A o At gz c (323)

Pour un écoulement ot il y a simultanément des régions elliptiques et hyperboliques, le

ap . . <
terme — donne une matrice pentadiagonale causée par le terme :

9¢
) U\ 8
o¢ { (An ) 9¢ A¢} 329



51

0
de I’équation (3.20). Pour préserver la matrice tridiagonale, on néglige le terme U P de

o9

I’équation (3.20). Puisque A¢ — 0 en approchant de la convergence, alors ceci ne cause

pas de probléme. On peut donc discrétiser les termes de flux spatiaux selon :

U Vv R'% - ~fj - ~V - ~W
(97>€+</’7)n+<p7)c+{85 <p7> 0y (p;) ag(p7>}A¢ (3.25)

ol p est la densité corrigée pour représenter la viscosité artificielle.

— — —
AH 8§ + Alga,, + Algac
— — —
A12 8& + A228,, + A23 (9(
— — —
A130¢ + Ag30, + As30;

avee

g> <> &
|

3.3.2 Traitement du terme temporel

On discrétise le terme (3) de I’équation (3.25) selon :

e {5 (0} (-}

(7 T N alATl — Hbl (ATl +A’7'2)

(3.26)

a) = (ATl + ATz)z
bl = AT12

0 = 0 premier ordre
avec 4

f = 1 deuxiéme ordre

A =7t -

| ATy =7"— ol

Pour un systéme de premier ordre en temps, on obtient :

(5.3 (6~ (5))
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On connait déja la valeur de p" et p"~!, donc on doit seulement linéariser le terme p*.

Par (3.22) et (3.21), on peut donc discrétiser le terme temporel par :

. " (B)n+1
(O OYR EZEY

ATch?,, + Aleac) }A¢

(3.28)

Pour les équations suivantes, 1’indice de pas de temps ()"*! sera omis pour alléger les

équations.
3.4 Equation i résoudre par des itérations de Newton-Raphson

Avec (3.28) et (3.25), chaque itération de Newton-Raphson (3.17) requiert de trouver la

solution du systéme linéaire suivant afin d’avoir la correction A¢ :
{ 5(1 + AU+ ATV, + Aan?C) }A¢
O\ <« (VY <« [.W

B ORORC))

_r
Ja2AT?

Nl

avec 0 =

3.5 Algorithme de résolution par factorisation triple

Pour résoudre 1’équation (3.29) on utilise la méthode proposée par Shankar et al. [23,
. OR . . L

27]. On peut factoriser le terme EE de I’équation (3.17) par une triple approximation de

facteurs :
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L (1+A7'1U2 ga pAlla)

o8 BogJ TO¢
d «adp 0
avec { L —<1+A7'1V57;—Ea A22577> (3.31)
o adp 6)
Le= 1+ AnW ZA
\ ( e T Bac T
(a bl(ATl'i‘ATg))
P R St k24
_ ATI
a=(1-6)+6 — (3.32)

L’équation (3.30) est résolue au plan n+ 1 en trois étapes :

Algorithme de triple factorisation

a. Etape I :

Calculer LeA¢" = R(¢,)
b. Etape 2 :

Calculer L,A¢' = A¢”
c. Etape 3 :

Calculer L;A¢ = A¢'
d. Former la solution :

¢n+1 ¢n +A¢

Les matrices L¢, L, et L sont des matrices tridiagonales. On peut discrétiser par diffé-

rence finie la matrice L par :

Le =A¢i .+ ATU; 1k (A k) —

PA1 ) PA11
(Aug)e - ( ) (Bdir i)
3 Y;
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En dérivant par différence finie les termes portant sur A¢ on obtient :

Y

B ( PAn ) <A¢z’+1,j,k - A¢i,j,k>
BAE I )ik A€

_ (&) <A¢i,j,k — A¢i—1,j,k)
J i—1,9,k A§

Finalement, en posant A{ = 1 et en factorisant les termes 7 — 1, ¢, s + 1 portant sur A¢ on

Apis1ix— A1
Le =A¢i,j,k+A7'Ui,j,k< Pir1ik — AP 1,.7,k> _

obtient les trois coefficients de la matrice tridiagonale :

AAG;_1 jk+BAG; j ) +C APy 5k (3.33)
(4 AUk 1 (?AJ)
2 BN\ J Sk

avec ﬁ B= 1—|—l PAu + Zot (3.34)
Y I )ik I )ik

O AtUije 1 (ﬁAn)
L 2 B\ T )i

3.6 Algorithme de résolution par GMRES

Nous avons remarqué que la factorisation triple est efficace pour obtenir une solution en
régime permanent. Cependant, en régime transitoire, le résidu reste relativement élevé et
le pas de temps doit &tre petit afin de conserver une bonne stabilité. Nous avons donc

implémenté une résolution par un algorithme de GMRES.
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3.6.1 Algorithme de GMRES linéaire
L’ objectif est de résoudre le syst¢me linéaire :
Jdé=-R (3.35)

La méthode GMRES fait partie des méthode de résolution par sous-espaces de Krylov,
méthodes qui cherchent la solution approchée d,, dans I’espace dg + KC,, Ol KCypy et lE
sous espace de Krylov de dimension m associé a la matrice J et au résidu initial 79 =

—R — Jég, ot &g est une estimation de la solution initiale.
K,, = span {rO,JTO,...,J’”_er} (3.36)
La solution est mise sous la forme :
d=0d00+2 (3.37)

ol z est la nouvelle inconnue appartenant au sous-espace de Krylov K,,. L’algorithme

GMRES détermine z de facon telle que la norme euclidienne du résidu soit minimisée.

m’icn l—R—J (60 +2m) |2 (3.38)

Zem

On construit via le procédé d’ Amoldi une base orthonormée v,, de ’espace de Krylov
de dimension m. Le procédé d’Amoldi est basé sur la méthode d’orthogonalisation de

Gram-Schmidt, qui peut étre présentée comme suit :
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Algorithme d’Arnoldi-Modifié

a. Début :
.. (%]
Choisir le vecteur v; = H
U1
b. Itération : Pour j=1,...,m faire
w; = Jv;
Itération : Pour i=1,...,j faire
hij = (w;,v;)
wj; =wWj; — hi’j’Ui

Fin de boucle

hiv15 = l|lw;ll2
wj

Vipy =
j+1

Rjy1;
Fin de boucle

ou vy, est le k° vecteur de la base orthogonale de I’espace de Krylov.
K = span{v1,vs,...,0m} = span{vi, Jv1,...,T" v} (3.39)

Si V,,, est la matrice de dimension N x k dont les colonnes sont les vecteurs de la base

orthonormée de I’espace de Krylov, on peut montrer que la relation suivante est satisfaite :
TV =V Hp, (3.40)

ol H,, est la matrice de Hessenberg supérieure de dimension (m + 1) X k. Si on écrit z

comme combinaison linéaire des v;, on peut déduire :
2=V, y €R™ (341)

et

o =Upy1 €, e = (||rol2,0,...,00T e R™ (3.42)
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La norme euclidienne du résidu peut &tre réécrite par :

“ - R- J((SO +zm) fla = l|ro — jzm||2
= ”Vm+le_jzm||2
= ||Vimt16 = T Vintm
[ Vinta ll2 (343)
= ”Vm+16—Vm+1Hmym“2
= ”Vm+1 (6 - Hmym) H2

= |le = HpYml2

Donc, le probléme de minimisation dans I’espace de Krylov (3.38) K,,, peut étre reformulé

comme suit :

min || = B —J (o +2m) |l = moin |l — Hmym|l2 (3.44)

ZEKm

Donc, on peut former la solution approchée par :
Om = 00+ VinYm OU Y, minimise |le — Hyym|le sur Ry, (3.45)

Un algorithme GMRES linéaire peut étre présenté comme suit :
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Algorithme de GMRES linéaire

a. Début :
Choisir g
Choisirrg = —~R—J
Choisir v, =rg = _To_
[I7oll2

b. Itération : Pour j=1,...,m faire
w; = Jv;
Itération : Pour i=1,...,j faire
hij = (wj,v;)
w; =w; — h; ;U5

Fin de boucle

i+ = llwsll2
w;

Vj+1 =
hi+14

Fin de boucle
c. Former la solution approchée :

Om = 60+ VinYm, Ol Yy, minimise ||e — Hy,ym |2,y € R™
d. Condition

Si la condition de convergence est satisfaite, arréter, sinon re-

tourner au point 2 avec §y = 0,

3.6.2 Algorithme de GMRES non-linéaire

La méthode GMRES non-linéaire est basée sur la version linéaire sans toutefois effectuer
le calcul explicite du Jacobien J. En effet, le calcul du Jacobien cofite trop cher pour
étre effectué a chaque itération de Newton. Une approximation de la matrice J servira

de matrice de préconditionnement. Comme dans 1’algorithme GMRES on a besoin de
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calculer le produit w; = Jv; celui-ci peut étre remplacé par :

j’Uj — R((So +6’Uj) — R(&o)

(3.46)
€

ou € est un nombre assez petit pouvant fournir une bonne approximation de la dérivée

directionnelle. Cette approche est aussi appelée Newton-Inexacte.

3.6.3 Algorithme GMRES préconditionné

Le préconditionnement est trés important afin d’assurer la convergence et la stabilité de la
méthode GMRES employée dans cette étude. En effet, pour la discrétisation de I’équation
du potentiel complet utilisée, nous avons remarqué que le préconditionneur n’est pas seule-
ment un artifice afin d’accélérer la convergence, mais qu’il est une condition essentielle
a la convergence de la méthode. Plusieurs préconditionneurs ont été testés, notamment
le préconditionnement par une triple factorisation et le préconditionnement par la diago-
nale de la matrice Jacobienne. Ces préconditionneurs, bien que trés rapides a calculer ne
sont pas suffisants pour arriver a faire converger la méthode GMRES adéquatement. Nous
avons donc utilisé la matrice Jacobienne calculée telle que présenté aux sections 3.3.1 et

3.3.2, sans toutefois négliger les termes qui sont situés a I’extérieur des trois diagonales
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principales. Le Jacobien peut donc étre discrétisé par :

B

Siin+11Uisn <¢z’+1,j,k g ¢i—1,j,k> Vi (¢i,j+1,k g ¢z‘,j—1,k)

Gijk+1 — Pijk—1 p
+1iWi ik 5 FAu o+l ik Div1jk — Pijk

- (L aw) . (6150 = b110) + 5 { (§A12)i+l,j,k (éurs01x— urnore)

- (Ban) _ (#ergne=dergin) + (5An) | (bssmn—dunies)

N (§A13)¢_1,j,k (@'-l’j’kﬂ - ¢i—1auk—1) H - i{ (§A12)M+Lk (¢i+1,j+1,k

~giorgnin) = (540) | (Gusrome=dimsgor) } + (§A22)M+%’k (i1
1

- ¢i,j,k) - (§A22> bk <¢z‘,j,k - ¢z‘,j—1,k> + 1 { (gAza) i (¢i,j+1,k+1

~ 1 ~
- ¢i,j+1,k—1> - (§A23> i (¢i,j—l,k+1 - ¢i,j—1,k—l) }:] - [Z{ (§A13>ijk+1
4,j—1, b

(¢i,j+1,k+l - ¢i,j—1,k+l) - (§A23) . (¢i,j+1,k—1 - ¢i,j—1,k—1) }
”’7]7’9—1

+ (§A33> el (¢i,j,k+1 - ¢i,j,k> - (§A33) bkl <¢i,j,k - ¢i,j,k_1):|

)i,j,k+1

’

(3.47)

Le préconditionnement proposé est effectué selon 1’algorithme de préconditionnement de
GMRES a droite («Right Preconditionned GMRES»). 1l s’agit de transformer le systeme

(3.35) sous la forme :

JIM*Mé=—-R (3.48)
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ol M est la matrice de préconditionnement. Celle-ci est obtenue par la factorisation in-
complete (/LUT') de la matrice Jacobienne (3.47). Ce type de préconditionnement est
relativement peu cofiteux et la matrice M ne doit pas nécessairement étre factorisée a

chaque pas de temps. Cette factorisation peut €tre effectuée selon I’algorithme :

Algorithme de facorisation ILUT
a. Itération : Pour i=1,...,n faire

2. Itération : Pour k=1,...,i — 1 faire

M, = ik
ik = 77
kk

Condition : Si || M, x|| n’est pas trop petit

3. [Itération : Pour j=k+1,...,n faire
M, ; = M, ; — M; My,
Fin de boucle

Fin de condition

Fin de boucle
Appliquer la condition de délestage a la ligne M; ,

Fin de boucle

On peut finalement redéfinir 1’algorithme de GMRES pour un probléme non-linéaire et en

ajoutant un péconditionnement 2 droite.



Algorithme de GMRES non-linéaire préconditionné a droite

a. Début :
Choisir 6
Choisir g = —R(dg)
Choisir v; =79 = — 2
lIToll2
b. Itération : Pour j=1,...,m faire

— M.
zj=M;"v;

_ R(0o+e€z;) — R(do)

’LUj—

€

Itération : Pour i=1,...,j faire
hij = (wj,v)

w; = w; — h; ju;

Fin de boucle

hjvis = |lw;llz
w;

Uj41 =
hjt1,

Fin de boucle
c. Former la solution approchée :

Om =00+ M™1Z, Y, O yy, minimise |le — Hyyymll2,y € R™
d. Condition

Si la condition de convergence est satisfaite, arréter, sinon re-

tourner au point 2 avec dy = 0,

La perturbation € peut €tre calculée par :

10-3

12

N

62

(3.49)
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3.7 Terme de densité biaisée

Tel que démontré a la section 2.4, page 22, un écoulement transsonique est caractérisé par
la coexistence de régions elliptiques et hyperboliques. L’onde de choc servant de frontiére
entre ces différentes régions doit étre bien modélisée. Ainsi, sa position et son intensité

sont des facteurs déterminants afin d’obtenir une solution précise.

Une particule de fluide passant au travers de I’onde de choc subit une réduction de vitesse,
donc son énergie cinétique se transforme en énergie interne qui se manifeste en fait par
un changement d’entropie. Le schéma numérique pour une formulation potentielle doit
étre modifié afin de bien reproduire ce phénomene. De plus, tel que spécifié a la section
2.3, page 20, pour une formulation isentropique, cette modification doit étre en mesure

d’enlever la présence d’ondes d’expansion.

De nombreuses méthodes ont été développées afin de représenter ce phénomene [8, 43,
11). Hafez, Osher, Whitlow [44] ont proposé de modifier artificiellement la densité des
zones supersoniques en biaisant le flux directionnellement. Cette méthode est utilisée dans
ce travail puisqu’elle ne requiert aucune constante additionnelle devant étre explicitée se-

lon la nature de 1’écoulement [45].

Selon cette formulation, la densité g doit étre corigée selon :

. 1 U, &« V., & W, « _
p=p—a((aAfaﬁaAnaﬁaAC@c) (pq) ) (3.50)

ouQ=vU2+Vi4+W?

of (pg)” = pg—pgq pourqg>g
(pg)” = 0 pour ¢ < §

(3.51)
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Les variables § et p sont respectivement la vitesse et la densité pour un écoulement sonique

et peuvent étre calculées selon :

—_— 1
~2 — (7+ 12) M2 (1 - (’7 - 1)M30 <¢‘r +€t¢§ +77t¢7; +Ct¢ — 5)) (352)

p=(qMw)™" (3.53)
Pour un écoulement en régime permanent, p et § sont constantes.

3.8 Correction non-isentropique

A la section 2.1.5 page 13, nous avons posé I’ hypothese d’un écoulement isentropique ir-
rotationnel. Le théoréme de Crocco démontre que pour un écoulement non-visqueux avec
une enthalpie totale constante, la vorticité est produite en fonction du gradient d’entro-
pie normale aux lignes de courant [30]. Donc, un écoulement non-visqueux sans présence
d’ondes de choc est en effet isentropique et sa vorticité est nulle. Par contre, lorsqu’il y
a présence d’ondes de choc, nous avons démontré 2 la section 2.3, page 20 que si son
intensité est élevée, le traitement de 1’entropie et de la vorticité deviennent des facteurs

importants afin d’obtenir une solution de qualité.

Plusieurs méthodes de correction d’entropie et de vorticité ont été€ proposées afin d’amé-
liorer la solution lorsque 1’onde de choc est de forte intensité [46, 47, 48, 49]. Klopfer et
Nixon [50] ont démontré que si deux des trois équations de conservation sont satisfaites et
que I’entropie est donnée par une équation de la forme de (3.54), alors le saut donné par
la relation de Rankine-Hugoniot est exactement obtenu. De plus, la troisieme équation de

conservation sera satisfaite.

P As P2/P1
= e = _— _ ———— _4
= 7 =e () = 59
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Par les relations de Rankine-Hugoniot, le ratio de densité et de pression a travers une onde

de choc peut étre donné en fonction du nombre de Mach a 1’aval par :

Py =2’)’M12—(’Y—1)

o 3.55
pr _ (yt1) M
72 _ (3.56)
pr 2+ (y-1) M}

Par ces relations et (3.54), on peut trouver le facteur K :
2 _ . -1 Al? 2 Y
y+1 (v+1) M}

1.05

1.04

N
5
o
2
1.02 /
/
1.01 /////
1 // : ;
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6

Nombre de Mach de I’onde de choc

Figure 13 Variation du facteur K en fonction du nombre de Mach de 1’onde de choc

On peut observer a la figure 13 que le facteur K est de tres faible amplitude. Pour un

choc dont la vitesse amont est de Mach 1.3, on trouve un facteur d’environ 1.008. Ceci
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correspond a la correction non-isentropique pour rectifier I’erreur de 5% qu’on a obtenu 2

la section 2.3 pour cette intensité de choc.

Pour obtenir I’équation du potentiel complet non-isentropique, nous devons modifier la

relation sur p. L’équation d’énergie adimensionnelle (2.1.6, page 16) peut étre donnée

par:
P -1 -1
ST ML+ oML (y = 1) =1+ 5= M, (3.58)
. P ;
En substituant (3.54) pour ;, on obtient :
-1 -1
P+ ML +oa M, (v=1) =1+ LM, (3.59)
Et finalement,
1 ==
l—lé—Mgo(20¢t+q2_l) ’ 1
p= =p; K 71 (3.60)

K

ou p; est la densité isentropique. En substituant cette équation dans (2.62) pour un choc

unidimensionnel, on obtient :

1 1

-1 = -1 -
l—ryTMgo(20'¢t+u%—1) 1—VTMO2°(20'¢t+Ug—1) o
Kl Uy = K2 U
3.61)
Ky
En résolvant —:
Il resolvant pour Kl
V1= o 2_1
K, U L - 2 oo( a¢t+u2_ )
=== £ (3.62)
vl 1= LM (2060 +ud - 1)

2
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Par la relation de Prandtl :

wuy = @’ (3.63)
ol a est la vitesse du son. Celle-ci peut étre trouvée en modifiant 1’équation (3.58) par :

e 24 (y—1)M?2
2 _ oo
a“ = ('7+1)M020 =7 (3.64)

A )
Avec ug = —, K; =1 et Ky = K, on obtient :
U

2
12 (20—¢>t+ (5) - 1)
A v—1 2 (751

1-— TMfo(2a¢t+u%—1)

(3.65)

On peut calculer le facteur de modification non-isentropique en suivant la procédure telle

que spécifiée dans [51] :

e Déterminer la position de I’onde de choc;
e Calculer la vitesse en amont u; ;

e Calculer K par (3.65).

On doit noter que K est constant sur les lignes de courant et change seulement a travers une
onde de choc. Puisqu’on utilise un maillage pratiquement conforme aux lignes de courant
dans la région pres de I’aile et que c’est dans cette région que K a le plus d’influence, on
peut considérer le maillage comme étant une approximation acceptable de la position des

lignes de courants. Pour appliquer K, on peut modifier I’équation (3.50) par :

1 1 U e V
p=p; K 71—~ —AE0: + —
p=p q(( §0¢ 0

— W _
. Ml + AT ) (o)) (66)

Q
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De plus, on doit calculer la pression adimensionnelle par :

P=p K (3.67)

3.9 Conditions aux frontiéres

La plupart des conditions aux frontieéres sont appliquées séparément de la résolution du
systeme matriciel. Par contre, la condition sur I’aile peut s’appliquer directement a I’in-
térieur du systéme d’équations. Puisque la vitesse contravariante W est orthogonale sur
I’aile, on doit étre en mesure d’imposer W = 0. Pour £ = K un point sur la surface de

I’aile, on peut écrire :

()= (7)) ea = (5) 1 =2(5)
— | — =[— - — ~2| — (3.68)
aC\ J 05K J i,j,K+% J i.j,K—% J i,j,K+1

W = (G + A3 + Az, + A33¢C)i,j,K =0 (3.69)

et

Avec ces deux relations, 1’équation (3.30) peut €tre réécrite pour les noeuds sur I’aile :
LI L2 A¢ = R (¢,) (3.70)

avec L? = L¢, L) = Ly et

2 ﬁA33
L2=1—B< ¥ ac)' 1 (3.71)

et
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Pour une aile générant de la portance, il y aura au bord de fuite une différence entre les
potentiel supérieur ¢, et inférieur ¢;. Cette différence de potentiel est en fait la circulation
" et doit étre traitée avec soin afin d’avoir une bonne distribution de pression sur I’aile.
On doit faire appel a la condition de Kutta afin de bien résoudre celle-ci. La condition
de Kutta stipule qu’un écoulement en régime permanent autour d’une aile 2 un angle
d’attaque donné adopte une valeur particuliére de la circulation qui donne un écoulement
uniforme au bord de fuite. Donc la condition de Kutta prescrit une pression continue au
bord de fuite. De plus, les vitesses V,, et V; sont égales en amplitude et en direction dans
le cas ou le bord de fuite est a angle aigu. Finalement, pour un bord de fuite & angle fini,

celui-ci est un point de stagnation v,, = v, = 0.

Pour I’équation du potentiel, on peut appliquer la condition de Kutta dans le sillage de

I’aile en forgant la continuité de la pression entre P, et P :

pL=p] (3.73)
et L
={1= 7—__1M2 2 71
p= 5 M, (204, +¢*—1) (3.74)
Donc,
20(pu)e+(qu)* = 20(¢1)e +(21)* (375)
On peut développer le terme q :
20(u)e + (6u)3 + (6u); + (Du)? = 20(¢1)e + (91)2 + ()2 +(¢1)2 (3.76)

La vitesse normale au sillage est égale (¢, )2 = (¢, )2 alors on peut simplifier :

20(pu)e + (du)2 + (du); = 20(d0)e + (81)2 + (01)2 (3.77)
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On peut réécrire cette équation par :

20 ((9u)i— (80):) + (63— (@)% +(9)2 — (91); = 0 (3:78)

Ce qui peut étre développé par :

o(6u= 1), + 5 (@t 0)2) (=) +5((@y+(60,) (a-8) =0 B9

Par la définition de la circulation :

I'=du—¢ (3.80)

on trouve :

1

oTe+ 3 (($0)a+ (80 )Te+ 5 () + (84) Ty =0 (3.81)

1 . . el
Le terme 5 ((qﬁu)w + (d)l)w) représente la moyenne de la vitesse des sillages inférieur et
supérieur. Si le maillage du sillage est aligné avec la coordonnée z, cette moyenne peut
étre remplacée par :

Usvg = % (v+u) (3.82)

On doit noter qu’on devrait déplacer le sillage en fonction de la position de
W (z,y,z,t) = 0. Nous avons par contre observé que 1’alignement du sillage avec 1’axe
x a donné des résultats satisfaisants. La condition de Kutta peut donc €tre réécrite selon la
base covariante par :

O'Ft + Uang‘g + Vangn =0 (383)

On peut résoudre cette équation par différence finie en remplagant respectivement O et 0,

—
par des différences finies en amont J . et centrale 0;. On peut linéariser I’équation par :

(1+Ar0" + ArV76,) AT = —A7 (U8 +V"6,) T+ ATUPAT, ., (3.84)
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On trouve I'"*! = '™ + AT en résolvant un systéme tridiagonal dans la direction 5 pour
chacun des £ = constant. Afin de stabiliser et de conserver la symétrie, la correction de '

sur le potentiel situé dans le sillage (k = K) est implémentée par :

_ Dinaui K+ Pinguriik _ Lij

Pour le sillage du bas : ¢;,__ j x

e rt T (3.85)
Pour le sillage du haut : ¢, ; x = —2e2& 5 UL %

On peut implémenter cette condition directement dans le calcul de 1I’approximation triple.
En effet lorsque A¢' est trouvé, on peut diviser la résolution du systeme tridiagonal L
en deux sous-domaines. Le premier domaine inclura tout le bloc au dessus de 1’aile (2 au
dessus de I’aile V j, k) et le deuxie¢me sous-domaine sera constitué du bloc restant. Lors
de la résolution du systeme tridiagonal du premier sous-domaine, on trouve I' qui pourra
étre appliqué directement comme condition lors de la résolution du deuxi¢éme systéme
tridiagonal. Pour la résolution par la méthode de GMRES, on peut calculer et appliquer

dans le sillage cette condition pour chacune des directions de Krylov.

Pour un écoulement en régime permanent sans portance, la frontiere extérieure est fixée
a ¢ = 2. S’il y a génération de portance, la valeur du potentiel sur la frontieére extérieure

doit étre corrigée en utilisant la solution du vortex compressible [26] selon :
Poo = TCOSCX+ ZSINCY (3.86)
ou « est I’angle d’incidence de I’écoulement libre. La correction doit étre appliquée par :

r
¢=¢oo+—tan_l( 1—M§of) (3.87)
2w T

La pente — est différente selon la position sur la frontiére extérieure et sur les sorties
x
inférieure/supérieure. Pour le calcul en régime transitoire, la valeur de I" sur la frontiére

doit rester constante et est donnée par la solution initiale [52]. De plus, la densité est
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imposée selon :

Poo = 1 (3.88)

3.10 Calcul parallele

Un code aéroélastique en potentiel complet est environ un ordre de grandeur plus rapide
qu’un code en Euler. Donc en théorie, pour obtenir une solution en Euler dans le méme
ordre de temps qu’un code potentiel, il faudrait distribuer le calcul sur environ dix pro-
cesseurs. Puisque le calcul distribué est trés présent pour ce genre d’application, il est
préférable d’utiliser un algorithme par sous-domaines afin de conserver I’avantage d’une
formulation en potentiel complet. De plus, les récentes tendances des fabricants de pro-
cesseurs de mettre plusieurs coeurs (core) par processeurs obligent les programmeurs a

ajouter le parallélisme a leur code afin d’utiliser ces processeurs efficacement.

Le code FP est donc organisé de facon a séparer le probléme en plusieurs sous-domaines
qui seront calculés en parallele. Les communications entre ces sous-domaines seront effec-
tuées grice a la bibliotheque MPI (Message Passing Interface). Puisque I’obtention d’une
solution en régime permanent ne requiert pas suffisamment de temps (généralement dans
I’ordre de 2-3 minutes pour un maillage de 225k noeuds) pour nécessiter 1’implémenta-
tion d’un algorithme par sous-domaines, seul le solveur en régime transitoire utilisant la

méthode GMRES est parallélisé.

3.10.1 Décomposition du domaine

Il est assez simple de diviser un maillage structuré en plusieurs sous-domaines. Par contre,
afin de diminuer Ia taille des communications, il est préférable de faire cette division dans
la direction (£, 7, () ayant le plus grand nombre de noeuds. Pour un maillage en «C» tel
que montré a la figure 9 (page 34), cette direction est £. Pour s taches, on peut séparer la
direction £ en s sous domaines. Lorsque le nombre de noeuds dans la direction & est infé-

rieur a la moitié du nombre de noeuds dans la direction (, on pourra ajouter une couche
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de sous-domaines dans la direction . Dans ce cas, le nombre de sous-domaines doit étre

un nombre pair (figure 14). La plupart des codes aéroélastiques divisent le probléme en

]
1
14 15 16
13
5 6 7 8
4
3 2 1
12
11 10 9

Figure 14  Division du domaine en sous-domaines

plusieurs familles (famille fluide, famille structure et famille maillage). Pour éviter la com-
munication du nouveau maillage & chaque pas de temps et puisque la résolution structurale
est tres rapide, le code FP utilise une approche sans famille [53]. Ainsi, chacun des sous-
domaines calcule le fluide et le maillage & chaque pas de temps, alors que le sous-domaine

principal doit en plus effectuer le calcul structural.

3.10.2 Algorithme par sous-domaines

En 1870, Schwarz [54] a proposé de diviser le domaine {2 en plusieurs sous-domaines
{,Q,...,9,}. La procédure consiste a parcourir les sous-domaines §2; et de résoudre
les systémes locaux en utilisant le résidu global. La solution est mise a jour a la fin de la

boucle sur tous les domaines. Cette méthode est appelée Schwarz additive.
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Soit un domaine §2, la procédure consiste a diviser ce domaine en s sous-domaines §2;. Les
frontieres internes des différents sous-domaines sont notées par I';;, qui est la fronticre

interne au sous-domaine (2; avec le sous-domaine 2.

Un pseudo algorithme de la méthode Schwarz additive se présente comme suit :

Algorithme de la méthode Schwarz additive

1 Convergence :

Répéter jusqu’a satisfaction du critere de convergence :

Itération : Pouri =1,..., s faire
Résoudre §; dans (; par §; = RT A;7'R; (b— Au)
Fin de boucle

Mettre a jour les valeurs de u sur I';; Vj

s
Unouvean = U+ Zizl 51

Pour plus de détails sur la méthode voir les références [53, 55].

Cette méthode est utilisée pour le code FP. Le chevauchement (figure 15) requis afin d’ob-
tenir une bonne convergence et surtout afin de permettre de décentrer la différentiation
pour les noeuds supersoniques doit étre de deux noeuds en plus du noeud partagé a la fron-
tiere I" des deux domaines. Ceci est pénalisant en terme de communication et le «speedup»
est diminué puisque le nombre de degrés de liberté du domaine global augmente. Le pour-
centage d’augmentation dans le cas ol une seule couche de sous-domaines est présente
dans la direction ¢ est donné par :

5% (s—1)

x 100% (3.89)
nx

ou nx est le nombre de noeud en z. Donc le nombre de noeuds en z sera un facteur im-
portant lors du calcul des courbes de «speedup» et d’efficacité. Plus ce nombre de noeuds

sera grand, plus les courbes réelles seront pres des courbes idéales (figure 16).
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Figure 15 Domaine divisé en quatre sous-domaines avec chevauchement
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Figure 16  Efficacité prévue



CHAPITRE 4

COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE

L’ aéroélasticité est définie par I’interaction mutuelle entre les forces d’inertie, les forces
élastiques et les forces aérodynamiques agissant sur des structures exposées a un écou-
lement. Pour arriver a réaliser un calcul numérique en aéroélasticité, nous devons cou-
pler la résolution d’une structure (CSD) et la résolution d’un écoulement (CFD). On peut
généralement classer en deux catégories les approches pour résoudre les problemes aéro-

élastiques : couplage fort et couplage faible (fully or loosely coupled).

Le couplage fort exige la résolution du systeme CFD et CSD en simultané, ce qui rend
nécessaire la reformulation des équations de chaque discipline. Le systeme matriciel ré-
sultant de la discrétisation de la combinaison des deux domaines est généralement com-
plexe a résoudre. En effet, le systéme structural est physiquement beaucoup plus raide que
le systeme fluide et les matrices associées aux structures sont une ordre de grandeur plus
raides que celles associées au fluide [56]. Donc la résolution du couplage fort ne présente

pas réellement d’avantages par rapport a la résolution d’un couplage faible.

Le couplage faible ou intégré est réalisé en joignant un code CFD et CSD dans un seul et
méme code et en ajoutant un interface entre ces codes. Bien que les codes soient intégrés,
les équations de CFD et de CSD ne sont pas modifiées et elles sont résolues comme un

systeme. Cette dernicre approche sera préconisée dans ce travail.

Dans cette section, nous allons en premier lieu présenter le modele structural utilisé€ pour
représenter la géométrie de ’aile. En deuxieme lieu, nous allons formuler la méthode de
résolution structurale. Nous allons en troisieme lieu développer la méthode de couplage
entre les codes CFD et CSD. Et finalement, nous analyserons en détails 1a méthode de
déformation de maillage nécessaire afin d’obtenir la géométrie de 1’aile & chaque pas de

temps.
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4,1 Modeéle structural

Les représentations en éléments finis de la géométrie structurale peuvent étre classées par

ordre décroissant de complexité géométrique :

e Représentation complete détaillée ;

o Représentation par une aile-boite (wing-box) ;
e Représentation par des plaques et des coques ;
e Représentation par des poutres.

Pour une aile ayant un ratio envergure/surface élevé, il est possible de représenter celle-
ci par un élément poutre. Les charges et les moments sont répartis sur la poutre et les
déflexions, rotations et flexions sont calculées pour &tre transférées sur I’aile.

Plusieurs ailes peuvent étre représentées par des éléments plaques et coques. Les ailes
d’avions de chasse en sont un bon exemple. Les ailes testées en soufflerie sont souvent
fabriquées en bois et puisqu’elles sont pleines, on peut facilement utiliser des plaques et
des coques pour les modéliser.

L’ approche aile-boite peut représenter la plupart des ailes d’avions commerciaux. On peut
modéliser I’aile par différents éléments poutres et coques.

Finalement, un modele en éléments finis complet peut représenter toutes sortes d’ailes.

Puisque nous allons valider le code aéroélastique avec des résultats obtenus expérimen-
talement en soufflerie sur une aile pleine en bois (aile Agard 445.6 [57]), la structure sera

modélisée par un élément coque.

4.2 Résolution structurale

La résolution structurale peut €tre directe ou par superposition modale. La méthode directe
est efficace lorsque le probléme est non linéaire ou si le contenu fréquentiel des forces
d’excitation exige la prise en charge d’un nombre élevé de modes propres. Dans le cas

contraire, la superposition modale est plus efficace si le systéme est linéaire et que les
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Figure 17 Représentation aile-boite

modes propres fondamentaux de la structure sont dominants dans la réponse dynamique
pour un cas ou seuls les premiers modes sont susceptibles d’étre excités. Dans ce cas,
la superposition modale donne des résultats précis proportionnels au nombre de modes

utilisés et elle requiert une puissance de calcul minimale.

Le régime forcé d’une structure est régi par le systeme matriciel des équations du mouve-

ment ainsi que par les conditions initiales :

M §(t)+D ¢(t) + K g(t) = r(t)

q(0) = qo @1

4(0) = do
ot G(t), 4(t) et g(t) sont respectivement les vecteurs d’accélération, de vitesse et de dépla-
cement de la structure et r(t) est le vecteur de force appliqué sur la structure. Les va-
riables M, D et K désignent les matrices spatiales symétriques et définies positives de

masse, d’amortissement et de rigidité. La matrice d’amortissement peut étre définie par un

frottement dit proportionnel (amortissement de Rayleigh) :

D=aoM+pK 4.2)
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ol o =1,/p et B = n. Les constantes 7, et 7, sont les coefficients d’amortissement vis-
queux et p est la masse volumique du solide. En utilisant le changement de variable sui-

vant :

q(t) = z1(t)Po1 + 22(t)Po2 + - . . + 2o (t) Pon = Poz(t) 4.3)

ol z={z1,22,...,2n }T représente le vecteur des n coordonnées modales et Py = [po1, Po2,
..., Pon| est la matrice (n x n) des modes propres. Ces variables sont dans notre cas ob-
tenues 2 1’aide d’un logiciel commercial d’éléments finis. Et en admettant que la mul-
tiplication de cette équation par P} diagonalise simultanément les matrices de masse,

d’amortissement et de rigidité, on trouve avec les propriétés d’ orthonormalité [58] :

Zi(o) = p&- M qo
2(0) = po; M go (4.4)
Zz (t) = S0; (t) — 277iw0izi(t) — wgiz,- (t)

w; et 7; sont respectivement la fréquence naturelle et I’amortissement du 7° mode et s¢;(t) =

Plr(t) est le vecteur des forces modales appliquées 2 la structure. Pour intégrer dans le

temps cette équation, I’algorithme de Newmark sera utilisé.



Algorithme de Newmark

1 Incrémentation temporelle ¢y = £x_1) + At
2 Calcul des facteurs de participation modale a I’excitation
S(()z)_pOz ( )(k) (7::1,2,3...,]))

3 Détermination des coordonnées modales
9 = BAE ‘
1+ 2niwoi YAt + wi, BAL2

<8&)+2mw0i (ﬁlt A7+ (g 1) CARReE

¥ -0\, 1 (1
(55-1) e )+

431 4 (% —,8> Atéi(k—l))) (1=1,2,3...,p)

4 Détermination des vitesses modales

A (e
+ (1— %) AtEFY (1=1,2,3...,p)

5 Détermination des accélérations modales

PO, ((k) (k—l))_ v k-1
“ T A \s A BAL

1
+(1 2ﬁ)z(k D (=1,2,3...,p)

6 Evaluation par synthese modale des rotations et déplace-

ments globaux, ainsi que des vitesses et accélérations corres-
pondantes

k
q(t(k)) = z_1 pOz z( )

. k
q(t(k)) = z._lp0'L z( )

. k
q(t(k)) = 1—1 pOz z( )

Pour rester dans la zone inconditionnellement stable de 1’algorithme de Newmark les pa-

rametres vy et 3 sont définis par :

v=1/2

B> (v+1/2)% /4
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Pour avoir la régle de base des trapezes (aussi appelée méthode de I’ accélération moyenne),

on prend v = 1/2 et 5 = 1/4. Les équations cinématiques sont alors données par :

_ Ty, 1 .
R R (zf’“ ”+z'§’c))

: @.5)
R e (25’“‘” + z,F’“))

Ces relations montrent que le modéle repose sur une valeur moyenne de 1’accélération

modale dans intervalle (¢*~1, %) :

5 450

i) = 21—

th=D) < fF (4.6)

4.3 Interface fluide-structure

Lorsque I’interface entre le maillage structure et le maillage fluide est identique (chacun
des noeuds sur la surface fluide a un équivalent & la méme position sur la surface structure),
le transfert des pressions et des déplacements est une opération triviale. Cependant, on
utilise généralement des maillages distincts pour le fluide et la structure pour permettre
I'utilisation d’éléments différents pour le fluide et la structure (triangles, quadrangles, ...)
en plus de permettre I’utilisation d’un maillage raffiné différemment. Par conséquent, les

problémes suivants doivent étre adressés :

e Les noeuds fluides de I’interface doivent étre localisés dans le maillage de la struc-

ture et vice-versa;

o I es discrétisations a I’interface fluide-structure ne coincident pas, donc elles doivent

étre couplées.

Pour localiser les noeuds aux interfaces, on peut utiliser 1’algorithme défini dans [59]. Pour
un noeud p; ayant les coordonnées x,,, on peut trouver s’il appartient a 1’élément Q)

en trouvant les fonctions de formes Ny, associées a p; en fonction des n points bornant
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Structure ['g

.
aet”
ae®

. o
.....
. - -
-------

.
. .
- .
» -®

.
.
.

Fluide 'y

Figure 18 Interfaces non-correspondantes

Iélément QL) par:

Xp, = »_NiXs, (4.7)
k

Avec pour condition :

Xn:Nk =1 (4.8)
k

On trouve que le point p; apartient a 1’élément Qge) Si:

min(Ng,1-N;) >0, Vk 4.9)
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Figure 19  Projection des noeuds fluide

Algorithme de localisation des noeuds
1 Itération : Pour i=1, nombre de noeuds fluide sur I'r faire

2 Itération : Pour j=1, nombre d’éléments de structure
0 € T's faire
Détermination de la coordonnée naturelle Xp; € Qge) du
noeud fluide p; sur P’élément structural Q2 o sur sa
projection
Evaluer Ni(xp,)
Condition : Si la condition (4.9) est satisfaite, coupler le
noeud ¢ a I’élément 7

Fin de boucle

Fin de boucle

Pour un élément quadrangle, on doit diviser 1’élément en deux triangles pour localiser et
coupler les interfaces. Cette localisation est effectuée une seule fois a Iinitialisation du
calcul et les fonctions d’interpolations sont sauvegardées pour le partage d’informations

entre les deux interfaces.
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Un algorithme est présenté dans [60] pour transférer les charges induites par le fluide sur la
structure. Cet algorithme conserve 1’énergie totale et la quantité de mouvement transférées

entre les deux interfaces. On peut trouver le flux de pression numérique par :

&y =/P —(P-A) Dy ds (4.10)

La pression dimensionnelle est donnée par :

_ 2qP*  2qp]K
CyMEL o yME

P (4.11)

oll g est la pression dynamique. Cette pression est calculée au centre des éléments sur I'g.
Puisque ces éléments peuvent étre situés sur une surface bilinéaire, la normale n’est pas
nécessairement égale en tout point p; de la surface. On doit alors calculer la normale et la

surface de I’élément par une intégration de Gauss-Legendre.
$e=3 -, (P . ﬁ(&m,)) D (g,-,nj) detJ (&, 1;) (4.12)
i,j

oll o; et o; sont les poids de Gauss-Legendre, &; et 7; sont les points d’intégration et les

fonctions d’interpolations sont :

Dy = %(1 +&)(1+n) (4.13)
D, = %(1~€)(1+n) (4.14)
Dy = (1-)(1-1) 4.15)
Dy=3(1+)(1-1) @.16)
La normale est définie par : o
L 4.17)

lld1 ® @y



Figure 20  Surface bilinéaire

avec

[y os\ o f0z by 0
R CR: * " \on o’ an

4 4 4
$=ZDi$z’ y:ZDiyi Z:ZDizi
i=1 i=1 i=1

Le déterminant du Jacobien est trouvé par :

et

detd = |G ® @||

La force sur les noeuds des éléments structure de ['s peut étre trouvée par :

J=is

fo=>_ &;Ni(x;)

j=1
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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4.3.1 Pistage de I’interface fluide

Le pistage de I’interface fluide I'r doit étre ajouté afin que I'r suive exactement I’interface
de la structure ['s. La géométrie de la structure étant représentée par un élément coque, ses
noeuds sont situés uniquement sur la surface médiane. Il n’y a donc aucun contact entre
les éléments structuraux et les noeuds fluides. Puisque la coque satisfait les hypotheses de
Reissner-Midlin, celle-ci reste planaire lors du mouvement de la structure et la distance
séparant le noeud fluide p; de I’élément structure Qée) reste constante [61]. La distance

entre un noeud fluide et son élément structural associé est calculée par :

d_;’i = ﬁj ’ (XFPi - Xm) (4.22)

ol 7i; est la normale de I’élément structure concerné, X, est la position du noeud fluide
pi et x,_est sa projection sur Qge). La nouvelle position d’un noeud fluide p; est obtenue

apres la superposition modale par :

(4.23)

n
1 €l's

ol xg, est la position de la structure et n est le nombre de noeud de I’é1ément structure

Qée). La position du noeud p; sur I'r est finalement trouvée par :

XE p; = X, + Sep; @ dy, + i, (4.24)

Skp, = » N Ss, (4.25)
k=1

€Ts

ou Sg, est le vecteur rotation dont les composantes sont les rotations de la fibre moyenne

obtenues par la superposition modale des moments.
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SFPi ® J i Di
FF ‘ pri

-

d;

FS Xy

Figure 21  Détail de la projection des noeuds fluide

D’autre part, les moments du noeud p; sont trouvés par :

(4.26)

Ces moments sont transférés a la structure par la méme procédure que pour les forces

(4.21).

4.4 Couplage fluide-structure

L’ algorithme de couplage entre les codes CFD et CSD a un impact significatif sur la qua-
lit€ de la solution ainsi que sur la rapidité de I’analyse. Trois facteurs sont importants a
considérer pour diminuer I’erreur lors de la transmission de 1’énergie et de la quantité de

mouvement entre les deux interfaces :
o La discrétisation du mouvement du maillage ;
e La prédiction du mouvement de la structure ;

e La détermination du champ de pression transmis a la structure.

4.4.1 Algorithme CSS

I’ algorithme le plus utilisé est appelé CSS (Conventional Serial Staggered) [62]. Celui-ci

peut étre utilisé tel que représenté a la figure 22 et résumé par :
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n+1
Xs

Figure 22  Algorithme CSS

Algorithme de couplage CSS

a. Transmettre le déplacement structural au fluide xp ' = x3 et
déformer 1’interface I'r pour avoir la méme position que I's.

La vitesse du maillage est donnée par :
n+4+1 n
Xp X
Atg
b. Intégrer dans le temps le systéme fluide de " a "+ =" +

At]: ou AtF = Ats.

Xp =

c. Transférer la pression Pyt! = (P#™ + B?)/2  la structure

et trouver la force correspondante ;

d. Intégrer dans le temps le systeéme structural de " 2 "1 =

" + Atg.

Par les relations cinématiques données par la méthode de Newmark (4.5) avec la regle
de base des trapézes, on peut vérifier si la méthode CSS respecte les deux équations de

continuité sur I’interface ['r/s :

X;:z+1 — xgz+1
4.27)
en+l __ sn+tl

Xp  =Xg
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Les coordonnées de la structure sont données par la relation :

Iag (8 +%g*) (4.28)

xptl —x§‘+At)'c7sl+4

Avec Xp = Xg, on peut trouver la vitesse du maillage a !’interface par :

n xn-}-l __xn n+1 +x
xF+1 — =S N S _ 5 S (4.29)

En substituant (4.28) dans (4.29), on trouve :
X = X% +37 L At (%2 +xet) (4.30)

Qui n’est pas égale a la vitesse donnée a la relation (4.5) :

et = x5+ = 5 L At (%8 +xg™) (4.31)
Alors, si on respecte x"+ = x{%“Ll et que (4.29) est utilisé afin de calculer la vitesse de

la grille, on trouve que xs+1 # %P+, Les deux équations de continuité ne sont donc pas

simultanément respectées sur I’interface 'g/s.

Afin de respecter les deux équations de continuité, il suffit de redéfinir la vitesse de la

grille par la relation de récurence :

n+1 +XF X?-H —X? X§L+1 Xg (432)
2 At At
n+1 —xn
Xt =2 (—At—i> —xn (4.33)

Cependant, cette définition de la vitesse de la grille viole la GCL. On peut aussi diminuer

Ierreur de troncature sur I’énergie et conserver la continuité du mouvement sur I'g/s. On
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peut remplacer la derniere parenthese de 1’équation (4.28) par :

en+1 on

Ko+ 4 %2 = 2 (———XS — ) (4.34)

Dans ce cas on peut conserver le mouvement et la position de la structure est donnée par :
n+l __ n A (%) 1 A en+1 on
gt = x5+ At kg + S At (xg* —%3) (4.35)

Pour cette variante, I’énergie transmise est de troisiéme ordre [62]. Nous pouvons aussi
en itérant les étapes 1 a 4 de I’algorithme (nous avons remarqué que deux itérations sont
normalement suffisantes) reproduire un algorithme prédicteur-correcteur. Dans ce cas, I’al-
gorithme est identique a la résolution d’un couplage fort [63]. Cependant, le temps total
requis pour le calcul aéroélastique est pratiquement doublé. Cette variante de 1’algorithme

CSS sera priviligié dans ce mémoire.

4.4.2 Algorithme ISS

L’algorithme ISS (Improved Serial Staggered) [64] a été développé dans le but de pal-
lier aux lacunes de I’algorithme CSS. L’algorithme est basé sur un schéma saute-mouton
(«leap-frog») oil le domaine fluide est calculé aux pas de temps intermédiaires (... 2
" +1/2 ¢n+3/2 ) et le domaine structure est calculé aux pas de temps complets (..., "1,

"¢t ..). Celui-ci peut étre utilisé tel que représenté  la figure 23 et résumé par :
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Algorithme de couplage ISS

a. Transmettre la prédiction du déplacement structural 3 ¢*+1/2
au fluide et déformer ’interface ['r pour avoir la position
qu’aurait ['s s’il était déplacé selon cette prédiction :
x§+1/2p =X+ %xg ;

b. Intégrer dans le temps le systéme fluide de t*~1/2 4 ¢"+1/2 =
"2 4 Atp o At = Als ;

c. Transférer la pression PP = (Pr/2 4 pr=/2y_prala
structure et trouver la force correspondante ;

d. Intégrer dans le temps le systéme structural de " & "1 =

t" + Ats.

xsn @ xsn+1

Figure 23  Algorithme ISS

En prenant PptY/? = (Pn—1/2 4 prt1/2) /9 et PP+ = 2P/ _ PP Ja continuité du mou-

vement est conservée a I'interface I'r/s et I’énergie transmise est du troisieéme ordre.
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4.5 Déformation de maillage

Plusieurs méthodes ont été développées afin de régénérer un maillage déformé. Nous pou-
vons séparer ces méthodes en deux classes : les méthodes itératives et les méthodes algé-
briques. Les méthodes itératives, telles la résolution d’une équation elliptique ou encore
I’analogie des ressorts sont des méthodes trés robustes. Par contre, le temps de calcul re-
quis pour arriver a résoudre ce type de méthodes rend la régénération et la déformation de
maillage inefficaces pour un maillage structuré. Une méthode algébrique robuste est plus

efficace en temps de calcul et est généralement simple a implémenter.

La plupart des méthodes algébriques de régénération et de déformation de maillage struc-
turé sont basées sur la méthode de I’interpolation transfinie (TFI) [65]. Cette méthode est
trés robuste lorsqu’elle est employée avec des fonctions de propagations bien définies.
L’ algorithme de Jones et Samareh [66] utilise les fonctions de propagations basées sur la

longueur d’arc proposée par Soni [67].

On peut effectuer la propagation par cet algorithme en quatre étapes :
e Paramétriser les noeuds du maillage basé sur la longueur d’arc,
e Calculer la déformation des segments et des surfaces bornant le domaine,
e Appliquer la propagation en une, deux et trois dimensions,
e Calculer la déformation sur le maillage original pour obtenir le maillage final.

On peut paramétrer les longueurs d’arc dans les directions ¢, j et k pour tous les noeuds
du maillage en gardant deux indices constants et en variant le troisi¢me. Par exemple pour

calculer la longueur d’arc dans la direction ¢, on fixe les indices j et k et on calcule pour
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S1,56 =0

Pour i = 2,1, faire

(4.36)
2 2 2
Sigk = Si-1ik + \ (Tigk = Tim15k) + Wigk = Vim15k)” +(2ik = Zim1,ik)
Fin
Ensuite, on normalise la longueur d’arc pour le segment :
8. .
Fjp=—25 (4.37)

slmax 7j7k

On repere cette opération pour les segments dans les directions j et k. On conserve respec-
tivement les longueurs d’arc pour ces segments dans les variables G et H. L’algorithme
de Jones et Samareh propose de modifier les longueurs d’arc normalisées a chacun des
appels de la fonction de déformation de maillage. Pour accélérer le processus et simplifier
son implémentation en parallele, nous allons uniquement calculer et conserver les lon-

gueurs d’arc normalisées du maillage original.

L’étape suivante nous permet de calculer la déformation des segments et des surfaces
bornant le domaine. Nous allons procéder par I’application de la TFI en une et deux di-
mensions pour arriver a cette fin. Pour les segments, on applique la TFI en une dimension
selon :

AEi,j’k = (1 —_ Hi,j,k) APL"J' (438)

o THiRAR

k=max

ol AE représente la déformation sur I’indice £ d’un segment et A P représente la défor-

mation des noeuds sur les surfaces. On dénote par ‘ la surface formée par le sillage et
k=1

I’aile et par R la surface formée par la fronti¢re extérieure (voir figure 9 P-34).
=max
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Les surfaces peuvent étre déformées par 1’application de la TFI en deux dimensions :

ASi,j,k = A, ,J,kAE” 1+ B” kAE” Fmax T C; ij, kAE.L 1kt D; 7, rAE;

Jmﬂx;

— A; 5Dy kAP, (4.39)

1, Jmax

— A jkCijr AP -

k=1

=Imnax

ou AP, AE et AS sont respectivement les déformations des noeuds, segments et surfaces
bornant le domaine. Les coefficients A, B, C et D sont les fonctions de propagation de

Soni :

Aije=1-Mijk  Bijk="ijk
Cije=1=8ijx  Dijr=Ejk

(4.40)

avece
'Rinj’k = ]' - (Gl,]ykmax - G"}J’l) (H'L,Jmax,k - Hl,lyk)
Eijk = (Gi,j,l + H; 15 (Gi j ko — Giji1) ) /Pijk (4.41)

Mijk = (Hi,l,k +Gij1 (Hijouk — Hin k) ) /Pijk

Le volume peut étre déformé par I’application de la TFI en trois dimensions :
AVijp =Vi+Va+ V3 —Vig— Vig— Vg + Vigs (4.42)

avec

Vi=(1- E,j,k) AS1jk+ F; ik ASina ik

Vo= (1= Gi i) ASirx+Gi;xAS; (4.43)

)Jm&X:

Va=(1—Hijx)ASiji1+ H;ijkASi j ke
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Vie=(1—-Fi;x)(1—=Gijx) AF1 16+ (1 — F; j ) Gi j k AEL jras
+Fjx(1=Gijr) AE; 15+ Fi j1xGi j k AE;

maxajmax,k
Vis=(1=Fijx)(1—H;jx) AE j1+ (1= F j k) Hi j k AL j koo (4.44)
+Fin(1—Hijx)AE; i1+ Fi i Hi jk AEi j b

Vas=(1—=Gijr) A —Hijr) AE; 11+ (1= Giji) Hi j o AE; 1 ks

Gijr(1—Hijk)AE; juun1 +GijpHi jk AE;

ijmax’ 7jm )kmax

Viess=(1=Fjx)(1=Gix) (1 — H; ;1) APy 4 lk

=1

+(1—-Fjx)(1—Gijx) Hi jx AP 1 ‘k

=max

+ (1= Fijk)Gir (1= Hy ju) APy,

k=1

+(1—Fijx) Gi,j,kHi,j,kAPI,jm‘
f=max (4.45)

+F ik (L=Gijr) (1= Hijp) AP, 1

k=1
+Fix(1—=Gijx) Hi j kAP 1 l

k=max

+Fi ik Gijre (1= Hi i) AP oo l

k=1

+ FjxGijrHij e AP

max:Jmax ‘k:
4.5.1 Orientation des frontiéres

Les méthodes présentées précédemment basent la déformation du domaine sur la transla-
tion de ses frontieres sans égard a I’orientation (angle de rotation) de celles-ci. Plusieurs
formulations demandent 1’orthogonalité du maillage sur les frontieres afin d’améliorer
le résultat. Liou et Jeng [68] ont appliqué une fonction de propagation de type Soni-
Hermite en utilisant plusieurs points de contrdle en déca de la frontiere pour améliorer
I’orthogonalité du maillage. Morton, Melville et Visbal [69] ont proposé un algorithme
bidimensionnel basé sur les angles d’Euler pour interpoler la déformation des frontiéres

ainsi que le changement d’orientation. Pour appliquer cet algorithme en trois dimensions,
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les angles d’Euler ne sont pas efficaces. En effet, un phénomene appelé «gimbal lock»,
bien connu en animation tridimensionnelle a été observé. Le «gimbal lock» est provoqué
par ’alignement de deux des trois cardans ensemble de sorte qu’une des références de
rotation (lacet/roulis/tangage) soit annulée. Pour éviter ce phénomene en animation tridi-
mensionnelle, 1’algébre des quaternions est utilisée. Samareh [70] a suggéré un algorithme

tridimensionnel basé sur les quaternions pour des maillages structurés et non-structurés.

Un quaternion peut étre défini comme un quadruplet de nombres réels, le premier él€ément

étant un «scalaire», et les trois éléments restants formant un «vecteur».

Q=q+ q1;+ qﬁ-l— q;;E =[s,V] oll s = gg et V = [q1,G2,q3] (4.46)

Le vecteur V représente 1’axe de rotation et le scalaire s représente 1’amplitude de la rota-

tion.
4.5.2 Algorithme de déformation par I’algeébre des quaternions

Pour un vecteur de déformation autour du noeud ¢ définit par :

8, =t (4.47)

Figure 24  Maillage non-déformé et déformé

On peut déformer le maillage par I’algorithme de Samareh en trois étapes. Premiérement,

pour tous les noeuds 4 de la frontiére non déformée t¢ et de la fronti¢re déformée %, on
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translate les noeuds voisins a 1’ origine selon :

U= Y

=7 (4.48)

Ensuite, r™* est pivoté pour que la normale unitaire du corps non déformé i, soit alignée
avec la normale unitaire du corps déformé n,. Cette rotation est effectuée a I’aide d’un
quaternion. On définit I’amplitude de 1a rotation par I’angle entre les vecteurs 1, et 1,

par:

a=cos™! (—f—@—) (4.49)
(||| - |||

L’axe de rotation est défini par la normale d’un plan partagé par les deux vecteurs normaux

i, et ni,. Le quaternion peut donc &tre défini par :

x L .
Q1= [cos 5Ty @ Tigsin 5} (4.50)

Les noeuds r*! sont pivotés par ce quaternion pour trouver r*2 :
™ =Q, [0, Q" (4.51)

Pour effectuer les opérations de multiplication de 1’équation (4.51), nous devons définir

certaines propriétés des quaternions :
e Conjugé d’un quaternion Q* = gy — Qi — qzj_"— Q3E

e Norme d’un quaterion ||Q|| = /Q@Q* = \/(g-i- ¢+ +43

Quaternion unitaire ||Q|| =1

Inverse d’un quaternion Q! = Q*/ (QQ*)

Inverse d’un quaternion unitaire Q1 = Q* :
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De plus, le produit de deux quaternion (); et () est :

Q1 =a+bi+cj+dk

avec oL
Q:=d +Vi+dy+dk 4.52)
Q1-Qr=ad —b¥ —cc —dd + (abl +ba’ +cd —dc')i
+(ac +ca’' +db —bd') j+ (ad' +da’ +bc' — cb') k
Finalement, on trouve 1’angle de rotation moyen entre ¥ et & par :
Iy~ o1 (TR0
=32 (o ) @9

Un deuxiéme quaternion correspondant a la rotation de la normale de la frontiere déformée

pour réduire au minimum 1’angle entre ses noeuds voisins, peut étre formé par :

Q2= [cosg,ﬁdsing] 4.54)

Les deux quaternions sont combinés pour former le changement d’orientation de la fron-
tiere par :

Qi =1Q: (4.55)

Le vecteur de translation peut étre trouvé par :
A; =1l —d, (4.56)
avec
0,d;] = Q: 0,7 Q;? (4.57)

Le quaternion (); et le vecteur translation A; doivent étre propagés a tous les noeuds
du maillage. Pour un maillage non-structuré, 1’analogie des ressorts est appropriée alors

que dans le cas de maillage structuré, on peut utiliser la méthode de TFI. Une fois la
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propagation effectuée, on trouve les coordonnées des noeuds :

ﬁ'fnaillage = Amaillage + Qmaillage [07 ﬁ;:mjuage] I;;jllagc (4.58)

4.5.3 Implémentation de I’algorithme de déformation de maillage

On peut avoir un algorithme de déformation de maillage robuste et efficace en combinant
le contrdle de I’orthogonalité pres des frontieres par les quaternions et en propageant la
déformation par I’interpolation transfinie. L’ algorithme proposé contrdle un nombre k = n
de noeuds en deca des frontieres en appliquant 1’algébre des quaternions. Pour les kyx — 7
noeuds restants, une simple propagation par la TFI des déformations obtenues en k = n

est appliquée.

kiaz— 1

TFI - \

Déformationa k=n

Figure 25 Domaines de propagation des déformations

En prenant un nombre n restreint de points contrdlés, on diminue fortement le temps

de calcul. En effet, la propagation des quaternions nécessite 7 appels de la fonction de
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propagation TFI (4 pour le quaternion @); et 3 pour le vecteur de translation A;). Pour

optimiser le temps de calcul, on prend généralement n ~ 5.

Puisque deux zones de propagation sont nécessaires, on doit avoir deux longueurs d’arc
normalisées par direction (Fi,F»,G1,G5,H1,Hs). Ces longueurs d’arc sont calculées en

fonction des domaines respectifs de propagation selon :

e Propagation des quaternions (k < n): F1,G1,Hy calculésde k =12k = kpngy

e Propagation des déformations (k > n) : F5,Gy,Hs calculésde k =n a k = kjun
Tel que spécifi€ dans la section 4.5, ces variables sont calculées une seule fois avec le
maillage original. On peut avoir un chevauchement de la propagation dans la région autour

de k = n pour assurer une meilleure transition. La coordonnée résultante dans cette région

sera alors trouvée par :

Zigh = (@)Tip " + (1 - w)all . (4.59)
ol w varie de [0,1] pour k =7 — chevauc2hement N chevauc;hement

Les figures 27 et 28 présentent respectivement la déformation de maillage obtenue avec
un algorithme utilisant uniquement la propagation TFI avec la déformation de maillage
obtenue avec I’ algorithme proposé, c’est a dire en utilisant une combinaison de la méthode

TFI et ’algebre des quaternions.

4.5.4 Implémentation de ’algorithme de déformation de maillage en calcul distri-

bué

La déformation de maillage en calcul distribué par une propagation TFI peut étre faci-
lement implémentée si on calcule les longueurs d’arc normalisées sur le maillage initial
seulement. Le noeud maitre les calcule et les communique aux autres noeuds une seule
fois dans I’initialisation du calcul. Par la suite, seules les déformations sur la surface k = 1

sont communiquées. Ainsi, peu importe ol est situé le sous-domaine, les longueurs d’arc
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normalisées donneront une propagation des déformations de surface identique a celle d’un

calcul séquentiel.

Calcul des quaternions sur k = 1 Initialisation

T SREEEESsSTaRNEEEs

Propagation des quaternions par TFI

v

Calcul des déformationsa k =n

Calcul de I’orientation initiale du
maillage selon : z; ;2 —T; ;1

Propagation des déformations par TFI

]

Figure 26  Algorithme de déformation
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Figure 27 Déformation TFI
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CHAPITRE 5

RESULTATS NUMERIQUES

Dans cette section, nous allons présenter les résultats numériques obtenus avec le code
potentiel complet réalisé€ lors de ce projet. Dans un premier temps, nous allons donner
des résultats numériques obtenus en régime permanent sur 1’aile Onera-M6. Par la suite,
les résultats obtenus, toujours en régime permanent, sur ’aile AGARD-445.6 seront dé-
montrés. Pour cette méme aile, nous allons faire une analyse en régime transitoire afin de
trouver les points de flottement. Certaines comparaisons des résultats obtenus avec les al-
gorithmes ISS et CSS ainsi que I’effet de 1a formulation consistante seront ajoutés a cette

section. Finalement, les performances de la parallélisation du calcul seront raportées.

La figure 29 donne le cheminement d’une analyse aéroélastique. En premier lieu, la solu-
tion en régime permanent doit &tre obtenue. Cette solution sera perturbée pour débuter le

calcul en régime transitoire. La perturbation appliquée est détailiée a la section 5.2.
5.1 Résultats en régime permanent

5.1.1 Aile Onera-M6

L’aile Onera-M6 présente un champ de pression assez complexe lorsqu’un angle d’attaque
est donné. En effet, I’apparition d’un choc A est la caractéristique principale que I’on
devrait observer (figures 32 a 34). Les résultats présentés dans ces figures sont obtenus a

un nombre de Mach de 0.8395 et a un angle d’attaque de 3.06 degrés.

Deux maillages (figures 30 et 31) ont été calculés afin de comparer la qualité du choc
obtenu. Le maillage grossier est constitué de 259 050 noeuds dont 157 dans la direction

de I’écoulement (§), 55 dans la direction de I’envergure de I’aile (1) et 30 dans la direction
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Jumelage des noeuds
alinterface I's

f

) Solution en régime ) Calcul des forces
transitoire aérodynamiques
T Transfere des forces au
solveur structural
Perturbation de la solution
T Calcul des déplacements ——» Superposition modale
Solution en régime
permanent Transfére des déplacements

au solveur fluide

Déformation du maillage

v

Figure 29  Aile Agard 445.6 a Mach 0.96

normale (¢) (157 x 55 x 30). Le maillage fin est composé de 732 450 noeuds répartis

respectivement selon 257 x 95 x 30.
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En faisant une comparaison qualitative entre les résultats obtenus avec le maillage grossier
(figure 33) et le maillage fin (figure 34), on peut observer une intensité et une position de
I’onde de choc s’apparentant aux résultats expérimentaux. Les résultats présentés sur ces

figures sont obtenus avec la correction non-isentropique.

Les coefficients de portance et de trainée sont comparés avec les résultats de plusieurs
auteurs pour les maillages grossier et fin!. On remarque un écart notable entre les résultats
isentropiques et non-isentropiques pour le coefficient de portance alors que cette correction
a pratiquement aucun effet sur le coefficient de trainée. A noter que les résultats présentés
avec des symboles pleins sont obtenus avec des maillages structurés alors que les autres

sont obtenus avec des maillages non-structurés.

ICes résultats sont tirés de la référence [71]
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Figure 33 Choc ) aile Onera-M6 maillage grossier
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Pour valider quantitativement I’intensité et la position du choc, les coefficients de pression
obtenus avec le maillage fin sont montrés aux figures 37 a 43. A titre de comparaison,
les résultats expérimentaux ainsi que les résultats obtenus avec le code WIND [72] (Code
Navier-Stokes et turbulence par Spalart-Allmaras) sont ajoutés a ces figures. De plus, les
résultats obtenus par le code potentiel complet avec et sans correction isentropique sont

comparés.

La position et I’intensité du choc obtenu avec le code non-isentropique sont nettement
plus pres des valeurs expérimentales. Ceci est particulierement le cas dans la région pres
du saumon de I’aile. Nous pouvons constater une bonne correspondance entre les résultats
du code WIND et ceux du code FP avec les corrections non-isentropique. A I’aval de
I’onde de choc, on observe cependant que le coefficient de pression diverge des résultats
obtenus par le code WIND pour revenir approximativement aux mémes valeurs. Ceci est
une caractéristique que I’on observe réguli€rement pour les codes non-visqueux. En effet,
I’onde de choc obtenue pour ces formulations (Euler et FP) est généralement de plus forte
intensité et sa position est en général 1égérement en aval par rapport aux résultats obtenus

en visqueux.
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512 Aile Agard 445.6

L’aile Agard 445.6 ne représente pas réellement de difficulté aérodynamique en régime
permanent. Cependant, ce cas est trés bien documenté pour une analyse aéroélastique.
C’est pour cette raison qu’il reste un cas trés important pour valider un code. Etant donné la
minceur du profil aérodynamique, un faible choc a2 un nombre de Mach de 0.960 apparait.

Ce nombre de Mach représente aussi le point ol on retrouve le «transonic dip».

Aux figures 44 et 45, nous comparons qualitativement les coefficients de pression obtenus
avec le code FP avec les résultats obtenus dans [73]. A la figure 44, les résultats du code
discrétisé sans tenir compte de la condition de consistance sont présentés (la densité, les
métriques et les flux sont calculés au centre des cellules). Nous remarquons une onde de
choc de forte intensité et les résultats sont comparables a ceux de la référence obtenus en

Euler. A la figure 45, on présente les résultats du code respectant la condition de consis-
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tance. On remarque un choc de plus faible intensité et ces résultats se rapprochent de ceux
de la référence obtenus en Navier-Stokes. Le maillage utilisé pour ce calcul est composé
de 211 950 noeuds disposés respectivement selon 157 x 45 x 30. A noter que cette com-
paraison n’a pas été effectuée pour I’aile Onera-M6 puisque le code ne respectant pas la

condition de consistance est incapable de converger suffisamment.
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Résultat FP (schéma non-consistant)

Batina Lee-Raush - Navier-Stokes Batina Lee-Raush - Euler

Figure 44  Aile Agard 445.6 a Mach 0.96
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Batina Lee-Raush - Navier-Stokes Batina Lee-Raush - Euler

Figure 45 Aile Agard 445.6 a Mach 0.96
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5.2 Résultats en régime transitoire

Le résultat obtenu précédemment est utilis€ comme condition initiale & I’analyse en régime
transitoire. La perturbation appliquée au point de stagnation au saumon de I’aile est définie
ala figure 46. Selon I’amplitude désirée et le nombre de Mach de 1’écoulement, les facteurs

Froox et oz seront définis pour chacun des résultats présentés.

! e ! ! ! ! ! 1
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Figure 46  Perturbation appliquée

Dans cette section, nous allons présenter les résultats de 1’analyse aéroélastique effectuée
sur 1’aile Agard 445.6. Les résultats expérimentaux obtenus pour cette aile proviennent
de la référence [57]. Les points de flottement pour la structure affaiblie sont retranscrits
au tableau I. De plus, les cinq premiers modes utilisés pour la superposition modale pro-
viennent de cette méme référence et sont exposés a la figure 47. Ces modes représentent
la premiere flexion, la premiére torsion, la deuxiéme flexion, la deuxieéme torsion et la

combinaison torsion/flexion de 1’aile.



Tableau I

Indices de flottement expérimentaux de ’aile Agard 445.6
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| Mach | prsl/ft®) | pr(Hz) | Vi) | gqr(psf) | TF
0.499 .000830 33.465 565.8 133.1 4459
0.678 .000404 68.753 759.1 1157 A174
0.901 .000193 143.92 973.4 89.3 .3700
0.960 .000123 225.82 1013.8 61.3 3076
. 3 be . R i Vs
IF représente I’indice de flottement qui peut étre calculé par IF= <m>

Mode 5 : Fréquence 118.1132 Hz

Figure 47 Modes de déformation de 1’aile Agard 445.6

Dans un premier temps, nous allons faire une comparaison entre les algorithmes de cou-
plage CSS et ISS. Dans un deuxiéme temps, nous allons démontrer I’'importance de la
discrétisation consistante et I’effet de celle-ci sur les résultats aéroélastiques. Et dans un
troisiéme temps, nous allons vérifier si 1’ utilisation des cinq premiers modes est suffisante

pour d’obtenir une solution fidéle aux résultats expérimentaux. Finalement, la robustesse
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du code est démontrée pour une analyse aéroélastique en ayant un mouvement de grande

amplitude.
5.3 Comparaison des méthodes de couplage

5.3.1 Algorithme CSS

Tel que spécifié a la section 4.4.1 (page 87) ’algorithme CSS ne conserve pas 1’éner-
gie a 'interface fluide-structure. Nous présentons aux figures 48 et 49 la différence des
déplacements généralisés pour un cas subsonique et un cas transsonique dans le cas ou
I’algorithme CSS est itéré une fois pour reproduire un algorithme prédicteur-correcteur et
dans le cas ou I’algorithme n’est pas itéré. Ces résultats sont en fait la comparaison du
déplacement généralisé pour I’indice de flottement obtenu avec 1’algorithme prédicteur-
correcteur. De plus, la perturbation appliquée est F' = t, Fi 0. = 2 €t t,4, = 5. Le pas
de temps adimensionnel pour le cas subsonique est de Atg = 0.1 ce qui correspond a un
pas de temps dimensionnel de Atg = 3.21 x 10~%. Pour le cas transsonique Atg = 0.1 et
Atg = 1.86 x 10~*. Par la suite, tous les résultats présentés ont un pas de temps adimen-

sionnel de Atg = 0.1 et Ats est donné par :

Atg = (5.1

ou L, est la longueur de référence, g la pression dynamique et p la densité du fluide. Dans
le cas subsonique, nous avons observé que ’effet de 1’itération est négligeable puisque le
systeme peut étre considéré linéaire alors que pour le cas transsonique, les non-linéarités
ont un effet considérable. Ceci n’est pas nécessairement visible sur les figures puisqu’une
petite différence de I’indice de flottement pour un cas subsonique fait varier rapidement le
déplacement généralisé, ce qui n’est pas le cas en transsonique. Par contre, si on compare

I’indice de flottement obtenu, on peut remarquer en subsonique que celui-ci est similaire
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pour les deux méthodes puisque 1’ écart relatif entre les indices de flottement est de 1.2%.
Par contre en transsonique, cet écart est de 6.5%. Ceci confirme la nécessité d’itérer pour
capter les non-linéarités. Si on compare les pressions dynamiques ces écarts sont doublés.
Nous pouvons donc conclure que la méthode de couplage CSS doit €tre itérée afin d’avoir

un résultat précis.
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Figure 48  Comparaison algorithme CSS a Mach 0.499 et P=135 psf pour les 2 premiers
modes
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5.3.2 Comparaison entre ISS et CSS

Les indices de flottement obtenus avec le couplage ISS et le couplage CSS prédicteur-
correcteur sont similaires (tableau II). Nous observons un écart maximal de 1.24%, ce
qui nous permet d’affirmer qu’au niveau du résultat, les deux méthodes sont pratiquement
équivalentes. Par contre, la différence notable est observable sur le temps de calcul (tableau
III). En effet, on obtient un ratio moyen de 1.75 fois le temps de calcul de la méthode ISS
pour trouver la solution avec la méthode CSS. La méthode ISS doit donc étre prévilégiée
afin d’effectuer un calcul aéroélastique de fagon efficace. Tous les résultats sont obtenus
avec 12 processeurs AMD 248 sur un réseau Infiniband et un maillage de 211 950 noeuds

répartis respectivement selon 157 x 45 x 30.

5.4 Effet de la discrétisation

A la figure 50, nous comparons les résultats obtenus avec une discrétisation qui ne tient

pas compte des conditions de consistance (la densité, les métriques et les flux sont calculés



Tableau 11

Comparaison des résultats entre les couplages ISS et CSS

Nombre de . . .

Mach Pressions dynamiques Indice de flottement
CSS ISS | Ecart | CSS ISS | Ecart

0.499 135.000 | 135.317 | 0.23% | 0.4495 | 04501 | 0.12%

0.678 121.709 | 122.861 | 0.94% | 0.4268 | 0.4289 | 0.47%

0.901 85.680 | 87.840 | 2.46% | 0.3581 | 0.3626 | 1.24%

0.960 59.760 | 60.624 | 1.43% | 0.2991 | 0.3013 | 0.72%

Tableau III

Comparaison du temps de calcul entre les couplages ISS et CSS

Nombre de Nombre de pas | Temps de calcul | Temps de calcul .
Mach de tempsp Pess P s Ratio CSS/ISS
0.499 2000 0:35:01.4 0:19:26.4 1.80
0.678 3000 0:50:24.2 0:27:32.1 1.83
0.901 6000 1:42:27.3 1:00:52.4 1.68
0.960 10000 2:58:50.4 1:45:12.4 1.70

au centre des cellules) avec ceux obtenus pour une discrétisation consistante. Nous pou-
vons observer que la présence de puits a potentiellement affecté le résultat puisque pour la
pression de flottement, la discrétisation non consistante donne un résultat divergent alors
qu’il devrait étre neutre. Le respect des trois conditions de consistance est donc une condi-
tion essentielle a 1’obtention d’une solution précise. De plus, nous confirmons que malgré
la violation de 1a GCL, le respect des conditions de consistance ainsi que 1’utilisation d’un
pas de temps fluide relativement petit (A¢ = 0.1) donne un résultat en accord avec les

valeurs expérimentales.
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5.5 Résolution structurale

Le nombre de modes propres fondamentaux devant étre utilisés afin de trouver la réponse
dynamique de la structure est un parametre difficile a déterminer. Afin de vérifier si I’ utili-
sation des cinq premiers modes est suffisante pour trouver la réponse dynamique de I’ aile
Agard 445.6, nous comparons aux figures 51 et 52 les déplacements généralisés obtenus

pour !’utilisation de un a cinq modes pour un cas subsonique et un cas transsonique.

A Mach 0.499, nous constatons que lorsque quatre et cinq modes sont utilisés, le résultat
est pratiquement identique. Ceci nous permet de conclure que pour ce cas, I’utilisation
de quatre modes est suffisante. Pour un nombre de Mach de 0.960, on peut observer que
les déplacements obtenus pour trois, quatre et cinq modes sont presque égaux. Avec trois
modes, la solution est légérement amortie. La solution avec quatre modes est en flotte-
ment pour la méme pression que la solution avec cinq modes. On peut alors conclure que
I’utilisation de quatre modes est suffisante pour représenter la réponse dynamique de 1’aile

Agard 445.6.
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Nous pouvons conclure que pour I’aile Agard 445.6, les modes a fréquences élevées ont
une influence plus importante sur les cas subsoniques que sur les cas transsoniques. Ceci
peut étre expliqué par le fait que la réponse dynamique en subsonique a une fréquence
plus élevée qu’en transsonique. Donc le calcul des modes structuraux doit €tre en mesure
d’obtenir une bonne précision pour les modes ayant des fréquences relativement élevées
méme si de facon générale, le flottement est causé par I’interraction du premier mode de

torsion et du premier mode de flexion.
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Figure 51 Comparaison entre la résolution modale a Mach 0.499 et P=135.3 psf pour le
premier mode
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5.6 Robustesse du code

L’ amplitude des déplacements montrés jusqu’a maintenant est relativement faible. Bien
que celle-ci soit suffisante pour trouver I’indice de flottement, nous démontrons dans cette
section que le code est suffisamment stable pour converger dans le cas ou I’amplitude du
déplacement est cinq a dix fois plus grande. Pour un nombre de Mach de 0.499 (figures
53 a 55), la perturbation appliquée est de F' = 5¢, Fyuq, = 5 €t {4, = 5 alors que pour
un nombre de Mach de 0.960 (figures 56 a 58), la perturbation appliquée est de F' = 25¢,
Frae =25 et t,,,. = 5. Ceci donne une force de portance d’environ 10 livres lorsque ’aile
est au point maximum du déplacement généralis€. L’accélération généralisée est aussi
montrée puisqu’elle limite I’amplitude de déformation maximale applicable pour que le
calcul converge suffisamment. De plus, deux ou trois itérations de Newton sur le fluide

doivent étre effectuées pour améliorer la convergence.
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5.7 Courbe d’indices de flottement

Les indices de flottement calculés avec le code FP (figure 59) sont comparés avec les
résultats obtenus par [73, 74, 63]. En subsonique, les indices de flottement sont 1égere-
ment surestimés alors qu’en transsonique, on constate 1I’inverse. Les résultats obtenus par
[73, 63] ont une tendance similaire en supersonique. Par contre, les résultats subsoniques
pour ces mémes références sont légerement plus prés des valeurs expérimentales que ceux

obtenus avec le code FP. Ces résultats sont obtenus avec 1’algorithme de couplage ISS.

07 ¢ — . - , [
[ | A Yates (Expérimental) | !
| @ CodeFP N | | ! 0
0.65 H ¢ M. Lesoinne et al. o Haiaial Bl ey -
[ ’ --E}--Lee-Rausch and Batina ‘ | ; : | :
[ | —>¢ Gupta I | \ | !
0.6 t ______ L. - 2 L - B ] | '.',,
0.55 i
=1
[}
E |
S 05
= [
=
S [
- |
8045 |
2
04 |
035 |
03 |
025 L
0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95 1.05 1.15
Nombre de Mach

Figure 59 Indice de flottement de 1’aile Agard 445.6
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5.8 Performance du calcul distribué

Plusieurs tests de performance ont été réalisés afin de mettre en évidence 1’importance
du parallélisme pour un calcul aéroélastique. De plus, ces tests permettent d’évaluer le
«speedup» et I’efficacité du code pour un nombre de processeurs donnés. On peut calculer

le «speedup» par :

T
speedup = —aventel (5.2)
Treel
et I’efficacité par :
efficacité = —SIE@L (5.3)
N, processeurs

Tel que mentionné a la section 3.10.2 (page 73), ces paramétres dépendent du nombre de
noeuds dans la direction £ (nx). Nous donnons donc aux figures 60 a 62 les résultats pour
un maillage de taille moyenne de 223882 noeuds avec nx=157 et aux figures 63 a 65 les
résultats pour un maillage fin de 685162 noeuds avec nx=257. Ces résultats sont obtenus

avec I’algorithme de couplage ISS pour 2000 pas de temps.

Nous pouvons observer que le temps de calcul pour un maillage de taille moyenne est
réduit & 12 minutes lorsque 28 processeurs sont utilisés. Calculer la réponse dynamique
d’une aile en 12 minutes, lors de la phase de conception, rend possible 1’optimisation de
plusieurs parametres associés a la structure ou encore 2 la géométrie de I’aile. Cependant,
nous observons que [’efficacité pour 1’utilisation de 28 processeurs n’est que de 47%.
Puisque la taille du probleme est petite, ce pourcentage d’efficacité est normal. De plus,
on observe que 1’efficacité est environ 6% inférieure a 1’efficacité prévue. Pour cette taille
de probleme, un nombre de 8 processeurs serait optimal pour un pourcentage d’efficacité

de pres de 78%.

Pour un maillage fin, la réponse dynamique est obtenue en 40 minutes lorsque le calcul
est distribué€ sur 24 processeurs. Nous observons que jusqu’a ce nombre de processeurs,

Iefficacité est supérieure a celle prévue par 1’équation 3.89. De plus, pour cette taille
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de probleme, I’utilisation de 16 processeurs donne une efficacité supérieure 2 80%, ce
qui est acceptable. On peut aussi constater que 1’efficacité est supérieure 2 100% jusqu’a
4 processeurs. Ceci peut, entre autre, étre expliqué par un meilleur conditionnement du

systéme matriciel suite au partitionnement du domaine en plusieurs sous-domaines.
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CONCLUSION

L’ objectif de ce travail était le développement d’un outil de calcul capable de trouver la
réponse aéroélastique d’une aile dans un délai assez court pour étre en mesure d’optimiser
sa structure ou sa géométrie. Puisqu’un code aéroélastique en potentiel complet est environ
un ordre de grandeur plus rapide qu’un code en Euler, cette approche a été privilégiée.
Un code aéroélastique utilisant 1’équation du potentiel complet discrétisée en différences

finies a donc été développé.

Pour le solveur fluide, nous avons remarqué que la consistance de la discrétisation spatiale
était un facteur déterminant pour obtenir une solution précise et pour garantir la stabilité du
code. De plus, nous avons remarqué que la convergence d’une résolution par triple factori-
sations des matrices tridiagonales du Jacobien était insuffisante pour résoudre un probleme
aéroélastique. Un solveur GMRES préconditionné par une factorisation incompleéte de la

matrice Jacobienne a donc ét€ implémenté.

Nous avons effectué la résolution structurale par une superposition modale. Ces modes ont
préalablement été calculés dans un logiciel d’éléments finis commercial. Nous avons mon-
tré que I'utilisation des quatre ou cinq premiers modes est suffisante pour représenter la
réponse dynamique de 1’aile AGARD 445.6. Les algorithmes de couplage CSS (Conven-
tional Serial Staggered) et ISS (Improved Serial Staggered) ont été comparés. L’algo-
rithme CSS doit étre itéré afin de bien représenter les non-linéarités lorsque I’écoulement
est transsonique. L algorithme ISS est basé sur un schéma saute-mouton («leap-frog») ot
le domaine fluide est calculé aux pas de temps intermédiaires et le domaine structure aux
pas de temps complets. Les données transmises bidirectionnellement entre le fluide et la
structure sont prédites en fonction de I’historique des pas de temps précédents. Bien que
les résultats du couplage CSS avec un prédicteur-correcteur et les résutats du couplage

ISS sont pratiquement identiques, le temps de calcul de la méthode CSS fut approxima-
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tivement 1.75 fois plus important. C’est pour cette raison que I’algorithme ISS doit €tre

privilégié.

Une méthode algébrique est plus efficace en temps de calcul pour régénérer un maillage
structuré. Donc, une des méthodes algébriques les plus utilisées, 1’interpolation transfinie
(TFI), a été implémentée. L’ utilisation de quaternions dans la couche pres de I’aile nous a

permis de conserver 1’orthogonalité du maillage.

Le code a ét€ parallélisé afin de réduire le temps de calcul a son minimum. Pour éviter la
communication du nouveau maillage a chaque pas de temps et puisque la résolution struc-
turale est tres rapide, chacun des sous-domaines calcule le fluide et le maillage a chaque
pas de temps. Le sous-domaine principal doit en plus effectuer le calcul structural. Le code
est en mesure d’effectuer 10000 pas de temps par heure en distribuant le calcul sur 24 pro-
cesseurs pour un maillage d’environ 225000 noeuds. Etant donné le chevauchement des
domaines, 1’efficacité du parallélisme dépend de la taille du probléme. Pour un probléme
de taille moyenne, I’efficacité reste supérieure a 80% jusqu’a 8 processeurs alors que pour

un probléme de grande taille, I’efficacité reste supérieure a 80% jusqu’a 16 processeurs.

Les indices de flottement calculés sur 1’aile AGARD 445.6 sont tres proches des valeurs
expérimentales, ce qui nous permet de conclure que le présent code est tres rapide, robuste

et assez précis pour atteindre 1’objectif de ce travail.

Contribution: La principale contribution de ce mémoire est le développement d’un code
aéroélastique parallele utilisant la méthode du potentiel complet ayant des performances
en temps de calcul remarquables. D’aprés notre connaissance, ce code est parmi les seuls
pouvant calculer la réponse aéroélastique d’une aile avec le couplage d’'un code CFD

utilisant I’équation du potentiel complet et d’un code CSD.
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Développements: Les principaux développements qui pourraient étre apportés au code

sont :

e ’implémentation d’une des méthodes proposées pour respecter la forme discrete de

la GCL afin de permettre des pas de temps plus grands ;

e L’amélioration du parallélisme en optimisant les communications et en diminuant le

chevauchement entre les sous-domaines ;

e [’ajout d’un module d’optimisation afin de modifier les paramétres structuraux d’une

aile en fonction de sa réponse dynamique ;

o L’intégration du fuselage de I’avion afin d’ajouter I’interaction aile/fuselage.



ANNEXE I

Condition de consistance 1
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On définit :
an =&+ +E;
ay2 ‘= gm '771'+€y 'ny+§z ‘N
as = fz'(m+§y'<y+€z'gz
ags =1y +7732, +1;
Q23 ‘= <$'77:c+gy'77y+<.z 7z
ags := (2 +CZ +¢
-1
J = (@¢ (Ynze — 2qYc) — Tn (Yeze — Ye2e) + ¢ (Ye2n — Yn2e))
On définit &, par :
&z = (J)-(y,,-zc—z,,~y<)
£y 1= Yn2¢ — Znl¢
T
e (Yn2c — 2Yc) — T (Yeze — Yc2e) + T¢ (Ye2n — Yn2e)
On définit &, par :
& = (J) - (—zy - 2c +2¢ - 21)
£, = —Tp2¢ + T2y
U xe (ynze — 2nyc) — Ty (Yeze — Yeze) + ¢ (Yezn — Yne)
On définit &, par :
&= (J)(Tn Yo — ¢ Yn)
£, = TnY¢ — T¢Yn
e (Yn2c = 29¥c) — T (Yeze — Yo2e) +T¢ (Ye2n — Yn2e)
On définit 7, par:
Ne i = (J) - (2 -ye — Ye - %)
Yeze — Yez
0 = % — Ve

e (Ynz¢ — 2nY¢) — Tn (Yeze — Yeze) + T¢ (Yezn — Yn2e)
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On définit 7, par :
My = (J) - (2 T+ ¢~ 2¢)
—ZeX¢+ ez
W e (ynzc — 2nic) — T (YeZc — Yc2e) + 3¢ (Yeon — YnZe)
On définit n, par :
Nz = (J) - (Ye - T — e - yc)
n, = YeT¢ — Tl
¢ (Yn2c — 2nYc) — Tn Yeze — Yo2e) + ¢ (Yezn — Yne)
On définit (, par:
Co = (J) - (—2¢ Yo+ e 29)
G Yen — Yne
e (Ynzc — 2n¥c) — Tn Yeze — Yc2e) + T¢ (Ye2n — Yn2e)
On définit ¢, par :
G = (J) (2¢-Tn—z¢~ 29)
¢, = ZgTy — Tezn
Yz (ynze ~ 20Yc) — Tn (Yezc — Yee) + ¢ (Yezn — Yn2e)
On définit C, par :

G = (J) - (—ye Ty + ¢ yn)

— —YeTn + TeYn
Gi=
e (Yn2c — 2n¥c) — T (Ye2c — Yeze) + T¢ (Ye2n — Yn2e)

On discrétise les termes :

Te = Tit1,j+1,k+1 T Tit1,541,k T Tit1,5k+1 T Tit1 5k — Tijr1k+1 — Tij+1k — Ligk+1 — Tijk

4
 Tit1,54+1,k+1 T Tit 1,541,k T Tt k+1 T Tig+1k — Tit1,5k+1 — Tit1,5k — Tijk+1 — Tijk
Tyi= 1
Tt 1 k1 T Tig 1 k1 T Tig+1k+1 T Tij k41 — Titl 1k — itk — Tig+rk — Tijk
e = 4
ye = Yit1,j+1,k+1 T Yit1, 41,k T Yir1,5k+1 T Yit1,5.k — Yij+1,k+1 — Yig+1,k — Yijk+1 — Yijk
¢ =

4
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_ Y1k T YLk Ykl T Yiirik — Vil gkl — Yitlik — Yigk+l — Yigk

y”] : 4
YLkl T Yk Yk Ykl — Vil g4 Lk — Vit Lk — Yi g1k — Uik
Rt lj+1k+1 T Zig 41k T Zik 15 k41 T it ik — Zij+lk+1 ~ Zij+1k ~ Zigk+l ~ Zijk

4
 Zigl 4Lkl T 21 1k T 2041 k1 T 20k~ Ridkl 5 k4]~ Zidl ik~ Zigk+l — Zigk

277 = 4
e Zit1,j+1,k+1 F Zit1,j k41 T Zi 41,541 T 20 k+1 — Zitl 4Lk — ikl gk — Zij+lk = ik

¢ =

4

be = Git1,j41,,41 T Pit1 i1k + it 141 T Pi1jk — Pijrt b1 — Pijaik — Dijer1 — Dijik
) 4

by im Git1,541,k+1 T Pit1 41k T DijrLh+1 T Dtk — Dit1 jh+1 — Piv1k — Dijh+1 — Pijk
n =
4

bei= Git 1,541,541 T Pit1 k41 T Di i1 ol T Pijht1 — i1 j41k — Dit14k — Pij1 ke — Pijk
) 4

¢i+1,j+1,k+1 = Uoo " Tit1,j+1,k+1 T Voo " Yit1,j+1,k+1 T Woo * Zit1,j4+1,k+1

Dit1,5k+1 '= Uoo * Tit1,jk+1 T Voo * Yit1,5,k+1 + Woo * Zit1,5,k+1

it 1,5k *= Uoo * Tit1jk T Voo " Yit1,4k T Woo * Zit 1,5k
it 41k *= Yoo * Tit1 j+1,k T Voo * Yit1,j41,k + Woo * Zit1 j+1,k
¢z‘,j+1,k+1 = Uoo * Tij+1,k+1 T Voo " Ui j+1,k+1 T Woo * Zi,j+1,k+1

Bigk+1 = Yoo * Tijk+1 + Voo * Yi,jk+1 + Woo * Zijik+1

Gi g1k = Uoo " Tija1k + Voo * Yij+1k + Woo * Zij+1k

ik = Uoo " Tijk + Voo * Yijk T Woo * Zijk

Finalement on simplifie :

simplify ((011 “@F+ags - @5 +ass- dp+2- (@12 Pe by + a3 P P + a2z Py <f>c)))



Ce qui donne effectivement :

Uoo? + Weo? + Voo
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Condition de consistance 2
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On définit :
ay =&+ + ¢
aip := Ez’nz'f‘gy'ny +&, ‘Nz
a3 =& (o +fy'<y+£z'€z
agg =12 +7712, +n?
Qo3 := Cx'nz+<y°77y+Cz ‘Nz
ass ==+ +¢?
-1
J = (2 (Ynz¢ — 2qY¢) — Tn (Yeze — Yeze) + T¢ (Yezn — Ynze))
On définit &, par :
§o = () (Yn-2¢— 27 Yc)
g = ynzC B ZﬂyC
Te (Yn2e — 2qY¢) — Tn (Yerc — Yeze) + ¢ (Yezy — Yn2e)
On définit &, par :
&y = (J) (=2p- 2 + ¢ 29)
f - _anC"'mCZn
U we(Ynzc — 2Yc) — T (Yezc — Yeze) + 2 (Yezn — Yn2e)
On définit &, par :
£ = (J)'(xn'yC—xC'yn)
f = xﬂyc — nyn
e (Ynze — 29Y¢) — Tn (Yeze — Yeze) + ¢ (Ye2n — Ynze)
On définit 7, par:
Ne = (J) (2 Ye —Ye - 2¢)
Yeze — Yez
D = c2e — Yez¢

Te (Ynzc — 2qYc) — Tn (Ve — Ycze) + ¢ (Ye2n — Yn2e)
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On définit 7, par :
Ny = (J) - (=2 T +xe - 2¢)
B, = —2¢T¢ + Teg
Yz (ynze — 2q¥c) — Tn (Yeze — Yeze) + T¢ (Yezn — Yn2e)
On définit 7, par :
M. = (J) - (ye - ¢ — Te - Y¢)
n, = YeTc — TeYe
¢ (Yn2c — 2yyc) — Tn (Yeze — Ye2e) + B¢ (Yezn — Ynze)
On définit ¢, par :
Co = () (=2 Yo +ye 2)
C = yfzﬂ - y"lz§
e (Un2c — ZnYe) — Tn (Ye2c — Yo ze) + ¢ (Yezn — Yn2e)
On définit Cy par:
Gy = (J) (¢ Ty —2¢ " 29)
C . 2Ly — Tey
Uz (ynze — 2myc) — T (Ve — yeze) + 2 (Yezn — YnZe)
On définit (, par :

Gz = (J) - (=g Ty +T¢ - yn)

¢, = —YeTn + Ty
e (Ynz¢ — 2q¥¢) — Tn (Yeze — Yeze) + 3¢ (Yezn — Yn2e)

On discrétise les termes ;

_ Tit1j4+1k+1 T Tit1 i1k + Tit1 k1 T Tit1,5k — Tig+1 k41 — Tij+1k — Tijk+1 — Tijik

.’L‘g : 4

o Titlj+ 1k T Tit 141k T Tig+1 k41 + Lotk — Titdjk+1 — Titl ik — Tigh+1 — Tijik
In = 1

i1, j41k41 T Tit1 k1 T Ti1,k+1 F Tijk+1 — Tit1j+1k — Titl,5k — Tij+1,k — Tijk
Z’g = A
ye 1= Yit1,j+1k+1 T Yit 1,41k T Yit1,5k+1 T YitLjk = Yij+1h+1 — Yigjr1k — Yijhk+1 — Yijk

4
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Yy = Yit1,j+1k+1 T Yit1 j+1, T Yijr1,k+1 T Yijr1 .k — Yit1,5k+1 = Yitl ik — Yijk+1 — Yijk
n- 4

o YirL g1+l T Vit ikt T Yig 1k 1 T Yigk+1 — YitLj+1k ~ Yitljk ~ Yij+1k ~ Yigik
' 4

Zi1,j+1Lk+1 T Zit1,j+ 1k F Zit1,5k+1 1 Zit 1,5k = Zijrk+1 = Zij+lk = Zigk+1 = Zijk
4

. Zit1,j+1k+1 T it 541k T Zij+1k+1 F Zij41k — Zit1 jh+1 — Zit1,5k — Zijk+l ~ Zijk
/N 4

Zit1,j+1k+1 T Zit15k+1 1 Zij+1k+1 1 Zijk+1 = Zit1j+1k — Zitlgk = %ij+1k — Zijk
4

Y¢

Z¢ =

b = D1 j+Lk+1 T Pit 1 j+1,k T Dit1k+1 + Pit 1,5k — Pij+1,k+1 — Pijr1 e — Dij o1 — Pijik
T 4

by = Git1 j+1k+1 + Pit1 41,k T Dijr k41 + Pijr1k — Pit1,jk+1 — Pit1,k — Dijo+1 — Pinjik
[/
4

bei= Git1j+1k+1 T Pit1 k1 + Pijr1 o1 + Dijk+1 — Pit1,j+1,k — DPit1,k — Dijr1k — Dijik
' 4

it 1 j+1k+1 °= Uoo * Tit1,j+1k+1 + Voo * Yit1j+1,k+1 T Woo * Zit 1541 k+1
Dit1,jk+1 = Yoo * Tit1,jk+1 T Voo * Yit1,5,k+1 T Woo * Zit1,jk+1
Bit1,5k °= Yoo * Tit1,jk + Voo * Yit1,4k + Woo * Zit1,5k
PDit1,j4+1,k = Uoo * Tit1j+1k T Voo " Yitlj+1,k T Woo * Zit1 541k
@i j+1Lk+1 := Yoo * Tsj1k+1 + Voo * Yi jt 1k+1 + Woo * Zi j+1,k+1
Bijkt1 = Uoo * Tijk+1 T Voo * Yijk+1 T Woo - Zi,j k+1
¢i,j+1,k = Uoo * Tij+1,k T Voo " Yi j+1,k T Woo * Zij41,k
i jk = Uoo " Tijk + Voo * Yij b T Woo * Zijk

On vérifie Uy :

simplify (gz Qe+ N Py +Cp ¢<)
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Ce qui donne effectivement :

Uoo

On vérifie v, :

simplify (ﬁy “Pe+ny - Op+Cy- 9’5()

Ce qui donne effectivement :

On vérifie wy, :

simplify (5 2 P+ Pp+ (s ¢c)

Ce qui donne effectivement :
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