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Ασψmπτοτιχ βεηαϖιουρ οφ τεστσ φορ α υνιτ ροοτ αγαινστ

αν εξπλοσιϖε αλτερνατιϖε�

Dαϖιδ Ι. Ηαρϖεψ ανδ Στεπηεν ϑ. Λεψβουρνε

Σχηοολ οφ Εχονοmιχσ, Υνιϖερσιτψ οφ Νοττινγηαm

Σεπτεmβερ 2013

Αβστραχτ

Wε χοmπαρε τηε ασψmπτοτιχ λοχαλ ποωερ οφ υππερ−ταιλ υνιτ ροοτ τεστσ αγαινστ αν
εξπλοσιϖε αλτερνατιϖε βασεδ ον ορδιναρψ λεαστ σθυαρεσ (ΟΛΣ) ανδ θυασι−δι�ερενχεδ
(ΘD) δεmεανινγ/δετρενδινγ. Wε �νδ τηατ υνδερ αν ασψmπτοτιχαλλψ νεγλιγιβλε
ινιτιαλιζατιον, τηε ΘD−βασεδ τεστσ αρε νεαρ ασψmπτοτιχαλλψ ε�χιεντ ανδ γενεραλλψ
ο�ερ συπεριορ ποωερ το ΟΛΣ−βασεδ αππροαχηεσ; ηοωεϖερ, τηε ποωερ γαινσ αρε
mυχη mορε mοδεστ τηαν ιν τηε λοωερ−ταιλ τεστινγ χοντεξτ. Wε αλσο �νδ τηατ
ασψmπτοτιχαλλψ νον−νεγλιγιβλε ινιτιαλ χονδιτιονσ δο νοτ α�εχτ τηε ποωερ ρανκινγ
ιν τηε σαmε ωαψ ασ τηεψ δο φορ λοωερ−ταιλ τεστσ, ωιτη τηε ΘD−βασεδ τεστσ ρεταινινγ
α ποωερ αδϖανταγε ιν συχη χασεσ.

Κεψωορδσ: Υνιτ ροοτ τεστινγ; Εξπλοσιϖε αυτορεγρεσσιον; Ασψmπτοτιχ ποωερ; Ινι−
τιαλ χονδιτιον.

ϑΕΛ Χλασσι�χατιον: Χ22; Χ12.

1 Ιντροδυχτιον

Τεστινγ τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ α υνιτ ροοτ αγαινστ α στατιοναρψ αλτερνατιϖε ηασ ρεχειϖεδ
α γρεατ δεαλ οφ αττεντιον ιν τηε εχονοmετριχσ λιτερατυρε. Ινδεεδ, ιτ ισ νοω α mαττερ οφ
ρεγυλαρ πραχτιχε ιν εmπιριχαλ τιmε σεριεσ ρεσεαρχη το χονδυχτ υνιτ ροοτ τεστσ συχη ασ τηε
τ−ρατιο τεστσ οφ Dιχκεψ ανδ Φυλλερ (1979) [DΦ] ανδ Ελλιοττ ετ αλ. (1996) [ΕΡΣ]. Wηιλε
τηε DΦ αππροαχη αχχουντσ φορ τηε ασσυmεδ δετερmινιστιχ χοmπονεντ οφ τηε σεριεσ ϖια
πριορ ορδιναρψ λεαστ σθυαρεσ (ΟΛΣ) δεmεανινγ ορ δετρενδινγ, ΕΡΣ δεmονστρατε τηατ
γαινσ ιν ποωερ αρε αϖαιλαβλε βψ ινστεαδ δεmεανινγ ορ δετρενδινγ βασεδ ον α θυασι−
δι�ερενχεδ (ΘD) τρανσφορmατιον οφ τηε ρεγρεσσιον. Ασσυmινγ α νεγλιγιβλε ινιτιαλιζατιον

�Χορρεσπονδενχε το: Dαϖιδ Ηαρϖεψ, Σχηοολ οφ Εχονοmιχσ, Υνιϖερσιτψ οφ Νοττινγηαm, Υνιϖερσιτψ
Παρκ, Νοττινγηαm, ΝΓ7 2ΡD, Υνιτεδ Κινγδοm. Εmαιλ: δαϖε.ηαρϖεψ≅νοττινγηαm.αχ.υκ
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φορ τηε στοχηαστιχ προχεσσ, ΕΡΣ σηοω τηατ τηε ΘD ϖερσιον οφ τηε DΦ τεστ ισ νεαρ
ασψmπτοτιχαλλψ ε�χιεντ, λψινγ αρβιτραριλψ χλοσε το τηε Γαυσσιαν λοχαλ ποωερ ενϖελοπε.
Ηοωεϖερ, Μ�υλλερ ανδ Ελλιοττ (2003) σηοω τηατ τηε συπεριοριτψ οφ τεστσ βασεδ ον ΘD
δεmεανινγ ορ δετρενδινγ χοmπαρεδ το τηειρ ΟΛΣ δεmεανεδ ορ δετρενδεδ χουντερπαρτσ
δοεσ νοτ χαρρψ οϖερ το τηε χασε ωηερε τηε ινιτιαλ ϖαλυε οφ τηε σεριεσ ισ ασψmπτοτιχαλλψ
νον−νεγλιγιβλε; ηερε, τηε ποωερ ρανκινγ ισ ρεϖερσεδ φορ λαργε ινιτιαλ χονδιτιονσ.
Wηιλε τεστσ οφ τηε υνιτ ροοτ νυλλ ηαϖε πρεδοmιναντλψ βεεν διρεχτεδ τοωαρδσ τηε

στατιοναρψ αλτερνατιϖε, τηερε ηασ βεεν γροωινγ ιντερεστ ιν τεστινγ αγαινστ αν εξπλοσιϖε
αλτερνατιϖε, παρτιχυλαρλψ ιν τηε αναλψσισ οφ �νανχιαλ τιmε σεριεσ ωηερε εξπλοσιϖε αυτορε−
γρεσσιϖε βεηαϖιουρ χαν αχτ ασ α mοδελ φορ αν εχονοmιχ βυββλε. Φορ εξαmπλε, Πηιλλιπσ ετ
αλ. (2011) mακε υσε οφ φορωαρδ ρεχυρσιϖε υππερ−ταιλ ΟΛΣ−βασεδ DΦ τεστσ το δετερmινε
ωηετηερ τηε Νασδαθ στοχκ πριχε ινδεξ δισπλαψεδ εξπλοσιϖε βυββλε−τψπε βεηαϖιουρ ιν τηε
1990σ. Γιϖεν τηε δι�ερεντιαλ βεηαϖιουρ οφ ΟΛΣ− ανδ ΘD−δεmεανεδ/δετρενδεδ τεστσ
αλρεαδψ εσταβλισηεδ ωηεν τεστινγ ιν τηε λοωερ ταιλ, ιν τηισ παπερ ωε χονσιδερ ωηετηερ
σιmιλαρ φεατυρεσ αρε mανιφεστ ωηεν τεστσ αρε ιmπλεmεντεδ ιν τηε υππερ ταιλ, ι.ε. ωηετηερ
υππερ−ταιλ ΘD−βασεδ DΦ τεστσ ατταιν ηιγηερ λεϖελσ οφ ποωερ τηαν ΟΛΣ−βασεδ τεστσ υνδερ
αν ασσυmπτιον οφ αν ασψmπτοτιχαλλψ νεγλιγιβλε ινιτιαλ χονδιτιον, ανδ ωηετηερ ασψmπτοτ−
ιχαλλψ νον−νεγλιγιβλε ινιτιαλ χονδιτιονσ χρεατε α ρεϖερσαλ οφ τηισ ποωερ ρανκινγ. Wε �νδ
τηατ υνδερ αν ασψmπτοτιχαλλψ νεγλιγιβλε ινιτιαλιζατιον, τηε υππερ−ταιλ ΘD−βασεδ τεστσ αρε
αγαιν νεαρ ασψmπτοτιχαλλψ ε�χιεντ ανδ γενεραλλψ ο�ερ συπεριορ ποωερ το τεστσ βασεδ ον
ΟΛΣ δεmεανινγ/δετρενδινγ; ηοωεϖερ, τηε ποωερ γαινσ αρε mυχη mορε mοδεστ τηαν ιν
τηε λοωερ−ταιλ τεστινγ χοντεξτ. Μορεοϖερ, ωε �νδ τηατ ασψmπτοτιχαλλψ νον−νεγλιγιβλε
ινιτιαλ χονδιτιονσ δο νοτ α�εχτ τηε ποωερ ρανκινγ ιν τηε σαmε ωαψ ασ φορ λοωερ−ταιλ
τεστσ, ωιτη τηε ΘD−βασεδ ϖαριαντσ ρεταινινγ α ποωερ αδϖανταγε ιν τηισ σεττινγ.

2 Τηε mοδελ ανδ τεστ στατιστιχσ

Wε χονσιδερ α DΓΠ γιϖεν βψ

ψτ = �+ �τ+ υτ; τ = 1; :::; Τ (1)

υτ = �Τυτ�1 + ∀τ; τ = 2; :::; Τ: (2)

ωηερε ∀τ ισ α mαρτινγαλε δι�ερενχε σεθυενχε ωιτη χονδιτιοναλ ϖαριανχε �
2 ανδ συπτΕ(∀

4
τ ) <

1. Wε ασσυmε �Τ = 1 + χ=Τ , ωηερε χ ισ α �νιτε χονσταντ. Wε χονσιδερ τωο χασεσ φορ
τηε ινιτιαλ χονδιτιον, mοδελλινγ υ1 ασ ειτηερ ασψmπτοτιχαλλψ νεγλιγιβλε ϖια Ασσυmπτιον
1: υ1 = οπ(Τ

�1=2), ορ ασψmπτοτιχαλλψ νον−νεγλιγιβλε ϖια Ασσυmπτιον 2: υ1 = Τ 1=2��,
ωηερε � 6= 0 ισ α �νιτε χονσταντ, χφ. Μ�υλλερ ανδ Ελλιοττ (2003).1

Ουρ ιντερεστ ιν τηισ παπερ χεντρεσ ον δισχριmινατινγ βετωεεν τηε υνιτ ροοτ νυλλ
ηψποτηεσισ Η0 : �Τ = 1 (χ = 0) ανδ ειτηερ τηε λοχαλ−το−υνιτ ροοτ στατιοναρψ αλτερνατιϖε
ΗΣ : �Τ < 1 (χ < 0) ορ τηε λοχαλ−το−υνιτ ροοτ εξπλοσιϖε αλτερνατιϖε ΗΕ : �Τ > 1 (χ > 0).
Τηε υνιτ ροοτ τεστσ ωε χονσιδερ αρε τηε τ−ρατιο τεστ οφ DΦ βασεδ ον ΟΛΣ δεmεανινγ ορ

1Νοτε τηατ (1)−(2) ρεστριχτσ τηε δετερmινιστιχ χονσταντ/τρενδ το εντερ λινεαρλψ, ανδ ενσυρεσ τηατ ανψ
λοχαλλψ εξπλοσιϖε βεηαϖιουρ ιν ψτ αρισεσ φροm τηε στοχηαστιχ χοmπονεντ υτ αλονε, χφ. Πηιλλιπσ, Σηι ανδ
Ψυ (2013).

2



δετρενδινγ (δενοτεδ βψ DΦ−ΟΛΣ� ανδ DΦ−ΟΛΣ � ρεσπεχτιϖελψ) ανδ τηε DΦ−τψπε τ−ρατιο
τεστ οφ ΕΡΣ βασεδ ον ΘD δεmεανινγ ορ δετρενδινγ (δενοτεδ βψ DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD �

ρεσπεχτιϖελψ).
Τηε DΦ−ΟΛΣ ι τεστ (ι = �, �) ισ βασεδ ον τηε τ−στατιστιχ φορ τεστινγ � = 1 ιν τηε

�ττεδ ρεγρεσσιον εθυατιον

⊥υτ = �⊥υτ�1 + ετ; τ = 2; :::; Τ (3)

ωηερε ⊥υτ := ψτ � ζ
0

τ
⊥� ισ τηε ρεσιδυαλ φροm αν ΟΛΣ ρεγρεσσιον οφ ψτ ον ζτ := 1, � = �

(DΦ−ΟΛΣ�) ορ ζτ := (1; τ)
0, � = (�; �)0 (DΦ−ΟΛΣ � ). Τηε χορρεσπονδινγ DΦ−ΘD ι τεστ

(ι = �, �) ισ βασεδ ον τηε τ−στατιστιχ φορ τεστινγ � = 1 ιν τηε �ττεδ ρεγρεσσιον

∼υτ = �∼υτ�1 + ετ; τ = 2; :::; Τ (4)

ωηερε, ον σεττινγ ��Τ := 1 + �χ=Τ φορ σοmε χηοσεν χονσταντ �χ, ∼υτ := ψτ � ζ
0

τ
∼�, ωηερε

∼� ισ οβταινεδ φροm τηε ΘD ρεγρεσσιον οφ ψ�χ := (ψ1; ψ2 � ��Τψ1; :::; ψΤ � ��ΤψΤ�1)
0 ον

Ζ�χ := (ζ1; ζ2 � ��Τ ζ1; :::; ζΤ � ��Τ ζΤ�1)
0, ωηερε ζτ := 1 φορ DΦ−ΘD�, ανδ ζτ := (1; τ)0

φορ DΦ−ΘD � . Wηεν τηε DΦ−ΟΛΣ� ανδ DΦ−ΘD� τεστσ αρε χονσιδερεδ, τηε ιmπλιχιτ
ασσυmπτιον ισ τηατ � = 0 ιν (1).

3 Ασψmπτοτιχ βεηαϖιουρ

Τηε ασψmπτοτιχ προπερτιεσ οφ τηε φουρ τεστσ, ασσυmινγ � = 0 ιν (1) φορ DΦ−ΟΛΣ� ανδ
DΦ−ΘD�, αρε ασ φολλοωσ:

DΦ−ΟΛΣ�
δ
!
Κ�
χ (1)

2 �Κ�
χ (0)

2 � 1

2
θ

Ρ 1

0
Κ�
χ (ρ)2δρ

; DΦ−ΘD� δ
!

Κχ(1)
2 � 1

2
θ

Ρ 1

0
Κχ(ρ)2δρ

;

DΦ−ΟΛΣ �
δ
!
Κ�
χ (1)

2 �Κ�
χ (0)

2 � 1

2
θ

Ρ 1

0
Κ�
χ (ρ)

2δρ
; DΦ−ΘD � δ

!
Κ�;�χ
χ (1)

2 � 1

2
θ

Ρ 1

0
Κ�;�χ
χ (ρ)2δρ

;

ωηερε

Κ�
χ (ρ) := Κχ(ρ)�

Ζ 1

0

Κχ(σ)δσ;

Κ�
χ (ρ) := Κ�

χ (ρ)� 12

�

ρ �
1

2

�
Ζ 1

0

�

σ�
1

2

�

Κχ(σ)δσ;

Κ�;�χ
χ (ρ) := Κχ(ρ)� ρ

�

�χ�Κχ(1) + 3(1� �χ
�)

Ζ 1

0

σΚχ(σ)δρ

�

ωιτη �χ� := (1� �χ)=(1� �χ+ �χ2=3) ανδ

Κχ(ρ) :=

�

Wχ(ρ) υνδερ Ασσυmπτιον 1
�(ερχ � 1) +Wχ(ρ) υνδερ Ασσυmπτιον 2

ωηερε Wχ(ρ) :=
Ρ ρ

0
ε(ρ�σ)χδW (σ) ανδ W (ρ) ισ α στανδαρδ Wιενερ προχεσσ. Τηεσε λιmιτ

διστριβυτιονσ φολλοω διρεχτλψ φροm ρεσυλτσ ιν Μ�υλλερ ανδ Ελλιοττ (2003).2

2Νοτε τηατ τηεσε λιmιτ ρεσυλτσ χοντινυε το ηολδ ιν τηε χασε οφ σεριαλλψ χορρελατεδ ∀τ, προϖιδεδ αππρο−
πριατε λαγγεδ δι�ερενχε αυγmεντατιον ισ αππλιεδ το τηε DΦ−τψπε ρεγρεσσιονσ (3) ανδ (4).
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Τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιονσ οφ τηε τεστσ υνδερ Η0 αρε φουνδ βψ σεττινγ χ = 0, ατ
ωηιχη ϖαλυεΚχ(ρ) = W (ρ) υνδερ βοτη Ασσυmπτιονσ 1 ανδ 2, ανδ σο τηε ινιτιαλ χονδιτιον
πλαψσ νο ρολε. Φορ τηε στατιοναρψ αλτερνατιϖεΗΣ ωε ρεθυιρε λοωερ−ταιλ ασψmπτοτιχ χριτιχαλ
ϖαλυεσ, ωηιλε φορ τηε εξπλοσιϖε αλτερνατιϖε ΗΕ ιτ ισ υππερ−ταιλ ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ
τηατ αρε νεεδεδ. Υνδερ Ασσυmπτιον 1, τηε ινιτιαλ χονδιτιον ισ ασψmπτοτιχαλλψ νεγλιγιβλε
ανδ ηασ νο ιmπαχτ ον τηε λιmιτ διστριβυτιονσ οφ τηε τεστσ. Υνδερ Ασσυmπτιον 2, ηοωεϖερ,
υνδερ ειτηερ αλτερνατιϖε ηψποτηεσισ (ι.ε. ωηεν χ 6= 0), τηε ινιτιαλ χονδιτιον δοεσ ηαϖε
αν ε�εχτ ιν τηε λιmιτ.
ΕΡΣ χηοοσε �χ συχη τηατ ωηεν τεστινγ Η0 αγαινστ ΗΣ, τηε Γαυσσιαν ποιντ οπτιmαλ

ινϖαριαντ τεστ οφ χ = 0 αγαινστ χ = �χ, ωηιχη φορmσ τηε ασψmπτοτιχ Γαυσσιαν λοχαλ ποωερ
ενϖελοπε, ηασ α ποωερ οφ 0.50. Φορ α νοmιναλ 0.05−λεϖελ τεστ, τηισ ψιελδσ τηε (αππροξ−
ιmατε) ϖαλυεσ �χ = �7 ανδ �χ = �13:5 φορ DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � , ρεσπεχτιϖελψ. Wε
ρεπεατεδ τηισ εξερχισε ιν τηε χοντεξτ οφ τεστινγ Η0 αγαινστ ΗΕ, ανδ φουνδ τηε (αππροξ−
ιmατε) ϖαλυεσ �χ = 1:6 ανδ �χ = 2:4 φορ DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � , ρεσπεχτιϖελψ, ανδ τηεσε
αρε αδοπτεδ ιν ωηατ φολλοωσ. Ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ φορ τεστινγ αγαινστ ΗΣ αρε
αλρεαδψ δοχυmεντεδ; φορ τεστινγ αγαινστ ΗΕ, Ταβλε 1 ρεπορτσ ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ
ατ χονϖεντιοναλ σιγνι�χανχε λεϖελσ φορ τηε φουρ τεστσ ωε χονσιδερ. Ηερε ανδ τηρουγηουτ
τηε παπερ, νυmεριχαλ ρεσυλτσ αρε οβταινεδ βψ διρεχτ σιmυλατιον οφ τηε λιmιτινγ διστρι−
βυτιονσ, αππροξιmατινγ τηε Wιενερ προχεσσεσ υσινγ ΝΙΙD(0; 1) ρανδοm ϖαριατεσ, ανδ
ωιτη τηε ιντεγραλσ αππροξιmατεδ βψ νορmαλιζεδ συmσ οφ 2000 στεπσ. Τηε σιmυλατιονσ
ωερε προγραmmεδ ιν Γαυσσ 9.0 υσινγ 50,000 Μοντε Χαρλο ρεπλιχατιονσ.

3.1 Ασψmπτοτιχαλλψ νεγλιγιβλε ινιτιαλ χονδιτιονσ

Φορ τηε χασε οφ Ασσυmπτιον 1, ωηερε τηε ινιτιαλ χονδιτιον ηασ νο ασψmπτοτιχ ε�εχτ,
Φιγυρε 1 πλοτσ τηε λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερ φορ λοωερ−ταιλ τεστσ οφ Η0 αγαινστ ΗΣ, χον−
δυχτεδ ατ τηε 0.05 λεϖελ, αχροσσ χ � 0, τογετηερ ωιτη τηε Γαυσσιαν λοχαλ ποωερ ενϖελοπε.
Wε ρεπορτ ρεσυλτσ φορ χ = φ0;�0:5;�1:0; :::;�30:0γ σο τηατ τηε ενϖελοπε ποωερσ ρανγε
φροm 0:05 ατ χ = 0 το ϖαλυεσ ιν εξχεσσ οφ 0:995. Wε οβσερϖε τηε φαmιλιαρ ΕΡΣ ρεσυλτ
σηοωινγ τηατ, ιν Φιγυρε 1(α), τηε ποωερ οφ DΦ−ΘD� (ε�εχτιϖελψ) χοινχιδεσ ωιτη τηε
ποωερ ενϖελοπε αχροσσ αλλ χ ανδ ισ συβσταντιαλλψ ηιγηερ τηαν τηατ οφ DΦ−ΟΛΣ�, ωηιλε
ιν Φιγυρε 1(β), τηε ποωερ οφ DΦ−ΘD � αγαιν χοινχιδεσ ωιτη τηε ποωερ ενϖελοπε ανδ ισ
ηιγηερ τηαν τηατ οφ DΦ−ΟΛΣ � .
Φιγυρε 2 εξαmινεσ ωηετηερ τηεσε ρεσυλτσ χοντινυε το ηολδ φορ υππερ−ταιλ τεστσ οφ

Η0 αγαινστ ΗΕ, αχροσσ χ � 0. Ηερε ωε χονσιδερ χ = φ0; 0:1; 0:2; :::; 7:0γ σο τηατ τηε
ενϖελοπε χοϖερσ τηε σαmε ρανγε οφ ποωερσ ασ ιν τηε λοωερ−ταιλ χασε. Φιγυρε 2(α) σηοωσ
τηατ DΦ−ΘD� χοινχιδεσ ωιτη τηε ποωερ ενϖελοπε φορ ϖαλυεσ οφ χ υπ το αππροξιmατελψ
1.5, αφτερ ωηιχη ιτ φαλλσ ϖερψ σλιγητλψ βελοω τηε ποωερ ενϖελοπε. Φορ ϖαλυεσ υπ το αβουτ
2.5, DΦ−ΟΛΣ� ισ λεσσ ποωερφυλ τηαν DΦ−ΘD� βυτ τηερεαφτερ DΦ−ΟΛΣ� ισ αχτυαλλψ χλοσερ
το τηε ποωερ ενϖελοπε τηαν DΦ−ΘD�. Wηιλε, ον βαλανχε, ιτ ισ χλεαρ τηατ DΦ−ΟΛΣ� ισ
α λεσσ ποωερφυλ τεστ τηαν DΦ−ΘD�, τηε mαγνιτυδεσ οφ τηε λοσσ αρε χονσιδεραβλψ σmαλλερ
ηερε τηαν φορ τηε χορρεσπονδινγ λοωερ−ταιλ τεστσ οφ Η0 αγαινστ ΗΣ σεεν ιν Φιγυρε 1(α).
Ιν Φιγυρε 2(β), ωε σεε τηατ τηε ποωερ οφ DΦ−ΘD � χοινχιδεσ ωιτη τηε ποωερ ενϖελοπε
ανδ, ωηιλε DΦ−ΟΛΣ � ισ λεσσ ποωερφυλ, ιτ ισ ονλψ mαργιναλλψ λεσσ σο, ωιτη τηε ποωερσ
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βεινγ mυχη χλοσερ τηαν φορ τηε λοωερ−ταιλ τεστσ οφ Η0 αγαινστ ΗΣ σηοων ιν Φιγυρε 1(β).
Οϖεραλλ, ωε χονχλυδε τηατ ωηετηερ λοωερ−ταιλ ορ υππερ−ταιλ τεστσ αρε βεινγ χονσιδερεδ,

τηε DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � τεστσ σηουλδ βε τηουγητ οφ ασ πρεφεραβλε το τηε χορρεσπονδινγ
DΦ−ΟΛΣ� ανδ DΦ−ΟΛΣ � τεστσ, ασ τηε φορmερ αλmοστ νεϖερ δεϖιατε φροm τηε ποωερ
ενϖελοπε. Ηοωεϖερ, τηε χασε φορ τηισ πρεφερενχε ισ ρατηερ ωεακερ φορ υππερ−ταιλ τεστινγ
τηαν ιτ ισ φορ λοωερ−ταιλ τεστινγ.

3.2 Ασψmπτοτιχαλλψ νον−νεγλιγιβλε ινιτιαλ χονδιτιονσ

Wε νοω τυρν το τηε χασε οφ Ασσυmπτιον 2, ωηερε τηε ινιτιαλ χονδιτιον δοεσ ηαϖε αν
ασψmπτοτιχ ιν
υενχε ον τηε λοχαλ ποωερ οφ τηε τεστσ. Φιγυρεσ 3(α) ανδ 3(β) σηοω
ασψmπτοτιχ λοχαλ ποωερσ φορ λοωερ−ταιλ τεστσ οφΗ0 αγαινστΗΣ, αχροσσ � � 0 ωηεν χ = �7
ανδ χ = �13:5, ρεσπεχτιϖελψ; τηεσε αρε τηε ϖαλυεσ οφ χ τηατ ψιελδ αν (αππροξιmατε)
ασψmπτοτιχ ποωερ οφ 0.50 φορ DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � υνδερ Ασσυmπτιον 1. Ρεσυλτσ αρε
ρεπορτεδ φορ � = φ0; 0:02; 0:04; :::; 1:20γ.3 Αγαιν ωε οβσερϖε τηε φαmιλιαρ Μ�υλλερ−Ελλιοττ
παττερν τηατ τηε ποωερ προ�λεσ οφ DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � εξηιβιτ mονοτονιχ δεχρεασε ιν
�, ωηιλστ τηε ποωερσ οφ DΦ−ΟΛΣ� ανδ DΦ−ΟΛΣ � δεmονστρατε πρεχισελψ τηε ρεϖερσε φορm
οφ βεηαϖιουρ. Τηε ποωερσ οφ DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � αρε ε�εχτιϖελψ ζερο φορ � > 0:6 ανδ
0:7, ρεσπεχτιϖελψ; ιτ ισ τηισ υναππεαλινγ φεατυρε οφ τηε DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � τεστσ τηατ
mακεσ ιτ ηιγηλψ θυεστιοναβλε ωηετηερ, ωηεν λιττλε ισ κνοων αβουτ τηε ινιτιαλ χονδιτιον
(ασ ισ τψπιχαλλψ τηε χασε ιν πραχτιχε), τηεψ σηουλδ βε χονσιδερεδ α βεττερ οπτιον τηαν
DΦ−ΟΛΣ� ανδ DΦ−ΟΛΣ � .
Φιγυρεσ 4(α) ανδ 4(β) σηοω λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερσ φορ υππερ−ταιλ τεστσ οφΗ0 αγαινστ

ΗΕ ωηεν χ = 1:6 ανδ χ = 2:4, ρεσπεχτιϖελψ, τηεσε ϖαλυεσ οφ χ βεινγ τηοσε τηατ γιϖε (απ−
προξιmατε) ποωερ οφ 0.50 φορ DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � υνδερ Ασσυmπτιον 1. Τηε στανδουτ
φεατυρε ισ τηατ τηε ποωερσ οφ DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � αρε ηερε mονοτονιχαλλψ ινχρεασινγ
ιν �, ασ αρε τηειρ χουντερπαρτσ DΦ−ΟΛΣ� ανδ DΦ−ΟΛΣ � . Μορεοϖερ, τηε ποωερσ οφ τηε
DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � τεστσ χονσιστεντλψ εξχεεδ τηοσε οφ τηε χορρεσπονδινγ DΦ−ΟΛΣ�

ανδ DΦ−ΟΛΣ � τεστσ αχροσσ �.
Χλεαρλψ τηεν, ασψmπτοτιχαλλψ νον−νεγλιγιβλε ινιτιαλ χονδιτιονσ δο νοτ ρεπροδυχε τηειρ

περνιχιουσ ποωερ ε�εχτσ ον DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � φροm λοωερ−ταιλ τεστινγ οφ Η0 αγαινστ
ΗΣ ονχε τηε χοντεξτ χηανγεσ το υππερ−ταιλ τεστινγ οφ Η0 αγαινστ ΗΕ.

4 Τηερεφορε, φορ
τηισ λαττερ τεστινγ προβλεm τηε DΦ−ΘD� ανδ DΦ−ΘD � παιρ οφ τεστσ εmεργε, πρεττψ mυχη
ωιτηουτ χοντεντιον, ασ τηε τεστσ οφ χηοιχε.

4 Χονχλυσιον

Τηε ρεσυλτσ οφ τηισ παπερ σηοω τηατ ωηεν τηε ινιτιαλ χονδιτιον οφ α τιmε σεριεσ ισ ασψmπ−
τοτιχαλλψ νεγλιγιβλε, υππερ−ταιλ ΘD−βασεδ DΦ υνιτ ροοτ τεστσ αρε νεαρ ασψmπτοτιχαλλψ
ε�χιεντ, ασ ηασ βεεν οβσερϖεδ πρεϖιουσλψ φορ τηειρ λοωερ−ταιλ χουντερπαρτσ. Τηεψ αλσο

3Νοτε τηατ τηε λιmιτ διστριβυτιονσ οφ τηε τεστσ αρε ινϖαριαντ το τηε σιγν οφ �.
4Υνρεπορτεδ σιmυλατιονσ χον�ρm τηατ σιmιλαρ θυαλιτατιϖε παττερνσ οφ ρεσυλτσ αρε οβταινεδ φορ διφ−

φερεντ ϖαλυεσ οφ χ.

5



γενεραλλψ ποσσεσσ συπεριορ λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερ προπερτιεσ το τεστσ βασεδ ον ΟΛΣ
δεmεανινγ ορ δετρενδινγ, αλτηουγη τηε ποωερ γαινσ τηατ τηε ΘD αππροαχη δελιϖερσ αρε
χονσιδεραβλψ λεσσ σιγνι�χαντ τηαν φορ λοωερ−ταιλ τεστινγ. Ιντερεστινγλψ, ωηεν τηε ινιτιαλ
χονδιτιον ισ ασψmπτοτιχαλλψ νον−νεγλιγιβλε, τηε ποωερ οφ τηε υππερ−ταιλ ΘD−βασεδ τεστσ
εξχεεδσ τηατ οφ τηε χορρεσπονδινγ ΟΛΣ−βασεδ τεστσ, ανδ ισ ινχρεασινγ ωιτη τηε mαγ−
νιτυδε οφ τηε ινιτιαλ ϖαλυε, ιν χοmπλετε χοντραστ το ωηατ ισ φουνδ φορ λοωερ−ταιλ υνιτ
ροοτ τεστσ. Ιτ σεεmσ χλεαρ, τηερεφορε, τηατ ωηεν χονδυχτινγ υνιτ ροοτ τεστσ αγαινστ αν
εξπλοσιϖε αλτερνατιϖε, ΘD δεmεανινγ ορ δετρενδινγ δοεσ νοτ συ�ερ φροm τηε σαmε δραω−
βαχκσ τηατ αρε ασσοχιατεδ ωιτη τεστινγ αγαινστ α στατιοναρψ αλτερνατιϖε, ανδ ωορτηωηιλε
γαινσ αρε αϖαιλαβλε χοmπαρεδ το ΟΛΣ δεmεανινγ ορ δετρενδινγ, ρεγαρδλεσσ οφ τηε πρεχισε
σπεχι�χατιον οφ τηε προχεσσ∋σ ινιτιαλιζατιον. Φορ τηεσε ρεασονσ, τηερε ισ λιττλε νεεδ φορ
α παραλλελ δεϖελοπmεντ οφ λοωερ−ταιλ προχεδυρεσ τηατ αττεmπτ το εξπλοιτ δι�ερενχεσ ιν
ΘD ανδ ΟΛΣ αππροαχηεσ αχροσσ ινιτιαλ χονδιτιονσ, συχη ασ τηε υνιον οφ ρεϕεχτιονσ−βασεδ
προχεδυρεσ οφ Ηαρϖεψ ετ αλ. (2009). Οϖεραλλ, ΘD δεmεανινγ ορ δετρενδινγ ο�ερσ αν
ιmπροϖεδ αππροαχη φορ πραχτιτιονερσ τεστινγ φορ εξπλοσιϖε βεηαϖιουρ ιν εχονοmιχ ανδ
�νανχιαλ τιmε σεριεσ, νοτωιτηστανδινγ τηε φαχτ τηατ τηε ποτεντιαλ γαινσ αρε θυιτε mοδεστ.
Φιναλλψ, ωε αλσο ινϖεστιγατεδ ωηετηερ συχη γαινσ τρανσλατε το ρελατεδ τεστινγ απ−

προαχηεσ συχη ασ τηε ρεχυρσιϖε υππερ−ταιλ DΦ−τψπε τεστσ οφ Πηιλλιπσ ετ αλ. (2011) φορ
δετεχτινγ ασσετ πριχε βυββλεσ. Σπεχι�χαλλψ, ωε σιmυλατεδ τηε λαργε σαmπλε ποωερ περφορ−
mανχε οφ ΟΛΣ ανδ ΘD δεmεανεδ ανδ δετρενδεδ ϖερσιονσ οφ τηε Πηιλλιπσ ετ αλ. (2011)
τεστ, υσινγ (1)−(2) ωιτη τηε σαmε σεττινγσ ασ υνδερλιε Φιγυρεσ 2 ανδ 4. Ασ mιγητ βε
εξπεχτεδ, ωε φουνδ τηε ρελατιϖε βεηαϖιουρ οφ τηε ΟΛΣ ανδ ΘD ρεχυρσιϖε τεστσ το βε
θυαλιτατιϖελψ ϖερψ σιmιλαρ το τηατ οβσερϖεδ φορ τηε νον−ρεχυρσιϖε τεστ ρεσυλτσ ρεπορτεδ ιν
τηε �γυρεσ, τηυσ τηε �νδινγσ οφ τηισ παπερ αππλψ αλσο το ρεχυρσιϖε−βασεδ προχεδυρεσ.5
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Table 1. Asymptotic ξ-level critical values for upper-tail unit root tests

ξ = 0.10 ξ = 0.05 ξ = 0.01

DF-OLSµ
−0.44 −0.08 0.61

DF-OLS τ
−1.24 −0.94 −0.32

DF-QDµ
0.89 1.28 2.00

DF-QDτ
2.64 3.31 4.59
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(a) i = µ (b) i = τ

Figure 1. Asymptotic local power of lower-tail unit root tests, u1 = op(T
−1/2):

Envelope: H H H , DF-OLS i: – – , DF-QD i:

(a) i = µ (b) i = τ

Figure 2. Asymptotic local power of upper-tail unit root tests, u1 = op(T
−1/2):

Envelope: H H H , DF-OLS i: – – , DF-QD i:
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(a) i = µ, c = −7 (b) i = τ , c = −13.5

Figure 3. Asymptotic local power of lower-tail unit root tests, u1 = T
1/2

σα:
DF-OLS i: – – , DF-QD i:

(a) i = µ, c = 1.6 (b) i = τ , c = 2.4

Figure 4. Asymptotic local power of upper-tail unit root tests, u1 = T
1/2

σα:
DF-OLS i: – – , DF-QD i:
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