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1. fejezet

Bevezetés

1.1. El6zmények, publikiciok

A megfigyelési (avagy megfigyelhetGségi) problémak eredete az iranyitaselmélet té-
makorébe nyulik vissza, ami kiterjedt irodalommal rendelkezik, lasd [1]-[11]. Az egyik
leggyakoribb (és sikeresen megoldott) kontroll-probléma a kévetkezs: adott egy T id6-

pont (0 < T < 00), és el§ van irva egy rendszer teljes allapota ebben a T idépontban:

U|t:T = f1, Ut|t=T = f2

ahol u egy masodrendii, hiperbolikus parcialis differencidlegyenlet ismeretlen megolda-
sa, f1 és fo ismert fliggvények, és keresendsk az uli—g, u|i—o kezdeti adatok, ahonnan
indulva a rendszer eléri az elsirt (f1, fo) allapotot a ¢t = T idépillanatban.

Egy, a méasodrend, hiperbolikus tipusu egyenletekre (a jelen értekezésben hurrezgés
egyenletekre) kittizott legegyszertibb megfigyelhet&ségi probléma a kovetkezs: megta-
lalni azon uli—g, us|i=o kezdeti adatokat, ahonnan indulva valamely ¢;, t5 id6pontokban
elsirt (avagy megfigyelt)

u’t:tl = fi, u’t:tz = fa

részleges allapotok elGallnak.

Tehat a fentebb emlitett iranyitéaselméletbeli kérdéshez képest a {6 kiilonbség, hogy
nem egy késébb idépontbeli teljes allapotra, hanem tobb idépontbeli, de csak részleges
allapotra van feltételiink. A megfigyelt részleges allapotokat megfigyelési feltételeknek,
a hozzajuk kapcsolodé idépontokat megfigyelési idépontoknak fogjuk nevezni.

Elképzelhet6 egy problémahoz kapcsoloddan szamos megfigyelési idépont is, de a
jelen disszertacié soran elGkeriil problémakban mindig két megfigyelt részleges alla-
potrol lesz sz6, és az ehhez tartozé idépontokat konzisztensen ti-gyel és to-vel fogjuk

jelolni. A szokasos feltételeket altalanositva tetszéleges elGjeld t1,to € R megfigyelési



idépontokat fogunk hasznalni, és a targyalt hurrezgésegyenleteket is tetszéleges t € R
és tetszbleges ty € R kezdeti idGpont esetén fogjuk vizsgélni.
Az értekezésben szerepld fiiggvényeket gyakran argumentumukkal egyiitt adjuk

meg. Pl. a kétvaltozos

u (,8) = ulz ) € C*([0,1] x R)
0,/] x R—R

fliggvényre — amennyiben az félreértést nem okoz — u(z,t) € C%([0,] x R) formaban is
hivatkozunk ennek révidsége és érthetGsége miatt.

A disszertéacio dr. Hegedts Jendvel kézosen végzett kutatason alapul ([14], [15], [17],
[18]), melynek kezdete egészen e disszertacio szerzGje [13] diplomamunkajaig nyulik
vissza.

A megfigyelési problémaknak nem til széles a szakirodalma, az altalunk vizsgalt
megfigyelési feladatokhoz talan a [12] munka all legkdzelebb, melyben L. N. Znamens-
kaya a rezgd [0, [] harral kapcsolatosan négy alapvets megfigyelhetéségi problémat vizs-

galt. Nevezetesen az
gy (2,1) — a*uge(z,t) = 0, (x,t) € 10,1] x [0,T)

egyenlet azon megoldasait kereste homogén peremfeltételek mellett, melyek kielégitik

a kovetkezo megfigyelési feltételek (azonos sorbeli feltételparok) valamelyikét:

U|t:t1 = f17 u’t:tg = f27
u’t:h = fl, ut‘t:tg = f27
Ut|i=t, = f1, Uli=t, = fo,
ut|t:t1 = f17 Ut‘t:tg = f2'

A problémat sikeriilt megoldania, feltéve, hogy a megfigyelési id6pontok elég kicsik
(0 < t; <ty <2l/a), illetve ha az uli—g = ¢, u|t—o = ¥ kezdeti adatok ismertek egy
[h1, he] C [0, 1] részintervallumon.

Ezenkiviil megemlitiink még néhany, az értekezés témajahoz hasonlé munkat, ame-
lyek rezgé rudakkal, lemezekkel és membranokkal kapcsolatos megfigyelési probléma-
kat targyalnak. Ezek kronologiai sorrendben a kévetkezdk: [19], [20] és részben [16].
Kiemeljiik itt Ambroise Vest [16] dolgozatat, s annak {6 eredményét, ami szerint (si-
maséagvesztés mellett) azon (t1,t3) € R? parok halmazanak a Lebesgue mértéke nulla,

amelyekre nem all fenn a [0, [] hur standard rezgéseinek megfigyelhetGsége.



1.2. A dolgozat felépitése és tartalma

A bevezetés utan, a 2. Fejezetben altalanositott fiiggvények korében kittizott meg-

figyelhet&ségi problémékkal foglalkozunk. Elgbb attekintiink egy [14]-ben szerepls, az
U (7, 1) = a*ugy(z,t) — cu(x,t), (x,t) €[0,]] xR, 0<a,ceR

Klein-Gordon egyenlettel kapcsolatos egyszertibb problémat, majd ratériink a [15]-ben

megtalalhato altalanos probléma targyalasara. Ekkor a vizsgalt egyenlet
uy = (p(z)uy)r — q(x)u = Lu, (x,t) € [0,]] xR, 0<p,qe C>([0,1])

alaki, a peremfeltételek pedig az ismeretlen u fiiggvénynek, és annak u, derivaltjanak
az v = 0 és x = [ végpontbeli értékének tetszéleges linearis kombinaciojat tartalmaz-
zak. A f6 megszoritasaink a sajatfrekvenciak aszimptotikus viselkedésére vonatkoznak,
illetve egy diofantoszi feltételt jelentenek a megfigyelési idépontokra vonatkozoan. Ez-
utan attekintiink harom konkrét alkalmazast az el6bbi eredmény illusztralasara.

A 3. Fejezet a végtelen hiirra vonatkoz6é Duhamel-elv egy 0 valtozatat tartalmazza,

ahol megmutatjuk, hogy a
v (2, 1) — a*vpe (2, 1) = f(m,1), (z,t) € R?

v(z,0) = @(z) =0, wv(z,0)=1(x)=0

kezdeti érték problémanak C?-beli megoldhatosagéhoz az f(x,t) erdfiiggvényre tett
szokasos, folytonos differencialhatosagi feltétel helyett elegendd azt megkovetelniink,
hogy f folytonos, differencialhaté a t irdny szerint, és az f; irdnymenti derivalt is
folytonos. Ezen eredmények a [17] dolgozatban taldlhatoak meg.

A 4. Fejezetben végtelen hurok rezgéseire folytonosan differencialhaté fliggvények
korében kittizott megfigyelhetGségi problémékkal foglalkozunk, zomében kiils6 erd ha-
tasa mellett. Az élesebb megfigyelhetGségi tételek érdekében az el6z6 fejezetben meg-
kovetelt simasagot tessziik fel az f erdfiiggvényrsl, és mind wu-t6l, mind wu-t6l fliggs
megfigyelési feltételeket vizsgalunk a két t = ¢, ¢, megfigyelési id6pontban. Elgbb at-
tekintiink egy egyszertibb esetet, amikor a megfigyelési feltételiinkben bizonyos egyiitt-
hatok nulla értéket vesznek fel, majd tiikrozések modszerének segitségével allitasunkat
megfogalmazzuk félvégtelen hirokra is. Végiil az altaldnos esettel folytatjuk. A fejezet
eredményei a [17] és [18] cikkekben talalhatoak meg.

Kutatasunk soran sikeriilt eredményeket elérni a téglalap, illetve kor alakit memb-

ranok rezgéseire vonatkozd megfigyelési feladatok kapcsan is, de csak az f;, fo megfi-



gyelési adatok speciélis osztalyai esetén, igy ezek az értekezésben nem szerepelnek.
A disszertacid végén az eredményeinknek mind a magyar, mind az angol nyelvi

Osszefoglalojat megadjuk.



2. fejezet

Hurrezgések megfigyelési problémai

altalanositott fuggvények korében

2.1. Egy egyszert megfigyelési probléma a Klein-Gordon

egyenletre

Ebben az alfejezetben azt a viszonylag egyszerti megfigyelési probléméat targyaljuk,
amikor mindkét megfigyelt részleges allapot a hur pozicidja. Az itt hasznalt metddus
késébb jo alapot szolgaltat a kovetkezd alfejezetbeli, altalanosabb megfigyelési probléma
vizsgalatdhoz.

Tekintsiik az [ hosszisagu har rezgését, melyet a kovetkezs, Klein-Gordon egyenlet

ir le:
(2.1) Uy (7, 1) = a®ugy (2, 1) — cu(x,t), (x,t) €[0,[] xR, 0<a,ceR.

Itt u(z,t) jelenti a rezgd hur z koordinataju pontjanak transzverzalis kitérését a ¢
idépontban, tovabba a rezgés soran jelen van egy, a kitéréssel aranyos, azzal ellentétes
irdnyu visszahizo erd.

A hir rogzitett végi, melyet a kivetkez§ els6faja, homogén peremfeltételekkel feje-

zink ki:
(2.2) u(0,t) =0, wu(l,t)=0, teR.

A huar kezdeti helyzetét, illetve kezdeti sebességét pedig a kovetkezs fliggvényekkel
adjuk meg:

(2.3) u(z,0) = p(x), w(x,0)=1(z), 0<z<L



A (2.1)—(2.3) probléma megoldasat dsszehasonlitva ugyanezen probléma ¢ = 0 eset-

beli megoldasaval adodik (lasd [13]), hogy amennyiben
€ C?0,1], yeCo,l]
adottak, és
(2.4) p(0) = @(l) = ©"(0) = "(1) = ¥(0) = ¢(I) =0,

akkor a (2.1)—(2.3) vegyes feladatnak pontosan egy klasszikus megoldésa létezik, az-
az talalhato egyetlen olyan u € C?([0,1] x R) fiiggvény, ami kielégiti (2.1)—(2.3)-at
A megoldas egyértelmiisége a [13]-ban bebizonyitott energiabecslésbdl adodik. Az u

fliggvényt a Fourier modszer segitségével a kovetkezs alakban lehet elGallitani:

S nm
2. -
(2.5) ; y, €os (twy,) + B, sin (twy,)] sm( ; x) (z,t) € [0,] x R,
ahol
nmw \2
(2.6) Wn = <7a> +c n € N,

(2.8) Y(z)= iwn By, sin (nTﬂx> = B, = wi% /Olw(x) sin (nl—ﬂx>dx, n € N.
n=1 "

Jelen értekezésben a (2.1)—(2.3) problémat, illetve a vele kapcsolatos megfigyelési
problémékat altalanositott fiiggvények korében fogjuk vizsgélni.
Tetsz6leges s valos szamra a sin nTﬂx, n = 1,2,..., fliggvények altal kifeszitett D

altéren tekintsiik a kovetkezd euklideszi norméat:

= (Z n25|cn|2>

Ha teljessé tessziik a D teret erre a norméara nézve, akkor egy Hilbert teret kapunk,

o0

chsm ( )

n=1

melyet D®-sel jeloliink. Kénnyen ellenérizhets, hogy s > 0 esetén D?® zart altere a



H*(0,1) Szoboljev térnek, azaz
D ={uec H0,1) : u®0)=u®)(1)=0,i=0,1,...,[(s —1)/2]}.

Amennyiben azonositjuk D° = L?(0,1)-et a dudliséval, akkor azt kapjuk, hogy a D~*
tér a D* tér duélisa. A 3] monografia 1.3. és 2.2. fejezeteinek eredményei szerint tetszo-
leges s valos szamra (p, 1)) € D*1 x D* esetén a (2.1)—(2.3) vegyes feladatnak létezik

pontosan egy u megoldasa, mely
(2.9) u € C(DTR)NCHD*,R)NC*(D* 1, R)

simasagi, tovabba érvényes a (2.5)-beli Fourier soros eléallitas a (2.7) és (2.8)-beli o, és
B, egylitthatokkal. Innentsl kezdve ebben az alfejezetben ¢, ¢, fi, fo és u fiiggvények
Fourier sorat a D*(0,1) terekben értjiik. A D* terek tulajdonsagairol a [4] kényvben
talalhato tovabbi informécio.

Vizsgalatainkat a Klein-Gordon egyenlettel kapcsolatos négy olyan megfigyelési
problémaval kezdtiik, amikor a ¢, 1 kezdeti fiiggvények ismeretlenek, ellenben f; és
fo adottak és olyan u altalanositott fliggvényeket keresiink, amelyekre a (2.10)—(2.13)
megfigyelési feltételek valamelyike teljestil:

(2.10) wz, ty) = fi(z), ulz,ts) = folz), 0<a<l,
(2.11) w(z,t) = fi(z), w(z,ts) = fo(z), 0<a<l,
(2.12) wz, ) = fi(x), w(z,ts) = fo(z), 0<a<l,
(2.13) w(r, ) = fi(z),  wlz,t) = folz),  0<a <l

ahol u a (2.1)-(2.3) probléma megoldasa. Tehat a —oo < t; < ty < oo id6pontokban
ismert a rezgd hur részleges allapota, melyet az f; és fs fiiggvények fejeznek ki, a feladat
pedig megtalalni a ¢, ¥ kezdeti fiiggvényeket ezen f; és fo segitségével.

Allitasaink formalizalva a kovetkezdk :

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy

(2.14) fie D2 fy € D2, valamely s € R szdmra, és



2l
(215) tg — tl = E—, P, q € N,
q a

ahol p €s q relativ primek. Tovdbbd tegyiik fel, hogy

(2.16) sin ((t2 —t) (nl—ﬁa)Q + c) # 0, Vn € N.

Ekkor a (2.1)~(2.3) problémdhoz kapcsoldds, (2.10) feltételd megfigyelési probléma egy-
értelmien megoldhato a (p,) € DT x D* kezdeti fiigguvényekre. A bizonyitds konst-

ruktiv, a kezdeti fligguények Fourier soros reprezentdcidja a bizonyitasban megtaldlhato.

2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy
fi € DY f, € D2, valamely s € R szdmra,

a (2.15) feltétel teljesiil, tovdibbd

nmw \2
(2.17) Cos ((tg —t) <7a> + c) # 0, Vn € N.
Ekkor a (2.1)—~(2.3) problémdhoz kapcsolodo, (2.11) feltételd megfigyelési probléma egy-
értelmien megoldhaté a (p,1)) € DT x D* kezdeti fiigguényekre.

2.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy
f € D2 f, e DT valamely s € R szamra,

és a (2.15), (2.17) feltételek fenndllnak.
Ekkor a (2.1)~(2.3) problémdhoz kapcsolodo, (2.12) feltételdi megfigyelési probléma
eqyértelmiien megoldhato a (¢,1) € DT x D* kezdeti fiiggvényekre.

2.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy
fi € DY £, e DT valamely s € R szamra,

és a (2.15), (2.16) feltételek teljesiilnek.
Ekkor a (2.1)—(2.3) problémdhoz kapcsoléds, (2.13) feltételd megfigyelési probléma
egyértelmiien megoldhatd a (p,1) € D5 x D? kezdeti fiigguényekre.

Jelen alfejezetben csak a 2.1. Tételt bizonyitjuk (tehat azt a megfigyelési problé-
mat oldjuk meg, amikor a ¢, t5 id6pontokban a rezgs hir helyzetét figyeljiik meg, és

csak azt), de a masik harom megfigyelési probléma (amikor a ¢; és t id6pontokban a

9



pozicio-sebesség, sebesség-pozicio vagy sebesség-sebesség ismert) targyalasa is hason-
16 moédon torténik. Ezen eredmények bizonyitasai [14]-ben megtalalhatoak, emellett a
kovetkezs alfejezetbeli altaldnosabb tétel specidlis eseteként is megkaphatoak, igy a
2.2-2.4. Tételek bizonyitasatol itt eltekintiink,

Az 2.1. Tétel bizonyitédsahoz elGszor is belatjuk a kovetkezs lemmat.

2.5. Lemma. Amennyiben a (2.15) feltétel teljesiil, akkor létezik N € N hatdrszam és
eqy m € R régzitett pozitiv egész gy, hogy

1 n
- < —, Vn > N esetén.
|sin(wp(ta —t1))]  m
Bizonyitds. ElGszor az egyenlGtlenség bal oldaldnak nevez§jén végziink elemi atalaki-

tasokat:

(2.18) sin(wn(ts — t)) = sin <(t2 - tl)”%a ¥ (ty — 1) [wn _ ”TWQD _

2 nw . \2
, nm w;, — (*a) , nm c
= ty —t1)— th—t)————— | = ty —t1)— to —t1)——— | .
sin (( 9 1) ;i a+( 2 1) ot nlﬂ(l ) sin (( 9 1) ;i a—+ ( 2 1)wn n nlﬂa)

A (2.15) feltételbdl kovetkezik, hogy

(ty — t1)—a = =2nm,

nw P
l
és ez legfeljebb ¢ darab kiilonboz6 értéket vehet fel (mod 27), ahogy n-et valtoztatjuk.
Legyen
nw . :
Zn = (ty — tl)Ta és dy = m1n7é0{|sm (zn)|}-

Az abszolut érték képzés miatt 1étezik egy dy valés szam tgy, hogy

Sin(dg) = dl, 0<dy <

bo|

Mivel w,, értéke n nagysagrendt, ezért konnytd latni, hogy

wn + *Fa n
Ezért léteznek N € N, m € RT konstansok tgy, hogy

w™m Cc
2.19 — < |(ta — ¢
1) r<|t-n)

d d
<—2és@<sin(52>, Vn > N.

wy + Hra 2 n

10



Tehat egyrészt, ha sin <(t2 — tl)nl—ﬂa> # 0, akkor (2.19) kévetkeztében
sin (dg — %)‘ = sin (%) > %,
nm

Masrészt, ha sin ((tz - t1)7a> = 0, akkor a (2.19) és a kozismert

. (t " )nn ( ) C >
S1n - —a + 152 —t)—————
2 ! l ! Wp, + _nl a

amint n > N.

2
sint| > = [t|, ha 0<[t| <,
T 2

egyenlStlenségek miatt azt kapjuk, hogy

sin ((t2 - tl)nTﬂa +(ty — tl);) ‘ -

wy + a

. C
sin ((tg — tl)m> ' >
n l

m
> —, Vn > N esetén.
n

2
> —|(ta — ¢
2|t -u

Wy + Ha
Egy kozos egyenlStlenségbe irva az el6bbi két esetet pedig megkapjuk, hogy

c
l

sin ((tg—tl)nla+(t2—t1) )‘ > T, Vn > N-re,
n

wy + Hra
és ez az amit a lemma allitott. O

A 2.1. Tétel bizonyitasa. Mivel a (2.1)—(2.3) probléma barmely u megoldasa felirhato
a (2.5) alakban valamilyen «,,, B,; n € N egytitthatokkal, ezért a megfigyelési problé-
ma visszavezethetd ezen egyiitthatok olyan alkalmas megvalasztasara, melyekkel (2.10)
fennall.

Ehhez el6szor helyettesitsiik be a t1, to idSpontokat a (2.5) elgallitasba, majd ko-
veteljiik meg a (2.10)-ben szerepls két feltétel teljesiilését. Igy a kovetkezd sziikséges
feltétételeket kapjuk az «v,, 3, egyiitthatokra:

o0

(2.20)  fi(x) =u(x, ty) = Z[an cos(wpt1) + By sin(wyty)] sin (?w) , z € [0,1],

n=1

o0

(2.21)  fo(x) = u(x, ty) = Z[ozn cos(wpta) + B sin(wyts)] sin <nT7rx) , z € 0,1],

n=1

ahol w, a (2.6)-ban megadott kifejezést jeloli.
A (2.14) feltétel biztositja, hogy az fi(z), fo(z) fliggvények egyértelmiien szinuszos

11



Fourier sorba fejthetek, amiket a (2.20), (2.21) egyenletekkel &sszevetve a kovetkezs

sziikséges feltételekhez jutunk a,-re és (,-re:

I
2
Qi cos(wpty) + By sin(wyty) = 7 / fi(z) sin <nT7Ta:> dx, n e N,
(2.22)

ay, cos(wpta) + B sin(wyts) = /f2 sm > dx, n € N.

A (2.16) feltétel miatt ez a (2.22) egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté az isme-
retlen «,,, 0, egyltthatokra, barmely n € N esetén:

sin(wyto)? [ fi(z)sin(%z)dz —sm(wntl)%offg(x) sin(*%*x)dx

sin(wn(tg — tl)) ’
—cos(wpta)? [ fi(z)sin(x)dz + cos(wyty)? [ foz)sin(%Ez)ds

_ 0 0
B = sin(wy (te — t1))

oy =

(2.23)

Ez alapjan pedig a keresett ismeretlen ¢, ¢ fiiggvényeket egyértelmiien fel tudjuk irni a
(2.7), illetve a (2.8) alakban. Ezutan méar csak azt kell megmutatni, hogy az ezekkel az
egyiitthatokkal felirt ¢ és 1 fiiggvények rendre a D*T!, illetve a D* osztalyba tartoznak,

azaz be kell latnunk, hogy a kovetkezd egyenlGtlenség fennall:

(2.24) max { [|l2, [¥3} < oo

Az atlathatosag kedvéért bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket :

l

D, = %/ sm > dx,
0
/ sm ) dx.
0

Mivel (fi, f2) € D572 x D2 gy tudjuk, hogy az f, és fo fiiggvények DT normaja

NIM

véges, azaz
(2.25) > n* M max {|D, [, |E,*} < 0.
n=1

Behelyettesitve E,-et és D,-et (2.23)-ba, illetve hasznélva a 2.5. Lemmat, a kovetkezd
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becsléseket kapjuk az «,,, 3, egyiitthatokra, minden n > N-re:

o sin(wpte)D,, — sin(wyty)E ‘ ‘
an| = — —_ n )
sin(wy, (te — 1))
Bl = | = cos(w7t2)Dn + cos(wpt1) Ey, - ‘ED
sin(wy(ta — 1)) m

Ezen becslések alapjan tehat 1étezik olyan ¢; > 0 konstans, hogy
(2.26) max {|a,|, |Bn]} < ecinmax{|D,|, |E,|}, n € N.

Mivel w,, (lasd (2.6)) n nagysagrendd, ezért létezik olyan M > 1 szam, hogy w, <
< Mn, Vn € N-re, igy a (2.25) és (2.26) egyenl6tlenségekbdl, illetve a ||.||s norma
definiciojabol megkapjuk a kivant (2.24) egyenl6tlenséget :

) o)
max{[lel2,., ]2} = max {Zn25+21an|2, Zn%rwnﬁnﬁ} <
n=1 n=1

o0 o0
< ZM2n2s+2 max { |, |*, |8, } < C%M2Zn25+4 max {|D,|*,|En|*} < oco.

n=1 n=1

]

2.6. Megjegyzés. A 2.1. Tételbeli, altalanositott fiiggvények korében tett allitasunk-

bol a klasszikus esetre is tudunk kovetkeztetni. Ugyanis ha

u(z,ty) = fi(z) € CH0,1|, u(z,ty) = falz) € CH0, 1],
flloz f2|ol {llo,l = £I|o,l =0,

akkor fi, fo € D*, és alkalmazva a 2.1. Tételt (feltéve, hogy (2.15) és (2.16) fennall-
nak) azt kapjuk, hogy a megfigyelési probléma egyértelmtien megoldhato, és erre az u

megoldésra
u(z,0) = p(z) € D* C C*,  w(z,0) =(xr) € D* C C,

azaz u a klasszikus megoldas.

2.7. Megjegyzés. A (2.18) atalakitas segitségével a (2.16) feltétel a kovetkezs alakot

veszi fel:

c

\/($a)2+c+ B

(227) sin ((tg — tl)wn) = sin (tz — tl)%& -+ (tg — tl) 7é 0
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minden n € N-re. Megvizsgalva a 2.5. Lemmat azt lathatjuk, hogy az az itt szerepls
kifejezés abszolut értékének reciprokara ad becslést. Emiatt elég nagy n szdamokra (n >
> N) a (2.15) feltétel teljesiilése maga utéan vonja, hogy a fentebbi feltétel is teljestil.
Igy pedig, ha szeretnénk, a (2.16) feltétel helyett tehetiink konnyen ellendrizhets (de

nem sziikséges) kikotést. Példaul

(2.28) (ts — 1) ‘ <

(fa) +e+ga 1

egy ilyen feltétel. Ez a kovetkezsképpen lathatd be. A (2.27)-beli szinusz fiiggvény
argumentumanak els§ tagja vagy 0 (mod 27), vagy legalabb 7/q tavolsagra van a
szinusz zérohelyeit6l. A (2.27)-beli szinusz fiiggvény argumentuméanak masodik tagja
pedig pozitiv csokkend fiiggvénye n-nek, igy ha feltessziik, hogy a mésodik tag mar n =
= 1 esetén is kisebb, mint 7/¢ — ami éppen (2.28) — akkor (2.27) teljesiilni fog minden
n > 1 egész szamra.

Mindazonaltal ebbdl az egyszeriibb (2.28) feltételbdl lathato, hogy amennyiben a
vizsgalt (2.1) egyenletben a ¢ paraméter elég kicsi, vagy az a paraméter elég nagy, akkor
(2.27) mindig fennall.

Amennyiben a 2.1. Tétellel analog allitast szeretnénk megfogalmazni a standard
rezg6 hirral kapcsolatban (¢ = 0 eset), akkor azt tapasztaljuk, hogy a (2.16) feltétel
szerint a (ty — t1)a/l kifejezés irraciondlis kell legyen, kiilonben a keresett ¢, ¢ fiigg-
vények csak specialis fi, fo megfigyelési adatok esetén lennének meghatarozhatoak.
Amennyiben (ty — t1)a/l irracionalis, akkor — a 2.1. Tétel bizonyitasdhoz hasonlé mo-
don — el§ tudjuk allitani a keresett o, 1 kezdeti fliggvények (2.7), (2.8) alaka Fourier
soros reprezentaciojat, de ekkor nem all rendelkezésiinkre a (2.26) becslés, és igy ezen
sorok sem klasszikus, sem D?-beli konvergencidjat, illetve a veliik elGallitott fliggvények
kell§ simasagéat sem tudjuk igy garantalni.

Ambroise Vest kés6bb részletesen vizsgalta a [16] munkajaban ezt az esetet, melyre

vonatkozoan a kdvetkezd tételt sikeriilt bebizonyitania:

2.8. Tétel (A. Vest, [16], Theorem 3.3., p. 5). Legyen (p,v) € D x D571 és (fy, fo) €
€ D" x D". Ekkor ¢ = 0 esetén a (2.1), (2.2), (2.3), (2.10) megfigyelési problémduval

kapcsolatban :

e har—s <1, akkor semmilyen (t1,ty) megfigyelési idépontok esetén nem oldhato

meg a megfigyelési probléma.

e har—s =1, akkor azon (t1,ts) pdrok halmaza, melyekre a megfigyelési probléma

megoldhato 0 Lebesque mértéki és teljes Hausdorff dimenzidji R?-ben.
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e har—s > 1, akkor a megfigyelési probléma eqy nulla Lebesque mértéki halmaxzt

leszamitva minden (ty,ts) pdr esetén megoldato.

2.2. Egy altalanos megfigyelési probléma valtozo6 egytitt-

hatos egyenletre

Ebben az alfejezetben a 2.1. Alfejezet eredményeit altalanositjuk. Mint azt majd
latni fogjuk, mind a vizsgélt egyenlet, mind a lehetséges peremfeltételek, mind a meg-
figyelt részleges allapotok terén a korabbiaknal altalanosabb megfigyelési problémaéakat
is sikeriil megoldanunk.

Tovéabbra is altaldnositott fiiggvények korében dolgozunk. A 2.1. Alfejezethez ha-
sonldéan most is a D*(S), s € R tercket hasznaljuk.

Legyen adva egy {X,(z)}>, teljes ortonorméalt bazis az Ly(S) térben. Tetszdleges
valos s szam esetén tekintsiik az X, (z) fliggvények altal kifeszitett linearis D alteret,

ahol n € Ny = N{J{0}, 2 € S. Tekintsiik ezen a téren a kovetkezs euklideszi normat:

1
chXn(a:) = (Z nQS\cnP) .
n=0 s n=0

Teljessé téve a D teret erre a normara nézve egy Hilbert teret kapunk, melyet D?*-sel

jelolink. A hurrezgésekkel kapcsolatban mi az S = (0,1) intervallumot, bazisnak pedig
majd a (2.34)-beli {X,,(z)}.2, rendszert fogjuk hasznalni,
Az alabbi, (2.29)—(2.31) vegyes feladattal kapcsolatos megfigyelési problémét fogjuk

vizsgalni.

(229) Ut = (p(w)uz)x - q(ZL’)U = LU, (‘T’ t) S [07 l] X Ra 0< p,q € COO([O’ l])a

(2.30) ul—o = p(x),  wli=o = Y (),

(2.31) U;[u] = Ui (t)z=0, Ulp=i, Us|z=0, Uz|z=i) =0, i=12,
ahol U, U, fiiggetlen, onadjungalt, linearis kifejezések, u, @, fliggvények a D* &l-

talanositott fiiggvénytérbdl szarmaznak, és ennek megfelelen (2.31) és (a nemsokara

kovetkezd) (2.32) feltételeket is az altalanositott fiiggvények korében értjiik.

15



Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az
y=y(x), L~ (p)y) —qx)y
kozonséges differencidlegyenlethez tartozo
Ly =0, Uly] =0, i=1.2,

homogén peremérték feladatnak csak trividlis megoldasa van. Az L kozonséges diffe-
rencidloperator 6nadjungalt, igy az £ ~ (L,U;,Usy) operator is onadjungalt.

A célunk az el6z6 alfejezetbelihez hasonld eredményt bizonyitani az ehhez a vegyes
feladathoz kapcsolodd megfigyelési problémara. Ehhez pedig a kovetkezd megfigyelési
feltételeket tessziik, melyek a t; és ty id6pontokban a pozicié és sebesség valamely
ismert, tetszéleges linearis kombinacidjat tartalmazzak:

(2.32) A=y, + Brtig]i—y, = f1, |Ay| + |B1| > 0,

Aott]y—g, + Botig|i—y, = fo, |Ag| + | B2| >0,
ahol Ay, As, By, Bs, fi és fo adottak. Vegyiik észre, hogy amennyiben a megfelel6
egylitthatok nullak, akkor visszakaphatjuk a (2.10)—(2.13) megfigyelési feltételek vala-
melyikét.

Allitasunk megfogalmazasahoz tegyiik fel, hogy barmely s € R és barmely (p, ) €
€ D*TY0,1) x D*(0,1) esetén a (2.29)—(2.31) vegyes feladat rendelkezik az aldbbi jo
tulajdonsagokkal :

(2.33) 3'u megoldas és u € (Dt R) N CY(D*,R) N C*(D* 1, R),
és u felirhato a kovetkezs alakban

(2.34) ue,1) = nf; [t €08 (wit) + By sin (w,t)] X(x),  (,t) €[0,1] x R, ahol

LX, = —wX,, Ux, =0, i=1.2.

2.9. Megjegyzés. Azon problémék halmaza melyek kielégitik (L,U;,Us)-re tett meg-
szoritasainkat és a (2.33), (2.34) feltételeinket nem iires. Tartalmazza példaul az el6z6
alfejezetben részletesen megvizsgalt problémat, a 2.3.1., 2.3.2. és 2.3.3. Szakaszbeli pél-
dékat, tovabba példaul a (2.29)-(2.31) problémét az

Z/{1 : any'(O) + Cllgy/<l) = 0,
z/{g . agly(O) + a22y(l) = 0,
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peremfeltétel mellett, ha ajpa20p(0) = aj1a21p(l). Ez utdbbi egyenldség sziikséges és

elegendg feltétele annak, hogy ekkor az £ ~ (L,U;,Us) operator nadjungélt legyen.
A késébbiekben sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara bizonyos becslésekhez.

2.10. Lemma. Legyen az r, szdmsorozat olyan, hogy 0 < M/n < |r,| — 0 valamely
M pozitiv valds konstanssal és leqgyen xo > 0 raciondlis szam. Ekkor bdarmely rogzitett

d € R szdmra létezik eqy N hatdrszam, hogy

M
|sin (nmxg +d +15,) | > 2 Vn > N-re.
n

Bizonyitds. Mivel xq raciondlis, igy felirhato o = p/q; p, ¢ € N alakban. Ez azt is
jelenti, hogy sin (nmxo + d) legfeljebb ¢ darab kiilonb6z6 értéket vehet fel. Legyen Ny

és Ny diszjunkt felbontasa a természetes szdmoknak tugy, hogy

N[N, =N,
sin (nmzg + d) = 0 han € Ny,
sin (nmxg 4+ d) # 0 ha n € N,.

A lemma allitasaban szerepld egyenlStlenséget ezen két szamhalmazra kiilon-kiilon 14t-
juk be.

Egyrészt, amennyiben n € Ny, akkor

1 M
1 d n - 1 n > = |Tn| > =—
|sin (nmxo +d + 1) | = |sin (1) | 2|7’| 5

barmely elég nagy N;-beli n természetes szamra, mivel feltételeink szerint r,, — 0 amint

n — 00.

Masrészt, ha n € Ny, az azt jelenti, hogy létezik egy d; > 0 konstans tugy, hogy
|sin (nmxg + d) | > d; minden n € Ny esetén. A szinusz fiiggvény egyenletes folytonos-

sagabol kovetkezik, hogy a

dy M
i d n)| > = > —
|sin (nmxo +d + 1) | 5 o

egyenlGtlenség minden elég nagy n € N, szamra teljestil.

Egyesitve a két esetet megkapjuk a 2.10. Lemma allitasat. [

Ennyi el6késziilet utan fogalmazzuk meg tételiinket a megfigyelési probléméank meg-

oldhatosagarol.
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2.11. Tétel. Legyen
(2.35) fr € D2, f, € D72, s € R,

és tegyiik fel, hogy léteznek 0 < A € Q, B € R, 0 < M; € R konstansok és C,, € R\{0}
sorozat ugy, hogy

wp(te —t1) + 90 — 0 =nwA+ B+ C,,

(2.36) Iy
1 ) :
0<—<|Cyl, VneN és C, =0 amint n — oo,
n
€s
(237) sin(wn(tQ — tl) + Yn — 571) 7é 0, n e No.

Az itt szerepld 7, 0, € [0,2m) szdgek az alabbi egyenletek dltal egyértelmien meghatd-

rozottak:
. Ay Biwy,
SN Y, = —F/———, COS Vp = —F——o—,
VA? + Biuw? VA2 + Biuw?
A Bow,
sin 6, = 2 cos 0,, = 2

\/A§+B§w%7 \/A§+B§wr2l.

Amennyiben a (2.29)—(2.31) vegyes feladat megolddsa kielégiti a (2.33), (2.34) felté-
teleket és (2.35), (2.36), (2.37) fenndllnak, akkor a (2.29)—(2.31) problémdval kapcsola-
tos megfigyelési problémdnak a (2.32) megfigyelési feltétel mellett létezik pontosan egy
(p,7) € D*1 x D* megolddsa.

2.12. Megjegyzés. A (2.36) feltétel alapjan hasznéalhatjuk a 2.10. Lemmét a
sin(wy,(ta —t1) + Y — 0,) = sin (nmA+ B+ C,,),

kifejezés becslésére, ami egyben azt is jelenti, hogy sin(w, (to—t1)+7,—0,) # 0 automa-
tikusan teljesiil minden elég nagy n szamra (amikor n > N). Tehat ha a gyakorlatban
érdekel minket, hogy (2.37) fennall -e, akkor nem kell végtelen sok egyenlGséget ellen-

drizni.

A 2.11. Tétel bizonyitdasa. Nyilvanvalo, hogy a kezdeti fiiggvények egyértelmtien Fou-

rier sorba fejthetéek az {X,} 2, rendszer szerint valamilyen — egyel6re ismeretlen —
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o, Wpln; n € Ny egyiitthatokkal:

(2.38) p(r) = u(z,0) =Y 0, Xn(),
(2.39) Y(@) = u(r,0) = Y wefBuXn(z).

Mivel a (2.29)—(2.31) vegyes feladat u megoldésa eléallithato (2.34) alakban, ezért a
megfigyelési probléma visszavezethetd ay, és [, olyan alkalmas megvalasztasaira, hogy a
veliik elgallitott u fiiggvényre (2.32) teljesiiljon. Ehhez helyettesitsiik be a (2.34) repre-
zentacioba a tq, to, megfigyelési id6pontokat, és az igy kapott kifejezéseket vessiik Ossze
a (2.32) megfigyelési feltételekkel. Ezaltal a kovetkezs sziikséges feltételeket nyerjiik

Q,-re és [,-re:

(2.40) fi(x) = Ayu(z, t) + Biu(z, 1) =

I
NE

[ (Aq cos(wpt) — Biwy sin(wpty)) + Bn(A; sin(wpty) + Biwy, cos(wntr )] Xn(x),

3
Il
o

(2.41) fa(z) = Aqu(z,t2) + Bowy(z,t2) =

[
WE

[t (Ag cos(wpts) — Bawy, sin(wpts)) 4 B (Ag sin(wyts) + Bow,, cos(wyts))] X (2).

i
o

Mivel f; € D5t és f, € D**? ezért f, és f, Fourier sorainak az {X,}°°, szerinti sor-
fejtésének egyiitthatoi egyértelmiien meghatérozottak. Ezen Fourier sorokat Gsszevetve
(2.40)-nel és (2.41)-gyel a kovetkezs feltételeket kapjuk az ay,, 5, egyiitthatokra:

an (A cos(wpty) — Biwy, sin(wyty)) + Bn(Ag sin(wpty) + Biw, cos(wyty)) = Dy,
En,,

(2.42)

an(Asg cos(wyta) — Bawy, sin(wpta)) + B (As sin(wyts) + Baws, cos(wytz))

ahol
l

D, = /Z A@) X, (2)dr & B, — / Fol@) X (2)da.

0

Behelyettesitve 7,-et és §,-et a (2.42) egyenletrendszerekbe — trigonometrikus azonos-
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sagok hasznalata utan — azt kapjuk, hogy

Dy,

—ay, sin(wpts — Yn) + Bn cos(wnts — V) = —F——m—m—m—,
=) el =) = e
E,

\/A%%—B%w%'

Ezek a linearis egyenletrendszerek egyértelmiien megoldhatoak az ismeretlen a,, (3,

— v, sin(wpty — 0p) + B cos(wpta — 0,) =

egylitthatokra, mivel a (2.37) feltétellel feltettiik, hogy a determindnsa semmilyen n

esetén sem nulla:

VA% + Biw? cos(wpty — 0,) Dy, — /A2 + Bw? cos(wpts — Yn) En

\/A% + B%w%\//@ + Baw? sin(wy,(ta — t1) + Y — 0n)

A2 + B2w? sin(wpty — 6,) Dy, — /A2 + B?w?2 sin(w,t; — Vo) En
6 _ 2 2%n 1 1%n

N VAT B2\ /A2 + B2 sin(wn(ts — t1) + 7 — 0n)

Y

(2.43)

Ezzel egyértelmiien meghataroztuk a keresett ¢ és 1 kezdeti fliggvényeket a (2.38) és
(2.39) alakban. Méar csak azt kell megmutatni, hogy ¢, 1 rendre a D™, D* osztalybol

valdak, azaz hogy a kovetkezs egyenlGtlenség fennall:

241)  max(lgller 0]} = max {Zn25+2|an\2, Zn25|wnﬁn|2} <o,
n=0 n=0

Vegyiik észre, hogy a (2.36) feltétel magéban foglalja, hogy |w,| = O(n), tehat hasz-
nalva a 2.10. Lemmat és a (2.43) eldallitast azt kapjuk, hogy létezik egy M konstans,

amire
n n
nl < |\M———D, M———FE,|, Vn>N,
|a |__‘ 1‘Flgﬂl +-‘ 1%—Eﬁn "
8, < |M—"—D,| + | M—" E,|, ¥n>N
n| —= T, o n T, > ni» n )
],+zBln 1-+ABQH
ez pedig azt jelenti, hogy
(2.45) max{|a,|, |Bal} < canmax{|D,|, |E,|}, n € Ny,

valamilyen c¢; konstanssal.

Vilagos, hogy ez a (2.45)-6s becslés (és igy egyben a (2.35) feltétel) javithato,
amennyiben By # 0 vagy By # 0 (lasd 2.15. Megjegyzés késébb).

Hasznélva a (2.45) egyenl6tlenséget arra jutunk, hogy
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o o0 o0
max {Z n2s+2|an|27 Zn28|wnﬁn’2} < Z 02n2s+2 max{|an|2, ‘5n|2} <
n=0 n=0
o
< APy nP max{| D, | B ),
n=0

ahol o
> nHma{| Dl |Eal?} < 1 ill2s + 1 fall2 < o
n=0

az s + 2 norma definici6ja szerint, hiszen feltettiik, hogy (fi, fo) € D**2 x D2, [J

2.13. Megjegyzés. A fentebbi vizsgalatok és becslések azt mutatjak, hogy az az A
operator, ami a részleges, ti, to id6pontokban megfigyelt (f1, f2) allapotokat hozzaren-
deli a (i, 1) parhoz, egy folytonos (korlatos) lineéris operator D72 x D216l D51 x
x D?*-be.

A (2.11). Tétel bizonyitasat tjra megvizsgalva, a (2.42) egyenletrendszerbdl kiin-

dulva arra jutunk, hogy

Qn Sin(wn(t2 - tl) + Tn — 511) = COS(CZ 2 ) — COS(L:U 1 g )’
n n
D, sin(wpta — 0,)  Epsin(wpt; — )

Bnsin(wn(ts — 1) +7 ) o "

v, = £/ AT + B3w?, wy, =/ A3 + Biw?,

ahol

és evidens, hogy
'Un:’Al‘: ha Blz(), wn:]Agl, ha BQZO,

v, = O(n), ha By # 0, w, = O(n), ha By #0, n — 0.

Az «,, B, Fourier egyiitthatok végtelenben valod viselkedése alapjan azt kapjuk, hogy

WE

(™o, | + 0% |w, B, ) sin® (wy (b — 1) + 75 — ) <

3
Il
=)

o0

O (02D, + 2 EL2) < C (1A% + 1f2ll )
—0

n

IN

ami azt mutatja, hogy a (p, 1) = A(f1, f2) parra kissé erésebb simaség is érvényes. Ez
pedig azt sugallja, hogy a 2.11. Tételbelinél kissé élesebb allitas is tehetd.
Ehhez vezessiik be a D C D? altereket, ami azon f € D fliggvényeket tartalmazza,

amiknek az f,, Fourier egyiitthatoi n € Ny esetén (az Ny halmaz a vizsgélt problématol
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2, 12542
E | ful | 7] < 0.
neN;
Természetesen ez a definicié maga utdn vonja, hogy D**' C Dj.

2.14. Tétel. Amennyiben a 2.11. Tétel feltételei teljesiilnek, tovdbbd fi, f,» € Dyt
(D**2 helyett), akkor a (2.29)—(2.31) problémdhoz kapcsolddé megfigyelési problémdnak
a (2.32) megfigyelési feltétel mellett pontosan egy (¢, ) € D*T1 x D* megolddsa létezik.

Mas szavakkal, az A . A(f,q) = (p,%) operdtor, ami D5 x D5 -r6l képez
D5t x Dé-be, folytonos (korldtos) operdtor.

Bizonyitds. Ugyanazokat a lépéseket tehetjiik, amiket a 2.11. Tétel bizonyitésa soran.
Csak azt kell a korabbiakon feliill megmutatnunk, hogy (2.44) abban az esetben is

fennall, ha (fi1, f2) € D5 x D§tt. Valoban, hiszen ekkor a kovetkezd érvényes:

(o) o o0
maX{Zn25+2!@n\2,zn23|wnﬁn!2} < 202n2s+2 maX{|Oén’2, ‘6n‘2} —
n=0 n=0 n=0
_ Z 02n25+2 max{|ozn|2, |6n|2} + Z 02n25+2 max{|ozn|2, |6n|2}

neNy neNy

Hasznélva a (2.44) egyenlStlenséget az elsé szummara azt kapjuk, hogy

Z O2n2s+2 max{‘an‘Z’ ’Bn’Q} < C%CQ Z n2st4 max{|Dn\2, ’En‘Q},

neNy neNy

ami a Di' terek definici6ja miatt véges.
Viszont n € Ny esetén javithatunk a (2.44) egyenlStlenségen. Ugyanis ezen n érté-

kekre (amennyiben n elég nagy) teljesiil, hogy

d
Sil’l(wn(tz — t1> + Yo — 6n) > 517

ahogy azt a 2.10. Lemma bizonyitasa soran lathattuk. Ebbdl pedig az kdvetkezik, hogy
max{|ay,|, |8nl} < comax{|D,|, |E,|}, Vn € Ny-re
valamilyen alkalmas ¢y konstanssal. Tehat igy azt kapjuk, hogy

> PP max{|an |’ 18,°} < BC? Y n* T max{|D, |, |E,|*} < oo,

neNy n€ENy
készonhetSen annak, hogy Dit! C DS+t O
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2.15. Megjegyzés. Ahogy korabban emlitettiik, a (2.45)-0s egyenl6tlenség javithato,
amennyiben B; # 0 vagy B, # 0. Pontosabban, amikor By # 0, akkor f; € D*™!; mig
ha B, # 0 akkor f, € D*™ simasigot elegends megkdvetelni a (2.35) feltételben.
Abban a speciélis esetben, ha mind A;, B; valamelyike, mind As, B, valamelyike
nulla, akkor a (2.32) megfigyelési feltétel a (2.10)—(2.13) feltételek egyikére vezet az
Ay, Ao, By, By egylitthatok koziil a megfelelGekkel valo osztas utdn. Ebben az esetben
Y = 0 vagy 7, = 7/2; illetve §,, = 0 vagy 9, = 7/2, és a (2.36), (2.37) feltételek is

ennek megfelelen egyszertisodnek.

2.16. Megjegyzés. A 2.11. Tétel (2.36) feltételét a 2.10. Lemma segitségével arra

hasznaltuk, hogy rendelkezziink a kovetkezd tipusii becsléssel:

1 n
; < —, c3 € RT, Vn > N.
|Sln(wn(t2 - tl) + Yn — 5n)| C3 ’

Viszont a (2.36) feltétel nem sziikséges, helyettesithetjitk példaul azzal a feltevéssel,
hogy D, = FE, = 0 minden n € K(¢) esetén, ahol tetszélegesen kis rogzitett € > 0

szamra K(€) C N azon n természetes szamok gytijteménye, melyekre

—€ < wp(ta —t1) + 7 — 0, <€ mod ().

2.3. Példak

Ebben az alfejezetben a 2.11. Tétel alkalmazhatosaganak illusztralasara megadunk
harom példat. Mint latni fogjuk, a (2.33), (2.34), (2.36) megkotéseink konkrét feladat
esetén gyakran nem jelentenek megszoritast, mert adott kitiizés esetén automatikusan
telestilhetnek. Végiil attekintjitk, hogy mi a helyzet abban az esetben, ha a (2.36),
(2.37) feltételeink nem teljesiilnek.

2.3.1. Rogzitett balvégponti és szabad jobbvégponti rezgd hur

Tekintsiik ismét a 2.1. Alfejezetben is vizsgalt Klein-Gordon egyenletet, azaz azon
rezgl hur egyenletét, amikor jelen van egy, a kitéréssel aranyos, azzal ellentétes irdnyu

rugalmas visszahiizo er. Az e jelenséget leird

(2.46) U (2, 1) = a*Uge (2, 1) — cu(x,t), (x,t) € [0,]] xR, 0<a,ceR
egyenletet a

(2.47) uw(z,0) = p(x), w(x,0)=1(z), 0<z<lI
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kezdeti feltételekkel tekintjiik. A szakasz cimének megfelel6 homogén peremfeltételeink

pedig:
(2.48) u(0,t) =0, wu,(l,t) =0, teR.

Ahogy a 2.1. Alfejezet esetében, tigy most is [3] 1.3. és 2.2. fejezetei alapjan tudjuk, hogy
tetszoleges s € R és (p,1) € D*T1 x D esetén a (2.46)—(2.48) vegyes feladat megoldésa
kielégiti a (2.33), (2.34) feltételeinket, és ha figyelembe vessziik, hogy ¢(z) = ¢ > 0,
akkor azt kapjuk, hogy

2 1
X, = \/;sin <Mz) , n € Ny,
és

u(z,t) = Z [y, cOs (wnt) + By sin (wyt)] \/?sin

n=0

x) : (x,t) € ]0,1] x R.

Itt az w, sajatfrekvencia

+ Hyma?
T

amit atalakitva azt kapjuk, hogy

2 (e
(n+%)7ra+(w _(n—l—%)ﬂa) (n+ 3)ma Wn—( ] ) B

YT l ST T T
= nE + e + ¢ .
l 21 4+ (n+15)7m
Tekintsiik a (2.32) megfigyelési feltételt:
Aquli=g, + Brugli=s, = f1, |A1] + |B1] > 0,
Agui|i=, + Batig|i=t, = fo, |Ag| 4+ | Bs| > 0,

és tovabba tegyiik fel, hogy A1 By > 0 és Ay By < 0. Az altalanossag megszoritasa nélkil
feltehetjiik, hogy Ay, By, Bo > 0 és Ay < 0. Ezeket az egyiitthatokat behelyettesitve a
Yny On szogek definiciojaba (lasd a 2.11. Tételt), ebbdl az kovetkezik, hogy sin-y,, — 07,
Y — 07, sind, — 07, §, — 07 ; amint n — oco. Tehat létezik egy N € N kiiszobszam
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ugy, hogy barmely n > N esetén,
2 . . 2
0 < —v, <siny, < vy, 0np < sind, < —9, <0.
™ 7r

Ko6szonhetéen annak, hogy

sin -y, = L, sin d,, = A wp, = 0(n),
VA + Biw?

létezik olyan M € RT [ J{0} konstans, amire

M M
0< — <7 —0, 0<—<-4,—0
n n
Tehat a (2.36) feltétel teljesiil az
a Ta c
A=(ty—t1)-, B=(ty —t1) =, Cn = (ta —t1) T + Yn — On,
[ 21 + (nt3)ma
n i

tagokkal, feltéve, hogy (to — tl)% € Q.
Kovetkezésképpen alkalmazhatjuk a 2.11. Tételt, igy pedig a kovetkez§ allitast nyer-
juk.
2.17. Tétel. Legyen
f1€D8+2ﬂ f2€DS+27 S€R7

és tegyiik fel, hogy
Sin((t2 — tl)wn -+ Yn — 5n) 7£ O, n e No.

Ekkor a (2.46), (2.47), (2.48) wvegyes feladathoz kapcsolods megfigyelési probléma a
(2.32) megfigyelési feltétel mellett egyértelmien megoldhaté a (p,1) € DT x D? kez-
deti fiigguényekre, feltéve, hogy a megfigyelési feltételben szerepld egyiitthatokra teljestil,
hogy A1B; > 0, AyBy < 0, tovdbbd a ti és ty megfigyelési iddpontok kozitt eltelt idd

l/a raciondlis tobbszdrdse.

2.3.2. Rezg6 hur szabad végpontokkal

Az el6z6 probléméhoz képest véltoztassunk annyit, hogy most legyen a rezgé hur
mindkét végpontja szabad, azaz a kovetkezs, Neumann tipust peremfeltételt hasznél-

juk:
(2.49) u(0,t) =0, wuy(l,t) =0, teR.

25



A [3] kényv 1.3. és 2.2. fejezetei szerint tetszSleges s € R és (¢, 1) € D*1 x D* esetén
a (2.46), (2.47), (2.49) vegyes feladat megoldasa kielégiti a (2.33), (2.34) feltételeket,
tovabba ebben a specidlis esetben az X,, bazis és a (2.34)-beli sorfejtés a kovetkezd

alakokat veszik fel:

1 2 nm
XOZ\/; és Xn—\/;cos<7$), n € N,

Z iy, €08 (wpt) + By sin (wyt)] X, (2), (z,t) € [0,1] x R.
n=0

Itt a sajatfrekvencia

nmwa\ 2
o= [ e nere
ahonnan
2 nra\2
nwa nwa Ta _(T) Ta c
Wn:—+( ——): nT ol — Ty
{ { l Wp + = l Wp + =

Amennyiben A1 B; > 0 és A3 By < 0, akkor megismételve a 2.3.1 Szakaszban szerepld
gondolatmenetet a v,, 9, szogekre arra jutunk, hogy (2.36) teljesiil a kovetkezdekkel:

+’7n _5na

nwa
n l

a
A:(t2_t1)7a BZO, Cn: (tg—tl)

feltéve, hogy (ta — tl)g € Q.

l

Ezek alapjan a kovetkezSképpen alkalmazhatjuk a 2.11. Tételt a szabad végpontok-

kal rendelkez6 rezgé hurra.

2.18. Tétel. Legyen
fie D2 f, e DY2. s ER,

és tegyiik fel, hogy
sin((te — t1)wp + Y — On) # 0, n € Ny.

Ekkor a (2.46), (2.47), (2.49) vegyes feladattal kapcsolatos megfigyelési probléma a
(2.32) megfigyelési feltétel mellett egyértelmien megoldhaté a (p,1) € D**1 x D* kez-
deti fligguényekre, feltéve, hogy a (2.32) megfigyelési feltételben szerepld egyiitthatokra
A1By > 0 és Ay By < 0 teljesiilnek, tovdbbd a t; és to megfigyelési iddpontok kozott

eltelt idd l/a raciondlis tobbszordse.
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2.3.3. Rezgd6 hur Sturm-Liouville peremfeltételekkel

Most tekintsiik a véges, [0,] rezgdé hur problémajat, valtozo nagysaga, az u(z,t)
kitéréssel ardnyos, azzal ellentétes irdnyu visszahtizoers esetén Sturm-Liouville perem-

feltételek mellett. Ekkor az egyenlet:

(2.50) (2, 1) = aPug,(z,1) — c(x)u(z, t), (x,t) € [0,]] xR, 0 <a€R,
ahol 0 < ¢(x) € C?[0,1]; a kezdeti feltételek:

(2.51) u(z,0) = p(x), w(x,0)=1(z), 0<z<

és a Sturm-Liouville peremfeltételek:

u(0, 1) cos a + u,(0,t) sina = 0, cotar < 0,
(2.52)
u(l,t) cos 4+ u,(l,t)sin § = 0, cot B > 0.

A (2.52) peremfeltételen beliil a cot av és cot 3 értékek elGjelére vonatkozo feltétel bizto-
sitja az energiamegmaradast, ezzel pedig garantalja, hogy a (2.50)—(2.52) vegyes feladat
a klasszikus esetben egyértelmiien megoldhat6. Tovabba ennek a feltételnek koszonhe-
téen (a lentebb bevezetett) v konstans szigortian pozitiv lesz.

Ismét [3] 1.3. és 2.2. fejezetei szerint tetszbleges s € R és (p,1) € D¥T! x D* esetén a
(2.50)—(2.52) vegyes feladat megoldasa kielégiti (2.33), (2.34) feltételeket. A (2.34)-beli

{X,}, n € Ny ortonormalt bézis a [21], 5-13. o. eredményei alapjan:

X (x) = % [Cos (5Fe) + BS”) sin (”7%)] +0 (%) :

ahol
Bw) = 1o —cotat s [ Zefr)a
z) = —y7%— —cota+ 5 c(r)dr.
A (2.34) sorfejtett alak most
u(z,t) = Z [, cos (wpt) + By sin (w,t)] X (), (z,t) € [0,1] xR,
n=0

ahol

l

_am (0 L L 1
Wn = (n+n+0(n3)), 7= cota+cotﬁ+2a2/c(7)d7

0
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Elvégezve a miiveletet, w, felirhaté az

[ nl n3

alakban. Amennyiben A1B; > 0 és A By < 0, akkor a v, és 4, szogekre alkalmazva
a korabbi, 2.3.1 Szakaszbeli gondolatmenetiinket azt kapjuk, hogy (2.36) teljesiil a
kovetkezdekkel :

A:(tZ_tl)%a B:O7 Cn:(tQ_tl)%+7n_5n+O<_)>
a
feltéve, hogy (t2 — t1)7 € Q.

Ezek alapjan alkalmazhatjuk a 2.11. Tételt a Sturm-Liouville rogzitési rezgé hurra.

2.19. Tétel. Legyen
flEDSJer f2€Ds+27 5€R7

és tegyiik fel, hogy
sin((ta — t1)wn + Y — 0n) # 0, n € Np.

Ekkor a (2.50), (2.51), (2.52) wvegyes feladathoz kapcsoléds megfigyelési probléma a
(2.32) megfigyelési feltétel mellett egyértelmien megoldhaté a (p,1)) € D*T x D* kez-
deti fiigguényekre, feltéve, hogy a megfigyelési feltételben szerepld egyiitthatokra teljestil,
hogy A1B; > 0, AsBy < 0, tovdbbd a ty és ta megfigyelési iddpontok kozott eltelt idd

l/a raciondlis tobbszordse.

2.3.4. Megfigyelési eredmények tetszéleges megfigyelési idépon-

tok esetén
Vizsgéljuk meg mi a helyzet akkor, amikor a 2.11. Tételben kittizo6tt megfigyelé-
si probléma kapcsan a (2.36), (2.37) feltételek teljestilését nem kéveteljiik meg, azaz
abban az esetben, amikor a rendszer részleges allapotanak a megfigyeléséhez a ti, ty
megfigyelési id6pontokat a megszoritasainktol mentesen, tetszélegesen vélasztjuk. Ek-

kor a korabbitol eltérd, alternativ modszerhez folyamodhatunk, melyhez vezessiik be a

kovetkezd jeloléseket :

hn = wn<t2—t1)+’7n—5n, n € Ny
dy = p(h,,Nom), ne€Nog,  Nom:=| J{kr},
k=0
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azaz d, jelolje a h,, érték tavolsagat a szinuszfiiggvény legkozelebbi zérohelyétsl.

e Amennyiben d,, > 0 minden n € Ny esetén (tehat (2.37) teljesiil, csak (2.36) nem),
akkor a megfigyelési probléma (formélisan) egyértelmien megoldhato, hiszen az
ay, B egylitthatok egyértelmtien meghatarozhatok a (2.42) egyenletrendszerbdl
minden n € Ny szamra és definidljak a ¢, 1 kezdeti fiiggvényeket. Viszont az
ap, Pn egyiitthatok becsléséhez (és igy ahhoz, hogy a ¢, 9 fliggvények rendre
a D*T1 D* osztalyhoz tartozzanak) specidlis eszkozok sziikségesek (példaul a
2.2. Alfejezetben diofantikusakat hasznaltunk). Egy altalanos eredmény lehet, a

kovetkezd: a

o(@) ~ 3 anXa(@), U(@) ~ Y wabuXa(a)

formalis sorok rendelkeznek a kovetkezd tulajdonsagokkal:
(2.53) > and, Xo(z) € DY "W, Bud X(z) € D7
n=0 n=0

mi tobb, a (2.53) tulajdonsag akkor is teljestiljon, ha a d,, tavolsagot helyettesitjiik

a d, szdmmal, ami

~ { 1, d, >4d >0,
n € Np,

b, d, <9,
tetszolegesen kicsi rogzitett 0 és tetszdleges |b,| < d,, esetén.

e Amennyiben bizonyos természetes szamokra d,, értéke nulla, akkor jelolje N(0)
az Osszes ilyen természetes szam halmazat. Ekkor minden n € N(0) szam esetén
a (2.42) linearis rendszer pontosan akkor oldhaté meg az (o, 5,) péarra, ha a

megfigyelt fi, fo fliggvények Fourier egyiitthatoira teljesiil, hogy

D,  Ajcos(wnt1) — Biwy sin(wpty)

E,  Ajcos(wnty) — Bowy sin(wuts)

Aq sin(wyty) + Biw,, cos(wytq)
Ay sin(wpta) + Bawy, cos(wpts) )

Viszont a megoldas még igy sem egyértelmd ezen («,, 3,) parokra, és ennélfog-
va a segitségiikkel konstrudlt ¢, ¢ kezdeti fiiggvényekre sem, tovabbéa a ¢,

fiiggvényeknek a rendre D*T!, D? terekhez torténd tartozasa sem garantalt.
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3. fejezet
A Duhamel-elv egy valtozata

A tovabbiakban véges rezgések helyett ratériink a végtelen rezgé hur vizsgélatara,
a klasszikus targyalasmodra tdmaszkodva. Lényeges kiilonbség az eddigiekhez képest,
hogy ekkor rendelkezésiinkre all a D’Alembert formula, mely a Duhamel-elvvel egyiitt
megadja az inhomogén egyenletii rezgd hur probléméajanak megoldasat a kezdeti adatok
és az inhomogenitast jelentd tag fliggvényeként. Szeretnénk a megfigyelési problémak
témakoréhez tartozo eredményeinket a lehetd legaltalanosabb (de még klasszikus) kiilss
er6 hatésa melletti hurrezgés egyenletekre megfogalmazni (lasd a kévetkezo fejezetben),

ezért bemutatjuk a Duhamel-elv egy 4j valtozatat a végtelen rezgs hir esetére.

3.1. Tétel. Amennyiben f(x,t) € C(R?) és az f figguény t irdny szerinti f; derivdltja
létezik, tovdbbd f; € C(R?), akkor a kévetkezd, (3.1)-(3.3) kezdeti érték problémdnak

pontosan egy megolddsa van.

(3.1) v(x,t) € C*(R?),
(3.2) v (2, 1) — a*vge (2, 1) = f(m,1), (z,t) € R?,
(3.3) Vim0 = vilizo = 0

A v megoldds eqy reprezentdciojdt a
t z+a(t—r)

(3.4) o(z,t) = - / / fErde | dr, (1) € R

a
0 z—a(t—T)

ugynevezett Duhamel-integrdl adja meg.

A szokasos kitiizés f(x,t) € C'(R?) simasagi feltételét élesiti ez a tétel. De miel6tt
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bebizonyitjuk a 3.1. Tételt, el6bb bemutatunk négy példat, amik jellemzik az inhomo-
gén hullamegyenlet klasszikus megoldasai simasagi tulajdonsagainak véltozatossagat,
valamint azt, hogy a (3.4) Duhamel-integral a 3.1. Tétel feltételeinél gyengébb felté-
telek mellett is megadhatja a (3.1)—(3.3) probléma (klasszikus) megoldésat specidlis f

er6fiiggvény esetén.

3.2. Példa. Az n dimenzios hulldimegyenlet esetén, amennyiben f(z,t) = g(t) €
€ C*(R), akkor a

Vit — a2 Z Vgixy = g(t)> (@7 t) € R™ x Rv
=1

V]4=0 = V¢f=0 = 0,
probléma v klasszikus megolddsa a kovetkezd alaki :

t T t

v(z,t) = / /g(s)ds dr = /g(f)(t — T)dr, (z,t) € R" x R,

0 0 0

és nyilvanvald, hogy v € C*2(R™ x R). Azaz a v € C*(R" x R) simasdghoz elegendd,
ha a g erdfiggvény folytonos.

Természetesen ez a példa nem altalanositja a 3.1. Tételt, hiszen specialis alaki
jobb oldalt vettiink, mindazonéltal ez a példa is azt mutatja, hogy a 3.1. Tételbeli

feltételeink nem sziikségesek a megoldas v € C? simasaganak biztositasahoz.

3.3. Példa. Rezgd hir esetén (n =1 az eldzd példiban), amennyiben f(z,t) = h(z) €
€ C(R) alaku, akkor a
v(z,t) € C*(R?),

v (2, 1) — aPvge (2, 1) = h(z), (z,t) € R?,
V)i=0 = V¢l=0 =0

probléma v megolddsa a kévetkezdképpen irhato fel:

(3.5) oz, 1) = % {—gﬁ@:) + éf[(m at) + éﬁ(x _ at)} ,

ahol

31



A (3.5)-beli v fiiggvényt a (3.4) Duhamel-integrallal definialjuk:

7=0

t x+a(t—r) t
o(z, 1) = %/ / h(s)ds | dr = % (H(z+a(t — 7)) — H(z — a(t — 7))] dr=
0 z—a(t—T) 0
_ % [—éﬁ(m fat—my)| - ~H(x ~ aft — 7)) :)] .

A (3.5) formulabél kozvetleniil 1athato, hogy ez a v(z,t) fiiggvény valoban megoldéasa
a (3.1)-(3.3) problémanak, és hogy a szokésos f(z,t) = h(z) € C*(R) megkdtés nem

sziikséges a v megoldas C?(R?)-beliségének biztositasahoz.

3.4. Példa. Tovdbbra is a rezgd hurndl maradva, ha
(3.6) f(z,t) = h(z) + g(t), (z,t) €R?,  h,g € C(R),
alakra bonthato, akkor a

Vi (2, 1) — a*vpe (1, ) = h(z) + g(t), (z,t) € R?,

U’t:O = Ut|t=0 =0,

probléma klasszikus C? megolddsa v = v1 + vy € C?, ahol a vy és vy fiigguények rendre
a 3.2. (n=1 esetben) és 3.3. Példa megolddsai.

Ezen 3.4. Példa eredménye élesebb mint a 3.1. Tételé a (3.6) specialis alaka jobb-

oldal esetén.
3.5. Példa. Az dltalunk eldzetesen meguizsgdltak kézil ez van legkozelebb a 3.1. Tétel-
beli helyzethez. Legyen f(x,t) = h(x)g(t), h € C(R), g € C*(R). Ekkor a

V2, t) — a*vge (2, 1) = h(z)g(t), (z,t) € R?

U|t:0 = Ut|t:0 =0
probléma v klasszikus megolddsa a kovetkezd :

t

(3.7) v(x,t) = % /9(7‘) [Hxz+a(t—71)) — H(z —a(t —71))]dr,

ahol v € C*(R?). Iit is (mint fentebb a 3.3. Példdban) H(z) = /h(s)ds.
0
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A (3.7)-beli v fiiggvényt szintén a (3.4) Duhamel-integrallal definialjuk:

t z+a(t—T)

v(z,t) = % / / h(s)g(r)ds | dr =

0 c—a(t—T)
t

1

" 2a
0

g(T)[H(x + a(t — 7)) — H(x — a(t — 7))] dr.

A (3.7) formula megmutatja, hogy v valoban (klasszikus) megoldésa a (3.1)—(3.3) prob-
léemanak, és hogy a g € C'(R), h € C(R) feltételek nem enyhithetéek.

A v fliggvény folytonossaga nyilvanvaloan kovetkezik a (3.7) alaku felirasbol. A v,
és v, derivaltak létezése és folytonossaga szintén a (3.7) alak folyomanya, és ezek a

kovetkezd reprezentéacioval rendelkeznek:

t

v= /g(T)[h(x +alt — 7)) + bz — a(t — 7))]dr,
vy = % g(M)h(z + alt — 7)) — h(z — a(t — 7))|dr

0
Sajnos a masodrendd derivéltak létezése és folytonossaga nem vezethets le ezen repre-
zentaciokbol a szokasos érvelés segitségével, hiszen a fentebbi kifejezéseket nem lehet az
integralason beliil derivalni. Ellenben hasznéalhaté hasonlé gondolatmenet, mint amit
a 3.1. Tétel bizonyitasa soran majd részletesen kifejtiink.

Ezek utan lassunk neki a 3.1. Tétel bizonyitasanak.

Bizonyitds. Mint tudjuk, folytonosan differencidlhato f fiiggvény esetén a szokasos
Duhamel-elv szolgaltatja a (3.1)-(3.3) kezdeti érték probléma v(x,t) € C*(R?) megol-

déasat, melyre

t z+a(t—T)
(3.8) oo 1) = 5 / / e | dr,  (a,r) € B2

0 x—a(t—T)

A bizonyitas alapja, hogy a (3.8) formula értelmes, és egy v € C?(R?) fiiggvényt de-
finial akkor is, ha csupan f € C(R?), f; € C(R?) simasagot tételeziink fel, a parcialis
derivaltak kiszamitasabol pedig majd lathatjuk, hogy meg is oldja a (3.1)—(3.3) prob-
lémaét.

Lépésenként be fogjuk latni a (3.8) altal definialt v fiiggvény ., illetve ¢ irany szerinti

derivaltjainak létezését és folytonossagat a masodik rendtekig bezarolag, igy eljutva a
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kivant v € C?*(R?) tulajdonsagig.

A v fiiggvény folytonossaga azonnal kévetkezik a (3.8) formulabol.

A v, és v iranymenti derivaltak létezése és folytonossaga t > 0, illetve t < 0 esetben
szintén kévetkezik a (3.8) formulabol, csakugy, mint barmely (z,¢) € Rx (R\{0}) esetén

az aldbbi reprezentaciojuk:

t

(3.9) v (x,t) = %/[f(x +a(t—71),7)— flx —a(t —7),7)]dr,

(3.10) = flx+alt—71),7)+ flx —a(t —71),7)]dr.

N)Ir—\
o\

Valojaban ezen v, és v, derivaltak a v fiiggvény szokasos parcialis derivaltjai. A (3.9)

és (3.10) alakbol a kovetkezd tulajdonsagok egybdl kovetkeznek:
Vg, Ut € CGR X (07 OO))7

Vg, Uy € C(R X (—00,0)).

Tovabba az is kovetkezik a (3.9), (3.10) kifejezésekbdl, hogy

(3.11) v (z,t) = 0 amint t—04+0 vagy t—0-0,

(3.12) ve(z,t) = 0 amint t—0+0 vagy t—0—0.

A (3.11) és (3.12) hatarértékek megfelelnek a v fiiggvény derivaltjanak a ¢t = 0 feliileten.
Egyrészt a (3.8) formulaban v|;—g = 0, és igy (v|i=o), = 0. Masrészt a v, derivalt létezése

t = 0 pontban, és az, hogy v|—o = 0 a Lagrange kozépértéktételbsl kovetkezik:

v(x,t) —v(z, O)
t—0

ve(z,0t) — 0, amint t — 0, 6 € (0,1),

koszonhetGen (3.12)-nek.

Tehat ezek a szamolasok azt mutatjak, hogy
v, vy, v; € C(R?)

és (3.3) teljestl.

Most bebizonyitjuk v méasodik derivéiltjainak létezését és folytonossagat ¢ > 0 ese-
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tén.

Kezdjik a v,, derivalttal, ami nem mas, mint v, deriviltja az z irany mentén.
Behelyettesitve x5 > x; értékeket a (3.9) formuldba és rogzitve egy ¢ > 0 idépontot,
azt kapjuk, hogy

(3.13) 0 (@2, ) = vl ) = i(h(f, T1, T, 1) — La(f, 71,72, 1)),

To — X1 2a

ahol

t

(3.14)  L(f, 21 0.0) _/

0

f(xQ +a(t_7_)77_) B f(xl +a(t_7_)77_)

To — 1

dr,

2 — I

(3.15> Iz(f,fﬂl,xg,t) _ / f(:liz - a(t - 7'),;’) - f(xl - a(t - T>’T)d7'.

Legyen § := (xo — x1)/a. Mivel az x5 értéket majd tartatjuk xi-hez, igy feltehetjiik,
hogy ¢ < t. Tekintsiik a kovetkezd két parhuzamos karakterisztikat:

= {(a1 +alt— 7)), 0<7 <1},

I ={(za+alt—(7+0)),7+0), -6 <7 <t—4}.

Ezeket osszuk fel két-két részre:

I ={(x1+alt—71),7) = AT (1), T €[0,t —d]},
Iy ={(z1+alt—7),7) = Af,(7), 7 € [t —0,t]},

és hasonloképp

Iy =13, Ul3,, ahol
l;fl ={(ze+alt—(7+6),7+9) = A;:l(T), T € [-0,0]},

ZZQ ={(zg+alt—(74+6)),7+0) = A;Q(T), T € [0,t— 4]}
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Felhasznélva ezeket a jeloléseket arra jutunk, hogy

Li(f, 1, 20,1 _xg—xl /de—/de =
(3.16)

Vegyiik észre, hogy
AQF,Q(T) = AE(T) +(0,0), V7 € [0,t —d].

A Lagrange kozépértéktétel alapjan a (3.16) formula jobb oldalan szerepls els két

integréalra a kovetkezot kapjuk: *

t—6 t—6
1 1
e /fdr—/fdr - /f(A;Q(T))dT_/f(Alﬁl(T))dT _
+ 0 0

l+

2,2

l1,1
t—9
Af (7 0,0)) — A{“l
:éofﬂ 4(7) +(0,8)) — £ /ft

J

egy alkalmas

D(7) € (Ail(T),A;:Q(T)), 7€ (0,t—9)

fiiggvénnyel. Képezve az x5 — z1 (6 — 0) hataratmenetet arra jutunk, hogy

/ft ))dr — — /ft 1+ a(t —7),7)dr.

Az integral-kozépértéktétel szerint 1étezik olyan A3, € l; 1 pont, hogy a (3.16) formula

jobb oldalan 1év6 harmadik tag a kovetkez6be megy at amint xo — 1 (6 — 0):

To — X1

0
1 AS 1 1
/de ! / Mm = ~f(43,) = (1 +aL,0).
Zs

Ttt és a tovabbiakban az fi(x; a(t—7),7) := fi(z,1) jelolést fogjuk hasznalni.

r=z;talt—r7)
t=r1
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Hasonloképpen a (3.16)-beli utols6 tag esetére, létezik egy olyan A7, € lfQ pont, hogy

t
/de — E / MCZT — af(AiQ) — af(l'lat)a
t—3

To — X1
l+
1,2

amint xo — 1 (6 — 0).

Osszeadva a kiszamolt hatarértékeket, o — z; esetén azt kaptuk, hogy
t
1 1 1
(317) Il(f, T1,T9, t) — a /ft(.fl + (l(t — 7'), T)dT + af(l'l + at,O) — af(xl, t)
0

Az Iy-re vonatkozo (3.15) formula abban kiilénbozik az I;-re vonatkozo (3.14) for-
mulatol, hogy benne xo+a(t—7) le van cserélve o —a(t—7)-ra, r1+a(t—7) pedig le van
cserélve x; — a(t — 7)-ra. Ennek megfelel6en az Iy(f, x1, xo,t) kifejezésnek az z9 —
pontnal vett hatarértékének a kiszamitasahoz az el6z6hoz hasonl6é gondolatmenetet al-
kalmazhatunk, amennyiben a kovetkezd karakterisztikakat (illetve azok szegmenseit)
definialjuk:

D=1 Ul g =15, Uly,

Ly ={(r1—alt—7),7) = A;,(7), 7 €[0,t 4]},
Iy ={(x1—alt—7),7) = Al,(7), T €[t —0,t]},
oy = {(ra —alt = (7 +6),7+9) = Ay, (7), 7 € [-6,0]},
lyo = {(v2a —a(t — (1 +6)),7+0) = Ay,(7), 7 €[0,t -]},

Megismételve a korabbi szdmolasokat, ezen karakterisztika szegmensek mentén integ-

ralva azt kapjuk, hogy amennyiben x5 — x1, akkor
t
1 1 1
(3.18)  Iy(f,x1,x0,t) — —E/ft(xl —a(t—7),7)dT — af(xl —at,0) + af(xl,t).
0

Osszefoglalva az eddigicket, azt kaptuk a v,, jobb oldali derivaltra (tehat zo — x;
a (3.13) formulaban), hogy

t

tea(1,t) = oz [ +alt = 7).7) + flas = at = 7). 7)ldr+
(3.19) ;
+f(x1+at,0)+f(:c1—at,0) —lf(xl,t), r1 €R, t>0.

2a2 a?
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A v, (xq,t) bal oldali derivalt kiszamitasa 1 € R és t > 0 esetén a fentebbiek-
kel analog modon torténik, csak ki kell cserélni az (9, 1) part az (zq,x2) parra és
figyelembe venni, hogy ekkor zo — 21 < 0.

Abban az esetben, ha t < 0, helyettesitsiik a

kifejezéseket a (3.14) formulaba, mellyel arra jutunk, hogy ekkor

2 — I

Wt = - [ LD T DD 7, 1,
0

Mivel ¢ > 0, igy a mér kiszamolt (3.18) hatarértékbdl kiindulva, majd visszahelyette-
sftve a (3.20) kifejezéseket azt kapjuk, hogy 2

CL(F a0 T) — é/}}(xl — af—7),F)dF — éf(ml — af0) + éf(:cl, ) —
0

0

amint o — x1 (6 — 0). Ez pedig megegyezik azzal, amit I1(f, z1, x9,t) hatarértékére
kaptunk a ¢ > 0 esetben.

Hasonloképpen, ¢ < 0 esetén vizsgalva a (3.17) kifejezést, (3.15), (3.20) és (3.17)
alapjan azt kapjuk, hogy

L(f, 21,00, 8) = — 1 (F. 21,00, T) %—2/1;(3;1—@@—7), T)dT—%f(:El—at, 0)+2f(1:1,t),
0

és ez a hatarérték pedig egybeesik azzal, amit Is(f, z1, xo,t)-re kaptunk, ha ¢t > 0 és
Ty — T1 (5 — 0)
Kovetkezésképpen, (3.19) biztositja a v, (x,t) derivalt létezését, mi tobb, a kivet-

kez6 formulat szolgaltatja ra:

2A korabbiakkal analég modon az f;(xz +a(t—7),7) = fiz,1) (-7 jelolést hasz-
r=x;talt—7T

naljuk.
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(1) —QL/ftHat—T) N+ fule — alt — 1), 1) dr+
(3.21) d

flz+at,0) + f(z —at,0) 1
+ 5.7 - gf(:v,t), r €R, t € R\{0}.
Ebbdl a (3.21) reprezentéciobol lathato a v, (x,t) folytonossaga az R x (—o0,0) és az
R x (0,00) félsikokon. Képezve a t — 0 hataratmenetet pedig arra jutunk, hogy

Ve (2, 1) — 0, re€R, t—0+0vagyt— 0—0,

ami megfelel a
Vge(2,0) := (vx(2,0)), =0

tulajdonségnak. Ezzel belattuk, hogy valoban v,, € C(R?).

Most megmutatjuk, hogy vy, mint a v; € C(R?) fiiggvény ¢ szerinti derivaltja létezik
és folytonos. El6szor tekintsiik a ¢ > 0 esetet. Ha t5 > ¢; > 0, és rogzitjik az x € R
pontot, akkor (3.10) alapjan azt kapjuk, hogy

(322> Ut(l',t2> - Ut(l',tl) _ E(Ig(f,l’,tl,tg) + ]4(f,$,t1,t2)),
to — 11 2
ahol az
(3.23) I3(f,x,t1,ta) = t2_t1 O/f t+a(ty—7), T )dT—O/f(era(tl—T),T)dT )
(3.24) Li(f,x,ty,t0) = ra— O/f(x —a(ty —7),7)dT — O/f(x —a(ty —7),7)dr

jeloléseket hasznéltuk. Legyen d := ty — tq, és vezessiik be a kovetkezGeket :
5 ={(z+alty—7),7) = A3, 0<7 < t1} =135,

If ={(z+alty— (7+d),7+d), —d<7<ty—d}.

Most (ellentétben a v,, derivalt szamitasakor torténttel) elegendd csak az I} szakaszt

tovabb bontani:
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ZI3 ={(z+alts— (t+d),7+d) = AIS(T), T € [—d, 0]},
ZIA ={(x+alts— (1+d)),7+d) = AZA(T), 7€ [0,ty —d] =[0,t,]}.

A (3.23) formulat a kovetkezSképp tudjuk atirni ezen szakaszok mentén vett integrala-

sokként:

1
Lot =t | [ far= [ ar| =
P

(3.25)

Vegyiik észre, hogy
Aj (1) = A33(1) + (0,d), V7 € [0,t1] esetén.
A Lagrange kozépértéktétel alapjan a (3.25) jobb oldalan talalhato integralra azt kap-
juk, hogy
t1 t1

1 /de—/de _ 1 /f(AL(T))dT_/f(A;?)(T))dT _

tg—tl t2_t1
1 0 0

Vi Af (T , — f(AT (7
_ [ IO 00 SN F i

egy alkalmas
D(r) € (Ags(7), Afu(7)), 7€ (0.t)

figgvénnyel. A ty — t; (d — 0) hataratmenet azt eredményezi, hogy

jft(D(T)) — jft(a: +a(ty — 1), 7)drt.

A (3.25) jobb oldalan lévs harmadik tagra pedig alkalmazhatjuk az integral kézépér-
tektetelt, igy arra jutunk, hogy létezik egy Aj 5 € 113 pont, hogy

1
to — 11
l

0
n
/fdr = /ﬂ%g(de = f(Alz) = f(r+at1,0), haty =t (d—0).
¥ )
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Tehat miutén a (3.25) jobb oldalan 1évs tagokat kiilon-kiilon kiszamoltuk, azt kaptuk,
hogy

t1

(326) [3(f,l',t1,t2) — /ft(a:—i—a(tl —T),T)d7+f($+at1,0), ha to — 1.
0

Az I,-re vonatkozo (3.24) formula abban kiilonbozik az Is-ra vonatkozo (3.23) for-
mulatol, hogy x4+ a(te — 1) helyére x —a(ty —7), 4+ a(t; — 7) helyére pedig x —a(t; —7)
keriilt. Hasonloan az I3(f, z, t1,t2) esetében alkalmazott gondolatmenethez, most a ko-

vetkez§ karakterisztika szegmenseket definialjuk:
Iy ={(x—a(ti —7),7) = A33, 0<7 <t} =33,

Iy ={(x—alte—(14+0)),74+6), —d <71 <ty —d}.
lys = {(x —a(te — (1 +d), 7+d) = A;3(7'), T € [—d,0]},
iy ={(x—alta— (1 +d)),74+d) = Ay ,(1), T €[0,ty —d] = [0,11]},

Kovetve a korabbi okfejtésiinket, az I,(f, x,t1, t2) esetére ezen karakterisztikik mentén

integralva arra jutunk, hogy
t1

(327) I4(f, I’,tl,tg) — /ft(l' — G(tl — T), T)dT + f(x —atq, O), ha to — 11 (d — O)
0

Osszegezve, ha visszahelyettesitjiilk a kapott hatarértékeket (3.22)-be, a vy jobb

oldali derivaltra a

i
v(x,ty) = = [ [filz+alty —7),7) + filx —a(ty — 1), 7)]dT+
(3.28) 20/
+f(x + aty,0) —2F flz— atl,O)’

0<t €R, 2 €R.

elgallitast nyertiik.

Amennyiben ¢y < t; < 0, akkor hajtsuk végre a

(3.29) t=—1, ti=—t, tb=-1, T=-7, f(&n)=[f(&-n)
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valtozotranszformaciokat a (3.23) formulaban. Igy azt kapjuk, hogy

I(foa, b, t) = _1%,2 /f(x—a(t}—%),%)d%—/f(x—a(a_%),?)d? _
0 0

t
= [4(]?7 x?ﬂa%)-

Mivel 0 < #; < t, erre alkalmazhatjuk a mar kiszamolt (3.26) hataratmenetet, majd

visszahelyettesitve a (3.29) sszefiiggéseket megkapjuk, hogy

L(f,z,t, 1) — /f;@: —a(ty — 7),7)d7 + f(x — at,0) =
0

t1
= /ft(x+a(t1 —7),7)dT + f(x + at1,0), haty —t; (d—0),
0

amely eredmény megegyezik azzal, amit I3(f, z, t1,ts)-ra szamoltunk a ¢ > 0 esetben.

Ismét a ty < t; < 0 esetet vizsgalva, (3.24), (3.29) és (3.26) alapjan arra jutunk,
hogy

t1

I4(f,x,t1,t2)zlg(ﬁx,a,%v2)—>/ft(:c—a(t1—T),T)d7+f(x—at1,0), ha ty — £,
0

ez a formula pedig egybeesik a I,(f, x, 1, t2) hatarértékére vonatkozé formulaval a t > 0
esetben, amint ty — ¢, (d — 0).

A vy (x,t;) bal oldali derivalt vizsgalata — azaz ha 0 < to < t; vagy 0 >ty > t; —
analog modon kezelhetd, csak a fentebbi szamitasokban a (t1, ) part a (to,t;) parra
kell cserélni.

Igy a vy (z,t), mint irdnymenti derivalt létezik, és a (3.28) formula alapjan a kovet-

kezé:
1 t
vu(z,t) =5 [ [filr +alt —7),7) + filx —a(t —7),7)]dr+
(3.30) 20/
+f(“at’0>;f<“”_“t’0), v R, t € R\{0}.

Ez a (3.30) reprezentéacié egyben a vy(z,t) folytonossagat is mutatja amennyiben

(xz,t) € R x (0,00) vagy (x,t) € R x (—00,0), tovabba azt, hogy
vy — f(z,0), r€e€R, t—0+4+0vagyt— 0—0.
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Azaz vy a t = 0 egyenes mentén is létezik és folytonos.
A v, vegyes parcidlis derivaltra a (3.9) formulabol kiindulva azt kapjuk, hogy

Ve(,te) — vg(x, ty) 1

(3.31) P— = 5 Us(f,w b, ta) = La(f, 7,11, 12))

ugyanazon I3 és I, kifejezésekkel, amiket (3.23) és (3.24) formulak adnak meg, és ame-

lyek hatarértékét mar kiszamoltuk. Igy a v, fliggvény ¢ szerinti derivaltja a kivetkezd:

t

1
vt(w,t) = — [ [filx +alt —7),7) — filx —a(t — 1), 7)]|dT+
(3.32) QGO/

flz+at,0) — f(z — at,0)
+ ;
2a

r € R, t € R\{0}.

Hasonloképpen jarhatunk el a v, parcialis derivalt esetén. Ekkor a (3.10) formulé-

nak koszonhetSen

ve(za, t) —ve(xy,t) 1

(3.33) = 5 (h(fswn 0, t) + L(f 01, 22, 1)),

To — 7

ahol I, és I, kifejezés megegyezik (3.14)-mal és (3.15)-gyel. Igy a v, fiiggvény z szerinti

derivaltja
t
Vg (x, 1) = % /[ft(x +a(t—7),7)— filr —a(t —7),7)|dr+
(3.34) )
+f(x—|—at,0)—f(x—at,()) v €R, t €R\{0}.

2a ’

A (3.32) és (3.34) formulék alapjan tovabba v, = vy, — 0, ha t — 0, ami 6sszhangban

van azzal, hogy

Utyclt:O = ((Ut)|t=0)x =0,

() —we(2,0) B
Vgt lt—o = lg% — = lg%vxt@’ 0t) =0, 0 € (0,1).

Ez bizonyitja, hogy v, v, € C(R?).

Osszegezve az eddigieket, belattuk, hogy a v fiiggvény derivéltjai léteznek és folyto-
nosak a masodrendiekig bezarolag. Tovabba ha a (3.21) és (3.30) kifejezéseket vissza-
helyettesitjiik, akkor lathato, hogy a (3.8) formuléval megadott v fiiggvény ki is elégiti
a (3.2) egyenletet. A v fiiggvény a (3.1)—(3.3) probléma egyetlen megoldasa, hiszen két
megoldas kiilonbsége kielégiti a (3.1), (3.3) feltételeket és a homogén (3.2) egyenletet,

ami az azonosan nulla fiiggvény. m
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Természetesen a 3.1. Tétel kimondasa sordn nem sziikséges a t = 0 kezdd idSpontra

szoritkoznunk.

3.6. Kovetkezmény. Ha f(x,t) € C(R?) és az f;, mint az [ figguény t szerinti
derivdltja létezik és f; € C(R?), akkor a (3.1), (3.2) és

U’t:to = Ut|t=t0 =0

kezdeti érték probléma egyértelmiien megoldhaté a C*(R?)-beli figguények kérében, és

ez a v(x,t) = v(x,t,tg) megoldds felirhatd a kovetkezd alakban :

t z+a(t—T)
v(z,t):%/ / fE,r)de | dr, (1) € R

to \z—a(t—T7)

Bizonyitds. Vezessiik be a kovetkezd transzformaciokat :
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O(x,t) = v(x, t+to), flz,t) = f(x, t+ o).

Ekkor a kdvetkezmény allitasa azonnal kovetkezik a 3.1. Tételbdl, amint megoldjuk a

(3.1)—(3.3) kezdeti érték problémat ezen ¥ és f fiiggvényekkel. O

3.7. Megjegyzés. Megemlitjiik még, hogy a 3.1. Tétel (és igy az azt felhasznalo 4.
Fejezetbeli tételek is) igaz marad akkor is, ha
2 of 2
flat) € CRY,  fule,t) =5 € O(®2),
v
ahol f, az f fiiggvénynek egy v = (v, 1) irdny szerinti derivaltja, feltéve, hogy v
transzverzalis a karakterisztikikhoz. Ennek a bizonyitasa hosszadalmas szdmolast igé-
nyel, ami szamos részesetre bomlik a v iranytol fiiggéen. Viszont a v megoldas ma-
sodrendt derivaltjaira a megengedett v irdnyok mindegyike esetén igazak a kovetkezs

elsallitasok:

vof (x+ at,0) — vaf(x,t) + ftf,,(x—l— a(t — 1), 7)dr
0

T 7t = 35
Ur (1) 2a vy + avsy +

VZf(x — at, O) - I/Zf(xat) +E{‘fu(x - a(t - T)aT)dT

+ ;
arvy — 7
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vof (z + at,0) — vaf(x,t) +ffy(x +a(t—71),7)dr
0

T >t: :z: >t:_ -
vt (x ) Ut(x ) 2 V] + avs

VQf(x - (lt,O) - V2f(x7t> + {fu(x o a<t o T)aT)dT

avso — 1

ava f(x 4 at,0) + vy f(x,t) + a{fl,(x +a(t—7),7)dr

vylx, 1) = = +
u(@,?) 2 V] + avs

ava f(x — at,0) — vy f(z,t) + aftfy(x —a(t—7),7)dr
0
+ arvy — 7

Ezen eredmény részletes bizonyitasat egy kés6bbi, el6késziiletben 1év6 dolgozatban sze-

retnénk kozolni.
Végezetiil megfogalmazunk egy sejtést.

Sejtés. A 3.1. Tétel dltaldnosithato arra az esetre is, ha az

of

flz.t) € C(R?), fo(x,t):= 3

c O(R?)

feltételben a karakterisztikdkra transzverzdlis v irdny az (x,t) vdltozé folytonos fiiggué-

nye, feltéve, hogy a v = (v1,vs) irdanyok mindegyike egy és ugyanazon szektorba esik az

alabbt hdarom kozil:

o<z L Loy L

121 a a 141

Vo

)

151
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4. fejezet

Klasszikus kittizésti megfigyelési

problémak

Ebben a fejezetben a végtelen rezgd hurral kapcsolatos megfigyelési problémékat

targyalunk klasszikus kittizés esetén.

4.1. A végtelen rezg6é hir problémaja kiils6 er6hatas

mellett

Tekintsiik a kdvetkezd kezdeti érték problémat:

(4.1) u(z,t) € C*(R?)
(4.2) U (7,1) — a*ug(z,t) = f(2,1), (z,t) €R?*  a>0,

(4.3) uli=ty () = 9(@),  wlimy(x) =¥(2), ¢ € C*(R), ¥ € C'(R).

Amennyiben (az el6z6 fejezetnek megfelelGen) f(x,t) folytonos, és az f; iranymenti
derivalt létezik és folytonos, akkor a (4.1)—(4.3) kezdeti érték probléma w megolda-
sa létezik, egyértelmi és folytonosan fiigg a kezdeti adatoktol (azaz u(x,t) klasszikus

megoldas).
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Ekkor az u megoldast u; 4+ uy alakban allitjuk els:

z+at

gp(:c—a(t—to))+¢($+a(t—t0))+%/¢(s)ds +

U =1uUp + Uy = 5
—at

(4.4)

t z+a(t—T)

—/ / fe. e | dr. (@) er2

z—a(t—T)

ahol u; a homogén rezgd hur megoldasa (p, 1)) kezdeti fiiggvények mellett, melyet a
kozismert D’Alembert formula szolgaltat; us pedig az inhomogén rezgé hur megoldasa
homogén kezdeti feltételekkel, mely a Duhamel-elvbél szérmazik. Szeretnénk felhivni
ra a figyelmet, hogy a (4.4) formula tetszéleges ¢ € R id6pontban megadja a megoldést,
azaz id6ben elére és visszafele haladva is mtikodik. Tovabba lényeges, hogy ha ismer-
jik a végtelen rezgd hur teljes allapotéat (pozicid és sebesség) valamely id6pontban,
akkor annak segitségével mar a teljes rezgés leirhatd. Ugyanis tegyiik fel, hogy a g1, ¢

fiiggvények ismertek, amelyekre

(4.5) uli=1, () = g1(7),  Ui|i=1,(z) = ga(7), g1 € CQ(R), g2 € Cl(R),

azaz a 1y id6pontban ¢y és g9 irja le a rezgd hur helyzetét, illetve sebességét. Ekkor
ha tekintjiikk a w(z,t) = u(x,t + (Th — o)) eltolast, akkor a w fiiggvény a kovetkezd

probléma klasszikus megoldasa:
Wy (2, 1) — aPwee (2, 1) = fla,t + (Ty —to)), (z,t) €R?, a>0,

w|t:t0 = 91($)7 wt‘tzto = 92($>7 g1 € CQ(R)a (S CI(R)-

Erre alkalmazva a (4.4) reprezentaciot azt kapjuk, hogy

w(z,t) = w(z, t — (T — to)) = gi(z —a(t —Tp)) + g1(z + a(t — To))_|_

2
(46) . z+a(t—To) t z+a(t—r)
o / ds+—/ / f(&,7)de | ar,
z—a(t—Tp) z—a(

mellyel sikeresen megadtuk az u(x, t) fliggvényt. Emellett ebbe a (4.6) formuléaba, illetve
a derivaltjaba behelyettesitve a ty kezdeti id6pontot megkapjuk a kezdeti fiiggvényeket
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is, amelyek a kovetkezdk:

z+a(to—To)
p(x) = Uli=yy = 91( = alto = To)) ;rgl(x talo—To)) % / g2(s)ds+
z—a(to—To)
) to z+a(to—T)
s [ e ar
To \e—a(to—7)
V(@) = Ui, =
algi(x +a(to — Tv)) — g1(z — a(to — Tv))] n 92(x + a(to — Tv)) + ga(x — a(to — To)) .
2 2
i
+3 [ e+ atto—7),7) + fla = atto — 1), 7).
To

A tovabbiakban a megfigyelési probléma megoldésa soran a célunk a rezgé hur teljes
allapotanak megadasa lesz a két megfigyelési idGpont: t1, ty egyikében, pl. ¢t = t1-ben.
Amennyiben ez sikeriil, akkor egyben a megfigyelési problémat is megoldottuk, hiszen
ekkor a fentiek miatt egyszertien meg tudjuk kapni a keresett kezdeti fiiggvényeket
at = ty idépontban is. Igy a szamolasok egyszertsitésének céljabol az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy a kezdeti id6pont és az egyik megfigyelési idGpont
egybeesik, azaz tg = t;.

A 4. Fejezet tovabbi részében az

Al(l’)u|t:t1 + Bl(x)ut|t:t1 = f1($), T € R,

(47)
As(2)uli=t, + Ba(T)ut]i=s, = fa(z), r € R,

megfigyelési feltétel segitségével kitilizott megfigyelési probléméat fogjuk megvizsgélni,
ahol az Ay, As, By, B fiiggvényegyiitthatok és az fi, fo megfigyelt allapotok ismertek.

4.2. Egy specialis eset

Ebben az alfejezetben azon azon specialis esetet targyaljuk, amikor By = By = 0.

Ekkor a kovetkezé allitast tudjuk megfogalmazni.

4.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (4.7) feltételben

Tovdbbd legyen f(x,t) € C(R?) és az fi, mint az [ fiigguény t irdny szerinti derivdltja
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létezzen és f; € C(R?). Ekkor a (4.1)—(4.3) problémdhoz tartozd, (4.7) megfigyelési
feltételi problémdnak létezik u € C*(R?) megolddsa.
Amennyiben a (4.7) feltételben

akkor a (4.1)—(4.3), (4.7) problémdnak pontosan akkor létezik uw € C*(R?) megoldd-
sa, ha f1/Ay és fy/As értelmezhetéek, mint C*(R) figguények (azaz fi/A;, i = 1,2

kiterjeszthetéek a valds szamok halmazdra, mint C? fiigguények).

Bizonyitds. Az (i) megkotés mellett a (4.7)-ben szereplé megfigyelési feltételek a

(4.8) o(x) = ﬁll((xx))’ x € R,

oz —=T)+ px+1T) +\IJ(I+T)—\I/(x—T)

(4.9) 5 o0

alakot nyerik, ahol az attekinthet&ség kedvéért a

t z+a(t—T)

T—alts—t), \I!(x):/xw(s)ds, U(x,t):%/ / (&, 7)de | dr

t1 c—a(t—T)

jeloléseket hasznaltuk. Figyelembe vettiik tovabba, hogy ty = 1, igy az els6 megfigyelési
feltétel valojaban a hur kezddéallapotara vonatkozik, igy egyszert osztassal megkaphat-
tuk (4.8)-at. A (4.9) formula pedig a masodik megfigyelési feltételbsl kovetkezik a (4.4)
elgéllitas felhasznalésaval a t = t5 idSpontra.

Amellett, hogy azonnal megkaptuk a keresett ¢ kezdeti poziciot, a (4.8) formulabol
az is latszik, hogy ¢ € C%(R), igy csak a ¢» € C'(R) kezdésebesség meghatérozésa van
hatra. Ehhez behelyettesitjik a (4.8) formulat (4.9)-be, ahonnan atrendezés utan azt
kapjuk, hogy

folz)  file=T) filx+T

(4.10) V(z+T)—V(2z—T) = QGAQ(x) —aAl(:B =) _aAl(x n T)) —2av(z,ty) := h(z),

ahol h(z) ismert fiiggvény és h(zr) € C*(R).
Megmutatjuk, hogy a (4.10) egyenletnek létezik ¥ € C?(R) megoldasa. Ahhoz,
hogy egy ¥ € C? fiiggvény teljesitse (4.10)-et az x = 0 pontban, a kdvetkezé harom
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egyenldségnek kell teljesiilnie:

(4.11) U(T) — U(-T) = h(0),
(4.12) (T) — U'(~T) = 1'(0),
(4.13) U/(T) — '(~T) = 1"(0).

Valasszunk egy tetszéleges W € C?[—T, T fiiggvényt, ami teljesiti (4.11)—(4.13)-at.
A (4.10) egyenlet alapjan barmely ¥(z) fliggvényérték rekurzivan meghatéarozhato az
x — 2T, illetve x + 2T pontokban felvett értékébsl:

(4.14) V(x+T)=V(x—T)+ h(zx), x € (0,277,

(4.15) U(z—T)=U(z+T)—hlz), «c[-2T,0.

Ha eltoljuk az argumentumot, (4.14) és (4.15) rendre ekvivalensek a kovetkezd formu-
lakkal:
U(z) = U(z — 2T) + h(z —T),  « € [T,3T],

U(z)=V(x+2T)—h(z+T), x e [-3T,-T].

Ezzel a valasztott U € C?[—T,T] fiiggvényt kiterjesztettiik a [—3T, 3T intervallum-

ra. Fzt ismételve, azaz 2T értékkel 1épdelve mindkét iranyba, a kovetkez&eket nyerjiik:

i) U(z) = U(z —2nT) + ; hz — (2k —1)T),

xel,=[2n—1)T,2n+1)T], n €N,

U(z) =V(z+2nT) — > h(z+ (2k—1)T),
(4.17) =1

rel,=[(-2n—-1)T,(-2n+1)T], n e N.

Mivel a ¥(z) fiiggvényt C?-belinek vélasztottuk a [T, T] intervallumon, tovabbé
h € C*(R), ezért az igy kapott W(x) fiiggvény a 2T hossztsagu I, és I_, intervallumok
belsejében nyilvanvaloan jol definialt és C%-beli.

Bebizonyitjuk, hogy a ¥ (zx) fliggvény az = = (2n + 1)1, n € Z, csatlakozasi pon-
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tokban is jol definialt és kell6képpen sima.
Tetszoleges 0 < n € 7Z esetén vizsgaljuk meg a ¥ fliggvényt a x = (2n + 1)T
csatlakozasi pontban. A folytonossag igazolasahoz irjuk fel ebben a pontban a féloldali

hatarértékeket a (4.16) formula segitségével:

lim U((2n+1)T —r) = lim <\II(T —r)+ i h(2kT — 7”)) ;

r—0+ r—0+

r—0+ r—0t
k=0

lim U((2n+ 1)T 4+ r) = lim <\D(—T +7r)+ Zh(QkT + r)) .
Lathatjuk, hogy a

Tl_i>1(1)1+ U((2n+1)T+r)= Tl_igl+ U((2n+1)T —1)
egyenl@ség pontosan akkor teljestil, ha a (4.11) feltétel fennall. A (4.17) formula segitsé-
gével hasonloképpen kaphatjuk meg, hogy (4.11) sziikséges és elegendd feltétele annak
is, hogy W(x) folytonos az x = (2n + 1)T, 0 > n € Z pontokban.
Amennyiben derivaljuk a (4.16) és (4.17) formula mindkét oldalat = szerint, az

el6bbihez hasonlé gondolatmenet azt adja, hogy

rl_i:%l+ V(2n+1)T +7r)= 7hl_i>1(1)1+ U ((2n+ 1T —r),
azaz W(z) folytonosan differencialhato az x = (2n + 1)T, n € Z pontokban pontosan
akkor, ha (4.12) teljesiil.

Ha kétszer derivaljuk (4.16) és (4.17) mindkét oldalat, majd vessziik a féloldali
hatéarértékeket az © = (2n + 1)T" pontokban akkor pedig arra jutunk, hogy

rlirgl+ U'((2n+1)T+r) = Tlir(% ((2n+1)T —r)

pontosan akkor teljesiil, ha (4.13) fennall. Ez pedig az adott pontban vett kétszer
folytonosan differencialhatosagot jelenti.

Mivel -t gy valasztottuk, hogy (4.11)—(4.13) fennalljon, igy kaptunk egy olyan
U e C*(R) fiiggvényt, mely kielégiti a (4.10) egyenlGséget. Vagyis a (4.8) altal meg-
hatérozott ¢ € C%(R), és a ¢ := ¥ € CH(R) kezdeti fiiggvényekkel a (4.4) formula
segitségével elGallitott u megoldéasa a (4.2) hirrezgésegyenletnek kielégiti a (4.7) meg-
figyelési feltételt az (i) megkotés mellett, azaz megoldja a megfigyelési probléméat. A
megoldas nem egyértelmi, hiszen a konstrukcio soran a W fliggvényt (és ezzel 1-t is) a

[—T,T) intervallum belsejében tetszdlegesen valaszthattuk.
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A (ii) megkotés mellett a 4.1. Tétel bizonyitasa a kovetkezs. Ha valamely x* € R
esetén A;(z*) = 0 vagy As(x*) = 0, akkor a (4.8), (4.9) egyenletrendszer megoldha-
tosaganak sziikséges és elegendd feltétele, hogy rendre fi(z*) = 0 vagy fo(z*) = 0.
Amennyiben ez a feltétel teljesiil, és az fi(x)/A1(z), fo(x)/As(x) fliggvényeket rendre
az x € M(A;), x € M(A;y) helyeken értelmezziik, ahol

Ai(z) #0, haxze M(A), Ay(z) #0, hax e M(Ay),

akkor fi(x)/Ai(x) és fa(x)/Az(x) rendre kiterjeszthets a M(A;), M(Ay) halmazok-
rol R-re, mint C?(R) fiiggvények. Ekkor a bizonyités (i) megkdtéshez tartozod részét
megismételve megkapjuk a keresett ¢, 1 (és veliik egyiitt az u) fliggvényeket.

A (ii) megkotéshez tartozo eset példaul ha az Ay, A, egyiitthatoknak izolalt zéro-

helyei vannak, vagy ha egy intervallumon azonosan nullak. O]

4.2. Megjegyzés. Eqgy mdasik lehetdség a (4.10) egyenlet megolddsdra, ha a ¥ fiigg-
vényt nem a [—T,T) intervallumon vdlasztjuk tetszdlegesnek, hanem olyan diszjunkt

[c;, d;], © € N intervallumok unidjdn adjuk meg, ¥

e, di) = Vi, amelyekre léteznek olyan
Si, a (4.16), (4.17)-nek aldvetett eltolds transzformdcick, hogy az {S;V;}ien rendszer
diszjunkt tagokbol dll (a grafikonok csatlakozdsi pontjaitol eltekintve), és

U S;W; € C*([-T,T)), és ez a figguény kielégiti (4.11)—(4.13)-at.

A 4.1. Tételhez hasonlo allitasok tehetsk akkor, amikor a (4.7) megfigyelési felté-
telben szereplé Ay, As, B, B egyiitthatok koziil nem a By, B par azonosan egyenld
nullaval. Mivel a szdmolas menete a fentebbihez hasonlo, ezért itt a részletezésétsl el-
tekintiink, de a [18] cikkben megtalalhatoak azok az esetek, amikor By = Ay = 0 vagy
A =A,=0.

Miel6tt ratérnénk a végtelen hurra vonatkozé altalanos esetre, azaz amikor nem
tiinnek el az egyiitthatok, terjessziik ki a 4.1. Tétel eredményét félvégtelen hirokra.

Ehhez a tiikrozések modszerét hasznaljuk.

4.3. Kiterjesztés félvégtelen hirra

4.3.1. A rogzitett végpont esete

Rogzitett végpontu félvégtelen hur esetén paratlan kiterjesztésekre lesz sziikségiink,

ezért tekintsiik azt az esetet, amikor a paritasok a kovetkezdek:

e a (4.2) harrezgésegyenletben az f(x,t) kiils6 er6 paratlan fliggvény az z = 0

egyenesre nézve
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e a (4.7) feltételben az fi(z), fo(x) megfigyelt részleges allapotok paratlan fiigg-
vények, az Aj(x), As(z) egyiitthatok pedig paros fiiggvények az = = 0 pontra

nézve

e a 4.1. Tétel bizonyitésa soran a V(z) fuggvényt valasszuk parosnak a [T, T

intervallumon.

Ekkor a konstrualt W(x) péaros lesz az x = 0 pontra az egész szamegyenest tekintve
is. Az ehhez a VU fliggvényhez kapcsolédo u megoldasa a megfigyelési problémanak igy
pedig paratlan lesz.

Ugyanis tekintsiik a (4.16), (4.17) formulékat, és legyen x € I,,. Ekkor

U(z) —U(—z)=¥(x—2nT) — U(—(z — 2nT))+

(418) +3 h(z = (2k = D)T) + > h(—(z — (2k — 1)T)).
k=1 k=1

Mivel v(zx,t) paratlan amennyiben f(z,t) paratlan az z = 0 egyenesre, és f1/A1, fo/As
is paratlan fiiggvények, igy a (4.10)-ben definialt h(z) fliggvény is paratlan a valds
szamok halmazéan az x = 0 pontra nézve. Tovabba +(xz —2nT') € [-T,T] és ¥ péros az
x = 0 pontra a [T, T] intervallumon, ezért azt kapjuk, hogy (4.18) jobb oldala 0, azaz
U paros a teljes szdmegyenest tekintve. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy a ¢ = f1/A;,
Y = U és f(x,t) paratlan fiiggvényekbdl a (4.4) formula segitségével elGallitott u
megoldés szintén pératlan.

Ezenkivil a (4.11), (4.12) és (4.13) feltételek egyszertsithetGek amennyiben az
elébbinek megfelels paritasu fiiggvényeket tekintiink. Ahogy emlitettiik, ekkor h(z) €
€ C?(R) paratlan, ami egyben azt is jelenti, hogy h(0) = 0, igy pedig (4.11) automa-
tikusan fennall, hiszen ¥ paros. Mivel W’ paratlan, igy azt kapjuk, hogy

(112) w(r) =0

A U” fiiggvény ismét paros, és ez a h”(0) = 0 egyenlGséggel egyiitt azt jelenti, hogy
ekkor (4.13) is teljesiil.

Tekintsiik a félvégtelen (z > 0) rezgs hiur egyenletét:

(4.19) u(z,t) € C*([0,00) x R),

(4.20) Uy (7,1) — a*ug,(z,t) = g(,t), (z,t) € [0,00) xR, a>0,

23



ahol

(4.21) g(x,t) € C([0,00) x R), gi(x,t) € C([0,00) x R).
Legyen a végpont rogzitett:

(4.22) u(0,t) =0, teR,

és legyenek a megfigyelt részleges allapotok a kovetkezdek:

(4.23) u!t:tl = 91(93), U\t:tz = 92(3?)> g1,92 € CQ([O, OO))

4.3. Tétel. A (4.19)—(4.23) megfigyelési problémdnak létezik u megolddsa minden olyan
g1, go €s g figguények esetén, amelyek teljesitik a kovetkezd illeszkedési feltételt :

(4.24) 9(0,1) = g1(0) = g/(0) = g2(0) = g5(0) = 0.

A megoldds nem egyértelm, viszont barmely u megoldds felirhato a kévetkezd alakban :

z+a(t—t1)
ulayt) = DAV ERELALZ0D L [y

z—a(t—t1)

t z+a(t—T)

5 / | s ar

z—a(t—T)

ahol a jobb oldalt megszoritjuk x > 0-ra. Az f1 és [ fligguények a g1 és g fligguények
paratlan kiterjesztései a valds szdmok halmazdra az x = 0 pontra, illetve egyenesre

nézve, a
x

U(z) = /w(s)ds € C*(R)

0
fliggvény pedig tetszdlegesen vdlaszthato a [0, T intervallumon, feltéve, hogy W'(0) =0
és kielégiti (4.12)-6t.

Bizonyitds. ElGszor kiterjesztjiik paratlanul a g, g1 és go fliggvényeket, azaz legyen

1), ha z > 0,
faty={ S0 o (@t) B,
—g(—z,t), ha = < 0,
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f1<x)::{ afe, b, g

—q1(—x), ha x <0,
h >0

fao(z) = 92(7) ar=" z € R.
—g2(—1), ha z <0,

A (4.24) feltételnek koszonhetGen f € C(R?), f, € C(R?) és fi1, f» € C*(R).

Az ezekkel az f, fi, fo fiiggvényekkel kittizott (4.1), (4.2), (4.3), (4.7) (ahol A; =
= Ay = 1, By = By = 0) megfigyelési probléméat a 4.1. Tétel megoldja. A 4.1. Tétel
bizonyitasdban szerepls U € C? fiiggvényt a [—T, T intervallumon parosnak vélasztjuk,
és ahogy lattuk ekkor a kapott megoldas paratlan. Ennek a megoldasnak a [0, 00) x R-ra

vald megszoritasa szolgaltatja a 4.3. Tételbeli probléma u megoldéasat. O

4.3.2. A szabad végpont esete

Ebben a szakaszban tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor:
e a (4.2) egyenletben f(z,t) paros az x = 0 egyenesre nézve

e a (4.7) feltételben fi(x), fo(z), Ai(x), Ax(x) paros fiiggvények az = = 0 pontra

nézve

e a 4.1. Tétel bizonyitasaban szerepls W (x) fliggvényt pedig valasszuk paratlannak

a [T, T] intervallumon.

Ekkor a 4.1. Tétel bizonyitasa soran konstrualt ¥(z), x € R fiiggvény paratlan lesz az
x = 0 pontra nézve a teljes szamegyenest tekintve is. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy
az ehhez a V(z) fiiggvényhez tartozo v megoldasa a (4.1), (4.2), (4.3), (4.7) megfigyelési
probléménak paros lesz.

Ennek igazolasahoz adjuk Gssze a (4.16) és (4.17) formula megfelels oldalait:

U(z)+ V(—x) =V(x —2nT) + ¥ (—(x — 2nT))+
(4.25) n n
+> h(z = (2k = 1)T) = > " h(—(z — (2k — 1)T)).
k=1 k=1
A +(x — 2nT) érték [T, T) kozotti, ott pedig a W(x) fliggvényt paratlannak va-
lasztottuk, tovabba a paritasokra vonatkozo megkotéseink miatt a (4.10)-ben definialt
h(x) fuggvény is paros. Ezek kovetkeztében a (4.25) jobb oldala 0, tehat W(x) paratlan
a valos szamok halmazan az x = 0 pontra nézve. Ekkor a (4.4) formula, és a péros f,
illetve paros ¢ = f1/A;, v = V' fiiggvények segitségével elGallitott u fiiggvény péaros

lesz.
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A (4.11), (4.12) és (4.13) feltételek a fentebbi paritasu fliggvények esetén a kévetkezs

alakra egyszertisédnek:

@) w(r) =",
(113) (="

mikézben a (4.12) feltétel h'(0) = 0 és U’ parossaga miatt automatikusan teljesiil.

Ebben a szakaszban Neumann peremérték feltétel mellett tekintjiik a félvégtelen

rezgd hurt, azaz
(4.26) u.(0,t) =0, teR.

4.4. Tétel. A (4.19), (4.20), (4.21), (4.23), (4.26) megfigyelési problémdanak létezik
u megolddsa minden olyan g1 €s go fiigguények mellett, melyek kielégitik a kévetkezd
lleszkedési feltételt :

(4.27) 91(0) = g5(0) = 0.

A megoldds nem egyértelmi, viszont felirhato a kovetkezd alakban :

z+a(t—t1)
u(z,t) = L= =) > hle+alt-b)) , = / W(s)ds,

z—a(t—t1)

t z+a(t—T)

| fenc|ar

131 c—a(t—T7)

1

o

ahol a jobb oldalt © > 0-ra tekintjik. Itt az fi figgvény g1, az f(x,t) figguény pedig

g(x,t) pdros kiterjesztése az x = 0 pontra, illetve egyenesre nézve. A
U(z) = /@Z)(s)ds € C*(R)
0

fliggvény tetszdlegesen vdlaszthato a [0, T intervallumon gy, hogy teljesitse a W(0) =

—_—

= U"(0) = 0 egyenldségeket, tovabbd (4.11)-et és (4.13)-at.

Bizonyitds. Ennek a probléménak a megoldasahoz is a tiikrozések modszerét fogjuk
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hasznalni, a 4.1. Tétel allitasat alapul véve. Terjessziik ki a g, a g1 és a gy fiiggvényeket

parosan, azaz legyen

Flant) =] 9D w20 eR?
7 g(—z,t), ha z <0, 7 7
fi(x) = g1(x), ha x > 0, eR

g1(—x), ha z < 0, ’
fol) = g2(x), ha x > 0, TER
go(—x), ha z < 0,

Ezutan a 4.1. Tétel segitségével megoldjuk a (4.1), (4.2), (4.3), (4.7) (A = Ay =
= 1, By = By = 0 egyiitthatok mellett) megfigyelési problémat. A ¥ fiiggvényt a
megoldas megkonstrualasa soran a [—7,7T)] intervallumon paratlannak valasztjuk, és
ahogy lattuk ekkor a kapott megoldés paros lesz az x = 0 pontra nézve. Ezt a megoldast

megszoritva [0, 00) x R halmazra megkapjuk a 4.4. Tételbeli probléma u megoldasat.
O

4.4. Az altalanos megfigyelési feltételek esete

Térjlink ra arra az esetre, amikor a megfigyelési feltételben az egyiitthatok nem-

c st

kombinaciéjat figyeljiik meg, és ez alapjan probaljuk megtalalni a kezdeti helyzetet és

sebességet.

4.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (4.7) megfigyelési feltételben
Ai(z), Ag(x), Bi(x), Bo(x) #0, z € R, Ay, Ay, By, By, fi1, f2€ C'(R).

Ekkor a (4.1)-(4.3), (4.7) megfigyelési problémdnak létezik megolddsa.

Bizonyitds. A (4.1), (4.2) 6sszes megoldasa el6all (4.4) alakban, amit ha ¢ szerint de-
rivalunk azt kapjuk, hogy

¢ (r +alt —to)) — ¢'(x — a(t — to))
2

+1/J(~”C +a(t —to)) +(x — alt —to))

2

u(x,t) =a

+
(4.28)

+ vz, ).
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ahol
t z+a(t—T)

v(x,t)—%/ / (&, 7)de | ar.

t1 \e—a(t—T)

Helyettesitsiik be a t = t5 id6pontot a (4.4) és (4.28) reprezentéaciokba, amiket felhasz-

nalva a (4.7) megfigyelési feltételre a kovetkezs alakot nyerjiik:

(4.29) A(x)o(z) + Bi(z)v(z) = fi(z),
ole + 1) _5 ole =) + % / W(s)ds +v(z, ta) | +

+ By (z) (ago’(x +T) g o'(x—T) n Yz +T) -; Wz —T)

As(z)
(4.30)

Fuot) ) = o),

ahol a T' = a(ty — t1) jelolést hasznéljuk az atlathatosag kedvéért. A (4.29) egyenletbdl
azt kapjuk, hogy

= file) Au(z)
Plw) = Bi(z)  Bi(x)

W (a) = <£1((Z))>/ _ (gigo/@@) - giéiigp/(:ﬁ), z€R.

Elsbb elosztjuk (4.30) mindkét oldalat az As(x) fiiggvénnyel, majd derivaljuk mindkét

o(z), r € R,
(4.31)

oldalt x szerint, igy arra jutunk, hogy

x+T /

o +T)+px-T) + % / W(s)ds +v(x,ty) | +

2

(4.32) . (Bg(x) (ago’(oc +7) ; Pa=T) va+T) ; be=T) (e, t2)>)’ _

- (2

Miutén behelyettesitjiik (4.31)-et (4.32)-be, a kivetkezs masodrendii differencialegyen-

letet nyerjiik a ¢ fliggvényre:

Di(2)¢"(x +T) + Da(2)¢'(x + T) + D3(2)p(x + T) =
(4.33) z €R,
= Ei(2)¢"(x = T) + Ex(2)¢'(z — T) + Es(z)p(z — T) + h(z),

ahol az F;(x), D;(z), i = 1,2,3 egyiitthatok és a h(x) fliggvény ismertek minden z €
€ R szamra. A pontos formula az F;(z), D;(z), i = 1,2,3 egyiitthatokra és h(zx)-re a
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bizonyitas szempontjabol nem lényeges ugyan, de a kovetkezd alakban lehet kifejezni
Gket:

Dy(2) = Fu(a) = jg; £0, wek,

p =5+ (540) ~TAiBG Ty

Ew) =5 + (zim ! 2A2(< );;fé_— )>’

o) = T (B Med T B (M2,
Es(x) :‘2;411312_—) i (ijﬁi?) 222_— >> +2%2(2) @ﬁ:g)
o) = (3 - () () - e T)

- ) - (22 oy

A 4.5. Tétel feltételei miatt ezek értelmezettek és folytonosak a valés szamok halmazén,

tovabba a (4.33) egyenlet f6tagjanak egytitthatoja nem 0.
A (4.33) differencidlegyenletet 1épésenként fogjuk megoldani, melyhez a kovetkezd

lemmat fogjuk hasznalni.

4.6. Lemma. Ha adott eqy 9 € R és eqy @1 € C?*([wg—T, 10+ T)) fiigguény gy, hogy

Dl(Io)(I)/ll(l’o + T) + Dz(l’o)q)/l (Io + T) + D3($0)®1<$0 + T) =

(4.34)
= E1(x0)®(xo — T) + Ez(x0)®|(xog — T) + E3(x0)®1(x0 — T) + h(xo),

akkor létezik eqy ®9 € C*([xg + T, 7o + 3T)), aminek a segitségével definidlt

() Oy(z), haxe|rg—T,20+T)]
x) =
i Oy(z), hax € v+ T, 20+ 37

figgvény kielégiti a (4.33) egyenletet minden x € [xg,xo + 27| esetén, tovdbbd ¢ €
S CQ([IO — T, To + ?)T])

Bizonyitds. A ¢ fiiggvény ki fogja elégiteni (4.33)-at minden x € [zg, xg + 2T ]-re, ha
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talalunk hozza olyan ®, fliggvényt, amire

Dy (2)®5(x + T) + Do(x)®y(x + T) + D3(2)Po(z +T) =

(4.35)
= E1(2)®](x — T) + Ea(x)®|(z — T) + E3(x)P1(x — T) + h(x)

fennall minden x € [xg, xo+ 27T esetén. Ez a (4.35) egyenlet atirhato a kovetkezs, ®o-re

vonatkoz6 méasodrendt, lineéris differencialegyenletre:
(4.36)  Dy(2)®)(x) + Da(x)®y(x) + D3(2)®s(z) = h(z),  x € [wo + T, a0 + 3T]

ahol a jobb oldalon szerepld

h(z) = Ey(z —T)®)(x —2T) + Ey(x — T)®| (x — 2T) + Es(x — T)®1(x — 2T) + h(x —T)
figgvény ismert és C([xg + 1,z + 37T))-beli, tovabba

Di(z) = Dy(z —T), Dy(x)=Ds(x—T), Ds(z)=Ds(x—T).
Jol ismert, hogy a (4.36) tipusu differencidlegyenlet egyértelmiien megoldhato a
(4.37) Oo(xg+T) =P (20 +T), Py(xg+T) =P (xg+T)

kezdeti feltételek mellett és a @y megoldasra teljesiil, hogy @y € C?([zg+ T, zo + 3T)).

Az ezzel a &y fiiggvénnyel konstrualt ¢ fiiggvény kielégiti (4.33)-at minden
r € [xo,xo + 2T esetén, és nyilvanvaloan C? simasagt az [vg — T,xo + T)] és az
[20+T, x0+3T] intervallumok belsejében. A (4.37) kezdeti feltételek miatt ¢ jol definialt
és folytonosan differencidlhaté az xo+ 71 pontban, igy mér csak azt kell megmutatnunk,
hogy a ¢ fiiggvény kétszer is folytonosan differencialhaté zy + T-ben, azaz hogy
(4.38) lim ¢"(xg+T +7)= lim ¢"(zg+ T + 7).

r—0+ r—0—

Ha hasznaljuk ¢ definiciojat, a tényt, hogy ¢ kielégiti (4.33)-at az zo + T + r
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pontokban, és hogy (4.34) fennall, akkor azt kapjuk, hogy

lim (bvl(xo +T+7r)"(xog+ T+ 7“)) = lim h(zo+ T +7)—

r—0t r—0t

— lim (lz(xo + T+ 1) (zo+ T—i—r)) — lir(r)l+ <Hg(:v0 +T+r)o(xg+ T+ 7“)) =
r—

r—0t
= h(zo + T) = Da(a0 + T)¢' (w0 + T) — Ds(wo + T)p(wo + T) =
= h(zo +T) — Do(wo + T)®,(x0 + T) — Ds(xo + T)®1(x0 + T) =

= Di (g +T)®(g +T) = lim (mwaﬂ)w,,@ﬁTﬂ))
r—0—

O

Vegyiik észre, hogy a 4.6. Lemmahoz hasonléan a ®; € C*([xg — T, zo + T) fligg-
vényhez létezik olyan @y € C?([zg — 3T,z — T1), hogy

() Oy (z), haxe€rg—T,20+T]
T) =
v Oy(z), hax€[rg—3T,z0—T]

kielégiti a (4.33) egyenletet minden x € [z — 2T, xo]-ra. Ez az allitas konnyedén kovet-
kezik (4.35) atrendezésébdl.

A megfigyelési probléma megolddsahoz valasszunk olyan ¢ € C?*([-T,T]) fiige-
vényt, amely o(£7)), ¢'(£T), ¢"(£T) fiiggvényértékeire (4.33) fennall az x = 0 pont-
ban. Emellett legyen a valasztott ¢ € C?([—T,T]) olyan, hogy teljesiil r4 a

~—

= A(0) eld) +2§0(_T) + % éll((i)ds + (0, tz)) + B(0) <a(’0/(T> _290/<_T)) +
Ay (—

+B,(0) (2%59) _ 21‘;1((7’;)80@) + 2%5(—2) ~ 231(_7;))@(_T) + vt(O,t2)> — £(0),

egyenlgség, azaz a ¢ fliggvény elégitse ki a (4.30) egyenletet az = 0-ban. Tetsz6leges
o(£T), ¢'(£T), ¢"(£T) értékekhez létezik ilyen ¢ € C?*([-T,T]) fiiggvény, igy ez
megtehets. Ekkor a 4.6. Lemma segitségével lépésenként meg tudjuk konstrualni a ¢ €
€ C?((—00,00)) megoldasat a (4.29), (4.32) egyenletrendszernek, ahol a hozza tartozo
Y kezdeti fiiggvényt a (4.31) egyenletbdl tudjuk kiszémolni:

_ qi(z)  Ay(w)

Y(z) = Bi(n) Bl(x)“)(l’)‘

Mivel a (4.30) is fennall egy pontban, ezért ez a (p, 1) egyben a (4.29) és (4.30) egyen-
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letrendszer megoldésa is minden z € R szamra. Tovabba (¢, 1) € C? x C*, tehat ezzel
a (¢, 1) fiiggvényparral inditott rezgs har (mely a (4.4) reprezentacioval elGallithato)
megoldja a (4.1), (4.2), (4.3), (4.7) megfigyelési problémat. O
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5. fejezet

Osszefoglalas

A disszertacié harrezgésekkel kapcsolatos megfigyelési problémak megoldhatosaga-
val, illetve a megoldasok simasagéval foglalkozik.

Egy ilyen megfigyelési feladat, amikor a rezgs hur tébb (esetiinkben 2) idépont-
ban megfigyelt részleges allapotat ismerve kiséreljiik meg leirni a teljes rezgést, vagy
legaldbb megadni a hir olyan kezdeti pozicidjat és sebességét, melybdl indulva a meg-
figyelt allapotok elGéallnak.

A bevezetés utan kovetkezd 2. Fejezet altalanositott fiiggvények korében kittizott
megfigyelési problémaékat targyal. Ehhez a [3]-ban is megtalalhato D*(S), s € R tereket
hivjuk segitségiil.

Legyen adva egy { X, (z)}.2, teljes ortonormalt bazis az Lo(S) térben. Tetszbleges
valos s szam esetén tekintsiik az X, (z) fliggvények altal kifeszitett linearis D alteret,

ahol n € Ny = N{J{0}, = € S. Tekintsiik ezen a téren a kovetkezs euklideszi normat::

o0 2
= (Z n25‘0n|2) .
s n=0

Teljessé téve a D teret erre a norméra nézve egy Hilbert teret kapunk, melyet D*-sel

Z nXn(x)

jelolink. A hurrezgésekkel kapcsolatban mi az S = (0, () intervallumot hasznéljuk.
A 2.1. Alfejezetben egy, a Klein-Gordon egyenlettel kapcsolatos egyszertibb megfi-

gyelési problémét vizsgalunk. Erre vonatkozo tételiink a kévetkezd:

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy adottak fi, fo megfigyelt dllapotok és ty, ts megfigyelési
1ddpontok gy, hogy

flEDSJer f2€DS+27 8€R7
és l
2
t2_t1:2_7 p7q€N7
qa
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ahol p és q relativ primek. Tovdbbd tegyiik fel, hogy
2
sin ((t2 —t1) <n77ra> + c) # 0, Vn € N.

Ekkor egyértelmien meghatdrozhatok olyan (¢,) = (u(x,0),us(x,0)) € DT x D?
kezdeti fligguények, melyekkel inditott

Uy (1, 1) = a®ugy(z,t) — cu(x,t), (x,t) € [0,{] xR, 0<a,ceR
egyenleti,
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, teR

r6gzitési rezgd hur a ty, ty iddpontokban az
u(z,ty) = fi(x), ulx,ty) = folz), 0<z<lI

eldirt poziciokat veszi fel.
A bizonyitas konstruktiv, a kezdeti fliggvények Fourier soros reprezentacidja a bi-

zonyitasban megtalélhato.

Kutatasunk soran késébb ezt az eredményt sikeriilt dltalanositanunk mind a rezgést
leir6 egyenletet, mind a peremfeltételeket, mind a megfigyelt allapotokat tekintve. Ez
az altalanositas a 2.2. Alfejezetben talalhaté meg, mely tétel (ami egyben a 2. Fejezet

f6 eredménye) a kovetkezs megfigyelési probléméat oldja meg:
Tekintsiik a kdvetkezs vegyes feladatot ismeretlen ¢, 1 kezdeti fliggvényekkel:

uy = (p(x)uy). — q(z)u = Lu, (x,t) € [0,]] xR, 0<p,qe C>([0,1]),
(1) U|t:0 = 90(1’), Ut|t:0 = ¢($)a

ul[u] = ui(u|z=07 U/|x:l7 um|x:07 uxlg;:l) =0, 1= 1,2,

ahol Uy, U, fiiggetlen, 6nadjungélt linearis kifejezések, az u, ¢, ¢ fiiggvények a D?*
altalanositott fliggvénytérbdl szarmaznak.

Tegyiik fel, hogy barmely s € R és barmely (¢, ) € D*(0,1) x D*(0,1) esetén ez
a vegyes feladat rendelkezik az aldbbi j6 tulajdonsagokkal:

(2) 3w megoldas és u € C(D*T, R) N CH(D*,R) N C*(D* 1 R),
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tovabba u felirhato a kovetkezd alakban

5 u(@,t) =Y [ay cos (wnt) + Busin (wet)] Xu(z),  (2,t) €[0,1] x R, ahol

LX,=—w’X,,  UX,=0 i=12

Megfigyelési feltételeink a t; és to id6pontokban a pozicié és sebesség valamely

ismert, tetsz6leges linearis kombinaciojat tartalmazzék:

Aruli—y, + Brgle—y, = f1, |Aq| + |B1| > 0,

(4)
Astt|i—ty + Bottt|i=t, = fo, |As| + | B2| >0,

ahol az Ay, Ay, By, By € R egyiitthatok és az fi, fo fliggvények adottak.
Legyen

(5) fleDSJrQ’ f2€DS+27 SERu

és tegyiik fel, hogy léteznek 0 < A € Q, B € R, 0 < M; € R konstansok és C,, € R\{0}
sorozat 1gy, hogy

wp(ta —t1) + Y — 0p = nwA+ B+ C,,
(6)

M

0<—<|C,|, VneN és C,— 0amint n — oo,
n

és

(7) sin(wy(ta —t1) + Y — 6n) # 0, n € Np.

Az itt szereplS v, 6, € [0,27) szogek az alabbi egyenletek altal egyértelmten megha-

tarozottak:

. Ay Bywy
SiN7y, = —F/————mo—, COSYp = —F/——or—r,
VA + Biw? VA + B3w?

AQ B2wn

cos 0, =

sind,, =

/A2 + B2.2’ VA2 + B2

2.11. Tétel. Az itt vazolt (1)—(7) megfigyelési problémdnak létezik pontosan egy (p, 1))
€ Dt x D® megolddsa.

A 2.3. Alfejezetben a 2.11. Tétel alkalmazhatosaganak illusztraldsara megadunk ha-
rom példat a Klein-Gordon egyenlet esetén, kiilonb6z6 peremfeltételek mellett. A 2.3.1.
Szakaszban a rogzitett végpont, a 2.3.2. Szakaszban a szabad végponti, a 2.3.3. Sza-

kaszban a Sturm-Liouville rogzitést hurt tekintjiik. Ezen vizsgalatok soran lathatjuk,
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hogy a 2.11. Tétel technikai jellegii feltételei konkrét példa esetén jelentGsen egysze-
riisodhetnek, vagy akar automatikusan teljesiilhetnek. A 2.3.4. Szakaszban megnézziik
mi torténik, ha a t;, to megfigyelési id6pontokra nem tesziink megszoritasokat a 2.11.
Tételben.

A 3. Fejezetben a Duhamel-elv egy 1j valtozatat mutatjuk be végtelen rezgs huar

esetére, amely a kovetkezd:

3.1. Tétel. Amennyiben f(x,t) € C(R?) és az f fiiggvény t irdny szerinti f; derivdltja
létezik, tovdbbd f, € C(R?), akkor a

v(x,t) € C*(R?),

v (2,t) — @ (2,t) = f(m,1), (z,t) € R?,
U|t:0 = Ut|t:0 =0
kezdeti érték problémdnak van megolddsa. A megoldds egyértelmi.

A szokésos kittizés f(x,t) € C'(R?) simasagi feltételét élesiti ez a tétel. A v megol-

das felirato a kovetkezs alakban:

t z+a(t—T)

v(a:,t):%/ / fer)de | dr, (a.t) € R

0 c—a(t—T)

Ez a reprezentacié megegyezik azzal, amit a szokéasos kit(izés esetén kapunk. A bizo-
nyitas alapja az, hogy az gy definidlt fiiggvény értelmezve van és C2-beli akkor is, ha

csak az altalunk tett enyhébb megkdtéseket tessziik az f erdfiiggvényre.

A 4. Fejezetben klasszikus eszkozoket alkalmazunk megfigyelési problémék vizsga-
latara, s ekdzben a minél élesebb allitasok megfogalmazasahoz felhasznéljuk az el6z6
fejezet eredményét. Itt elsGsorban végtelen rezgs hurral kapcsolatos megfigyelési prob-
lémakat vizsgalunk, de a 4.3.1. és 4.3.2. Szakaszokban a tiikrozések modszerének segit-

ségével kitekintiink a félvégtelen rezgs hurok esetére is. A fejezet {6 tétele a kdvetkezs:

4.5. Tétel. Tekintsik az
u(z,t) € C*(R?)

(2, 1) — @ g, (z,t) = f(z,1), (z,t) € R a >0,

mddon megadott hirrezgést, ahol f(x,t) folytonos, és az f; irdnymenti derivdlt létezik
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és folytonos. A megfigyelt részleges dllapotokat pedig a

A1($)U|t:t1 + Bl(a:)ut|t:t1 = fl(az), X € R,
AQ(.%‘)U|t:t2 + Bg(x)ut|t:t2 = fQ(ZE), T e R,

feltételek irjdk le, ahol az adott egyiitthatokra és jobb oldalakra teljestil, hogy
Ay(z), Ay(x), Bi(x), Bo(x) 0, € R, Ay, Ay, By, By, f1, f€ C'(R).
Az igy kitdzott megfigyelési problémdnak létezik megolddsa, azaz taldlhatoak olyan

uli—ty (2) = (), wile—y(2) =¥(2), ¢ € C*R), ¥ € C'(R)

kezdeti figguények, amikkel inditott hirrezgés sordn a megfigyelt dllapotok elddllnak. A

megoldds nem egyértelma.

Az értekezés a szerz6 kovetkezs négy publikiacidjan alapul:

e Szijartod, A., Hegedts, J., Observation problems posed for the Klein-Gordon equa-
tion, E. J. Qualitative Theory of Differential Equations, 7 (2012), 1-13.

e Szijartd, A., Hegedis, J., Observability of string wvibrations, E. J. Qualitative
Theory of Differential Equations, 77 (2013), 1-16.

e Szijartd, A., Hegedts, J., Classical solutions to observation problems for infinite
strings under minimally smooth force, Acta Sci. Math., 81 (2015), 503-526.

e Szijarto, A., Hegedis, J., Vibrating infinite string under general observation con-
ditions and minimally smooth force, E. J. Qualitative Theory of Differential Equa-

tions, kozlésre benyujtva
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6. fejezet
Summary

This thesis investigates the solvability of observation problems related to vibrating
strings, and the smoothness of their solutions.

An observation problem is, when we observe the partial state of the string in mul-
tiple time instants (in our cases, two time instants), and we try to describe the whole
vibration process, or at least give such initial position and speed of the string, from
which the observed states are reproduced.

Chapter 2 studies observation problems appointed among generalized functions. For
this purpose, we use the definition of the spaces D*(S), s € R given in [3].

Let the system {X,,(z)}5°, be a complete orthonormal basis in Ls(.S). Given arbit-
rary real number s, we consider on the linear span D of the functions X, (z), n € Ny =
= N[J{0}, z € S, the following Euclidean norm:

o0 3
= (Z nQS\cnP) )
s n=0

Completing D with respect to this norm, we obtain a Hilbert space denoted by D?.

Z nXn(x)

We use the notation S = (0,1) associated with string vibrations.
The subject of Section 2.1 is a somewhat simple observation problem related to the

Klein-Gordon equation. Our statement is the following:

Theorem 2.1. Let the given observed states fi, fo and the observation instants ti, to
be such that

fL € D2 £, € D2, s €R,
and l
2
tz—h:]—)—, p, ¢ €N,
qa
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where p and q are relative primes. Moreover let us suppose, that

nm

sin ((t2 —t1) <Ta>2 + c) # 0, Vn € N.

Then the initial functions (¢,v) = (u(z,0),u(x,0)) € Dt x D* can be uniquely

determined, such that the corresponding solution of the equation
Uy (7,1) = a®ugy(x,t) — cu(x,t), (x,t) € [0,]] xR, 0<a,ceR
with boundary conditions
u(0,t) =0, u(l,t) =0, teR
will satisfy the observation condition
u(z, ty) = fi(x), ulx,tz) = folz), 0<z<l

The proof is constructive, the Fourier series representation of the initial functions can

be found in the proof.

During our research, we managed to generalize this result in terms of each the
equation describing the vibration, the boundary conditions and the observed states.
This generalization can be found in Section 2.2, and it solves the following observation

problem (which is the main result of Chapter 2):

Consider the following mixed problem with unknown initial functions ¢, :

uy = (p(x)uy) — q(z)u = Lu, (x,t) € [0,]] xR, 0<p,qe C>([0,1]),
(1) U|t:0 = ip(@, Ut|t:0 = ¢(I)7

UZ[U] = ui(u|$:07 u|1‘:l7 u$|1‘:07 uzla::l) = O, 1= ]_,2,

where U;, U, independent, self-adjoint linear expressions, and the functions u, ¢, ¥
are from the generalized function space D?.
Let us suppose, that for every s € R and for every (p,v) € D*T(0,1) x D*(0,1),

this mixed problem possesses the following good properties:

(2) J!u solution and u € C(D**!, R) N C*(D*,R) N C*(D* " R),
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and u can be written in the following form:

) u(z,t) = Z [, cOs (wpt) + By sin (wit)] X (2), (x,t) € ]0,{] x R, where

LX, = —w2X,, Ux,=0, i=12.

Our observation conditions are some known linear combination of the position and

the speed of the string at the time instants ¢; and t,:

n A=y, + Brtgli—, = f1, |As| + |B1| > 0,
A2U|t:t2 + BQUt|t:t2 = fo, |A2| + |B2| >0,

where the coefficients Ay, Ay, By, By and the functions f;, fo are given.
Let

(5) heD™* fbeD™  seR,

and assume, that there are constants 0 < A € Q, B € R, 0 < M; € R and a series
C,, € R\{0} such that

wp(te —t1) + v, — 0, =nwA+ B+ C,,

(6) M,
0<—<|Cy], VneN and C, — 0asn— oo,
n

(7) sin(wy(ta — t1) + Y — 0n) # 0, n € Ny.

Here the angles 7,,, d,, € [0, 27) are uniquely determined by the following relationships:

. Al Blwn
sinvy, = ——, Cos7Y, = ——=-——,
VA? + Biw? VA + Biw?
A Bawy,
sin é,, = 2 cos 0,, = 2

\/Ag—l—B%w%’ \/A%—l—B%w%'

Theorem 2.11. The observation problem (1)—(7) described above has a unique solution
(p,¥) € D** x D=,

In Section 2.3, we give three examples to illustrate the applicability of Theorem 2.11
in the case of the Klein-Gordon equation with various boundary conditions. We consider

the vibrating string with fixed ends in Subsection 2.3.1, with free ends in Subsection
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2.3.2, and with Sturm-Liouville boundary condition in Subsection 2.3.3. During these
considerations we can see, that the rather technical conditions of Theorem 2.11 can be
significantly simplified or they even automatically hold in certain cases. In Subsection
2.3.4 we investigate the case when we doesn’t make any restrictions to the observation

instants t; and ¢y in Theorem 2.11.

In Chapter 3 we introduce a new version of Duhamel’s principle for the infinite

vibrating string, which is the following:

Theorem 3.1. If f(x,t) € C(R?) and the directional derivative f; of f along t exists
and f; € C(R?), then the problem

v(x,t) € C*(R?),

v (2, 1) — @ (2, 1) = f(m,1), (z,t) € R?,
V]i=0 = Vlt=0 = 0
can be uniquely solved.

This theorem sharpens the smoothness condition f(x,t) € C'(R?) of the classical

result. The solution v can be written in the following form:

t z+a(t—T)

v(x,t):%/ / fErde | dr, (a.t) € B2

0 z—a(t—T)

This representation corresponds to the one in the usual setting. The base of the proof
is that the function defined by this expression is well-defined and from C? even with

our weaker condition for the function f.

In Chapter 4, we utilize classical tools for investigating observation problems. To
formulate as sharp statements as possible, we use the result of the previous chapter.
Here we primarily study observation problems related to the infinite vibrating string,
but in Subsections 4.3.1 and 4.3.2 we consider the case of half-infinite strings with the

help of the reflection method. The main result of the chapter is the following:

Theorem 4.5. Consider the problem of the infinite vibrating string given by
u(z,t) € C*(R?)
U (2,1) — @*uge(z,t) = f(x,t), (2,t) €R? a >0,
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where f(x,t) is continuous, and the directional derivative f; exists and f; € C(R?).

The observed partial states of the string are described by the conditions

A1($)U|t:t1 + Bl(x)ut|t:t1 = fl(I), T € R,
Ao (@) ufi=p, + Ba()ut|i=s, = fo(x), z € R,

where the given coefficients and right-hand sides satisfy
Ay(x), Ay(x), Bi(x), Bo(x) #0, 2 € R, Ay, Ay, By, By, f1, f2 € C'(R).
This observation problem can be solved, namely there can be found initial functions

u|t:t0(x) - ¢<x>’ ut|t:to<x> - 77/)(%'), ZBS 02(R)7 (CRS CI(R>7

such that the corresponding vibration described by u(zx,t) attain the observed states.

The solution is not unique.

The dissertation is based on the following four papers of the author:

e Szijartod, A., Hegedts, J., Observation problems posed for the Klein-Gordon equa-
tion, E. J. Qualitative Theory of Differential Equations, 7 (2012), 1-13.

e Szijartd, A., Hegedis, J., Observability of string vibrations, E. J. Qualitative
Theory of Differential Equations, 77 (2013), 1-16.

e Szijartd, A., Hegedts, J., Classical solutions to observation problems for infinite

strings under minimally smooth force, Acta Sci. Math., 81 (2015), 503-526.

e Szijarto, A., Hegedis, J., Vibrating infinite string under general observation con-
ditions and minimally smooth force, E. J. Qualitative Theory of Differential Equa-

tions, submitted
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