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Resumen—La teoria de ecuaciones en diferencias permite
modelar satisfactoriamente miiltiples procesos que surgen de
modo natural en diversas areas de las ciencias aplicadas. En
concreto, las ecuaciones en diferencias resultan de gran utilidad
en Ciencia de la Computacién. El objetivo del presente articulo
es introducir a los estudiantes de las titulaciones de Grado en
Matemiticas y Grado en Ingenieria Informdtica, asi como a
los futuros investigadores que se forman cursando el titulo de
Master en Tecnologias de la Informacién, en las técnicas de
resolucién de un tipo particular de ecuaciones en diferencias, las
denominadas ecuaciones en diferencias finitas lineales, y mostrar
su aplicabilidad al analisis de complejidad algoritmica.

I. MOTIVACION

En lo sucesivo las letras N, Z*, R, R" y R denotardn
el conjunto de los ndmeros enteros positivos, el conjunto de
los niimeros enteros no negativos, el conjunto de los nimeros
reales, el conjunto de los miimero reales no negativos y el
conjunto de los nimero reales positivos, respectivamente.

En Ciencia de la Computacion el andlisis de la complejidad
de un algoritmo se basa en determinar matematicamente la
cantidad de recursos (coste computacional o coste de ejecu-
cién) que dicho algoritmo necesita para resolver el problema
para el que ha sido disenado. Dos de los recursos tipicos,
los cuales juegan un papel fundamental en el andlisis de
la complejidad algoritmica, son el tiempo empleado por el
algoritmo bajo estudio para resolver un problema (tiempo de
computacion o tiempo de ejecucion), y la memoria (espacio)
empleada por la computadora que ejecuta el algoritmo al
resolver el problema bajo estudio.

Por otro lado, es habitual que existan varios algoritmos
que resuelvan un problema dado. Por este motivo, uno de los
objetivos principales del andlisis de complejidad algoritmica
es discernir cudl de todos los algoritmos que resuelven un
problema lo hace con menos coste computacional. Este hecho
motiva que, para averiguar qué algoritmo es mds eficiente
(en términos de coste), sea necesario comparar sus costes
de computacién. Para poder llevar a cabo la mencionada
comparacién se requiere el uso de herramientas matematicas
que permitan representar para cada algoritmo su coste compu-
tacional. Asi, en el andlisis de complejidad algoritmica, el
coste de computacion de un algoritmo es denotado por una
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funciéon 7' : N — [0,00) de modo que T'(n) representa el
coste empleado por el algoritmo en resolver el problema bajo
consideracién cuando el dato de entrada del algoritmo tiene
un amano .

El método de representacion introducido presenta un peque-
flo inconveniente, ya que el coste de ejecucion de un algoritmo
no depende exclusivamente del tamafio del dato de entrada »,
sino que éste también depende de la distribucién particular de
los datos de entrada. Obviamente, v como ejemplo ilustrativo,
si se considera un algoritmo de ordenacion de modo que, dado
un vector de n entradas numéricas, el algoritmo proporcione
como resultado el vector con los datos almacenados en orden
creciente (ejemplos de este tipo de algoritmos son Merge-
sort y Quicksort), entonces no tardard lo mismo en resolver
el problema nuestro algoritmo si el vector estd totalmente
ordenado o si estd completamente desordenado (los datos
almacenados estdn en orden decreciente). Por tanto, el coste
puede variar sustancialmente al procesar ejemplares diferentes
(con distinta distribucién) de los datos de entrada con un
mismo tamafio. Con ¢l objetivo de resolver este inconveniente,
en el andlisis de complejidad algoritmica se distinguen tres
posibles comportamientos en cuanto a coste computacional se
refiere. Estos son los denominados mejor caso, peor caso y
caso promedio en coste de ejecucion.

Para un algoritmo dado y un tamatio de dato fijado, se define
el mejor caso (peor caso) en coste de ejecucién como el coste
de ejecucién empleado por el algoritmo en cuestién para pro-
cesar aquel dato, del tamaiio fijado, cuya distribucién requiere
menos (mds) coste de procesado o, de manera equivalente,

(_.--‘}” = min (_.--‘_\'

I ((_.--‘1.’ = Il"li:i.}( (-".Y)-
| X|=n | X|=n

donde por C'x se ha representado el coste empleado por el
algoritmo para resolver el problema con un dato de entrada
con distribucién X, y se ha indicado que el tamafo de los
datos de entrada es n mediante la expresion | X| = n.

El andlisis algoritmico basado en el comportamiento en
el peor y mejor caso en coste computacional permite acotar
la complejidad de un algoritmo, ya que para todos aquellos
datos cuya distribucién no se corresponda con la del peor
(mejor) caso, el coste de ejecucion serd menor (mayor). Por
este motivo el andlisis basado en estos dos casos es el mas
extendido. Sin embargo, hay ocasiones en las que un algoritmo
se emplea muchas veces sobre datos de entrada con distinta
distribucién pero mismo tamafio y, por tanto, resulta mas ttil
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:onocer su coste de ejecucion en media, es decir, el caso
romedio en coste de ejecucion. Asi, para un algoritmo dado y
I tamario de dato fijado, se define el caso promedio en coste
le ejecucién como el promedio de los costes de ejecucion
:mpleados por el algoritmo al procesar todas las posibles
listribuciones de los datos de entrada con el tamafio fijado,
) equivalentemente

Cprom = Y Cx-Pr(X),

| X|=n

londe por Pr(X) se ha denotado la probabilidad de que los
Jatos de entrada tengan la distribucién X.

Con el fin de eliminar cualquier posible ambigiiedad al
epresentar por T'(n) el coste de ejecucion de un algoritmo,
lebe ser siempre especificado el tipo de distribucién de los
Jatos de entrada que el algoritmo bajo estudio estd procesando.

En general, determinar exactamente cudl es la funcién
jue describe el coste computacional de un algoritmo es
ana tarea ardua. Por este motivo en muchas ocasiones se
sretende obtener informacion sobre dicha funcién de un modo
‘aproximado”, es decir, se desconoce exactamente el valor
le T(n) para cada tamano de dato n pero se saben ciertas
sropiedades respecto al comportamiento de 7. Una de las
€cnicas mas empleadas para realizar un andlisis aproximado
le la complejidad de un algoritmo se conoce bajo el nombre de
alisis de complejidad algoritmica asintdtico. Este se basa
fundamentalmente en el hecho siguiente: supongamos que
lado un algoritmo y una distribucién de los datos de entrada
:stamos interesados en conocer su coste computacional T
sero, por otro lado, no tenemos ninguna técnica para poder
:xplicitar la expresion de 7'(n) para cada n. Sin embargo es
sosible deducir que existen ng € N, ¢1, ¢o € R™ y una funcién
7 :N = [0,00) tales que

cU(n) <T(n) < eU(n)

sara todo n > ng (habitualmente denotado por T € ©(U)).
Entonces la funcion U acota asint6ticamente de modo superior
: inferior a la funcién Ty, asi, nos proporciona una informa-
:i6n aproximada del coste computacional, para la distribucién
le los datos de entrada considerada, del algoritmo que estd
siendo estudiado. De hecho si T € ©(U), se tiene que el
coste computacional T'(n) serd como méaximo (minimo) el
valor proporcionado por la funcién ¢, U(n) (e2lU (n)) para cada
n > ng. Obsérvese que la acotacion se verifica para tamanos
le dato superiores a un umbral ng, y que este hecho significa
Jue los costes de ejecucion de nuestro algoritmo al procesar
‘odos aquellos datos de tamafio n con n < ng son conocidos.
Por tanto, uno de los objetivos fundamentales del andlisis
le complejidad algoritmica consistird en la obtencién de la
funcién UV que proporciona la informacion asintética (aproxi-
nada) de la funcién 7'y, por tanto, del coste computacional,
fijada la distribucién de los datos, de nuestro algoritmo bajo
:studio.

A pesar de que en muchos casos tan s6lo se puede obtener
na estimacion del tiempo de computacién de un algoritmo
nediante la técnica de acotacién asintética, existe un gran
wimero de algoritmos cuyo coste puede ser determinado de
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modo exacto, es decir, dada una distribucén de los datos
a procesar, para cada tamafio » € N se puede determinar
exactamente la expresién de T'(n) y, asi, es posible obtener
su comportamiento asintético de un modo sencillo. Estos
algoritmos son aquellos cuyo coste computacional satisface
una relacion de recurrencia.

Los algoritmos que siguen estrategias del tipo Divide y Ven-
ceras son un ¢jemplo representativo de este tipo de situacion.
En efecto, en muchos casos el coste computacional de estos
algoritmos recursivos satisface una relacién de recurrencia del
tipo siguiente:

bn® sil<n<e
T(T?-) — { (.!'T(%) ﬁ‘ bnu Si n>c 1 (l)

donde a,b € Rj, « € Z" y ¢ € N con ¢ > 1. En términos
generales, bn® representa el coste de descomponer el problema
inicial en a subproblemas, cada uno de ellos con datos de
entrada de tamaio =, y el de componer las soluciones de tales
subproblemas para producir la solucién del problema original
a resolver.

Ejemplos tipicos de algoritmos, que siguen estrategias Divi-
de y Vencerds, cuyo coste computacional verifica una relacién
de recurrencia de tipo (1) son Mergesort (en el mejor, peor y
caso promedio) y Quicksort (en el mejor caso).

Algunas referencias bdsicas sobre algoritmica y andlisis
de complejidad computacional, donde puede encontrarse una
discusién detallada sobre los conceptos aqui expuestos, son
(11, 21 y [3].

Obviamente, para poder realizar el estudio del comporta-
miento asintético del coste de ejecucién empleado por los
algoritmos que siguen una estrategia de tipo Divide y Ven-
cerds se requiere demostrar que las relaciones de recurrencia
(1) admiten una tdnica solucién, ya que si ¢éstas admitiesen
mds de una solucién habria que discemnir cudl de todas las
posibles soluciones obtenidas representa el coste de ejecucién
del algoritmo bajo estudio. Ademds, una vez garantizada la
existencia y unicidad de solucion, se requiere analizar el
comportamiento asintético de dicha solucion. El préposito
fundamental de este trabajo es ilustrar que ambos objetivos
pueden ser alcanzados con técnicas sencillas mediante el uso
de la teorfa de las ecuaciones en diferencias. Asi, en la
Seccién I se introducen los conceptos basicos de ecuaciones
en diferencias y las técnicas de resolucién de los problemas
de valor inicial asociados a éstas. La Seccion 11T estd dedicada
a aplicar los conceptos expuestos en la Seccion 1T al andlisis
asintético de las soluciones de las relaciones de recurrencia
de tipo (1) que representan el coste computacional de algunos
algoritmos recursivos que siguen estrategias de tipo Divide y
Vencerds. Finalmente, en la Seccién IV se presentardn algunas
ventajas de las técnicas introducidas frente a otras que también
pueden ser encontradas en la bibliografia.

II. UNA BREVE INTRODUCCION A LAS ECUACIONES EN
DIFERENCIAS FINITAS

Dada una sucesion (z, ),y C R, se dice que es recurrente
si existen k£ € N y una funcién @ : R**! — R tal que

Ty — (I)(:”n 13 En—2y .-y Tn—k; T!-) (2)

53



54

W/

TREBALLS DE RECERCA

para todo n > k. El nimero natural k recibe el nombre de
orden de recurrencia de la sucesion (xy, )pncn.

Una ecuacion en diferencias finitas, o simplemente ecua-
cion en diferencias, es una sucesion recurrente del tipo (2) de
la cual se desea conocer la expresion de su término general.
Al ndmero natural % se le denomina orden de la ecuacién en
diferencias finitas.

En el siguiente ejemplo se ilustra la definicién precedente.
Ejemplo 1.
1. &, =4da, 1+ 2" ¥Yn > 1 (orden 1).
2. Ty = Tp-1 +xn_o+4¥n >2 (orden 2).
3. xp =51y 1 — 82, o +4x, 3 ¥n > 3 (orden 3).
O

Dada una ecuacién en diferencias finitas de tipo (2) y un
conjunto de valores sq,s2,...,8c_1,8; € R, llamaremos
problema de valor inicial asociado a (2) e inducido por
S1,89,...,8L_1, S al problema de oblener todas aquellas so-
luciones de la ecuacién en diferencias finitas (2) que satisfacen
Skp—1 ¥ T S

x 81,9 [ 17 PR b |

A continuacion se proporcionan algunos ejemplos de pro-
blemas de valor inicial.

Ejemplo 2.
{ Tp =4y 1 +2" Yo >1
1.
T =4

Tn=2Tn—1+Tp-2+4 Yn > 2

2. T =2
T = 10
Ip 5zp_1 — 8-1:1:.—3 Fdxrn_3 ¥n >3
x =1
3. €T —8
xq = 10

O

La primera cuestion que puede ser planteada de modo
natural es, si dada una ecuacién en diferencias finitas, cada
problema de valor inicial asociado a dicha ecuacién tiene una
tinica solucién o admite mds de una en general. LLa respuesta
a esta pregunta nos la proporciona el siguiente resultado cuya
demostracion puede ser encontrada en [4].

Teorema 1. Sea una ecuacion en diferencias finitas del tipo
(2). Enfonces cada problema de valor inicial asociado a (2)
admite una unica solucion. O

Existe una gran diversidad de ecuaciones en diferencias
finitas, sin embargo nosotros, con el propésito de proporcionar
herramientas que nos permitan determinar el comportamiento
asintético del coste computacional de un algoritmo de tipo
Divide y Venceras, nos centraremos en una familia concreta,
las denominadas ecuaciones en diferencias finitas lineales
con coeficientes constantes de orden 1. Este tipo de ecuacio-
nes son aquellas para las que existen o € R y una sucesion
(yn)new C R tales que la funcion @, en la expresion (2),
verifica que:

Plzp_1,n) =azy 1+ yn.
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Asi una ecuacién en diferencias finitas lineal con coeficientes
constantes de orden 1 es una ecuacién en diferencias finitas
que admite, para todo » > 1, la expresion general

Iy ATy + Yn, (3)
donde ('yu)n{—N CR yae R(’T

Un e¢jemplo de ecuacién en diferencias finitas lineal con
coeficientes constantes de orden 1 y un problema de valor
inicial asociado a ella nos lo proporcionan el Ejemplo 1 y el
Ejemplo 2, respectivamente.

Tras conocer, por el Teorema 1, que todo problema de valor
inicial asociado a una ecuacién en diferencias finitas lineal de
orden 1 admite una tnica solucion, tan sélo queda plantearse
como puede ser obtenida dicha solucion. El siguiente resultado
nos proporciona una técnica para lograr ese fin (véase [4] y
[1D).

Teorema 2. Sean p(n) un polinomio con grado(p(n)) = d,
v,B € R y A € R}. El problema de valor inicial

Tp = Ay + Ap(n) Vr>1
€T s

admite como tnica solucion la sucesion (x,, )ncm cuyo término

general viene dado por

Ty = (7’\"‘ = 'fq(])> A"+ ,3”?35{:;(?1)

para todo n € N, siendo q(n) un polinomio con
grado(q(n)) <dy

§— 0 i ‘B # A

O

Nota 1. Los coeficientes del polinomio ¢(n) se oblienen
exigiendo que la expresion g’j’”'??‘sq{ﬂ.) satisfaga la ecuacién

Tp = Aep_1 + B"p(n).
El siguiente ejemplo clarifica el resultado anterior.

Ejemplo 3. Consideremos el problema de valor inicial si-
guiente:

Tp =4Tpn_1 +2" ¥Yn>1
z1 =4

[La solucién a dicho problema la obtendremos aplicando el
Teorema 2 con p(n) 1Vn e N, A =4, 8 =2, v
4y 6 = 0. Por tanto, el mencionado teorema nos garantiza
que la solucién al problema de valor inicial propuesto viene
dada por la sucesién (x,),cn cuyo término general satisface
la expresion

—-2D :
Iy (47’) 4)‘! | f').Z” Vﬂ e Ne
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donde g(n) = D ¥n € N. Para determinar el valor de la
constante ) debemos exigir, siguiendo la Nota 1, que la
expresion D2™ verifique la ecuacion en diferencias

Ty, = dTp—q +27,
es decir exigiendo que
Dot — dDr)n—] 1 9m

De esta dltima expresion se deduce inmediatamente que D =
—1. En consecuencia se tiene que
3 n an
Ty 34 2" ¥neN.

O

Finalizamos esta seccién mediante el estudio de un pro-
blema de valor inicial que jugard un papel fundamental en el
andlisis asintético de las relaciones de recurrencia de tipo (1)
en la Seccién III.

Sean v, A, beR, ceN(c> 1)y aecZ". Veamos como
obtener, aplicando el Teorema 2, la solucion del siguiente
problema de valor inicial:

)

X g4

{ Zp = ALp—1 + b(c®)* Vn > 1

Para ello distinguiremos dos casos posibles y tendremos en
cuenta que p(n) =b ¥n € N:

Caso 1. ¢® £ A, En este caso 6 = 0 v, asi, la expresion de
la solucién del problema (4) que nos proporciona el Teorema
2 viene dada por

F— %)
T, = (%) AP +I) ((.‘“)n

(obsérvese que ¢(n) = D VYn € N). Exigiendo, tal y como
nos indica la Nota 1, que la expresién D ()" verifique la
ecuacién en diferencias que induce el problema bajo estudio
se obtiene que

be™

c® — X'
De este modo la expresion de la solucién se reduce a

poler
¥ —za i be™ S
;{;ﬂ:(.A—'A)/\ +(,C\:_A(C)'

Caso 2. ¢ = A. En este caso d = 1 y, asi, la expresién de
la solucién del problema (4) que nos proporciona el Teorema
2 viene dada por

D

(3 ﬁw) X+ Dn ()"
(Jifl) (¢®)" + Dn ()"
[(F = D) + Dn] ()"

(ndtese que q(n) = D ¥n € N). Exigiendo, tal y como
nos indica la Nota 1, que la expresion Dn (c®)" verifique la
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ecuacion en diferencias que induce el problema bajo estudio se
obtiene que D = b. De este modo la expresion de la solucién
se reduce a

Tn = [(% - b) + b-‘.f:.] (e™)"

III. ANALISIS DE COMPLEJIDAD ALGORITMICA Y
ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS

En lo que sigue nos centraremos en obtener el comporta-
miento asintotico de la solucién de la relacion de recurrencia
(1). Para ello aplicaremos la técnica de resolucién de proble-
mas de valor inicial inducidos por ecuaciones en diferencias
finitas lineales con coeficientes constantes de orden 1 descrita
en el Teorema 2.

En primer lugar debemos observar el hecho de que la
relacién de recurrencia (1) no satisface la expresién (2) v, asi,
la definicién de ecuacion en diferencias. Por este motivo es
necesario manipular la expresién (1), realizando un cambio de
variable, para poder aplicar la técnica de resolucién expuesta
en la Seccion 1L

En lo que sigue consideraremos la relacion de recurrencia

T(n) { bat?,f‘ ) . S! 1<n<e 1 )
al'(%) +bn® sineN,

donde a,be R}, a€Zt,ceNcone>1yN. ={cf: ke
N}.

Obsérvese que en la relacion de recurrencia (5) se ha
considerado que el tamaiio de los datos de entrada n recorre el
conjunto N, esto es debido a que el comportamiento asintético
en el caso més general, en el que » € N, puede ser analizado
utilizando la informacién deducida de este caso particular.
En primer lugar estudiaremos la relacién de recurrencia (5)
y posteriormente abordaremos el andlisis asintético de la
relacion de recurrencia (1).

Con el objetivo de abordar el estudio de la relacion de
recurrencia (5), y teniendo en cuenta que n € N, realizamos
la siguiente identificacién para todo £ € N:

zr = T(c").

De donde se tiene que

T(Z) = T(* 1) = 2y
{ 4
A continuacién planteamos ¢l siguiente problema de valor
inicial:

(6)

zp = axp_1 + b(e*)* Vn > 1
x1 = ab+ be”

Nétese que ab + be™ =T(c).

Obervemos que el problema de valor inicial precedente ha
sido estudiado en la Seccién Il con A = a y v = ab + be®.
Siguiendo el esquema de resolucién planteado en la seccién
mencionada se obtienen dos casos posibles que nos conducen
a la expresion de la solucién;
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Caso 1. ¢® # a. En este caso la expresion de la solucién
del problema (6) viene dada por

2o
ab+be — b - Lo e
L ( aa—— a® (f’,‘_u (e™)
ab ﬂk } be™ ((,Or);"
a—ea a_—g AT &

Caso 2. ¢ = a. En este caso la expresién de la solucién
del problema (6) viene dada por

Tp (—ab::(?“a — b bk) (e )""

(28 +bk) ().

Una vez resuelto el problema de valor inicial (6), se obtiene
inmediatamente la solucién de la relacién de recurrencia (5).
En efecto, teniendo en cuenta que n € N. (k = log.(n)) y
que a2 = T'(c¥) se tiene lo siguiente:
56 Caso 1. (¢® # a). En este caso la solucién se corresponde
con la expresion

bn™ sil<n<e
T(n) { ok ol o i o . (D
—ab_log.(n) 4 be® o
~2_a° F2—=n* sineN,

Nétese que a'“%<(") = p'°2:(@) y por tanto, la expresi6n (7)
puede ser reescrita del modo siguiente:

il {

Caso 2. (¢ = a). En este caso la solucién se corresponde
con la expresion

bn® sil<n<e
ab log.(a) be® o £
—Ln % b =—=n* sineN,

(8)

bn.(.\

sil<n<e
T(??-) = { f‘c—\';fn“ + bne l(\)gc(ﬂ-)

sine N, ©)

Tras resolver la relaciéon de recurrencia (5) estamos en
condiciones de plantearnos el estudio de su comportamiento
asintdtico. Para ello, necesitaremos introducir la notacién
siguiente: dadas dos funciones f,g : N — [0,00) y ¢ € N
con ¢ > 1, diremos que f € Oy _(g) si existen ¢1,c0 € RT y
ng € N lales que

cag9(n) < f(n) < e1g9(n)

para todo n € N, con n > ng.
Teniendo en cuenta que

fe€Bn(g9)=0<

el estudio asintdtico se reduce a los discusion de los siguientes
casos posibles:

Caso 1. (¢ # a). En este caso debemos, a su vez, distinguir
dos nuevos casos:
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Caso 1.1. ¢* > a. En este caso, de la expresion (8) y del
hecho de que o > log,(a) se deduce que
T(n)

lim =
n—oo N

be™

¢ —aqa

> 0.

Con lo cual se tiene que

T € Oy, (n%).

Caso 1.2 ¢™ < a. En esle caso, de la expresion (8) y del
hecho de que o < log.(a) se deduce que
T(n) ab

lm — =
n—oo ;rg_lUgr.(“) a—c™

>0,
Con lo cual se tiene que

T e (T)[\-[c ('J'?.IOg‘(n) ) 3

Caso 2. a = ¢“. En este caso, de la expresion (9) y del
hecho de que log.(n) > 1 se deduce que

T(n
lim ()

——— =b>0.
n—oo n%log,(n) ’

En consecuencia T' € Oy_(n® log.(n)).

El andlisis realizado del comportamiento asintético de la
relacién de recurrencia (5) nos va a permitir estudiar dicho
comportamiento para la relacién de recurrencia general (1).
Para este fin serd necesario emplear los siguientes conceptos.

Dada una funcién f : N — [0, 00), diremos que es asinté-
ticamente no decreciente si existe 7o € N tal que para todo
n > ng se verifica f(n) < f(n + 1). Ademds, una funcién
asintGticamente no decreciente f es r-arménica (- € N con
r > 2) si la funcion f, : N — [0, c0) satisface la condicién
fr € ©(f), donde f.(n) = f(rn).

Obsérvese que toda funcién verificando la relacién de
recurrencia (1) es asintéticamente no decreciente.

La conexién entre los dos dltimos conceptos introducidos y
el andlisis asint6tico nos la proporciona el siguiente resultado
(véase [1]), el cual serd clave para poder culminar nuestro
estudio.

Proposicion 1. Sea r € Nconr > 2. Si g : N — [0,)
es una funcion r-armonica y f : N — [0, 00) es una funcion
asintdticamente no decreciente tal que f € Oy (g), entonces
f€0(g) U

En virtud de la proposicién anterior se concluye nuestro
estudio mediante la siguiente discusion:

Caso 1. ¢® > a. En este caso se tiene que T' € Oy_(n™).
Del hecho de que la funcién n® es c-arménica concluimos,
por la Proposicién 1, que T € ©(n™).

Caso 2. ¢ < a. En este caso se tiene que T €
On,( n'°g<(2)) Como la funcién n'°%(?) es c-arménica con-
cluimos, por la Proposicion 1, que 7' € O(n'*&:()),
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Caso 3. a = ¢®. En este caso se tiene que T €
O (n log,(n)). Puesto que la funcién n®log.(n) es c-
arménica concluimos, por la Proposicion 1, que T €
O(n*log.(n)).

IV. CONCLUSIONES

En Ciencia de la Computacién se requiere determinar ma-
tematicamente el coste de ejecucion de los algoritmos que se
emplean para resolver los problemas para los que han sido
disefiados. Para poder llevar a cabo dicho objetivo, el coste
de computacion de un algoritmo es denotado por una funcién
T :N — [0,00) tal que T'(n) representa el coste empleado
por el algoritmo en resolver el problema bajo consideracién
cuando el dato de entrada del algoritmo tiene un tamafio 7.
En general, dado un algoritmo, determinar exactamente la
expresion de la funcién que representa su coste computacional
es una tarea ardua y, por ese motivo, en la practica tan s6lo
se requiere obtener una informacién aproximada del coste
mediante la acotacion de los valores 7'(n) para cada tamanio
de dato de entrada n. Dichas cotas pueden ser obtenidas
mediante técnicas matematicas de naturaleza muy distinta. En
particular, en este trabajo hemos mostrado que la teoria de
ecuaciones en diferencias finitas constituye una herramienta
atil para ese fin en aquellos casos en los que el coste compu-
tacional del algoritmo satisface una relacion de recurrencia.
Concretamente se han aplicado las técnicas de resolucion de
problemas de valor inicial asociados a ecuaciones en diferen-
cias finitas lineales con coeficientes constantes para analizar
el comportamiento asintGtico de algoritmos recursivos que
siguen estrategias de tipo Divide y Vencerds. Los resultados
asintdticos obtenidos para este tipo de algoritmos coinciden
con los que se obtienen mediante el uso de otros métodos
conocidos y ampliamente extendidos en la literatura, como son
el método de substitucién, el método del drbol de recursién
y el método maestro (véase [3]). Sin embargo, las técnicas
basadas en el uso de las ecuaciones en diferencias presentan
la ventaja, con respecto a las ya mencionadas, de permitir
llevar a cabo un razonamiento estructurado y mecanizado al
analizar la complejidad algoritmica que, ademads, destaca por
su simplicidad y elegancia.
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