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Zusammenfassung

Zunehmende Grofle und Komplexitidt von kinetischen Modellen biochemischer Syste-
me erfordern effiziente numerische Methoden zur Identifizierung funktioneller Einhei-
ten, die unabhéngig voneinander betrachtet werden kénnen. Dariiber hinaus verlangt
das hochgradig nichtlineare Verhalten biologischer Systeme dynamische Verfahren zur
Komplexititsreduktion. Im Rahmen dieser Arbeit wurden methodische Ansétze entwi-
ckelt, welche die modulare Struktur biochemischer Netzwerke dynamisch analysieren
und eine Aussage iiber die Auswirkungen zeitabhingiger Spezies- bzw. Flussstérungen
auf das Verhalten der Systeme ermdoglichen. Die lokale Methode zur Komplexitéts-
reduktion basiert auf dem Konzept der Zeitskalenseparation und erlaubt eine fehler-
kontrollierte Analyse von Spezieskopplungen an die mafigebende Dynamik der bioche-
mischen Netzwerke in einer kleinen Umgebung des Referenzpunktes auf der Losungs-
trajektorie. Eine Erweiterung des lokalen Ansatzes zur Komplexitidtsreduktion stellen
die globalisierten Verfahren dar. Sie beruhen auf einer Sensitivitdtsanalyse entlang der
Losungstrajektorien, die auf vorher definierten Zeitintervallen stattfindet. Zusétzlich
zur stiickweisen Analyse der Spezieskopplungen ermoglichen die globalen Verfahren ei-
ne fehlerkontrollierte Identifizierung lokaler Erhaltungsbeziehungen. Weiterhin bildet
eine modifizierte Hauptkomponentenanalyse der Flusskontrollkoeffizienten, welche die
Propagation der Flussstorungen mit der Zeit beschreiben, die Basis eines Algorithmus
zur Analyse wechselseitiger Flussbeziehungen in Reaktionssystemen. Die aussagekréfti-
gen Anwendungen der entwickelten Verfahren auf das Peroxidase-Oxidase-Modell und
auf unterschiedliche Modelle fiir Glykolyse in Hefe zeigen die systembiologische Rele-
vanz der Methoden im Sinne von Gewinnung funktioneller Einsichten in die Dynamik
biochemischer Systeme.

Abstract

Increasing size and complexity of kinetic models of biochemical systems require efficient
numerical methods for identification of functional subsystems which can be studied in-
dependently. Moreover, the highly nonlinear behaviour of biological systems calls for
dynamic complexity reduction techniques. Within the scope of this thesis methodolo-
gical approaches were developed which analyze the modular structure of biochemical
networks dynamically and allow a statement about the effects of the time-dependent
species or flux perturbations on the behaviour of the systems. The local complexity
reduction method is based on the concept of time-scale decomposition and permits
an error-controlled analysis of species couplings to the active dynamics of biochemi-
cal networks in the neighborhood of a reference point on the solution trajectory. The
globalized methods represent an extension of the local approach. They are based on
the sensitivity analysis along state trajectories whithin user defined time intervals. In
addition to the piecewise analysis of species couplings the global approach allows an
error-controlled identification of local conservation relations. Furthermore, a modified
principal component analysis of the flux control coefficients describing the propagation
of small flux perturbations with time forms the basis of an algorithm for the analysis
of reciprocal flux relations in reaction systems. The meaningfull applications of the
developed algorithms to the Peroxidase-Oxidase model and to different models for gly-
colysis in yeast show the biological relevance of the methods in the sense of providing
of functional insights into dynamics of biochemical systems.
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Kapitel 1

Einleitung

Biologische Systeme zeichnen sich vor allem durch ihre hohe Komplexitit aus.
Ihre zahlreichen Komponenten sind so miteinander vernetzt, dass im Inneren
eine fiir sich funktionierende Einheit entsteht, deren Analyse speziell entwickelter
Methoden bedarf. Ein gutes Beispiel dafiir ist die kleinste sichtbare Einheit aller
Lebewesen — die Zelle. Jede Zelle stellt ein eigenstéindiges System dar, das in der
Lage ist, Nahrung aufzunehmen und sie in Energie umzusetzen. Zellen reagieren
auf Reize und sind im Stande sich zu vermehren. Es gibt demnach eine Fiille von
Zusammenhéngen zwischen den einzelnen Bestandteilen einer Zelle, die allerdings
nicht elementar und aufgrund ihrer Vielzahl und Komplexitéit nicht leicht zu
erforschen sind.

Der Aufgabe, Methoden fiir ein besseres Verstindnis komplexer biologischer
Systeme zu entwickeln, hat sich die Systembiologie (engl.: systems biology) (Kita-
no [60], [61]) gestellt. Dabei geht es darum, nicht nur die strukturellen Beziehun-
gen eines Systems, sondern auch sein dynamisches Verhalten unter verschiedenen
externen und internen Bedingungen zu untersuchen (Kitano [59]). Dies ist aber
nur dann moglich, wenn Entwicklung computergestiitzter Modelle und Verfah-
ren zur Analyse komplexer Systeme begleitend zur experimentellen Forschung
betrieben wird. Aufgrund der hohen Komplexitidt biochemischer Systeme neh-
men auch Verfahren zur Komplexitéatsreduktion einen wichtigen Stellenwert in
der Systembiologie ein. Ihr priméres Ziel richtet sich dabei auf eine Zerlegung
des Systems in mehrere Module, die getrennt voneinander betrachtet werden
konnen. Sie soll den Wissenschaftlern helfen modellbezogen Zusammenhénge und
Kopplungsstrukturen biochemischer Systeme schneller zu erkennen.

In der Vergangenheit wurden einige Verfahren entwickelt, die zum besseren
Versténdnis biochemischer Systeme beitragen. Im Folgenden seien einige Metho-
den kurz vorgestellt.

Die stochiometrische Netzwerkanalyse (engl.: stoichiometric network analysis,
SNA) wurde 1988 von Clarke [19] entwickelt. Sie bezieht sich auf die Stochio-
metrie eines Systems, die im Gegensatz zu kinetischen Eigenschaften meistens
bekannt ist. Analyse der Erxtremalpfade (engl.: extreme pathways) (Schilling et
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

al. [88]) sowie Analyse der sogenannten elementaren Flussmoden oder Elemen-
tarmoden (engl.: elementary flux modes) (Schuster und Hilgetag [91], Schuster et
al. [89]) stellen weitere Ansitze dar, die sich auf die topologische Struktur bio-
chemischer Netzwerke beziehen. Es werden kleine Unternetzwerke als Folge von
Reaktionen identifiziert, die unabhingig vom kompletten Netzwerk ein Flief3-
gleichgewicht (engl.: steady-state) einnehmen koénnen. Dabei ist die Menge der
Unternetzwerke eindeutig. Beim Ansatz der Extremalpfade wird zusétzlich eine
lineare Unabhéngigkeit der Pfade gefordert, so dass Extremalpfade eine Teilmen-
ge der elementaren Flussmoden darstellen. Wegen der gewiinschten Unabhéngig-
keit entsprechen Extremalpfade den Kanten eines mehrdimensionalen konvexen
Kegels, der alle moglichen Steady-State-Fliisse durch das gesamte Netzwerk bein-
haltet (Papin et al. [77]).

Mit Hilfe der Extremalpfade und der elementaren Flussmoden wurden viele
relevante Eigenschaften biologischer Systeme charakterisiert und neue Hypothe-
sen aufgestellt. Eine grole Anzahl an metabolischen Netzwerken wurde analysiert.
Dazu zihlen auch die menschlichen roten Blutkérperchen (Schuster et al. [90], Wi-
back und Palsson [114]) und das Bakterium Escherichia coli (Stelling et al. [98],
Liao et al. [69]). Weitere Anwendungsbeispiele sowie eine allgemeine Einfiihrung
in die Theorie der Extremalpfade und der Elementarmoden beschreiben Papin et
al. in [77]. Fiir eine computerunterstiitzte Analyse stochiometrischer Eigenschaf-
ten biochemischer Netzwerke sei auf die Software METATOOL [79] verwiesen.

Durch ihre hierarchische und modulare Organisation bieten metabolische Netz-
werke eine gute Basis fiir ihre Zerlegung in unabhéngige Untereinheiten, die so-
genannten Module (Ravasz et al. [80]). So wurden mehrere Algorithmen entwi-
ckelt, die diese strukturelle Eigenschaft der metabolischen Netzwerke ausnutzen
und somit zum besseren Verstdndnis komplexer Systeme beitragen. Ravasz et
al. [80] benutzen die sogenannte topologische Uberlappungsmatriz (engl.: topo-
logical overlap matrix) als Grundlage fiir einen hierarchischen Clusteringalgo-
rithmus mit den durchschnittlichen Distanzen zwischen den generierten Clustern
(Average-Linkage- Verfahren) (Everitt und Dunn [32]). Gagneur et al. [40] grup-
pieren in einem iterativen Verfahren Reaktionen eines bipartiten Graphen (De-
ville et al. [31]) in Abhéngigkeit von der Anzahl der Speziesverbindungen mit den
Reaktionsknoten. Holme et al. [53] benutzen in ihrem Algorithmus ein heuristi-
sches Maf3, das sogenannte betweenness centrality, fiir die sukzessive Entfernung
der Reaktionsknoten aus dem bipartiten Graphen. Eine Ubersicht iiber die ent-
wickelten Methoden zur Berechnung der sogenannten Co-Sets (engl.: correlated
reaction sets), bestehend aus Reaktionen eines biochemischen Netzwerkes, die
immer in einem funktionellen Zustand des Netzwerkes zusammen auftreten, und
ihre Anwendung sind ausfiihrlich in (Papin et al. [78]) beschrieben.

Die Metabolische Kontrollanalyse (engl.: metabolic control analysis, MCA)
wurde Mitte der 70er Jahre von Kacser und Burns [56] bzw. Heinrich und Rapo-
port [49], [48] entwickelt. Die zwei Gruppen erstellten unabhéngig voneinander
einen theoretischen Rahmen fiir eine Sensitivitédtsanalyse komplexer Netzwerke



beziiglich der Parametervariationen in der Ndhe des Steady-State. In spéteren
Publikationen, siche z.B. (Fell und Sauro [36], Reder [81]) wurde dieser Ansatz
vervollstandigt und mathematisch prézisiert.

Die Standardtheorie der metabolischen Kontrollanalyse bezieht sich auf Sys-
teme im FlieBgleichgewicht (Heinrich und Schuster [51]). Diese wurde auf zahlrei-
che biochemische Systeme angewandt, siche z. B. Fell [35] und Wildermuth [116].
Versuche, die Theorie der metabolischen Kontrollanalyse auf periodische Syste-
me bzw. Systeme mit transienter Dynamik zu erweitern, wurden vor allem von
Kholodenko et al. [58] bzw. Ingalls und Sauro [55] unternommen.

Die meisten oben erwdahnten Methoden basieren auf den topologischen Ei-
genschaften der Netzwerke oder beschrinken sich auf spezielle Dynamiken und
ermoglichen somit einen eher begrenzten Einblick in die dynamische Struktur
biochemischer Systeme. Dabei zeigen die aktuellen experimentellen Daten, dass
viele biochemische Systeme ein duflerst nichtlineares Verhalten aufweisen. Sehr
gute Beispiele dafiir sind die Peroxidase-Oxidase-Reaktion (PO-Reaktion) (Schee-
line et al. [87]) und die glykolytischen Oszillationen (Nielsen et al. [73]). Diese
Systeme zeichnen sich durch eine grofle Bandbreite an nichtlinearer Dynamik
aus. Dazu gehoren einfache und komplexe Oszillationen sowie Chaos (Scheeline
et al. [87], Nielsen et al. [73]).

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, methodische Ansatze zu entwickeln, die
Erkenntnisse iiber dynamische Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Netz-
werkkomponenten liefern und somit zur Komplexitiatsreduktion der betrachteten
Systeme beitragen. Der Schwerpunkt liegt in erster Linie auf dem Kopplungsver-
halten der am Reaktionsmechanismus beteiligten Spezies und Netzwerkfliisse an
die mafligebende Dynamik des gesamten Systems. Die Methoden sollen vor allem
eine Aussage iiber die Auswirkungen zeitabhéngiger Spezies- bzw. Flussstorungen
auf das dynamische Verhalten des Systems ermoglichen.

Es ist naheliegend, dass Auswirkungen der Speziesstérungen auf die System-
dynamik mit Hilfe der charakteristischen Zeitskalen der Systemprozesse unter-
sucht werden konnen. Biologische Systeme umfassen meistens eine Vielzahl un-
terschiedlich schnell ablaufender Prozesse. Auf der Genebene z. B. erfolgen Zu-
standsdnderungen im Bereich von Minuten oder Stunden, auf der neuronalen
Ebene dagegen im Bereich von Millisekunden. Die langsamen Prozesse wirken
dabei geschwindigkeitsbestimmend (Voet et al. [112]). Liegt nun die Dynamik ei-
ner Spezies komplett in einem Raum schnell relaxierender Prozesse, so wiirde das
bedeuten, dass ihre Zustandsdnderungen schnell mit der Zeit abklingen und somit
keinen Einfluss auf die Entwicklung des dynamischen Systemverhaltens ausiiben.
Daher eignet sich der Ansatz der Zeitskalenseparation, der insbesondere bei che-
mischen Systemen im Rahmen der Modellreduktion angewandt wird (Okino und
Mavrovouniotis [74], Tomlin et al. [104]), fiir die Analyse der Spezieskopplun-
gen biologischer Systeme. Der Ansatz basiert auf der Annahme, dass schnelle
Prozesse von der langsamen Dynamik entkoppelt werden kénnen. Die bekann-
testen Methoden, die auf dem Konzept der Zeitskalenseparation aufbauen, sind



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

die CSP-Methode (engl.: computational singular perturbation) (Lam [62], Lam
und Goussis [64]), die sogenannte ILDM-Methode (engl.: intrinsic low-dimensional
manifold) (Maas und Pope [70]) und die MEPT-Methode (engl.: minimal entro-
py production trajectory) (Lebiedz [65], Winckler [117]). Fiir die Analyse der
Spezieskopplungen an die mafigebende Systemdynamik eignet sich die ILDM-
Methode insofern am besten, da sie fiir jeden betrachteten Punkt auf der Losungs-
trajektorie Richtungen im Phasenraum identifiziert, in die schnelle und langsame
Prozesse ablaufen. Allerdings kniipft die Aufspaltung des Systems in zwei Teile
nicht an die Dynamik des Systems an. Es wird eine konstante Dimension des
langsamen Unterraumes angenommen. Um eine zeitabhidngige Aufspaltung der
Systemprozesse zu ermoglichen, wird eine Erweiterung des ILDM-Konzeptes mit
einem von Deuflhard und Heroth [29] vorgeschlagenen Fehlerkriterium fiir die
Kontrolle des durch die Relaxation schneller Prozesse entstandenen Fehlers in den
langsamen Komponenten vorgenommen. Dies ermoglicht eine fehlerkontrollierte
Identifizierung relaxierender Moden. Weiterhin sorgt eine speziell fiir nichtor-
thogonale Vektoren entwickelte Formel (Shaik et al. [93]) fiir eine automatische
Analyse der lokalen Spezieskopplungen an die mafigebende Systemdynamik.

Der oben beschriebene lokale Ansatz beschrankt sich nur auf eine infinitesimal
kleine Umgebung des betrachteten Punktes auf der Trajektorie. Eine Erweiterung
des lokalen Konzeptes der Zeitskalenseparation auf beliebig grofle Zeitabschnitte
wird als “globaler” oder “stiickweiser” Ansatz (Lebiedz et al. [67]) bezeichnet.
Diese Methode basiert auf der Analyse der Sensitivitdtsmatrizen, welche die Pro-
pagation der Anfangswertvariationen entlang der Losungstrajektorie beschreiben.
Die Analyse der Propagationsmatrizen mittels der reellen Block-Schur-Zerlegung
bzw. der Singularwertzerlegung hilft dabei, stark kontrahierende Richtungen im
Phasenraum, in welche die Storungen der Zustandsvariablen relaxieren, zu identi-
fizieren. Eine iterative Relaxation stark kontrahierender Moden und der Vergleich
der dadurch verursachten Abweichungen in den transformierten differentiellen
Variablen mit der benutzerdefinierten Toleranzgrenze liefern schliefSlich die mini-
male Dimension eines reduzierten Systems und die Moden, welche vom aktiven
Teil des Systems entkoppeln. Zusétzlich zur Bestimmung stark kontrahierender
Moden bietet dieser Ansatz eine algorithmisch leicht zu realisierende Moglichkeit
zur fehlerkontrollierten Identifizierung lokaler Erhaltungsbeziehungen (Lebiedz et
al. [68]).

Desweiteren wird in dieser Arbeit ein Algorithmus zur dynamischen Ana-
lyse gegenseitiger Wechselwirkungen zwischen den Netzwerkfliissen vorgestellt.
Diese Methode basiert auf einer modifizierten Hauptkomponentenanalyse (engl.:
principal component analysis, PCA) (Everitt und Dunn [32], Fahrmeir [33]) der
Flusskontrollkoeffizienten, die im Rahmen der metabolischen Kontrollanalyse ein
Ma$B fiir die Fahigkeit der Fliisse (Reaktionen) sich gegenseitig beeinflussen zu
konnen darstellen. Dabei wird nicht nur die Flusskontrollmatrix am Ende des
betrachteten Trajektorienstiickes in die Analyse einbezogen, sondern auch ihre
zeitliche Entwicklung innerhalb des betrachteten Zeitabschnittes.



Gliederung der Arbeit

Kapitel 2 der vorliegenden Arbeit widmet sich den kinetischen Grundlagen che-
mischer Reaktionen und gibt eine Einfiihrung in die Massenwirkungs- und En-
zymbkinetik.

Kapitel 3 befasst sich mit den theoretischen und numerischen Grundlagen
zur Behandlung von gewohnlichen Differentialgleichungssystemen (engl.: ordinary
differential equations, ODE) und differentiell-algebraischen Gleichungssystemen
(engl.: differential algebraic equations, DAE). Es werden grundlegende Begrif-
fe sowie Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir Losungen von Anfangswert-
problemen eingefiihrt. Neben der Numerik des extrapolierten linear-impliziten
Eulerverfahrens auf einem &dquidistanten Gitter widmet sich dieses Kapitel dem
BDF-Verfahren (engl.: backward-differentiation formulas), dessen Grundlage ein
lineares Mehrschrittverfahren bildet. Dariiber hinaus wird das Prinzip der inter-
nen numerischen Differentiation zur Berechnung der Sensitivitdtsmatrizen erlau-
tert und ein wichtiges Resultat aus dem Gebiet der singuldren Stérungsprobleme,
ndmlich die asymptotische Entwicklung von Losungen singuldr gestorter Proble-
me, prasentiert.

Fiir die Analyse lokaler Spezieskopplungen an die aktive Dynamik des ge-
samten Systems wurde ein Algorithmus entwickelt, auf dessen theoretische und
numerische Einzelheiten in Kapitel 4 eingegangen wird. Zunéchst werden allge-
meine Begriffe wie Zeitskala und Relaxation eines Prozesses am Beispiel linearer
und nichtlinearer Systeme eingefiihrt und das im Algorithmus eingesetzte Feh-
lerkriterium zur lokalen Berechnung der reduzierten Dimension hergeleitet. Im
Anschluss findet eine Anwendung des beschriebenen Algorithmus auf zwei kleine
biochemische Systeme statt.

In Kapitel 5 wird der Algorithmus zur lokalen Analyse der Kopplungen an
schnelle und langsame Dynamiken der am Reaktionsmechanismus beteiligten
Spezies auf Trajektorienstiicke erweitert. Zur Identifizierung stark kontrahieren-
der Richtungen stehen zwei Moglichkeiten zur Verfiigung: die reelle Block-Schur-
Zerlegung und Singuldrwertzerlegung der Propagationsmatrizen, die mittels der
internen numerischen Differentiation berechnet werden. Weiterhin wird das im Al-
gorithmus eingesetzte Maf3 fiir die Giite iterativ berechneter DAE-Approximatio-
nen des transformierten ODE-Systems sowie Formeln fiir eine automatische Be-
rechnung der dynamischen Spezieskopplungen vorgestellt. Im Anschluss wird eine
Moéglichkeit zur Identifizierung lokaler Erhaltungsbeziehungen vorgefiihrt und an-
hand zweier biochemischer Systeme — Michaelis-Menten-System und Oregonator
— die Relevanz algorithmisch begriindeter Kopplungsaussagen gezeigt.

Nach der Anwendung der in Kapiteln 4 und 5 dargestellten Methoden zur
Kopplungsanalyse der Spezies an die aktive Dynamik widmet sich Kapitel 6
grofleren biochemischen Systemen, um potenzielle Entkopplungen zu identifizie-
ren. Dazu gehoren die Peroxidase-Oxidase-Reaktion, die sich durch ein reichhal-
tiges dynamisches Verhalten auszeichnet, und ein Modell fiir den Glukoseabbau
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in Hefe. Fiir beide Modelle findet eine ausfiihrliche Diskussion der erzielten Er-
gebnisse numerischer Komplexitéitsreduktion statt.

Kapitel 7 befasst sich mit der dynamischen Analyse der gegenseitigen Wechsel-
beziehungen der Netzwerkfliisse. Nach einer allgemeinen Einfithrung in die meta-
bolische Kontrollanalyse folgt eine Herleitung der Kontrollkoeffizienten unter dem
Aspekt ihrer moglichen Berechnung fiir Nicht-Steady-State-Trajektorien. Danach
wird eine Methode aus dem Gebiet der multivariaten Datenanalyse, die soge-
nannte Hauptkomponentenanalyse, vorgestellt, die nach einigen Modifikationen
fiir die Untersuchung gegenseitiger Beziehungen der Fliisse eingesetzt wird. Der
Schluss des Kapitels widmet sich der biochemischen Anwendung des dargestellten
Algorithmus.

Im letzten Kapitel werden die beschriebenen Methoden zusammengefasst und
ihre potentielle Weiterentwicklung diskutiert.



Kapitel 2

Kinetische Grundlagen

Die Kinetik (Voet et al. [112], Atkins und de Paula [4]) befasst sich mit den
Geschwindigkeiten chemischer Reaktionen mit der Zielsetzung, einzelne Reak-
tionsschritte detailliert zu beschreiben. Da die Geschwindigkeit einer Reaktion
und ihre Anderung bei unterschiedlichen Bedingungen eng an den Reaktionsweg
gebunden ist, liefert sie wichtige Hinweise auf den Reaktionsmechanismus.

Dieses Kapitel behandelt neben der stochiometrischen Matrix die Massenwir-
kungs- und Enzymkinetik, die dabei helfen, die Reaktionseigenschaften in Form
von mathematischen Gleichungen zu formulieren.

2.1 Stochiometrische Matrix

Unter Stochiometrie (Atkins und de Paula [4]) versteht man das Verhéltnis der
in einer chemischen Reaktion umgesetzten Stoffmengen. So werden beispielsweise
in der folgenden Reaktion mit dem Geschwindigkeitskoeffizienten k4

2A 15 9B 4+ C (2.1)

2 mol A in 2 mol B und 1 mol C umgewandelt. Damit lauten die stéchiometri-
schen Koeffizienten fiir die Substanzen A, B und C —2, 2 bzw. 1. Die Vorzeichen
der stochiometrischen Koeffizienten hingen von der Orientierung der jeweiligen
Reaktion ab. Substanzen auf der linken Seite, die als Edukte bezeichnet werden,
erhalten ein negatives, dagegen die Produkte auf der rechten Seite der Reakti-
onsgleichung ein positives Vorzeichen.
Eine Reaktion der Form
A+B—D

lauft in Wirklichkeit oft iiber eine Folge von Elementarreaktionen (einfache mo-
lekulare Prozesse), z. B.:

A+B 5 ¢
c £, p. (2.2)
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In diesem Fall wird das Reaktionssystem in die Elementarreaktionen zerlegt, de-
ren stochiometrische Koeffizienten in einer Matrix zusammengefasst werden. So
lautet die stdchiometrische Matriz fiir 2.2:

10\ A
1 olB
N=11 _1]c
0 1/D

Dabei stellen die Spalten der Matrix N die stochiometrischen Koeffizienten der
einzelnen Elementarreaktionen und die Zeilen die Koeffizienten der an den Ele-
mentarreaktionen beteiligten Spezies dar.

Die Definition der stochiometrischen Matrix l4sst erkennen, dass sie unabhén-
gig von den kinetischen Eigenschaften (z. B. Geschwindigkeitskoeffizienten k; und
ko der einzelnen Reaktionen) ist. Sie basiert nur auf der Kenntnis des molekularen
Mechanismus des Systems und bietet daher eine gute Grundlage fiir die Analyse
der strukturellen Eigenschaften (bio)chemischer Systeme. Fiir diese Zwecke wer-
den vor allem Analysemethoden eingesetzt, die Verfahren der linearen Algebra
auf die stochiometrische Matrix anwenden (Heinrich und Schuster [51]).

2.2 Massenwirkungskinetik

Ein chemisches System mit n Spezies und m reversibel verlaufenden Elementar-
reaktionen lésst sich in der allgemeinen Schreibweise (Crampin et al. [20]) als

ki ,

Zn Xi =) n; X, j=1..m (2.3)

=1

darstellen. Dabei entsprechen X; den Spezies, ky; und k_; den positiven Ge-
schwindigkeitskoeffizienten der j-ten Hin- und Riickreaktion und n;j und n;/] den
stochiometrischen Koeffizienten der Edukte bzw. der Produkte der j-ten Reakti-
on, so dass die Differenzen n;'] — n;j den Eintrdgen n;; in der stochiometrischen
Matrix N entsprechen.

Die Anderungsrate der Spezieskonzentrationen lisst sich mathematisch als
Differentialquotient aus der Konzentrationséanderung und der Zeitédnderung dar-
stellen. Sie setzt sich aus der Summe der Reaktionsgeschwindigkeiten v;(x,p)
aller Reaktionen zusammen, in denen die Spezies X; als Edukt oder als Produkt
auftaucht, multipliziert mit den stochiometrischen Koeffizienten:

dz; U y .
dr Z(nw o nij>vj($7p>7 1=1,..,n. (2.4)
j=1
Dabei bezeichnet z; die Konzentration der Spezies X;, * = (z1,...,2,)" und

p= (ki k_1,....kpm, k_p,)T. Wird v(x,p) als ein Vektor aus den einzelnen Re-
aktionsgeschwindigkeiten v;(x, p) fir j = 1, ..., m definiert, so ldsst sich 2.4 in der



2.2. MASSENWIRKUNGSKINETIK 9

Vektorschreibweise als
dz B

T = Nu(z,p) (2.5)
formulieren.

Die Reaktionsgeschwindigkeit vj(x, p) driickt die Geschwindigkeit aus, mit der
die an der jeweiligen Reaktion j beteiligten Stoffe verbraucht oder gebildet wer-
den. Im 19. Jahrhundert wurde von den norwegischen Chemikern Guldberg und
Waage das Massenwirkungsgesetz aufgestellt. Es beriicksichtigt bei Elementar-
reaktionen die Abhéngigkeit der Geschwindigkeiten von der Konzentration der
Reaktanten bei einer konstanten Temperatur. Die Reaktionsgeschwindigkeit ist
demnach proportional zur Wahrscheinlichkeit eines Zusammenstosses zwischen
den Reaktanten, die wiederum proportional zum Produkt aus den mit den Mole-
kularitdten (stochiometrischen Koeffizienten) potenzierten Konzentrationen der
Reaktionspartner ist. Dies wird durch die folgenden Geschwindigkeitsgleichungen
ausgedriickt:

n ’ n "
_ " g .
vj(x,p) = ki, | |xl —k_j | |:cl ., j=1,...,m.
=1 =1

Im chemischen Gleichgewicht einer Reaktion findet keine Anderung der Zu-
sammensetzung des Reaktionsgemisches mehr statt, d. h. die Reaktion j kommt
mit v;(z,p) = 0 zum Erliegen. Damit folgt

1

n nlj n " ’
Hl:l xleq o ("lj_"lj) - k+j — K.
n n; - zleq - k. e
J _ —-J
Hl:l Ty eq =1

wobei ;. die entsprechenden Gleichgewichtskonzentrationen darstellen. Ko
wird hierbei als Gleichgewichtskonstante der j-ten Reaktion bezeichnet.

Die Reaktionsgeschwindigkeiten v;(x,p) héngen somit von den Spezieskon-
zentrationen z und den Geschwindigkeitskoeffizienten k. ; der einzelnen Hin- und
Riickreaktionen ab, die im Vektor p zusammengefasst sind. Werden die molare
Konzentration in Mol pro Liter und die Zeit in Sekunden angegeben, so lésst
sich die Reaktionsgeschwindigkeit in Mol pro Liter und Sekunde (mol - 17 - s71)
angeben. Fiir den Reaktionsmechanismus 2.2 ergeben sich somit folgende Reak-
tionsgeschwindigkeiten:

v = k‘ll’ll'g, Vg = k’gl’g

mit 1 = [A],xe = [B] und z3 = [C], wobei die Speziesbezeichnungen in den
eckigen Klammern die Konzentrationen der jeweiligen Spezies darstellen. Multi-
plikation mit der stéchiometrischen Matrix N

-1 0 —U1

d_l’ . —1 0 U1\ —U1
dt B 1 -1 (%) - V1 — U2

0 1 V2
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liefert vier Differentialgleichungen, welche die Anderungsraten der Spezieskon-
zentrationen beschreiben.

2.3 Enzymatische Reaktionen

Enzyme (Voet et al. [112]) sind homogene Biokatalysatoren, die aus den in der Na-
tur vorkommenden Proteinen oder Nukleinsduren bestehen. Thre Molekiilstruktur
enthélt ein aktives Zentrum, das fiir die Bindung der Substrate (die Ausgangs-
stoffe der jeweiligen Reaktion) und die Synthese der Produkte verantwortlich ist.
Enzyme beschleunigen den Reaktionsablauf und bleiben nach Beendigung der

Reaktion unverbraucht zuriick.
s p (2.6)

Schema 2.6 zeigt eine einfache Darstellung der durch das Enzym E katalysierten
Umwandlung von Substrat S in das Produkt P.

Ein wichtiger Aspekt bei den enzymatischen Reaktionen ist deren Regulation,
z.B. die Hemmung bzw. Aktivierung der Enzymaktivitit durch Fremdsubstan-
zen, die dem Organismus in Form von Medikamenten zugefithrt wurden, oder
durch einen natiirlichen Stoff einer Zelle, der dort in den Regulationsmechanis-
mus eingebunden ist.

In den folgenden zwei Abschnitten soll ndher auf die Modellierung der en-
zymatisch katalysierten Reaktionen am Beispiel einer irreversibel verlaufenden
Enzymreaktion und auf die Einbindung enzymatischer Hemmung in die Reakti-
onsgeschwindigkeit eingegangen werden.

2.3.1 Enzymkinetik

Eine enzymatisch katalysierte Reaktion ldsst sich wie folgt modellieren:

k
S+E=ES®2P+E (2.7)

Demnach bilden Substrat S und Enzym E zunéchst einen Enzym-Substrat-Kom-
plex ES; der dann entweder wieder in die Edukte zerfillt oder unter Freisetzung
des Enzyms zum Produkt P weiter reagiert.

Die zeitlichen Anderungsraten der Spezieskonzentrationen fiir S, ES und P
aus 2.7 lassen sich geméfl der in Kapitel 2.2 dargestellten Massenwirkungskinetik
beschreiben:

1> BHE 15 (2:8)
TS S - kB8] hafES) (2.9)
dip] _ ko [ES]. (2.10)
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1913 formulierten Leonor Michaelis und Maude Menten die Annahme, dass
k_1 > ky. Wird zusétzlich vorausgesetzt, dass auch k1 > ko gilt, so stellt die
Umsetzung des Enzym-Substrat-Komplexes ES zum Produkt P und Enzym E
den geschwindigkeitsbestimmenden Schritt dar. In diesem Fall kann davon aus-
gegangen werden, dass das Zwischenprodukt ES in einem stationdren Zustand
vorliegt (Briggs und Haldane [16]), seine Konzentration sich also nach einer kur-

zen Initialphase nicht dndert:

d[ES]

— =0. 2.11
Unter der Quasistationaritdtsannahme 2.11 und aufgrund der Erhaltungsglei-
chung

[Eltotar = [E] + [ES]
lasst sich aus 2.9 folgende Beziehung herleiten:

[E] total [S]
Bl (9]

foi

[ES] =

Damit ergibt sich fiir die Reaktionsgeschwindigkeit der Produktbildung

d[P] Fa[Elsotar[S]
= — = kh|ES]| = —/————— 2.12
=g =~ RIS =T (2:12)
wobei K5 = k*kl—jl'” die sogenannte Michaelis-Menten-Konstante darstellt. An

dieser Stelle soll erwéhnt werden, dass auch hier vp von den Spezieskonzen-
trationen und den Geschwindigkeitskoeffizienten abhéngt. In diesem Abschnitt
wird jedoch auf die explizite Angabe dieser Abhéingigkeiten aus vereinfachenden
Griinden verzichtet. Bei hohen Substratkonzentrationen ([S] > Kj;) erreicht die
Geschwindigkeit einen Maximalwert und héngt nicht mehr von [S] ab, so dass
gilt:

Up = Umax = k2 [E]total-

Nach dem Einsetzen der Definition von K und vy, in 2.12 entsteht schlieflich
die sogenannte Michaelis-Menten-Beziehung

Umax 9]

oot (2.13)

Up

Der Ableitung der Michaelis-Menten-Beziehung 2.13 wurde eine irreversibel
verlaufende Enzymreaktion zugrundegelegt. Fin grofler Teil von Enzymreaktionen
verlauft hingegen reversibel

k k
S+E = ES =P+E. (2.14)

Die reversiblen Enzymgleichungen 2.14 werden in zwei irreversible Michaelis-
Menten-Reaktionen geméfl 2.7 zerlegt. Dabei entsteht die Hinreaktion durch
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k_o = 0 und die Riickreaktion durch k,; = 0. Fiir beide Richtungen werden
nach dem gleichen Schema wie fiir 2.7 die Reaktionsgeschwindigkeiten

] v2 . [P]

max max
V2

T Kus+ 8 2 Kup+[P]

U1

aufgestellt und in einer gemeinsamen Michaelis-Menten-Beziehung

KMP'Ul [S] — KMs'U2

max max [P]

KysKyp + [S|Kyp + [P]Kys

(2.15)

V=7V — VU =

zusammengefasst.

Bei reversiblen Enzymreaktionen wird, im Gegensatz zu irreversiblen, das
Substrat nur soweit verbraucht, bis ein Gleichgewichtszustand erreicht ist, bei
dem sich die Umsatzgeschwindigkeiten beider Richtungen gegenseitig kompensie-
ren. Die Geschwindigkeit der Gesamtreaktion ist dann v = 0 und Gleichung 2.15
vereinfacht sich zu

KMpUrlnaX[S]cq = I('MSU2 [P]om

max

wobei [Sleq und [Ple, die entsprechenden Gleichgewichtskonzentrationen darstel-
len. Die Gleichgewichtskonstante der gesamten Reaktion ist demnach gegeben

durch
[P]eq . KMP’Ul

max

[Sleq  Ksv?

max

Keq =

Das Kiirzen von KK yp aus 2.15 und das anschliefende Ausklammern von
vl [S]/Kus im Zihler liefern

max

B (1 _ L)
1 Kus Keq

Kus Kyp

(2.16)

V="

mit I' = [P]/[S].

Eine detaillierte Herleitung der Reaktionsgeschwindigkeiten fiir die irreversi-
bel und reversibel verlaufenden enzymatischen Reaktionen der Form 2.7 und 2.14
findet sich in (Voet et al. [112]) und (Bisswanger [10]).

2.3.2 Enzyminhibierung

Die Wirkung eines Enzyms kann durch die Gegenwart einer Substanz oder eines
Inhibitors I auf unterschiedliche Art und Weise unterdriickt werden. In diesem
Abschnitt werden zwei grundlegende Arten von Enzymhemmung dargestellt.
Bei der kompetitiven Hemmung konkurriert der Inhibitor mit dem Substrat
um das aktive Zentrum und reduziert somit seine Féhigkeit zur Substratbindung.



2.3. ENZYMATISCHE REAKTIONEN 13

Eine kompetitive Hemmung kann beispielsweise iiber den folgenden Mechanismus
beschrieben werden:

ki1 ko

S+E = ESBP+E (2.17)
ki3

I+E = EL (2.18)

Hierbei wird angenommen, dass der Inhibitor I reversibel an das Enzym bindet,
wobei sich rasch ein Gleichgewicht mit der Gleichgewichtskonstanten

einstellt.

Bei der nichtkompetitiven Hemmung hingegen konkurriert der Inhibitor nicht
um das aktive Zentrum des Enzyms, sondern bindet an einen anderen Teil des
Enzymmolekiils. Bei diesem Prozess wird die Geometrie des Enzyms gestort und
damit die Substratbindung verhindert. Weil Inhibitor und Substrat nicht um die
gleiche Stelle konkurrieren, kann der Inhibitor auch an den Komplex ES bin-
den und so einen Komplex ESI bilden. Somit werden bei der nichtkompetitiven
Hemmung die Reaktionsgleichungen 2.17-2.18 um die Gleichung

ki3
I+ ES = ESI (2.19)

erweitert. In diesem Fall kann auch fiir die zweite Bindungsreaktion des Inhibitors
ein Gleichgewicht angenommen werden mit

_ [ESI
Ky, = ST

wobei K7, und K, verschieden sind. Fiir beide Formen der Enzymhemmung gilt
die Erhaltungsgleichung

[Eliotar = [E] + [EI] + [ES] + [ESI]

mit [ESI] = 0 bei der kompetitiven Hemmung, da in diesem Fall kein ESI-
Komplex vorliegt.

Mit der Stationaritdtsannahme 2.11 und der obigen Erhaltungsgleichung lésst
sich — wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben — die Reaktionsgeschwindigkeit fiir die
Produktbildung entsprechend den Reaktionen 2.17-2.19, die eine nichtkompeti-
tive Enzymhemmung beschreiben, herleiten:

vp = U 3] . (2.20)

Ky (14 £5) + 1+ 25)[8]
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Diese Reaktionsgeschwindigkeit entspricht der allgemeinen Michaelis-Menten-Be-
ziehung 2.13 mit [I] = 0. Aus 2.20 lisst sich ebenfalls die Reaktionsgeschwindig-
keit fiir die kompetitive Enzymhemmung herleiten. In diesem Fall bindet der
Inhibitor nur an das freie Enzym, so dass 0 < K, < 0o, Ky, — 0o und I[(%]b — 0.
Gleichung 2.20 kann folglich zu

Umax[9]
Ky(1+ %) + [9]

vp =

spezifiziert werden. Weitere Formen der Enzymhemmungen, wie z. B. unkompe-
titive oder partielle Hemmung, sowie detaillierte Herleitung der jeweiligen Reak-
tionsgeschwindigkeiten sind in (Bisswanger [10]) beschrieben.



Kapitel 3

Einfithrung in die Theorie und
Numerik von ODEs und DAEs

Dieses Kapitel widmet sich den grundlegenden Definitionen und Sétzen aus der
Theorie und Numerik gewohnlicher Differentialgleichungssysteme. Dadurch soll
der Umgang mit der Problemstellung der vorliegenden Arbeit in den folgenden
Kapiteln erleichtert werden.

In den ersten drei Unterkapiteln findet sich eine Einfiihrung in die grundlegen-
den Begriffsbildungen und eine Antwort auf die Existenz- und Eindeutigkeitsfrage
fiir Losungen von Anfangswertproblemen in Form von ODEs. Es werden nume-
rische Methoden zur Loésung von Systemen gewchnlicher Differentialgleichungen
und zur Berechnung der Losungssensitivitdten beziiglich Parametervariationen
betrachtet.

Den Ubergang zu den differentiell-algebraischen Gleichungen schaffen sin-
guldre Storungsprobleme mit der Moglichkeit einer asymptotischen Entwicklung
ihrer Losungen. Dieses Resultat wird spéter einen wichtigen Beitrag bei der Her-
leitung des Abbruchkriteriums fiir eine fehlerkontrollierte Analyse der lokalen
Spezieskopplungen leisten.

3.1 Theoretische Grundlagen fiir gewo6hnliche
Differentialgleichungen

3.1.1 Einfithrung

Eine explizite gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung ist gegeben durch

dr

S =i=Flta), tel (3.1)

Dabei ist  : I — R"™ eine gesuchte differenzierbare Funktion auf einem Intervall
I CRund FF: D C RxR"” — R” eine gegebene Funktion. Im Fall n = 1

15
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spricht man von einer skalaren gewohnlichen Differentialgleichung und im Fall
n > 1 von einem System von gewohnlichen Differentialgleichungen. Die Diffe-
rentialgleichung 3.1 heift explizit, da der hochste Ableitungsterm isoliert auf-
taucht, und gewohnlich, da die unbekannte Funktion nur von einer reellen Va-
riable abhéngt (Walter [113]).

Definition 3.1 FEin Anfangswertproblem fragt nach einer Léosung x : I C
R — R", z € C1, die im vorgegebenen Punkt (tg,x9) € D C R x R™ startet, so
dass neben der Differentialgleichung 3.1 die Anfangsbedingung

I(to) = 2o

erfillt ist.

Hierbei kann das Intervall I abgeschlossen, halboffen oder offen sein. Aus verein-
fachenden Griinden wird die Variable t € R als Zeit bezeichnet. Die Menge D
heifft dann (um die Zeit) erweiterter Phasen- oder Zustandsraum. Der Vektor x
charakterisiert den Zustand eines Systems und heifit deshalb Zustandsvektor.

3.1.2 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Nach der Einfithrung der grundlegenden Definitionen geht es in diesem Abschnitt
darum, die Existenz- und Eindeutigkeitsfrage fiir Losungen der Anfangswert-
probleme zu kléaren. Dies geschieht mittels der beiden grundlegenden Séitze von
Peano und Picard-Lindelof. Aus letzterem resultiert das Hauptergebnis dieses
Kapitels, der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Aulbach [5]).

Satz 3.1 (Peano) Gegeben sei die stetige Funktion F': D — R™ auf einer offe-
nen Teilmenge D des R'™. Dann besitzt jedes der Anfangswertprobleme

T = F(t,x), l’(to) = Xy, (to,l’o) eD (32)

eine lokale Losung, d.h. es gibt ein 3 = B(to,zo) > 0 derart, dass das Anfangs-
wertproblem 3.2 auf dem Intervall [to — 3, to + ] mindestens eine Losung besitzt.

Beweis: Siehe (Aulbach [5]). O

Der Satz von Peano garantiert demnach fiir Differentialgleichungen mit einer ste-
tigen rechten Seite die Existenz einer lokalen Losung fiir das Anfangswertproblem.
Um zusétzlich die Eindeutigkeit der Losung zu erzwingen, wird die Stetigkeits-
voraussetzung an F'(t,z) mit der sogenannten Lipschitz-Stetigkeit beziiglich der
Variable x verschérft.
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Definition 3.2 Gegeben sei die Funktion g : D C R™" — R*. Gibt es hierbei
eine Konstante L > 0 mait

lg(s,2) = g(s,y)| < Lllw —yll - fir alle (s, ), (s,y) € D,

so heift, die Funktion g(s,x) geniige auf D einer (globalen) Lipschitz- Bedin-
gung beziiglich © (mit der Lipschitz-Konstante L) oder die Funktion g(s,x)
ist (global) Lipschitz-stetig beziiglich x in D.

Wenn es zu jedem Punkt in D eine Umgebung U g¢ibt, so dass die Ein-
schrankung von g(s,xz) auf U N D dort einer Lipschitz-Bedingung beziglich x
gendigt, so heifst g(s,x) (lokal) Lipschitz-stetig beziiglich x in D.

Ist g(s, x) von s unabhdngig, so entfillt bei den vorstehenden Begriffsbildungen
der Zusatz “beziiglich x”.

Eine Forderung nach der auf dem gesamten Definitionsbereich vorliegenden globa-
len Lipschitz-Stetigkeit wiirde dermafien einschrénkend sein, dass sie nur von we-
nigen Differentialgleichungen erfiillt sein wiirde. Um zu einer geeigneten Fassung
des Satzes von Picard-Lindelof zu gelangen, wird der lokale Begriff der Lipschitz-
Stetigkeit verwendet.

Satz 3.2 (Picard-Lindeldf) Ist D eine offene Teilmenge des R™™ und ist F :
D — R" stetig und beziiglich x (lokal) Lipschitz-stetig, so besitzt jedes der An-
fangswertprobleme

T =F(t,x), x(ty) = xo, (to,x0) € D

eine eindeutig bestimmte lokale Lisung, d.h. es existiert ein 3 = [(tg, o) > 0
derart, dass das Anfangswertproblem auf dem Intervall [ty — 3,10+ (] genau eine
Lésung besitzt.

Beweis: Siehe (Aulbach [5]). O

Der Satz von Picard-Lindeldf liefert fiir ein gegebenes Anfangswertproblem jeweils
eine Losung mit kompaktem Losungsintervall. Es stellt sich daher die generelle
Frage, ob fiir eine vorliegende Losung das Losungsintervall vergroflert werden
kann, und wie dies gegebenenfalls erfolgt. Diese Frage ldsst sich mit dem Prinzip
der Losungsfortsetzung beantworten, indem der rechte “Endpunkt” (to+«, z(to+
«)) der vom Satz 3.2 gelieferten Losungskurve als neuer Anfangspunkt gewéhlt
wird. Auf das zugehorige Anfangswertproblem

T =F(tx), z(tg + @) = Tiy1a

lasst sich dann wiederum der Satz 3.2 anwenden. Allerdings existieren Anfangs-
wertprobleme, deren Losungen auf beschrinkten Intervallen unbeschrankt sind
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und sich daher nicht auf ganz R fortsetzen lassen, obwohl die rechten Seiten der
Differentialgleichungen den Voraussetzungen des Satzes 3.2 geniigen. Somit resul-
tiert der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz, der eine eindeutige Losung auf
einem maximalen Losungsintervall I,,,,.(to, zo) mit den Randpunkten I~ (%o, x¢)
bzw. It (tg, x) liefert.

Satz 3.3 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Die Menge D C
RY™™ sei offen und die fiir alle (t,x) € D erklirte Funktion F : D — R" sei
stetig und beziiglich = (lokal) Lipschitz-stetig. Dann gibt es zu jedem (to, xo) € D
ein eindeutig bestimmites, to enthaltendes, offenes Intervall (I7,17) C R mit fol-
genden Eigenschaften:

1. Das Anfangswertproblem
T = F(t, ), z(ty) = o (3.3)
besitzt genau eine Losung mit dem Existenzintervall (I7,17).

2. Ist v : J — R" eine weitere Losung des Anfangswertproblems 3.3, so gilt
J C (I, I") und v(t) ist die Finschrinkung der in 1. beschriebenen Lisung
auf das Intervall J.

Beweis: Siehe (Aulbach [5]). O

Das in diesem Satz beschriebene Intervall I,,,, := (I7,I7) wird als das zum
Anfangswertproblem 3.3 gehorige mazimale Fxistenz oder Losungsintervall be-
zeichnet. Die in 1. beschriebene Losung stellt die mazimale Losung des Anfangs-
wertproblems 3.3 dar.

3.1.3 Autonome Systeme

Héngt die rechte Seite der Differentialgleichung 3.1 nicht von der Zeit ab, so
handelt es sich um ein autonomes Anfangswertproblem

T = F(x), z(ty) = xo, (3.4)

anderenfalls um ein nichtautonomes Anfangswertproblem. Im autonomen Fall
wird eine offene Menge Dy C R™ betrachtet, so dass die rechte Seite eine Abbil-
dung F': Dy — R™ darstellt. Diese Menge Dq heif3t Phasen- oder Zustandsraum.

Jedes Anfangswertproblem 3.2 lidsst sich durch Einfiihrung einer zusétzli-
chen unabhéngigen Variable s(t) := t in ein autonomes Anfangswertproblem
tiberfithren. Dazu wird 3.2 mit der Wecker-Differentialgleichung (Bock [13]) er-
ganzt

S(t) = 1, S(to) = to.
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(S()) stellt dann die Losung eines autonomen Anfangswertproblems der Form

x()
(Eg) - (F@, x>) ’ (Eii) - (;((]J)
dar.

Eine wichtige Eigenschaft autonomer Differentialgleichungen ist die Transla-
tionsinvarianz (Deuflhard und Bornemann [28]), welche besagt, dass die Startzeit
to bei autonomen Problemen keine Rolle spielt. Eine Zeittranslation transformiert
Losungen zu verschiedenen Startzeiten aber gleichen Anfangswerten ineinander.
Insbesondere darf bei autonomen Problemen die Startzeit ¢ willkiirlich festgelegt
werden. Hier sei ¢y = 0 gewahlt.

Im Kontext autonomer Differentialgleichungen wird von Trajektorien im Pha-
senraum gesprochen. Eine Trajektorie ist die Bildmenge {z(t) € R" : ¢t € I}
einer (maximalen) Losung = : I — R™. Im Gegensatz dazu wird der Graph
{(t,z(t)) € R™™ : ¢t € I'} einer solchen Lisung, also eine Teilmenge des R als
Losungskurve oder Integralkurve bezeichnet.

Definition 3.3 Ist x eine Lisung des Anfangswertproblems 3.4 und x(t,) = x(ts)
mit t1 # tg, so ist x pertodisch mit der Peritode T =ty —t.

Definition 3.4 Fin Punkt a € R™ heifit stationdrer Punkt oder Gleichge-
wichtspunkt (engl.: steady-state point) von F in 3.4, falls F(a) = 0 ist.

Da autonome Probleme eine spezielle Klasse der nichtautonomen Probleme dar-
stellen, gelten fiir sie die bisher erzielten Ergebnisse beziiglich der Existenz und
der Eindeutigkeit der Losung.

3.2 Numerische Lo6sung von Anfangswertproble-
men

Dieser Abschnitt befasst sich mit der numerischen Losung von Anfangswert-
problemen in Form von gewohnlichen Differentialgleichungen. Dabei wird insbe-
sondere auf die Methoden eingegangen, die in den Integratoren LIMEX (Deufl-
hard und Nowak [30]) und DAESOL (Bauer et al. [7]) implementiert sind. LIMEX
basiert auf einem Extrapolationsverfahren mit linear-impliziter Eulerdiskretisie-
rung und ist online unter [39] verfiigbar. DAESOL verwendet fiir die Integration
ein BDF-Verfahren und berechnet zusétzlich dazu Sensitivititen der Losungen
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beziiglich der Variationen der Eingabegrofien in Form von Ableitungen, die mit-
tels der internen numerischen Differentiation (vergleiche Abschnitt 3.3.2) gene-
riert werden. Es werden unter anderem die zentralen Begriffe wie Konsistenz und
Konvergenz sowohl fiir Einschritt- als auch fiir Mehrschrittverfahren eingefiihrt.

Beide Integratoren verfiigen iiber eine adaptive Schrittweiten- und Ordnungs-
steuerung, auf die hier nicht ndher eingegangen wird. Hierbei sei auf die Dis-
sertationsarbeit von Bauer [6] und das Buch von Deuflhard und Bornemann [28]
verwiesen. Auflerdem eignet sich sowohl LIMEX als auch DAESOL fiir die Losung
steifer Differentialgleichungen.

3.2.1 Steife Differentialgleichungen

Der Begriff Steifheit wurde zum ersten Mal von Curtiss und Hirschfelder in [22]
eingefiihrt, nachdem sie beobachteten, dass bei gewissen Differentialgleichungen
explizite Verfahren, auf welche spéter eingegangen wird, versagen.

Steife Systeme sind durch die Existenz langsam verdnderlicher Lésungen cha-
rakterisiert, denen sich schnelle Losungskomponenten ndhern. Sie treten in vielen
Anwendungen auf, zu denen insbesondere Beispiele aus der chemischen Reak-
tionskinetik mit unterschiedlich schnell verlaufenden Teilreaktionen zéhlen.

Bis heute gibt es in der Literatur keine einheitliche Definition der Steifheit.
Einige gebriauchliche Definitionsversuche sind (Simeon [94]):

e Ein System gewohnlicher Differentialgleichungen ist steif, wenn explizite
numerische Verfahren aus Stabilitatsgriinden extrem kleine Schrittweiten
verwenden, obwohl sich die Losung kaum &ndert; implizite Verfahren dage-
gen grofie Schrittweiten einsetzen kénnen.

e Ein lineares System @ = Ax ist steif, wenn A einige Eigenwerte \; mit stark
negativem Realteil und einige mit schwach negativem Realteil besitzt, d. h.

das Verhéltnis
max | Re(,)|

J

min [Re(),)|

J

ist sehr grofl. Im nichtlinearen Fall &£ = F(z) betrachtet man die Jacobi-

matrix g—i (x).

3.2.2 Extrapolationsverfahren

Extrapolation ist ein Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung numerischer Me-
thoden zur Losung von Differentialgleichungen (Hermann [52]). In diesem Ab-
schnitt wird die Extrapolationstechnik am Beispiel der Einschrittverfahren er-
klart.
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Ein FEinschrittverfahren approximiert die Losung x(t) : I € R — R eines
Anfangswertproblems
T=F(t,x), z(ty) = xo (3.5)

durch eine Gitterfunktion vy, (t) : I;, — R™, wobei ein dquidistantes Gitter
I, = {t € [to,tmax] it = tl,l =0,1,..., N, tp =1+ lh} (36)

mit vy (t;) = v fiir t; € I, angenommen wird.

Definition 3.5 FEin Einschrittverfahren zur Bestimmung einer Gitterfunk-
tion vp(t) - Iy — R™ hat die Gestalt

Vi+1 = U + hqb(tl,vl; h), [ = 0, ,N —1 (37)

Vo = Xp.

Dabei heifit ¢ Verfahrensfunktion oder Inkrementfunktion des Einschritt-
verfahrens.

Das explizite Eulerverfahren mit

¢(tl, (UM h) = F(tl, ’Ul)

stellt das einfachste Einschrittverfahren zur Losung eines Anfangswertproblems
dar. Seine implizite Form ist gegeben durch

P(ti,vis h) = F(tip1, Vi)

Wihrend beim expliziten Eulerverfahren nur eine Auswertung der rechten Seite
F' notig ist, um einen Integrationsschritt durchzufiihren, erfordert das implizite
Eulerverfahren die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems.

Fiir die qualitative Beurteilung der Verfahren sind mehrere Begriffe eingefiihrt
worden.

Definition 3.6 Das Finschrittverfahren 3.7 heifit konsistent fiir das Anfangs-
wertproblem 3.5 falls fiir den lokalen Diskretisierungsfehler

le(tiyr) = lepyy = x(tipa) — z(t) — ho(t, vz h)
mit der exakten Lisung des Anfangswertproblems x(t) gilt:

7(h) := max M—w} fir h — 0.

te [tO ,tmax} h

Es besitzt die Konsistenzordnung p, wenn

7(h) = O(h?).
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Somit beschreibt die Konsistenzordnung die Qualitéit der numerischen Approxi-
mation in einem Schritt. Fiir die Beurteilung der Qualitdt der Approximation
nach k Schritten wird der globale Fehler eingesetzt.

Definition 3.7 FEin Einschrittverfahren 3.7 heifit konvergent fir das Anfangs-
wertproblem 3.5 wenn fir jede Gitterfolge Iy, fiir den globalen Diskretisie-

rungsfehler
e(h,t) :=x(t) —vp(t), teI, (3.8)

die Beziehung
g:=max||e(h,t)|]| =0 fir h—0
tely

gilt. Das Finschrittverfahren hat die Konvergenzordnung p, wenn gilt

2(h) = O(h).

Um die Eignung der numerischen Verfahren fiir die Losung steifer Differential-
gleichungen bewerten zu konnen, wird eine von Dahlquist [23] eingefiihrte Test-
gleichung

T = Ax(t) (3.9)

mit A € C und Re(\) < 0 eingesetzt. Eine Analyse der Diskretisierung fiir 3.9
nach 3.7 ergibt:

(i) Expliziter Euler: v;y1 = v; + hAv; = vo(1 + hA)!H!

(i) Impliziter Buler: v = v + hAvgyy = vo(1=75)" !

M von 3.9 approximiert

Damit im expliziten Fall (i) die fallende Losung x(t) = zge
wird, muss gelten

1+ h) <1 (3.10)

Erfiillt h zu einem gegebenen A Restriktion 3.10 nicht, so wéchst die Losung. Im
impliziten Fall (ii) ist wegen Re(\) < 0 die Ungleichung

1
< .
'1_hk‘ 1 (3.11)

fiir alle A > 0 erfiillt. Das implizite Verfahren ist hier also iiberlegener.

Definition 3.8 Ein numerisches Verfahren heifst A-stabil (absolut stabil),
falls seine Anwendung auf die Testgleichung 3.9 fiir jede Schrittweite h > 0 stets
eine nicht wachsende Folge von Approximationen v; erzeugt, so dass

o] < [u

fiir alle U gilt.
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Im Im

Abbildung 3.1: Links: Stabilitdtsgebiet des expliziten Eulerverfahrens; rechts: Stabi-
litdtsgebiet des impliziten Eulerverfahrens.

Die Anwendung der Einschrittverfahren auf die Testgleichung 3.9 fiithrt auf eine
Vorschrift
v = R(2)y

mit der zum Verfahren gehorigen Stabilititsfunktion R und z := hA. Beim expli-
ziten Eulerverfahren ist R(z) := 14z, beim impliziten dagegen R(z) := 1/(1—2).

Definition 3.9 Das Stabilititsgebiet eines Einschrittverfahrens 3.7 ist die Men-

" S:={ze€C:|R(2)| <1}.

Somit folgt die Agivalenz:

Satz 3.4 Fiir ein Einschrittverfahren 3.7 gilt:

A-stabil <= C~ C S.

Das Stabilitatsgebiet des expliziten Eulerverfahrens stellt eine Kreisscheibe mit
Radius 1 und Mittelpunkt -1 dar (vergleiche linke Abbildung in 3.1). Liegt z = hA
in S, so arbeitet das Verfahren stabil, ansonsten instabil. Das Stabilitdtsgebiet
des impliziten Eulerverfahrens ist rechts in Abbildung 3.1 skizziert. Die kom-
plette negative Halbebene ist in S enthalten, was auf die A-Stabilitéit des Ver-
fahrens schliessen ldasst. Demnach gibt es fiir das implizite Eulerverfahren keine
Einschréinkungen an die Gréfle der Zeitschritte h aufgrund von Stabilitét.

Eine Abschwichung der A-Stabilitét stellt die von Widlund in [115] eingefiihr-
te A(a)-Stabilitat dar.

Definition 3.10 Ein numerisches Verfahren heifst A (o )-stabil mit 0 < o <
/2, wenn gilt
Se :={2€C :larg(z) — 7| < a} CS.
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Im

Re

Abbildung 3.2: Stabilitdtsgebiet eines A(«)-stabilen numerischen Verfahrens.

Das Stabilitdtsgebiet eines A(«)-stabilen numerischen Verfahrens enthélt dem-
nach statt der kompletten negativen Halbebene nur deren Teilgebiet mit dem
Winkel a.

Im LIMEX-Integrator wird ein linear-implizites Eulerverfahren (Deuflhard
und Bornemann [28]) verwendet. Dieses Verfahren eignet sich genauso gut fiir
steife Differentialgleichungen wie das implizite Eulerverfahren, erfordert jedoch
weniger Rechenaufwand (Deuflhard und Bornemann [28]), da in jedem Integra-
tionsschritt nur ein lineares Gleichungssystem zu 16sen ist. Dazu wird die Diffe-
rentialgleichung 3.5 in die Form

T =Jx(t)+ F(t,z) — Jz(t), J= g—i(t,x)
gebracht und nur der erste lineare Summand Jz(t) implizit diskretisiert. Somit
hat ein linear-implizites Eulerverfahren folgende Gestalt

([ - hJ)(’UH_l - Ul) == hF(tl,’Ul).

Der Nachteil der Eulerverfahren liegt in der kleinen Konsistenzordnung p = 1.
Verfahren héherer Ordnungen lassen sich mit Hilfe der sogenannten Extrapolation
konstruieren. Dazu wird zu einer vorgegebenen Grundschrittweite h und einer
monoton fallenden Folge

H:{hlhlzﬁ,nZEf,ZIO,l,,k}
n;

lokaler Schrittweiten h; eine Folge von Néherungen mit Hilfe eines Grundverfah-
rens mit der Verfahrensfunktion ¢ berechnet

0

o=y
2L = gy hio(t; + dh;, 24 hi), d=0,..,n;—1
Vi1 = Zni.

F ist eine monoton steigende Folge natiirlicher Zahlen. In LIMEX wird z. B.
eine harmonische Folge F = {1,2,3,...} verwendet (Deuflhard und Bornemann
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[28]). Durch die berechneten N#herungen wird ein Interpolationspolynom gelegt.
Die Extrapolation auf die Schrittweite 0 liefert dann eine Approximation fiir die
exakte Losung an der Stelle ¢, deren Ordnung grofler als die Ordnung des
verwendeten Grundverfahrens ist. Dabei kommt die asymptotische Entwicklung
des globalen Diskretisierungsfehlers beziiglich der Schrittweite h zum Einsatz.

Satz 3.5 (Satz von Gragg) Seien F aus dem Anfangswertproblem 3.5 und die
Verfahrensfunktion ¢ des Finschrittverfahrens 3.7 der Ordnung p > 1 hinreichend
oft differenzierbar. Der lokale Diskretisierungsfehler des Einschrittverfahrens be-
sitze eine asymptotische Entwicklung der Form

le(tip1) = dpsr (tig) PP+ - 4 dpyg (i) PPTT 4 D(tygr, h)hP T

mit stetig differenzierbaren d;(t;y1). Dann besitzt auch der globale Diskretisie-
rungsfehler fir alle h € H eine asymptotische h-Entwicklung der Form

e(h, tipr) = ep(tign) W + - + ep—i—q—l(tl—I—l)hm_q_1 + Epig(tina, h>hp+q-

Dabei sind die Funktionen e; : [t;, t;1] — R" stetig differenzierbar und geniigen
den Differentialgleichungen

oF .
€ = %(t,x)ei(t) —diy1, e(t)=0, i=p,..,p+qg—1.

Desweiteren gibt es ein h > 0 und ein M < oo, so dass das Restglied mit
| Epegltisns )| < M Vhi <T

beschrinkt bleibt. Fir symmetrische Verfahren existiert eine asymptotische Ent-
wicklung in h?.

Beweis: Siehe (Stoer und Bulirsch [99]) oder (Strehmel und Weiner [101]). O

Mit T'(h]) := 2™, v € {1, 2} folgt aus der Definition des globalen Diskretisierungs-
fehlers 3.8 und aus dem Satz 3.5, dass T'(h]) eine asymptotische Entwicklung
besitzt. Wird ferner das Restglied in der Entwicklung vernachléssigt, so stellt
T'(h]) ndherungsweise ein Polynom in ] dar. Das Interpolationspolynom zu den
Stiitzstellen T'(h]) hat demgemé&$ folgende Gestalt

P(R) =z(tiy1) —eph? — -+ — 6p+khv(p+k)

mit
P(h])y=T(}), i=0,1,..., k.
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Die Extrapolation des Polynoms P(h?) auf die Schrittweite Null erfolgt schlielich
mit der Aitken-Neville-Formel (Strehmel und Weiner [101])

E,O = T(h;Y), ZZO,,]{?
Tij1+Ti—1-1
1

EJ = 7—;'7]'_1—‘— j:]_,...,k', Z:],,k’

mit dem bekannten Schema

To,0
Tio Tip
Too 1oy T

Tk,O Tka

Jedes Element 7 ; aus dem obigen Tableau ist ein Einschrittverfahren mit der
Konvergenzordnung (j + 1) beziiglich der Grundschrittweite i (Bock [13]).
Folglich ldsst sich mit Hilfe der Extrapolation die Ordnung der Einschrittver-
fahren beliebig hoch treiben. Allerdings muss dabei mit einem Verlust an Stabi-
litdt gerechnet werden. So liegt z. B. bei einer Extrapolation des linear-impliziten
Eulerverfahrens (implementiert in LIMEX) ab der dritten Spalte des Extrapola-
tionstableaus keine A-Stabilitdt mehr vor. Die resultierenden Verfahren sind in
diesem Fall A(a)-stabil mit a = 89.77° (Deuflhard und Bornemann [28]).

3.2.3 Lineare Mehrschrittverfahren

Die allgemeinen linearen Mehrschrittverfahren approximieren die Losung x(t) :
I C R — R"™ eines Anfangswertproblems der Form 3.5 durch eine Gitterfunktion
vp(t) : Iy — R™, indem sie zur Berechnung eines Ndherungswertes v, im Git-
terpunkt ¢, = t; + kh die & zuriickliegenden Naherungswerte viyr—j,7 =1,...,k
und die zugehorigen Funktionswerte verwenden. Dabei wird ebenfalls ein dqui-
distantes Gitter 3.6 betrachtet.

Definition 3.11 FEin lineares Mehrschrittverfahren mit k Schritten fir die
Bestimmunyg einer Gitterfunktion vy, (t) zur Losung des Anfangswertproblems 3.5
auf dem Gitter 3.6 ist durch die Vorgabe der k Startwerte

Uh(tl) = vy, lZO,l,...,k‘—l

und einer Differenzengleichung
k k
> o =hY BiF(tygvgy), 1=01,.,N—k (3.12)
j=0 j=0

mit a;,B; € R* und ay # 0, |ag| + |Bo] # O festgelegt. Das Verfahren heifst
explizit, wenn O, = 0, sonst implizit.
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Das Mehrschrittverfahren 3.12 wird als linear bezeichnet, weil die Verfahrens-

funktion .

St 00, o vk ) = D BiF (b, vi)
j=0
linear von den Funktionswerten F'(¢,4;,v;4;) abhéngt. Die Bedingung aj # 0
stellt sicher, dass die implizite Gleichung 3.12 zumindest fiir hinreichend kleine
Schrittweiten h eine eindeutige Losung v,y besitzt. Durch die Forderung |ag| +
|Bo] # 0 wird die Schrittweite k eindeutig festgelegt.

Bei der qualitativen Beurteilung eines linearen Mehrschrittverfahrens spielt
der lokale Diskretisierungsfehler eine wichtige Rolle. Die Qualitét der numeri-
schen Approximation der gesuchten Losung in einem Schritt wird durch die Kon-
sistenzordnung eines numerischen Verfahrens beschrieben.

Definition 3.12 Fin lineares Mehrschrittverfahren hat Konsistenzordnung
p, wenn fir den lokalen Diskretisierungsfehler Lix(t), h] und fir jede Funk-
tion z(t) € CP™ Lo, tmax) gilt

Lix(t), h] := > [aya(t + jh) — hfi(t + jh)] = O(W*')  fir h— 0.

J=0

Der lokale Diskretisierungsfehler kann sich ebenso in den weiteren Schritten eines
numerischen Verfahrens fortpflanzen, so dass die Losung (auch fiir hinreichend
kleine Schrittweiten h) nicht brauchbar ist. Zur Charakterisierung dieses Einflus-
ses dient der Begriff der Stabilitdt. Die Stabilitat linearer Mehrschrittverfahren
kann mit Hilfe der erzeugenden Polynome

k
P = Z Oézfia 0 = Z@fi
i=0 ;

beschrieben werden.

Definition 3.13 FEin lineares Mehrschrittverfahren 3.12 heifit nullstabil, wenn
das erzeugende Polynom p(§) folgende Bedingungen erfiillt:

1. Die Nullstellen von p(&) liegen innerhalb oder auf dem Rand des Einheits-
kreises |€] < 1.

2. Die Nullstellen auf dem Rand des Einheitskreises sind einfach.

Die Nullstabilitit eines linearen Mehrschrittverfahrens stellt sicher, dass klei-
ne Storungen der Anfangswerte nicht stark fortgepflanzt werden und somit die
Losung des Diskretisierungsverfahrens nicht beeinflussen.
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Definition 3.14 FEin lineares Mehrschrittverfahren 3.12 heifit konvergent, wenn
fir alle Anfangswertprobleme 3.5 mit einer auf dem Streifen {(t,z) : to < t <
tmax, T € R"} Lipschitz-stetigen Funktion F und fir alle Startwerte vy, (to + jh),
§=0,1,....k—1 mit

\|z(to + jh) — va(to + jh)|| — 0 fir h—0

qgilt
|l2(t) = vn(®)]| = 0, h — 0, € [to, tmax]-

Definition 3.15 Fin lineares Mehrschrittverfahren 3.12 heifit konvergent von
der Ordnung p, wenn fir alle Anfangswertprobleme 3.5 mit gentigend oft stetig
differenzierbarer Funktion F' ein hqy existiert, so dass fir alle Startwerte mait

HLL’(T,Q +jh) - ’Uh(to —|—jh)|| S Clhp fﬂ’l" 0<h S ho

gilt
|lx(t) — v (V)| < Ch?  fiir 0<h < hy.

Insbesondere zeigte Dahlquist im Jahre 1956, dass Konsistenz und Nullstabilitét
notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz eines linearen Mehrschrittverfah-
rens sind. Diese Aussage ist im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 3.6 Das lineare Verfahren 3.12 ist konvergent von der Ordnung p genau
dann, wenn es konsistent von der Ordnung p und nullstabil ist.

Beweis: Siehe (Strehmel und Weiner [101]). O

Zur Losung steifer Systeme sind gute Stabilitdtseigenschaften numerischer Ver-
fahren erforderlich. Eine Anwendung des linearen Mehrschrittverfahrens 3.12 auf
die steife Testgleichung 3.9 liefert

k k
Yo =2 Biviy, (3.13)
=0 =0

wobei z := hA. Damit Gleichung 3.13 stabile Losungen besitzt, miissen alle Null-
stellen der charakteristischen Polynome innerhalb oder auf dem Rand des Ein-
heitskreises liegen. Insbesondere diirfen mehrfache Nullstellen nicht auf dem Rand
liegen.
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Definition 3.16 FEin lineares Mehrschrittverfahren 3.12 heifst absolut stabil
(A-stabil), wenn fir alle Nullstellen & der charakteristischen Gleichung

p(§) — zo(&) =0 gilt
&1 <1 und |&§| =1, falls & einfach.
Das Gebiet

k
S:={zeC: Z(ozj — 20j)uj; =0 stabil}
5=0
heifit Stabilitdtsgebiet des linearen Mehrschrittverfahrens 3.12.

Allerdings besitzt ein A-stabiles lineares Mehrschrittverfahren héchstens die Kon-
sistenzordnung 2 (2. Dahlquist-Schranke, [23]). Unter Abschwichung der Stabi-
litdtsforderungen (A(«)- statt A-Stabilitét) (vergleiche Definition 3.10) konnen
jedoch geeignete Verfahren zur Losung steifer Systeme mit einer hoheren Konsis-
tenzordnung gefunden werden. Dazu zéhlen z. B. die sogenannten BDF-Verfahren
(engl.: backward-differentiation formulas).

3.2.3.1 BDF-Verfahren

Fiir die Behandlung steifer Probleme sind Mehrschrittverfahren mit geeigneten
Stabilitéitsgebieten erwiinscht. Deshalb wird zusétzlich zur A(«)-Stabilitiat ver-
langt, dass S unbeschrinkt und somit die Bedingung

—o0 € int(S) (3.14)

erfillt ist. Dies ist nur bei impliziten Mehrschrittverfahren der Fall, die eine
zusétzliche Eigenschaft gem#fl dem folgenden Satz aus (Deuflhard und Borne-
mann [28]) besitzen.

Satz 3.7 Das Stabilititsgebiet S eines expliziten linearen Mehrschrittverfahrens
ist beschrdankt. Fir ein implizites lineares Mehrschrittverfahren mit teilerfremden
charakteristischen Polynomen p und o gilt 3.14 genau dann, wenn jede Nullstelle
& des charakteristischen Polynoms o im Inneren des Finheitskreises liegt.

Die Bedingung aus dem Satz 3.7 kann durch die Wahl von

mit einer k-fachen Nullstelle erzwungen werden. Wird zusétzlich £, = 1 gewéhlt,
so ergibt sich das sogenannte BDF-Verfahren.
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Definition 3.17 Ein BDF-Verfahren der Ordnung k fir die gewohnliche Dif-
ferentialgleichung 3.5 auf einem dquidistanten Gitter 3.6 ist durch die Vorgabe

der k Startwerte vy, ..., vjpg und der Differenzengleichung
k
> oy = hF(tk o), 1=0,1,.. N —k (3.15)
5=0

mit a; €R, 7 =0,...,k, ap # 0, ay # 0 bestimmt.

Die Stabilitat des k-Schritt BDF-Verfahrens kann nur fiir £ < 6 bewiesen werden
(Deuflhard und Bornemann [28]). Fiir & = 1,2 ist das Verfahren A-stabil. Fiir

k] 1 2 3 4 5 6
a|90° 90° 86.03° 73.35° 51.84° 17.84°

Tabelle 3.1: A(«a)-Stabilitdt der BDF-Verfahren

hohere Ordnungen ist nur die A(a)-Stabilitét mit kleiner werdendem Winkel «
gegeben (vergleiche Tabelle 3.1).

3.2.3.2 Numerische Realisierung von BDF-Verfahren

Fiir die Bestimmung der Koeffizienten des BDF-Verfahrens 3.15 wird ein Inter-
polationspolynom durch die bekannten N&herungswerte vy, ..., v;4,—1 und einen
noch unbekannten Naherungswert v, an der Stelle ¢, gelegt. In der Lagrange-
Darstellung ist das Polynom gegeben durch

P(tivr, ovr) = 3 Li(t)vigy

mit den Lagrangeschen Basispolynomen

b — 14
Lt)y=| ———.
() 11 bivj — tis
i
Zusétzlich wird verlangt, dass das Interpolationspolynom bei t;,; die Differen-
tialgleichung erfiillt

k k
1
F(tiok, vier) = P(tisg) = ZLJ bk ) Uiy = 7 Z U4
3=0 J=0
mit q
=h —L;(t)
a
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Daraus ergibt sich folgendes in 7, nichtlineares Gleichungssystem

k=1
Z iy +ouek — hF (tg, miyr) = 0.

=0
N——
=k

Zur Losung dieses nichtlinearen Gleichungssystems kann eine Newton-Iteration

OF !
Amd+k = - (akl - h’_(tl-i-ku 7Izd+k)) (Oéknld% - h’F(tH—k? 7hd+k) + %)

on
mit
nld:kl = N+ Ay
verwendet werden. Der Startwert fiir das Newton-Verfahren ergibt sich durch die
Extrapolation der zuriickliegenden k + 1 Werte durch ein Pradiktorpolynom an
der Stelle t;,;. Fiir die Bestimmung des Startwertes werden demnach nur die
zuriickliegenden Funktionsauswertungen eingesetzt.

Die Berechnung der Ableitungen ist oft sehr teuer und aufwendig. Daher wird
héufig ein ndherungsweises Newton-Verfahren verwendet, bei dem die Iterations-
matrix g—g(th M+x) Uber mehrere Schritte des BDF-Verfahrens verwendet wird.
Im Integrator DAESOL wird mittels der sogenannten Monitor-Strategie (Bau-
er [6]) kontrolliert, wie lange die Jacobimatrix eingefroren werden darf. Dabei
wird auf die schnelle Konvergenzrate des vereinfachten Newton-Verfahrens geach-
tet, die mit dem lokalen Kontraktionssatz (Bock [12]) néherungsweise bestimmt
werden kann.

3.3 Berechnung der Sensitivititen

Viele Anwendungen interessieren sich fiir die Stérungen einer eindeutigen Losung
des Anfangswertproblems in Abhéngigkeit von den Stérungen der Eingabedaten.
Die Differentialgleichungsmodelle enthalten meist viele Parameter, die problem-
spezifisch gewihlt werden. Eine kleine Anderung dieser Parameter kann sich
drastisch auf die Losung des Systems auswirken. Fiir die Analyse dieser Abhéngig-
keiten werden die sogenannten Sensitivitdtsmatrizen herangezogen.

Gegeben sei das Anfangswertproblem der Form

T =F(t,x,p), z(ty) = xo (3.16)

mit x € R" und den Parametern p;, 7 = 1,...,n,, die in einem Parametervektor
p € R™ zusammengefasst sind. Die Losung des Anfangswertproblems 3.16 sei
gegeben durch z(t; zo, p). Die Matrizen

ox ox

a—%(t;xo,p), a—p(t;xo,p) (3.17)
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heilen Sensitivititsmatrizen beziglich der Anfangswerte bzw. Parameter. Im Fol-
genden werden die Methoden zur numerischen Generierung der Sensitivitéts-

matrizen 3.17 diskutiert. Dazu zéhlen die externe numerische Differentiation
(END) und die interne numerische Differentiation (IND).

3.3.1 Externe numerische Differentiation

Bei der externen numerischen Differentiation wird die Ableitung der Losung
x(t; ¢) € R™ des Anfangswertproblems 3.16 mit ( = (zg, p) in Richtung A{ € R"¢,
ne = n + n, mit Hilfe des Differentenquotienten approximiert
. AC) — .

Dabei wird zunéchst die Berechnung der Nominaltrajektorie als Losung des An-
fangswertproblems 3.16 und anschlieflend der variierten Trajektorien mit gestor-
ten Anfangswerten und Parametern durchgefiihrt. Allerdings verursachen in ei-
nem adaptiv gesteuerten Integrator schon kleine Storungen der Eingabegrofien
ein von der Nominallésung abweichendes Diskretisierungs- und Ordnungsschema.
Dies kann zu numerischen Problemen und geringer Genauigkeit der Sensitivitéiten
fithren, da die Ausgabe des Verfahrens im Allgemeinen nicht mehr differenzierbar
in den abzuleitenden Variablen ist (Gear [42]). Um hohere Genauigkeiten fiir Sen-
sitivitdten bei diesem Ansatz zu erzielen, miissen sowohl die Nominaltrajektorie
als auch die variierten Trajektorien mit einer sehr hohen Genauigkeit berechnet
werden. Dies erhoht den Rechenzeitaufwand.

3.3.2 Interne numerische Differentiation

Die interne numerische Differentiation, wie sie im Integrator DAESOL implemen-
tiert ist, wurde von Bock in [11] vorgeschlagen. Bei diesem Ansatz werden nach
der Berechnung der Nominaltrajektorie alle adaptiven Groflen wie Schrittweiten-
und Ordnungssteuerung, Fehlerschiatzung und Iterationsmatrizen fiir das Newton-
Verfahren eingefroren. Danach kénnen zwei unterschiedliche Methoden zur Be-
rechnung der Sensitivitdtsmatrizen eingesetzt werden.

Zum einen konnen sie mit Hilfe der finiten Differenzen wie bei der END ap-
proximiert werden. Dabei werden die eingefrorenen adaptiven Groflen fiir die
Berechnung der variierten Trajektorien verwendet. Bei diesem Ansatz muss ein
bestimmtes h gew#hlt werden. Als Faustregel wird dabei die Wurzel aus der Ma-
schinengenauigkeit enaan angegeben, falls ||C|| =~ ||AC|| ~ 1 gilt (Bauer [6]). Im
Gegensatz zu END, bei der mit einer Integrationsgenauigkeit von O(€yacn) nur
eine Genauigkeit der Ableitungen von O(y/€macn) €rreichen ldsst, geniigt bei der
IND O(y/€macn), um das gleiche Ergebnis zu erzielen.

Der zweite Ansatz zur Berechnung der Sensitivitdten besteht in der Losung
der sogenannten Variationsdifferentialgleichungen, welche durch Differentiation
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der Sensitivitdtsmatrizen 3.17 nach der Zeit t zustande kommen. Nach dem Ver-
tauschen der auftretenden Differentiale fiir die Sensitivitdtsmatrix beziiglich der
Anfangswerte entsteht folgendes Resultat:

d oz 9 d oF
<_x(t;xo,P)) B a—(t’x(t;xo’p)’p)'
Lo

— 27 (+ —
dt 81’0 ( o p) 81’0 dt

Die Kettenregel fiir die Differentiation liefert schliefllich

oF or ox

a—%(l’(t;to,xo)) = %(x(t;t07x0>>8—%(t;t07x0>’

Die Variationsdifferentialgleichung fiir die Ableitungen nach z, lautet somit wie
folgt

d Oz oF , | Oz
— = = (2)=—(t; . 1
dtaflf(]( 7x07p) ax (x)aflf(]( 7x07p> (3 8)
Der Anfangswert fiir das Differentialgleichungssystem 3.18 ergibt sich aus
Ox
— (to; = Lxn. 1
8x0( 0; 0, D) X (3.19)

Analog gilt fiir die Variationsdifferentialgleichung beziiglich der Ableitungen
nach p

C 9 r0.) = O (@) (1 20,1) + O (2)
dt@p y Lo, P) = or ap y Lo, P ap x
mit 9

e

a—p(to;l’o,p) =0€ Rnpxnp'

Die numerische Losung der Variationsgleichungen mit den eingefrorenen adap-
tiven Komponenten liefert schliellich die Ableitungen der Nominaltrajektorie
(Bauer [6]).

3.4 Singulire Stérungsprobleme

Eine wichtige Klasse von Problemen bilden singuldre Storungsprobleme der Form

ez = g(y,=2), (3.20)

mit einer sehr kleinen Zahl ¢ > 0, y(t) € R", 2(t) € R*", den vektorwerti-
gen Funktionen f : R” — R" und g : R® — R"™" sowie den Anfangswerten
Y (to) und z.(to). Dieses System beschreibt eine gekoppelte Dynamik von langsa-
men Prozessen y mit der Zeitskala ¢ und schnellen Prozessen z mit der Zeitskala
t/e, wobei hier angenommen wird, dass die Realteile der Eigenwerte der Jacobi-
matrix g, kleiner Null sind. Im Grenzfall ¢ — 0 verschwinden alle Ableitungen
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der schnellen Prozesse. Dabei entsteht ein gemischtes System aus differentiellen
und algebraischen Gleichungen, ein sogenanntes differentiell-algebraisches System
(engl.: differential algebraic equations, DAES)

gy = fly,2) (3.21)
0 = g(y,2). (3.22)

Das System 3.21-3.22 wird auch als reduziertes System bezeichnet (Hairer und
Wanner [46]), dessen Anfangswerte konsistent sind, wenn gilt

0 = 9(vo, 20)

oder
(Yo, 20) € M :={(y,2) € D : g(y,z) =0}.

Die Menge M ist eine Mannigfaltigkeit. Geometrisch gesehen spielt sich die Dyna-
mik des reduzierten Systems 3.21-3.22 auf der r-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M ab, die durch (n — r) Gleichungen 3.22 festgelegt ist. Unter der Annahme,
dass die Jacobimatrix

% (y,z) invertierbar (3.23)

in einer offenen Umgebung der Anfangswerte (yo, zo) ist (dies folgt z. B. aus der
Annahme, dass die Matrix g, Eigenwerte mit Realteil kleiner Null hat und somit
nicht singulér ist), besitzt die algebraische Gleichung 3.22 eine lokal eindeutige
Losung z = h(y) (Satz iiber implizite Funktionen (Rudin [85])). Das Einsetzen
der parametrisierten Mannigfaltigkeit M in den rein differentiellen Anteil 3.21
liefert schlieBlich die sogenannte reduzierte gewohnliche Differentialgleichung

v = f(y, h(y)).

Auf die Losung des DAE-Systems iiber eine Differentiation der algebraischen
Gleichungen nach ¢ wird im néchsten Abschnitt dieses Kapitels detailliert einge-
gangen.

Frithere Untersuchungen zur asymptotischen Entwicklung von Loésungen sin-
guldrer Storungsprobleme gehen vor allem auf die Arbeiten von Vasil’eva [111]
aus dem Jahre 1963 zuriick. Die Resultate dieser Studien lassen sich in einem
Satz zusammenfassen, der im Folgenden nach einigen Voriiberlegungen formu-
liert wird.

Gesucht ist eine asymptotische Entwicklung der Losung fiir das oben definierte
singuldr gestorte Problem 3.20 der Form

y-(t) = Y(t,e)+en(r,e)
z.(t) = Z(t,e)+((T,¢). (3.24)



3.4. SINGULARE STORUNGSPROBLEME 35

Dabei beschreibt 7 die gestreckte Zeit 7 = t/e. Alle Terme Y, Z,n und ¢ aus der
gesuchten asymptotischen Losung besitzen eine asymptotische Potenzreihenent-
wicklung fiir e — 0:

Y(te) = Zyj(t)é‘j, Z(t,a):sz(t)aj (3.25)

n(r,e) = anmgj, g(T,g):Zgj(T)aﬂ‘, (3.26)

wobei alle Terme in den Entwicklungen 3.26 fiir einen gegen Unendlich strebenden
7 gegen Null laufen. Das Ziel besteht darin, die einzelnen Terme der asymptoti-
schen Potenzreihen 3.25-3.26 zu bestimmen.

Bei t > 0 konvergiert die asymptotische Losung 3.24 mit ¢ — 0 gegen die
sogenannte duflere Losung (engl.: outer solution) (Y, Z), d.h. (Y (t,¢e), Z(t,¢))
muss formell das singulér gestorte System erfiillen. Das Einsetzen der asymptoti-
schen Potenzreihen 3.25 in 3.20 und das Ordnen nach e-Potenzen liefern folgende
Systeme:

e : o = f(yo,20)

0 = g(yo, Z(]) (327)
el = fy(Yo,20)y1 + f2(yo, 20)21

20 = 9y(Yo, 20)y1 + 9:(Yo, 20)21 (3.28)
51} . ?Ju = fy(yOaZO)yV_l'fz(yOazO)zu +Q0V(y07207"-ayl/>zu)

231/—1 = gy(y07 ZO>yu + gz(y07 ZO>ZV + %(yo, 205 -+ Yoy Zu)- (329>

Offensichtlich stellt (yq, z9) eine Losung des reduzierten Systems 3.21-3.22 dar.
Um die sogenannten Grenzschichtkorrekturen (g7, () aus 3.24 zu ermitteln, wird
die gesuchte asymptotische Losung 3.24 nach der Zeit differenziert

dy. dY dpdr dY dng

& @ Cwaa Tar

Daraus folgt

j—Z = (Zy; - % = [ye(t), z(t)) = f(Y(t,€), Z(t,€)). (3.30)
Analog gilt
% = 6(%;: - %) = g(y-(t), z:(t)) — g(Y(t,e), Z(t,€)). (3.31)

Nach dem Einsetzen der asymptotischen Potenzreihen 3.25, 3.26 in 3.30 und 3.31
und dem Ordnen nach e-Potenzen ergibt sich fir ¢ = 0 (fir ¢ — 0 werden die



36 KAPITEL 3. THEORIE UND NUMERIK VON ODES UND DAES

Grenzschichtkorrekturen auf ¢t &~ 0 beschrankt, da sie nur in der Nahe von ¢t = 0
Signifikanz zeigen) und &°

0 Fyu(0),20(0) + Go(r)) — F(0), 20(0)) (3.32)
S0 — g(30(0), (0) + Go(r)) ~ 9(00(0), 20(0)). (3.33)

Ein Vergleich der e!-Potenzen ergibt

dm
dr

%(0)) (3.34)

(7)) (w1(0) + no(7) + 750(0))
Co(7))(21(0) + Gi(7) + 720(0))
= 9y(40(0), 20(0))(y1(0) + 790(0))
= 9:(10(0), 20(0)) (21(0) + 720(0)). (3.35)

Aus der asymptotischen Entwicklung der Losung an der Stelle t = 0 bis zu einer
positiven Zahl N

aG
dr

(00 = wo(0) + > _(5;(0) + 1j—1(0))e’ + O(NH)

%(0) = Z(Zj(o) +¢(0)e” + O™

J

lésst sich erkennen, dass y;(0) fiir j > 0 durch den Term n;_;(0) und z;(0) fiir
J > 0 durch ¢;(0) bestimmt werden. Zusammenfassend gilt:

Yo(0) = w(0), y;(0) = —n;—1(0), j >0
2(0) = 2:(0) = ¢o(0), 2(0) =—¢;(0), j > 0. (3.36)

Der Anfangswert yo(0) und die algebraische Gleichung aus 3.27 liefern zy(0). (y(0)
wird eindeutig durch 3.36 festgelegt. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir 3.33

d
0 — g2 0(0). 20(0)) ol
Entsprechend der Annahme, dass alle Realteile der Eigenwerte der Matrix

9-(10(0), 20(0)) negativ sind, wird ||(o(7)|| bei einem gegen Unendlich streben-
den 7 monoton gegen 0 fallen, so dass

16(PI] < 11¢o(0)][e™*
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mit einem k& > 0 gilt. Da f lokal Lipschitz-stetig mit || f(y, z+h)—f(y, 2)|| < L||h||
ist, ist die rechte Seite von 3.32 definiert als v(7) durch

V(D] = [1£ (50(0), 20(0) + Co(7)) = f(w0(0), 20(0))[| < LI Go(T)]| < LI[Co(0)[]e™"

beschrénkt. Folglich existiert eine eindeutige Losung von 3.32, ndmlich

no(1) = — /OO %(s)ds

wegen 1o(00) = 0. Ferner spezifiziert 3.37 mit Hilfe von 3.36 y;(0) und durch die
Losung der letzten Gleichnung von 3.28 z;(0). Die Anfangswerte weiterer Terme
fiir die asymptotische Entwicklung der Losung 3.24 lassen sich auf die gleiche
Art und Weise herleiten. Folgender Satz fasst die vorangehenden Uberlegungen
zusamimen.

Satz 3.8 Sei (y.(t),2:(t)) eine eindeutige Lisung des Differentialgleichungssys-
tems 3.20 und (yo(t), 20(t)) eine eindeutige Losung des differentiell-algebraischen
Systems 3.21-3.22. Seien die Anfangswerte (yo(0), 20(0)) konsistent, die rechten
Seiten f und g hinreichend oft differenzierbar. Die Realteile Re(\;) der lokalen
FEigenwerte der Blockmatriz g, seien kleiner als Null beziiglich aller Argumente.
Dann existiert die Entwicklung

ye(t) = t) +nj-1(t/e)e! + O™

Mz

]:
N
() = D () +G(t/e)ed + OEN ).
7=0
Die Koeffizienten y;(t), z;(t), n;(t/e) und (;(t/e) sind wie oben definiert.
Beweis: Siehe (O’Malley [76]) oder (Hairer und Wanner [46]). O

3.5 Grundlagen fiir Behandlung von DAEs

In dieser Arbeit werden neben den Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen
auch Systeme differentiell-algebraischer Gleichungen gelost. Ziel dieses Abschnit-
tes ist es, die wichtigsten Begriffe im Hinblick auf das Losen der DAE-Systeme
zusammenzufassen.

3.5.1 Unterschiedliche Formen differentiell-algebraischer
Gleichungen

Zu der allgemeinen Darstellung einer DAE zahlt die sogenannte nichtlineare im-
plizite Form. Eine nichtlineare implizite DAE ist ein System von n Gleichungen

G(t,z,z) =0
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mit G: R xXxR" xR" - R" und z : R — R".
Eine semi-explizite DAE ist gegeben durch
y = [ty 2) (3.37)
0 = gty 2) (3.38)
mit f: I xR" - R", g: I xR" — R"" sowie zwei Abbildungen y : R — R”"

und z : R — R"". Dabei wird y(t) € R" als differentielle und z(t) € R"" als
algebraische Variable bezeichnet.

3.5.2 Differentieller Index einer DAE

Der differentielle Index einer DAE (kurz: Index) gibt die Anzahl der Differentia-
tionen nach der Variable ¢ an, die notwendig sind, um die DAE in eine explizite
gewoOhnliche Differentialgleichung zu {iberfithren. Der Index wurde erstmals von
Gear [41] eingefithrt und zahlt zum wesentlichen Merkmal einer DAE, das Aus-
sagen iiber die Struktur der DAE macht.

Definition 3.18 Die nichtlineare implizite DAE
G(t,z,2) =0

hat den (differentiellen) Index k, wenn k die kleinste Anzahl von Differentia-
tionen ist, so dass @ durch folgende k + 1 Gleichungen eindeutig bestimmt ist

G(t,z,z) = 0
%G(t, x, ) = 0
dk _

@G(t, x, ) = 0.

So hat z. B. die semi-explizite DAFE 3.37-3.38 den Index 1. Die Differentiation des
algebraischen Teils nach ¢ ergibt

0=al(ty,2)+gy(ty,2)y+9:(t,y, 2)%.

Mit der Annahme, dass die Matrix ¢, regulér ist, lasst sich die obere Gleichung
nach Z auflosen:

= g.(t,y,2) (gt y, 2) + 9,(t, y, 2)7).

Diese stellt zusammen mit dem differentiellen Teil 3.37 ein System gewchnlicher
Differentialgleichungen dar. Somit wird durch einmaliges Differentieren nach der
Zeit t aus dem DAE-System ein ODE-System erzeugt. Ist g, singulér, so lassen
sich bestimmte algebraische Variablen aus 3.38 eliminieren, so dass nach einer
endlichen Anzahl von Differentiationen ein ODE-System resultiert (Hairer und
Wanner [46]).
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3.5.3 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Die vorliegende Arbeit befasst sich ausschliellich mit autonomen Anfangswert-
problemen fiir semi-explizite DAE-Systeme vom Index 1

o= [fly,2)
0 = g(y,z), y(to):y0> Z(to):ZQ.

Die Moglichkeit der Uberfiihrung solcher Systeme in ein ODE-System erlaubt
die Anwendung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindelof 3.2
fiir Anfangswertprobleme mit gewohnlichen Differentialgleichungen. Diese An-
wendung liefert den folgenden Satz (Strehmel und Weiner [101})):

Satz 3.9 Besitzt g, in der Umgebung der exakten Losung der semi-expliziten
DAFE 3.37-3.38 eine beschrdankte Inverse, dann hat die DAFE bei konsistenten An-
fangswerten (yo, z0) € I eine eindeutig bestimmte Liosung (y(t), z(t)).

Im Rahmen dieser Arbeit wird hdufig nach einer numerischen Lésung der DAE-
Systeme gesucht. Diese wird mit Hilfe eines im Integrator DAESOL implemen-
tierten BDF-Verfahrens mit adaptiver Schrittweiten- und Ordnungssteuerung be-
rechnet. Das extrapolierte linear-implizite Eulerverfahren (vergleiche Abschnitt
3.2), das im Integrator LIMEX implementiert ist, ist gleichermaflen fiir die Losung
der Algebro-Differentialgleichungen geeignet.

3.5.4 Konsistente Anfagswerte

Konsistente Anfangswerte (y(to), 2(t0))* = (yo, 20) " sind fiir die Losung der DAE-
Systeme von grofler Bedeutung. Um sie zu bestimmen, muss die algebraische Glei-
chung 3.38 geltst werden. Dies kann z. B. mit einem Newton-Verfahren erfolgen.
Allerdings kann der Startwert fiir die Newton-Iteration bei stark nichtlinearen
Gleichungen zu weit von der tatsdchlichen Losung liegen, so dass die Konvergenz
des Verfahrens nicht mehr gesichert ist.

Im Integrator DAESOL ist zusétzlich zum lokalen Newton-Verfahren ein glo-
bales Homotopie-Verfahren zur konsistenten Initialisierung der DAE-Systeme
implementiert (Bauer [6]). Der Homotopieweg kann dabei eine vorgegebene Ho-
motopie oder ein vom Benutzer definierter Weg sein. Fiir weitere Details sei auf
die Dissertationsarbeit von Bauer [6] verwiesen.

Die relaxierte Formulierung algebraischer Gleichungen geméfl Bock et al. [14]
bietet eine andere Moglichkeit die Inkonsistenz der Anfangswerte zu umgehen.
Dazu wird eine relaxierte Variante des Anfangswertproblems betrachtet

y = flty,2)
0 = g(t,y,2) —0(t)g(to, vo, 20),  y(to) = yo, 2(to) = to.
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Die monoton fallende Funktion ¥ : R — R ist stetig und hinreichend oft differen-
zierbar. Die zusétzliche Bedingung 9(ty) = 1 sichert die konsistenten Anfangs-
werte zu Beginn der Integration fiir jede Wahl von (yo, 29)*. Eine mégliche Wahl

fiir ¥(t) wire z. B.:
I(t) = e 00 9> 0.



Kapitel 4

Lokale Analyse der
Spezieskopplungen

In biochemischen Systemen finden viele Prozesse statt, die auf unterschiedlichen
Zeitskalen ablaufen. So z. B. benétigen Prozesse auf der Genebene Stunden, die
zelluldre Signalverarbeitung lauft dagegen innerhalb von Sekunden bzw. Bruchtei-
len von Sekunden ab (Voet et al. [112]). Diese breite Palette an unterschiedlichen
Zeitskalen fiihrt zu steifen Differentialgleichungen (vergleiche Kapitel 3.2.1), die
allein schon durch die Vielzahl von Reaktionen, nur sehr schwer zu analysieren
sind. Dabei stellt sich jedoch die Frage nach den Kopplungen der beteiligten
Spezies an die jeweiligen Zeitskalen. Welche Prozesse koppeln zusammen und
welche laufen auf komplett unterschiedlichen Zeitskalen ab? Die Antwort auf die-
se Fragen ist insbesondere bei biochemischen Systemen aufgrund der Tatsache,
dass schnelle Dynamiken nicht unbedingt direkt mit Zustandsvariablen assoziiert
werden konnen, nicht sofort ersichtlich. Im Gegenteil agieren viele Spezies bio-
chemischer Netzwerke in mehreren Reaktionen, die unterschiedlich schnell sein
konnen.

Eine Moglichkeit, die Kopplungsstruktur der Zustandsvariablen zu analysie-
ren, wird in (Heinrich und Schuster [51]) beschrieben, die sogenannte modale
Analyse, die auf der Linearisierung des zu analysierenden Differentialgleichungs-
systems und auf der anschlieenden Transformation der Zustandsvariablen ba-
siert. Das transformierte System erhélt eine entkoppelte Struktur und erméglicht
somit eine Zuordnung der Moden (transformierte Zustandsvariablen) zu den
Zeitskalen. Eine analytische Betrachtung der Moden ermdoglicht anschlieBend Aus-
sagen iiber die Zusammenhénge zwischen den Zeitskalen und den Zustandsva-
riablen. Allerdings beschrankt sich diese Methode auf die Linearisierung des
Systems in der Nahe des Steady-State, d.h. das dynamische Verhalten des Sys-
tems wird nicht beriicksichtigt.

Ziel dieses Kapitels is es, die Analyse der Kopplungsstruktur der Zustandsva-
riablen dynamisch zu gestalten, so dass Aussagen iiber die Zeitskalenkopplungen
auch wihrend der Ubergangsphasen moglich sind. Dazu eignet sich vor allem
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der Ansatz der Zeitskalenseparation, bei dem nach einer Aufteilung der Prozes-
se beziiglich ihrer Zeitskalen die schnellen Prozesse als relaxiert angenommen
werden. Dieser Ansatz wird unter anderem in vielen numerischen Methoden zur
Dimensionsreduktion eingesetzt, die in erster Linie darauf ausgerichtet sind, ein
einfacheres reduziertes System zu finden, das die Dynamik des vollen Systems
zumindest approximativ beschreibt.

4.1 Methoden zur Dimensionsreduktion

Im Folgenden sei ein kurzer Uberblick iiber die Methoden zur Dimensionsreduk-
tion gegeben, die zwar unterschiedliche Ansétze haben, alle aber auf der Annah-
me basieren, dass schnelle Prozesse existieren, die von der langsamen Dynamik
entkoppelt werden kénnen. Eine Zusammenfassung aller anderen Methoden, die
nicht auf der Zeitskalenseparation beruhen, finden sich in (Okino und Mavrovou-
niotis [74]) und (Tomlin et al. [104]).

Quasi-Steady-State Niherung

Quasi-Steady-State Ndherung (engl.: quasi-steady-state approximation, QSSA)
(Bodenstein und Lutkemeyer [15]) gehort zu den ersten Methoden, die unter-
schiedliche Zeitskalen fiir die Dimensionsreduktion ausnutzen. Mit der Annahme,
dass Anderungen der Spezieskonzentrationen, die auf den schnellen Zeitskalen
stattfinden, relaxiert sind, wird das Differentialgleichungssystem

T = F(x)
in ein differentiell-algebraisches System

T, = Fix), i=1,..,r
0 = Fix), i=r+1,...,n

iiberfithrt. Allerdings erwies sich die Identifizierung schneller Spezies in der Pra-
xis als sehr schwierig, da ihre Zugehorigkeit zu den Zeitskalen nicht sofort auf
den ersten Blick ersichtlich ist. Zwei mogliche Methoden zur Identifizierung der
QSSA-Spezies wurden von Lam und Goussis [63] und von Turdnyi et al. [107]
entwickelt. Letztere basiert auf der Berechnung des Fehlers, der durch die Quasi-
Steady-State Naherung entsteht.

CSP-Methode

Die von Lam und Goussis in [62] und [64] entwickelte CSP-Methode (engl.: com-
putational singular perturbation) partitioniert das System so, dass an einem be-
stimmten Zeitpunkt nur wenige dynamische Moden als aktiv bezeichnet werden.
Aktive Moden sind langsame Moden, die entscheidend fiir die “dominierende”



4.1. METHODEN ZUR DIMENSIONSREDUKTION 43

Dynamik des ganzen Systems sind. Zu den restlichen Moden zéhlen schnelle und
ganz langsame Moden, die nur einen sehr kleinen vernachléssigbaren Einfluss

auf die Dynamik der aktiven Moden haben. Die CSP-Methode iiberfiihrt das
Differentialgleichungssystem

i = F(z) = Nu(z) = Z n,v;(x)

(N ist die stochiometrische Matrix, R ist die Anzahl der Elementarreaktionen,
vj(x) ist die Reaktionsgeschwindigkeit der j-ten Elementarreaktion) in die fol-

gende Form
T = Z CLidi,
i=1

wobei
a; = Z ckAf
k=1
und
R
di = blf = Z(bﬂlj)@j.
j=1

Nach der Wahl der neuen Basisvektoren A¥, werden alle Moden d; entsprechend
ihren Zeitskalen aufsteigend geordnet. An einem bestimmten Zeitpunkt ist nur
Mode j aktiv, welche die Dynamik des gesamten Systems an dem jeweiligen
Zeitpunkt beschreibt, so dass

T = ajdj

gilt. Die ganz langsamen Moden mit ¢ > 7 und die schnellen Moden mit i < j
beeinflussen die Dynamik des Systems nicht. Insbesondere lassen sich die Kon-
zentrationen der Spezies, die nicht in den aktiven Moden beriicksichtigt werden,
aus den Gleichungen

di=0, i=1,..,5—1

ermitteln. Spezies, die zu keiner Zeit aktiv sind, konnen komplett aus dem Modell
entfernt werden.

Berechnung von niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeiten

Eine Betrachtung der Systeme mit unterschiedlichen Zeitskalen unter dem geo-
metrischen Aspekt verdeutlicht, dass Trajektorien, die in unterschiedlichen Punk-
ten im Phasenraum starten, sehr schnell auf niedrigdimensionale Mannigfaltig-
keiten relaxieren, auf den sie auch verbleiben. Auf den Mannigfaltigkeiten finden
demnach langsame Prozesse statt, die mafigebend fiir die Dynamik des gesamten
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Systems sind. Im Folgenden seien zwei Methoden beschrieben, mit deren Hilfe
niedrigdimensionale Mannigfaltigkeiten berechnet werden kénnen.

Der Begriff “langsame Mannigfaltigkeit” wurde erstmals von Fraser und Rous-
sel in [38], [72] und [82] eingefiihrt. Thre Methode zur Berechnung von Mannigfal-
tigkeiten basiert auf einer iterativen Prozedur, die im Steady-State startet und
von der Kettenregel fiir die Differentiation Gebrauch macht. Wenn der Punkt
(x1(2p), ooey Tp—1(xp), Xpt1(2p), ..., Tn(z,)) auf der Mannigfaltigkeit liegt, so gilt

= —,1=1,..
dt dxp dt ) Z Y 7n7 Z # p?
woraus b
e st (z) i=1,...n,i#p (4.1)

ST At T Fyla)

folgt. Nach der Umformung der Gleichung 4.1 entstehen schlieflich Ausdriicke
der Form

. / . .
€T; = gi(xiuxlu "'7xp—17xp+17 "’7:1:%)7 1= 17 ey 1 ;ép7

die zur iterativen Berechnung der eindimensionalen Mannigfaltigkeit eingesetzt
werden kénnen. Dabei ist die j-te Iteration wie folgt definiert

(Ii)j-i-l = (gl($;7 L1yeeey Tp—1y Tptly ooy zn))]

Die Berechnung von zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten wurde vor allem von
Roussel und Fraser in [83] und [84] untersucht.

Maas und Pope [70] benutzen in der sogenannten ILDM-Methode (engl.: in-
trinsic low-dimensional manifold) eine lokale Eigenwertanalyse der Jacobimatrix
des Differentialgleichungsmodells. Dadurch koénnen Richtungen im Phasenraum
identifiziert werden, die mit den schnellsten n —r Zeitskalen korrespondieren. Die
algebraische Gleichung

(T ast F =0 (4.2)

T

liefert dabei die lokale Approximation der niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeit.
Die Transformationsmatrix T, = ((7})siow| (77 )fast) €nthélt die mit den Zeitskalen
korrespondierenden Eigenvektoren. Die schnellsten Richtungen sind insbesondere
in (7, )ms; enthalten. Unter der Annahme einer konstanten Dimension fiir die
Mannigfaltigkeit kann die Losung des algebraischen Teils 4.2 a priori in einer
Tabelle gespeichert werden. Das bringt einen erheblichen Vorteil beziiglich des
Rechenzeitaufwandes.

Modifizierte Versionen der oben beschriebenen Methoden zur Berechnung von
niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeiten von Fraser und Roussel bzw. Maas und
Pope finden sich in (Davis und Skodje [24], Skodje und Davis [96], Singh et
al. [95]).
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4.2 Zeitskalenanalyse

Folgendes Unterkapitel befasst sich mit der Bedeutung der Eigenwerte fiir dyna-
mische Systeme und fiihrt wichtige Begriffe, wie Zeitskala und Relaxation, ein.
Zunéchst werden lineare Anfangswertprobleme mit konstanten Koeffizienten be-
trachtet. Daran anschliefend folgen die allgemeinen nichtlinearen Anfangswert-
probleme und einige Details der oben erwidhnten ILDM-Methode.

4.2.1 Systeme mit konstanten Koeffizienten

Gegeben sei das lineare Anfangswertproblem mit n Differentialgleichungen
&= Ax(t), (0) = zq (4.3)

und einer konstanten Matrix A € R™ " wobei z,zy € R". Aus vereinfachenden
Griinden sei zunichst die Diagonalisierbarkeit der Matrix A vorausgesetzt (der
allgemeine Fall wird anschlieend betrachtet), d.h. es existieren eine regulire
Matrix U € R™™" und eine diagonale Matrix D € R™*" so dass

A - 0 iy
A=UDU = (ur,ccun) | 0 - : (4.4)
0 - A, iy
mit U = U~!. Die Projektion
y(t) = T(t) (4.5)

liefert nach dem Einsetzen der Zerlegung 4.4 in 4.3 ein transformiertes System
gewOhnlicher Differentialgleichungen

y=Ui =UUDUxz(t) = DUx(t) = Dy(t) (4.6)
mit den Anfangswerten
y(0) = Uz(0) = Uy = 1. (4.7)

Das Anfangswertproblem 4.6-4.7 besitzt folgende Losung:

yt)=1 + i | (4.8)
0 ... et

Die Projektion 4.5 hat demnach das Anfangswertproblem 4.3 so transformiert,
dass alle Gleichungen voneinander entkoppelt gelost werden kénnen, wobei fiir
jede dieser n Losungen drei Fille in Bezug auf \; fiir ¢ = 1, ..., n unterschieden
werden kénnen:
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e )\, > 0: die Losungskurve wéchst exponentiell;
e )\, < 0: die Losungskurve féllt exponentiell gegen Null (Relazation);
e )\, = 0: konstante Losung.

Die Relazation bezeichnet also einen exponentiellen Abfall der Losungskurve ge-
gen Null bei \; < 0. In diesem Fall ist nach der Zeit

Li=1,...n (4.9)

der Anfangswert yo; auf den %—ten Teil gefallen. Diese Zeit 7; wird als charak-
teristische Zeitskala fiir die Relaxation eines dynamischen Prozesses bezeichnet.
Insbesondere relaxieren Losungen mit einem betragsmifig groflen negativen Ei-
genwert schneller im Vergleich zu den Losungen mit einem betragsméfig kleineren
negativen Eigenwert.

Beispiel 4.1 Abbildung 4.1 zeigt auf der linken Seite einen zweidimensionalen
Phasenraum mit Trajektorien des nominalen Anfangswertproblems 4.3, die in
den unterschiedlichen Punkten gestartet sind. Am Anfang der Trajektorien liegt
eine hohe Reaktionsgeschwindigkeit vor. Die Spezieskonzentrationen éndern sich
sehr stark innerhalb einer Zeiteinheit. Mit der Zeit klingt der schnelle Anteil der
Losungen ab, die Reaktionsgeschwindigkeit wird langsamer und die Trajektorien
biindeln sich auf dem Weg zum Punkt (0,0)T auf einer Geraden. Diese Gerade
stellt die eindimensionale “langsame” Mannigfaltigkeit dar. Der rechte Teil der

X2
[63]
T T T T
Y2
o
A

T T T T
'
(4]

o
5
o
=
N
w

X1 Y1

Abbildung 4.1: Links: Phasenraum mit Trajektorien des nichttransformierten zweidi-
mensionalen Anfangswertproblems 4.3; rechts: Phasenraum mit Trajektorien des trans-
formierten zweidimensionalen Anfangswertproblems 4.6.

Abbildung 4.1 zeigt Trajektorien des transformierten zweidimensionalen Systems
4.6. Die Transformation des Systems mit der Matrix U orthogonalisiert offen-
sichtlich die Vorgéinge entlang der Koordinatenachse. Der schnelle Anteil wird
vertikal und der langsame horizontal.
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Folglich spaltet sich die Losung des Anfangswertproblems 4.3
LL’(T,) = UeDt0$0

in einen schnell relaxierenden und einen langsameren oder nicht relaxierenden
Teil, wobei die Zeitskalen 4.9 der jeweiligen Prozesse durch die Eigenwerte )\;
festgelegt werden. Die mit den Eigenwerten korrespondierenden Eigenvektoren
bilden eine alternative Basis fiir den Zustandsraum. In diesem von den Eigenvek-
toren aufgespannten Raum lduft die Dynamik einzelner Prozesse des Systems in
die Richtungen der Eigenvektoren — und zwar mit den charakteristischen Zeit-
skalen 7;.

4.2.2 Nichtlineare Systeme

Bei nichtlinearen Anfangswertproblemen wird die Zeitskalenanalyse durch die
nicht konstant bleibenden Zeitskalen einzelner Prozesse erschwert. Die Zeitskalen
konnen sich im Laufe der Zeit &ndern.

Gegeben sei das allgemeine nichtlineare Anfangswertproblem

i = F(z), z(to) = o (4.10)

mit der Losung
x(t) = z(t; to, xo),

fiir alle t >ty > 0. Die zweite Losung von 4.10 der Form
T(t) = ZL’(t; to, To + A[L’())

kam durch eine Eingabestorung Az zum Zeitpunkt ¢ = 0 zustande. Sei Az (t)
eine Funktion, die den Unterschied zwischen den zwei oben definierten Losungen
zum Zeitpunkt ¢ wie folgt beschreibt

Ax(t) =T(t) — z(t).
Weil Z(t) eine Losung des Anfangswertproblems 4.10 ist, gilt
T=F(r+Az) = Az + .

Daraus folgt
Ax = F(z + Az) — F(x). (4.11)

Mit Hilfe der Taylor-Entwicklung ergibt sich schliellich fiir 4.11

Az = g—i(x)Az(t) + h(x(t; Ax)) (4.12)
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mit der Jacobimatrix

J(t) = ‘g—i(x) - (gi (a?))' R (4.13)

=1,...,

Insbesondere fiir kleine ¢, d.h. in einer infinitesimal kleinen Umgebung von xy,
kann angenommen werden, dass die Matrix 4.13 konstant bleibt. Die lokal kon-
stante Jacobimatrix an der Stelle xy sei durch .J,, gegeben.

Zur Berechnung der lokalen Zeitskalen, mit denen die Eingabestorung Axg
exponentiell gegen Null fallt, konstant bleibt oder exponentiell wichst, muss das
zugehorige Eigenwertproblem gelost werden. Allerdings kann dies bei einer un-
symmetrischen Matrix J,,, schlecht konditioniert sein (Golub und Wilkinson [44]).
In diesem Fall lisst sich aber die Matrix J,, durch eine Ahnlichkeitstransforma-
tion mit einer orthogonalen Matrix () € R™ x R™ auf die reelle Schurform (Golub
und van Loan [43]) bringen.

Satz 4.1 (Reelle Schur-Zerlegung) Ist A € R™" eine reelle Matriz, dann
gibt es eine orthogonale Matriz Q € R™ ™ mit QTQ = I, so dass

Rll R12 U le
0 R -+« Ron

Q" AQ=r=| . " 7 (4.14)
0 0 - Rom

gilt, wobei jedes Ry; entweder eine (1 x 1)-Matriz oder eine (2 x 2)-Matriz mit
komplex konjugierten Eigenwerten darstellt.

Bemerkung: Im Falle einer komplexen Schur-Zerlegung lésst sich die Matrix
A € C™™ mittels der unitdren Matrix ( € C™*™ in eine obere Dreiecksmatrix
mit den Eigenwerten auf der Diagonale transformieren.

Die Ahnlichkeitstransformation 4.14 mit der orthogonalen Matrix @ liefert dem-
nach eine obere Block-Dreiecksmatrix
) S Sim
Q'L Q=5=| : -~ |, (4.15)

wobei m = n, falls alle Eigenwerte reell sind, und m < n, falls mindestens ein
Paar konjugiert komplexer Figenwerte
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vorkommt. Damit hat die resultierende Matrix S eine Block-Struktur mit folgen-
den Diagonaleintriagen

. Nitb D A €ER
Sii = Re()\i+b) ]m()\z+b) )
Nitb.i eC”
< _Im()\z—l—b) Re()\i—l—b) +b,i+b+1
wobei i = 1,...,m. b € Ny steht fiir die Anzahl der (2 x 2)-Blécke in der Menge
{5115 s Sicri1}-
Folglich lassen sich mittels der Block-Schur-Zerlegung 4.15 die Relaxations-

zeiten )
= 1=1,...,n
[ Re(Xs)]
einzelner Prozesse bestimmen. Je nach dem Realteil des Eigenwertes kénnen er-
neut drei Fille in Bezug auf das Verhalten des Systems in der Umgebung von x

unterschieden werden:

e Re(A;) > 0: eine Storung in Richtung des korrespondierenden Eigenvektors
wéchst exponentiell mit der Zeit;

e Re(A;) <0 : eine Storung in Richtung des korrespondierenden Eigenvektors
fallt exponentiell mit der Zeit ab;

e Re(A;) =0 : eine Storung in Richtung des korrespondierenden Eigenvektors
bleibt konstant.

Allerdings liefert die Projektion mit der Matrix QT
Ay(t) = Q" Ax(t)
keine voneinander entkoppelten Gleichungen (vergleiche dazu 4.6):
Ay =QTAz ~ QTQSQTAx(t) = SAy(t). (4.16)

Der Vorschlag von Maas und Pope [70], nicht die vollstdandige, sondern nur eine
blockweise Entkopplung der Gleichungen in 4.16 zu erzwingen, 16st dieses Pro-
blem teilweise. Maas und Pope verwenden anstelle von S in 4.16 eine Matrix der

Form
. 511 0
= ()
wobei S1; € R™" und Sy € RO=x(=") Dadurch wird sicher gestellt, dass
Gleichungen mit dem schnell relaxierenden Teil von der langsamen Dynamik ent-
koppeln. Die Groéfle der reduzierten Dimension r wird in der ILDM-Methode
konstant gehalten. Da jedoch das Anliegen dieser Arbeit sich auf die dynamische
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Berechnung der reduzierten Dimension in Abhéngigkeit von der aktuellen Posi-
tion im Zustandsraum richtet, wird hier die Grofle von r nach wie vor variabel
gehalten.

Ferner wird die Trennung der schnell relaxierenden Zeitskalen von den lang-
samen durch die Annahme, dass Diagonalelemente (bzw. (2 x 2)-Diagonalblcke)
von S nach der GroBe der Realteile der Eigenwerte geordnet sind

|Re(A1)| < |Re(A2)] < ... < |Re(A\n)], (4.17)

gesichert. Falls dies nicht der Fall ist, ldsst sich die Sortierung algorithmisch, z. B.
mit einer Folge von Givensrotationen (Golub und van Loan [43]), gut realisieren.

Um eine Blockentkopplung
5 Su Si
s=(% &)

zu erreichen, muss die Kopplungsmatrix Syo € R™(=") eliminiert werden. Dies
lasst sich mit Hilfe der Sylvester-Gleichung (Golub und van Loan [43])

SIIC’I‘ - CTS22 = _Sl2

(n—r

realisieren, deren Losung C, € R™ (") dann die Transformationsmatrix und ihre
Inverse liefert:

TT:Q<I+<8 %)),T;lz(l—(g %"))QT (4.18)

mit 1,7, € R™". Aus der nichtorthogonalen Ahnlichkeitstransformation

T, T = S — < 551 522 ) (4.19)

resultiert die gewiinschte entkoppelte Struktur. Infolgedessen lautet die lokale
Transformation des Koordinatensystems

Ay(t) := T Ax(t),

die bei “geschickt” gewéhltem r schnell relaxierende Prozesse (aufgrund der An-
ordnung 4.17) von den langsam relaxierenden bzw. nichtrelaxierenden separiert,
was folgende Gleichung verdeutlicht

Ay =T Az ~ TTIT.ST ' Ax(t) = SAy(t) = ( Sal SO ) Ay(t).
22

SchlieBlich liefert die Koordinatentransformation des Zustandsvektors z(¢) und
der rechten Seite F'(x) in 4.10 eine lokale zeitskalenentkoppelte Darstellung des

dynamischen Systems
< Y ) =T ', < / ) = T7'F
z Y



4.3. ADAPTIVE BERECHNUNG DER REDUZIERTEN DIMENSION o1

Die Aufspaltung des Systems in einen schnellen und einen langsamen Teil héngt
eng mit dem singuléren Storungsproblem

v = fly,2)
ez = ¢(y,2) (4.20)
zusammen, wobei € := 7,,1. Der Punkt ~steht in diesem Fall fiir die Differen-

tiation beziiglich der langsamen Zeitskala t = et (Kaper [57]). Somit laufen die
langsamen Prozesse y auf der langsamen Zeitskala ¢ und die schnellen Prozesse z
auf der schnellen Zeitskala ¢ /. Im Grenzfall € — 0 verschwinden alle Ableitungen
der schnellen Prozesse. Dabei entsteht ein gemischtes System aus Differentialglei-
chungen und algebraischen Gleichungen, ein differentiell-algebraisches System

g = fy.2)
0 = g(y,2). (4.21)

An dieser Stelle sei nochmal darauf hingewiesen, dass im Gegensatz zu Syste-
men mit den konstanten Koeffizienten (vergleiche 4.3) das reduzierte System 4.21
nur eine lokale Approximation des vollen Systems darstellt. Dies hidngt mit der
Abhéngigkeit der Jacobimatrix 4.13 vom Zustandsvektor x zusammen. Da sich
aber die oben beschriebene Technik auf beliebige Trajektorienpunkte im Pha-
senraum anwenden lésst, ist es moglich durch eine wiederholte Anwendung der
lokalen Reduktion eine Approximation der gesamten Dynamik des nichtlinearen
Systems zu erhalten. Insbesondere liefern in diesem Fall die Spaltenvektoren der
Transformationsmatrix 7, lokale Richtungen im Phasenraum, in welche Verdnde-
rungen der Spezieskonzentrationen fiir Re()\;) > 0 exponentiell mit der Zeit wach-
sen, fiir Re(\;) < 0 exponentiell mit der Zeit abfallen und fiir Re();) = 0 konstant
bleiben.

4.3 Adaptive fehlerkontrollierte Berechnung der
reduzierten Dimension

Im vorherigen Abschnitt wurde erwiahnt, dass in der ILDM-Methode die Grofe
des reduzierten Systems fiir den gesamten Zustandsraum als konstant angenom-
men wird. Da aber das Ziel der vorliegenden Arbeit eine dynamische Berechnung
der reduzierten Dimension ist, d.h. in Abhéngigkeit von der jeweiligen Positi-
on im Zustandsraum, erweist sich ein lokales Kriterium zur fehlerkontrollierten
Bestimmung der reduzierten Dimension r als notwendig. Eine Moglichkeit wére,
den Schnitt zwischen den differentiellen und den algebraischen Variablen dort zu
setzen, wo der Unterschied zwischen den Zeitskalen mit

'_I_Ii_lil’l |Re(\;)] > max |Re(\;)]
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am groBten ist, wobei Re()\;) < 0 fiir i = r 41, ..., n. Dieses Kriterium garantiert
zwar eine Entkopplung der schnell relaxierenden Prozesse von der langsamen
Dynamik, bietet aber keine Kontrolle des infolgedessen entstandenen Fehlers.

Eine andere Moglichkeit wurde von Deuflhard und Heroth in [29] vorgeschla-
gen. Diese Methode basiert auf einem Fehlerkriterium, welches den nach der Re-
laxation schneller Prozesse entstandenen Fehler in den langsamen Komponenten
kontrolliert und somit eine iterative punktabhéngige Berechnung der reduzierten
Dimension erméglicht. Im Folgenden wird insbesondere auf die Herleitung des an-
gesprochenen Fehlerkriteriums und seine algorithmische Realisierung im Rahmen
der vorliegenden Arbeit eingegangen.

4.3.1 Herleitung des Fehlerkriteriums

Da schnelle Moden im Allgemeinen nicht vollsténdig, sondern nur approximativ
relaxieren, erzeugt der Ubergang vom singuliren Stérungsproblem 4.20 zum re-
duzierten System 4.21 im Integrationspunkt ¢t = £ einen Fehler in den langsamen
Losungskomponenten, der mit Hilfe der euklidischen Norm wie folgt berechnet
werden kann

1y (€) — yo(E)]]-

Dabei stellen (y.(£), 2.(£))T und (yo(€), 20(€))T die Losungen des singuliir gestorten
Problems 4.20 bzw. des reduzierten Systems 4.21 dar. Damit die Kontrolle des
verursachten Fehlers gesichert werden kann, muss der Unterschied in den langsa-
men Losungskomponenten numerisch moglichst gut abgeschétzt werden.

Laut Satz 3.8 kann die Losung des singulér gestorten Problems fiir e — 0 und
N =1 durch

ye(t) = yolt) +e(yi(t) +no(t/e)) + O(?)
2(t) = z2(t) + (o(t/e) +e(z1(t) + Gi(t/e)) + O(?) (4.22)

approximiert werden. Wegen der Wahl von e wird die Dynamik von n(7) und
Co(7) mit 7 = t/e vom Verhalten

() = 1m0(0)e™", Co(T) = Go(0)e™" (4.23)

dominiert (O’Malley [76]). Die Dimensionsreduktion im Integrationspunkt & er-
zeugt geméfl 4.22 den folgenden Fehler

Ye(§) = yo(&) = (11(&) +mo(/€))-

Wegen £ > ¢ und 4.23 gilt 7(£/¢) ~ 0 und somit

Y-(§) — vo(§) = ey (§).
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Laut Satz 3.8 ist (y1(t), z1(t)) die Losung des DAE-Systems 3.28. Unter der An-
nahme, dass die Matrix g,(yo, 20) invertierbar ist, ldsst sich die zweite Differen-
tialgleichung nach z; auflésen

21 = 9:(¥0, 20) " (20 — 9y(Yo, 20)¥1)- (4.24)

Die Differentiation der algebraischen Gleichung aus 3.27 nach der Variable ¢ und
das Auflosen nach Zy ergeben

Z0 = 9-(y0, 20) " (— 9y (o, 20)50)- (4.25)

Das Einsetzen von 4.24 und 4.25 in die erste Differentialgleichung des DAE-
Systems 3.28 liefert schliellich

U1 = (fy - fzgz_lgy)yl — fzgz_zgyyo. (4-26>

Dabei bezeichnen f,, f., g, und g, die Ableitungen nach den Index-Variablen an
der Stelle (y0(0), 29(0)). Durch die lokale Block-Schur-Zerlegung der Jacobimatrix
verschwinden die Kopplungsmatrizen f,(y0(0)20(0)) und g,(y0(0), 20(0)), so dass
in einer Umgebung von ¢t = 0 die Differentialgleichung 4.26 auf

U1 = fy(Yo, 20)y1(t)

reduziert werden kann. Das Wachstumsverhalten der Variable y; entspricht also
dem Wachstumsverhalten der langsamen Losungskomponenten. Sei dieses Wachs-
tum durch eine Lipschitzkonstante L beschrieben, so gilt ndherungsweise

la(©)I < ey (0)]]-

Die Zeitschrittweite £ wird in einem adaptiv gesteuerten Integrator so gewéhlt,
dass el* = O(1) gilt. Es geniigt also den Term ey;(0) zu kontrollieren. Der An-
fangswert y;(0) ist nach Satz 3.8 durch das folgende Integral definiert

51(0) = o (0) = / 000, 20(0) + Cols)) — Flyo(0), 20(0)))ds.  (4.27)

Anwendung des Mittelwertsatzes auf Integral 4.27 liefert

y1(0) = /O ) /0 F-(10(0), 20(0) + 6¢o(5))Co(s)dbds.

Mit 4.23 folgt die Approximation

y1(0) ~ /0 /0 N £ (10(0), 20(0) + 6o (s))Co(0)e~*dsdb.
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Nach der Anwendung der Gauf-Laguerre-Quadratur (Deuflhard [26]) auf das
Teilintegral von s = 0 bis s = oo mit der Gewichtsfunktion e™* entsteht folgendes
Resultat

5 (0) ~ / £-(90(0), 20(0) + 0¢o(1))Co(0)d8 + R, (4.28)

mit einem verschwindend kleinen Rest R; (Deuflhard und Bornemann [28]). Das
Ersetzen von (p(0) in 4.28 durch (y(1)e (vergleiche 4.23) liefert

1
(0~ [ £0(0).0(0) + 06 (1))Gu(1)ed.
0
Eine Anwendung des Mittelwertsatzes in umgekehrter Richtung fiihrt zu

y1(0) ~ e(f(y0(0), 20(0) + Co(0)e™") = f(y0(0), 20(0)))- (4.29)
Der Funktionswert f(y0(0), 29(0) 4+ (o(0)e™") lésst sich aus der linearen Nédherung

F(0(0), 20(0) + Go(0)e™) & f(0(0), 20(0)) + f-(40(0), 20(0))Go(0)e ™" (4.30)

approximieren. Nach Umformungen von 4.30 gilt

e(f(40(0), 20(0) + Co(o)e_l) — f(10(0),20(0))) = f=(40(0), 20(0))¢o(0).  (4.31)

Die rechte Seite von 4.31 lasst sich wiederum durch

f2(40(0),20(0))Co(0) = f(y0(0), 20(0) + ¢o(0)) — f(y0(0), 20(0)) (4.32)
abschétzen. Aus 4.29, 4.31 und 4.32 folgt schliefSlich

y1(0) = f(40(0), 20(0) + ¢o(0)) — f(40(0), 20(0)).

Entsprechend der Definition der Anfangswerte im Satz 3.8 ergibt sich folgendes
Resultat

y1(0) = f(y=(0), 2(0)) = f(4:(0), 20(0)).

Dies bedeutet, dass der Fehler in den langsamen Losungskomponenten mittels

19(€) = wo(&)I = &l[ £ (4=(0), 2:(0)) = f(y=(0), 20(0)) | (4.33)

abgeschétzt werden kann. Die Approximation 4.33 eignet sich somit zum Einsatz
als lokales Fehlerkriterium

ellf(4(0), z(0)) = f(y:(0), 20(0))|| < TOL (4.34)

fiir eine iterative Berechnung der reduzierten Dimension r bei einer vorgegebenen
Genauigkeitstoleranz T'OL.

Die geometrische Motivation fiir das lokale Fehlerkriterium 4.34 ist in Ab-
bildung 4.2 dargestellt. Danach entspricht der Fehler in den langsamen Moden
der Differenz zwischen ihren hypothetischen infinitesimalen Propagationen, die
in den Punkten (y-(0),2.(0)) und (y.(0), z0(0)) starten.
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Abbildung 4.2: Geometrische Motivation fiir das lokale Fehlerkriterium 4.34.

4.3.2 Realisierung des Fehlerkriteriums im Algorithmus

Zur Auswertung des Kriteriums 4.34 werden offensichtlich konsistente Anfangs-
werte (yo(0), 20(0)) auf der Mannigfaltigkeit M bendétigt. Diese konnen z. B. mit
Hilfe des Newton-Verfahrens berechnet werden. Das Newton-Verfahren mit dem
sogenannten natiirlichen Monotonietest (Deuflhard [26]) wurde im Rahmen dieser
Arbeit im entwickelten Algorithmus zur lokalen Analyse der Spezieskopplungen
implementiert. Zahlreiche weitere Methoden zur numerischen Lésung nichtlinea-
rer Gleichungen finden sich in (Deuflhard [27]).

Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme

Fiir Systeme nichtlinearer Gleichungen
G(z)=0

mit G : R™ — R" lasst sich die Newton-Iteration aus der Taylor-Entwicklung um
einen Startwert 2° ableiten. Die Taylor-Entwicklung von G um z° ergibt

0=G(r) =G") + G @) (x — 2°) + O]z — 2°)).
Demzufolge lautet die Newton-Iteration fiir £ = 0,1, ...
ZL’k+1 — ZL’k o G/(l'k)_lG(l’k)

In jedem Iterationsschritt wird aber nicht die Inverse G’(2*)~! berechnet, sondern
nur die sogenannte Newton-Korrektur Az® = 21 — z* als Losung des folgenden
linearen Gleichungssystems

G'(2*) Az = —G(2%).

Die numerische Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems wird auf die nume-
rische Losung einer Folge von linearen Gleichungssystemen zuriickgefiihrt. Insbe-
sondere konvergiert das Newton-Verfahren lokal quadratisch gegen die gesuchte
Losung (Deuflhard [26]).
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Da es jedoch wiinschenswert ist, moéglichst friith zu erfahren, ob eine Newton-
[teration konvergiert bzw. nicht konvergiert, erweist sich ein Konvergenzkriteri-
um, das iiber die Konvergenz des Newton-Verfahrens bereits nach wenigen Schrit-
ten beurteilen lisst, als brauchbar. Der sogenannte Standard-Monotonietest

GG < OlIGEN]

fir k = 0,1,... und ein § < 1 garantiert die Minimierung des Residuums G(2*),
ist jedoch nicht affin-invariant (Deuflhard [26]). Eine Multiplikation von G mit
einer invertierbaren Matrix A kann das Ergebnis des Monotonietests verdndern.
Deshalb schlug P. Deuflhard 1972 den sogenannten natiirlichen Monotonietest

IG' (") G ) < 0l16'(2%) T G| (4.35)

fiir @ < 1 vor. Auf der rechten Seite des natiirlichen Monotonietests 4.35 befindet
sich die Newton-Korrektur Az* und auf der linken die sogenannte vereinfachte

Newton-Korrektur Az als Losung des linearen Gleichungssystems
G'(z"AZ T = —G(ak ).

Damit ergibt sich der natiirliche Monotonietest in Kurzform zu 4.35:

~—k+1 = k
[Az || < 0| Az]].
Demnach muss ein weiteres lineares Gleichungssystem am néchsten Iterations-
punkt gelost werden.
Die theoretische Analyse von Deuflhard in [27] zeigt, dass im Konvergenzbe-
reich des gewohnlichen Newton-Verfahrens gilt:

—k+1 1
Az < ZHA:C'CH-

Diese Bedingung wird mit der Konstanten 6 := 0.5 etwas “aufgeweicht” (Deufl-

hard [26]). Falls

—k+1 1
[N §||Ax’“!|

gilt, so wird die Newton-Iteration abgebrochen.
Realisierung des Newton-Verfahrens im Algorithmus

Zur Berechnung des konsistenten Anfangswertes (yo(0), z0(0)) muss die algebrai-
sche Gleichung

0=g (y> z )
gelost werden, wobei der differentielle Teil yy(0) konstant gehalten wird. Wird
von den zugiinglichen Startwerten yy(0) = y.(0) und z° = 2.(0) ausgegangen, so
lasst sich eine vereinfachte Newton-Iteration wie folgt algorithmisch realisieren:

9-(y0(0), zo)Azk = —g(yo(0), zk), 2L = 2k AZR (4.36)
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wobei g, (yo(0), 2°) der Matrix Sy aus der entkoppelten Block-Zerlegung 4.19 der
Jacobimatrix an der Stelle (y.(0), z-(0)) entspricht. Somit muss fiir den natiirli-
chen Monotonietest 4.35 kein weiteres lineares Gleichungssystem gelost, sondern
lediglich die Newton-Korrekturen zweier nacheinander folgender Iterationen mit-
einander verglichen werden. Gilt fiir ein gegebenes k

1
A > S 1A, (4.37)

so wird die Newton-Iteration abgebrochen.

4.4 Kopplungsanalyse

Die in Abschnitt 4.2.2 beschriebene lokale Zeitskalenseparation liefert nicht nur
Informationen iiber die Zeitskalen eines dynamischen Systems, sondern identifi-
ziert die Richtungen im Phasenraum, in welche die Dynamik des Systems mit
den charakteristischen Zeitskalen ablauft. Diese Richtungen sind durch die Spal-
tenvektoren der Transformationsmatrix 7). eindeutig festgelegt. Sie bilden eine
alternative Basis fiir den Zustandsraum. Insbesondere die Aufteilung der Matrix
T, = ((T})siow| (T} )fast) entsprechend der Zerlegung 4.19 in eine schnell relaxieren-
de (7})fast und eine langsame bzw. nichtrelaxierende Teilmatrix (7). )sow definiert
zwei Unterrdume im Zustandsraum, die sich durch unterschiedliche Dynamiken
auszeichnen. Schnell relaxierende Prozesse finden im “schnellen”, von den Spal-
tenvektoren der Matrix (7 )f.s aufgespannten Unterraum und langsame Prozesse
im “langsamen”, von den Spaltenvektoren der Matrix (7} )gow aufgespannten Un-
terraum statt.

Die Betrachtung der Koordinatenachsen des Phasenraumes als Systemspezies
eroffnet eine Moglichkeit, die Kopplungen der Reaktanten an die schnell relaxie-
renden bzw. langsamen Dynamiken zu analysieren. Dazu muss lediglich die Lage
der jeweiligen Koordinatenachsen zu den oben beschriebenen Unterrdumen un-
tersucht werden. Liegt eine bestimmte Koordinatenachse komplett im schnellen
Unterraum, so entkoppelt die dazugehorige Spezies vollstéandig von der langsa-
men Dynamik. Allerdings wird die Realisierung dieser Idee durch die Tatsache
erschwert, dass 7T, eine nichtorthogonale Matrix ist und somit eine nichtorthogo-
nale Lage der Unterrdume zueinander impliziert. Insofern wiirden solche intuitive
Groflen wie die Absténde der Einheitsvektoren von den Unterrdumen oder die
Langen der Projektionen der Einheitsvektoren auf die Unterrdume keine aussa-
gekraftige Information {iber das Kopplungsverhalten der Spezies bereitstellen.

Um mehr Licht in die Problematik der Nichtorthogonalitéit zu bringen, seien
zunachst die Abstédnde der Einheitsvektoren e;, ¢ = 1,...,n von den Unterrdumen
als

= e — g, i e — | (4.38)
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Abbildung 4.3: Langsamer und schneller Unterraum im zweidimensionalen Zustands-
raum.

definiert, wobei

r n
pilow _ Z(ei . Trj)Tf, plfaSt — Z (62' . TTj)Tf
=1 j=r+1

den Projektionen der Vektoren e; auf den langsamen bzw. schnellen Unterraum
entsprechen (77 steht fiir die normierte j-te Spalte der Matrix 7}.). Im folgenden
Beispiel soll das Kopplungsverhalten zweier Spezies untersucht werden.

Beispiel 4.2 Entsprechend Abbildung 4.3 beschreibe die Gerade xs = 1/2x1 im
zweidimensionalen Zustandsraum den langsamen Unterraum. Der schnelle Unter-
raum entspreche der xo-Achse selbst. Die orthogonale Lage des Einheitsvektors
(1,0)T zum schnellen Unterraum deutet auf die komplette Entkopplung der Spe-
zies x1 von der schnellen Dynamik. Dies bedeutet allerdings, dass die Dynamik
dieser Spezies komplett im langsamen Unterraum stattfinden sollte. Stattdessen
liegt der Einheitsvektor (1,0)T entsprechend Abbildung 4.3 nicht auf der Geraden
xe = 1/2x1 und koppelt somit nicht vollstindig an die langsame Dynamik. Mit
den oben definierten Formeln 4.38 resultieren somit folgende Absténde: di*' = 1
und d§°¥ = /5/5 ~ 0.45. Werden diese in die Berechnung der relativen Bei-
trage der Spezies x; zu den Unterrdumen einbezogen, so ergeben sich folgende
Resultate:
fast slow
low _ d; _ 1 ~ 069, it — ds ~ 045

_ - =2 ~0.31.
& 4 dBst T 145 & 4 dst T 145

Diese Ergebnisse lassen erkennen, dass trotz der orthogonalen Lage des Vektors
(1,0)T zum schnellen Unterraum die Spezies x; in dieser Betrachtung mit etwa
31% an die schnelle Dynamik koppelt.
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Um dieses Problem in den Griff zu bekommen, miissen offensichtlich auch die
Winkel o§'°% und of*s') i = 1,...,n, definiert als

space

P = arccos 7 = w/2 — arcsin d;>*,

mit space € {slow, fast} beriicksichtigt werden. Sie beschreiben die Differenz zwi-
schen dem 90°-Winkel und dem Winkel zwischen der i-ten Koordinatenachse und
dem entsprechenden Unterraum. Somit sechen die um die Winkel ;" erweiter-
ten Formeln fiir die Kopplungsanalyse wie folgt aus:

di*tarccos d5lov

slow

polow (4.39)
! dtarccos d°V + dsVarccos diest
fast d*Varccos di*st (4.40)
! © dVarccos di*t + dBstarccos d§ioV ’

Beispiel 4.3 Entsprechend den Formeln 4.39 und 4.40 resultieren fiir Beispiel
4.2 folgende relative Beitrdage fiir x1 und xs:

slow I- 600 - fast \/5/5 ) 00 -

! 1-60°++5/5-00 ' 1.60°++/5/5-00
slow \/5/5 -0° o fast __ 1-60° o

2 - ) 2

1-60°+/5/5-0° 1-60°+/5/5-0°

Spezies x; entkoppelt somit aufgrund der orthogonalen Lage der x1-Achse von der
schnellen Dynamik. Spezies x5 koppelt dagegen mit 100% an schnelle Zeitskalen.

Fiir den Eignungstest der obigen Formeln 4.39 und 4.40 wurden unter anderem
fiinf Extremsituationen eingesetzt:

e der Speziesvektor e; ist orthogonal zum langsamen Unterraum mit d$'V =
1 = r$lov = 0%, riast = 100%;

7

e der Speziesvektor e; ist orthogonal zum schnellen Unterraum mit di** =
1= 7% = 100%, 7 = 0%;

e der Speziesvektor e; liegt komplett im langsamen Unterraum mit d$°V =
0 = o = 100%, rf&st = 0%;

e der Speziesvektor e; liegt komplett im schnellen Unterraum mit d®* = 0 =
v = 0%, riast = 100%;

)

e der Speziesvektor e; liegt zwischen den Unterrdumen mit d§°V = di*t =
riov = 50%, riast = 50%.

Somit ermdoglichen Formeln 4.39 und 4.40 eine Realisierung der automatischen

Analyse des lokalen Kopplungsverhaltens der Spezies im Algorithmus, der im

néichsten Abschnitt detailliert besprochen wird.
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4.5 Algorithmische Realisierung der lokalen
Kopplungsanalyse

Algorithmus 4.1 zeichnet sich durch zwei Schleifen aus. Die &uflere Schleife stellt
einen adaptiven Integrator fiir steife Differentialgleichungssysteme dar. Sie ldauft
solange, bis das Ende des betrachteten Zeitintervalls erreicht ist, und liefert In-
tegrationspunkte fiir die Kopplungsanalyse, die innerhalb der inneren Schleife
durchgefiihrt wird.

Im Algorithmus wird ein linear-implizites Eulerverfahren mit Extrapolation
verwendet, das im Programmpaket LIMEX (Deuflhard und Nowak [30]) imple-
mentiert ist. Fiir jeden Integrationspunkt wird zunéchst mittels automatischer
Differentiation (Griewank et al. [45]) eine Jacobimatrix berechnet (Schritt 1).
Eine reelle Block-Schur-Zerlegung der Jacobimatrix in Schritt 2 liefert eine in
LAPACK (engl.: linear algebra package) (Anderson et al. [2]) implementierte
Routine. Ist der betragsmafBig grofite Realteil eines Eigenwertes negativ, so kann
nach der aufsteigenden Anordnung der Realteile der Eigenwerte mit der iterati-
ven Berechnung der kleinstmdéglichen reduzierten Dimension begonnen werden.
Diese iterative Prozedur ist in der inneren Schleife implementiert. Zunéchst wird
in Schritt 6 die Sylvester-Gleichung mit Hilfe von LAPACK (Anderson et al. [2])
gelost, damit die Transformationsmatrizen T, und T.-! berechnet werden kénnen.

Das Fehlerkriterium in Schritt 9 erfordert eine Berechnung der konsisten-
ten Anfangswerte auf der (n — r)-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Diese werden
mittels eines vereinfachten Newton-Verfahrens 4.36 bestimmt (Schritt 8), dessen
Konvergenz mit dem natiirlichen Monotonietest 4.37 iiberpriift wird. Konvergiert
das Newton-Verfahren nicht, so bedeutet das, dass der Startpunkt fiir die erste
Newton-Iteration zu weit von der eigentlichen Losung liegt. D.h. der aktuelle
Integrationspunkt liegt zu weit von der Mannigfaltigkeit entfernt. Somit konnen
das Newton-Verfahren und die iterative Prozedur an dieser Stelle abgebrochen
werden.

War das Newton-Verfahren erfolgreich, so wird an dieser Stelle untersucht,
welchen Fehler eine Approximation des ODE-Systems durch das DAE-System
in den langsamen Losungskomponenten verursacht. Liegt dieser Fehler unter der
benutzerdefinierten Toleranzgrenze T'OL, so wird in der nédchsten Iteration ver-
sucht, die aktuelle Dimension um eine weitere (bei einem reellen Eigenwert) oder
um zwei weitere (bei zwei konjugiert komplexen Eigenwerten) Dimensionen zu
reduzieren. Erfiillt das Fehlerkriterium nicht die Toleranzvorgaben, so wird die
innere Schleife abgebrochen. Nach der Berechnung der kleinstmoglichen redu-
zierten Dimension r erfolgt eine Analyse der Spezieskopplungen an schnelle und
langsame Dynamiken (Schritt 14).

Die Laufzeit des dargestellten Algorithmus 4.1 kann insbesondere bei grofieren
Systemen verkiirzt werden, indem die Reduktion im aktuellen Integrationspunkt
mit der reduzierten Dimension r des vorherigen Integrationspunktes gestartet
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Algorithmus 4.1

INPUT: Differentialgleichungssystem & = F'(x), © € R™, Startpunkt z(tsarm),
toe, TOL, TOL,

t = tstart, (t) := (tstart), 7 =N

While t < t,,,x Do
1. Berechne Jacobimatrix J(z(t))

2. Berechne reelle Schur-Zerlegung: QT .J(x(t))Q = < S S )

0 Syp
3. Sortiere Realteile der Eigenwerte,
so dass |Re(A1)| < |Re(A2)| < ... < |Re(\,)]
4. If |Re(A,)| > 0 Then Goto 14
5. Setze r:=n —1, falls \, € R
r:=n-—2, falls \,,\,_1 € C
While » > 0 Do
6. Lose SHCT — CTSQQ - —512
7. Berechne T, T, mit 4.18
8. Lose 0 = g(y, z) mit Newton-Iteration 4.36
If keine Konvergenz Then Goto 13
9. If || f(ve, 2:) — f(ye, 20)|| > TOL Then Goto 13
10. If |Re(\,)| > 0 Then Goto 14
11. Setze r :==r — 1, falls A, € R
r.=r—2 falls \,, \,_1 € C
Endwhile
12. If r = 0 Then
If | 29| < TOL, Then Goto 14
Endif
13. Setze r:=7r+ 1, falls \,;; € R
r:=r+2 falls \,11, \,y0 € C
14. Berechne 751°% rfast fiir 4 = 1, ..., n mit 4.39-4.40
15. Berechne x(t + At)
t:=t+ At
x(t) = z(t + At)
Endwhile

Tabelle 4.1: Algorithmus zur lokalen Analyse der Kopplungen an schnelle und langsame
Dynamiken der am Reaktionsmechanismus beteiligten Spezies.
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wird. Ist das Fehlerkriterium erfiillt, so konnen weitere Versuche unternommen
werden, die Dimension zu reduzieren. Im negativen Fall wird wie zu Beginn mit
der vollen Dimension n gestartet.

Im Folgenden wird die Anwendung des detailliert besprochenen Algorithmus
4.1 an zwei kleinen Beispielen demonstriert. Es handelt sich dabei um das im
zweiten Kapitel beschriebene Michaelis-Menten-System und um ein oszillieren-
des Oregonator-Modell mit drei Variablen.

Michaelis-Menten-System

Der einfachste Fall einer enzymkatalysierten Reaktion ist eine Reaktion, bei der
ein Substrat umgesetzt wird, wobei ein irreversibler Reaktionsverlauf angenom-
men werden soll. Ein Substrat S reagiert mit Enzym E, um einen Komplex ES
zu bilden, der dann in ein Produkt P und das Enzym E zerfallt.

k
S+E—=ES®™Pp4+E

Fiir die zeitliche Anderung der einzelnen Reaktionspartner ergeben sich folgende
Differentialgleichungen:

dfs]

7 = kalBS] - kaS)E

@ = ki [S][E] — k-1 [ES] — ko[ES]

%% = k1 [BS] — ka[S][E] + ko[ES]

dlP]

W _ e, (4.41)

Die letzte Gleichung fiir das Produkt P koppelt nicht an die anderen Gleichungen
und kann deswegen vernachldssigt werden. Auflerdem gilt ein Erhaltungsgesetz
fiir das Enzym, das besagt, dass die Summe aus der freien Konzentration und
Konzentration des Enzyms im Komplex immer erhalten bleibt

[Eluora = [E] + [ES]. (4.42)

Diese Erhaltungsgleichung erlaubt somit die Berechnung der Konzentration nur
einer an der Summe 4.42 beteiligten Spezies, so dass das obige Differentialglei-
chungssystem 4.41 auf zwei Gleichungen reduziert wird:

i1 = ko172 — ky1(Erotal — 72) 71
Zifg = k+1(Etotal — [L’g)l’l — k‘_ll'g — k‘gl’g (443)
mit z; = [S] und x3 = [ES]. Fiir die numerische Simulation des ODE-Systems

4.43 wurden folgende Werte gewéhlt: E¢yq = 10.0, b4y = 1.0, k-3 = 1.0 und
ko = 0.5 mit den Anfangswerten z(0) = 100.0 und x(0) = 0.
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Abbildung 4.4: Links: numerische Simulation des Michaelis-Menten-Systems 4.43 mit
LIMEX (Deuflhard und Nowak [30]) (z1 = [S], z2 = [ES]); rechts: reduzierte Dimension
fiir das Michaelis-Menten-Modell 4.43 (Algorithmus 4.1 mit TOL = 1072 in 4.34).
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Abbildung 4.5: Relative Beitriige 7$°%(¢) der Spezies i = 1,2 (z1 = [S], 22 = [ES]) des
Michaelis-Menten-Modells 4.43 in % zum langsamen Raum entsprechend Formel 4.39
(Algorithmus 4.1 mit TOL = 102 in 4.34).

Die linke Abbildung in 4.4 zeigt die zeitlichen Anderungen des Substrats und
des Enzym-Substrat-Komplexes. Entsprechend diesen Losungskurven konnen
deutlich drei Phasen (Bisswanger [10]) unterschieden werden. Die sogenannte
Pre-Steady-State-Phase ist eine kurze Anfangsphase fiir die Bildung des Enzym-
Substrat-Komplexes bei gleichzeitiger Abnahme des freien Enzyms. In der mittle-
ren Phase (Bereich zwischen 0 und 20 Sekunden), der sogenannten Steady-State-
Phase, dndert sich die Konzentration des Enzym-Substrat-Komplexes nur sehr
wenig. Die Substratkonzentration nimmt dagegen ab. Die letzte Phase (nach 20
Sekunden) ist gepriagt durch den Zerfall des Enzym-Substrat-Komplexes infolge
der Erschopfung des Substratiiberschusses.

Nach den Berechnungen des Algorithmus 4.1 liegt die groffitmogliche reduzier-
te Dimension (vergleiche Abbildung 4.4 rechts) fiir das Michaelis-Menten-Modell
bei Eins innerhalb der zweiten und der dritten Phase und bei Null im Flief-
gleichgewicht. Dies bedeutet, dass die Dynamik des ganzen Systems mit nur einer
differentiellen Variable im Rahmen der Fehlertoleranz beschrieben werden kann.

Die relativen Beitrdge der beiden Spezies zum langsamen Raum sind in Ab-
bildung 4.5 dargestellt. Daraus lédsst sich erkennen, dass die relativen Beitrdage
den oben beschriebenen Phasenverlauf widerspiegeln. So liegt z. B. in der zweiten
Phase, innerhalb welcher die Dynamik des kompletten Systems durch die Ab-
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Abbildung 4.6: Numerische Simulation des Oregonator-Modells 4.44 mit LIMEX
(Deuflhard und Nowak [30]).

nahme der Substratkonzentration dominiert wird, der relative Substratbeitrag
% zum langsamen Raum bei 100%, wihrend das Enzym-Substrat-Komplex
vollstéindig entkoppelt (r5°% = 0%). In der dritten Phase (nach 20 Sekunden)
dagegen, wird das Verhalten des Systems iiberwiegend durch die Abnahme des
Enzym-Substrat-Komplexes bestimmt, wiahrend die Substratkonzentration kon-
stant bleibt. Diese Entwicklung spiegelt sich auch in den Beitrédgen der Spezies
zum langsamen Raum wider. Der Beitrag des Enzym-Substrat-Komplexes ver-
grofert sich und der Beitrag des Substrats wird deutlich kleiner. Somit bestétigen
die numerischen Resultate des Algorithmus 4.1 die Giiltigkeit der Annahme der
Quasistationaritiat des Enzym-Substrat-Komplexes fiir die Herleitung der bekann-
ten Michaelis-Menten-Beziehung (vergleiche Kapitel 2).

Oregonator

Die Belousov-Zhabotinsky-Reaktion beschreibt periodisch auftretenden Wech-
sel der Farbe einer wissrigen Losung aus Zitronensidure, Kaliumbromat, Schwe-
felsdure und Cersulfat. Nach der Entdeckung des Farbumschlages von Belousov
zu Beginn der 50er Jahre wurde seine Behauptung zunéchst fiir unwahrscheinlich
gehalten. Erst nach vielen Jahren gelang es dem Wissenschaftler seine Ergebnisse
zu publizieren (Belousov [8]), die dann von Zhabotinsky in weiteren Studien un-
tersucht wurden. Im Jahre 1974 entwickelten Field und Noyes [37] ein sogenann-
tes Oregonator-Modell, das die Belousov-Zhabotinsky-Reaktion mittels folgender
Differentialgleichungen beschreibt:

o = T7.27[wy + 21(1 — 8.375 x 10 %) — x)]

, 1
= grgpies — (L2

i3 = 0.161(z1 — x3). (4.44)

Dabei stellen z1, x5 und x3 dimensionslose Variablen dar. Das dynamische Ver-
halten des Modells 4.44 ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Diese Simulationsergeb-
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Abbildung 4.7: Ergebnisse der lokalen Komplexitiatsreduktion fiir das Oregonator-
Modell 4.44 (Algorithmus 4.1 mit TOL = 1072 in 4.34). Links oben: reduzierte Di-
mension; unten, rechts oben: relative Beitrige r$1°V(t) der Spezies i = 1,2,3 in % zum
langsamen Raum entsprechend Formel 4.39.

nisse wurden mit dem Integrator LIMEX (Deuflhard und Nowak [30]) und den
Anfangswerten z1(0) = 1.0, 22(0) = 2.0 und z3(0) = 3.0 erhalten.

Abbildung 4.7 stellt die Ergebnisse der lokalen Kopplungsanalyse fiir das
Oregonator-Modell 4.44 dar, die mit Algorithmus 4.1 durchgefiihrt wurde. Es
lasst sich an der linken oberen Abbildung in 4.7 erkennen, dass nur innerhalb
kleiner Intervalle alle drei Variablen benotigt werden, um die Dynamik des Sys-
tems zu beschreiben. Stattdessen reicht im Interval zwischen 50 und 250 Sekunden
eine einzige Mode, mit der das dynamische Verhalten des Systems im Rahmen
der Fehlertoleranz wiedergegeben werden kann.

Da aber die Moden Linearkombinationen der urspriinglichen Variablen dar-
stellen, miissen zusétzlich zur Berechnung der reduzierten Dimension die Beitréige
der Variablen zum langsamen Raum analysiert werden. Die Ergebnisse dieser
Analyse sind in Abbildung 4.7 (untere Zeile und Abbildung rechts oben) darge-
stellt. Offensichtlich entkoppeln die Variablen x; und a3 (r§°% = r5l°V ~ 0%) im
Bereich zwischen 50 und 250 Sekunden vollsténdig von der langsamen Dynamik.
Das bedeutet, dass Storungen dieser Variablen in dem jeweiligen Bereich sehr
schnell relaxieren und somit keinen Einfluss auf die Dynamik restlicher Spezies
ausiiben. Solche Spezies werden auch als QSSA-Spezies (vergleiche Abschnitt 4.1)
bezeichnet. Thre Konzentrationsdnderungen finden auf den schnellen Zeitskalen
statt und konnen daher als relaxiert angenommen werden. Entsprechend der
vorangehenden Analyse (Abbildung 4.7) sollte also eine Quasistationaritdtsan-
nahme fiir die Spezies x; und x3 im Bereich zwischen 50 und 250 Sekunden die
Dynamik der restlichen Spezies nicht verdndern.
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Abbildung 4.8: Losungskurven der Variablen zs und x3 als Losungen des vollstéindigen
Oregonator-Modells 4.44 und des reduzierten DAE-Systems, bestehend aus zwei letzten
Differentialgleichungen des Modells 4.44 und der algebraischen Gleichung 4.45.
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Abbildung 4.9: Losungskurven der Variablen z; und x2 als Losungen des vollstéindigen
Oregonator-Modells 4.44 und des reduzierten DAE-Systems, bestehend aus zwei ersten
Differentialgleichungen des Modells 4.44 und der algebraischen Gleichung 4.46.

Im Folgenden wird diese Annahme zunéchst fiir jede der drei Spezies einzeln
und anschlieflend fiir die Spezies x; und x3 zusammen innerhalb des Zeitabschnit-
tes zwischen 100 und 200 Sekunden getestet. In Abbildung 4.8 sind die Losungs-
kurven der Variablen z, und 3 dargestellt, die beim Integrieren des vollstandi-
gen ODE-Systems 4.44 und des reduzierten DAE-Systems zustande kommen. Das
DAE-System besteht dabei aus den zwei letzten Differentialgleichungen des vollen
Oregonator-Modells 4.44 und einer algebraischen Gleichung

0= 77.27[zy + 21(1 — 8.375 x 107 %2; — m,)], (4.45)

welche die zu testende Quasistationaritdtsannahme fiir die Variable x; darstellt.
Ein Vergleich der Losungstrajektorien des kompletten und des reduzierten Orego-
nator-Modells (vergleiche Abbildung 4.8) zeigt, dass eine Quasistationaritétsan-
nahme fiir die Spezies z; in dem betrachteten Bereich mit r5§1°" &~ 0% die Dynamik
der restlichen Spezies x5 und x3 nicht oder nur sehr geringfiigig beeinflusst.

Der gleiche Test wird mit der Variable x3 durchgefiihrt, die ebenfalls geméafl
Abbildung 4.7 im betrachteten Zeitintervall von der langsamen Dynamik mit
3% ~ 0% entkoppelt. Abbildung 4.9 zeigt die Simulationsergebnisse fiir das
komplette ODE-System 4.44 und das reduzierte DAE-System, welches sich in
diesem Fall aus den ersten zwei Differentialgleichungen des Oregonator-Modells
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Abbildung 4.10: Losungskurven der Variable x5 als Losungen des vollstdndigen Ore-
gonator-Modells 4.44 und des reduzierten DAE-Systems, bestehend aus der mittleren
Differentialgleichung des Modells 4.44 sowie den algebraischen Gleichungen 4.45 und
4.46.

4.44 und der folgenden algebraischen Gleichung fiir die Variable z3 zusammen-
setzt:

0= 0.161(z1 — x3). (4.46)

Geméafl Abbildung 4.9 beeinflussen die Storungen der Variable z3 auch in diesem
Fall nicht das Verhalten der langsamen Spezies z; und 5.

Zusammen liefern die Quasistationaritdtsbedingungen 4.45 und 4.46 sowie
die mittlere Differentialgleichung aus 4.44 ein weiteres reduziertes DAE-System,
deren Losungskurve fiir die Variable x5 der Losungskurve des vollstandigen ODE-
Systems 4.44 approximativ entspricht (vergleiche dazu Abbildung 4.10). Die nu-
merische Komplexitiatsreduktion (Algorithmus 4.1) hat demnach einen entschei-
denden Beitrag zur Identifizierung der Spezies geleistet, die komplett von der
langsamen Dynamik entkoppeln. Infolgedessen war es moglich, ein eindimensio-
nales Modell zu finden, dessen langsame Komponente annéhernd das dynamische
Verhalten der jeweiligen Spezies aus dem vollen Modell aufweist.
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Abbildung 4.11: Losungskurven der Variable x3 als Losungen des vollsténdigen Ore-
gonator-Modells 4.44 und des reduzierten DAE-Systems, bestehend aus der ersten und
der dritten Differentialgleichung des Modells 4.44 sowie der algebraischen Gleichung
4.47.
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Im Gegensatz zu den Variablen x; und x3 koppelt x5, wie aus Abbildung 4.7
ersichtlich, sehr stark an die langsamen Zeitskalen (15" ~ 100%). Dies bedeutet,
dass das Verhalten des Systems durch eine kleine Storung der Spezies x5 signifi-
kant verandert werden kann. Zur Bestdtigung dieser Aussage werden im Folgen-
den die Simulationsergebnisse des vollen ODE-Systems 4.44 mit den Ergebnissen
des DAE-Systems, das aus zwei Differentialgleichungen fiir die Variablen z; und
x3 aus 4.44 und einer algebraischen Gleichung

besteht, verglichen. Die Ergebnisse dieser Analyse sind in Abbildung 4.11 fiir
die Spezies x3 dargestellt. Es lidsst sich sofort erkennen, dass eine Annahme der
Quasistationaritéat fiir die Variable x5 ein vollig anderes dynamisches Verhalten
der langsamen Systemkomponente z3 verursacht.

Zusammenfassend haben die nachtriglichen Vergleiche der Losungskurven des
vollen Oregonator-Modells mit den reduzierten DAE-Modellen die Richtigkeit der
lokalen Kopplungsanalyse mit Algorithmus 4.1 bestétigt.



Kapitel 5

Globale Analyse der
Spezieskopplungen

Im vorherigen Kapitel wurde eine Methode vorgestellt, die eine lokale Analyse
des Kopplungsverhaltens der an einem (bio)chemischen Mechanismus beteiligten
Spezies an schnelle und langsame Dynamiken ermoglicht. Das Ziel fiir dieses Ka-
pitel besteht in der Entwicklung einer Methode, die Informationen i{iber Spezies-
kopplungen nicht nur fiir eine kleine Umgebung eines Referenzpunktes, sondern
fiir vorher definierte Zeitintervalle bereitstellt.

Im Folgenden seien zwei verschiedene Verfahren hierfiir vorgestellt. Beide Me-
thoden basieren auf einer Analyse der Sensitivitdten beziiglich Anfangswertvaria-
tionen entlang der Losungstrajektorie. Die reelle Block-Schur-Zerlegung bzw. die
Singuldrwertzerlegung der Sensitivitdtsmatrizen erlaubt eine Identifizierung stark
kontrahierender Richtungen im Phasenraum, in welche Stérungen der Zustands-
variablen relaxieren. Eine iterative Relaxation der am stérksten kontrahieren-
den Moden liefert DAE-Systeme, die das volle ODE-System approximieren. Die
kleinst mogliche Approximation wird mit Hilfe einer Abschidtzung des relativen
Fehlers in den differentiellen Variablen bestimmt (Lebiedz et al. [68]).

Zusétzlich zu der Relaxation stark kontrahierender Moden bietet das auf der
Singulérwertzerlegung basierende Verfahren eine algorithmisch leicht zu realisie-
rende Moglichkeit zur fehlerkontrollierten Identifizierung lokaler Erhaltungsbe-
ziehungen (Lebiedz et al. [67]). Die Anzahl der konstanten Moden kann ebenfalls
mittels des oben beschriebenen Fehlerkriteriums iterativ bestimmt werden.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden beide Methoden zusammenfas-
send dargestellt und anschlieend auf die im vorigen Kapitel ndher beschriebenen
Beispielmodelle angewandt.

69
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5.1 Identifizierung stark kontrahierender Rich-
tungen im Phasenraum

Die hier aufgefiihrte Idee der globalen Komplexitétsreduktion fiir (bio)chemische
Systeme basiert auf einer fehlerkontrollierten Approximation des vollen ODE-
Systems durch DAE-Systeme innerhalb vorher definierter Zeitintervalle. Fiir je-
des dieser Intervalle muss eine Transformationsmatrix gefunden werden, deren
Spaltenvektoren kontrahierende und expandierende Richtungen im Phasenraum
darstellen, so dass nach einer Transformation des urspriinglichen ODE-Systems
die gegeniiber Stérungen der Zustandsvariablen robusten Moden als relaxiert an-
genommen werden konnen. Es muss also eine Moglichkeit gefunden werden, re-
laxierende und nichtrelaxierende Richtungen im Phasenraum zu identifizieren.
Gegeben sei das allgemeine nichtlineare Anfangswertproblem

T = F(x), z(ty) = xg (5.1)
mit der Losung

die fiir alle t > to > 0 definiert ist. Eine Eingabestorung Azy zum Zeitpunkt ¢
verursacht zu einem spéteren Zeitpunkt eine Abweichung von der urspriinglichen
Losung 5.2, die als Differenz

Aflf(t) = IL’(t7 to, To + ALE‘()) — IL’(t7 to, Io) (53)
dargestellt werden kann. In linearer Naherung ergibt sich

t;to, zo + Axg) — x(t; to, o)
ALEO

Au(t) = Ay = W (t, to) Ao (5.4)
mit

Wt t0) = —(t: o, 7). (5.5)

Die Matrix W (¢, ty) € R™™ iibertrégt (propagiert) somit die Eingabestorung Ax
zum Zeitpunkt ¢y entlang der Integralkurve durch (tg,zg) zur Ausgabestorung
Ax(t) zum Zeitpunkt ¢ und wird demnach als Propagationsmatriz bezeichnet. Sie
entspricht der Sensitivitdtsmatriz beziiglich der Anfangswerte aus Abschnitt 3.3.

Da aber im Vordergrund dieses Kapitels eine globale bzw. stiickweise Komple-
xitatsreduktion steht, wird das gesamte Simulationsintervall [0, tyax] mit o = 0 in
p € N Bereiche [0, 77, [T, 2T, ...,[(p— 1)T, pT'] mit der Lénge T' = tmﬁ unterteilt.
Innerhalb der Zeitfenster seien Losungen

z(T) = z(T;0,x0),
x(2T) = z(2T;T,z(T)),

z(pT) = x(pT;(p— V)T, z((p— 1)T)) (5.6)
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fiir das Anfangswertproblem 5.1 definiert. Dabei beschreiben die Matrizen
W(T,0),W2T,T),..., W(pT,(p — 1)T) die Propagation der Eingabestorungen
Axg, Ax(T),...,Az((p—1)T) zu Beginn jedes Zeitintervalls entlang der Integral-
kurven zu den Ausgabestorungen an den Zeitpunkten T, 27 ..., pT" mit

Ax(T) =~ W(T,0)Az(0),
Azx(2T) ~ WQT,T)Ax(T),

Ax(pT) ~ W(pT,(p— )T)Ax((p— 1)T). (5.7)

Um Richtungen stark relaxierender Storungen der Zustandsvariablen fiir die oben
definierten Intervalle zu finden, miissen also die Propagationsmatrizen
W(kT,(k — 1)T), k = 1, ..., p berechnet und untersucht werden. Im Folgenden
werden zwei Methoden — die reelle Block-Schur-Zerlegung und die Singularwert-
zerlegung — betrachtet, die im weiteren Verlauf der Arbeit fiir die Zerlegung der
Propagationsmatrizen eingesetzt werden.

5.1.1 Reelle Block-Schur-Zerlegung der Propagationsma-
trizen

Fiir das Zeitfenster [(k — 1)T, kT] mit
Ax(kT) = W(ET, (k — 1)T)Az((k — 1)T) (5.8)

und k& € {1,...,p} sei zundchst angenommen, dass die entsprechende Propaga-
tionsmatrix W (kT, (k — 1)T) vollstéindig diagonalisierbar ist, d.h. es existieren
eine reguldre Matrix U € R™" und eine Diagonalmatrix D € R™*", so dass

N oo 0 i
WD, (k = 1)T) = UDU = (ur,cyun) | 1 - ; (5.9)

mit UU = I, gilt. Somit resultiert nach dem Einsetzen der Zerlegung 5.9 in
5.8 folgendes Ergebnis:

AN - 0
Az(kT)=~U | : .. : |UAz((k-1)T). (5.10)
0 - A\,

Mit der Projektion 3
Ay(t) == UAz(t)

fir kT > t > (k — 1)T werden zusitzlich aus 5.10 einige Zusammenhénge
beziiglich der Storungspropagation im Phasenraum erkennbar:
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e |)\;| < 1:die Storung in Richtung des korrespondierenden Eigenvektors u;
nimmt mit der Zeit ab;

e |\;| > 1: die Stérung in Richtung des korrespondierenden Eigenvektors u;
wéchst mit der Zeit;

e |)\;| = 1: die Stérung in Richtung des korrespondierenden Eigenvektors u;
bleibt konstant.

Somit stellen Spaltenvektoren der Matrix U = (uy, ..., u,) Richtungen im Pha-
senraum dar, in die Storungen der Zustandsvariablen innerhalb des betrachteten
Zeitfensters [(k — 1)T, kT] geméB |N\;|, ¢ = 1,...,n mit der Zeit relaxieren, kon-
stant bleiben oder wachsen. Insbesondere relaxiert eine Stérung in Richtung des
Eigenvektors mit dem kleinsten Betrag |\;| < 1 am stérksten.

Ist die Propagationsmatrix W (kT (k—1)T') nicht vollstdndig diagonalisierbar,
wie am Anfang angenommen, so lasst sich dhnlich wie in Abschnitt 4.2.2 eine
reelle Block-Schur-Zerlegung realisieren, welche die stark relaxierenden Prozesse
von den nichtrelaxierenden separiert. Zunéchst findet eine reelle Schur-Zerlegung
der Matrix W (kT, (k — 1)T") gemif3
St Sim
QWHT,(k-—1)T)Q=S=| : .
o - S
statt. Anschlieflend wird nach einer Anordnung der Diagonalelemente bzw. der

(2 x 2)-Diagonalblécke aus der oberen Block-Dreiecksmatrix S entsprechend der
Grofle der Realteile ihrer Eigenwerte

IRe(\)] = |Re(Ao)| = ... > |Re(\)] (5.11)

(n—r)

die Kopplungsmatrix S5 € R™* aus

5 Su Si
5= ( 0 Sy
eliminiert. Die Losung C, € R™*(=") der Sylvester-Gleichung

Sllor - CT’S22 = _512

ermoglicht letztlich die Berechnung der Transformationsmatrizen

TT:Q(IJF(S %’”)),Tf:( —(8 %’”))QT. (5.12)

Dementsprechend separiert aufgrund der Anordnung 5.11 eine fir kT > t >
(k — 1)T wie folgt definierte Transformation

Ay(t) =T Az(t) (5.13)
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die r stark relaxierenden Moden von den nichtrelaxierenden bzw. nur schwach
relaxierenden Prozessen. Mit

W(KT, (k- 1)T) =T, S 00 e
0 S "

und 5.8 gilt

Ay(kT) ~ ( 551 522 ) Ay((k = 1)T).

Die Anwendung der Projektion 5.13 auf das urspriingliche ODE-System 5.1
T7'a=T7'F (5.14)

dreht die Koordinatenachsen des urspriinglichen Zustandsraumes in die Richtun-
gen der Spaltenvektoren der Matrix 7,.. Aus der Zerlegung der Matrix T

T, = (T,)act| (T} )rel) = (T2, ..., TT|T7HE, LT (5.15)
in eine “relaxierende” (7T}).q und eine “aktive” Teilmatrix (T} ).t (70,9 =1,...,n
steht fiir den i-ten Spaltenvektor der Matrix 7,) und der angenommenen Rela-
xation der stark kontrahierenden Moden

(Tr_l)actj: = (T_l)actF
0 = (I7Y)F (5.16)

entsteht ein DAE-System mit den transformierten Variablen y(t) = (T, 1).x(t) €

T

R™ und 2(t) = (T71),qz(t) € R"™". Das DAE-System 5.16 approximiert somit das

T

komplette ODE-System innerhalb des Intervalls [(k — 1)T, kT.

5.1.2 Singulidrwertzerlegung der Propagationsmatrizen

Dariiber hinaus bietet die Singuldrwertzerlegung der Propagationsmatrizen
W(KT,(k—1)T), k = 1,..., p eine weitere Moglichkeit zur Identifizierung stark
kontrahierender Moden. Im Folgenden sei zunéchst auf die theoretischen Details
der Singularwertzerlegung (Trefethen und Bau [105]) eingegangen.

Ist A € R™" eine beliebige reelle Matrix mit dem Rang 1), dann heiflen die
positiven Wurzeln o; = /\; mit i = 1,2,...,9 aus den Eigenwerten \; der Ma-
trix ATA Singuldrwerte der Matrix A. Dazu existieren 1 orthonormierte Rechts-
singuldrvektoren v; und 9 orthonormierte Linkssinguldrvektoren u;. Dariiber hi-
naus existieren zum Singuldrwert Null n — r Rechtssingulérvektoren v; mit ¢ =
Y41, ...,n und m—r orthonormierte Linkssinguldrvektoren u; mit ¢ = 941, ..., m.
Eine Matrix vom Typ (m,n) hat demzufolge n Rechtssingulérvektoren und m
Linkssinguldrvektoren, die zu den orthogonalen Matrizen V' = (vy, vg, ..., v,) und
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NPARs

Abbildung 5.1: Geometrische Darstellung der Singuldrwertzerlegung 5.17 am Beispiel
der Matrix A € R?*2,

U = (uy,us, ..., uy,) zusammengefasst werden kénnen. Die Singuldrwertzerlegung
der Matrix A ist daher gegeben durch

A=UxV" (5.17)

mit ¥ = diag(o;), i = 1,...,9 und orthogonalen Matrizen U € R™*™ V € R™*".
Die geometrische Darstellung der Singuldrwertzerlegung 5.17 ist in Abbil-
dung 5.1 am Beispiel einer 2 x 2-Matrix veranschaulicht. Die Spaltenvektoren
der Matrix U korrespondieren mit den Achsen der Ellipse, deren Léngen durch
die Singuldrwerte op und oy festgelegt sind. Die normierten Vektoren v; und wvs
stellen dabei geméfl
Av; = oyu;, i=1,...,0

die Urbilder der linearen Abbildung A dar, welche die Spaltenvektoren der Matrix
V' auf die Achsen der Ellipse abbildet.

Die geometrische Interpretation der Singuldrwertzerlegung, angewandt auf die
Propagationsmatrix W (kT, (k — 1)T), ist in Abbildung 5.2 veranschaulicht. Es
sind zwei Trajektorien abgebildet: eine nominale x(¢) und eine am Anfang mit
Ax((k—1)T) gestorte Losung #(t) des Problems fir k7 > t > (k—1)T. Offensicht-
lich bildet die Propagationsmatrix den Einheitskreis der Eingabestorungen auf die
Ellipse der Ausgabestérungen ab. Die Spaltenvektoren der Matrix U bestimmen
dabei kontrahierende bzw. wachsende Richtungen im Phasenraum. Insbesondere
wird die am stérksten kontrahierende Richtung durch die kiirzeste Achse o;u; der
Ellipse definiert. Insofern eignet sich die Matrix U fiir die Transformation des
urspriinglichen ODE-Systems

Ut =UTF. (5.18)

Mit Hilfe der Singuldrwerte, die absteigend angeordnet sind, lassen sich dem-
entsprechend Moden u;x(t), ¢ = 1,...,n, welche als Skalarprodukt zwischen dem
i-ten Spaltenvektor u; der Matrix U und dem Zustandsvektor x(t) definiert sind,
wie folgt klassifizieren:
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x(1) —Ax((k-DT)

—
P x(1)

kT (k-l)Ti

Abbildung 5.2: Geometrische Interpretation der Singuldrwertzerlegung angewandt auf
die Propagationsmatrizen W (kT, (k — 1)T), k=1, ..., p.

e 0; < 1:wx(t) ist eine relaxierende Mode, die auf Stérungen der Zustands-
variablen nicht oder nur sehr gering reagiert;

e 0, > 1 : ux(t) ist eine nichtrelaxierende Mode, die auf Stérungen der
Zustandsvariablen sehr stark reagiert;

e 0, = 1: ux(t) ist eine konstante Mode, die Stérungen der Zustandsvaria-
blen konstant erhalt.

SchlieBlich fithrt nach einer Aufspaltung der Matrix U
U = (Uact|Urel) = (U1, ooy U Upiqy oovy Uy, (5.19)

in eine “relaxierende” U,q und eine “aktive” Teilmatrix U, die Relaxation stark
kontrahierender Moden zu einem DAE-System

(UT)actj: = (UT>actF
0= (U")aF (5.20)

mit r differentiellen und n — r algebraischen Gleichungen.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass infolge der Singuldrwertzerle-
gung eine Rotation der Spaltenvektoren der Matrix V' gegeniiber denen von U
stattfinden kann, so dass Richtungen der Eingabestorungen nicht mehr den Re-
laxationsrichtungen entsprechen. Dies bedeutet, dass eine Stérung, die in eine
stark kontrahierende Richtung relaxiert, nicht unbedingt dem dazu korrespon-
dierenden Spaltenvektor der Matrix U entspricht. Stattdessen wird sie durch eine
Linearkombination der Vektoren wuq, ..., u,, spezifiziert.

5.2 Abschitzung des Fehlers

Bis jetzt wurde gezeigt, dass sowohl die reelle Block-Schur-Zerlegung als auch
die Singularwertzerlegung der Propagationsmatrizen W (kT (k — 1)T) zur Iden-
tifizierung der Moden, deren zeitlicher Verlauf als quasistationdr angenommen
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werden kann, beitragen. Um jedoch die Anzahl relaxierender Moden innerhalb
des Zeitfensters [(k — 1)T, kT| korrekt zu erfassen, ist ein Kriterium, welches den
Fehler in den differentiellen transformierten Variablen kontrolliert, erforderlich.
Dieser ldsst sich beispielsweise in einer iterativen Prozedur wie folgt berechnen

lyi (KT) — yi(KT)]
|yi(KT)]

y*(kT) bezeichnet dabei den differentiellen Teil der Losung der DAE-Approxima-
tion 5.16 bzw. 5.20 mit r differentiellen Gleichungen und y(kT") steht fiir die
Losung des transformierten kompletten ODE-Systems 5.14 bzw. 5.18 mit dem
Anfangswert T 'z((k — 1)T) bzw. UTx((k — 1)T). Es wird demnach die relative
Abweichung der differentiellen Variablen einer DAE-L6sung von den entsprechen-
den Variablen der ODE-Losung zum Zeitpunkt ¢ = kT bestimmt. Damit die re-
duzierte Dimension r akzeptiert wird, darf diese Abweichung eine vom Benutzer
definierte Toleranzgrenze T'OL nicht iiberschreiten.

<TOL, i=1,..r (5.21)

5.3 Analyse des Kopplungsverhaltens

Die in einer iterativen Prozedur berechnete reduzierte Dimension r legt die An-
zahl der aktiven Moden fest, mit deren Hilfe das dynamische Verhalten des gesam-
ten Systems fehlerkontrolliert beschrieben werden kann. Allerdings entsprechen
sowohl aktive als auch relaxierende Moden den Linearkombinationen der Sys-
temvariablen z;(¢). D.h., erst eine Analyse der durch die Spaltenvektoren der
Transformationsmatrix 7). bzw. U aufgespannten Unterrdume kénnte Aufschluss
iiber die Beteiligung der Systemvariablen an der aktiven bzw. relaxierenden Dy-
namik des Systems geben.

Gegeben sei die gesplittete Darstellung 5.15 bzw. 5.19 der Transformations-
matrix 7T, bzw. U. Die ersten r Spaltenvektoren spannen den aktiven Unter-
raum auf, in dem die fiir das gesamte System mafgeblichen Prozesse ablaufen.
Der relaxierende Unterraum, dessen dynamische Vorgéange auf Storungen der Zu-
standsvariablen relaxierend reagieren, wird von den letzten n—r Spaltenvektoren
aufgespannt. Die Lage der Koordinatenachsen e;, 2 = 1, ...,n zu den Unterrdumen
ist demnach ausschlaggebend fiir die Beteiligung der Spezies an den unterschied-
lichen Dynamiken. Im Folgenden werden in Abhéngigkeit von der Zerlegung der
Propagationsmatrizen Formeln fiir die Untersuchung der Achsenlagen im Pha-
senraum hergeleitet.

Reelle Block-Schur-Zerlegung der Propagationsmatrizen

Im Falle der reellen Block-Schur-Zerlegung liegen Spaltenvektoren der Matrix 7.
nicht orthogonal aufeinander. Diese Tatsache erschwert eine Analyse der Spe-
zieskopplungen. Die intuitiven Gréflen wie die Abstdnde der Einheitsvektoren zu
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den Unterrdumen oder die Léngen der Projektionen der Einheitsvektoren auf die
Unterrdume wiirden keine brauchbaren Ergebnisse liefern (sieche dazu Abschnitt
4.4). Fine mogliche Losung dieses Problems wurde bereits im Rahmen der lo-
kalen Analysemethode (siehe Algorithmus 4.1) vorgeschlagen. Dieses Verfahren
kombiniert die Absténde

act __ act rel rel .
d;" = lei = pi”ll, & =lles —pi°ll, i=1,..,n
der Einheitsvektoren e;, ¢ = 1,...,n im Phasenraum vom aktiven bzw. relaxieren-
den Unterraum mit den Winkeln

it = arccos ", «

1'rel

rl — arccosd’®, i=1,...,n.

a2t und ol beschreiben die Abweichung des Winkels zwischen der i-ten Koor-
dinatenachse und dem entsprechenden Unterraum vom 90°-Winkel. Dabei sind
die Projektionen der Vektoren e; auf den aktiven bzw. relaxierenden Unterraum

wie folgt definiert:

T n
b =S e TOTE = 3 (e THTE =1
j=1 j=r+1

T steht fiir den normierten j-ten Spaltenvektor der Matrix 7T,.. Die Beitrige der
Spezies zu den Unterrdumen ergeben sich schlielich fiir : = 1, ..., n aus

drarccos d2°t

act
pact = (5.22)
' di®larccos d2t + di*arccos di®!
und
el d®“tarccos d:°!
i T s rel rel act © (523>
d¥**arccos di® + d;*arccos d;

Singulidrwertzerlegung der Propagationsmatrizen

Die Singuldrwertzerlegung der Propagationsmatrizen liefert dagegen orthonor-
mierte Linkssinguldrvektoren wy, ..., u,. Diese Tatsache hat eine orthogonale La-
ge der von den Spalten der Matrix U aufgespannten Unterrdume zueinander und
dementsprechend eine wesentlich einfachere Kopplungsanalyse zur Folge. So z. B.
spiegelt die Lange des i-ten Projektionsvektors, definiert als

T n
act __ rel __ S
by = E UigUg, P = E uijug, 1=1,...,n,
j=1 Jj=r+1

die Position der i-ten Achse zu den entsprechenden Unterrdumen wider. wu;; be-
zeichnet dabei die i-te Komponente des Vektors u;.
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Die Léngen der Projektionsvektoren stehen in einem direkten Zusammenhang
mit den Beitrédgen der Spezies. Je ldnger der Projektionsvektor, desto grofier ist
der Beitrag der Spezies zu der korrespondierenden Dynamik. Um einen direk-
ten Vergleich zwischen den Projektionen einer Spezies auf die unterschiedlichen
Unterrdume herzustellen, miissen daher die relativen Beitréage

Il
T?Ct = act - rel||’ (524)
[P5 ]| =+ [Pl
rel
prel = act||Pz ! =1, (5.25)
[Pi | =+ [Pl

analysiert werden.

5.4 Identifizierung der Erhaltungsbeziehungen

Eine Zerlegung des Simulationsintervalls in endlich viele Teile bietet zusédtzlich
zur Relaxation stark kontrahierender Moden eine Moglichkeit zur Identifizierung
konstanter Moden. Im Zusammenhang mit der reellen Block-Schur-Zerlegung kor-
respondieren solche Moden mit den Eigenwerten, dessen Absolutbetriage der Real-
teile bei Eins liegen. Eine konstante Mode, welche die Storungen der Zustandsva-
riablen unverédndert mit der Zeit festhélt, liegt in Bezug auf Singuldrwertzerlegung
der Propagationsmatrizen dann vor, wenn o; = 1 gilt.

Das Ziel dieses Abschnitts besteht nun darin, mittels einer zweiten iterativen
Prozedur, die aktive Teilmatrix (7} )act bzw. U,y der Transformationsmatrix 7,
bzw. U in einen konstanten und einen nichtkonstanten Bereich zu splitten. Dies
erfordert im Falle der Matrix 7, eine Anordnung der Eigenwerte geméf3

11— Re(\)| < |1 — Re(A)| < ... < |1 — Re(\,)]

und eine weitere Block-Schur-Zerlegung der Matrix Si;, welche die konstanten
Prozesse von den nichtkonstanten separiert. Allerdings ldsst sich eine zweite
Block-Schur-Zerlegung im Vergleich zur vollstédndig entkoppelten Darstellung der
Moden u;z(t) algorithmisch nur sehr kompliziert realisieren. Darum richtet sich
im Folgenden der Schwerpunkt der Komplexitétsreduktion ausschliellich auf die
Identifizierung lokaler Erhaltungsbeziehungen mittels der Singuldrwertzerlegung.

Nach der Berechnung der minimalen Dimension r werden die Singuldrwerte
oi, © = 1,...,7 geméf ihrer Abweichung von der Zahl Eins

-0 <|[1—0y <...< |1 -0,

geordnet. Danach erfolgt die iterative fehlerkontrollierte Berechnung der kon-
stanten Moden, so dass die aktive Teilmatrix U, in einen konstanten und einen
nichtkonstanten Bereich aufgeteilt wird:

Uact = (Uconst|Unonconst) = (Ul, sy uc‘uc—l—lv ceey ur)
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mit ¢ < r. Dazu wird die Konzentration der als konstant angenommenen Moden
auf ihre Anfangswerte u;z((k — 1)T), i = 1, ..., ¢ fixiert und das DAE-System

(UT ) const z = 0
( UT ) nonconst .CL’ == ( UT ) nonconst F
0 = (UY)F (5.26)

mit 7 differentiellen und n — r algebraischen Gleichungen auf dem Intervall
[(k — 1)T, kT integriert.

Die Auswertung des Fehlerkriteriums 5.21 fiir alle differentiellen Variablen y;,
1 = 1,...,r gibt schliellich Aufschluss dariiber, ob das Festhalten der Konzen-
trationen der ersten ¢ Moden in Bezug auf die festgelegte Toleranzgrenze T'O L
zuléssig ist. Ist die vorgegebene Toleranz nicht iiberschritten, so wird in der néchs-
ten Iteration eine weitere Mode konstant gehalten.

Nach der Aufteilung der Matrix U in drei Teilmatrizen

U= (U const|Unonconst|Urel)

muss auch die in Abschnitt 5.3 geschilderte Kopplungsanalyse erweitert werden.
Dazu werden die Projektionen auf den konstanten, nichtkonstanten und relaxie-
renden Unterraum wie folgt

c r n
const ,__ nonconst ,__ rel ,__ s
D; = E UijUj, P; = E Ujjug, p; = E ujjug, 1=1,...,n
j=1 j=c+1 Jj=r+1

definiert. Der relative Beitrag der Spezies ¢ zu einem der drei Unterrdume ist
demzufolge durch das Verhéltnis zwischen der Lénge des entsprechenden Projek-
tionsvektors und der Summe aller Projektionsldngen gegeben:

space ‘ ‘ps'pace‘ ‘

R ? y

ST T e e 6
(2 7 (2

wobei space € {const, nonconst, rel}. Der Beitrag der Spezies i zu der aktiven

Dynamik entspricht daher sinngemif8 der Summe aus r§°** und rporeonst

act const nonconst .
act — € + 7t , 1= 17

TZ (2 (2

ey T

5.5 Algorithmische Realisierung der globalen
Kopplungsanalyse

Im Gegensatz zur lokalen Komplexitétsreduktion 4.1 analysieren globale Verfah-
ren stiickweise Spezieskopplungen auf endlichen Zeitintervallen. Fiir die Identifi-
zierung stark kontrahierender Richtungen im Phasenraum werden Propagations-
matrizen eingesetzt, welche die Sensitivitit der Losung beziiglich der Anfangswer-
te beschreiben. Diese werden mit Hilfe der internen numerischen Differentiation
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(vergleiche Kapitel 3.3.2) berechnet, die innerhalb des Integrators DAESOL (Bau-
er et al. [7]) implementiert ist. Der numerische Integrator DAESOL basiert auf
einem BDF-Verfahren (vergleiche Kapitel 3), der insbesondere fiir steife ODE-
und DAE-Systeme (vergleiche Kapitel 3.2.1) geeignet ist. Richtungen im Pha-
senraum, in die dynamische Prozesse ablaufen, konnen sowohl mittels der reel-
len Block-Schur-Zerlegung als auch mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung ermittelt
werden. Darin unterscheiden sich die beiden folgenden Algorithmen.

Algorithmus 5.1 basiert auf der reellen Block-Schur-Zerlegung der Propagati-
onsmatrizen, die mit dem Programmpaket LAPACK (Anderson et al. [2]) berech-
net wird. Nach einer absteigenden Sortierung der Realteile der Eigenwerte geméfl
ihrer Absolutbetriage (Schritt 3) findet eine iterative Prozedur statt, aber auch
nur dann, wenn fiir den kleinsten Absolutbetrag gilt: |Re(\,)| < 1. Die Prozedur
wird so oft durchgefiihrt, bis eine der Abbruchbedingungen erfiillt ist. Dies kann
der Fall sein, wenn |Re(\,)| > 1 gilt oder wenn das Fehlerkriterium 5.21 (Schritt
10) verletzt ist.

Fiir die Anwendung des Fehlerkriteriums wird eine Losung des DAE-Systems
5.16 auf dem Intervall [¢,¢ + T] bendtigt. Diese wird mit Hilfe von DAESOL
berechnet. Zur Berechnung eines konsistenten Anfangswertes werden Verfahren
eingesetzt, die innerhalb des Integrators DAESOL implementiert sind, wie z. B.
das Newton-Verfahren und das speziell fir DAESOL entwickelte Homotopie-
Verfahren (vergleiche Kapitel 3.5.4). Als Startpunkt fiir das Newton-Verfahren
wird der nicht konsistente Anfangswert T."'z(t) eingesetzt. Scheitern beide Ver-
fahren, so werden die algebraischen Gleichungen relaxiert (vergleiche Kapitel
3.5.4). Dies sichert eine kiinstliche Konsistenz des Anfangswertes am Anfang der
Integration.

Nach der Berechnung der reduzierten Dimension r, werden in Schritt 15 Kopp-
lungen der Spezies an die aktive bzw. relaxierende Dynamik untersucht. Die rela-
tiven Beitrige 72 und 2! geben dabei Aufschluss iiber den Einfluss der Spezies
auf das Verhalten des gesamten Systems.

Algorithmus 5.2 basiert auf der Singuldrwertzerlegung der Propagationsmatri-
zen. Nach einer absteigenden Anordnung der Singuldrwerte, die auch mit einer in
LAPACK (Anderson et al. [2]) implementierten Routine berechnet werden, kann
mit der Ermittlung der kleinstmoglichen reduzierten Dimension begonnen wer-
den, wenn o,, < 1 gilt. Dazu wird die volle Dimension n iterativ verkleinert und
nach jeder Iteration der resultierende Fehler mit 5.21 (Schritt 8) kontrolliert. Ist
das Fehlerkriterium 5.21 nicht erfiillt, so wird die Prozedur abgebrochen. UTz(t)
wird als nichtkonsistenter Startwert fiir die Losung des Anfangswertproblems 5.20
auf dem Intervall [¢,t + T eingesetzt.

Innerhalb der ermittelten aktiven Richtungen im Phasenraum konnen aber
unter Umstédnden konstante Richtungen enthalten sein, die mit den Singuldrwer-
ten gleich Eins korrespondieren. Um diese Richtungen zu ermitteln, wird das
DAE-System 5.26 mit den konstant gehaltenen Moden, dessen Singuldrwerte die
kleinsten Abweichungen von der Eins besitzen, auf dem Intervall [¢,¢ + T inte-
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Algorithmus 5.1

INPUT: Differentialgleichungssystem @ = F'(z), z € R", Startpunkt x(tsar),
toaes TOL, TOLy, T

t = tstart, T(t) := x(tstart), 7 =1

While t < t,,,x Do
1. Berechne z(t +T'), W(t +T,t)

2. Berechne reelle Schur-Zerlegung: QTW (t +T,1)Q = (

S Sia
0 Sy

3. Sortiere Realteile der Eigenwerte,
so dass |Re(A\1)| > |Re(A2)| > ... > |Re(\,)|
4. If |Re(\,)| > 1 Then Goto 15
5. Setze r :=n — 1, falls A\, € R
r:=n-—2,falls \,,\,_1 € C
While r > 0 Do
6. Lose SllCr — CTSQQ = —512
7. Berechne T, T, mit 5.12
8. Berechne Losung (y*(t + 1), 2(t + 1)) von 5.16
mit Anfangswerten (y*(t),2(t)) = T ' (t)
9. Berechne y(t +T) =T 'z(t +T)
10. Tf WD DL > TOL fiir ein i = 1,...,r Then Goto 14
11. If |Re(\,)| > 1 Then Goto 15
12. Setze r :=r — 1, falls A, € R
r:=r—2 falls \,, \,_1 € C

Endwhile
13. If r = 0 Then
If | 2T < TOL, Then Goto 15
Endif
14. Setze r :=7r+ 1, falls \,;; € R
r.=r+ 2, falls )‘T-i-la )\7»4_2 eC
15. Berechne 2%, v fiir 4 = 1, ...,n mit 5.22-5.23
16. Setze t ==t + T, x(t) :=x(t + T
Endwhile

Tabelle 5.1:  Algorithmus zur stiickweisen (globalen) Analyse der Kopplungen an ak-
tive und relaxierende Dynamiken der am Reaktionsmechanismus beteiligten Spezies.
Einsatz der Block-Schur-Zerlegung von Propagationsmatrizen.
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Algorithmus 5.2

INPUT: Differentialgleichungssystem @ = F'(z), z € R", Startpunkt x(tsar),
toae, TOL, TOLy, T
t:= tstart, (1) := (tstart), 7 :=n,c:=0
While t < t,,.. Do
1. Berechne z(t +T'), W(t+T,t)
2. Berechne Singulirwertzerlegung: UTW (t + T, )V = %
3. Sortiere Singuldrwerte o;,7 = 1,...,19, so dass 01 > g5 > ... > 0y
4. If 0,, > 1 Then Goto 13
5. Setze r :=n—1
While r > 0 Do
6. Berechne Losung (y*(t + 1), 2(t + 7)) von 5.20
mit Anfangswerten (y*(t), 2(t)) = UTz(t)
7. Berechne y(t +T) = UTx(t +T)
8. If 4 tTT()téigTJrT | >TOL fir eini =1, ..., Then Goto 12
9.If 0, > 1 Then Goto 13
10. Setze r :==1r — 1
Endwhile
11. If r = 0 Then

If |20 < TOL, Then Goto 19

Endif
12. Setze r ;=71 + 1
13. Setze ¢ :=1

14. Sortiere 0;, i =1,...,r,s0 dass |1 —o1| < |1 — 0| < ... < |1 — 0,
While ¢ <r Do
15. Berechne Losung (y*(t + 1), 2(t +T')) von 5.26
mit Anfangswerten (y*(t), 2(t)) = UTx(t)

16. If v (tTT()H%igTJrT)' >TOL fireini=1,...,7r Then Goto 18

17. Setze c:=c+1
Endwhile
18. Setze ¢ :=c—1
19. Berechne rgonst, pnonconst prel fisy j — 1 p mit 5.27
20. Setze t ==t + T, x(t) == 2(t +71)
Endwhile

Tabelle 5.2: Algorithmus zur stiickweisen (globalen) Analyse der Kopplungen an kon-
stante, nichtkonstante und relaxierende Dynamiken der im Reaktionsmechanismus be-
teiligten Spezies. Einsatz der Singuldrwertzerlegung von Propagationsmatrizen.
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Abbildung 5.3: Ergebnisse der globalen Komplexititsreduktion fiir das Michaelis-
Menten-Modell 4.43 (Algorithmus 5.1) mit 7 = 0.3 Sekunden und TOL = 1072
in 5.21. Links: reduzierte Dimension; Mitte, rechts: relative Beitrige der Spezies
(1 = [S], z2 = [ES]) zum aktiven Raum entsprechend Formel 5.22.

griert. Nach der Integration erfolgt eine erneute Uberpriifung des Fehlerkriteriums
5.21 fiir differentielle Variablen. Ist dieses Kriterium erfiillt, so kann das Verfahren
analog mit der néchsten Mode fortgesetzt werden. Bei einer Verletzung des Feh-
lerkriteriums widmet sich Algorithmus 5.2 der Berechnung der relativen Beitrige
der Spezies zu den unterschiedlichen Dynamiken (Schritt 19).

Beide in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen wurden an den in Kapitel
4 ausfiihrlich beschriebenen Modellen getestet. Im Folgenden werden die Ergeb-
nisse der Komplexitétsreduktion fiir das Michaelis-Menten-Modell 4.43 und das
Oregonator-Modell 4.44 gezeigt.

Michaelis-Menten-System

In Abbildung 5.3 sind die Resultate der mit Algorithmus 5.1 durchgefiihrten
Kopplungsanalyse fiir das zweidimensionale Michaelis-Menten-Modell 4.43 dar-
gestellt. Die Grofe der Intervalle liegt dabei bei T' = 0.3 Sekunden. Ein Vergleich
der Resultate mit den Ergebnissen des lokalen Algorithmus 4.1 (siehe Abschnitt
4.5) lasst erkennen, dass sie anndhernd gleich sind. Der Enzym-Substrat-Komplex
entkoppelt vollstdndig in der Phase, deren Dynamik durch die Abnahme der
Substratkonzentration dominiert wird. Der Beitrag des Substrats liegt dagegen
bei 100%. In der dritten Phase (nach 20 Sekunden) éndert sich die Situation.
Das Verhalten des Systems wird {iberwiegend durch die Abnahme der Enzym-
Substrat-Konzentration bestimmt. Dementsprechend enkoppelt in dieser Phase
das Substrat mit 73 ~ 0% von der aktiven Dynamik, wohingegen eine etwa
100%-ige Kopplung des Enzym-Substrat-Komplexes vorliegt.

Die gleichen Ergebnisse fiir das Michaelis-Menten-Modell 4.43 resultieren aus
der Komplexitéitsreduktion mit Algorithmus 5.2. Diese sind fiir 7' = 0.3 Sekunden
und TOL = 1072 in Abbildung 5.4 dargestellt.

Fiir das Michaelis-Menten-Modell konnten keine lokalen Erhaltungsbeziehun-
gen identifiziert werden. Es héngt damit zusammen, dass scheinbar konstante
Spezies von der aktiven Dynamik entkoppeln. Wie z. B. im Intervall zwischen
0 und 20 Sekunden und nach 40 Sekunden &ndert sich die Konzentration des
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Abbildung 5.4: Ergebnisse der globalen Komplexitéitsreduktion fiir das Michaelis-
Menten-Modell 4.43 (Algorithmus 5.2) mit 7 = 0.3 Sekunden und TOL = 1072
in 5.21. Links: reduzierte Dimension; Mitte, rechts: relative Beitrige der Spezies
(1 = [S], z2 = [ES]) zum aktiven Raum entsprechend Formel 5.27.

Enzym-Substrat-Komplexes kaum (vergleiche Abbildung 4.4). Allerdings kann
diese Spezies nicht zum konstanten Unterraum beitragen, da sie in diesen Berei-
chen vollstdndig von der aktiven Dynamik entkoppelt. Aus dem gleichen Grund
entkoppelt auch das Substrat vom konstanten Unterraum.

Oregonator

Die Ergebnisse der mit Algorithmus 5.1 durchgefiihrten Komplexitatsreduktion
fiir das Oregonator-Modell 4.44 sind in Abbildung 5.5 dargestellt. In diesem Fall
wurde die Grofle der Intervalle bei 2 Sekunden gewéhlt. Auch bei diesem Modell
stimmen die Resultate der globalen Methode weitgehend mit den Ergebnissen der
lokalen Komplexitéatsreduktion (vergleiche Abschnitt 4.5) iiberein. Die Dimension
des Modells lisst sich bis auf kleine Bereiche auf Eins reduzieren, wobei fiir die
Spezies x1; und x3 Quasistationaritit angenommen werden kann. Diese Annahme
beruht auf der vollstindigen Entkopplung der Spezies mit 73 ~ r§* ~ 0% von
der aktiven Dynamik.

Die gleichen Ergebnisse wurden fiir 7" = 2.0 Sekunden mit Algorithmus 5.2
erzielt. Auch hier entkoppeln die Spezies z; und x5 geméfl Abbildung 5.6 von der
aktiven Dynamik.

Die Komplexitéitsreduktion mit Algorithmus 5.2 lieferte fiir das Oregonator-
Modell ebenfalls negative Ergebnisse in Bezug auf die lokalen Erhaltungsbezie-
hungen (es konnten keine konstanten Moden identifiziert werden). Keine der drei
Spezies koppelt an die konstante Dynamik. Dieses Ergebnis léasst sich dhnlich
wie bei dem Michaelis-Menten-Modell erkldren. Die einzig konstanten Spezies x;
und z3 entkoppeln im Bereich zwischen 100 und 250 Sekunden von der aktiven
Dynamik und kénnen daher unmoglich an Erhaltungsbeziehungen im Sinne der
obigen Charakterisierung beteiligt sein.



5.5. ALGORITHMISCHE REALISIERUNG

min. dim.

(0%l

T T T T
3 - -
S
2 b {1 =
N g
LH
1 -
1 1 1 1
0 100 200 300 400
t[s]
T T T T
100 F
80 |- \{ w 1 -
a0 b i &
- ] e
20 | ]
O - -
1 1 1 1
0 100 200 300 400
t[s]

100
80
60
40
20

100
80
60
40
20

_I 1 1 1

0 100 200 300 400
t[s]

T T T T

_I 1 1 1

0 100 200 300 400
t[s]

85

Abbildung 5.5: Ergebnisse der globalen Komplexitéitsreduktion fiir das Oregonator-
Modell 4.44 (Algorithmus 5.1) mit 7' = 2.0 Sekunden und TOL = 1072 in 5.21. Links
oben: reduzierte Dimension; rechts oben, unten: relative Beitrige der Spezies z;, i =
1,2,3 zum aktiven Raum entsprechend Formel 5.22.
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Abbildung 5.6: Ergebnisse der globalen Komplexititsreduktion fiir das Oregonator-
Modell 4.44 (Algorithmus 5.2) mit 7' = 2.0 Sekunden und TOL = 1072 in 5.21. Links
oben: reduzierte Dimension; rechts oben, unten: relative Beitrige der Spezies x;, i =
1,2,3 zum aktiven Raum entsprechend Formel 5.27.
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Zusammenfassend lédsst sich erkennen, dass die Ergebnisse der globalisierten
Kopplungsanalyse nahezu mit den Resultaten der lokalen Komplexitatsredukti-
on iibereinstimmen. Dadurch diirfen aber die globalen Methoden keineswegs als
iberfliissig bezeichnet werden. Sie sind insbesondere fiir Anwendungen mit nicht
lokal begrenzten Fragestellungen, bei denen lokale Analysemethoden versagen,
von grofler Bedeutung.



Kapitel 6

Anwendung der Verfahren zur
Analyse der Spezieskopplungen

Nach der Anwendung der Methoden zur Komplexitéitsreduktion auf kleinere Mo-
delle widmet sich dieses Kapitel grofieren biochemischen Systemen, um mogliche
Kopplungsstrukturen der Spezies zu identifizieren. Das erste Modell von Bronni-
kova et al. [17] stellt die sogenannte Peroxidase-Oxidase-Reaktion (PO-Reaktion)
dar, die in der vorliegenden Arbeit fiir Testzwecke um eine Enzymaktivierung er-
weitert wurde. Die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse (Zobeley et al. [118],
Lebiedz et al. [67], Lebiedz et al. [68], Lebiedz [66]) fiir die PO-Reaktion stimmen
unter anderem mit den frither mit Hilfe anderer Methoden gewonnenen Erkennt-
nissen gut iiberein (vergleiche Straube et al. [100], Bensen und Scheeline [9]),
gehen aber deutlich iiber diese hinaus.

Das zweite Modell beschreibt den Glukoseabbau in Hefe (Nielsen et al. [73]).
Mit der Komplexitétsreduktion dieses Modells konnte vor allem der Zusammen-
hang zwischen den Spezieskopplungen und verschiedenen qualitativen Dynamiken
des gesamten Systems demonstriert werden.

6.1 Peroxidase-Oxidase-Modell

Die Peroxidase-Oxidase-Reaktion beschreibt die durch das Peroxidase-Enzym ka-
talysierte Oxidation von NADH (Nicotinamidadenindinukleotid).

ONADH + O, + 2H* — 2NAD' + 2H,0 (6.1)

Die PO-Reaktion spielt vor allem eine entscheidende Rolle bei der Bekamp-
fung von Bakterien durch die Immunzellen. Sie zeichnet sich durch ein reichhal-
tiges dynamisches Verhalten aus und wird daher als ein prototypisches Beispiel
fiir ein oszillierendes enzymatisches System angesehen (Hauser und Olsen [47]).
Durch zahlreiche experimentelle Untersuchungen ist es den Wissenschaftlern ge-
lungen, einzelne Reaktionsschritte der PO-Reaktion zu identifizieren. Einen um-

87
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Reaktionen® Geschwindigkeiten — Koeffizienten
(1) NADH + O, + Hf — NADT + H,0, k1 [NADH][O,] 3.0°
(2) HyOq + Per®™ — col ko[HoOs)[Per®t] 1.8-107°
(3) col + NADH — coll + NAD ks[col][NADH] 4.0-10*°
(4) coll + NADH — Per®" + NAD' k4[0011] [NADH] 2.6-10%°
(5) NAD + Oy — NADT 4+ O ks[NAD][O,] 2.0-107°
(6) Oy + Per®* — colll ke[O5 ] [Per®'] 1.7-105°
(7) 205 + 2Ht — H,05 + O, k-[O5]? 2.0-107°
(8) colll + NAD" — col + NAD™ ks [coIII] [NAD'] 11.0-107°
(9) 2NAD" — NAD, ko[NAD]? 5.6-107°
(10) Per®* + NAD" — Per*" + NAD™ kio[Per®T][NAD]  1.8-105°
(11) Per®* + Oy — colll k11 [Per*][Oy)] 1.0-10°°
(12) — NADH k1o variabel
(13) Og(gas) — OQ(hClU.ld) ]{713[02]6[1 6.0 - 10—3d,e
( 13) Og(llQllld) — Og(gas) ]{?_13[02] 6.0-1073 ¢
(14) Enzipac, + O — Enzae % 0.005 (k1)
0.4 “/(Ky)
(15) Enzaey — Enzipacy k15[ Enzact] 1.6¢

Tabelle 6.1: Detailliertes Modell der Peroxidase-Oxidase-Reaktion gekoppelt an die

Aktivierung eines Enzyms.

@ Per®* and Per?* stehen fiir Eisen(III)-Peroxidase und Eisen(II)-Peroxidase. col,
coll und collI stehen fiir die Enzymzwischenprodukte compound I, compound IT und
compound III.

bIn M1 g1

¢In M

dIp gt

¢ [Og]eq entspricht 1.2 - 107> M

f Es wird angenommen, dass mehr Enz;,,.; im Vergleich zu Enz,.; vorhanden ist. Daher
ist die Menge von Enz;,,¢ konstant.

fassenden Einblick in die biochemischen Zusammenhéinge der PO-Reaktion bietet
z.B. die Veroffentlichung von Scheeline et al. [87].

In der vorliegenden Arbeit wird der von Bronnikova et al. [17] vorgeschla-
gene und um die Aktivierung eines Enzyms erweiterte Reaktionsmechanismus
analysiert. Das komplette Modell ist in Tabelle 6.1, inklusive der Reaktionsge-
schwindigkeiten und der Geschwindigkeitskoeffizienten, dargestellt. Reaktion (12)
beschreibt den Zufluss des Substrats NADH in das System. Die letzten zwei Reak-
tionen stellen die oben angesprochene Aktivierung eines zweiten Enzyms durch
die Spezies O, und eine einfache Deaktivierung des aktiven Enzyms dar. Das
komplette Modell besteht aus 16 Reaktionsschritten und 13 Spezies.

Aufgrund der Tatsache, dass die Spezies NAD, und NAD™ nur produziert
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Abbildung 6.1: PO-Modell (Tabelle 6.1): Numerische Simulation der Spezies z;, i =
1:NADH, i =2: 09,7 =>5:NAD", i = 10 : Enz,,; mit DAESOL (Bauer et al. [7]).
Anfangswerte fiir Oy und Per®™ sind 12.0 uM bzw. 1.5 uM, fiir alle anderen Spezies
Null.

und nicht konsumiert werden, kann die Anzahl der Differentialgleichungen fiir
das detaillierte Modell (Tabelle 6.1) von 13 auf 11 reduziert werden. Zusétzlich
lasst sich mit Hilfe der stochiometrischen Analyse folgende Erhaltungsgleichung
ermitteln:

col + coll + colll + Per? + Per® = const.

Diese Erhaltungsgleichung ermdoglicht somit den Ersatz einer der Spezies (z.B.
coll) durch eine Kombination der an der Gleichung beteiligten iibrigen Spezies.
Dies hat eine weitere Dimensionsreduktion auf ein zehndimensionales Modell zur
Folge.

Je nach Zufluss der Spezies NADH (festgelegt durch den Parameter k;5) in das
System zeigt die PO-Reaktion ein unterschiedliches dynamisches Verhalten. In der
vorliegenden Arbeit wird der Fall k15 = 0.132 uM/s untersucht. Hierbei zeich-
net sich die Dynamik des Systems durch transiente Relaxationsoszillationen mit
groflen Amplituden und regulédre Oszillationen aus. Abbildung 6.1 zeigt die nume-
rischen Simulationen der vier ausgewéhlten Spezies (NADH, Oy, NAD', Enz,).
Am Anfang der Simulation (0 s <t < 2800 s) liegen Oszillationen mit groferen
Amplituden vor. Danach (¢ > 2800 s) gehen die Relaxationsoszillationen in die
harmonischen Oszillationen iiber.

In fritheren Untersuchungen der PO-Reaktion konnten mehrere Spezies als
quasistationdr eingestuft werden. So fanden z.B. Straube et al. [100] heraus,
dass die Spezies Oy und HyO quasistationdres Verhalten aufweisen. Bensen und
Scheeline [9] zeigten zusétzlich, dass auch das Radikal NAD" die Quasistationa-
ritét erfiillt. Die folgenden Resultate der Komplexitatsreduktion sollen Aufschluss
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Abbildung 6.2: Reduzierte Dimension (Dimension des langsamen Raumes) fiir die PO-
Reaktion (Tabelle 6.1) (Algorithmus 4.1 mit TOL = 1072 in 4.34).
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Abbildung 6.3: PO-Modell (Tabelle 6.1): Relative Beitriige r$1°" der Spezies z;, i = 1 :
NADH, i =5:NAD,i=6:05, ¢ =9: HyO09, i = 10 : Enz,e¢ in % zum langsamen
Raum entsprechend Formel 4.39 (Algorithmus 4.1 mit TOL = 1072 in 4.34).

dariiber geben, ob auch mit Hilfe der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Al-
gorithmen eine vollstindige Entkopplung der oben genannten Spezies von der
aktiven Dynamik ermittelt werden kann. Dazu wird sowohl das lokale (Algorith-
mus 4.1) als auch die beiden globalen Verfahren (Algorithmen 5.1 und 5.2) auf
das erweiterte PO-Modell (Tabelle 6.1) angewandt. Die benutzerdefinierte Tole-
ranzgrenze wird dabei auf TOL = 1072 festgelegt.

Lokale Kopplungsanalyse (siehe Kapitel 4, Algorithmus 4.1)

Abbildung 6.2 zeigt die Dimension des langsamen Raumes in Abhéngigkeit von
der Zeit. Offensichtlich kann die gesamte Dynamik des PO-Modells mit einer
reduzierten Anzahl differentieller Variablen (2-5 Freiheitsgrade) im Rahmen der
Fehlertoleranz approximiert werden. In Abbildung 6.3 sind die Ergebnisse der dy-
namischen Kopplungsanalyse fiir die biochemischen Spezies NADH, NAD", O,
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Abbildung 6.4: Reduzierte Dimension (Dimension des aktiven Raumes) fiir die PO-
Reaktion (Tabelle 6.1) (Algorithmus 5.1 mit TOL = 1072 in 5.21 und T = 20 Sekun-
den).

H505 und Enz,. dargestellt. Der relative Beitrag der Spezies NADH zur langsa-
men Dynamik ist in weiten Teilen mit 75'°% ~ 100% maximal. Dies bedeutet, dass
diese Spezies sehr stark an die wesentliche Dynamik des Systems koppelt. Eine
kleine Stérung von NADH wiirde sich sehr stark auf die Dynamik des gesamten
Systems auswirken. Im Gegensatz dazu entkoppeln die Spezies NAD", HyO5 und
Enz,. vom Netzwerk. Thre relativen Beitrige zum langsamen Raum sind sehr
klein. Insbesondere entkoppelt das aktivierte Enzym Enz,., das als Zusatz zu
der PO-Reaktion hinzugefiigt wurde, dann von der aktiven Dynamik, wenn es
nicht aktiv ist (vergleiche Abbildung 6.1). Die Entkopplungen der Spezies HyOo
und NAD" stehen in Ubereinstimmung mit den fritheren Resultaten (Straube et
al. [100], Bensen und Scheeline [9]), die mittels anderer Techniken zur Dimensi-
onsreduktion erzielt worden sind.

Bei der Spezies O ist die Aussage iiber das Kopplungsverhalten schwieriger.
Der Beitrag dieser Spezies ist zwar auf den Intervallen zwischen den einzelnen
Relaxationsoszillationen (¢ < 2800 s) sehr klein, steigt aber innerhalb der Rela-
xationsoszillationen und im Bereich der harmonischen Oszillationen (¢ > 2800 s)
auf etwa 20%.

Globale (stiickweise) Kopplungsanalyse (siehe Kapitel 5, Algorithmen
5.1 und 5.2)

Fiir die globale (stiickweise) Kopplungsanalyse wird die Lénge der zu untersu-
chenden Intervalle auf 20 Sekunden festgelegt. Die reduzierte Dimension des
aktiven Raumes, entsprechend der Methode der reellen Block-Schur-Zerlegung
der Propagationsmatrizen (Algorithmus 5.1), ist in Abbildung 6.4 dargestellt.
Offensichtlich kann in diesem Fall das Modell ebenfalls um bis zu vier Freiheits-
grade reduziert werden. Dennoch tauchen innerhalb der Relaxationsoszillationen
(t < 2800 s) kleine Intervalle auf, wo keine Reduktion zugelassen wird. Hier ist
das gesamte Modell erforderlich, um die Dynamik des Systems korrekt wiederzu-
geben.

Abbildung 6.5 stellt die dynamischen Kopplungen der Spezies NADH, NAD,
O3, HyO5 und Enz, zur aktiven Dynamik dar. Die Spezies NADH koppelt an
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Abbildung 6.5: PO-Modell (Tabelle 6.1): Relative Beitriige r2* der Spezies z;, i = 1 :
NADH, i =5:NAD', i =6: 05,7 =9: HyO09, i = 10 : Enzae in % zum aktiven
Raum entsprechend Formel 5.22 (Algorithmus 5.1 mit TOL = 1072 in 5.21 und T = 20
Sekunden).
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Abbildung 6.6: Reduzierte Dimension (Dimension des aktiven Raumes) fiir die PO-
Reaktion (Tabelle 6.1) (Algorithmus 5.2 mit TOL = 1072 in 5.21 und 7' = 20 Sekun-
den).

die wesentliche Dynamik des Systems mit einem relativ hohen Beitrag r#*. Eine
Quasistationaritdtsannahme fiir diese Spezies wiirde somit grofle Storungen des
gesamten Systems verursachen. Die Spezies NAD', H,O,, Enz, entkoppeln da-
gegen im Bereich zwischen den einzelnen Relaxationsoszillationen und im Bereich
harmonischer Oszillationen von der aktiven Dynamik. Das zusétzlich eingefiihr-
te Enzym Enz,. entkoppelt nur wéhrend seiner inaktiven Phasen (vergleiche
Abbildung 6.1). Die Spezies O, erfiillt in den Bereichen zwischen den Relaxa-
tionsoszillationen die Quasistationaritét. Danach (¢ > 2800 s) steigt jedoch ihr
relativer Beitrag zur aktiven Dynamik auf etwa 20%.

Die mit Algorithmus 5.2 (globale Methode mit Singuldrwertzerlegung der Pro-
pagationsmatrizen) durchgefiihrte Komplexitéitsreduktion liefert dhnliche Resul-
tate. Die gesamte Dynamik kann zwischen den einzelnen Relaxationsoszillationen
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Abbildung 6.7: PO-Modell (Tabelle 6.1): Relative Beitriige r2* der Spezies z;, i = 1 :
NADH, i =5:NAD', i =6: 05,7 =9: HyO9, i = 10 : Enz,e in % zum aktiven
Raum entsprechend Formel 5.27 (Algorithmus 5.2 mit TOL = 1072 in 5.21 und T = 20
Sekunden).

mit nur 3-4 Moden akkurat beschrieben werden (vergleiche Abbildung 6.6). Le-
diglich innerhalb kurzer Phasen im Bereich der Relaxationsoszillationen ist das
komplette Modell erforderlich.

Die Spezies NAD', H,O5 und Enz,; entkoppeln auch hier wihrend der Phasen
zwischen den Relaxationsoszillationen und auf dem gesamten Bereich harmoni-
scher Oszillationen (vergleiche Abbildung 6.7). Im Gegensatz dazu koppelt die
Spezies NADH an die aktive Dynamik. Die Spezies O; entkoppelt im Bereich
der harmonischen Oszillationen (¢ > 2800 s) von der mafigebenden Dynamik des
Systems.

Die auf der Singuldrwertzerlegung der Propagationsmatrizen basierende glo-
bale Methode erlaubt zusétzlich zu der Analyse der Spezieskopplungen an die ak-
tive Dynamik Identifizierung lokaler Erhaltungsbeziehungen (siehe Kapitel 5.4).
Die linke Abbildung in 6.8 zeigt die Anzahl der konstanten Moden in Abhéngig-
keit von der Zeit. Die maximale Dimension dieses Raumes schwankt zwischen drei
und zwei Moden. Die Beteiligung der Spezies NADH und O, an den konstanten
Moden ist in der mittleren und letzten Abbildung in 6.8 dargestellt. NADH hat
einen sehr grofien relativen Beitrag zum konstanten Raum innerhalb der Relaxa-
tionsoszillationen (¢ < 2800 s) und im Bereich harmonischer Oszillationen. Dieser
wird durch sehr langsame Konzentrationsénderungen innerhalb der Bereiche ver-
ursacht (vergleiche Abbildung 6.1). Das gleiche Argument gilt auch fiir die Spezies
Oy, deren maximaler Beitrag mit ca. 80% etwas kleiner im Vergleich zu NADH
ausfallt.

Mit den drei Verfahren war es also moglich, die Quasistationaritéit der Spezies
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Abbildung 6.8: Identifizierung lokaler Erhaltungsbeziehungen fiir die PO-Reaktion (Ta-
belle 6.1) (Algorithmus 5.2 mit TOL = 1072 in 5.21 und T' = 20 Sekunden). Links:
Dimension des konstanten Raumes; Mitte, rechts: relative Beitréige r$°* der Spezies
z;, 1 =1:NADH, : = 2: Oy in % zum konstanten Raum entsprechend Formel 5.27.

NAD’, HyO5 und Enz,. sowie die grofle Bedeutung von NADH fiir das dynami-
sche Verhalten des Systems zu zeigen. AuBerdem reflektieren alle hier gezeig-
ten Ergebnisse die qualitative Anderung in der Systemdynamik zum Zeitpunkt
t = 2800 s von den Relaxationsoszillationen zu den reguldren Oszillationen mit
kleineren Amplituden (vergleiche Abbildungen 6.5 und 6.7).

6.2 Glykolyse

Die Glykolyse (griech.: glykos, siif}; lysis, Auflosung), die auch als Embden-Meyer-
hof-Parnas- Weg bezeichnet wird, ist der Stoffwechselweg, auf dem alle Lebens-
formen die aufgenommene Glukose abbauen. Sie findet im Cytosol einer Zelle
statt und spielt vor allem eine Schliisselrolle im Energiestoffwechsel, da sie und
ihre Folgeprozesse bei den meisten Organismen einen bedeutenden Anteil der
benotigten Energie in Form von ATP liefert. Die Gesamtreaktion

GLC+2NADT +2ADP +2P; — 2NADH +2PYR + 2ATP +2H,O +4H" (6.2)

verlduft iiber zehn enzymatisch katalysierte Reaktionen.

In der Vorbereitungsphase der Glykolyse reagiert Glukose (GLC) mit zwei
ATP in einer “Energieinvestition” zu Fuctose-1,6-biphosphat (FBP), das an-
schlieflend in zwei Molekiile Glycerinaldehyd-3-phosphat (GAP) tiberfiihrt wird.
Auf der zweiten Stufe der Glykolyse zahlt sich die Energieinvestition aus. GAP
reagiert mit NAD™' und P; (anorganisches Phosphat) zu der energiereichen Ver-
bindung 1,3-Biphosphoglycerat (BPG). Diese Verbindung reagiert in den letz-
ten Reaktionen der Glykolyse mit zwei Molekiilen ADP zu Pyruvat (PYR) und
zwei Molekiilen ATP. Eine detaillierte Beschreibung aller biochemischer Vorgénge
withrend des Glukoseabbaus findet sich in Lehrbiichern der Biochemie (Voet et
al. [112], Stryer [102]).

Im Folgenden soll mit Hilfe der entwickelten Algorithmen zur Kopplungsana-
lyse das von Nielsen et al. in [73] vorgeschlagene Modell fiir die Glykolyse in
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Hefe auf Speziesentkopplungen untersucht werden. Eine elektronische Variante
des kompletten Modells ist auf der Webseite von JWS Online [54] zugénglich.
Es stellt ein offenes System mit einem Zufluss von Hefeextrakt und Glukose dar.
Experimentell wurde das System in einem Durchfluss-Rithrwerk-Reaktor (engl.:
continuous-flow stirred tank reactor, CSTR) mit einem konstanten Volumen si-
muliert. Je nach Zuflussgeschwindigkeit konnte ein unterschiedliches dynamisches
Verhalten beobachtet werden: einfache und komplexe Oszillationen sowie Chaos
(Nielsen et al. [73]). In Tabelle 6.2 sind die einzelnen Reaktionen und die zu-
gehorigen Reaktionsgeschwindigkeiten fiir das detaillierte Modell aufgefiihrt.
Das Modell setzt sich aus 10 Reaktionen und 15 Reaktanten zusammen. Da P
(inaktives Produkt) nur produziert und nicht konsumiert wird, muss es nicht in
die Modellierung einbezogen werden. Zusétzlich ermoglicht folgende Erhaltungs-
gleichung
[NAD] 4+ [NADH] = const (6.3)

die Eliminierung einer der beiden Spezies aus 6.3. Dies hat ein Modell mit 13
Differentialgleichungen zur Folge:

[ATP /dt = ([ATP]O — [ATP])UtOt — VU1 — Vg + Vs —V_5+ Vg — Vg +V_g
d[ADP|/dt = (J|ADP]y— [ADP])vior + v1 + vo — v5 + v_5 — v_g + 209 — 20_g

d[AMP]/dt = —[AMP|vie; — v9 + v_g
d[GLC]/dt = ([GLCJp — [GLC])vier — 1
d[F6P]/dt = —[F6P]vier —va +v1 — v1g
d[FBP]/dt = —[FBPluy — v3+v_3+ vy

]

]

]

]

)

]
d[GAP]/dt = —[GAP]vws — vy + 203 —2v_3
d[NADH]/dt = ([NADH]y — [NADH])viot — vs + v_g + 04
]
]
]
]
]

d[BPG]/dt = —[BPGJugt — 5+ v_5+ v4
d[PEP]/dt = —[PEP|vi — vs + v5 — v_5
d[PYR]/dt = —[PYR]vior —v7 + v
d[ACA]/dt = —[ACA]vir — vg+ v_g + V7
d[EtOH]/dt = —[EtOH]uvi + v3 — v_s. (6.4)

Die kinetischen Parameter und die Anfangswerte fiir die Spezieskonzentra-
tionen, die fiir die numerische Simulation von 6.4 verwendet wurden, sind in
Tabellen 6.3 und 6.4 aufgefiihrt. Je nach Zuflussgeschwindigkeit v, des Hefeex-
traktes und der Glukose in den Reaktor werden unterschiedliche Anfangswerte
eingesetzt (vergleiche Tabelle 6.4).

Abbildung 6.9 zeigt ein oszillierendes Verhalten der Spezies GLC und NADH.
Die Art der Oszillationen ist sehr stark von der Grofie der Zuflussgeschwindigkeit
Vtor abhiingig. So verlaufen Oszillationen bei v, = 1.0-1073/min nahezu harmo-
nisch (oben in Abbildung 6.9), verwandeln sich aber in Relaxationsoszillationen
bei einer Zuflussgeschwindigkeit vioq = 1.1 - 1072/min (unten in Abbildung 6.9).
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Reaktionen

Geschwindigkeiten

(1) GLC + ATP — F6P + ADP
(2) F6P + ATP — FBP + ADP

(3) FBP = 2GAP

(4) GAP + NAD — BPG + NADH

(5) BPG + ADP = PEP + ATP

(6) PEP + ADP — PYR + ATP
(7) PYR — ACA

(8) ACA + NADH = EtOH + NAD

(9) AMP + ATP = 2ADP

(10) F6P — P

B Vi [ATP][GLC]
1™ (KigLc+[GLC))(Kiarp+[ATP])

()

vy — Va[F6P]2[ATP]

2T (K (Ut ()2 +IF6P]2) (Kzare +ATP))
V3 = ]{?3 [FBP]
V_3 = k_g[GAP]2

B Vi[GAP][NAD]
47 (Kicap+[GAP])(K4nap+INAD])

(%

vs = ks[BPG][ADP]
v_s = k_s[PEP][ATP]

_ Vs[PEP][ADP]
6 ™ (Kspep+[PEP])(Keapp+[ADP])

v

v — _ Vi[PYR]
7~ Kspyr+PYR]

V_g = k’_g[EtOH] [NAD]

V_g = ]{f_g[ADP]2

V1o = ]{510 [F6P]

Tabelle 6.2: Detailliertes Modell fiir den Glukoseabbau in Hefe aus (Nielsen et al. [73]).
Glucose (GLC); Adenosintriphosphat (ATP); Fructose-6-phosphat (F6P); Adenosindi-
phosphat (ADP); Fructose-1,6-biphosphat (FBP); Glycerinaldehyd-3-phosphat (GAP);
Nicotinamidadenindinukleotid (NAD, NADH); 1,3-Biphosphoglycerat (BPG); Phos-
phoenolpyruvat (PEP); Pyruvat (PYR); Acetaldehyd (ACA); Ethanol (EtOH); Ade-
nosinmonophosphat (AMP); inaktives Produkt (P).
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Vi = 0.5 mM/min
Vo = 1.5 mM/min
KQATP =0.01 mM
V, = 10.0 mM/min
ks = 1.0/mM/min
KGPEP = 0.2 mM
K?PYR = 0.3 mM
kg = 10.0/mM /min

KlGLC = 0.1 mM
Ky = 0.0016 mM?
ks = 1.0/min

K4GAP = 1.0 mM
k_5 = 0.5/mM/min
KGADP = 0.3 mM

ks = 1.0/mM /min
k_g = 10.0/mM/min

KlATP = (0.063 mM

ke = 0.017

k_s = 50.0/mM /min
K4NAD = 1.0 mM

Ve = 10.0 mM /min

Vz = 2.0 mM/min
k_g=1.43-10"*/mM/min
]{710 = 005/1’[111’1

[ATP], = 3.5 mM
[NADJy = 4.0 mM

[ADP], = .1 mM
[GLCJo = 50.0 mM

[NADH], = 0.24 mM

Tabelle 6.3: Kinetische Parameter und Zuflusskonzentrationen der Spezies fiir das de-

taillierte Glykolyse-Modell 6.4 aus (Nielsen et al. [73]).

Spezies Vot = 1.0 - 1073 /min Vot = 1.1-107%/min
ATP 4.49064 mM 4.36364 mM
ADP 0.10837 mM 0.22452 mM
AMP 0.00261 mM 0.01184 mM
GLC 0.01113 mM 5.92305 mM
Fo6P 0.65939 mM 1.72471 mM
FBP 0.00770 mM 9.41590 mM
GAP 0.00191 mM 0.42478 mM
NADH 0.61612 mM 3.88579 mM
BPG 0.29911 mM 3.24384 mM
PEP 0.00211 mM 0.03631 mM
PYR 0.00423 mM 0.17174 mM
ACA 0.07383 mM 0.19389 mM
EtOH 0.33981 mM 37.07498 mM

Tabelle 6.4: Anfangswerte der Spezieskonzentrationen in Abhéingigkeit von der totalen
Zuflussgeschwindigkeit vio¢ fiir die Simulation des detaillierten Glykolyse-Modells 6.4

aus (Nielsen et al. [73]).
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Abbildung 6.9: Glykolyse-Modell 6.4 (Tabellen 6.2 und 6.3): numerische Simulati-
on der Spezies NADH und GLC mit DAESOL (Bauer et al. [7]). Oben: die tota-
le Zuflussgeschwindigkeit betriigt vy = 1.0 - 1073 /min, Anfangswerte entsprechen
der mittleren Spalte der Tabelle 6.4; unten: die totale Zuflussgeschwindigkeit betragt
Vot = 1.1 - 1072 /min, Anfangswerte entsprechen der letzten Spalte der Tabelle 6.4.
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Abbildung 6.10: Ergebnisse der lokalen Komplexititsreduktion (Algorithmus 4.1 mit
TOL = 1072) fiir das Glykolyse-Modell 6.4 (Tabellen 6.2 und 6.3). Reduzierte Dimensi-
on und relativer Beitrag T‘ZIOW der Spezies x4 (GLC) zum langsamen Raum entsprechend
Formel 4.39. Die totale Zuflussgeschwindigkeit entspricht oben: vioy = 1.0 - 1073 /min;
unten: vy = 1.1 - 1072 /min.
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Abbildung 6.11: Ergebnisse der globalen Komplexititsreduktion (Algorithmus 5.2 mit
TOL = 1072, T = 4 min) fiir das Glykolyse-Modell 6.4 (Tabellen 6.2 und 6.3). Re-
duzierte Dimension und relativer Beitrag r°" der Spezies x4 (GLC) zur aktiven Dy-
namik entsprechend Formel 5.27. Die totale Zuflussgeschwindigkeit entspricht oben:
Vot = 1.0 - 1073 /min; unten: vior = 1.1 - 1072 /min.

Die stark ausgeprigte Wirkung der Zuflussgeschwindigkeit auf das Verhalten
des Systems macht dieses Modell sehr interessant fiir die Analyse der Spezieskopp-
lungen. Mit Hilfe der Komplexitétsreduktion soll vor allem die Abhéngigkeit der
Spezieskopplungen von der Systemdynamik untersucht werden. Wie reagieren
Speziesbeitrige zum aktiven Raum auf ein gedndertes dynamisches Verhalten
des kompletten Systems?

In Abbildung 6.10 sind die Ergebnisse der lokalen Komplexitatsreduktion (Al-
gorithmus 4.1) fiir das Glykolyse-Modell aus (Nielsen et al. [73]) dargestellt. Bei
einer Zuflussgeschwindigkeit v = 1.0 - 1073 /min (oben in Abbildung 6.10) sind
5-6 differentielle Variablen erforderlich, um die komplette Dynamik des gesamten
Systems im Rahmen der Fehlertoleranz zu approximieren. Die Glukose (GLC)
entkoppelt dabei vollstindig vom langsamen Raum (oben rechts in Abbildung
6.10) im Sinne der Stérungspropagation. Innerhalb des gesamten Simulationsin-
tervalls erfiillt diese Spezies die Annahme der Quasistationaritdt und iibt damit
keinen bedeutenden Einfluss auf die mafigebende Dynamik des Systems aus. Eine
kleine Anderung der Glukosekonzentration wiirde sich kaum in der Entwicklung
anderer Spezieskonzentrationen widerspiegeln.

Im Gegensatz dazu sind bei einer hoheren Zuflussgeschwindigkeit
Vtot = 1.0 - 1073 /min deutlich mehr differentielle Variablen erforderlich (unten
links in Abbildung 6.10). An einigen Stellen des Simulationsintervalls steigt die
reduzierte Dimension auf neun Moden an. Offensichtlich koppeln bei diesem dy-
namischen Verhalten mehr Spezies an den aktiven Raum. So besitzt auch die
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Abbildung 6.12: Glykolyse-Modell 6.4 (Tabellen 6.2 und 6.3): relativer Beitrag r§*
der Spezies z4 (GLC) zur aktiven Dynamik entsprechend Formel 5.22 (Algorithmus
5.1 mit TOL = 1072, T = 6 min). Die totale Zuflussgeschwindigkeit entspricht links:
Vot = 1.0 - 1073 /min; rechts: vioy = 1.1 - 1072 /min.

Glukose (unten rechts in Abbildung 6.10) eine bedeutende Rolle in der System-
dynamik. Sie koppelt mit etwa 100% an den langsamen Raum.

Im Folgenden wird ein Versuch unternommen, mittels der globalen Analy-
se (Algorithmen 5.2 und 5.1) lokale Ergebnisse der Komplexitéitsreduktion auf
Trajektorienstiicke auszuweiten. Abbildung 6.11 zeigt die numerischen Resultate
des auf den Intervallen der Linge T" = 4 min operierenden Algorithmus 5.2. Bei
einer kleinen Zuflussgeschwindigkeit vi; = 1.0 - 1073 /min variiert die Anzahl der
aktiven Moden zwischen fiinf und sieben (oben links in Abbildung 6.11). Nur an
einigen Stellen des Simulationsintervalls sind alle 13 Variablen erforderlich. Die
Glukose entkoppelt, wie im lokalen Fall, von der aktiven Dynamik (oben rechts
in Abbildung 6.11).

Nach einer Erhohung der Zuflussgeschwindigkeit auf vy = 1.1 - 1072/min
wichst die Anzahl der aktiven Moden. Die Dimension des Systems lésst sich in
diesem Fall kaum reduzieren (unten links in Abbildung 6.11). Mit der Zuflussge-
schwindigkeit dndert auch die Glukose ihr Verhalten gegeniiber der aktiven Dy-
namik. Thr Beitrag zum aktiven Raum steigt auf nahezu 100% an (unten rechts
in Abbildung 6.11).

Die Ergebnisse des globalen Algorithmus 5.1 mit der reellen Block-Schur-
Zerlegung der Propagationsmatrizen lassen ebenfalls auf die Bedeutung der Sys-
temdynamik beziiglich der Glukoseentkopplungen schliessen. In Abbildung 6.12
ist ein Wechsel von einer sehr niedrigen (links) zu einer erhchten Aktivitéat (rechts)
der Glukose zu verzeichnen.

Abbildung 6.13 stellt die gestorten und nominalen Losungskurven zweier Va-
riablen aus dem Nielsen-Glykolyse-Modell (Nielsen et al. [73]) fiir zwel unter-
schiedliche dynamische Verhalten des Systems gegeniiber. Die gestorte Losung
kam nach einer 10%-igen Erhohung der Glukosekonzentration [GLC] zum Zeit-
punkt ¢ = 0 min zustande. Da es sich aber um ein offenes System handelt, wur-
de zusétzlich zur Glukose auch ihre Zuflusskonzentration [GLC]y um den Wert
10% - [GLC] erhoht.

Abbildung 6.13 lasst erkennen, dass bei einer kleinen Zuflussgeschwindigkeit
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Abbildung 6.13: Vergleich der nominalen und gestoérten Losungen fiir NADH und F6P
aus dem Glykolyse-Modell 6.4 (Tabellen 6.2 und 6.3) nach einer 10%-igen Stérung der
Konzentration der Spezies GLC zum Zeitpunkt ¢ = 0 min. Die totale Zuflussgeschwin-
digkeit entspricht oben: vioy = 1.0 - 1073 /min; unten: vy = 1.1 - 1072 /min.

Vot = 1.0 - 1073 /min (oben) eine am Anfang der Simulation gestérte Gluko-
sekonzentration sich nur gering auf die Dynamik des Systems auswirkt. Die
beiden Losungen sind nahezu identisch. Dagegen gibt es im Falle von vy, =
1.1-107?/min (unten) eine Abweichung der gestérten Losungen von den nomina-
len. Dies bestétigt die Abhéngigkeit der Glukoseentkopplungen von der System-
dynamik, was bereits mit Hilfe der entwickelten Verfahren zur Komplexitétsre-
duktion gezeigt wurde.






Kapitel 7

Flussanalyse

Die vorherigen Kapitel behandelten die Analyse von Kopplungen der System-
variablen an die aktive, fiir das gesamte System mafigebende Dynamik. Ferner
bietet die Identifizierung redundanter Reaktionen eine weitere Moglichkeit, grofie
Systeme zu vereinfachen und ihre Komplexitat zu reduzieren. In der Vergangen-
heit wurden fiir diese Zwecke vor allem Methoden eingesetzt, die auf der Analyse
der Sensitivitdtsmatrizen basieren. Vajda und Turanyi schlugen vor, fiir die Iden-
tifizierung redundanter Reaktionen die Konzentrationssensitivitidten in Bezug auf
Parameterstorungen zu betrachten (Vajda et al. [109], Vajda und Turdnyi [108]).
Spéter wurden auch die Sensitivititen der Anderungsraten der Spezieskonzentra-
tionen beziiglich der Parameterstérungen fiir diese Zwecke eingesetzt (Turanyi et
al. [106]).

In der Biologie hat die Charakterisierung der Rolle einzelner Reaktionen in
einem Netzwerk einen sehr hohen Stellenwert, insbesondere hinsichtlich der Re-
gulation. Um Fragen:

e Wie beeinflussen einzelne Reaktionen die Spezieskonzentrationen sowie
die Fliisse durch beliebige Ketten gekoppelter Reaktionen (Stoffwechsel-
wege) des Systems?

e Welche Bedeutung haben einzelne Enzyme fiir den Stoffwechselweg?

beantworten zu konnen, wurde in den 70er Jahren von Kacser und Burns [56]
sowie Heinrich und Rapoport [49], [48] die Metabolische Kontrollanalyse (engl.:
metabolic control analysis, MCA) entwickelt. Sie basiert auf der Analyse der
Kontrollkoeffizienten, welche Anderungen der Spezieskonzentrationen bzw. des
Stoffflusses durch einen Stoffwechselweg bei einer Anderung der Aktivitiit eines
der beteiligten Enzyme beschreiben. Die allgemeinen Grundlagen der Kontroll-
theorie sowie ihre weiterfithrenden Aspekte finden sich in den Veroffentlichungen
von Fell [35] und Wildermuth [116] sowie dem Buch von Heinrich und Schus-
ter [51].

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird die Theorie der metabolischen
Kontrollanalyse zunéchst fiir Systeme im Steady-State eingefiihrt. Spéter folgt

103
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eine Erweiterung der Analyse auf Systeme mit beliebigen Dynamiken. Es wird
eine Methode aus der multivariaten Datenanalyse vorgestellt, die im Rahmen
der vorliegenden Arbeit ihren Einsatz in der Analyse der gegenseitigen Wechsel-
wirkungen der Fliisse in einem Reaktionsnetzwerk findet. Im letzten Abschnitt
wird schliellich der komplette Algorithmus zur Reaktionsflussanalyse zusammen-
gefasst und sein praktischer Einsatz an einigen Beispielen demonstriert.

7.1 Metabolische Kontrollanalyse

Gegeben sei ein Reaktionsnetzwerk
&= No(t, z(t), p) (7.1)

mit der stochiometrischen Matrix N € R™ ™ wobei n und m der Anzahl der
Modellvariablen (Reaktanten) bzw. der Reaktionen entsprechen. Die Losung des
Anfangswertproblems 7.1 mit z(tg) = x sei gegeben durch

x(t) = x(t; to, o, p). (7.2)

Die im zweiten Kapitel eingefithrten Reaktionsgeschwindigkeiten v;(z,p), j =
1,...,m hangen sowohl von den Spezieskonzentrationen xz;, i = 1,...,n als auch
von den kinetischen Parametern ab, die im Vektor p zusammengefasst sind.

Im Rahmen der allgemeinen metabolischen Kontrollanalyse (Fell [35]) wird
angenommen, dass sich das System 7.1 beziiglich des Parametervektors py im
Fliefigleichgewicht befindet:

&= Nuv(t,z(t),po) = 0. (7.3)

Der Fluss ¥ bezeichne den sogenannten zeitunabhingigen Steady-State-Fluss

U = v(x(po), po)

durch das Netzwerk 7.1. Die Differentiation der Gleichung 7.3 nach den Parame-
tern 9

—(Nwv) =0.
5 ()
soll im Folgenden dabei helfen, das Verhalten des Steady-State-Flusses nach einer
Storung des Parametervektors pg zu untersuchen. Die Auswertung der Ableitun-
gen erfolgt dabei an der Stelle p = py.
Nach der Kettenregel fiir die Differentiation gilt
v Ov Oz
N—+N——=0. 74
op + ox Op (74)
Unter der Annahme der asymptotischen Stabilitdt des Steady-State folgt, dass
die Realteile aller Eigenwerte der Jacobimatrix des Systems 7.3 kleiner Null sind
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(Cronin [21]). Wird zusétzlich vorausgesetzt, dass das System keine Erhaltungs-
gleichungen enthélt, so resultiert daraus die Nichtsingularitdt und damit die In-
vertierbarkeit der Jacobimatrix

0 v
gz N = N
Somit ergibt sich aus 7.4:
Ox v\ v o

Das Einsetzen von 7.5 in die Ableitung des Steady-State-Flusses nach den Para-
metern

0% _ov, o
dp  Op Oz 0Op
liefert schliefBlich

ov o _,\ov _Gov
wobei .
v v\~ b v,
S (VA R -

die sogenannten Konzentrations- (C%) bzw. Flusskontrollkoeffizienten (CV) (engl.:
species (flux) control coefficients) darstellen. Die Kontrollkoeffizienten reprasen-
tieren somit ein Maf fiir die Fahigkeit der Reaktion j, die Spezieskonzentrationen
z bzw. den Fluss ¥ beeinflussen zu kénnen. Enthélt der Vektor p die Parameter
pi, welche jeweils in nur einer Reaktion auftreten (z.B. Geschwindigkeitskoef-
fizienten elementarer Reaktionen, Michaelis-Menten-Konstanten enzymatischer
Reaktionen (vergleiche Kapitel 2)) mit

8’02' 8

U.
7&07 — :07 7’7&]7
Op; 8pj

so ist die Matrix dv/dp invertierbar und mit 7.5 und 7.6 folgt

-1 3 = -1
C® = @ @ . CY = 8_\11 @ )
dp \ Op dp \ Op

Die Linearisierung des Systems in der Ndhe von Steady-State liefert

00 Ac o0 v 0F AV
op Ap’ op Ap dp  Ap’
Nach dem Einsetzen von 7.8 in 7.5 und 7.6 resultiert schlief3lich:

(7.8)

Az~ C"Av, A¥ =~ CYAv.
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Oft werden in MCA die Kontrollkoeffizienten geméafl

=T (% 8172 —0 (% 0\112

Y Ouy) Y, Ov;

(7.9)

skaliert (Fell [35]). Die skalierten Kontrollkoeffizienten 7.9 sind im Unterschied zu
den "normalen” Koeffizienten 7.7 unabhéingig von den gewahlten MafBeinheiten.

Da sich die Standardtheorie der metabolischen Kontrollanalyse nur auf
Systeme im Flieigleichgewicht beschrénkt, wurden in der Vergangenheit einige
Versuche unternommen, die Theorie zu verallgemeinern bzw. auf spezielle Dyna-
miken zu ibertragen. Acerenza et al. fithrten in [1] eine zeitabhéngige Definition
der Kontrollkoeffizienten als relative Verdnderung der Systemvariablen zum Zeit-
punkt ¢ nach einer Storung des Parametervektors zu einem fritheren Zeitpunkt
geteilt durch die relative Anderung der gestérten Parameter ein. Heinrich und
Reder [50] erweiterten die Kontrollanalyse auf die zeitabhingigen Zustédnde in
der Néhe eines stabilen Steady-State. Demin et al. fithrten in [25] die sogenann-
ten Fourier-Kontrollkoeffizienten fiir die Interpretation der Sensitivitdten belie-
biger periodischer Systeme. Eine zeitabhéngige Erweiterung der metabolischen
Kontrollanalyse auf beliebige Dynamiken wurde von Ingalls und Sauro in [55]
vorgeschlagen.

Im néchsten Abschnitt findet sich die Erweiterung der MCA auf beliebige
Nicht-Steady-State-Trajektorien unter der Annahme eines im Sinne der Erhal-
tungsgroflen reduzierten Systems. Nachfolgend werden die Kontrollkoeffizienten
unter dem Aspekt ihrer moglichen Berechnung hergeleitet.

7.2 Kontrollkoeffizienten fiir transiente Dyna-
miken

Gegeben sei das Anfangswertproblem
& = Nu(t,z(t),p), z(to) = xg

mit der Losung
,’,U(t) = x(tu t07 ZIJ'(],p(]),

wobei py dem Parametervektor p zum Zeitpunkt ¢y entspricht. Der zeitabhéngige
Fluss W(t) sei definiert als

U(t) = v(t, 2(t), po). (7.10)

Eine Storung Ap des Parameters py verursacht zum Zeitpunkt ¢ > tq > 0 eine
Abweichung
AV(t) = v(t, z(t), po + Ap) — v(t, z(t), po)
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vom urspriinglichen Fluss 7.10. In linearer Ndherung ergibt sich somit:

'U(ta [L’(t),po + Ap) - U(ta l’(t),po) ov
AV (t) = Ap~ —(t Ap. 7.11
(t) Ap p 8p(>p:p0 p (7.11)
Nach der Kettenregel fiir die Differentiation gilt:
ov ov, Ox ov
—(t = —)=—(t) + =—(t , 7.12
B0 (Grgm+ o) (712

wobei die Auswertung der Ableitungen an der Stelle p = pq erfolgt. v(t) steht hier
in der vereinfachten Schreibweise fiir v(t, z(t), po). Andererseits gilt 7.11 fiir t = ¢.
Mit der Kettenregel 7.12 und 0x(to)/Op = 0 vereinfacht sich die Sensitivitét
des Flusses zum Zeitpunkt t;, zu den sogenannten “lokalen” Sensitivitdten der
Reaktionen

ov Ov

a—p(to) = 8_p(t0)'

Die Wahl von Parameter p;, 7 = 1,...,m, die eindeutig den Reaktionen zuge-
ordnet werden konnen (z. B. Geschwindigkeitskoeffizienten einzelner Reaktionen
oder Michaelis-Menten-Konstanten enzymatischer Reaktionen), garantiert die In-
vertierbarkeit der Matrix WU (ty)/dp, so dass gilt:

ov
Ap =~ <8—p(t0)

Nach dem Einsetzen von 7.13 in die Gleichung 7.11 ergibt sich:

-1
ov ov
P=po ( Ip pP=Ppo

~ a_p( )
O -
P=po (a_p(t()) p=po> (7.14)

beschreibt somit die Propagation der Flussstorung zum Zeitpunkt ¢y mit der Zeit.
Andererseits versursacht die Storung des Parametervektors p zum Zeitpunkt
to eine Abweichung

>_ AU(t). (7.13)

AU(t)

Die Matrix

CY(t, to) :== g—\;j(t)

A$(t) = $(t7 th Zo, Po + Ap) - $(t7 th anpO)

in den Spezieskonzentrationen zum Zeitpunkt ¢, die in linearer Ndherung durch

Ax(t) = x(t; to, o, Po + AAp; — z(t; to, %0, Po) Ap ~ g_j;(t) Ap

p=Ppo
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approximiert werden kann. Mit

Av(te) ~ Lto)

A
dp P

P=po

ov -
o <8_p(t0) ) Av(tp).

Die invertierbare Matrix 0v(ty)/0p beschreibt dabei die “lokalen” Sensitivitdten
beziiglich der Parameterstérungen aus 7.12. Infolgedessen sind die Kontrollkoef-
fizienten fiir Spezieskonzentrationen definiert als:
-1
) . (7.15)
p=po

ov
——(to)
p=po ( dp

Die skalierten Versionen der zeitabhéangigen Kontrollkoeffizienten werden dhnlich
zum Steady-State-Fall 7.9 gebildet:

folgt schliellich

Ax(t) ~ g—Z(t)

P=Ppo

O () = g—;@

v;(to)
Wy(t)

—T v; (T —
Ty (t, 1) = i O)C;;(t,to), Oy (t, t) =

x;(t) Cy; (¢, to). (7.16)

7.3 Analyse der Flusskontrollkoeffizienten

Die Flusskontrollkoeffizienten C7j(t,to) bzw. ihre skalierten Werte U;I; (t,t9) be-
schreiben die gegenseitigen Beziehungen der Fliisse in einem (bio)chemischen
Reaktionsnetzwerk. Weichen die Kontrollkoeffizienten sehr stark von Null ab,
so besteht eine starke Kopplung zwischen den korrespondierenden Fliissen. Ins-
besondere entkoppelt ein Fluss v; auf dem betrachteten Intervall [to,?] von den

anderen Fliissen, wenn 65(15, to) = 0 fur alle i = 1, ..., m gilt. Zur Identifizierung
der Fliisse, deren Storungen sich sehr stark auf die Entwicklung der Systemdy-
namik auswirken, miissen daher die Flusskontrollkoeffizienten analysiert werden.

Fiir diese Zwecke konnen z.B. Methoden der multivariaten Datenanalyse
(Everitt und Dunn [32], Fahrmeir [33]) eingesetzt werden. Dazu miissen die Ein-

trige in den Zeilen der Matrix o’ (t,to) als Datenpunkte betrachtet werden, die
sich in m Merkmalen voneinander unterscheiden. Die Messwerte der Merkmale
stehen in den Spalten der Matrix. Merkmal j = 1, ..., m beschreibt dabei die Aus-
wirkungen der Stérung des j-ten Flusses auf andere Fliisse bzw. auf sich selbst.
Das Ziel ist es, die Merkmale zu identifizieren, deren Messwerte am stirksten
bzw. am wenigsten von Null abweichen.

Im Folgenden findet sich eine kurze an das Lehrbuch von M. Falk et al. [34] an-
lehnende Einfiihrung in ein Verfahren der multivariaten Datenanalyse, in die so-
genannte Hauptkomponentenanalyse, welche spéter bei der Auswertung der Fluss-
kontrollkoeffizienten eingesetzt wird.
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Abbildung 7.1: Links: Scatterplot mit zweidimensionalen Datenpunkten; rechts: Scat-
terplot mit zweidimensionalen Datenpunkten und eingezeichneten Hauptachsen w1, us.

7.3.1 Hauptkomponentenanalyse

Die Anfang des 20. Jahrhunderts von Pearson entwickelte Hauptkomponenten-
analyse (engl.: principal component analysis, PCA) z&hlt zu den &ltesten Ver-
fahren der multivariaten Datenanalyse. Geht man von ¢ Objekten (Messungen)
aus, an denen jeweils m Merkmale gemessen wurden, so ist die Aufgabe der
Hauptkomponentenanalyse, 7 < m neue Variablen (Hauptkomponenten) so zu
bestimmen, dass mit ihrer Hilfe moglichst gut die Merkmale der Objekte bzw.
der Messungen wiedergegeben werden.

7.3.1.1 Hauptkomponenten in R?

Um die Hauptkomponenten geometrisch zu interpretieren, sei zunéchst ein zweidi-
mensionaler Fall mit ¢ Datenpunkten X, ..., X, € R? betrachtet. Abbildung 7.1
zeigt links einen Scatterplot mit den zweidimensionalen Datenpunkten. Offen-
sichtlich besitzt dieser Datensatz eine Hauptrichtung u; € R2? in welche die
Streuung der Daten um ihren Mittelwert maximal wird, und eine weitere zu u,
senkrechte Richtung u, € R? mit einer kleinen Streuung. Im Folgenden sollen die
beiden Richtungen prézisiert werden.

Gesucht ist zunichst der Vektor u; € R? mit der Linge Eins, in dessen Rich-
tung die Streuung der Daten am grofiten ist bzw. fiir den die auf die Achse
{au; : @ € R} projizierten Daten mit

Q; = U}‘XZ, 1= 1, ..., C

eine maximale Streuung beziiglich des arithmetischen Mittels der Projektionen
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besitzen:

c c

1 —\2 1 T Ty \2 __ 1 T 3\ )2
e = I XX = oy e 3 TG0
(7.17)

i=1 i=1
@ € R stellt dabei das arithmetische Mittel der o; und X € R2 ist der Mittel-
wertsvektor zu den Datenpunkten Xy, ..., X.:

i=1 i=1 i=1

Offensichtlich wird u; durch die Losung von 7.17 eindeutig bestimmt. Die zweite
Hauptrichtung u, € R? mit ||ug|| = 1 liisst sich durch die Tatsache, dass uiu; =0
gilt, eindeutig bestimmen. Somit resultieren zwei neue Variablen

Z0Y)i=ul (Y = X), Zo(Y):=u; (Y —X), Y R

Diese Variablen heiflen erste und zweite Hauptkomponente zu Xy, ..., X.. Die Ab-

bildung B
o= (40)- (%) v o

wird als Hauptkomponententransformation, welche der aus der linearen Algebra
bekannten Hauptachsentransformation entspricht, bezeichnet. Der Vektor Z(Y)
gibt dabei die Koordinaten des Punktes Y beziiglich des gedrehten und um X
verschobenen Koordinatensystems in R? an. Die Achsen des transformierten Ko-
ordinatensystems zeigen in die Richtungen der Vektoren u; und ws.

Ist nun die Streuung von Xj, ..., X, in Richtung der zweiten Hauptrichtung
Uy klein — mit

[

1 < 1 _
p— Y Zy(X;)? = — D (uy (X — X))? =0,
i=1 i=1

so verschwindet die zweite Koordinate in Richtung des Vektors wuy. Daraufhin
liegen alle Datenpunkte X, ..., X. € R? anniihernd auf der Geraden {X + au; :
a € R}. Auf diese Weise wurde die Anzahl der Merkmale, die zur Beschreibung
der Daten erforderlich sind, auf eine reduziert.

Abbildung 7.1 zeigt rechts eine Punktewolke mit den eingezeichneten Haupt-
komponenten. Sie stellen die neuen Achsen des transformierten Koordinaten-
systems dar, dessen Ursprung im arithmetischen Mittel X der Daten liegt. Es ist
offensichtlich, dass in die Richtung der ersten Hauptkomponente u; die Streuung
der Daten um ihren Mittelwert am grofiten ist.
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7.3.1.2 Hauptkomponenten in R™

Im Falle eines m-dimensionalen Raumes wird von ¢ Objekten Xi,..., X, € R™
ausgegangen, fiir die jeweils Messungen zu m Kriterien existieren. Aus statisti-
scher Sicht wird der lineare Zusammenhang zweier Grolen durch die Kovarianz
beschrieben, deren empirische Darstellung in Matrixschreibweise lautet:

[

d (X - X)X -X)"

i=1

1
Ce—1

S :

mit S € R"™*™. Aufgrund der Definition ist die Matrix .S symmetrisch und positiv
semidefinit. Daher ist sie vollstéindig diagonalisierbar und besitzt m nichtnegative
Eigenwerte A\ > Ay > ... > \,, > 0 mit den korrespondierenden orthonormierten
Eigenvektoren u;, i = 1,...,m, die in der Matrix U € R™*™ zusammengefasst
sind. Als Konsequenz lasst sich die Matrix S wie folgt diagonalisieren:

UTSU=D <= S=UDU". (7.18)

Die Matrix D € R™*™ hat dabei eine Diagonalgestalt mit den Eigenwerten auf
der Diagonale.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass Eigenvektoren der Matrix .S die Haupt-
richtungen der Punktewolke {X; € R™ : i =1,...,¢} in R™ darstellen. Dazu defi-
nieren wir zunéchst die Hauptkomponenten als neue Achsen des transformierten
Koordinatensystems.

Definition 7.1 Die Variable

7

J

Y)=u;(Y-X), YER" j=1,...m
heifit j-te Hauptkomponente zu X, ..., X. € R™ und die Abbildung

Zy(Y)
Z(Y) = ; =U%Y -X), YeR™
Zn(Y')

heifst Hauptkomponenten- oder Hauptachsentransformation.

Die Hauptkomponententransformation Z(Y) eines Vektors Y € R™ gibt die Ko-
ordinaten von Y im transformierten Koordinatensystem an. Der folgende Satz
beschreibt einige niitzliche Eigenschaften der Hauptkomponenten:
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Satz 7.1 Fiir die Hauptkomponenten zu X, ..., X, € R™ gilt

(i) %;Zj(Xi) =0, j=1,...m  (Mittelwert der X; beziiglich des transfor-

mierten Koordinatensystems),

(i1) i ;Zf(X,) = \;, g=1,...m, (Varianz der X; beziglich des transfor-

mierten K. oordinatensystems)

(i) =5 > Zi(X)Zx (X)) =0, jk=1,...m, j#k (Kovarianz der X; beziig-

lich des transformierten Koordinatensystems),

(iv) Spur(S) = i A,

J

(v) det(S) = [ \;.

=1

J
Beweis: Siehe (Falk et al. [34]). O

Teil (i7) des Satzes 7.1 besagt, dass die Datenpunkte X7, ..., X, beziiglich ihrer
ersten Hauptkomponente die groBte Streuung +/\; besitzen, die als Wurzel aus
der Varianz definiert ist. Dariiber hinaus gilt, dass die Daten beziiglich ihrer
ersten Hauptkomponente die grofite Streuung aus allen moglichen Richtungen
u € R™ haben, was im folgenden Satz ausgedriickt ist:

Satz 7.2 Flir einen beliebigen Vektor u € R™ der Linge Eins gilt

[

1 _
— > WX - X)) < A
i=1
Beweis: Ein beliebiger Vektor u € R™ mit ||u|| = 1 lédsst sich als Linearkombina-

tion u = Z;nzl Bju; der orthonormierten Hauptrichtungen u; darstellen. Wegen

der Orthonormalitit der u; folgt fiir die Koeffizienten 3; = uTw;. Insbesondere
gilt 1 = uTu = Z;nzl 6]2. Die Darstellung 7.18 liefert schlieflich:

S =T = S W= ) - X)) =S

= w'UDU = (u"U)D(u*U)"

c—1

m

= (B1ren Bu) D(Br, ooy B) T =D BN
j=1
< > BN =M -

j=1
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Der folgende Satz zeigt, dass die Daten beziiglich ihrer k-ten Hauptkomponente
die grofite Streuung aus allen moglichen Richtungen u, die auf den ersten k£ — 1
Hauptrichtungen wy, ..., ux_1, k = 2, ..., m senkrecht stehen, besitzen.

Satz 7.3 Fiir einen beliebigen Vektor uw € R™ der Linge Fins mit uTu; = 0 fir
j=1,.. k=1, k>2 git

1
c—1

C

D (W (X = X)) < A

i=1

Beweis: Wird der Vektor u als Linearkombination u = ZTzl Bju; der Hauptrich-
tungen dargestellt, mit 8; = uTu; =0, j =1,...,k — 1, so folgt

[

1 . m m m
2 WX =X =) AN =D BN <D AN = e
j=1 j=k Ji=k

i=1

7.3.1.3 Reduktion der Datendimension

Fiir die Bestimmung der Hauptkomponenten miissen also Eigenwerte und die zu-
gehorigen Eigenvektoren der Matrix S bestimmt werden. Ist ein Eigenwert A,
sehr klein, so streuen laut Satz 7.1 (i), (i¢) die Hauptkomponenten Z;(X;),i =
1,...,¢,7 =r+1,...,m nur wenig um Null. Beziiglich des transformierten Koordi-
natensystems liegen dann die letzten m — r Koordinaten der Punkte X; nahe bei
Null und kénnen ohne wesentlichen Informationsverlust vernachléssigt werden.
Die Datensétze X; werden dabei durch » Hauptkomponenten mit den grofiten
Eigenwerten A\ > Ay > ... > A\, dargestellt.

Die Anzahl der benétigten Hauptkomponenten kann mittels des prozentuellen
Beitrages der r potenziellen Hauptkomponenten mit den grofiten Eigenwerten
zu der sogenannten Gesamtvariation, die als Spur der Matrix S (Satz 7.1 (iv))
definiert ist, bestimmt werden. Es wird das kleinste » genommen, bei dem die
Relation

22:1 Ai

Z:ll Ai
die gewiinschte Prozentzahl iiberschreitet. Ist der Rang von S gleich r, so erklédren
die ersten r Hauptkomponenten 100% der Gesamtvariation.

100% (7.19)

7.3.2 Hauptkomponentenanalyse der Flusskontrollmatri-
zen

Im folgenden Abschnitt wird die Hauptkomponentenanalyse auf die Flusskontroll-
matrizen angewandt. Auf diese Weise sollen diejenigen Fliisse identifiziert werden,
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die am stirksten das Reaktionsnetzwerk beeinflussen bzw. auf die Stérungen an-
derer Fliisse reagieren. Dazu wird das gesamte Simulationsintervall [0, ,,,,] in
p € N Bereiche mit der Linge T = t’”% unterteilt. Die Berechnung nur einer

Sensitivitdtsmatrix 6qj((k‘ — )T, ET), k = 1, ..., p pro Intervall wiirde zu einem
Informationsverlust beziiglich der Fortpflanzung der Flussstérungen im Inneren
der Intervalle fithren. Dies wird durch die Definition zusétzlicher ¢ + 1 Punkte

(k—1T =ty <ty <..<t,=FkT

und die Berechnung ¢ skalierter Flusskontrollmatrizen U\P(ti, to), 1 = 1,...,q fir
jedes Intervall [(k — 1)T, T| verhindert. Der Abstand At; = t; — t;_; ist dabei fiir
alle 2 =1, ..., ¢ gleich grof.

Um sowohl den positiven als auch den negativen Effekt der Flussstorungen
im Sinne der Flussvergréflerung bzw. Flussverkleinerung zum spéteren Zeitpunkt
in der Analyse zu beriicksichtigen, werden die Absolutbetrige der Flusskontroll-
koeffizienten betrachtet, die gemeinsam eine grofie Matrix C* € R¥™*™ bilden

—¥

|C (t1,t0)]

€ (tg, o)

Die Eintrdge in den Zeilen der Matrix C* kénnen als Datenpunkte X;,i =
1, ..., gm aufgefasst werden, die sich in m Merkmalen voneinander unterscheiden.
Die Messwerte der Merkmale stehen in den Spalten der Matrix C*. Merkmal
j =1,...,m beschreibt dabei die Auswirkungen der Stérung des j-ten Flusses auf
andere Reaktionsfliisse.

Wendet man die Hauptkomponentenanalyse auf die Matrix C* an, so wird
das urspriingliche m-dimensionale Koordinatensystem mit den Merkmalsachsen
My, ...,M,, in die Richtung der Hauptkomponenten gedreht und um den Erwar-
tungswert X € R™ verschoben. Dabei analysiert man die Streuung der Daten-
punkte um den arithmetischen Erwartungswert X. Das Ziel dieser Arbeit ist aber
vielmehr, die Abweichung der Datenpunkte vom Ursprung des urspriinglichen
Koordinatensystems zu erfassen.

Beispiel 7.1 Gegeben sei folgende Flusskontrollmatrix

30 0.1
30 0
30 0.4
30 0.3

cr =

mit p = ¢ = 2 und X = (30,0.2)". An den grofien Matrixeintriigen der ersten
Spalte lisst sich erkennen, dass der Einfluss des ersten Flusses (erste Spalte) auf
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Abbildung 7.2: Datenpunkte aus Beispiel 7.1 und ihre Hauptkomponenten im zweidi-
mensionalen Koordinatensystem mit den Merkmalsachsen M; und Mo.

das Reaktionsnetzwerk viel grofer als der Einfluss des zweiten Flusses (zweite
Spalte) ist. Allerdings streuen die Punkte in Richtung des zweiten Merkmals
(zweite Spalte) stirker. Die Eigenwertanalyse der Kovarianzmatrix

0 —0.1
S—l 0 0 0 0 0 02| (0 O
~ 3\ -01 —02 02 0.1 0 02| \o0 1/3
0 0.1
liefert ndmlich A\; = 1/3 bzw. Ay = 0 mit den zugehorigen Eigenvektoren

up = (0,1)T bzw. uy = (1,0)T. Abbildung 7.2 zeigt ein Koordinatensystem mit
den Datenpunkten und den Hauptkomponenten in die Richtungen der Eigenvek-
toren. Geméf den Eigenwerten kann also die Anzahl der Hauptkomponenten ohne
Informationsverlust auf Eins reduziert werden. Die Richtung u; mit der gréfiten

Abweichung der Datenpunkte von ihrem Erwartungswert zeigt in die Richtung
des Merkmals Ms.

Beispiel 7.1 macht deutlich, dass eine Anwendung der Hauptkomponentenanaly-
se auf die Flusskontrollmatrix C* zu fehlerhaften Interpretationen fiihren kann.
Obwohl eine Stérung des ersten Flusses sich viel stérker auf das gesamte Re-
aktionsnetzwerk auswirkt, kann geméafl der Eigenwertanalyse diese Richtung im
transformierten Koordinatensystem ohne wesentlichen Informationsverlust ver-
nachléssigt werden. Der Grund fiir diesen Widerspruch ist die im Rahmen der
Transformation durchgefiithrte Verschiebung des Koordinatensystems. Es werden
Abweichungen der Punkte von ihrem arithmetischen Erwartungswert untersucht,
der nicht zwangsldufig dem Nullvektor entspricht. Um die Streuung der Daten-
punkte um den Ursprung zu untersuchen, miissen vorhandene Daten so erweitert
werden, dass der neue Mittelwertsvektor dem Nullvektor entspricht. Dabei darf
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0.5+
0.4+ X
0.3+ X
0.2+
0.1+ X

-0.1+
-0.2+

-0.5+

Abbildung 7.3: Datenpunkte aus Beispiel 7.2 im zweidimensionalen Koordinatensystem
mit den Merkmalsachsen M; und Ms.

aber keine Information verloren gehen. Fiir diesen Zweck spiegeln wir die vorhan-
denen Datenpunkte an allen Koordinatenachsen und erweitern die Matrix C* um

weitere gm Punkte
ke C*

Die resultierende Matrix C* e R2amxm enthélt demnach die Datenpunkte X; €
R™ ¢ =1,...,2¢m mit dem Erwartungswert X = 0. Im folgenden Beispiel wird
dieses Verfahren an der Flusskontrollmatrix aus Beispiel 7.1 demonstriert.

Beispiel 7.2 Die Flusskontrollmatrix C* aus Beispiel 7.1 wird um vier weitere
Datenpunkte zu

O — 30 30 30 30 —-30 —30 —30 —30)
~\ 01 0 04 03 —0.1 0 —-04 —-0.3

erweitert. Die anschlieBende Hauptkomponentenanalyse der neuen Matrix C* lie-
fert die Kovarianzmatrix

1T ae 17200 48
S‘?<C)C_?( 48 0.52)

mit den Eigenwerten A\; = 1028.56 und Ay = 0.03 sowie den korrespondieren-
den Eigenvektoren u; = (—1,—0.01)", uy = (0.01,—1)T. In diesem Fall ent-
spricht die Hauptkomponente mit dem grofiten Eigenwert annéhernd der Achse
M; mit dem grofiten Storungseffekt. Abbildung 7.3 zeigt das zweidimensionale
Koordinatensystem mit den Datenpunkten der Matrix C* im ersten Quadranten
und den zusitzlichen negativen Punkten der Matrix C* im dritten Quadranten.
Die Hauptkomponenten entsprechen approximativ den Achsen des urspriinglichen
Koordinatensystems.
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Eine andere Betrachtungsweise bietet die Matrix R* € RImx™

Ry (1 (0 o))
Rk _ By | _ | (IC (2 to)))"

.k B :

R (IC” (24, o))"

die sich aus den transformierten Flusskontrollmatrizen zusammensetzt. In die-
sem Fall unterscheiden sich die in den Zeilen stehenden Datenpunkte X; € R™,
1 = 1,...,gqm in m anderen Merkmalen voneinander. Das Merkmal j = 1,....m
beschreibt das Verhalten des Flusses v; gegeniiber den Storungen der Reakti-
onsfliisse zum Zeitpunkt to. Die erweiterte Variante der Matrix R* ist gegeben

durch J
()

mit R* € R2™*™ Die Analyse der Hauptkomponenten der Datenmenge RF liefert
demnach die Richtungen im m-dimensionalen Raum, in welche die Streuung der
Punkte um den Erwartungswert X = 0 stattfindet. Dabei deuten die zugehorigen
Eigenwerte auf die Grofle der Streuungen. Werden zusétzlich die Diagonalen der
einzelnen Matrizen RF, i = 1,...,q gleich Null gesetzt, d. h.:

Ciiltity) =0, j=1..m, i=1 .4 (7.20)

so wird der Einfluss des Flusses j auf sich selbst vernachldssigt und nur das
Verhalten des Flusses v; gegeniiber den Storungen anderer Reaktionsfliisse be-
trachtet.

Die Richtungen der Hauptkomponenten entsprechen meistens nicht exakt den
Merkmalsachsen des Koordinatensystems, sondern den geeigneten Linearkombi-
nationen. Demnach miissen Ergebnisse der Hauptkomponentenanalyse der Matri-
zen C* und R* auf die Merkmale der Datenpunkte iibertragen werden. Dies erfolgt
mit Hilfe der relativen Beitrage der Merkmalsachsen zu den ersten » Hauptkom-
ponenten beziiglich der gréfiten Streuung

imp
pimP [Pl i=1,..,m (7.21)

? imp unimp | | ’

[1p: 1] + [|p;

und den iibrigen m — r Hauptkomponenten beziiglich der kleinsten Sreuung der
Daten .
gnimp — sz P||

i imp unimpH ’ -

[[p: 1] + ||p;

M (7.22)

mit den Projektionen

r m
imp . unimp | __ N
D, = E UjUj, P; = E uijug, 1=1,...,m
j=1 j=r+1
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der Einheitsvektoren auf die von den Hauptkomponenten u, ..., u, und w41, ..., Uy,
aufgespannten Unterrdume. u;; bezeichnet dabei die i-te Komponente des Vektors
Uj.

7.4 Algorithmus mit Beispielen

Nach einer detaillierten Einfiihrung in die metabolische Kontrollanalyse sowie
der Analyse der Hauptkomponenten der Flusskontrollmatrizen werden nun die
einzelnen Schritte zur Analyse der gegenseitigen Flussbeziehungen in biochemi-
schen Systemen algorithmisch zusammengefasst. Im Anschluss folgen numerische
Resultate aus Anwendungen des ausfiihrlich beschriebenen Algorithmus.

7.4.1 Algorithmische Realisierung

Die algorithmische Analyse (Algorithmus 7.1) der gegenseitigen Beziehungen der
Fliisse erfolgt auf kleinen Zeitintervallen der Linge T = max Fiir jedes dieser
Intervalle werden zunéchst ¢ Sensitivitdtsmatrizen berechnet und anschlieend
die Hauptkomponentenanalyse der Sensitivitdtsdaten durchgefiihrt.

Fiir die Festlegung der zu analysierenden Matrizen C* und R* sind die Sensiti-
vitdten der Spezies beziiglich der Parameterstorungen erforderlich. Diese werden
in der vorliegenden Arbeit mit Hilfe der internen numerischen Differentiation
(Bock [11]) berechnet, die innerhalb des Integrators DAESOL (Bauer et al. [7])
implementiert ist (vergleiche Kapitel 3.3). Mit 7.12 und 7.14 werden ¢ Kontroll-
matrizen C¥(iT/q), i = 1, ..., q ermittelt. Ihre gemi 7.16 skalierten und in Ab-
solutbetrige gesetzten Eintréige bilden die groe Matrix C*. Die Datenmatrix R*
setzt sich aus den transponierten Kontrollmatrizen zusammen.

Nach einer Erweiterung der Daten um die negativen Matrizen C* und R*
(Schritte 6 und 7) folgt die Analyse ihrer Hauptkomponenten. Dazu wird zunéchst
die Kovarianzmatrix S beziiglich C* mittels einer in LAPACK (Anderson et
al. [2]) implementierten Routine diagonalisiert und die kleinste Anzahl r der
grofiten Eigenwerte bestimmt, deren Summe mindestens TOL% zu der Gesamt-
variation beitrdgt. Die dazu korrespondierenden Eigenvektoren wuy, ..., u, stellen
die Hauptkomponenten dar. Die relativen Beitrige ™ und r™™®, i = 1,...,m
der Koordinatenachsen zu den r bzw. m —r Eigenvektoren erlauben letztlich eine
Aussage iiber die Auswirkungen der Flussstorungen auf die Systemdynamik.

Anschlieflend folgt eine Wiederholung der Schritte 9 bis 12 mit der Kovari-
anzmatrix S beziiglich R¥. Die Daten der Matrix S werden nach dem Verhalten
der Fliisse gegeniiber den Storungen anderer Reaktionsfliisse klassifiziert. Somit
erméglichen die relativen Beitriige ™ zu den Hauptkomponenten der Matrix R¥
eine Identifizierung der gegeniiber den Storungen stabilen Fliisse.



7.4. ALGORITHMUS MIT BEISPIELEN 119

Algorithmus 7.1

INPUT: Differentialgleichungssystem @ = F'(z) = Nv(z,p), x € R", v(z) € R™,
Startpunkt z(tsart ), tmax, 1OL, q, p

t = tstars, (t) := (tstart), T 1= tmﬁ, k=1

While k < p Do

. Berechne z(t + 7)), g—Z(t +iT/q) firi=1,...,q

. Berechne %—\I'(t +iT/q),i=1,...,q mit 7.12

. Invertiere a_\;I;l(t)

. Berechne CY(iT/q +t,t), i =1, ...,q mit 7.14

. Skaliere CY(iT'/q + t,t), i =1,...,q mit 7.16

T (1T /q +t,1)]
c'er/g+t0] | 4 ( oG )
, C

Tl W N =~

6. Setze C* := = _cw

[CY(T +t,1)]
[T (1T /g +t,t)["

— v
2T t, )T
7. Setze R* := o /q+ 1)l

(T +t,0)|"
mit O (iT/q+t,t)=0,i=1,...,¢,j=1,....,m, R* := _
8. Setze S 1= ——(C*)TC*

2qgm—1

9. Berechne UTSU = D

10. Sortiere Eigenwerte, so dass Ay > Ay > ... > A\,
XT: Aq

11. Berechne minimales » mit Z2—100% > TOL

12. Berechne r™P, r™™P iy j = 1, ...,m mit 7.21, 7.22

13. Setze S := 2qn}b_l(}~€k)TRk

14. Wiederhole Schritte 9-12
15. Setze t :=t+ T, z(t) :=ax(t+T), k:=k+1
Endwhile

Tabelle 7.1: Algorithmus zur stiickweisen Analyse der gegenseitigen Beziehungen der
Reaktionsfliisse.
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7.4.2 Michaelis-Menten-System

Das Michaelis-Menten-System, das im Rahmen der Enzymkinetik bereits in Ka-
pitel 2 eingefiihrt wurde, beschreibt eine enzymkatalysierte Reaktion des Sub-
strats S zum Enzym-Substrat-Komplex, der in den Produkt P und das Enzym
E zerfillt. Die zeitliche Anderung der Spezieskonzentrationen ldsst sich durch
folgendes zweidimensionales Differentialgleichungssystem beschreiben:

U1

. —1 1 0

xz( 1 1 _1> Uy (7.23)
U3

mit z = (21, 22)T = ([S], [ES])T und den Reaktionsgeschwindigkeiten oder den
Fliissen

v = k+1(Etotal - x2>x17

vy = k1T,

V3 = k‘gl’g. (724)
Die Summe Eiw. = [E] + [ES] aus der Konzentration des freien Enzyms und

der Konzentration des Enzyms im Enzym-Substrat-Komplex bleibt dabei immer
konstant.

Der zeitliche Verlauf der Fliisse 7.24 ist in Abbildung 7.4 veranschaulicht.
Fiir die numerische Simulation des ODE-Systems mit DAESOL (Bauer et al. [7])

vi(t)

N
o
o
o
©
S
=
o
S

Abbildung 7.4: Numerischen Simulation des Michaelis-Menten-Systems 7.23 mit DAE-
SOL (Bauer et al. [7]).

wurden folgende Groflen gewahlt: Eiyq = 10.0, k4 = 1.0, k-1 = 1.0, ks = 0.5,
x1(0) = 100.0, z2(0) = 0.1.

Die numerischen Resultate des Algorithmus 7.1 sind in Abbildungen 7.5 und
7.6 dargestellt. Fiir die Analyse wurde ein Zeitraum zwischen 0 und 100 Sekun-
den gewahlt mit p = 20 Teilintervallen der Lange T = 5.0 Sekunden und jeweils
q = 50 Sensitivitdtsmatrizen. Die Summe der Eigenwerte der benétigten Haupt-
komponenten soll dabei mindestens 99% der Gesamtvariation betragen.
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Abbildung 7.5: Relative Beitrige r;mp(t) der Fliisse v;, i = 1,2,3 in % zu den Haupt-
komponenten der Datenmatrix C* (Algorithmus 7.1 mit 7' = 5.0, ¢ = 50 und 99% fiir
7.19).

Abbildung 7.5 (Mitte, rechts) zeigt, dass sich die Stérungen von v, und v
sehr stark auf die Dynamik der Fliisse auswirken. Die Hauptkomponentenana-
lyse der Datenmatrix C* (k = 1,...,p) ergab sehr hohe relative Beitriige der
Merkmalsachsen My, und Mj zu den Hauptkomponenten mit der grofiten Ab-
weichung der Datenpunkte vom Ursprung. Die Merkmalsachsen M;, j = 1,2,3
stellen in diesem Fall die Stérungen der Fliisse v; dar. Dies bedeutet, dass die
grofiten Matrixeintrage C’Z’z, 1t =1,...,2gm, j = 1,...m, k = 1,...,p mit einer
sehr hohen Wahrscheinlichkeit mit den Fliissen vy und v3 korrespondieren. Eine
Storung dieser Fliisse wirkt sich sehr stark auf den dynamischen Verlauf ande-
rer Reaktionsfliisse aus. Dagegen weist die Stérung des ersten Flusses v; einen
deutlich geringeren Einfluss mit 7™ ~ 7% auf (links in Abbildung 7.5).

Abbildung 7.6 zeigt ferner die relativen Beitrage der Merkmalsachsen M;,
7 =1,2,3 zu den Hauptkomponenten mit der grofiten Streuung. In diesem Fall
entsprechen die Merkmalsachsen jedoch dem Verhalten der Fliisse v; gegeniiber
den Stérungen.

Analysiert wird dabei die Datenmatrix R*, k = 1, ..., p, deren Teilmatrizen }éf,
1 =1,...,2¢gm auf den Diagonalen Nullen besitzen. Entsprechend Abbildung 7.6
scheinen die ersten zwei Fliisse v; und v, ziemlich stark auf die Storungen anderer

100 _I T T T T T T T T T I_ 100 _I T T T T T T T T T I_ g T T T T T T T T T T T
99 - - 80 | 4
S 98 | 1 ¥ B 1 2 4T 7
s S 6or 153} i
g or TE 4of 1E oL 1
= 96 | i - 4 "o
20 E 1+ 4
95 E - E
94 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 _I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I_ 0 C 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t[s] ts] ts]

Abbildung 7.6: Relative Beitrige r;mp(t) der Fliisse v;, 1 = 1,2,3 in % zu den Haupt-
komponenten der Datenmatrix R* mit 7.20 (Algorithmus 7.1 mit 7" = 5.0, ¢ = 50 und
99% fiir 7.19).
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Haupt.komp
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Abbildung 7.7: Anzahl der Hauptkomponenten mit der gréfiten Streuung der Daten-
punkte um den Ursprung fiir das Michaelis-Menten-Modell 7.23 (Algorithmus 7.1 mit
T = 5.0, ¢ = 50 und 99% fiir 7.19). Links: Analyse der Datenmatrix C*: rechts: Analyse
der Datenmatrix R¥ mit 7.20.
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Abbildung 7.8: Entwicklung der nominalen Fliisse v;,7 = 1,2, 3 des Michaelis-Menten-
Systems 7.23 nach einer 10%-igen Storung des ersten Flusses v (oben), zweiten Flusses
vy (Mitte), dritten Flusses v (unten) zum Zeitpunkt ¢ = 20 s.
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Fliisse zu reagieren. Fiir Fluss vy liegt der relative Beitrag r™ bei 97% (links
in Abbildung 7.6). Der Beitrag des zweiten Flusses vy steigt nach einer kurzen
Phase auf nahezu 100% (mittlere Abbildung in 7.6). Der Fluss v3 scheint dagegen
nur sehr gering auf die Stérungen anderer Fliisse zu reagieren. Sein Beitrag r3 "
bleibt innerhalb des gesamten Simulationsintervalls mit maximal 5% relativ klein.

Die Anzahl der Hauptkomponenten bleibt bei der Analyse der Datenmatrix
C* withrend der gesamten Simulation konstant (links in Abbildung 7.7). Zwei
Hauptkomponenten reichen aus, um die Datenpunkte ohne wesentlichen Infor-
mationsverlust zu beschreiben. Die Analyse der Datenmatrix R* mit zusitzlichen
Nulleintrdgen auf der Diagonale geméfl 7.20 zeigte, dass in diesem Fall ebenfalls
nach einer kurzen Initialphase zwei Variablen fiir die Beschreibung der Daten
erforderlich sind (rechts in Abbildung 7.7).

Um diese Ergebnisse stichprobenartig zu validieren, werden im Zeitraum zwi-
schen 20 und 25 Sekunden zusétzlich zu den nominalen Kurven der Fliisse ihre
gestorten Losungen simuliert (sieche Abbildung 7.8). Dazu werden zum Zeitpunkt
t = 20 Sekunden die Startwerte der Fliisse mit Hilfe der entsprechenden Ge-
schwindigkeitskoeffizienten um 10% gestort. Abbildung 7.8 stellt die nominalen
und die gestorten Flusskurven gegeniiber. Die i-te Reihe der Abbildung 7.8 zeigt
die Auswirkungen der Storung des i-ten Flusses v;, i = 1,2, 3. Es fillt sofort auf,
dass die Storung des ersten Flusses (erste Zeile in Abbildung 7.8) relativ schnell
relaxiert und die nominalen Losungen der Fliisse nicht wesentlich beeinflusst. Die
Storungen der Fliisse vy und vs dagegen (zweite und dritte Zeile in Abbildung
7.8) wirken sich viel stérker auf die Netzwerkdynamik aus.

Die Spalten der Abbildung 7.8 stellen das Verhalten der Fliisse gegeniiber den
Flussstorungen dar. So reagiert z. B. der dritte Fluss (dritte Spalte) im Gegensatz
zu den beiden anderen (erste und zweite Spalte) mit relativ kleinen Abweichungen
von der Nominallosung. Dementsprechend fillt sein Beitrag zu den Hauptkompo-
nenten der Datenmatrix R¥ mit der zusitzlichen Bedingung 7.20 verhiltnismiBig
klein aus. Demnach spiegelt Abbildung 7.8 die Resultate der numerischen Analyse
mit Algorithmus 7.1 wider.

7.4.3 Glykolyse

In diesem Kapitel werden die gegenseitigen Wechselwirkungen der Fliisse zweier
unterschiedlicher Modelle fiir den Glukoseabbau in Hefe analysiert. Es handelt
sich dabei um ein von Nielsen et al. [73] vorgeschlagenes Modell mit einem oszil-
lierenden Verhalten und ein Modell von Teusink et al. [103], dessen numerische
Losungen sehr schnell ein FlieSgleichgewicht erreichen.

Teusink-Modell

Die schematische Darstellung des Modells von Teusink et al. [103] kann der Ab-
bildung 7.9 entnommen werden. Die Autoren von [103] entwickelten zunéchst ein
“nichtverzweigtes” Modell fiir die Glykolyse, das alle in Schema 7.9 dargestellten
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Abbildung 7.9: Schematische Darstellung des Glukoseabbaus in Hefe nach
(Teusink et al. [103]). Glucose (GLC;); Glucose-6-phosphat (G6P); Fructose-
6-phosphat(F6P); Fructose-1,6-biphosphat (FBP); Glyceronphosphat (DHAP);
Glycerinaldehyd-3-phosphat (GAP); 1,3-Biphosphoglycerat (BPG); 3-Phosphoglycerat
(P3G); 2-Phosphoglycerat (P2G); Phosphoenolpyruvat (PEP); Pyruvat (PYR);
Acetaldehyd (ACA); Ethanol (EtOH); Kohlenstoffdioxid (COz); Hexokinase
(HK); Glucosephosphat-Isomerase (PGI); Phosphofructokinase (PFK); Aldolase
(ALD); Glycerinaldehyd-3-phosphat-Dehydrogenase (GAPDH); Glycerol-3-phosphat-
Dehydrogenase (G3PDH); Phosphoglycerat-Kinase (PGK); Phosphoglycerat-Mutase
(PGM); Enolase (ENO); Pyruvat-Kinase (PYK); Pyruvat-Decarboxylase (PDC);
Alkohol-Dehydrogenase (ADH); Adenosintriphosphat (ATP); Adenosindiphosphat
(ADP); Nicotinamidadenindinukleotid (NAD, NADH).
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Reaktionen ausschliefllich der eingerahmten beinhaltet. Das “nichtverzweigte”
Modell zeigte jedoch nicht das experimentell nachgewiesene Steady-State-Ver-
halten. Daraufhin wurde das Modell um vier weitere Reaktionen — Glycogen,
Trehalose, Glycerol und Siccinate — erweitert. Bei Glycogen und Trehalose wurde
keine detaillierte Modellierung vorgenommen. Diese Fliisse erhielten einen kon-
stanten, experimentell gemessenen Wert. Fiir Succinate wurde eine einfache Mas-
senwirkungskinetik (vergleiche Kapitel 2.2) und fiir Glycerol eine durch G3PDH
katalysierte Enzymkinetik (vergleiche Kapitel 2.3.1) angenommen. Alle anderen
Reaktionen stellen enzymkatalysierte Reaktionen dar, deren korrespondierende
Enzyme in Schema 7.9 neben den Reaktionspfeilen zu finden sind.

Die Kinetik der meisten reversibel verlaufenden Reaktionen wurde nach Sche-
ma 2.16 modelliert, so dass in allen Fliissen nur eine Maximalgeschwindigkeit
Umax als Parameter vorkommt. Diese konnen als Referenzparameter fiir die Be-
rechnung der Flusskontrollmatrizen eingesetzt werden. Eine Ausnahme bildet die
durch GAPDH katalysierte Reaktion, bei der entgegengesetzte Fliisse getrennt
voneinander modelliert wurden (Teusink et al. [103]).

Die eingekreisten Nummern in Abbildung 7.9 stellen eine mogliche Numme-
rierung der Reaktionen und spéter die Indizes der entsprechenden Reaktionsge-
schwindigkeiten dar. Die Zahlen bei Reaktionen 5 und 15 weisen auf die stéchio-
metrischen Koeffizienten hin.

Fiir die Darstellung des Schemas 7.9 in Form von Differentialgleichungen wur-
den zwei zusétzliche Variablen eingefiihrt:

[Trio — P] = [DHAP] + [GAP]

und

[P] = 2[ATP] + [ADP].

Damit konnte die Anzahl der Speziesvariablen von 16 auf 14 reduziert werden.
Glukose (GLC,), Glycogen, Trehalose, Glycerol, Succinate, Ethanol (EtOH) und
Kohlenstoffdioxid (CO,) repriisentieren dabei externe Metabolite, die nicht ex-
plizit im Modell vorkommen miissen. Die Erhaltungsgleichung

Const = [NAD] + [NADH]

erméglicht zudem eine weitere Dimensionsreduktion auf ein Modell mit 13 Diffe-



126 KAPITEL 7. FLUSSANALYSE
Spezies Anfangskonzentration Steady-State-Konzentration
GLC 0.087 0.09

G6P 1.39 1.02

F6P 0.28 0.11

FBP 0.1 0.6

Trio-P 5.17 0.78

BPG 107° 3.3-107*

P3G 0.1 0.36

P2G 0.1 0.04

PEP 0.1 0.07

PYR 3.36 8.52

ACA 0.04 0.17

P 5.0 6.31

NAD 1.2 1.55

Tabelle 7.2: Anfangs- und Steady-State-Konzentrationen der Spezies (in mol/1) fiir das
detaillierte Glykolyse-Modell 7.25 aus (Teusink et al. [103]).

rentialgleichungen und 18 Fliissen:

d[GLC]/dt
d[G6P)/dt
d[F6P]/dt
d[FBP]/dt
d[Trio — P]/d¢
d[BPC]/dt
d[P3G)/dt
d[P2G]/dt
d[PEP]/dt
d[PYR]/dt
d[ACA]/dt
d[P]/dt
d[NAD]/dt

Vinflux — VHK

UHK — UpGI — 2UTrehalose — UGlycogen
UpGl — UPFK

UpFK — VALD

2UALD — UGAPDHf + VGAPDHr — UGlycerol
VUGAPDHf — UGAPDHr — UPGK

UpGK — UpGM

UpGM — VENO

VENO — UPYK

UpyK — UPDC

UpDC — VADH — 2USuccinatc

—UHK — UPFK 1 UPGK T UPYK — VATPase — UTrehalose — VGlycogen

—VUGAPDH + VADH t+ UGlycerol — 3'USuccinate' (725)

Das komplette Modell, inklusive der kinetischen Parameter, findet sich im Inter-
net bei JWS Online (Olivier und Snoep [75]).

Tabelle 7.2 enthélt die Anfangskonzentrationen der Spezies aus dem Teusink-
Modell 7.25, die in dieser Arbeit fiir die numerische Simulation mit DAESOL
(Bauer et al. [7]) verwendet wurden. Die Steady-State-Konzentrationen der je-
weiligen Spezies sind ebenfalls in Tabelle 7.2 aufgefiihrt.
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Reaktion i Geschwindigkeit 7;"P(C*) r™P(RF u. 7.20)
(1) Uinflux 85 9.9
(2) UHK 13.6 40.8
(3) VpGI 0.47 38
(4) Valycogen 99.6 0
(5) VUTrehalose 99.3 0

(6) UPFK 0.4 37.6
(7) UALD 0.2 36.3
(8) VGlycerol 37.4 64.5
(9) UGAPDH 3.8 80.6
(10) UpGK 1.5 28.8
(11) UPGM 1.2 28.3
(12) VENO 3.2 28.2
(13) UPYK 1.7 28
(14) UPDC 1.82 46
(15) VSuccinate 78.9 7.8
(17) VATPase 14.1 64.5
(18) UGAPDHr 65 21.2
Anzahl der Hauptkomponenten ) )

Tabelle 7.3: Relative Beitriige r/™P(t) (in %) der Fliisse v;, i = 1,...,18 aus dem
Glykolyse-Modell 7.25 (Teusink et al. [103]) zu den Hauptkomponenten der Daten-
matrix C* und R* mit 7.20 (Algorithmus 7.1 mit 7 = 5.0, ¢ = 50 und 99.9% fiir
7.19).

Fiir die Berechnung der Flusskontrollmatrizen wurden Maximalgeschwindig-
keiten bzw. Geschwindigkeitskoeffizienten der jeweiligen Reaktionen als Referenz-
parameter gewihlt, damit die Invertierbarkeit der Matrix 0V (ty)/dp aus 7.14
garantiert werden kann. Die Ergebnisse der Hauptkomponentenanalyse sind in
Tabelle 7.3 aufgefiihrt. Fiir die Analyse wurde ein Zeitraum zwischen 0 und 100
Sekunden gewéhlt mit p = 20 Intervallen der Lénge T = 5.0 und jeweils ¢ = 50
Sensitivitdtsmatrizen. Die Summe der Eigenwerte der benétigten Hauptkompo-
nenten soll dabei mindestens 99.9% der Gesamtvariation betragen.

Die Ergebnisse der Analyse (Tabelle 7.3) zeigen, dass die nachtriglichen Mo-
difikationen des Modells, die als “Verzweigungen” (eingerahmte Reaktionen in
Schema 7.9) bezeichnet werden, sich vergleichsméBig stark auf die Dynamik an-
derer Fliisse auswirken (dritte Spalte in Tabelle 7.3, fettgedruckte Zahlen). Unter
anderem scheint auch der Zufluss der Glukose vj,gux €inen sehr groflien Einfluss
auf das Verhalten der Fliisse zu besitzen. Dagegen iibt die siebte Reaktion varp
mit 0.2% eine sehr geringe Wirkung auf die Systemdynamik aus. Diese Tatsache
wurde auch von J.-M. Schwartz und M. Kanehisa in [92] festgestellt. Sie analy-
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GLC,
|
!
~ GLC ATP —— ATP,
KATP +
ADP |y
- F6P AMP
- FBP ADP«———ADP,
I
« GAP
NAD
F:NADH
«— BPG
ADP -
I<ATP >
«~ PEP
ADP
KATP
-« PTR
1 ACA
I < NADH <« NADH,
NAD < NAD,
« EtOH

Abbildung 7.10: Schematische Darstellung des Glukoseabbaus in Hefe nach (Nielsen et
al. [73]).

sierten den Einfluss einzelner Enzyme auf das Verhalten des Systems mit Hilfe
der sogenannten Elementarmoden, die sich nur auf Steady-State begrenzen.

Wihrend sich die Stérungen der Verzweigungen sehr stark auf die System-
dynamik auswirken, scheinen die Verzweigungen selbst stabil gegeniiber den Va-
riationen anderer Fliisse zu sein, insbesondere die konstanten Fliisse — Glycogen
und Trehalose (vierte Spalte in Tabelle 7.3). Auch Succinate reagiert mit 7.8%
relativ schwach auf die Stérungen anderer Fliisse. Glycerol dagegen bildet mit
64.5% eine Ausnahme.

Nielsen-Modell

Das Glykolyse-Modell von Nielsen et al. [73] stellt ein offenes System mit einem
Zufluss von Hefeextrakt und Glukose dar, der parallel zum Ausfluss aller Reaktan-
ten stattfindet. Abbildung 7.10 zeigt eine schematische Darstellung des Modells.
Die Fliache auBerhalb des grofien Rechtecks steht fiir die duflere Umgebung des
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Reaktion i Geschwindigkeit 7™P(C*) r™P(RF u. 7.20)
(1) vy 7.1 0.0
(2) Vg 87.6 92.1
(3) U3 91.2 96.2
v_3 97.3 7.36
(4) Uy 7.7 80.1
(5) Us 60.1 72.4
v_s 56.1 4.83
(6) Vg 12.9 23.9
(7) vy 0.3 25.4
(8) vg 1.3 84.7
U_g 98.3 0.06
9) Vg 11.5 99.2
V_g 16.4 99.5
Anzahl der Hauptkomponenten 6 7

Tabelle 7.4: Relative Beitriige r;mp(t) (in %) der Fliisse aus dem Glykolyse-Modell 6.4
(Tabellen 6.2 und 6.3) mit vy = 1.0- 1073 /min (Nielsen et al. [73]) zu den Hauptkom-
ponenten der Datenmatrix C* und R* mit 7.20 im Zeitintervall ¢ € [0, 17] (Algorithmus
7.1 mit T = 17.0, ¢ = 170 und 99.9% fiir 7.19).

Systems, mit der das Systeminnere Spezies mit der Zuflussgeschwindigkeit vy
austauscht. [GLC]Jy, [ATP]y, [ADP]o, [NADH]y und [NAD], stellen dabei die Zu-
flusskonzentrationen der jeweiligen Spezies dar. Insgesamt finden im Inneren des
Systems (innerhalb des groflen Rechtecks) 10 Reaktionen statt (vergleiche Tabelle
6.2). Vier von ihnen verlaufen reversibel. Die Zahlen neben den Reaktionspfeilen
in Schema 7.10 weisen auf die stéchiometrischen Koeffizienten der entsprechenden
Reaktionen hin.

Das komplette Differentialgleichungsmodell fiir den Glukoseabbau nach Niel-
sen et al. [73] besteht aus 13 Gleichungen und wurde in Abschnitt 6.2 detailliert
beschrieben (vergleiche Modell 6.4). Dort finden sich auch die kinetischen Anga-
ben zu den einzelnen Reaktionen (Tabellen 6.2 und 6.3) sowie die Anfangswerte
der Spezieskonzentrationen (Tabelle 6.4) fiir die numerische Simulation.

Tabellen 7.4 und 7.5 enthalten die Ergebnisse der Analyse der gegenseitigen
Flussbeziehungen fiir das Nielsen-Modell mit vy = 1.0 - 1073 /min. Es wurde
jeweils eine Oszillation mit der Lénge T" = 17 min betrachtet, wobei nur Fliisse
aus dem Systeminneren (Abbildung 7.10) in die Analyse einbezogen wurden.
Tabelle 7.4 enthélt die Ergebnisse der numerischen Untersuchung fiir das Intervall
zwischen 0 und 17 Minuten. Tabelle 7.5 zeigt die Daten fiir das Intervall zwischen
8.5 (Halbzeit der ersten Oszillation) und 25.5 Minuten.

Die Analyse macht deutlich, dass fiir beide Félle eine deutliche Entkopplung
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Reaktion 4 Geschwindigkeit 7™P(C*) r™P(RF u. 7.20)
(1) vy 34.7 0.0
(2) Uy 79.1 96.7
(3) U3 92.1 96.1
v_3 90.1 6.32
(4) Uy 12.1 95.4
(5) Us 95.6 91.7
V_5 90.1 2.9
(6) Vg 124 49.5
(7) vy 0.3 49.6
(8) Ug 2.1 98.6
U_g 97.9 0.03
9) Vg 21.9 99.4
V_g 64.5 99.6
(10) V10 97.8 13.7
Anzahl der Hauptkomponenten 8 8

Tabelle 7.5: Relative Beitriige r;mp(t) (in %) der Fliisse aus dem Glykolyse-Modell 6.4
(Tabellen 6.2 und 6.3) mit vy = 1.0 - 1073 /min (Nielsen et al. [73]) zu den Haupt-
komponenten der Datenmatrix C* und RF mit 7.20 im Zeitintervall ¢ € [8.5,25.5]
(Algorithmus 7.1 mit 7" = 17.0, ¢ = 170 und 99.9% fiir 7.19).

der Fliisse v7 und vg besteht (dritte Spalte in Tabellen 7.4 und 7.5). Der relative
Beitrag des siebten Flusses v; betrigt bei beiden Intervallen 0.3%. Der Fluss vg
entkoppelt mit 1.3% bzw. 2.1%. Das bedeutet, dass sich Storungen der Fliisse
v7 und vg nur geringfiigig auf die Dynamik anderer Fliisse auswirken. Zusétzlich
ldsst sich aus den Ergebnissen erkennen, dass die Reaktion der Fliisse v; und v_g
auf die Storungen anderer Fliisse vergleichsweise schwach ausféllt (vierte Spalte
in Tabellen 7.4 und 7.5).

Abbildung 7.11 stellt exemplarisch die Auswirkungen einer 10%-igen Storung
der Fliisse vy (oben), v; (Mitte) und vg (unten) auf die Fliisse vy, v und vg im
Intervall zwischen 0 und 17 Minuten gegeniiber. Eine deutliche Abweichung der
gestorten Losungen von den nominalen ist bei Fluss vy (obere Zeile in Abbildung
7.11) sofort zu erkennen, worin sein groler relativer Beitrag von 87.6% (vergleiche
Tabelle 7.4) begriindet liegt. Dagegen scheinen die Stérungen der Fliisse v; und
vg tatséchlich keine Auswirkungen auf die Dynamik der betrachteten Fliisse vy,
vg und vy zu haben. Dies lasst sich auch anhand der kleinen Beitrige rimp (dritte
Spalte in Tabelle 7.4) der Fliisse v; und vg beobachten.
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Abbildung 7.11: Entwicklung der nominalen Fliisse v;, i = 4, 6,9 des Glykolyse-Modells
6.4 (Tabellen 6.2 und 6.3) aus (Nielsen et al. [73]) mit vior = 1.0 - 1073 /min nach einer
10%-igen Storung des zweiten Flusses ve (oben); siebten Flusses vy (Mitte); achten
Flusses vg (unten) zum Zeitpunkt ¢ = 0 min.






Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung der Arbeit

In dieser Arbeit wurden numerische Methoden zur dynamischen Komplexitéts-
reduktion biochemischer Systeme vorgestellt, die den Wissenschaftlern Einblicke
in funktionelle Zusammenhénge grofler biochemischer Modelle erméglichen sol-
len. Insbesondere soll dabei das zentrale Wechselspiel zwischen Robustheit und
Sensitivitat in biochemischen Reaktionssystemen dynamisch untersucht werden.

Die Methode zur lokalen Analyse von Spezieskopplungen (Algorithmus 4.1) er-
laubt eine fehlerkontrollierte Identifizierung schnell relaxierender Moden in
einer infinitesimal kleinen Umgebung eines Referenzpunktes auf der Losungstra-
jektorie. Dieses Verfahren nutzt das Konzept der auf einer Zeitskalenseparation
basierenden Reduktion der Systemdimension. Bei einer schlecht konditionierten
Jacobimatrix eignet sich die reelle Block-Schur-Zerlegung am besten fiir eine Iden-
tifizierung schneller Moden. Die Transformation des ODE-Systems mit der aus
der Block-Schur-Zerlegung erzeugten Transformationsmatrix steht in einem di-
rekten Zusammenhang mit dem singuldren Storungsproblem, dessen Stérungs-
parameter der Zeitskala der langsamsten schnellen Mode entspricht. Da schnelle
Moden in endlicher Zeit nur approximativ relaxieren, erzeugt dieser Ubergang
vom singuldren Stérungsproblem zu einem DAE-System einen Fehler in den lang-
samen Losungskomponenten, der mittels einer Fehlerabschitzung innerhalb einer
iterativen Prozedur kontrolliert wird.

Nach der Bestimmung der reduzierten Dimension folgt eine Untersuchung der
Spezieskopplungen an langsame und schnelle Dynamiken. Da diese in den von
den Spaltenvektoren der Transformationsmatrix aufgespannten Unterrdumen ab-
laufen, gibt eine Analyse der Lage von Koordinatenachsen (reprisentativ fiir die
Systemvariablen) zu den Unterrdumen Aufschluss iiber die Beteiligung der Spezi-
es an der fiir das gesamte System mafigebenden Dynamik. Auf diese Weise kénnen
Spezies identifiziert werden, fiir die Quasistationaritdt angenommen werden kann

(Shaik et al. [93]).

133
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Die globalisierten Ansétze (Algorithmen 5.1 und 5.2) bieten zwei Moglich-
keiten, um die Spezieskopplungen innerhalb vorher festgelegter Zeitintervalle zu
analysieren. Diese Methoden basieren auf der Analyse der Sensitivitdtsmatrizen,
welche die Propagation der Eingabestorungen am Anfang der Intervalle beschrei-
ben. Mit Hilfe der reellen Block-Schur-Zerlegung bzw. der Singuldrwertzerlegung
der Propagationsmatrizen lassen sich stark kontrahierende Richtungen im Pha-
senraum identifizieren, in die Storungen der Zustandsvariablen am Ende des be-
trachteten Zeitintervalls relaxieren. Nach der Transformation des urspriinglichen
ODE-Modells in die Richtungen der Eigenvektoren bzw. der Linkssinguldrvekto-
ren und der anschliefenden Relaxation der stark kontrahierenden Moden, die mit
den betragsméifBig kleinsten Eigenwerten bzw. Singuldrwerten korrespondieren, re-
sultiert ein reduziertes DAE-System. Die Losung des DAE-Systems wird mit dem
robusten und effizienten Integrator DAESOL berechnet. Als Fehlerkriterium fiir
eine iterative Berechnung der minimalen reduzierten Dimension eignet sich ein
relativer Vergleich aktiver Losungskomponenten des reduzierten DAE-Systems
mit den Losungskomponenten des kompletten transformierten ODE-Systems.

Die Aufteilung des Simulationsintervalls in gleich grofle Bereiche bietet zusétz-
lich zur Relaxation stark kontrahierender Moden eine Méglichkeit zur Identifizie-
rung lokaler Erhaltungsbeziehungen, die insbesondere bei einer Singulérwertzer-
legung der Propagationsmatrizen algorithmisch sehr gut zu realisieren ist (Al-
gorithmus 5.2). Eine konstante Mode, die Stérungen der Zustandsvariablen un-
verdndert mit der Zeit festhélt, wird durch einen Singuldrwert gleich Eins charak-
terisiert. Nach einer Berechnung der maximalen Anzahl der relaxierenden Moden,
wird die Konzentration der konstant angenommenen Moden auf ihren Anfangs-
wert fixiert und das reduzierte DAE-System erneut integriert. Die Abschéatzung
des relativen Fehlers in den aktiven Losungskomponenten entscheidet iiber den
Abbruch der iterativen Prozedur. Eine darauf folgende Analyse der Projekti-
onslangen der Koordinatenachsen auf die von den Linkssinguldrvektoren aufge-
spannten Unterrdume ermoglicht schliellich eine Aussage iiber die Kopplung der
Systemvariablen an unterschiedliche Dynamiken.

Alle drei Methoden wurden erfolgreich auf biochemische Modelle — Michaelis-
Menten-Modell, Oregonator-Modell, Peroxidase-Oxidase-Modell und Glykolyse-
Modell — angewandt. Auf diese Weise konnte nicht nur das dynamische Kopp-
lungsverhalten der Spezies analysiert, sondern auch die Abhéngigkeit der Spe-
zieskopplungen von der Systemdynamik gezeigt werden (Kapitel 6). Allerdings
erfordert die Wahl der Toleranzgrenze TOL in 4.34 und 5.21 bzw. der Inter-
valllinge T' eine gewisse Intuition.

Zusétzlich zur Untersuchung der Spezieskopplungen wurde eine Methode zur
Analyse wechselseitiger Flussbeziehungen in Reaktionssystemen vorgestellt (Ka-
pitel 7). Der Algorithmus 7.1 basiert auf einer modifizierten Hauptkomponenten-
analyse der Flusskontrollkoeffizienten, welche die Propagation der Flussstorun-
gen mit der Zeit beschreiben. Auf diese Weise konnten die Fliisse identifiziert
werden, deren Stérungen am Anfang des betrachteten Simulationsintervalls am
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meisten die Dynamik der Netzwerkfliisse verdndern, bzw. deren Reaktion auf die
Storungen anderer Fliisse am schwéchsten ausfillt. Die Anwendung des Algorith-
mus 7.1 wurde an mehreren biochemischen Systemen — Michaelis-Menten-Modell,
Teusink- und Nielsen-Modell fiir den Glukoseabbau in Hefe — mit unterschiedli-
chen dynamischen Verhalten diskutiert.

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Verfahren zur dynamischen Kom-
plexitétsreduktion biochemischer Reaktionssysteme leisten einen entscheidenden
Beitrag zum Versténdnis dynamischer Wechselwirkungen zwischen den Teilsys-
temen eines groflen Netzwerkes. Insbesondere konnte gezeigt werden, dass Kopp-
lungseingeschaften der Spezies sehr stark von der Dynamik des zu untersuchenden
Systems abhégen.

Zusammenfassend liefern die hier entwickelten Methoden funktionelle Einsich-
ten in die Dynamik biochemischer Systeme, die gegebenenfalls fiir eine Modifika-
tion im Rahmen eines systembiologischen Ansatzes zur Entwicklung von Medi-
kamenten wertvoll sein konnen. Die automatisierte Komplexitétsreduktion findet
insbesondere bei groflen und sehr komplex aufgebauten biochemischen Netzwer-
ken ihren Nutzen.

8.2 Ausblick

Alle in dieser Arbeit dargestellten Methoden zur Analyse komplexer biochemi-
scher Systeme setzen ein detailliertes Modell in Form von Differentialgleichun-
gen voraus. Ist kein Modell vorhanden, so miissen Methoden eingesetzt werden,
die anhand der vorhandenen experimentellen Daten Aussagen iiber die Struktur
und das dynamische Verhalten des Systems machen kénnen. So konnte beispiels-
weise eine Eigenwertanalyse approximativ bestimmter Jacobimatrizen Informa-
tion iiber die Zeitskalen des betrachteten Systems liefern. Einige Vorschlége fiir
die Schitzung der Jacobimatrix in der Ndhe eines stabilen Steady-State gibt es
bereits von Mihaliuk et al. [71] und Sontag et al. [97]. Andere Verfahren fiir
die Herleitung der Reaktionsmechanismen anhand experimenteller Zeitreihen der
Spezieskonzentrationen finden sich in (Arkin und Ross [3], Samoilov et al. [86],
Chevalier et al. [18], Vance et al. [110]).

Die Analyse der Flusskontrollmatrizen mittels der Hauptkomponentenanalyse
beschrankt sich auf die Aussagen iiber die Auswirkungen einer Flussstorung auf
die Dynamik anderer Fliisse. Diese Storung kann jedoch unterschiedlich starke
Verénderungen der jeweiligen Fliisse verursachen. Fiir die Analyse dieses Zusam-
menhangs eignen sich z.B. Clusteringalgorithmen, welche die Fliisse nach der
Stiarke ihrer gegenseitigen Wechselbeziehungen in Cluster einteilen und somit
die Fliisse identifizieren wiirden, die sich gar nicht bzw. sehr stark gegenseitig
beeinflussen. Eine eventuelle Weiterentwicklung der vorgestellten Methode (Al-
gorithmus 7.1) konnte daher in diese Richtung gehen.
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