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1 Johdanto

Tamaé pro gradu-tutkielma késittelee kansantalouden tilinpidon mallitamista
ja mallin stabiilisuutta. Tyossa kidydadan aluksi lapi matemaattista teoriaa,
lahinna differenssiyhtéloiden kannalta. Sen lisdksi méaéritelladn kansantalou-
den tilinpito ja muita kansantaloustieteen termeja.

Tyon aiheena on rakentaa Suomen kansantalouden tilinpidon aineistoa
jaljitteleva simulaatiomalli, jota voidaa kayttdd niin talouspolitiikan suun-
nittelussa kuin myos makrotaloudellisten suureiden ennustamisessa.

Differenssiyhtalot liittyviat keskeisesti monien fysiikaallisten ongelmien
mallintamiseen ja niitd kiytetdédn matematiikan lisdksi muunmuassa insin66-
ritieteissa. Naitéd tarvitaan esimerkiksi mallinettaessa taloutta, teollisuusro-
boteissa ja kontrolloitaessa epidemioiden levidmistéa tai laskeuduttaessa Kuu-
hun.

Kaikki kuvat, joihin viitataan luvun 2 jalkeen, 16ytyvat liitteesta.



2 Taustatietoa

2.1 Vektoreista ja matriiseista

Tamé alaluku perustuu lahteisiin [6] ja [4]. Téssé alaluvussa kisitellaan eri-
laisia vektoreihin ja matriiseihin liittyvid perusmadaritelmié ja -tuloksia, joita
tarvitaan mychemmin. Lisdksi sovitaan, etta téassé tyossa skalaari tarkoittaa
kuntaa ja liséksi kiinnitetaén, etta talla tarkoitetaan reaalilukujen kuntaa R,
jollei muuta mainita. Aloitetaan méaritteleméalla vektoriavaruus:

Maaritelma 2.1.1. Vektoriavaruus on joukko V', jonka elementteja ovat
vektorit liséttyné kahdella operaatiolla, jotka ovat summa ja skaalarilla ker-
tominen. Eli jos ¢ ja j ovat V:n vektoreita, summa on 7 + j ja skalaarilla
kertominen on 7 * r. Naissd r € R ja se toteuttaa seuraavat aksioomat:

1. i+ j=j +1, kaikilla 4,5 € V.
2. (i+j)+k=i+(j+k) kaikilla 4,5,k € V.

3. On olemassa yksikésitteinen vektori 0, jota kutsutaan nollavektoriksi,
siten, ettd ¢ + 0 = ¢ kaikilla ¢ € V.

4. jokaista vektoria i vastaa yksikésitteinen vektori —i siten, ettd ¢ +
(—i) =0.

5. r(itj)=rit1j kaikilla i,j € V,r € R.
6. (r+s)i=ri+si kaikilla i € V)r,; s € R.
7. (rs)i=r(si) kaikilla i € V,r, s € R.
8. li=i kaikilla 2 € V.

Seuraavat térkedt vektoreihin liittyvat késitteet ovat linaarinen riippu-
vuus ja riippumattomuus:

Maaritelma 2.1.2. Vektorit ovat vektoriavaruuden osajoukossa E lineaari-
sesti riippumattomia, jos on olemassa erilliset vektorit vy, vs,..., v € E ja
kertoimet 21, zo,..., 2 € R siten, ettd yhtalo zyv; + 2ov9 + - + zvp = 0
pétee jos ja vain jos kaikki kertoimet z; ovat nollia. Jos vektorijoukko ei ole
lineaarisesti riippumaton, se on lineaarisesti riippuva.



Tyossa merkitddn matriisia isoilla kirjaimilla ja matriisin alkioita pienilla.
Maaritelladn késite matriisi ja matriisin osien perusnimityksia:

Maaritelma 2.1.3. 1. Matriisi on m x n-taulukko skalaareja kunnassa
F, missd F =R tai F = C.

2. Jos m = n matriisia sanotaan nelidmatriisiksi.

3. Joukkoa m x n-matriiseja yli F:n merkitdan M, ,(F') ja neliomatriisin
tapauksessa M, ,,(F') = M,(F).

4. Alimatriisi on tietty alijoukko alkuperdisen matriisin riveja ja sarakkei-
ta.

5. Matriisin A tiettyéd alkiota merkitddn A = (a;;), missd 1 <i <m,1 <
J <n.

Matriisin transpoosissa matriisin rivit vaihdetaan sarakkeiksi ja sarakkeet
riveiksi. Tatd merkitaan laittamalla matriisille potenssiksi T-kirjain.

Maiaritelmé 2.1.4. Matriisin A = (a;;) transpoosi, jota merkitdin A7, on
AT = (aﬁ).

Erds tapa tutkia matriisin ominaisuuksia on laskea sille determinantti,
joka on paljas luku.

Maaritelma 2.1.5. Determinantti mééritelladn induktiivisesti, kun A =
(a;;) € M,(F) seuraavalla tavalla: Oletetaan, ettd determinantti on mééri-
telty yli M,_;(F') ja olkoon A;; € M,_1(F) A € M,(F):m alimatriisi, joka on
saatu poistamalla rivi ¢ ja sarake j. T&lloin matriisin A determinantti, jota
merkitddn det(A), on

det(A) = E?Zl(—l)iJrjaij det(Aij),
missa 1 < n,j < n.

Kokonaislukujen joukossa R kertolaskun neutraalialkio on 1. Tata vas-
taava neutraalialkio matriisella on yksikkomatriisi.

Maaritelma 2.1.6. Yksikkomatriisi, jota merkitadn 7:114 on matriisi, jonka
diagonaalilla on ykkosid ja muualla nollaa eli I = (4;;), missé

1 josi=j
(“j){o jos i # j.



Matriisin (sé@énnéllisyys)astetta kutsutaan rangiksi.

Masritelma 2.1.7. Matriisin A € M,,(F') rangi on sen lineaarisesti riippu-
mattomien rivien tai sarakkaiden lukumaééara.

Esimerkki 2.1.8. Matriisin A rangi on 3, koska kaikki sen sarakkeet ja rivit
ovat lineaarisesti riippumattomia.

Kaanteislukua vastaa puolestaan kidanteismatriisi:

Madritelma 2.1.9. Matriisilla A € M,,(F) on kidnteismatriisi, jota merki-
tdin A~ € M, (F), jos AA™ = A7'A = [. Tillaista matriisia A, jolla on
kddnteismatriisi sanotaan kdantyviksi matriisiksi.

Aiemmin méaritellyn determinantin avulla voidaan maaritella matriisin
singulariteetti:

Maaritelma 2.1.10. Matriisi A € M, (F) on ei-singulaarinen, jos sen de-
terminantti on erisuuri kuin nolla eli det(A) # 0. Jos matriisi A ei ole ei-
singulaarinen, se on singulaarinen.

Seuraavassa alaluvussa mééritellddn matriisihajotelmista singulaariarvo-
hajotelma, mutta sen méarittelemiseksi tarvitaan vield méaritelld kisitetteet
ominaisarvo ja ominaisvektori:

Maédritelmé 2.1.11. Luku A € C on matriisin A € M, (F') ominaisarvo,
jos se toteuttaa yhtélon Ax = Az, missd x on vektori, A on neliomatriisi ja
x € C". Vektoria x kutsutaan matriisin A ominaisvektoriksi.

Seuraavaksi madritellain muutamia erityyppisd matriiseja, joilla on tietty
nimitys. Ensimmaisend méaritelladn similaarinen matriisi:

Maaritelma 2.1.12. Neliomatriisi A on similaarinen nelidomatriisin B kans-
sa, jos on olemassa kiaantyva matriisi P, jolle pétee

B =P 'AP. (2.1)
Tata merkitdan A ~ B.

Seuravaksi maaritelladn Jordanin matriisi. Tdméa koostuu Jordanin loh-
koista, jotka pitad méaaritella ensin.



Maaritelmé 2.1.13. Jordanin lohko J, () on n x n-yldkolmiomatriisi

Al 0
A
Jn(A) =
1
0 by

Taman avulla voidaan maéritella Jordanin matriisi, joka on suora summa
Jordanin lohkoista.

Maaritelma 2.1.14. Jordanin matriisi on n X n-matriisi
Iny (A1) 0
Ing (A2)
0 I (M)
ny+ng+---+ng=n.
Nailla maaritelmilla voidaan esittda todistamatta seuraava lause:

Lause 2.1.15. Jokainen matriisi A on similaarinen Jordanin matriisin J =

diag(Jy, Jo, ..., Jx) kanssa.

Lauseen (2.1.15) antama esitys matriisille A on matriisien J; jarjestysté
vaille yksikéasitteinen.

2.2 Normista

Téamé alaluku perustuu ldhteeseen [2, ss.174-175].

Maaritelma 2.2.1. Reaaliarvoista funktiota vektoriavaruudessa V' sanotaan
normiksi ja merkitdén || - ||, jos seuraavat ominaisuudet patevét:

L. ||z|| > 0 ja ||z|| = 0 vain jos x = 0.
2. |Jaz|| = |a|||z| kaikilla x € V ja skalaareilla «

3. |l +yl| < x| + ||ly|| kaikilla z,y € V.



Normi ]l 1A
I Y5 2] max;<j<k %5 |a;| | Summa yli sarakkeiden
lo | maxycicy 2] | maxy<icp X7 Jay] Summa yli rivien
1
b | (St | (p(aTA)):

Taulukko 1: Tyypillisimmé&t normit

Taulukossa 1 on kolme yleisintd normia. Lisiksi taulukossa p(A) = max{|\| :
A on A:mn ominaisarvo}. Matriisinormi voidaan mééritelld yleisesti seuraavas-
ti: || Af| = sup kel

Frobenius-normi matriiseille 16ytyy lahteestd [4, ss. 290-291|, jossa tamé
normi madritelladan neliomatriisille yhtalolla

1AllF = (57;-la?)* - (2.2)

Miiritelméa 2.2.2. Kaksi normia (||[], ||||") ovat ekvivalentteja R¥:ssa, jos on
olemassa vakiot «, 3 > 0 siten, etté

allzl| < =] < Bll=]l

2.3 [P-normit ja -avaruudet

Tasséd alaluvussa maéadritelladn normiavaruus [P, joka on vektoriavaruus ja
tallaisia avaruuksia kutsutaan jonoavaruudeksi. Kaikki [P avaruudet ovat
Banach-avaruuksia.

Maaritelmé 2.3.1. Yleinen [ normi méaéritelladn seuraavasti: [P(z) = (Efil|xi|p)%.

Maéritelma 2.3.2. Olkoon V' = {z|z = (x¢,z1,...)} avaruus. Yleinen [P-
normiavaruus on avaruus V' yhdistettynd normiin (2.3.1) eli I?(N) = {z €
V|| < oo}

Tarkemmin voidaan tarkastella normia [', [? ja >, jotka ovat I! = (X7, |x;]) =
(J1] + o] + - + ), 2 = (S |2a?)2 = Vo[ + [wa] + -+ [wa] ja 1 =
sup{|z1|, |2a], ..., |z,|}. Niistd normeista [2:n normia nimitetdin eukleidisek-
si normiksi ja [*:n normia maksiminormiksi. Naistd normeista maksiminor-

mi on rajoitettu, koska sen arvo ei voi kasvaa tiettya rajaa korkeammaksi.
Kuvassa 1 on esimerkkikuva naista kolmesta normista.
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Kuva 1: [1,1? ja [*° normien ysikkéympyrit graafisesti esittettyni

3 Differenssiyhtaloista

3.1 Differenssiyhtiloiden perusteita

Tamé alaluku perustuu ldhteeseen [5]

Differenssiyhtilot ovat yhtaloita, joiden n + 1:s arvo riippuu edeltavésta
arvosta n. Téama relaatio voidaan ilmaista eksplisiittisesti differenssiyhtéalon
avulla:

Maaritelma 3.1.1. Yleinen differenssiyhtélé on muotoa

flx(n+k),...,x(n)) =0 (3.1)



Maaritelma 3.1.2. Vakiokertoiminen k-kertaluvun lineaarinen differens-
siyhtalo on muotoa

x(n+k)+pr_rz(n+k—1)4+---px(n) =0, (3.2)
missa pg, - - -, pr_1 ovat vakioita ja py # 0.
Differenssiyhtélé voidaan méaaritelld myos normaalimuodossa:

Maéritelma 3.1.3. Yhtélo (3.1) normaalimuodossa on
r(n+k)+ f(z(n),...,z(n+k—1)) =0. (3.3)
Vastaava ensimmaista kertalukua oleva yhtalo on

z(n+1) = f(z(n)). (3.4)

Aloitetaan seuraavaksi tutkimaan yhtdlon (3.2) ratkaisuja. Tata varten
tarvitaan seuraava madritelméa

Maaritelma 3.1.4. e Polynomia \¥ +p,_1A\¥=1 4. .. py kutsutaan yhti-
16n (3.2) karakteristiseksi polynomiksi.

e Yhtdlo A" + --- 4+ po = 0 on yhtélon (3.2) karakteristinen yhtalo.
e Karakteristisen yhtalon ratkaisut Ay, ..., A\, ovat karakteristisia juuria.

Olkoon E yhtélon (3.2) siirto-operaattori (englanniksi shift operator).
Talloin vastaava karakterisinen yhtéalé on

(B* + ppr B* ' -+ po)a(n) = 0 (3.5)
tas

(E—=X)% - (E—=X\)%2x(n) = 0,

missd ay + - - - + a, = k ja kertoimien jarjestys on merkitykseton. Jokainen
karakteristinen juuri on erisuuri kuin nolla, kun py # 0.
Ratkaistaan yhtalo
(E—X)%z(n) =0. (3.6)

Jokainen yhtélon (3.6) ratkaisu on my6s yhtdlon (3.5) ratkaisu. Jos oy = 1,
silloin yhtélo (3.6) on yksinkertaisesti x(n + 1) = Ajz(n), milld on ratkaisu



x(n) = A!. Jos oy > 1 ja olkoon z(n) = Av(n) yhtélossa (3.6), talldin
saadaan:

(B =XM)%z(n) = (E—=XM\)"Ao(n)

(=A™ AT B (n)

al1+n - «Q a1—1 1
= At 2(2.1)(_1) 17 By (n)
= A\P"(E - 1)*v(n),

jos v(n) = 1,n,n? ... ,n*~1 Titen yhtilslld (3.6) on «; kappaletta rat-

kaisuja, jotka ovat AP nA},---  n® A" Namé ovat ratkaisuja, koska ovat
lineaarisesti riippumattomia.|5, s.71]
Tamé lineaarisesti riippumattomuus tarkastetaan tapauksessa a; = 2:

Télloin saadaan ratkaisut A} ja nA7. Olkoot ¢; ja ¢y vakioita. Talloin voidaan
kirjoittaa:

Al +cndy =

A(e1 +en) =

Tamé pétee vain jos ¢; = co = 0 eli ratkaisut ovat lineaarisesti riippumatto-
mat. Esitellddn seuraavaksi lause, jolla 16ydetddn ratkaisut yhtélolle (3.2).

Lause 3.1.5. Oletetaan, ettd yhtilolli (3.2) on karakteristiset juuret Ay, ..., A
kertoimilla o, . .., a,.. Tdalloin yhtalolld (3.2) on k rigppumatonta ratkaisua,
jotka ovat N}, ..., n® TINP AR n@2 T IND N ner T

Y T

Katsotaan seuraavaksi esimerkki Lauseen (3.2.3) kdytosté.

Esimerkki 3.1.6. Etsi kaikki ratkaisut yhtéalolle
z(n+3) — Tzx(n+2) 4+ 16x(n + 1) — 12x(n) = 0.
Karakteristien yhtalo on

N —TA24+16A—12=0,
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josta saadaan

(A =2} (A —=3)=0.

Téll6in Lause (3.2.3) kertoo, etté differenssiyhtélon kolme riippumatonta rat-
kaisua ovat
z1(n) = 2", x3(n) = n2", x3(n) = 3".

Yleinen ratkaisu tdmén esimerkin differenssiyhtéalolle on
x(n) = 01271 -+ an2" —+ Cg3n,

missa C, Cy, C5 ovat mielivaltaisia vakioita.

3.2 Lineaariset differenssiyhtalosysteemit

Téamé alaluku perustuu ldhteeseen [2].

Lineaarisissa differenssiyhtélosysteemeisséa on useampi kuin yksi differens-
sivhtalo, joilla jokaisella kuvataan mallinnettavan ilmion tiettya osaa ja ne
voidaan taten liittda yhteen. Téllaisissa systeemeissa arvot ilmaistaan vekto-
reina ja kertoimet matriisina.

Maaritelma 3.2.1. Ensimméisen kertaluvun lineaarinen differenssiyhtalo-
systeemi, jossa on k yhtaloa, on muotoa

ri(n+1) = ann)zi(n) 4+ ap(n)re(n) + - -+ + ayp(n)xx(n), (3.7)
z2(n+1) az1(n)z1(n) + azz(n)za(n) + - - - + azk(n)zi(n),

rr(n+1) = ap(n)z1(n) + age(n)ze(n) + - -+ + agr(n)xk(n).

Tama systeemi voidaan kirjoittaa vektorimuodossa
z(n+1) = A(n)x(n), (3.8)

missé A(n) = (a;;(n)) on k x k matriisifunktio. Téllaista systeemid sano-
taan ei-autonomiseksi (eli aikavariantiksi) Mikéli A ei riipu n:sté, systeemié
sanotaan vastaavasti autonomiseksi (eli aikainvariantiksi):

z(n+1) = Ax(n). (3.9)
[2, ss.117-118,125]

10



Esimerkki 3.2.2. Tarkastellaan seuraavaa systeemia diffrenssiyhtélosystee-
min

0.0100 0.1290 0.1130
zn+1)=[ 03140 0.0470 0.0070 | 2(n)
—0.2500 0.0470 0.0570

eli yhtéloiden avulla ilmaistuna:

zi(n+1) = 0.0100z(n) + 0.129025(n) + 0.1130z3(n)
zo(n+1) = 0.3140x1(n) + 0.0470x2(n) 4+ 0.0070x3(n)
zo(n+1) = —0.2500x1(n) + 0.047022(n) + 0.0570x3(n).

Tarkastellaan seuraavaksi naiden systeemien ratkaisuja:

Lause 3.2.3. Jokaiselle (3.8):n mukaiselle systeemille ja jokaiselle xy € RF
jang € Z* on olemassa yksikdsitteinen ratkaisu x(n, ng, o), kun x(ng, ng, ro) =
Zo-

Todistus. Lahtemalla liikkeelle yhtélosysteemisté (3.8), saadaan iteraatiolla:

x(no+ 1,n0,x0) = A(ng)z(ng) = A(ng)z(ng)
z(ng + 2,n9,x0) = A(ng+ Da(ng+ 1) = A(ng + 1)A(ng)z(ng)

x(ng +n,ng,x0) = Ang+n—1ax(ng+n—1)=Ang+n—1)--- A(ng)xz(no)

Véahennetadn ngy ja saadaan x(n,ng,x9) = An — x(n — 1) = A(n —
1) -+ A(ng)xo. Edelleen téstéd saadaan

x(n,ng, ro) = (1:[ A(z)) xo, (3.10)

i=ng

missa .
= : An—1)A(n —2)---A(ng) jos n > ng
| | A(l) = ;
' I Jos n = nyg
i=ng
Kaava (3.10) antaa yksikésitteisen ratkaisun. O

11



Jos differenssiyhtélo on autonominen, voidaan ratkaisu esittdéd myos A:n
ominaisarvojen ja -vektoreiden avulla. T&llin yhtélo (3.8) voidaan kirjoittaa
muodossa

z(n+1) = Az(n), z(n) = \"v, (3.11)

missd A on matriisin A ominaisarvot sisaltédvd matriisi ja x on matriisin A
vastaava ominaisvektori.|5, s.152]

Esimerkki 3.2.4. Tarkastellaan Esimerkin (3.2.2) systeemin ratkaisua: sKéyt-
tamilld Lausetta (3.2.3) ja merkitsemilli n = 5,n9 = 0 ja zo = (1,2,3)T
saadaan

n—1
x(n,ng, o) = HA(@)) T
i=no
5-1 0.0100 0.1290 0.1130 1
x(5,0,(1,2,3)T) = H 0.3140 0.0470 0.0070 2

i=0 \ —0.2500 0.0470 0.0570 3
0.0003  0.0005 0.0004 1

= 0.0008 0.0011  0.0008 2
—0.0004 —0.0005 —0.0004 3
0.6070

= 0.4290
0.0150

Miké tahansa kertalukua k oleva differenssiyhtélé voidaan palauttaa en-
simmaisen kertaluvun systeemiksi. Talloin méaritelladn k kappaletta vekto-
reita, joista ensimmaéisessd on ensimmaisen termin kertoimet, toisessa toisen
ja niin edelleen.

Lause 3.2.5. Systeemilld (3.9) on tasmdlleen k lineaarisesti riippumatonta
ratkaisua.

Olkoon ®(n)k x k-matriisi, jonka sarakkeet ovat systeemin (3.9) ratkai-
suja. Talloin
CI)(n) = (Il(n)’xQ(n)a cee ,l‘k(n))

12



Nyt
d(n+1) = (An)z1(n), A(n)xz(n),..., A(n)xk(n))

(
(n)(a1(n), 22(n), ..., xx(n))
(n)®(n)

n

= Aln

Tésté ja Lauseesta (3.2.5) seuraa, ettd ®(n) madrittaa differenssiyhtélon
Od(n+1) = A(n)P(n). (3.12)

Perusmatriisin, jolla on olennainen merkitys mallin stabiilisuustarkastelujen
kannalta, maaritelmé on seuraava.

Maaritelma 3.2.6. Jos ®(n) on matriisi, joka on ei-signulaarinen kaikilla
n > ng ja toteuttaa yhtdlon (3.12), silloin sitd sanotaan systeemin (3.9)
perusmatriisiksi.

Mikéatahansa yleinen differenssiyhtélé voidaan palauttaa aina ensimmaéi-
sen kertaluvun systeemiksi. Tama tapahtuu kayttden muuttujanvaihtoa. Tar-
kastellaan yhtaloa

r(n+k)= f(x(n),...,z(n+k—1)) =0. (3.13)
Télloin voidaan menetelld seuraavasti: Maaritellaan funktio u = (uqy, us, . . ., ug).
Korvataan
u(n) = x(n)
ug(n) = z(n+1)
up(n) = z(n+k—1)
Talloin u = (uy, ug, . .., ux) on normaalisysteemi
u(n+1) = z(n+1) =wuz(n) (3.14)

ug(n+1) = z(n+2)=uz(n)

uk(n—i-l). = z(n+k)
= )

cx(n+1),...,z(n+k—1))
—f(u(n))

13



Kéaantden, ndhdaén, ettd jos jokin funktio v = (vq,vs,...,vx) on systee-
min (3.14) ratkaisu, niin

vs=v,,missd s =0,1,....kjaz=1,2,... k—1,javy = f(v1,v2,...,0x)

eli v on yhtélon (3.1) ratkaisu. Siten yhtalo (3.1) ja systeemi (3.14) ovat
ekvivalentteja siten, ettd funktio z on yhtélon (3.13) ratkaisu, kun funktio
u = (xz,z(n),z(n + k)) on systeemin (3.14) ratkaisu. Muodossa (3.14) ole-
va n:mnen kertaluvun differenssiyhtdlo (3.1) on palautettuna ensimméisen
kertaluvun systeemiksi.

Systeemi (3.14) on vektorimuodossa u(n+1) = F(n,w(n)), missa F'(f1, ..., fr)
sekd fi(ny,u(n),u(n+1),...;,un+k)) =u(i+1), kun 1 <i < k-1, ja
fe(nyu(n),u(n+1),...;uln+k)) = f(n,u(n),u(n+1),...,u(n +k)).

Lineaarinen yhtélo on tdméan tyon kannalta mielenkiintoisempi tapaus,
joten kaydédadn seuraavaksi ldpi ineaarisen tapauksen palauttaminen ensim-
maéisen kertaluvun systeemiksi. Jos yhtdlé (3.13) on lineaarinen, niin sité
vastaava systeemi (3.14) on lineaarinen systeemi.

Yhtalo (3.13) on lineaarinen, joten se palautuu ensimmaéisen kertaluvun
lineaariseksi systeemiksi, missa

up = Up (3.15)
U9 = Us
we = —(powr(n) +prus(n+ 1)+ + pr_yug(n — k))

eli vektorimuodossa

u(n +1) = A(n)u(n), (3.16)
missa
0 1 0 0
0 0 1 0
A= : : (3.17)
0 0 1
—Po —P1 —P2 - —Pk-1

Koska yhtdlo (3.13) ja systeemi (3.14) ovat vakiokertoimisia, niin yhtalén
(3.2) karakteristinen polynomi on P(r) = 78 + pyr¥=t + ... + pp_1r + pp.
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Systeemin (3.17) matriisin A karakteristinen polynomi puolestaan on

—A 1 0 0
0 —A 1 0
P(\) = : : : (3.18)
0 A1
Pk —Pk-1- —P2 (—p1—A)

= (—1)k+1(pk + P A+ + p1)\k71)
= (1RO,

mika saadaan kehittamalla ylla oleva determinatti alarivinsa suhteen. Télloin
siis yhtélon (3.13) ja systeemin (3.14) matriisin A karakteristiset polynomit
ovat merkkia vaille samat. Erityisesti niilld on samat nollakohdat.
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4 Stabiilisuudesta

4.1 Stabiilisuuden kasite

Téamé alaluku perustuu ldhteeseen |2, ss.176-177].
Yhtalon (3.4) sisdltdmé funktio voi olla jaksollinen:

Maaritelma 4.1.1. Mééritelméssa (3.4) madriteltyd funktiota f(n,z(n))
kutsutaan jaksolliseksi, jos kaikilla n € Z on voimassa f(n+ N,z) = f(n,z)
jollakin N € N.

Stabiilisuuden kannalta erittdin olennainen késite on kiintopiste, joka
maédritellidn seuraavasti.

Maiéritelmi 4.1.2. Pistettd 2* € R* sanotaan yhtélon (3.4) kiintopisteeksi,
jos f(n,z*) = z* kaikilla n > ng. Useimmiten kirjallisuudessa oletetaan, etté
tadmé piste on origo ja sitd kutsutaan nollaratkaisuksi.

Tutkimalla sitd, minkd tyyppinen tamé edelld méaritelty kiintopiste on,
voidaan sanoa jotain yhtalon stabiilisuudesta:

Madritelméa 4.1.3. Yhtélon (3.4) kiintopisteen * sanotaan olevan:

1. vakaa (englanniksi stable), jota merkitddn S:ll4, jos annetuilla & > 0
ja ng > 0 on olemassa § = (e, nyg) siten, ettéd ||xg — z*|| < ¢ implikoi
lz(n, no, xo) — 2*|] < e kaikilla n > ng,tasaisesti vakaa (englanniksi
uniformly stable), jota merkitddn US:1l4, jos § voidaan valita ng:sta
riippumatta, epavakaa, jos se ei ole vakaa.

2. asymptoottisesti vakaa (englanniksi asymptotically stable), jota merki-
tddn AS, jos se on seké vakaa etté tayttaa seuraavan ehdon: on olemassa
p = u(ng) siten, ettd ||xg — 2*|| < p implikoi lim,, . x(n, g, o) = x*.

3. ratkaisu z(n, ng, zo) on rajoitettu, jos jollakin positiivisella vakiolla M,
|x(n, ng, x)|| < M kaikille n > ng, missa M riippuu ratkaisusta.

Esimerkki 4.1.4. Tarkastellaan yhtélod z(n + 1) = (*) (z(n))?. Témén
yhtélon ratkaisu on

z(n, ng, z¢) = <g> (n ; 1)2 (n ; 2)4 T (n02+ 1>2”‘"O‘1 (20)”" ™, x(no)
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Jos |zo| on tarpeeksi pieni, niin lim,_, z(n) = 0 Néin ollen nollaratkaisu
on attrakti.

Tarkastetaan seuraavaksi nollaratkaisun stabiilisuus. Valitaan € > 0 ja
no > 0. Télloin § = —=7. Jos |zo| < 4, niin |z(n, ne, zo| < € kaikilla n > no.
Koska ¢ riippuu ng:n valinnasta, ratkaisu on vakaa, muttei tasaisesti vakaa.

4.2 Lineaaristen systeemien stabiilisuus

Tamé alaluku perustuu ldhteeseen |2, ss.184-187]. Téssé alaluvussa tarkas-
tellaan stabiilisuutta lineaaristen differenssiyhtélosysteemien nédkokulmasta.
Téamén takia tarkastellaan lineaarisia yhtéloita (3.9) ja (3.8). Néiden systee-
mien kaikki ratkaisut ovat ®(n):n sarakkeiden lineaarikombinaatioita.

Lause 4.2.1. Tarkastellaan systeemid (3.9). Nollaratkaisu on vakaa, jos ja

vain jos kaikki ratkaisut ovat rajoitettuja eli ratkaisut kuuluvat avaruuteen
[>°.

Lauseella (4.2.1) on seurauslause:
Seuraus 4.2.2. Lineaariselle systeemille (3.8) pdtevdt seuraavat vaittimit:

1. Nollaratkaisu on vakaa jos ja vain jos kaikki ratkaisut ovat rajoitettuja.

2. Nollaratkaisu on eksponentiaalisesti vakaa jos ja vain jos se on asymp-
toottisesti vakaa.

Todistus. Kohta 1 seuraa Lauseen (4.2.1) kohdista 1 ja 2, koska niissd on
naytetty, ettd nollaratkaisu on vakaa jos ja vain jos l0ytyy jokin positiivinen
vakio M jota pienempié ratkaisut ovat. Koska téllainen vakio M on olemassa,
ratkaisut ovat rajoitettuja.

Kohta 2 seuraa Lauseen (4.2.1) kohdasta 4 lisadmalla kummallekin puo-
lelle |zq — x*||. O

Tapa, jolla téassé tyossa on tarkasteltu seuraavassa luvussa esiteltdvin
mallin stabiilisuutta, esitelldén Lauseessa (4.2.3). Olkoon |A| = 1, ja olkoon
sen (algebrallinen) kertaluku k. Tatd ominaisarvoa vastaavat ratkaisut ovat
stabiileja, jos 16ytyy k kpl lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria (sano-
taan, ettd tdlloin ominaisarvon geometrinen kertaluku on myo6s k)

Lause 4.2.3. Systeemille (3.9) pdtevit seuraavat vdittdmdt:
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1. Systeemin (3.9) nollaratkaisu on vakaa jos ja vain jos p(A) < 1.

2. Systeemin (3.9) nollaratkaisu on asymptoottisesti vakaa jos ja vain jos

p(A) < 1.

Todistus. Pitaa siis osoittaaa, ettd systeemin algebraalinen ja geometrinen

kantaluku ovat samat.

Nyt matriisille A voidaan 16ytad yksikésitteinen esitys Lauseen (2.1.15)
Jordanin matriisin avulla eli A = PJP~!. Télloin Jordanin matriisissa on
systeemin ominaisarvot \; = €’ diagonaalilla ja niiden perdsséd Jordanin
lohkoja, jotka voivat olla mitdtahansa eli

Ji 0
Jo
J = (4.1)
0 I
6@'912' 0
ei@gi
_ it
J(A1)
0 J(Ar),

missé |\;| < 1. Koska téssd matriisissa ovat sarakkeet lineaarisesti riippumat-
tomia, ovat tdméan matriisin algebraalinen ja geometrinen kantaluku samat.

O
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5 Kansantalouden tilinpito

5.1 Yleinen periaate

Tassé luvussa esitellddn kansantalouden tilinpitoa, jotta mallinnus tulee ym-
marrettavaksi.

Kansantalouden tilinpito on laaja tilastojarjestelmé, jonka tehtaviana on
kuvata kansantalouden tilaa. Kansantalouden tilinpidossa kuvataan sen eri
osien rahassa mitattavaa toimintaa. [§]

Kansantalouden tilinpito on haettu Tilastokeskuksen internetsivuilta [7].
Mallissa on kaytetty datana kansantalouden tilinpitoa vuosilta 1975 — 2012.
Mallissa on kéytetty dataa vain "pédsektoreiden osalta'eli S11=Yritykset,
S12=Rahoitus- ja vakuutuslaitokset, S13=Julkisyhteisot,
S14=S14-+S15=Kotitaloudet+kotitalouksia palvelevat voittoa tavoittelemat-
tomat yhteisot ja S2=ulkomaat. Ndiden alasektoreita ei ole mukana erillisiné
osina.

Estolan ja Dannenbergin artikkelissa |3, s.17| kansantalouden tilinpidosta
esitetddn virtauskaavio, josta ndhdéan lohkot ja niiden véliset suhteet. Tama
artikkeli, kuten mallikin, késittelee vain reaalitilinpitoa eli sitd osaa, jossa on
mukana tuotanto. Se ei ota kantaa rahoitustilinpitoon.

Kansantalouden tilinpito perustuu seuraaviin periaatteisiin. Ensin maéa-
ritelldén tarkasteltavan kansantalouden kaikkien markkinoilla toimivien tuo-
tantoyksikoiden lopputuotannon arvot tarkasteltavalla ajanjaksolla (esim.
téassé tyossa vuosi). Tamén jélkeen tuotantotekijéiden arvoista vihennetdan
valituotteiden kéytot, jolloin saadaan jokaisen tuotantoyksikon oma arvonli-
sdys, eli tuotannon arvo. Tama tuotanto joko myydéan markkinoilla tai se jaa
varastoon kasvattamaan varaston arvoa. Tatd toimintaa kuvataan kansanta-
louden tilinpidon ensimmaéiselld tilill4, joka on tulonmuodostustili (lyhenne
GIA, joka tulee sanoista Generation of Income Account).

Tililla GIA myyntituloista suoritetaan maksut tuotannontekijoille, kuten
palkat + sote-maksut sekd maksetaan tuotannon ja tuonnin verot ja siihen
lisatdan tuotantotuet. Tilin tasapainottavana erédna saadaan toimintaylijaé-
mé, joka kuvaa tuotantoyksikon kannattavuutta.

Toimintaylijadma siirretddn ASUA-tilin avaavaksi tilierdksi, ja ASUA-
tilille kirjataan omaisuuden tulot ja menot seké erilaiset tulonsiirrot, kuten
tuloverot. ASUA-tilin tasapainottava tilierd on sddstot, joka siirretdan CA-
tilin avaavaksi tilierdksi. CA-tilille kirjataan investoinnit ja niiden rahoitus-
varat, ja tilin tasapainottava erad on nettovelkaantuminen. Lisédksi mukana on
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FA-tili, jonne menee tililtd CA muuttujan Y rahavirta eli nettolainananto/-
lainanotto. Tasta tilista voitaisiin halutessa laajentaa yhteys rahoitustilinpi-
toon.

5.2 Yleisen periaatteen soveltaminen simulaatiomalliin

Téassé tyossa tehty mallintaminen kuvaa téssd mainittujen tilierien mallin-
tamisen kaikkien viiden pédsektorin osalta.Ulkomaat mukaanlukien yhten&
sektorina kotimaan tilinpito on suljettu systeemi.Koska nettovelkaantuminen
néiden viiden sektorin osalta on nollasummasysteemi, mallinnuksen kohtee-
na oleva systeemi on suljettu ja péadttyy nettovelkaantumiseen. Kuvassa 2
néahdaéan viiden sektorin oma sisdinen rahaliikenne tilien GIA, ASUA, CA ja
FA wvililla, sekéd nédiden sektorien viliset tilierdt toisten sektorien vastaavien
tilien valilla. Téssé tyossa FA-tilid ei kisitella lainkaan.

Tilinpito alkaa GIA-tilisté, josta syntyneet tulot jactaan eteenpéin ja niita
korjataan tulonsiirtotileilla.

Otetaan esimerkiksi kotitaloudet. Kotitalouksilla, kuten muillakin sekto-
reilla on kaksi tilid, ASUA ja CA tili GIA lisdksi, joka on yhteinen kaikille
kotimaisille sektoreille. Naille tileille tulee rahaa muiden sektoreiden vastaa-
vilta tileilta ja niiltad ladhtee ldhtee rahaa muiden sektoreiden vastaaville tileil-
le. Kuva 3 esittad Kotitalouksien osalta téta kyseistd rakennetta. Muuttujien
merkitykset 16ytyvat taulukoista 2, 3 ja 4, joissa on lueteltu mallissa oleva
muuttujan nimi, sen vastine kansantalouden tilinpidossa sekd merkitys.

Vastaava rakenne 16ytyy kaikilta muilta sektoreilta. Taméan liséksi mallis-
sa on mukana tuotantolohko eli Kotimaan GIA, joka on saatu sulauttamalla
yhteen yritysten, pankkien, kotitalouksien ja julkishallinnon GIA-tilit. Té&-
méa GIA-tili on siis yhteinen kaikille kotimaisille sektoreille. Lisédksi mukana
on useita Markkinat-lohkoja, joiden kautta kaikki sektorit maksavat toisil-
leen tuloeria. Naiden tulovirtojen erillinen kuvaaminen tekisi kaaviosta varsin
sekavan, joten Markkinat-lohkojen maéritteleminen yksinkertaistaa kuvaa 2
olennaisesti. Kuvassa 4 on verrrattu tilannetta, jossa Markkinat-lohkoa ei ole
tai sellainen on. Liséksi on syytd huomata, etta tésséa tyossa on kiytetty net-
torahavirtoja eli rahavirtoja ei tarvita kahteen suuntaan lainkaan, vaan yksi
suunta riittaa.

Kuvassa 2 on koko kansantalouden virtauskaavio. Kuvasta nikee nama ti-
lit ja niiden suhteet toisiinsa. Tatéa voi verrata luvussa 6 esitettdvaan malliin.
Néissd on pyritty mahdollisimman suureen samankaltaisuuteen.
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Muuttuja Sektori Vastaavuus Merkitys

Bonn Yritykset D9 Paaomansiirrot

Nnn, Yritykset D7 Muut tulonsiirrot

Py Yritykset K1K Kiintedn padoman kuluminen

Ion Yritykset P5K Padoman bruttomuodostus

SN Yritykset B8nt Saasto

Y Yritykset B9tn Nettoluotonanto (+) / netto-
luotonotto (-)

Nan Yritykset K2K Maan ja muiden valmistamat-
tomien varojen nettohankinta

Tsnn Yritykset D12 Tyonantajan sosiaaliturva-
maksut

On Yritykset B13nt Toimintaylijad- mé + sekatulo,
netto

Trin Yritykset D5K Maksetut tulo-, wvarallisuus-,
ym. valittéméat verot

Beorn, Pankit D9 Pasomansiirrot

Ng, Pankit D7 Muut tulonsiirrot

Pr Pankit K1K Kiintedn paddoman kuluminen

Ior Pankit P5K Péddoman bruttomuodostus

Sk Pankit B8nt Sadsto

Yi Pankit B9tn Nettoluotonanto (+) / netto-
luotonotto (-)

Nar Pankit K2K Maan ja muiden valmistamat-
tomien varojen nettohankinta

Tspn Pankit D12 Tyonantajan sosiaaliturva-
maksut

Op Pankit B13nt Toimintaylijad-méa + sekatulo,
netto

Tip Pankit D5K Maksetut tulo-, varallisuus-,
ym. valittomét verot

Beoan Julkishallinto D9 Paaomansiirrot

Nan Julkishallinto D7 Muut tulonsiirrot

P Julkishallinto K1K Kiintedn pddoman kuluminen

Ioa Julkishallinto P5K Pasdoman bruttomuodostus

S Julkishallinto B8nt Sadsto

Taulukko 2: Kohta muuttuja tarkoittaa muuttujan nimea mallissa ja kohta
vastaavuus sen nimed kansantalouden tilinpidossa.
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Muuttuja Sektori Vastaavuus Merkitys

Yo Julkishallinto | B9tn Nettoluotonanto (+) / netto-
luotonotto (-)

Naa Julkishallinto K2K Maan ja muiden valmistamat-
tomien varojen nettohankinta

Tsan Julkishallinto D12 Tyonantajan sosiaaliturva-
maksut

O¢ Julkishallinto B13nt Toimintaylijad-méa + sekatulo,
netto

Cy Julkishallinto P31 Yksilolliset kulutusmenot

G Julkishallinto P32 Kollektiiviset kulutusmenot

Wea Julkishallinto D11 Palkat ja palkkiot

Bsan Julkishallinto D6 Sosiaalietuudet

Tran Julkishallinto D5KR Saadut tulo-, wvarllisuus ym.
valittomét verot

Bcown Kotitaloudet D9 Pasomansiirrot

Ny, Kotitaloudet D7 Muut tulonsiirrot

Py Kotitaloudet K1K Kiintedn padoman kuluminen

Ioy Kotitaloudet P5K Péddoman bruttomuodostus

SH Kotitaloudet B8nt Sadsto

Yy Kotitaloudet B9tn Nettoluotonanto (+) / netto-
luotonotto (-)

Nag Kotitaloudet K2K Maan ja muiden valmistamat-
tomien varojen nettohankinta

Tstn Kotitaloudet D12 Tyonantajan sosiaaliturva-
maksut

Oy Kotitaloudet B13nt Toimintaylijad-méa + sekatulo,
netto

4 Kotitaloudet P3K Kulutusmenot

Wy Kotitaloudet D11 Palkat ja palkkiot

Bsyn, Kotitaloudet D6 Sosiaalietuudet

Try Kotitaloudet D5K Maksetut tulo-, varallisuus-,
ym. valittomat verot

Bcrn Ulkomaat D9 Paiomansiirrot

Ng, Ulkomaat D7 Muut tulonsiirrot

Pr Ulkomaat K1K Kiintedn padoman kuluminen

Taulukko 3: Kohta muuttuja tarkoittaa muuttujan nimed mallissa ja kohta

vastaavuus sen nimed kansantalouden tilinpidossa.
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Muuttuja Sektori Vastaavuus Merkitys

Ior Ulkomaat P5K Péddoman bruttomuodostus

Sr Ulkomaat B&nt Saasto

Yr Ulkomaat B9tn Nettoluotonanto (+) / netto-
luotonotto (-)

Nar Ulkomaat K2K Maan ja muiden valmistamat-
tomien varojen nettohankinta

M-X Ulkomaat P7-P6 Tavaroiden ja  palveluiden
tuonti-vienti

BP Ulkomaat B12T Vaihtotase

Wrn Ulkomaat D11 Palkat ja palkkiot

Tsrn Ulkomaat D12 Tyonantajan sosiaaliturva-
maksut

Tpr Ulkomaat D2 Tuotannon ja tuonnin verot

Taulukko 4: Kohta muuttuja tarkoittaa muuttujan nimed mallissa ja kohta
vastaavuus sen nimed kansantalouden tilinpidossa.

6 Mallinnus

Téassé luvussa esitelladn Matlabin Simulink-tyokalulla tehty malli, joka kuvaa
rahan virtausta kansantaloudessa. Mallissa ovat erillisind sektoreina kotita-
loudet, julkishallinto, yritykset ja pankkisektori sekéd ulkomaat-sektori. Koti-
talouksia palvelevat voittoa tavoittelemattomat jérjestot (ns. kolmas sekto-
ri) on rinnastettu kotitalouteen. Malli on koodattu Matbille kuvan 2 mallin
mukaan. Kaikki mallissa esiintyvat luvut ovat nettoarvoja eli tuloista on va-
hennetty menot.

Malli on rakennettu ja testattu sektori kerrallaan ja jokainen sektori erik-
seen. Sektorit on yhdistetty ja testattu taas kuvitteellisella datalla. Testaa-
misessa on kiytetty datana antamalla pieniéd kokonaislukuja (1 — 10) dataksi
ja tekemalla datan kasittelyd yhteen- ja jakolaskuilla.

Lopullisessa mallissa kaikki varsinainen datan kéasittely tehdadn Matlab-
tiedostoissa, jotka ovat Simulinkissa. Témaéa mahdollistaa laskentatavan hel-
pon muuntamisen, koska varsinaiseen mallin rakenteeseen ei tarvitse kajota.

Malli on rakennettu monitasoisesti, jotta mallin muuttaminen tulevaisuu-
dessa on helppoa. Mallissa on yhteenséa kolme eri tasoa, joista kahdessa ylim-
maéssd data vain "virtaa lapi"ja alimmalla tapahtuu kaikki laskenta. Ylimmaél-
14 tasolla (katso kuva 19) rahavirrat siirtyvét eri sektorien, Markkinat-lohkon
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ja Tuotanto-lohkon (eli kotimaan GIA-lohkon) vililla. Keskimmaiselld tasol-
la rahavirrat siirtyvit sektorien sisélla ASUA- ja CA-tilien valilla (katso kuva
5). Alin taso on néiden tilien siséinen taso (katso kuvat 6 ja 7).

Mallissa kdytetdan indekstointia siten, ettd vuosi 1975 = 0,1976 = 1 ja
niin edelleen. Mallin nuolia ei ole nimetty, mutta lahtopadssa ja maalipdassa
on sama nimi muuttujalla. Lisdksi mallissa on kiytetty varjaysta ylimmall&
tasolla nuolien seuraamisen helpottamiseksi.

6.1 Mallin tarkka kuvaus

Téassd alaluvussa muuttujalla n viitataan diskreettiin aikaan. Aika siirtyy
eteenpéin yhden yksikon joka vuoden alussa.

Tassa alaluvussa kuvataan tarkasti Simulinkilla rakennuttu malli ja ku-
vaus tehdaan kiayttden yhta lohkoa esimerkkind. Muut lohkot ovat rakenteel-
taan identtiset, vain muuttujien nimet eroavat.

Aloitetaan kuitenkin Kotimaan GIA-lohkosta. Téssé lohkossa syntyy jo-
kaisen kierroksen (eli jokaisen vuoden) aluksi tuotanto (katso kuva 9, jossa
vaalean siniselld merkityssé Matlab-lohkossa syntyy tuotanto). Liséksi ku-
vissa 10, 11, 12 ja 13 on tarkemmat kuvat téstd lohkosta, koska yhdessé
kuvassa ei pysty esittdmédn yksityiskohtia tarpeeksi tarkasti. Naméa GIA-
lohkossa tuotannosta syntyvét tulot jactaan kuten edellisessa luvussa esitin.
Tuotannon kasvua kuvaa yhtélo y, = 6878.194 4 1.0147 * y,,_1, missa y, on
taman vuoden bruttokansantuotteen arvo ja 1, bruttokansantuotteen ar-
vo edellisenéd vuotena. Kotimaan sektorien tuotanto yhteenlaskettuna vastaa
bruttokansantuotetta.

Siirrytadn tdméan jélkeen kidymé&dn lapi eri sektoreita ja tarkastellaan esi-
merkkinéd Kotitaloudet-lohkoa.

Kun avataan Kotitaloudet-lohko, joka on toteutettu Simulinkissa alijér-
jestelméné (englanniksi subsystem), sielld on kuvan 5 mukainen jérjestelma,
joka sisaltdd kaksi alijérjestelméd, jotka ovat ASUA-tili ja CA-tili. Taalla
on pelkistdan sisddnmenoja ja ulostuloja, jotka johtavat dataa ylemmaélté
tasolta néille kahdelle tilille. Tama vastaa kansantalouden tilinpidon kuvaa
3.

ASUA-tilin siséltdé on kuvattuna kuvassa 6. Téilla on jokaiselle muut-
tujalle oma alijérjestelmé, jossa suoritetaan kyseiseen muuttujaan liittyvé
laskenta. Liséksi sielld summataan kaikkien sisdén tulevien muuttujen arvot
yhteen. Tamén jalkeen summa jaetaan ulos meneville rahavirroille siten, etta
ensiksi suurimman selitysasteen omaava ottaa itsellensé rahat, sitten seuraa-
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vaksi suurimman selitysasteen omaava ja niin edelleen. Huonoimman selity-
sasteen omaava saa itselleen residuaalina sen, mitad rahaa on jaanyt jaljelle.
Néin ollen kaikki raha tulee jaetuksi eteenpéin, eli rahaa ei havid mihink&an.

Lohkossa on To Workspace-lohko, johon kootaan kaikkien muuttujien sig-
naalit ja se siirretddn Matlabin puolelle, josta ohjelma edelleen kirjoittaa
ne Kotitaloudet ASUA-nimiseen Excel-tiedostoon myohemmin esiteltévin
funktion avulla. Muuttujien signaalit ovat aina samassa jarjestyksessa: aluk-
si sisdédn tulevat numerojarjestyksessa ja tdamén jalkeen ulos menevéit nume-
rojarjestyksessa.

Tarkastellaan seuraavaksi mallin alinta tasoa ja valitaan Kotitaloudet-
lohkon ASUA-tilien muuttuja O, jonka alijarjestelmé on kuvassa 8. Kysei-
nen lohko siséltda kolme viivetta eli viiveet nq,no ja ng, jossa n kuvaa dis-
kreettia aikaa. Matlab-lohkossa on siis kolmannen asteen autoregressiivinen
malli. Se siséltad lohkon digital clock, joka tuottaa aikasignaalin, jonka arvo
muuttuu portaittain aina kokonaislukujen kohdalla. Lohkossa on muuttujan
sisdantulo ja ulosmeno sekd Scope, joka piirtda kuvaajan. Tata on kiytetty
mallin testaamiseen, joten Scopen voisi myos poistaa ilman, etté se vaikuttaa
ohjelman toiminnallisuuteen.

Matlab-lohkon sisélto on esitetty kuvassa 14. Téma Matlab-lohko sisaltaa
varsinaisen laskennan eli taélla on maéritelty autoregressiivinen funktio, joka
on muotoa y, = a+bx*xy, 1+ c*xy,_3, missd y,_; on muuttujan arvo viiveell&
1 ja y,_3 vastaavasti viiveelld 3, missd n edustaa diskreettid aikaa. Taman
autoregressiofunktion perdén on lisdtty aikamuuttuja ¢i kerrottuna aikariip-
puvalla vakiolla kerroin. Osassa muuttujista on mukana erillinen termi poly,
joka on muuttujasta riippuen astetta 2 —5 oleva ajan polynomifunktio, jonka
kertoimet on laskettu Matlabin komennolla "polyfit". Polynomisovitukseen
tarvittava data on saatu Tilastokekuksen sivuilta Kansantalouden tilinpidos-
ta kyseisen muuttujan arvoista vuosilta 1975 — 2012. Matlab-lohkon sisélto
ja muuttujien nimet ovat ainoat asiat, jotka mallissa vaihtelevat lohkosta
toiseen; muuten eri lohkot vastaavat rakenteeltaan edellakuvattua.

Lohkoista seuraavana on Kaikki Y:t-niminen lohko, jonka sisélté on esi-
tetty Kuvassa 15. Tdhan lohkoon tulevat rahavirrat Y-muuttujista, joilla
merkitddn mallissa nettoluotonantoa (+4)/nettoluotonottoa (-). Lohkosta voi-
daan kytked yhteys nyt mallinnetusta reaalitilinpidosta rahoitustilinpitoon.
Téasséd mallissa lohko siséltaéd vain muuttujien summauksen ja sen tuomiseen
kuvaajaan sekd muuttujien kirjoittamisen Matlabin kautta Exceliin samoin
kuin muissakin lohkoissa.

Lohko Markkinat, jolle tulee suuri méaéra sisddn- ja ulostuloja, sisaltaa
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kokoelman eri lohkoja, joilla ei ole keskendén suoraa yhteyttd. Ne on ka-
sattu sinne siksi, etteivat ne olisi ylatasolla mutkistamassa mallia. Naméa
markkina-lohkot ovat sellaisia, ettd ndihin joko tulee dataa, jolloin ne ver-
tautuvat edelld kuvattuun Kaikki Y:t-lohkoon, tai niistd vastaavasti lahtee
dataa. Ne markkinat, joissa on lapivirtauksia, vertautuvat mallin ASUA- ja
CA-tilien lohkoihin. Kuva 16 selventéé tilannetta.

Tarkastellaan vield esimerkking vain ulostuloja siséltavasta lohkosta loh-
koa Bcys eli muuttujan Beo-markkinalohkoa. Se on Kuvassa 17. Téssé loh-
kossa data generoidaan kiyttden Digital lock -lohkoa, josta aikasignaali anne-
taan Matlab-lohkoihin. Naiden data johdetaan edelleen ulos lohkoista muiden
lohkojen kayttoon. Kuvassa 18 on esimerkki tavasta, jolla dataa tuotetaan
eli dataa saadaan aikaiseksi polynomisovituksella, joka on tehty jo aiemmin
kuvatulla tavalla.

Yhdessé edelld kuvatut lohkot muodostavat ohjelman ylimmén tason, jo-
ka on kuvattu Kuvassa 19. Tama kuva vastaa kansantalouden tilinpidon Ku-
vaa 2. Téssd ndkyvat kaikki lohkot (julkishallinto, yritykset, kotitaloudet,
ulkomaat ja rahoituslaitokset). Esimerkkind kdytetty lohko kotitaloudet on
tassa kuvassa kirkkaan vihreilla kehyksilla varustettu.

Mallin tarkka tekninen dokumentaatio l10ytyy osoitteesta 1chawk.arkku.
net/GRADU.html. Tdméa dokumentaatio on tuotettu Simulinkin omalla ra-
portointityokalulla.

Simulinkistd Matlabiin to Workspace-lohkolla siirrettyjen tuosten kirjoit-
taminen Exceliin tehdédén seuraavan Matlab-koodin avulla:

function kirjoitus2 (polku, kirjoitettava)
if exist ('G:\GRADU\ Tulokset ")

asema = ’'G:\GRADU\ Tulokset ’;
else

asema = 'E:\GRADU\ Tulokset ’;
end
tayspolku=[asema polku |;
[kork ,lev]|=size (kirjoitettava);
kirjoitettava=kirjoitettava (1:2:kork ,1:1lev);
xlswrite (tayspolku , kirjoitettava ,’ Sheetl’ ,7A27);
end

Tulokset kirjoitetaan siis Excel-tiedoston ensimmaéiselle vililehdelle. Naissa
Excel-tiedostoissa on lisidksi jokaiselle muuttujalle oma vélilehti, jossa on
muuttujan alkuperédinen Tilastokeskuksen internetsivuilta saatu data nimella
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Alkuper. Sen viereen on kopioitu ensimmaéiseltéd vélilehdeltd kyseistd muut-
tujaa vastaava mallin laskema data nimellda Mallinnus. Kuvassa 20 on esi-
merkki tallaisen tiedoston ensimmaisesta vélilehdestd. Kuvassa 21 on puoles-
taan samaisen Excel-tiedoston Sy-muuttujan vélilehti, josta nikyy kyseisten
valilehtien rakenne.

6.2 Laitteistovaatimukset

Ohjelma on ajettu Matlabin 2012a- ja 2013 -versioilla ja toimivuus on taattu
vain niilld. Koneessa tulee taméan liséksi olla jokin Matlabin kanssa yhteen-
sopivista C-kielen kdantédjistd, kuten Microsoft Visual Studio tai vastaava.
Mallin tiedostomuoto on mdl, mutta eri vaiheissa mallia tehtaessa on kiytet-
ty tallennusmuotona myos Matlab 2013-version omaa slx-tiedostomuotoa.

Ohjelma on testattu seké palvelimella olevalla Matlabilla ettd paikallisesti
asennetulla Matlabilla ja se toimii kummallakin.
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7 Mallin stabiilisuus

7.1 Matriisin luominen

Edellisessd luvussa esitelty malli voidaan muuntaa yhtélon (3.9) mukaiseksi
malliksi ja selvittdd siitd matriisi A, jonka stabiilisuutta voidaan tarkastella
luvun 4 menetelmin. Tarkoituksena oli siis selvittaé, kuinka stabiili kyseinen
malli on.

Matriisi luotiin kéyttamalla Simulinkin Linear Analysis Toolia ldhteesta
[9] 16ytyvén ohjeen mukaisesti. Tytkalua kiytettiin seuraavalla tavalla:Ennen
tyokalun kayttamista tuli merkitd ne muuttujat, jotka halutaan mukaan tar-
kasteluun. Se tehdéén klikkaamalla nuolta ja valitsemalla kuvan 22 valikos-
ta kyseiseen tilanteeseen sopiva vaihtoehto.Ensimmaisené valittiin kuvan 25
mukaisesta valikosta Linear Analysis Tool.

Tamaén jalkeen avautui kuvan 26 mukainen ndkymaé, jossa Linear Analysis
Tool ladattiin. Itse tyckalu on kuvattuna kuvassa 23. Tésta valikosta voidaan
kiaynnistda laskenta painamalla vihredd nuolta, jonka alla lukee Linearize.
Talloin saadaan kuvan 24 mukainen ruutu, ja laskenta on télldin kiynnissa.

Matriisi, joka mallista saadaan, on 37 x 37-matriisi. Matriisi 16ytyy ko-
konaisuudessaan osoitteesta [1]. Koska matriisi ei ole edelld esitetylld tavalla
esitettynd kovinkaan havainnollinen, on matriisi Kuvassa 27 muunnettu vi-
suaalliseen muotoon ja matriisin alkioiden arvoja on kuvattu liukuvérilla.

Kuten kuvasta 27 ja matriisin alkioiden listauksesta ndhdaén, kyseinen
matriisi siséltdéd riveja ja sarakkeita, joiden arvo on nolla. Téastd johtuen
matriisin determinantti on nolla ja matriisi on singulaarinen. Merkitaan tata
matriisia A:lla. Tarkastellaan tdméan matriisin stabiilisuutta kiayttaen Lauset-
ta (4.2.3).

Tatd varten tarvitaan kyseisen matriisin ominaisarvoja. Lauseen (4.2.3)
soveltaminen on nyt siis mahdollista. Sen mukaisesti taytyy ottaa ndistd omi-
naisarvoista itseisarvo ja niistd maksimi. Matriisin A nollasta eroavat ominai-
sarvot ovat kuvassa 28. Télloin saadaan, ettd p(A) = 0.5096. Koska p(A) < 1,
matriisi ja tdten myos systeemi on vakaa.
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8 Tulokset

Tama luku kasittelee mallinnuksesta saatavia tuloksia. Ensinnékin voidaan
todeta, ettd mallinnus on vakaa luvussa 7 esitetyn perusteella. Tama vakaus
tarkoittaa sitd, ettd mallinnusta pystyy pyorittdmésn ilman pelkoa, etta se
“rajahtad” adrettomyyteen tai miinusddrettomyyteen.

Kuvissa 29 ja 30 on tulokset pankkisektorilta. Esimerkkind on kaytetty
pankkisektoria, koska sielld on eniten voimakkaasti heilahtelevia muuttujia.
Mallinnuksessa ei ole pyritty maksimaalliseen tarkkuuteen, vaan ldhinné py-
ritty osoittamaan, ettéd tallainen malli on mahdollista tehdé ja ettd se toimii
jarkevélla tarkkuudella seké etta se on vakaa. Mallin tarkkuutta saadaan pa-
rannettua helpohkosti paljon.
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9 Loppupaatelmat

Téassé tyossa rakennettiin kansantalouden tilinpidoa simuloiva malli, joka las-
kee kansantaloudessa toimivien viiden keskeisen sektorin (kotitaloudet, yri-
tykset, pankit, julkishallinto ja ulkomaat) keskeisten muuttujien arvot ajan-
jaksolle 1975 — 2012.

Malli kalibroitiin sellaiseksi, ettd "riittava” tarkkuus saatiin aikaan kaik-
kien keskeisten muuttujien osalta. Suurimmat mallinnusongelmat olivat pank-
kisektorilla, jonka eri muuttujat heilahtelevat hyvin voimakkaasti ja jokaisen
sektorin sddstot-muuttujan kanssa, jossa mallin selitysaste oli yleensa huono.

Rakennettua mallia voidaan kayttda talouspolitiikan suunnittelussa esi-
merkiksi siten, ettd muutetaan jonkin muuttujan sovitetta halutulla tavalla
ja katsotaan, miten tdmé& muutos vaikuttaa koko systeemin kiyttaytymiseen.
Toinen mallin kayttotapa on tehdd ennusteita mallissa oleville muuttujille
haluttu vuosiméaéra eteenpain.
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tilanne, jossa se on. Kuten kuvia vertailemalla ndhd&an, Markkinat-lohko
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Kuva 9: Kotimaan GIA-lohko
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Kuva 10: Kotimaan GIA-lohkon vasen yldkulma
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Kuva 11: Kotimaan GIA-lohkon oikea ylakulma
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Kuva 12: Kotimaan GIA-lohkon vasen alakulma
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1 Ellfunctian v = fcn(ul,u3,ti)
2 %#codegen

Foi= a=326.091;

Gy = b~=.71%9;

= i c=.315

(= kerroin=-300;

= if(ti»=13)

B = kerroin=-350;

9 end

gk if(cix=22)

1= kerroin=-100;

12 end

2= -¥ = atb*ul+c*u3+ti*kerroin;

Kuva 14: Kotitaloudet-lohkon ASUA-tilin muuttujan Oy Matlab-lohko
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Kuva 15: Kaikki Y:t-lohko
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Kuva 16: Erilaiset Markkinat lohkot
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2= ¥ = poly;

Kuva 18: Bo-markkinat -lohkosta esimerkki Matlab-funktion sisallosté
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A B (5 D E F G
1[BCNn PN SN Y N N_Ann | |_ON
115,252 1285821 767,925 -1031,88 13,693 4381,794
85,077 -1283,39 1015176 461,2246 155,6951 838,2461
68,352 -1068,44 1063,316 357,6791 163,5569 4055,352
68,087 -2072,94 1071,489 -20,3883 33,1888 5395,442
69,622 -3072,65 1151,407 -167,89 18,91759 5794,483
70,257 -344544 1206,156 -313,326 5,685982 5971,192
70,892 -3949,34 1193,047 -412,913 15,54126 6275,271
71,527 -4360,86 1176,562 -530,763 16,20015 6495,723
72,162 -4751,69 1143,962 -647,531 17,40381 6771,366
11| 72,797 -5124,15 1104,968 -761,724 19,90439 7040,475
12| 73,432 -5509,02 1064,081 -878,834 20,93622 7315966
13| 74,067 -5909,72 1024,311 -1001,21 19,31409 7612,109
14| 74,702 -6266,64 990,632 -1121,2 18,89606 7896,448
15| 75,327 -6662,35 959,861 -3076,27 23,8375 £169,42
16| 75972 -7039,28 9382094 -3366,99 25,30361 8434,826
17| 76,607 -7407,9 923,2114 -3651,28 28,04368 8712,968
18| 77,242 -7816,63 -5197,3 -7788,1 54,84056 13389,24
19| 579,6262 -8171,29 -5195,06 -8543,24 12,72568 13217,03
20| 597,1286 -8745,5 -5191,11 -8692,09 92,76565 13778,57
21| 606,9906 -8371,98 -5165,83 502556 266,4433 13243,17
22| 609,1774 -8759,07 4298,351 1511577 -43,9608 6602,407
23| 1458523 -8992,55 4222,668 4057,131 84,87795 1243535
24| 144,8718 -8886,99 4098,838 4361,835 84,19253 12062,45
25| 143,1025 -9264,85 4212,049 5669,852 -17,5326 12866,11
26| 140,6623 -9694,69 5966,485 5290,954 50,62474 12817,88
27| 127,7001  -10432 8858,023 4000,323 210,5989 125718
23| 134,3949 -10957,6 8978,73 5802,561 -217,368 14399,35
29| 130,9567 -11452,6 8839,935 6663,484 2359323 1402155
30| 127,6258 -12289,5 B467,624 7614,062 160,2035 14474,36
31| 124,6735 -12893,1 8110,057 9025653 38,04802 14960,59
32| 122,4012 -13388,6 7548,51 10387,37 -79,0845 1562571
33| 224264 -19187,7 81178 19201,13 -636,682 2048911
34| 222,8201 -19857,5 8519,723 12275,83 -412,794 19080,21
35| 228,4508 -23572,1 10714,85 18810,03 -1040,82 22273,73
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Kuva 20: Esimerkki Yrityssektorin CA-tilin tuloksia siséltdvan Excelin en-
simmaiselté vililehdelta
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1 |Alkuper. Mallinnus

2 316 767,925

3 -128 1015,176 Chart Title
4 -48 1063,316 12000

5 558 1071,489 10000

6 1330 1151,407 3000

7 1068 1206,156 5000

8 495 1193,047 4000

9 710 1176,562 2000

10 996 1143,962 0

11 1317 1104,968 -2000 123 25 27 29 31 33 35 37 39 M1
12 924 1064,081 ~4000

13 862 1024,311 -6000

14 1599 990,632 o000

15 1923 958,3861 ——Alkuper. = Mallinnus
16 494 938,2094

17 -2550 §23,2114

18 -6950 -5197,3

19 -5711 -5195,06

20 -2248 -5191,11

21 2733 -5165,83

22 5211 4298,351

23 4451 4222668

24 6788 4098,838 il
25 6562 4212,049

26 8018 5966,485

27 7368 8858,023

28 10469 8978,73

25 9537 8839,935

30 8217 8467,624

31 10007 8110,057

32 8882  7548,51

33 10308  8117,8
34 10952 8519,723

25 7362 10714,85
36| 4493 8632,283
37| 7411 613583
38| 5061 605,485
39| 4935 E171,544
40| 3537 6040,024
a 5992,946
2 5915, 796
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Kuva 21: Esimerkki Yrityssektorin CA-tilin tuloksia sisdltéavin Excelin Sy-
muuttujan vélilehdesta
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Kuva 22: Valikko, josta valitaan sopiva vaihtoehto
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(Q,v Search workspace variables D
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w MATLAB Workspace
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Kuva 23: Linear Analysis Tool-tyokalu

Linearizing the model

Kuva 24: Laskenta kiynnissa
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Kuva 25: Valikko

M ) ) <Student Version> : Simulink e Design

Gakheringinformation from: GRADLU MALLI Inputoutput

Kuva 26: Odotusikkuna
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Kuva 27: Kuva matriisista
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Kuva 28: Kuva nollasta eroavista ominaisarvoista ja yksikkdympyrasta. Omi-
naisarvot ovat siniselld ja yksikkGympyréd on punainen.
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Kuva 29: Tulokset Pankkisektorin ASUA-tililta.
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Kuva 30: Tulokset Pankkisektorin CA-tililta.
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