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1 Johdanto

Vanha nainen on menossa torille myyméaan kananmunia, mutta kiireinen rat-
sastaja torméa hevosellaan héneen ja kananmunat rikkoutuvat. Ratsastaja
pyytda saada korvata rikkoutuneet kananmunat. Nainen ei muista munien
tarkkaa maarda, mutta muistaa niitd kerdtessidan laskeneensa seuraavasti:
“Kun poimin koriini niita kaksi kerrallaan, jaljelle jéi lopuksi yksi, kun poi-
min kolme kerrallaan jai jaljelle yksi, ja samalla tavalla tapahtui myos kun
poimin kerrallaan nelja, viisi ja kuusi munaa. Mutta kun poimin kerrallaan
seitsemén munaa, ei yhtadn jaanyt jaljelle.” Miké siis oli kananmunien pie-
nin mahdollinen méa&ra? Edellisen kaltaisia jakojddnndsongelmia pohdittiin
Euroopassa keskiajalla. Ongelmien varhaisin alkuperé vie mahdollisesti Kii-
naan ja Intiaan 100-600 -luvuille, jossa niiden alkusysédyksend toimi kalente-
rien muodostaminen ja laskeminen. Eurooppaan ongelmat rantautuivat esi-
merkiksi lorujen ja tarinoiden muodossa keskiajalla. [27]

Saksalainen Carl Friedrich Gauss oli yksi jakojddnnosongelmista ja niiden
ratkaisumenetelmista kiinnostuneista. Vuonna 1801 hén julkaisi tunnetuim-
man teoksensa Disquisitiones Arithmeticaen, jossa hén esitteli kongruenssin
késitteen. Tyoni Luvussa 2 olen esitellyt kongruenssin méaritelméan ja tar-
keimpien tulosten lisdksi sen taustaa ja sovelluksia.

Luvuissa 3-5 olen esitellyt kolme kuuluisaa kongruenssiin liittyviaa tulosta:
Fermat'n pienen lauseen, sen yleistyksen Eulerin lauseen ja Wilsonin lauseen.
Fermat'n pieni lause helpottaa eksponentteja siséltédvien kongruenssien las-
kemista. Lause osoittaa, ettd alkuluku p jakaa luvun a?~' — 1, kun p ei ole
kokonaisluvun a tekijé. Lauseen kiyttoa rajoittaa kuitenkin vaatimus luvun p
alkulukuominaisuudesta. Mys Eulerin lauseen a®™ = 1 (modn) kiyttokel-
poisuus perustuu kongruenssilaskujen helpottamiseen, kun niissd on mukana
eksponentteja. Eulerin lauseen kiytto ei kuitenkaan vaadi moduloluvun n ole-
van alkuluku. Wilsonin lauseen nojalla alkuluku p jakaa luvun (p — 1)! + 1.
Lause onkin hyddyllinen kongruenssilaskuissa, joissa on mukana kertomia.
Niista kolmesta lauseesta olen esitellyt erilaisia todistuksia ja kertonut lausei-
den taustasta tarkemmin.

Eulerin lauseeseen liittyy ldheisesti Eulerin ¢-funktio ja Lehmerin ja Car-
michaelin ratkaisemattomat ongelmat, joita olen kasitellyt Luvuissa 4.1 ja
4.3. Fermat'n pienelld lauseella ja Wilsonin lauseella on myos yhteyksia al-
kulukutestaukseen, ja tétd puolta olen tarkastellut tyosséani Luvuissa 3.2 ja
5.2.



Liséksi olen tutustunut ihmisiin néiden késitteiden ja tulosten taustalla.
Olen omistanut omat luvut Carl Friedrich Gaussille, Pierre de Fermat’lle,
Leonhard Eulerille ja Edward Waringille, joissa olen kertonut tarkemmin ky-
seisten ihmisten elaménvaiheista ja saavutuksista matematiikassa.

2 Kongruenssi

2.1 Kongruenssin tausta

Lause 2.1.1. Olkoon a,b € 7Z, b > 0. Talléin on olemassa yksikdisitteiset
kokonaisluvut q ja r siten, ettd

a=qgb+r, 0<r<hb.
Lukua r nimitetadn jakojadnnokseksi jaettaessa a luvulla b.

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta [6, s. 17]. O

Ikivanhat jakojadnnosongelmat ovat ldhtoisin Kiinasta ja Intiasta. Kiinas-
sa ne saivat alkunsa kalentereihin liittyvista laskutoimituksista, joita sielld
on laskettu 200-luvulla [19]. 100-400 -lukujen tienoilla kiinalaisessa teokses-
sa Sun-Tsu Suan Ching ilmoitettiin runomuodossa sdanto nimelté t’ai-yen,
jonka avulla voi selvittda luvun, jolla on jakojadnnokset 2, 3 ja 2 jaettaes-
sa luvuilla 3, 5 ja 7. Pienin positiivinen kokonaisluku, joka toteuttaa ehdon,
on 23. Ratkaisumenetelmé tunnetaan nimelld kiinalainen jaanndslause, ja
kyseinen teos on yksi vanhimmista olemassa olevista jakojadnnosongelmia
késittelevisté toistd. Saman ongelman ja ratkaisun esitti myos kreikkalainen
Nicomachus ensimmaéisen vuosisadan tienoilla.

Ensimmaéinen algebran tutkielma oli noin 200-luvulla eldneen kreikkalaisma-
temaatikko Diofantoksen teos Arithmetica. Alun perin 13 kirjasta on siilynyt
kuusi, ja ne koostuvat noin 200 ongelmasta, joihin kirjoissa on myos ratkaisut.
Diofantoksen yhtalolld tarkoitetaan yhtéalod, jossa yksi tai useampi tuntema-
ton kokonaisluku tulee ratkaista. Lineaarisella Diofantoksen yhtéalolla, jossa
on kaksi tuntematonta, tarkoitetaan muotoa

ar +by =c

olevaa yhtéloa. Luvut a, b ja ¢ ovat kokonaislukuja, ja a ja b eivat molemmat
voi olla nollia. [6, ss. 32-37|

Intiassa noin 400-luvulla eldnyt astronomi Aryabhatta osasi ratkaista lineaa-
risia Diofantoksen yhtéaloitéa. 600-luvulla intialaisen Brahmaguptan teoksessa
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esiintyi sama metodi kuin Aryabhattalla, joka tarkemmilla yksityiskohdilla
lisdttyna oli Bhaskara II:n teoksessa. Aryabhatta mahdollisesti antoi sdannon
“jauhimen” (pulverizer) 16ytamiseksi, vaikkakin hadmérasti, ja Brahmaguptan
teoksesta sdénto 16ytyy selkedmmaéssid muodossa. Aryabhattan tyotd onkin
luettu kommentoijien Bhaskara I:'n (600-luku) ja Parameshvaran (1400-luku)
sekd seuraajien Brahmaguptan ja Bhaskara II:n antaman lisdtiedon valossa.
Aryabhattan teos Aryabhatiya kisitteli myos astronomiaa. Van der Waerden
[33] arvelee intialaisten kiinnostuksen lineaaristen Diofantoksen yhtéléiden
ratkaisua kohtaan juontavan juurensa niiden téarkeydesté astronomisissa las-
kuissa. Myos Kiinassa kasiteltiin lineaarista Diofantoksen yhtéloa teoksessa
Nine Chapters on the Mathematical Art, joka on kirjoitettu vuoden 206 en-
nen ajanlaskun alkua ja vuoden 221 valilla. [4, s. 243|[11, s. 41] [26][33, s. 114]

Brahmagupta antoi oman séddntonséa sellaisen luvun loytamiseen, jonka ja-
kojddnnokset ovat 29 ja 3 jaettaessa luvuilla 30 ja 4. Myohemmin, 1000-
1100 -luvuilla, arabi Ibn al-Haitham ja intialainen Bhaskara II pohtivat ja
ratkaisivat samantyyppisid ongelmia kumpikin tahollaan. Euroopassa Leo-
nardo Pisano mietti sellaista lukua, joka on jaollinen luvulla 7 ja saa jako-
jaannoksen yksi jaettaessa luvuilla 2, 3, 4, 5 ja 6. Héntd aiemmin saman
ongelman oli ratkaissut Ibn al-Haitham. [5, 21][11, ss. 57-59]

Muotoa
r+y+z=m ja ar + by +cz =n, (2.1)

missd m, n, a, b, c € Z,, olevien yhtéaldiden muodostamat yhtaloryhmaét esiin-
tyivat kiinalaisissa kéasikirjoituksissa 500-luvulla ja arabien kirjoituksissa 900-
luvulla. Esimerkiksi 500-luvulla Chang Ch’iu-chienin teoksessa esiintyy yk-
si kuuluisimmista muotoa (2.1) olevista ongelmista; sadan linnun ongelma.
Pulmassa, johon on useampi ratkaisu, kysytdan, kuinka monta kukkoa, ka-
naa ja kananpoikasta voidaan kutakin ostaa, kun yhteensa niitd tarvitaan
sata ja rahaa on sata kolikkoa. Kukon hinta on viisi kolikkoa, kanan kolme
ja yhdell& kolikolla saa kolme poikasta. Esimerkkiratkaisuja saadulle kolmen
tuntemattoman yhtéaloparille

1
r + vy + z = 100, 5x+3y+§Z:100

ovat 4 kukkoa, 18 kanaa ja 78 poikasta, tai 8 kukkoa, 11 kanaa ja 81 poi-
kasta. Euroopassa sadan linnun kaltainen ongelma esiintyy ensimmaéisen ker-
ran 800-luvulla Alcuinin teoksessa Propositions for Sharpening Youths. Myds
Leonardo Pisanon kirjoituksissa 1200-luvulla esiintyy samantyyppisia lasku-
ja. Yleisind ratkaisukeinoina yhtéloparille (2.1) olivat regula coeci (sokeiden



sdanto) ja regula virginum (neitsyiden sdanto). Euroopassa samantyyppinen
ongelma on liitetty myos tavernassa kayntiin ja laskun maksamiseen, kun
seurueeseen on kuulunut miehié, naisia ja lapsia. [5, 20][6, s. 37|[11, s. vi|

Heeffer on artikkelissaan [19] pohtinut jakojédénndsongelmien ja kiinalaisen
jaannoslauseen tuloa Eurooppaan. Hén on ottanut huomioon jakojaannospul-
mien tarinanomaisuuden tiedon siirrossa ihmiselta toiselle; suullinen tarinan-
kerronta on mahdollisesti levittanyt ongelmat ja ratkaisukeinot mantereelta
toiselle. Euroopassa jakojaannésongelmia onkin késitelty keskiajalta lahtien.
1600-luvulla suosittuja olivat virkistyskayttoon tarkoitetut matematiikan kir-
jat, joissa olennaisena osana oli jakojaanndsongelmien ratkaiseminen. Kirjat
toimivat kuitenkin ladhinné tiedon valittdjind, joiden avulla kyseiset ongelmat
siirtyivat 1700-luvun ihmisten tietoisuuteen. Systematisointia alkoikin tapah-
tua 1700-luvulla. Christian Wolff julkaisi vuonna 1710 kirjan Anfangsgrinde
aller mathematischen Wissenschaften, jonka tarkoituksena oli selventéa jako-
jaannosongelmien monia saantoja ja todistaa niita. 1730-luvulla myos Euler
julkaisi artikkelin kyseisten pulmien systematisoinnista. Vuonna 1770 julkais-
tiin Eulerin oppikirja Algebra ja 1786 Késtnerin oppikirjan Anfangsgrinde
der Mathematik ensimméinen lisdosa, jotka molemmat sisélsivat jakojaan-
nosongelmien késittelyn. Ongelmana oli kuitenkin esimerkiksi ratkaisujen pi-
tuus. My6s Carl Friedrich Hindenburg loi oman versionsa jakojaénnésongel-
mista 1700-luvun lopulla. [5]

Saksalainen matemaatikko Carl Friedrich Gauss (1777-1855) tutustui Eulerin,
Lagrangen, Lambertin ja Hindenburgin jakojédnnosongelmien yleistdmisté
koskeviin toihin vuodesta 1791 eteenpéin. Gauss oli kiinnostuneena alkanut
kirjoittaa omaa teostaan Disquisitiones Arithmeticae, ja vasta hénen tyonsé
selkiytti lukuteoriaa. Gaussin Disquisitiones Arithmeticaen takana olevan pe-
rusidean voidaan ajatella olevan yleisluontoisemman viitekehyksen luominen
jakojadnnospulmien ratkaisemiseen. Bullynck [5] on tutkinut modulaariarit-
metiikkaa ennen Gaussin aikaa, ja hdnen mukaansa 1700-luvun kiinnostus
jakojaannospulmia kohtaan juonsi juurensa edistyneen matematiikan ja van-
hojen perinteiden yhdistamisesta.

Gauss aloitti Collegium Carolinumissa opintonsa vuonna 1792. Niina nelja-
né vuotena jotka hén koulussa vietti, Gauss kiytti aikansa kielten opiskelun
lisdksi myos omien matemaattisten taitojensa syventamiseen tutustumalla
muiden matemaatikoiden teoksiin. Alkuluvut kiinnostivat Gaussia, samoin
Lagrangen tyot lukuterorian parissa. Biihlerin [7, ss. 9-10] mukaan tdmé aika
oli Gaussille laajaa tiedon kerd&misen ja omaksumisen aikaa ja hénen kiin-
nostuksensa matematiikkaa kohtaan oli universaalia.



Seuraava opiskelupaikka oli Gottingenin yliopisto, jonka yksi valintaperuste
oli paikan laaja kirjasto. Taalla Gauss opiskeli omien mielihalujensa mukaan,
ja ilmeisesti kerattydan kaiken mahdollisen yliopistosta saatavan tiedon han
jatti sen jo vuonna 1798. Biihler olettaa, ettd han oli tahan vuoteen mennes-
sd kerannyt tarvittavat tiedot tulevia julkaisujaan varten, eikd kokenut tar-
peelliseksi palata kouluun. Tohtorin véaitoskirjansa hén palautti Helmstedtin
yliopistoon vuonna 1799. |7, s. 15, 17|

Disquisitiones Arithmeticaen nelja ensimmaista lukua oli kirjoitettu jo lahes
lopulliseen muotoonsa vuonna 1797 ja viides luku oli valmis vuonna 1799. En-
simmaiset luonnokset viidestd ensimmaéisesta luvusta ovat viimeistddn vuo-
delta 1796. Disquisitiones Arithmeticaen ja Gaussin tyon tarkeyttéa lukuteo-
rian parissa kommentoi Frobenius vuonna 1893 seuraavasti: “Diofantokselle
ja Fermat’lle lukuteoria oli viihdyttdvaa ajattelun harjoittamista, alypelia,
ja Eulerin, Lagrangen ja Legendren alustavan tyon jélkeen Gauss kohotti sen
tieteenalojen joukkoon.” |7, s. 32|[12, s. 347]

2.2 Kongruenssi

Carl Friedrich Gauss julkaisi teoksessaan Disquisitiones Arithmeticae (Arit-
meettisia tutkimuksia) kongruenssin késitteen ja merkintétavan ensimmaisen
kerran vuonna 1801. Kongruenssin kayttoon liittyvat paatulokset ovat kuiten-
kin luultavasti olleet joidenkin matemaatikoiden, kuten Eulerin ja Fermat'n,
tiedossa jo alemmin. [18, s. 77|

Kongruenssin Méaaritelmé 2.2.1 ja Lauseet 2.2.2 ja 2.2.3 ovat kirjasta [6, ss.
63-65].

Maaritelma 2.2.1. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja luvut a ja b ovat
kokonaislukuja. Lukujen a ja b sanotaan olevan kongruentteja modulo n eli

a =b(mod n),
jos erotus a — b on jaollinen luvulla n.

Gauss kéytti kongruenssille nykyisenkaltaista merkintédé a = b (mod . a) |13,
s. 11], ja hénen tavoitteenaan oli luoda sille yhtdsuuruuden kdyttod muis-
tuttava laskukokonaisuus [4, s. 550]. Toinenkin saman ajan matemaatikko,
Legendre, oli kiinnostunut kongruenssista, mutta kaytti sille hieman erilaista
merkintdé; a = b mod n |9, s. 106]. Teoksessaan Disquisitiones Arithmeticae
Gauss toteaa yhtéasuuruuden ja kongruenssin valilla olevan yhteyden, mutta
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monitulkintaisuuden vélttamiseksi kayttada kongruenssille omaa merkintdd =
Legendren tyylista poiketen [16, s. 1|. Myos Charles Babbage oli kiinnittényt
huomiota yhtdsuuruusmerkin hdmmentavaan kiyttoon kahdessa eri yhtey-
dessd. Han viittasi Peter Barlow’n tapaan kiyttda kongruenssille merkintaé,
jossa Legendren yhtdsuuruusmerkin tilalla oli vaakasuorassa kaksi paallek-
kiista f-kirjainta. Gaussin Disquisitiones Arithmeticaesta tuli kuitenkin tun-
nettu teos, miké aiheutti merkinndn = vakiintumisen [4, 550|. Sana modulo

tulee latinasta ja liittyy englanninkieliseen sanaan measure eli mitta, mitata
[13, s. 12]. [8, s. 34(IT)]

Lause 2.2.2. Olkoon n sovittu posititvinen kokonaisluku ja a,b,c,d € 7.
Kongruenssille pdtevit seuraavat sddannot:

1. a=a(modn).
Jos a = b(modn), niin b = a (mod n).

Jos a =b(modn) ja b= c(modn), niin a = ¢ (mod n).

> e

Jos a = b(modn) ja ¢ = d(modn), niin a + ¢ = b+ d(modn) ja
ac = bd (mod n).

5. Jos a =b(modn), niin a4+ c=0b+ c¢(modn) ja ac = be(mod n).
6. Jos a =b(modn), niin a* = b* (mod n) kaikille k € Z, .

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta [6, s. 65]. O

Lause 2.2.3. Olkoon a ja b mielivaltaiset kokonaisluvut. Tdlloin pdtee
a = b(modn)

jos ja vain jos jaettaessa a ja b luvulla n, ne saavat saman ei-negatiivisen
jakojadnndksen.

Todistus. Olkoon a = b(modn), jolloin kongruenssin méaaritelmén nojalla
on olemassa k € 7Z, jolle patee

a—b=kn. (2.2)
Yhtalo (2.2) on yhtapitédvd muodon

a=0b+kn (2.3)



kanssa. Kun luku b jaetaan luvulla n, voidaan se kirjoittaa muodossa
b=gn+r,0<r<n,q€cZ. (2.4)
Sijoitetaan saatu b:n arvo yhtélostéd (2.4) yhtéloon (2.3)
a=b+kn=(n+r)+kn=(q+kn+r,

jolloin huomataan, ettd kongruenteilla luvuilla a ja b on sama jakojaannds r
jaettaessa luvulla n.

Oletetaan seuraavaksi, ettd a = ggn +r jab = gen+1r, 0 < r < n ja
q1, @2 € Z. Talloin

a—b=qgn+r—gn—r=(a—q@hn,
joten n | (a —b) eli a = b(modn). O
Kongruenssin laskusdannot Lauseessa 2.2.2, seuraavat aputulokset ja varsin-
kin niiden seuraukset ovat hyodyllisid lineaariseen kongruenssiin liittyvissé
aputuloksissa Luvussa 2.3, Esimerkkien 2.3.10 ja 2.3.11 kongruenssin avul-
la ratkaistavissa jaollisuusogelmissa, Luvun 3.1 Esimerkeissa 3.1.3 ja 3.1.4 ja
Fermat'n pienen lauseen todistuksissa, taydelliseen jadnnosluokkasysteemiin
ja redusoituun jaannossysteemiin liittyvissa Lauseissa 4.1.3 ja 4.2.4 ja Eule-

rin lauseen todistuksessa redusoidun jaannossysteemin avulla. [6, s. 21][29, s.
37, 74, 75, 91, 122]

Maaritelméa 2.2.4. Olkoon a,b € Z joista ainakin toinen on erisuuri kuin
nolla. Lukujen a ja b suurin yhteinen tekijd, merkitdén syt(a,b), on d € Z,
jolle pétee

l.d|ajad]|b
2. Jos c|ajac|b, niin ¢ <d.

Maaritelma 2.2.5. Kokonaisluvut a ja b ovat suhteellisia alkulukuja, kun
niiden suurin yhteinen tekijé on yksi.

Maaritelma 2.2.6. Olkoon a,b € Z. Lukujen a ja b lineaarikombinaatio on
muotoa ma + nb oleva summa, jossa m ja n ovat kokonaislukuja.

Lause 2.2.7. Jos a,b,m,n € Z ja c|a ja c|b, niin c|(ma + nb).

Todistus. Koska c|a ja c|b, on olemassa kokonaisluvut k ja [ siten, ettd a = ck
ja b = cl. Nyt voidaan kirjoittaa

ma + nb = mck + ncl = c¢(mk + nl),
eli ¢[(ma + nb). O



Lause 2.2.8. Olkoon a,b € 7Z, jotka molemmat eiwdt ole nollia. Lukujen a
ja b suurin yhteinen tekija on pienin posititvinen kokonaisluku, joka voidaan
esittdaa lukujen a ja b lineaarikombinaationa.

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta [29, ss. 75-76]. O

Lause 2.2.9. Olkoon a,b € Z ja syt(a,b) = d. Tdalldin syt(a/d,b/d) = 1.

Todistus. Olkoon e positiivinen kokonaisluku, jolle on voimassa e[% ja e|>.
T&lloin on olemassa k, [ € Z siten, ettd a = dek ja b = del. Huomataan, etté
de jakaa molemmat luvuista a ja b. On kuitenkin oletettu, ettd syt(a,b) = d,
jolloin on oltava de < d. Ta4mé pétee vain, jos e = 1, joten syt(a/d,b/d) = 1.
0

Lemma 2.2.10. Jos a,b,c € Z, syt(a,b) =1 ja a | (be), niin a | c.

Todistus. Koska syt(a,b) = 1, niin Lauseen 2.2.8 nojalla on olemassa koko-
naisluvut £ ja [, joille
ak + bl = 1. (2.5)

Kerrotaan yhtélon (2.5) molemmat puolet luvulla ¢, jolloin se saa muodon
akc + blc = c. (2.6)

Tiedetaén, ettd ala ja a|(be), jolloin Lauseen 2.2.7 nojalla a|(akc+blc). Koska
a jakaa yhtdlon (2.6) vasemman puolen, jakaa se myos yhtdlon oikean puolen,
eli ale. O

Kuten kongruenssin laskusdéntojen nojalla tiedetdéan, kongruenssiyhtéaloita
voidaan kertoa puolittain kokonaisluvuilla. Jakaminen puolittain ei kuiten-
kaan onnistu yhté suoraviivaisesti ilman lisdehtoja ja moduloluvun muuttu-
mista.

Lause 2.2.11. Jos a,b,c,n € Z, n > 0, syt(c,n) = d ja ac = bc(modn),
niin a = b (modn/d).

Todistus. Koska ac = bc (modn), kongruenssin méaaritelmén nojalla on ole-
massa k € Z siten, etta
ac — bc = kn. (2.7)

Jakamalla yhtélo (2.7) puolittain luvulla d, saadaan

C n
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Koska syt(c,n) = d, Lauseen 2.2.9 nojalla syt(<,2) = 1. Liséksi

(a_b>7

cC n
d’d
iy
d
|

jolloin Lemman 2.2.10 nojalla % | (a — b). On siis olemassa | € Z siten, etté

Ul o

lg - (2.8)

Yhtalo (2.8) voidaan kirjoittaa kongruenssina

azb(mod%).

OJ

Mikili kuitenkin jakaja ja moduloluku ovat suhteellisia alkulukuja, voidaan
kongruenssiyhtalo jakaa puolittain ja moduloluku sailyy ennallaan.

Seuraus 2.2.12. Jos a,b,c,n € Z, n > 0, syt(c,n) =1 ja ac = be (modn),
niin a = b (modn).

Suurimman yhteisen tekijéan liséksi toinen hyodyllinen késite on pienin yhtei-
nen monikerta. Siihen liittyvia tuloksia tarvitaan Esimerkisséa 3.2.1 ja Eulerin
lauseen todistuksessa binomilauseen avulla Luvussa 4.2. [29, s. 93, 100, 124|

Maaritelma 2.2.13. Positiivisten kokonaislukujen a ja b pienin yhteinen
monikerta, merkitaéan pym(a,b), on pienin positiivinen kokonaisluku, joka on
jaollinen seka luvulla a etté b.

Useamman kuin kahden positiivisen kokonaisluvun ay, as, ..., a, pienin yh-
teinen monikerta on vastaavasti pienin positiivinen kokonaisluku, joka on
jaollinen kaikilla luvuilla aq, as, . . ., ay,.

Lause 2.2.14. Olkoon a,b € Z ja ny,na,...,n; € Zy. Jos a = b(modny),

a=b(modny),..., a =b(modnyg), niin
a = b(modpym(ny,na,...,ng)).
Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta [29, s. 124]. OJ

Seuraus 2.2.15. Olkoon a,b € Z jany,ng,...,ng € Z;. Josa =b(modn,),
a = b(modny),..., a = b(modny) ja luvut ny,na,...,ng ovat pareittain
suhteellisia alkulukuja, niin

a=b(modning - - - ny).

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta |29, s. 125]. O
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2.3 Kongruenssin sovelluksia

Kongruenssin voidaan ajatella olevan yleisluontoisempi versio yhtésuuruu-
desta. Kappaleessa on esitelty muutamia kongruenssin sovelluksia, jotka olisi
hankala laskea ilman kongruenssia. Maaritelldéan aluksi lineaarisen kongruens-
sin kéisite, kiinalainen ja#nnoslause ja niihin liittyvid aputuloksia. [6, s. 23,
76-77, 79-80][29, s. 132]

Lineaarisella kongruenssilla tarkoitetaan muotoa ax = b (modn) olevaa yh-
talod, ja sen ratkaisulla kokonaislukua zg, joka toteuttaa kyseessd olevan
yhtélon eli axg = b(modn).

Lause 2.3.1. Lineaarisella kongruenssilla ax = b(modn) on ratkaisu x jos
ja vain jos d|b, d = syt(a,n). Jos d|b, niin lineaarisella kongruenssilla on d
keskenddn ei-kongruenttia ratkaisua modulo n.

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta [6, ss. 76-77]. O

Seuraus 2.3.2. Jos syt(a,n) = 1, niin lineaarisella kongruenssilla
ax =b(modn)
on yksikasitteinen ratkaisu x modulo n.

Lauseen 2.3.1 nojalla kongruenssilla az = 1 (modn) on ratkaisu jos ja vain
jos syt(a,n) = 1, ja ndmaé ratkaisut ovat kongruentteja modulo n.

Mairitelma 2.3.3. Olkoon a € Z ja syt(a,n) = 1. Télloin lineaarisen
kongruenssin axz = 1 (modn) ratkaisu @ on nimeltédén a:n kddnteisluku mo-
dulo n.

Lemma 2.3.4. Olkoot a, b ja ¢ kokonaislukuja, ja a ja b eivdt molemmat ole
nollia. Jos alc ja blc ja syt(a,b) = 1, niin ab|c.

Todistus. Koska a|c ja b|c, on olemassa kokonaisluvut £ ja [, joiden avulla
voidaan kirjoittaa ¢ = ak = bl. Koska syt(a,b) = 1, Lauseen 2.2.8 nojalla on
olemassa kokonaisluvut m ja n, joiden avulla voidaan kirjoittaa lineaarikom-
binaatio

am +bn = 1. (2.9)

Kerrotaan yhtélo (2.9) puolittain luvulla ¢, jolloin se saa muodon

cam + cbn = c. (2.10)
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Sijoitetaan yhtéloon (2.10) ¢ = ak ja ¢ = bl, jolloin se voidaan kirjoittaa
muodossa

(bl)am + (ak)bn = ab(Im + kn) = c,

joka on yhtépitdvad sen kanssa, etté ab|c. O

Lause 2.3.5. Kiinalainen jaanndslause. Olkoon positiiviset kokonaislu-
vut my, Mo, ..., m, pareittain suhteellisia alkulukuja. Kongruenssiyhtdloiden
ryhmdalld

x = a; (modmy)

as (mod ms)

x = a, (modm,)

on talloin yksikdsitteinen ratkaisu modulo M = mimsy - ... - m,.
Todistus. Muodostetaan tulo M = myms -...-m,. Olkoon k =1,2,....7 ja
olkoon My = m/my = mq -+ - mp_1myyq - - - m,. Kaikki luvat mq, mo, ..., m,

ovat pareittain suhteellisia alkulukuja, jolloin syt(Mj, my) = 1. Muodoste-
taan lineaarinen kongruenssiyhtalo

M.z =1 (modmy), (2.11)

jolla Seurauksen 2.3.2 nojalla on yksikésitteinen ratkaisu modulo my. Olkoon
tamaé ratkaisu zy. Seuraavaksi tulee osoittaa, etta

T = CLlMlZL'l + CLQMQZEQ + ...+ CLTMTJJT (212)
on annetun kongruenssiyhtdloiden ryhmén ratkaisu. Nyt huomataan, etté
M; =0(modmy), kuni=1,2,...,r jai # k, eli M; on jaollinen luvulla my,.
Té&ll6in yhtélo (2.12) sievenee muotoon

T =a Mz + agMoxs + ... + a, Mz, = apMyzy, (mod my). (2.13)

Lisdksi tiedetéaén yhtdlon (2.11) nojalla, ettd Mpx = 1(modmy), jolloin
yhtélo (2.13) sievenee edelleen muotoon

T = ag (mod my,).

Siis kongruenssiyhtaléiden ryhmélle on olemassa ratkaisu, joka on voimassa
kaikilla £k =1,2,...,r.
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Osoitetaan seuraavaksi ratkaisun yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd x’ on erés
annetun kongruenssiyhtaléiden ryhmén mika tahansa toinen ratkaisu. Tél-
16in voidaan kirjoittaa

T =a =2’ (modmy). (2.14)

Kongruenssi (2.14) voidaan ilmoittaa yhtapitéviassa muodossa my|(z — 2')
kaikilla & = 1,2,...,r. Koska luvut m; ja m;, 7,5 = 1,2,...,r, ¢ # j, ovat
pareittain suhteellisia alkulukuja, saadaan Lemman 2.3.4 nojalla ehto

mamsg - - -m,|(T — 2'), (2.15)

joka voidaan kirjoittaa myos muodossa T = =’ (mod M). Siis kongruenssiyh-
taloiden ryhmalla on ratkaisu ja se on yksikésitteinen modulo M. O

Luvussa 2.1 mainittu ldhes 2000 vuotta vanha ongelma sellaisen luvun etsi-
misestd, jolla on jakojddnnokset 2, 3 ja 2 jaettaessa luvuilla 3, 5 ja 7, voidaan
kirjoittaa kongruensseina

r=2(mod3), x =3(mod5), z =2(mod7).

Ongelma voidaan ratkaista kiinalaisella jaddnnoslauseella, silld 3, 5 ja 7 ovat
pareittain suhteellisia alkulukuja. Samantyyppinen ongelma on myos Esimer-

kissé 2.3.6, jonka on alun perin ratkaissut Frans van Schooten vuonna 1657
[11, s. 60].

Esimerkki 2.3.6. Etsitdan kokonaisluku z, joka on jaollinen luvulla 7 ja saa
jakojaannoksen 1 jaettaessa luvuilla 2, 3 ja 5.

Ratkaistaan luku z kiinalaisella jaannoslauseella. Luvut 2, 3, 5 ja 7 ovat
pareittain suhteellisia alkulukuja. Ongelma voidaan kirjoittaa kongruenssei-
na

Lauseen 2.3.5 nojalla kongruenssiyhtéldiden ryhmaélla on yksikésitteinen rat-

kaisu modulo M = 2-3-5-7 = 210, missa m; = 2, my =3, mg =5bjamy = 1.

Olkoon M; = 2 i = 1,2,3,4. Tallsin M; = 2% = 105, M, = 2% = 70,
210

My = % = 42 ja My = = = 30. Muodostetaan lineaariset kongruenssit

M;z; =1 (modmy;), i =1,2,3,4, eli

10521 = 1 (mod 2) 7022 = 1 (mod 3)
4223 = 1 (mod5) 30x4 = 1 (mod7),

14



joiden erddt ratkaisut ovat x; = 1, x9 = 1, 3 = 3 ja 4 = 4. Alkuperiisen
kongruenssiyhtaldiden ryhmén ratkaisu on talloin

r = alMlxl +a2M2x2+a3M3333+a4M4x4
=1-1056-14+1-70-14+1-42-34+0-30-4 =301
= 91 (mod 210).

Kongruenssia voidaan kiyttdd myos arkipaivaisemmissad ongelmissa. Kuten
kongruenssin taustasta tiedetdan, jakojdannosongelmat saivat Kiinassa al-
kunsa kalenterilaskennosta. Vuonna 1582 tata taitoa tarvittiin jalleen, kun
paavi Gregorius VIIL:n kiiskystd Euroopan katolisista maista alkaen siirryttiin
karkausvuosien kiyttoon ja juliaanisesta kalenterista gregoriaaniseen. Law’n
esimerkissé [25] esitelladn sovellus halutun viikonpéivén 16ytédmiseksi, kun ko-
sinnan jalkeen tulee paattaa haapaiva jollekin kesdkuun lauantaille. Kalente-
ria ei kuitenkaan ole kiytettavissa. Tama gregoriaanisen kalenterin kayttoon
liittyvé kaava (2.16) on kirjasta [6, s. 126]. Esimerkissa 2.3.9 ratkaistaan sa-
mantapainen ongelma. Sitd ennen kuitenkin yksi aputulos. 6, s. 117, 122-123|

Maéritelma 2.3.7. Olkoon z mielivaltainen reaaliluku. Merkinnéall [z] tar-
koitetaan suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai yhta suuri kuin x.

Lause 2.3.8. Pdwayksen, jolle k = pdwa kuukaudesta, m = kuukauden jar-
jestysluku ja vuosi Y = 100C + D, vitkonpdivd f saadaan kaavalla

f=k+[26m—02+D+ E} + E} —2C (mod 7), (2.16)

jossa C > 16 ja 0 < D < 100. Sunnuntaille f = 0, lauantaille f = 6 ja
maaliskuu on vuoden ensimmadinen kuukausi.

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta [6, ss. 123-126]. O

Esimerkki 2.3.9. Selvitetddn, mitké paivit ovat toukokuussa 2016 sunnun-
taita Lauseen 2.3.8 avulla.

Nyt f =0, m =3, D =16, C = 20, ja kaava (2.16) saadaan muotoon

D C
—k=—-f+[26m—-02]+D+ {Z] + {Z} —2C (mod 7). (2.17)
Kerrotaan yhtélo (2.17) puolittain luvulla —1, jolloin

k=f—[26m—02—D— [ﬂ - E] +2C (mod 7). (2.18)
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Sijoitetaan tunnetut arvot yht&loon (2.18) ja ratkaisuksi saadaan

16 20
Ek=0-1[26-3—-02]—-16—|—| —|—|+2-20
4 4
=-T7-16—-4-54+40=8=1(mod7).
Sunnuntait ovat siis toukokuussa 2016 péivéit 1, 8, 15, 22 ja 29.

Myo6s Esimerkkien 2.3.10 ja 2.3.11 jaollisuusongelmat olisi hankala ratkaista
ilman kongruenssia. [6, ss. 67-68]

Esimerkki 2.3.10. Osoitetaan, ettd 5319 4103 on jaollinen luvulla 39, eli
5313 +103%% = 0 (mod 39).

Huomataan, ettd 103> = 1(mod39) ja 53? = 1(mod39). Lauseen 2.2.2
kohtien 3 ja 6 mukaan voidaan kirjoittaa

103°* = 1032 - 103 = (103%)%° - 103 = 1*° - 103 = 103 = 25 (mod 39).
Samalla periaatteella myos
5319 = 53192. 53 = (53%)°! . 53 = 1°! . 53 = 53 = —25 (mod 39).
Nyt Lauseen 2.2.2 kohdan 4 nojalla
103% + 53'% = 25 4 (—25) = 0 (mod 39).

Esimerkki 2.3.11. Olkoon n > 1. Osoitetaan kongruenssin laskusdantojen
avulla, ettd 13 | (3712 4 427F1) eli 372 + 4271 = (0 (mod 13).

Potenssin laskusédéntojen avulla huomataan, etta
32 = 3".9(mod 13) (2.19)
ja
42+l = 42" . 4 = 16" - 4 (mod 13). (2.20)

Koska 16 = 3 (mod 13), niin 16" = 3" (mod 13), jolloin kongruenssi (2.20)
voidaan kirjoittaa muodossa

16" - 4 = 3" - 4 (mod 13). (2.21)

Yhdistdmélla kongruenssit (2.19) ja (2.21) saadaan alkuperéinen yht&lo muo-
toon

32 42t =37.94.3".4=3"(9+4)=3"-13 =0 (mod 13).
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2.4 Carl Friedrich Gauss

Kappaleen tiedot ovat kirjasta [4].

Saksalainen Carl Friedrich Gauss oli yksi 1800-luvun merkittavimmista mate-
maatikoista. Lapsena matemaattisilla taidoillaan hammaéastyttéanyt nero pys-
tyi valitsemaan matematiikan ja kielitieteen vélilla vasta 18-vuotiaana on-
nistuttuaan osoittamaan, ettd harpilla ja viivoittimella pystyy piirtamasan
17-sivuisen sadnnollisen monikulmion.

Jo opiskeluaikana Gaussin saavutukset olivat huomattavat, ja hinen vuon-
na 1799 julkaistun tohtorin véaitoskirjansa aiheena oli algebran peruslauseen
todistus. Tunnetuimman kirjansa Disquisitiones Arithmeticaen hén julkaisi
vuonna 1801 vain 24-vuotiaana. Kirja on seitsemédn osan kokonaisuus, joka
késittelee lukuteoriaa, Gaussin mielestd “matematiikan kuningatarta”. Neljéa
ensimmaisté osaa kasittelevit tiivistetysti 1700-luvun lukuteorian, kongruens-
sin ja jadnnosluokan ollessa tarkeimmét kasitteet. Myos 17-sivuisen saannol-
lisen monikulmion konstruktio kuuluu teokseen.

Gaussin taidot ulottuivat lukuteoriasta tdhtitieteeseen. Laskettuaan vasta-
loydetyn asteroidin radan ja ndin autettuaan sen uudelleen havaitsemises-
sa sal Gauss osakseen mainetta ja kunniaa. Téstéd seurasi edelleen kéytossé
oleva taivaan kiertolaisten paikan laskumenetelmé, Gottingenin observato-
rion johtoasema ja menestyksekas tahtitieteen tutkielma. Virheteoriassa saa-
vutetut tulokset, maanmittaus ja differentiaaligeometrian perustaminen ovat
myo0s osa hinen ansiolistaansa. Gauss oli hieman vastahakoinen julkaisemaan
omia tutkimuksiaan ennen kuin ne olivat tarkasti lapikaytyja ja loppuun asti
hiottuja. Jotkin hanen tutkimustuloksensa jéivat tdméan vuoksi pitkiksi aikaa
pimentoon, ja my6hemmin muut matemaatikot saivat kunnian niista omilla
julkaisuillaan. Nain kdvi esimerkiksi Gaussin tutkiman kompleksimuuttujien
teorian ja epéeuklidisen geometrian kohdalla.

3 Fermat’n pieni lause

Rosen listaa kirjassaan [29] kolme erityistd kongruenssia. Ensimmaéinen néis-
td on Fermat'n pieni lause. Kaksi muuta, Eulerin ja Wilsonin lauseet, on
esitelty luvuissa 4 ja 5. Koshy [23] kutsuu néitd kolmea lausetta klassikoiksi,
silla niilla on ollut merkittéva rooli kongruenssin ja siihen liittyvéan teorian
kehityksessa.
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3.1 Fermat’n pienen lauseen todistuksia

Fermat'n pienen lauseen historia ulottuu noin 500-luvulle ennen ajanlaskun
alkua, jolloin kiinalaiset oletettavasti tiesiviit, ettd 2P — 2 = 2(2P~1 — 1) on
jaollinen alkuluvulla p. Ranskalainen Pierre de Fermat oli hyvin kiinnostunut
lukuteoriasta, ja ilmeisesti tutkiessaan taydellisia lukuja han oli kiinnittanyt
huomionsa tdhan kiinalaisten otaksumaan vuoden 1640 tienoilla. Tarkalleen
ottaen 18. paivana lokakuuta 1640 Fermat ldhetti kirjeen Bernhard Frenicle
de Bessylle, jossa han jakoi keksiméanséa lauseen. Todistusta kirjeessa ei ollut,
silld hén “olisi kylla lahettdnyt sen, jos se ei olisi lilan pitkd”. [10, s. 59][23, s.
326

Seuraavaksi Fermat’n pieni lause ja sen todistus [29, s. 187]. Fermat'n todis-
tusta lauseelle ei ole 16ydetty, ja vasta vuonna 1736 ensimmaisen todistuksen
julkaisi Leonhard Euler. Gottfried Leibniz (1646-1716) todisti lauseen jo en-
nen Euleria ennen vuotta 1683, mutta todistuksen sisédltéaneet kasikirjoitukset
16ytyivét vasta vuonna 1894. (32, s. 371|

Lause 3.1.1. Fermat’n pient lause. Jos a on kokonaisluku, p on alkuluku
ja p1a, niin
a’~' = 1 (mod p).

Todistus. Aloitetaan listaamalla p — 1 ensimmaistd a:n monikertaa:
a,2a,3a,4a,...,(p—1)a. (3.1)

Osoitetaan ensin, ettd mikddn joukon (3.1) luvuista ei ole kongruentti toisen
saman joukon luvun kanssa modulo p, ja ettd mikdén joukon (3.1) luvuista
ei ole jaollinen luvulla p.

1. Jos olisi ra = sa(modp), 1 < s < r < p— 1, niin Seurauksen 2.2.12
nojalla r = s (modp) eli r — s = kp, k € Z. Tadméa on mahdotonta, silla
r,s < p, jolloin myés 0 < r — s < p. Ei siis voi olla k € 7Z siten, etta
r—s=kp.

2. Jos olisi p | ra, niin koska syt(a,p) = 1, Lemman 2.2.10 nojalla p | r.
Tamé& on mahdotonta, sillda 1 < r < p.

Joukossa (3.1) on siis p—1 lukua, joilla kaikilla on eri jakojaannokset jaettaes-
sa luvulla p. Luvulla p jaettaessa pienimmét positiiviset jakojadnnokset ovat
1,2,3,4,...,(p—1), ja niitd on p — 1 kappaletta. Nyt siis joukon (3.1) koko-
naislukujen pienimmét positiiviset jakojadnnokset ovat 1,2,3,4,...,(p — 1)
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mielivaltaisessa jarjestyksessa. Lauseen 2.2.2 kohdan 4 mukaan voidaan kir-
joittaa

a-2a-3a-4a-...-(p—1a=1-2-3-4-...-(p—1)(modp)
eli
A tp—1D!=1-(p—1)!(modp).
Tiedetdén, ettd syt((p — 1)!,p) = 1, jolloin Seurauksen 2.2.12 nojalla
a?~' =1 (mod p).
O

Fermat ei aikanaan kirjoittanut vaitettdan varsinaisesti kongruenssina, vaan
“Jokainen alkuluku jakaa mink4 tahansa luvun potenssin miinus yksi, ja tdma
potenssi jakaa aina edelld mainitun alkuluvun vdhennettyna yhdella.” Héan
ei siis ottanut huomioon sitd, ettd alkuluvulla p ja kokonaisluvulla a ei ole
yhteisia tekijoité. [32, s. 366]

Fermat'n pienelle lauseelle on useita todistuksia. Leonhard Euler todisti lau-
seen useilla eri tavoilla muun muassa induktion ja binomilauseen avulla |32,
ss. 371-377]. Seuraavaksi binomilause ja Fermat’n pienen lauseen todistus sen
pohjalta. |6, ss. 88-89][9, ss. 110-111]

Lause 3.1.2. Binomilause. Olkoon a,b,n € Z,. Tdlloin on voimassa
(a+0b)" = i (?) a" b
=0
Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta [29, ss. 31-32]. O

Todistus. (Fermat’n pieni lause) Osoitetaan ensin induktiolla, ettd jos
a € Z ja p on alkuluku, niin a” = a (mod p).

1. Olkoon a = 1. Nyt véite saa muodon 17 = 1(modp). Tamé pitaa
paikkansa, silld p | 0, koska 0 = 0 - p.

2. Induktio-oletus: a? = a (mod p).

3. Induktioaskel: tulee osoittaa, ettd (a + 1)? = a + 1 (modp).
Binomilauseen nojalla

(a+b)f = zp: (?) Py

=0
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missé,

(p)_l P! p-p=1)-...-(p—j+1) (3.2)

i) gllp—j) jo.o..-201
Huomataan, ettd kaavassa (3.2) osoittaja on jaollinen luvulla p, kun
0 < 7 < p. Yhtélo (3.2) voidaan kirjoittaa muodossa

j!(f.)=p-(p—1)--~-(p—j+1)50(m0dp)~ (3.3)

Koska j < p, on voimassa p 1 j! eli syt(p, j!) = 1. Télloin Lemman 2.2.10
nojalla taytyy olla p| (?), joka voidaan kirjoittaa yhtapitavissa muodos-

sa (5’) = 0 (mod p). Liséksi tiedetaén, ettd (g) = (g) = 1. Talléin

(a+b)P = <€> a’b’ + (119) a o+ + (g) a’t’ = a” + b (mod p).
(3.4)
Kun yhtéloon (3.4) sijoitetaan b = 1, se saadaan muotoon
(a+1)? =a” +1(modp),
joka induktio-oletuksen a? = a (mod p) nojalla sievenee muotoon
(a+1)P=d’+1=a+1(modp).

Siis kaikilla a € N pétee a” = a (mod p).
Tarkastellaan vield tilanteita, joissa a < 0 tai a = 0.

Jos a < 0, niin a? on myds negatiivinen, kun p on pariton alkulu-
ku. Té&lloin kongruenssiyhtélo o = a (mod p) voidaan jakaa puolittain
luvulla —1, silld syt(—1,p) = 1, ja saadaan (—a)? = —a (mod p). Jos p
on parillinen alkuluku eli p = 2, niin a* — a = 0 (mod 2) eli 2|a(a — 1).
Tamé pitdad paikkansa, silld toinen luvuista a ja a — 1 on pariton ja
toinen parillinen, jolloin niiden tulo on parillinen. Mikéili @ = 0, niin

0 = 0 (mod p).
Nyt

a’ = a(modp) (3.5)
patee kaikilla a € Z.

Fermat’n pienen lauseen oletuksena on liséiksi p 1 a. Télloin Seurauksen 2.2.12
nojalla yht#lo (3.5) voidaan jakaa puolittain luvulla a, jolloin a?~* = 1 (mod p),
ja Fermat’n pieni lause on todistettu. O
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Fermat'n pienen lauseen avulla voidaan selvittdd pienin positiivinen jako-

jasnnss. [6, s. 92][29, s. 188, 190]

Esimerkki 3.1.3. Selvitetéasn luvun 21990900 pienin positiivinen jakojiainnos

modulo 17.

Fermat'n pienen lauseen nojalla tiedetién, ettd 2! = 1(mod 17), silld 17
on alkuluku ja 17 { 2. Koska 16 - 62500 = 1000000, niin kongruenssin las-
kusaantojen nojalla

91000000 — (916Y62500 — 162500 — 1 (104 17).
Siis luvun 2109090 pienin positiivinen jakojiinnds modulo 17 on 1.

Esimerkki 3.1.4. Osoitetaan Fermat'n pienen lauseen avulla, etta
13| (110 1 1), kun n > 0.

Tulee siis osoittaa, ettd 11'*"*% = —1(mod 13). Fermat'n pienen lauseen
nojalla tiedetdén, ettd 11'2 = 1 (mod 13), silli 13 on alkuluku ja 13 ¢ 11.
Kongruenssin laskusiéntdjen nojalla tiedetdin, ettd 1112 = 1" (mod 13) ja
edelleen 112" - 11° = 11° (mod 13). Koska 11 = —2 (mod 13), niin

11276 =11 = (—2)° =64 = 12 = —1 (mod 13).

3.2 Fermat’n pieni lause alkulukutestauksessa

Vaikka Fermat'n pieni lause helpottaakin kongruensseilla laskemista kuten
Esimerkeisséa 3.1.3 ja 3.1.4, ei sen avulla voida suoraan todeta moduloluvun
olevan alkuluku. Seuraavassa esimerkissi osoitetaan, ettd vaikka 1105 1 2 ja
21105=1 = 1 (mod 1105), niin 1105 ei ole alkuluku. [6, s. 89

Esimerkki 3.2.1. Osoitetaan, ettd 2'1%~1 =1 (mod 1105).

Fermat'n pienen lauseen nojalla tiedetéén, etté alkuluvuille 5, 13 ja 17 pétee
21 = 1(mod5), 2" = 1 (mod 13) ja 2'® = 1 (mod 17), silld 5,13,17 t 2. Li-
séiksi potenssiin sopivasti korottamalla saadaan 210 = (24)27¢ = 1 (mod5),
21100 = (212)92 = 1 (mod 13) ja 219 = (2!9)% = 1(mod17). Seurauk-
sen 2.2.15 nojalla moduloluvuksi voidaan valita tulo 5 - 13 - 17 = 1105,
jolloin 2% = 1(mod 1105). Luku 1105 ei ole kuitenkaan alkuluku, silli
1105 =5-13 - 17.
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Fermat'n pienen lauseen avulla voidaan kuitenkin joissakin tapauksissa sel-
vittdd, onko moduloluku n yhdistetty. Valitaan kokonaisluku 1 < a < n ja
lasketaan @™~ (modn). Mikili tulos ei ole kongruentti luvun 1 kanssa mo-
dulo n, on luku yhdistetty. Vaikka Fermat’'n pientéd lausetta ei aivan sellai-
senaan voikaan kayttaa alkulukujen varmaan loytédmiseen, voi sitd kayttaa
aputuloksena sen selvittdmiseen, onko luku n alkuluku. Vuonna 1876 rans-
kalainen Edouard Lucas esitti Lauseen 3.2.7 [6, s. 367|. Sen todistamiseen
tarvitaan seuraavia aputuloksia. |6, s. 131, 147-148]|[13, s. 51][29, s. 208|

Maéritelma 3.2.2. Kokonaisluvuille 7 > 1 merkintd ¢(n) ilmaisee niiden
lukua n pienempien kokonaislukujen mééaran, jotka ovat suhteellisia alkulu-
kuja luvun n kanssa.

Lause 3.2.3. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tdlldin ¢(n) =n — 1 jos
ja vain jos n on alkuluku.

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta [29, s. 208|. O

Maaritelmé 3.2.4. Olkoon n > 1 ja syt(a,n) = 1. Luvun a kertaluku mo-
dulo n on pienin positiivinen kokonaisluku k, jolle a* = 1 (mod n).

Lause 3.2.5. Olkoon a € Z kertalukua k modulo n. Téllsin a" = 1 (modn)
jos ja vain jos k | h.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd a” = 1 (modn), missi h € Z, . Tilldin, koska
k < h, on olemassa q,r € Z siten, ettd h = gk +r, 0 < r < k. Voidaan siis
kirjoittaa
a" = o™ = a™a" = 1%" = " = 1 (modn).

Tiedetaan, etta 0 < r < k. Mikali kuitenkin r > 0, paadytaan ristiriitaan,
silld k£ on pienin mahdollinen kokonaisluku, jolla kongruenssi toteutuu. Siis
r=0jah=qkelik]|h.

Oletetaan seuraavaksi, ettd k | h. Télloin on olemassa j € Z, jolle h = jk.

Voidaan kirjoittaa ' '
a" = (a*)? =19 = 1 (modn).

O

Seuraus 3.2.6. Jos syt(a,n) =1 jaa,n € Z, n > 0 ja luku a on kertalukua
k modulo n, niin k | ¢(n).

Todistus. Luvussa 4.2 todistettavan Eulerin lauseen nojalla a®™ = 1 (modn).
Lauseen 3.2.5 nojalla k | ¢(n). O

22



Lause 3.2.7. Lucasin alkqllukutesti. Jos on olemassa kokonaisluku a siten
etti a® ' =1(modn) jaa » #1(modn) kaikille luvun n — 1 alkutekijoille
p, niin n on alkuluku.

Todistus. Olkoon a kertalukua k modulo n, eli Maaritelmén 3.2.4 nojalla
syt(a,n) = 1 ja k on pienin positiivinen kokonaisluku, jolla a* = 1 (modn).
On siis Lauseen 3.2.5 nojalla oltava k | (n — 1), eli jollekin j € Z, n —1 = kj.
Jos 7 > 1, niin silld on olemassa alkutekija ¢, eli jollekin h € Z , j = qh.
Talloin n — 1 = kgh. Tasta seuraa, etté

a" V1 = gkh = (F)F = 1" = 1 (modn).

Pééddyttiin ristiriitaan oletuksen kanssa, silld a7 # 1 (modn). On siis oltava
j = 1. Tiedetaan myos Seurauksen 3.2.6 nojalla, ettd k | ¢(n) eli luvun a
kertaluku ei voi olla suurempi kuin ¢(n). Téalloinn — 1 =k < ¢(n) <n —1
eli ¢(n) =n — 1, ja Lauseen 3.2.3 nojalla n on alkuluku. O

Lucasin lauseen heikkous on luvun n — 1 tekijéihinjaon tyolays. Tekijoité voi
olla hyvinkin paljon, ja ehdon a' v # 1 (modn) osoittamiseen kaikille alku-
tekijoille p voi menna paljon aikaa. Vuonna 1914 Henry Pocklington kehitteli
samantyylisen, mutta osittain tehokkaamman menetelmén. 6, s. 368|

Lause 3.2.8. Olkoon n — 1 = mj, missd m = plflpé€2 ol m >/ ja
syt(m, j) = 1. Jos jokaiselle alkuluvulle p;, 1 < i < s, on olemassa a; € Z,
jolle a?~' = 1 (modn) ja syt(agn_l)/pi —1,n) =1, niin n on alkuluku.

Todistus. Olkoon p luvun n mikd tahansa alkutekija ja olkoon a; kertalu-
kua h; modulo p. Kertaluvun mééritelmén nojalla on oltava syt(a;,p) = 1
ja Fermat’n pienen lauseen nojalla a’~' = 1 (modp). Siisps Lauseen 3.2.5
nojalla h; | (p — 1). Koska n | (al' — 1), on a? ' — 1 jaollinen my®s kaikilla
luvun n alkutekijoilld, eli voidaan kirjoittaa ' = 1 (mod p). T&lldin myds

h; | (n —1). Koska syt(a(n_l)/m —1,n) =1, niin

)

n—1
a;"" # 1(modn) (3.6)
n—1
ja a;” # 1(modp). Tésta seuraa, ettd h; { (n — 1)/p;, silld jos néin olisi,
péaddyttaisiin ristiriitaan kohdan (3.6) kanssa.

Tarkastellaan ehtoja h; | (n — 1) ja h; 1 (n — 1)/p; tarkemmin. Pééttely
on ldhteestd [24]. Jos luvun n — 1 yksi alkutekijé p; poistetaan, ei h; endé jaa
sitd. Siis kaikki luvun n — 1 tekijat ovat myos h;:n tekijoitd, jolloin pfi h;.
Tésté seuraa, ettd pi' | (p — 1) kaikilla 4, eli m | (p — 1). Askeisen perusteella
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p > m > /n eli p2 > n. Koska p on luvun n miki tahansa alkutekiji, ei
luvulla n voi téaten olla muita tekijoita kuin p, eli n = p on itsekin alkuluku.
O

Alkulukutestaukseen liittyy myos Miller-Rabinin testi. Menetelmé on proba-
bilistinen, silla se osoittaa luvun olevan yhdistetty, mutta ei todista alkulu-
kuominaisuutta. Mikali luku ei ldpéaise testiéd, on se varmasti yhdistetty. Jos
se taas lapaisee, on syytéa epéilld sen olevan alkuluku. 2000-luvulla yksi tér-
keimmista alkulukutestaukseen liittyvista tuloksista julkaistiin vuonna 2004.
Agrawal, Kayal ja Saxena kehittivéit testin, joka perustuu Fermat’n pienen
lauseen yleistykseen. Heidén algoritminsa avulla voidaan selvittda varmasti,
onko luku alkuluku vai ei, eli testi on deterministinen. [2][6, ss. 369-370]

3.3 Pierre de Fermat

Tiedot ovat teoksista [1, 4, 6, 23, 31, 32].

Yksi 1600-luvun merkittdvimmistd matemaatikoista oli ranskalainen Pierre
de Fermat (1601-1665). Ammatiltaan hén oli lakimies ja valtion virkamies,
ja matematiikka oli hanelle pelkkd harrastus. Harrastelijoiden kuninkaaksi
nimetty Fermat oli kuitenkin erityisen kiinnostunut Antiikin Kreikan ma-
tematiikasta, ja hdn harrasti muun muassa tuon ajan kadonneiden teosten
sisdllon selvittamistd. Kun Claude Gaspard de Bachet vuonna 1621 ka#nsi
Diofantoksen Arithmetican latinaksi ja julkaisi sen muistiinpanojen ja kom-
menttien kera, vetosi teos Fermat’han. Hanesta tuli nykyisen lukuteorian pe-
rustaja. Fermat’a kiinnostivat monet lukuteorian ongelmat kuten taydelliset
luvut, Pythagoraan kolmikot ja jaollisuus. Juuri taydellisid lukuja tutkies-
saan héan luultavasti paési Fermat'n pienen lauseen jaljille. Hinen kynéstasan
on ldhtoisin myos Fermat’n suuri lause, jonka ratkaisemiseen kului 350 vuot-
ta. Vuonna 1995 englantilainen Andrew Wiles todisti lauseen uurastettuaan
seitseman vuotta.

Vaikka Fermat oli hyvin kiinnostunut lukuteoriasta, vaikutti hdn myos mui-
den matematiikan alojen kehitykseen. Fermat tutki ja kehitti analyyttistéa
geometriaa ja han olikin Descartesin rinnalla toinen analyyttisen geometrian
keksijoista. Lisdksi hén kehitteli derivointia vastaavan menetelmén 16ytaak-
seen pisteet, joissa funktio saa maksimi- ja minimiarvonsa. Fermat tyoskenteli
nykyisté integraalilaskentaa vastaavan aiheen parissa, silla han keksi kdyrien
rajoittaman alan teoreeman. Myo6s todennékoisyyslaskenta kehittyi Fermat'n
ansiosta.
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Fermat oli hyvin vastahakoinen julkaisemaan omia t6itdan ja varsinkin teo-
reemiensa todistuksia. Kirjeissddn muille matemaatikoille han saattoi kylla
kertoa uusimmasta lauseestaan, mutta jatti todistuksen tarkoituksella kerto-
matta. Elaméansé aikana hén julkaisi vain yhden suuremman teoksen. Useita
Fermat'n keksint6jé on kuitenkin pystytty jaljittamasan hanen lahettdmistaan
kirjeistd. Fermat'n kuoleman jialkeen hinen poikansa loysi Fermat'n kopion
Arithmeticasta, jonka marginaalit olivat tdynné omistajansa muistiinpano-
ja lukuteoriasta. Tilaa kirjoituksille ei ollut kuitenkaan ollut paljon, joten
esimerkiksi Fermat'n suureen lauseeseen liittyva reunamerkinta paéttyy sa-
noihin “Olen keksinyt siihen todella ihmeellisen todistuksen, jolle tdméa mar-
ginaali ei kuitenkaan riita.”

Fermat’a viehéatti lukuteorian esitys kokoelmana ongelmia ja niiden ratkaisu-
ja. Tama ei kuitenkaan kiinnostanut ajan matemaatikkoja, joille lukuteoria
nayttaytyi valikoimana ongelmia, joissa oli Wallisin mukaan “enemmén tyo-
ta kuin kayttoa tai vaikeutta”. Fermat'n kuoleman jalkeen lukuteoria jaikin
pimentoon useiksi vuosikymmeniksi.

4 FEulerin lause

Fermat’n pienen lauseen yleisempi muoto tunnetaan Eulerin lauseena (jois-
sain yhteyksisséd myos Eulerin ja Fermat'n lauseena). Euler esitti lauseen to-
distuksen vuonna 1758, joka oli alun perin Eulerin neljas todistus Fermat'n
pienelle lauseelle. Lauseen esitykseen tarvitaan ¢-funktion kisite ja muita
aputuloksia, joita Luvussa 4.1 kiisitelladn. |32, s. 377|

4.1 ¢-funktio

Kuten Luvussa 3.2 médriteltiin, ¢(n)-funktiolla tarkoitetaan niiden lukua n
pienempien positiivisten kokonaislukujen maaraa, jotka ovat suhteellisia al-
kulukuja luvun n kanssa. Téllaisten lukujen tarkeyden Euler oli huomannut
todistaessaan Fermat'n pienta lausetta [32, s. 378]. Kreikkalaisella kirjaimella
¢(N) funktiota merkitsi vasta Gauss Disquisitiones Arithmeticaessa. Eulerin
kiyttama merkintéd funktiolle oli 7/V. ¢-funktiosta voidaan kiayttda myos ni-
mitystéa totientti ja J. J. Sylvesterin merkintdd 7'(n) vuodelta 1883 [8, s.
35(1I1)|. Sylvester my6s madritteli luvun n totitiivit (totitive) olevan ne lukua
n pienemmat kokonaisluvut, jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun n kans-
sa. Totienttifunktio siis kertoo totitiivien méérén. [10, s. 113-114, 124]
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Luvussa késiteltavit tulokset ovat kirjoista [6, s. 64, 132] ja [29, s. 121, 123-
124, 209-211|.

Maaritelma 4.1.1. Tdydellinen jadnnosluokkasysteemi modulo n on sellais-
ten kokonaislukujen joukko, jossa jokainen kokonaisluku on kongruentti mo-
dulo n yhden joukon kokonaisluvun kanssa.

Mitka tahansa n kokonaislukua muodostavat taydellisen jadnnosluokkasys-
teemin modulo n jos ja vain jos mitkddn kaksi joukkoon kuuluvaa lukua
eivit ole kongruentit keskendén modulo n.

Esimerkki 4.1.2. Luvut {5, —4,7,—2,—1} muodostavat tdydellisen jadn-
nosluokkasysteemin modulo 5, silld mitkdan kaksi tdhén joukkoon kuulu-
vaa lukua eivét ole kongruentit keskendén modulo 5. Ehto huomataan hel-
pommin kirjoittamalla 5 = 0(modb5), —4 = 1(modb5), 7 = 2(mod?5),
—2=3(mod5) ja —1 =4 (mod?5).

Lause 4.1.3. Josry, 7o, ...,y on taydellinen jadnnosluokkasysteemi modulo
m ja syt(a,m) =1, a € Z, niin

ary +b,ary +b,...,ar, +b
on taydellinen jadnnosluokkasysteemi modulo m kaikille b € Z.
Todistus. Osoitetaan ensin, ettd mitkdadan kaksi luvuista
ary +b,ara +0b,...,ar,, +b
eivit ole kongruentit keskendén modulo m. Olkoon 1 < 5,k < m ja
arj +b = ary + b (modm).

Kongruenssin laskusdéntdjen ja Seurauksen 2.2.12 nojalla r; = 74 (modm).
Koska 71,79, ..., 7, on taydellinen jadnnosluokkasysteemi modulo m, on ol-
tava 7 = k. Lisdksi tarkasteltava joukko koostuu m kappaleesta keskenéén ei-
kongruentteja kokonaislukuja modulo m, ja télle moduloluvulle on m kong-
ruenssiluokkaa. Siis ar; + b,ars + b, ..., ar,, + b on tdydellinen jaannosluok-
kasysteemi modulo m. O

Lause 4.1.4. Olkoot positiiviset kokonaisluvut m ja n keskenddn suhteellisia
alkulukuja. Télloin ¢p(mn) = ¢(m)p(n).
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Todistus. Ilmoitetaan lukua mn pienemmaét positiiviset kokonaisluvut seu-
raavalla tavalla.

I m+1 2m+1 ... (n—1)m+1
2 m+2 2m+2 ... (n—1)m+2
3 m+3 2m+3 ... (n—1)m+3
r m+4r 2m+r ... (n—1m+r
m  2m 3m ... mn

Olkoon r € Z ja 1 < r < m. Oletetaan ensin, ettd syt(m,r) = d > 1. Koska
d|mijad|r, niind|km+r missd 1 <k <n—1, k € Z. Télloin yksikdan
r:nnen rivin luku ei ole suhteellinen alkuluku tulon mn kanssa.

Koska tarkoituksena on 16ytdd ne luvut, jotka ovat suhteellisia alkulukuja
luvun mn kanssa, voidaan rivid r tarkastella vain, jos syt(m,r) = 1. Olete-
taan siis, etta

syt(m,r) = 1. (4.1)

Rivin r luvut ovat r, m+r, 2m+r, ..., (n—1)m+r. Oletuksen (4.1) nojalla jo-
kainen naista luvuista on suhteellinen alkuluku luvun m kanssa. Lauseen 4.1.3
nojalla rivin r luvut muodostavat taydellisen jaadnnosluokkasysteemin modu-
lo n. Talloin rivilld on ¢(n) kappaletta lukuja, jotka ovat suhteellisia alkulu-
kuja luvun n kanssa. Namé luvut ovat luonnollisesti suhteellisia alkulukuja
luvun m kanssa, eli my6s tulon mn kanssa. Riveji, joissa luvut ovat suhteel-
lisia alkulukuja luvun m kanssa on ¢(m) kappaletta, ja niissd on ¢(n) lukua,
jotka ovat suhteellisia alkulukuja tulon mn kanssa. Siis ¢p(mn) = ¢(m)p(n)
ja ¢ on multiplikatiivinen. ]

Lause 4.1.5. Jos p on alkuluku ja k > 0, niin

_ 1
o(p*) =p* —p* = pF(1 - ).
p
Todistus. Tiedetdin, ettd syt(n, p¥) = 1 jos ja vain jos p { n. Lukujen 1 ja
p* vililld on p*~! kokonaislukua

p,2p,3p, ..., (" 'p),

jotka ovat jaollisia alkuluvulla p. Nyt siis joukossa 1,2, 3,...,p"* on p* — pF~!

kappaletta kokonaislukuja, jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun p* kanssa
eli p(p*) =p* —p* "t =pF(1 - )). O
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Lause 4.1.6. Olkoon lukun > 1 alkutekijoidensd potenssien avulla ilmoitettu

muodossa n = piiph? .. plr ki >0Vje{l,...,r}. Tdllin
1 1 1
o) =n(l— )1 ——=) ... .(1—=).
== H0-1) -

Todistus. Koska ¢(n) on multiplikatiivinen ja syt(pfi,p?) =1,1<4j<r,
1 # j, voidaan kirjoittaa

o(n) = o(py)o(ph?) - - - d(pE).

Liséksi Lauseen 4.1.5 nojalla tiedetdén, ettd kun 1 < 5 < r, niin

ki kj—1

o) =py —py =P (1 —1/p;).

Talloin
d(n) = pi* (1= 1/p)ph*(1 — 1/ps) - - pim (1 — 1/p,)

=Py oy (L= 1/p)(1 = 1/ps) - (1 = 1/py)
=n(l—1/p))(1 =1/p2)--- (1 = 1/p;).

4.2 Eulerin lauseen todistuksia

Jotta Eulerin lause voitaisiin todistaa redusoidun jadnnossysteemin avulla,
tarvitaan seuraavat kolme aputulosta. |6, s. 40, 137][29, ss. 202-204]

Maéritelma 4.2.1. Redusoitu jadnndssysteemi modulo n on ¢(n) kokonais-
luvun joukko, joista jokainen on suhteellinen alkuluku luvun n kanssa ja
mitkdan kaksi joukon alkiota eivét ole kongruentteja keskendén modulo n.

Esimerkki 4.2.2. Joukko {1,5} muodostaa redusoidun jaannossysteemin
modulo 6, silla joukkoon kuuluu ¢(6) = 2 lukua, ne ovat suhteellisia alkulu-
kuja luvun 6 kanssa ja ne eivat ole keskenédédn kongruentteja modulo 6, koska
1 # 5(mod6).

Lause 4.2.3. Olkoon p alkuluku ja a,b € Z. Jos p|(ab), niin pla tai p|b.

Todistus. Oletetaan, ettd p { a. Luvun p ainoat positiiviset tekijat ovat 1 ja
p. Téalloin syt(a, p) = 1, ja Lemman 2.2.10 nojalla p|b. Jos taas p|a, niin véite
on selva. H
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Lause 4.2.4. Jos 11,72,...,T¢(m) on redusoitu jaannossysteemi modulo n,
a € Zy ja syt(a,n) = 1, niin joukko ary,ars, ..., argm) on redusoitu jddn-
nassysteemi modulo n.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd kaikki joukon ary, ary, ..., ary,) alkiot ovat
suhteellisia alkulukuja luvun n kanssa. Oletetaan vastoin vaitetta, etta

syt(ar;,n) > 1, missi 1 < j < ¢(n).

Koska jokainen kokonaisluku voidaan Aritmetiikan peruslauseen nojalla esit-
tad alkulukujen tulona, on olemassa alkuluku p jolle pétee p | syt(ar;,n).
Lauseen 4.2.3 nojalla voidaan kirjoittaa p | a tai p | r;, koska p on tulon ar;
tekijd. On siis kaksi tapausta: joko p | @ ja p | n tai p | r; ja p | n. Ensim-
méinen tapaus ei pidd paikkaansa, silld p | a ja p | n eivit voi olla voimassa,
koska syt(a,n) = 1. My6skidn p | ; ja p | n eivit voi olla totta, koska r;
kuuluu redusoituun jadnndssysteemiin modulo n, jolloin syt(r;,n) = 1. On
siis paadytty ristiriitaan, joten syt(ar;,n) =1 kun 1 < j < ¢(n).

Seuraavaksi osoitetaan, ettéd mitkdan kaksi alkiota ar; eivit ole kongruentteja
keskenddn modulo n. Oletetaan jilleen vastoin viitettd, etté

arj = ar, (modn), misséd 1 < j, k < ¢(n) ja j # k. (4.2)

Koska syt(a,n) = 1, voidaan Seurauksen 2.2.12 nojalla jakaa yhtdlo (4.2)
puolittain luvulla a, jolloin se saadaan muotoon r; = rj, (modn). Koska r;
ja 7 kuuluvat redusoituun jadnnossysteemiin modulo n, eivit ne voi olla
kongruentteja kesken#ddn. Paddyttiin taas ristiriitaan, ja koska molemmat
redusoidun jaannossysteemin modulo n ehdot on nyt taytetty, ja joukko
ari,ars, ..., arym) koostuu ¢(n) luvusta, on alkuperdinen viite todistettu.
0

Lause 4.2.5. Eulerin lause. Jos a € Z, n > 1 ja syt(a,n) =1, niin
a®™ =1 (modn).

Todistus. Olkoon 71,73, . .., 74 positiivisista kokonaisluvuista muodostuva
redusoitu jadnnossysteemi modulo n, jossa r; < n kaikilla i = 1,2,... ¢(n).
Koska syt(a,n) = 1, Lauseen 4.2.4 nojalla my0s ary,ars, ..., arsm) on re-
dusoitu jadnnossysteemi modulo n. Edelleen joukon ary,ars, ..., argu) pie-
nimmaét positiiviset jakojaannokset ovat 1,72, ..., rg(m) modulo n. Tdma voi-
daan osoittaa siten, ettd valitaan kokonaisluku b, 0 < b < n, jolle

ar; = b(modn), (4.3)
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i = 1,2,...,6(n), ja osoitetaan, ettd syt(b,n) = 1. Tehdddn vastaoletus
syt(b,n) = d > 1. Télléin d|b ja d|n. Yhtélo (4.3) voidaan kirjoittaa yhtépi-
tavassd muodossa

ar; = kn + b,k € Z. (4.4)

Huomataan, ettd yhtalon (4.4) oikea puoli on jaollinen luvulla d, jolloin my6s
d|(ar;). Télléin luku d > 1 jakaa molemmat luvuista ar; ja n. Ta&mé on ris-
tiriita, silld syt(ar;, n) = 1. Siis syt(b,n) = 1, jolloin luvun b taytyy olla yksi
luvuista 71,79, ..., 7).

Kongruenssin laskusédnnon (Lause 2.2.2) kohdan 4 nojalla
ary-ary - ... ATgm) =T1°T2 - ... Tem) (modn). (4.5)
Yhtélo (4.5) voidaan kirjoittaa yhtdpitévissd muodossa
a®™ rpry ey =T Ta e T (modn). (4.6)

Koska syt(rj,n) = 1 kaikilla j = 1,2,...,¢(n), Seurauksen 2.2.12 nojalla
voidaan yhtélo (4.6) supistaa puolittain tulolla 7y - 75 - ... 74, jolloin

a®™ =1 (modn).

O

Kuten Fermat'n pienté lausetta, myos Eulerin lausetta voidaan kayttasd apu-
na pienimmén positiivisen jakojadnnoksen laskemisessa. [6, s. 140]

Esimerkki 4.2.6. Osoitetaan Eulerin lauseen avulla, etta 51 | (10327 — 7)
eli 103"+ = 7 (mod 51) kun n > 0.

Lauseen 4.1.6 nojalla tiedetéin, ettd ¢(51) = 51(1 — 3)(1 — £-) = 32, silld
51 = 3-17. Koska syt(10,51) = 1, voidaan Eulerin lauseen nojalla kirjoittaa
1041 = 10%2 = 1 (mod 51). Siispd

10%2"9 = 10 = (10%)* - 10 = (=2)* - 10 = 160 = 7 (mod 51),
silld 160 — 7 = 153 = 3 - 51.

Eulerin lause voidaan todistaa myos kayttamalla induktiota ja binomilauset-
ta |6, s. 139].

Todistus. (Eulerin lause) Olkoon p alkuluku. Osoitetaan ensin induktiolla,
ettd jos pta, niin a®®) = 1 (mod p*), k > 0.
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1. Olkoon k = 1. T#lléin viite saa muodon a®® = a?~* = 1 (mod p), joka
on Fermat'n pieni lause ja pitdé siis paikkansa.

2. Induktio-oletus: a®®") = 1 (mod p¥), k > 0.

3. Induktioaskel: tulee osoittaa, ettd a?®*) = 1 (mod p**1). Induktio-
oletuksen nojalla voidaan kirjoittaa

) = gpF + 1,9 € Z. (4.7)
Liséksi Lauseen 4.1.5 nojalla tiedetaén, etta
o(p™h) =P = p" = p(" — ") = po(p®). (4.8)
Yhtélsiden (4.7), (4.8) ja binomilauseen nojalla
q®@* ) o) (aaﬁ(p’“))p _ (qpk 1)

Xp: (f) (qp* )y~

J=0

= (g) (gp")" + (]13) (gp")P " + (g) (a2 + ...
+ (pf 1) (ap*) + <§> (ap*)°

= (") + p(gp*)" " + (Z) (@) + .+ plgp") +1

k—i—l)'

= 1(modp

Kongruenssi pétee, silld p | (?) kun 0 < j < p, ja lisiksi p**! | p*?, silld
kp>k+1kun k > 2.

Oletetaan seuraavaksi, etti syt(a,n) = 1 ja n = pfiph? . ... pkr. Koska

syt(a,n) = 1, my6s syt(a,p;) = 1, 1 <i < r, ja edellisen induktiotodistuksen
nojalla myos
kg )
a®?i) = 1 (mod pl). (4.9)

¢-funktion multiplikatiivisuudesta seuraa, etté ¢(n) on jaollinen luvulla ¢(p¥).

Korotetaan yhtélo (4.9) potenssiin %, jolloin
p;

a®™ =1 (mod p’).

Koska moduloluvut pfi ovat keskendédn suhteellisia alkulukuja, niin Seurauk-
sen 2.2.15 nojalla a®™ = 1 (modn). O
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4.3 Ratkaisemattomia ongelmia

Lauseen 3.2.3 nojalla positiivinen kokonaisluku n on alkuluku jos ja vain jos
¢(n) = n — 1. Télléin on voimassa 1 - ¢(n) = n — 1. Lehmer osoitti vuonna
1932, etta yhtélon

ko(n) =n —1, (4.10)

missd k € Z, toteuttava kokonaisluku n > 0 on joko alkuluku tai pariton,
vahintdan seitsemén erillisen alkuluvun tulo eikd minkdan luvun nelié. Yh-
talolle (4.10) ei ole 16ydetty kokonaislukuratkaisua, joka olisi yhdistetty, kun
k > 1, mutta ei ole myoskdan pystytty osoittamaan, ettd ratkaisuja ei ole
olemassa. Lehmerin saamaa arviota yhdistetylle luvulle n ovat parannelleet
muutkin matemaatikot, esimerkiksi Lieuwens osoitti, ettd luvun n on oltava
vahintddn 11 erillisen parittoman alkuluvun tulo, ja mikili 3|n, niin luvulla
n on vahintéddn 212 alkutekijié ja n > 5,5 - 1057°. Wall osoitti artikkelissaan
[34], ettd mikéli kaikki luvun n alkutekijat ovat suurempia tai yhtd suuria
kuin 7, luvulla n on véhintdén 26 alkutekijas. [3|

Toinen Eulerin ¢-funktioon liittyva ratkaisematon ongelma on Carmichaelin
konjektuuri. Robert Carmichael osoitti vuonna 1907 virheellisesti, etta yhta-

l6l1&
¢(x) = n, (4.11)

missé n on kokonaisluku, on joko vihintaan kaksi tai ei yhtdan ratkaisua x.
Hénen todistuksessaan oli kuitenkin epékohta, eikd véitetta ole pystytty to-
distamaan. Konjektuuri voidaan muotoilla my6s niin, ettd jos ¢(x) = n, niin

#(y) = n jollekin y # x. [15, 30|

Kokonaisluvun kertaluvulla tarkoitetaan sita, kuinka monta kertaa luku esiin-
tyy Eulerin funktion arvona. Schlafly ja Wagon ovat artikkelissaan [30] tau-
lukoineet eri kertalukujen arvoja, ja esimerkiksi luvun 2 kertaluku on 3, silla
luku 2 esiintyy kolme kertaa funktion ¢(x) arvona; ¢(3) = ¢(4) = ¢(6) = 2.
Carmichaelin konjektuuri siis olettaa, ettd kokonaisluvun kertaluku ei voi ol-
la yksi. Paul Erdos osoitti, etta jos kertaluku esiintyy kerran, niin se esiintyy
aarettoman monta kertaa. Sierpinskin konjektuurin, jonka mukaan jokainen
kokonaisluku, joka on suurempi kuin yksi, esiintyy kertalukuna, todisti Ke-
vin Ford vuonna 1998. (15, 30]

Kuten Lehmerin ongelmallekin, myos Carmichaelin konjektuurin vastaesi-
merkille n on 16ydetty suuria alarajoja. Carmichael itse maédritti alarajan
n > 103", ja Victor Klee paranteli tulosta vuonna 1947 nostaen sen lukuun
104 Fordin alaraja vastaesimerkille vuodelta 1998 on n > 10" [15, 22]
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4.4 Leonhard Euler

Luvun tiedot ovat kirjoista |1, 4, 32].

1700-luvun merkittavin sveitsildinen matemaatikko oli Leonhard Euler (1707-
1783). Eulerin isé oli toivonut pojastaan pappia, mutta Leonhardin kutsumus
oli matematiikka. Han kuitenkin opiskeli monipuolisesti myos teologiaa, 144~
ketiedettd, tahtitiedetta, fysiikkaa ja itdmaisia kielid. 20-vuotiaana Fuler sai
kuulla ystéaviltddn Daniel ja Nicolaus Bernoullilta Pietarin akatemiassa avau-
tuvasta virasta ladketieteellisessa tiedekunnassa. Han sai viran, ja akatemian
jouduttua sekasortoon hallitsija Katariina I kuoltua, paasi Euler vaivihkaa su-
jahtamaan matemaattiseen tiedekuntaan. Tiedekunnan vaihto ei kuitenkaan
paljastunut, ja hiljaisuudessa elellyt Euler nimitettiin 26-vuotiaana akate-
mian johtavaksi matemaatikoksi.

Jo Pietarin aikanaan Euler oli hyvin tuottoisa ja akatemian aikakauskirja
oli pullollaan hdnen tuotantoaan. Eulerista onkin sanottu, ettd hén laski “sa-
moin kuin ihmiset hengittavit ja kotkat lentévat taivaalla” ja ettd hén oli
“analyysin ruumiillistuma” (Francois Arago).

Vuonna 1741 Euler kutsuttiin Berliinin akatemiaan, jossa han viipyi 25 vuot-
ta. Saksan hallitsija Frederik Suuri suosi kuitenkin filosofeja matemaatikoi-
den kustannuksella, eikd Euler viihtynyt Berliinissd. 1766 hian palasi Vena-
jélle, missé hén vietti lopun elamé#nsd. Vuonna 1735 Eulerin toinen silmé
oli sokeutunut, ja vuonna 1771 han menetti ndkonsa taysin. Euler pystyi kui-
tenkin jatkamaan matematiikan parissa tyoskentelyaén, silla hédnen lapsensa
toimivat kirjureina Eulerin sanellessa. Leonhard pysyikin tuotteliaana aina
kuolemaansa saakka, ja hdnen toitdan julkaistiin ldhes puoli vuosisataa Pie-
tarin akatemian julkaisuissa vield Eulerin kuoleman jélkeen.

Euler kehitti suuresti matemaattisia merkintoja. Hénen kynéstaan ovat lah-
toisin luonnollisen logaritmin kantaluvun merkki e, ympyran kehdn ja hal-
kaisijan suhteen merkinté 7, imaginaariyksikko 4, summa ), binomikerroin
(?) ja funktion merkintd f(z). Euler my0s kehitti differentiaali- ja fluksio-
laskentaa kohti nykypéaivan analyysié, jonka peruskésitteeksi tuli funktio. Jo
pelkastaan differentiaaliyhtéloiden ratkaiseminen kehittyi hdnen ansiostaan.
Myo6s paattymattomien sarjojen kasittely ja todennakoisyyslaskenta kehittyi
Eulerin késissa. Kaiken tuotteliaisuutensa keskella Euler kirjoitti my6s suo-
sittuja oppikirjoja muun muassa algebrasta.

Vaikka Euler vaikutti lukuteorian kehitykseen, ei hdan ollut aluksi siité kiin-
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nostunut. Aiheesta innostunut Christian Goldbach sai pitkéllisen suostutte-
lun jilkeen Eulerin ratkaisemaan erdin lukuteorian ongelman vuonna 1730.
Seuraavana vuonna Euler oli paatynyt Fermat’n pienen lauseen suppeampaan
muotoon “Jos p on alkuluku, niin p jakaa luvun 2P~ — 17, ja vuonna 1732 se
esiintyi muodossa “Jos n on alkuluku, niin kaikki potenssit, joissa eksponentti
on n — 1 saavat jakojadnnoksen 0 tai 1 jaettaessa luvulla n.” Hén esitti todis-
tukset omille versioilleen lauseesta vuosina 1736 ja 1742. Vuonna 1755 Euler
todisti lauseen tarkalleen siitd muodosta, jota Fermat oli kiyttanyt, ja 1758
hén oli jo paatynyt Eulerin lauseeseen. Lukuteorian parissa vietetyt vuodet
olivat saaneet hianet uskomaan tdmén matematiikan alan tarkeyteen. Vaikka
lukuteoria ei 1700-luvulla ollut suuressa suosiossa, sai Eulerin ty6 aiheen pa-
rissa 1700-luvun suuret matemaatikot Joseph Louis Lagrangen (1736-1813)
ja Adrien Marie Legendren (1752-1833) kiinnostumaan siitd. Seuraavalla vuo-
sisadalla Carl Friedrich Gauss julkaisi Disquisitiones Arithmeticaen.

5 Wilsonin lause

5.1 Wilsonin lauseen todistuksia

Englantilainen Edward Waring julkaisi ensimmaisen kerran Wilsonin lauseen
vuonna 1770 teoksessaan Meditationes algebraicae. Ilman todistusta ilmoitet-
tu lause on nimetty Waringin oppilaan ja ystédvin John Wilsonin mukaan, jo-
ka oli paatynyt tulokseen. Ensimmaisen todistuksen julkaisi Lagrange vuotta
myohemmin. On kuitenkin epailyjd, ettd Leibniz oli jo vuonna 1682 toden-
nut Wilsonin lauseen kanssa samanlaisen tuloksen. |6, ss. 93-94|[10, s. 60]

Seuraavaksi Wilsonin lause ja Lagrangen todistus sille. Samalla menetelmal-
14 voi todistaa myos Fermat'n pienen lauseen, ja todistuksen loppuun onkin
lisétty myos tdmén lauseen todistus. [10, s. 62][18, ss. 110-111]

Lause 5.1.1. Wilsonin lause. Jos p on alkuluku, niin (p—1)! = —1 (mod p).
Todistus. Olkoon
(z+1)(x+2) ... (z+p—1)=aP " + 42?2+ ...+ A, 4, (5.1)

missé kertoimet A,, r =1,2,...,p — 1 ovat lukujen 1,2,3,...,p — 1 tulojen
summa, jossa kerrotaan r kappaletta luvuista kerrallaan. Muokataan yhtaloa
(5.1) korvaamalla  luvulla (x + 1)

(+2)(xz+3) ...-(x+p) =@+ 1P+ Az + 1)+ + A, 4, (5.2)
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ja kerrotaan yhtélo (5.2) puolittain luvulla z 4+ 1 saaden se muotoon
(z+1)(2+2)-. . (z4+p) = (2+1)P+ A (x+1)P - Ag(x+1)P 4.+ (a+1)A, 1.
Kun alkuperéinen yhtélo (5.1) kerrotaan luvulla = + p, saadaan yhtdsuuruus

(z+p) (@ '+ AP+ 4+ A, )
=@+ 1P+ A+ 1P+ Az +1)P 2+ .+ (r+ DA, . (5.3)

Kéytetaan binomilausetta ja ratkaistaan kertoimet A,. Yhtalon (5.3) vasen
puoli sievenee muotoon

P+ AP AgxP xAp_1 + prP 4+ AypaP T L+ pA,_1

=P 4+ (A + p)a” ' + (Ao + Ap)a? 2 + (Az + Asp)a” > + ...+ pA,_.
(5.4)

Kéyttamaélld binomilausetta yhtdlon (5.3) oikea puoli saadaan muotoon
(+ 1P+ A+ 1P+ A+ 1P+ 4+ (v + )4,
=P 4+ paP ! + <]2?> eP2 T AP Af(p— 1)aP?
-1
+A1<p ) )mp3+...+A1+A2xp2+A2(p—2)xp3+...+1
+ AP 4 (5.5)

Luvun z samojen potenssien kertoimet tulee olla samat yhtdlon oikealla ja
vasemmalla puolella. Yhtéloiden (5.4) ja (5.5) kertoimista saadaan seuraavat
yhtalot

Al+p=p+ A, A+ Ap= (g) + Ai(p—1)+ Ay,

—1

joiden ratkaisut ovat

e hone (a5,
344 = (Z) +A1<p;1) +A2(p;2),....
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Olkoon nyt p alkuluku. Kun 0 < k < p, niin (’Iz) on jaollinen luvulla p.
Téamén nojalla my6s p | A1,p | 242,p | 34s,....,p | (p — 2)A,_2. Koska
p12,3,...,p—2,niin p | Ay, Ag, ..., A,_5. Liséksi

o) 4 4

=1+ A1 +As+...+ A, 0. (5.6)

Koska (p — 1)A,—1 = pA,_1 — Ap_1, voidaan yhtéloa (5.6) muokata yhtépi-
tavaan muotoon

1+ Ap,1 = pAp,1 - Al - AQ i Ap,Q. (57)

Yhtélon (5.7) oikea puoli on jaollinen luvulla p, jolloin my6s p | (1 4+ A,—1),
eli1l4+A, ; = 0(modp). Kertoimien A, mééritelmén nojalla A, 1 = (p—1)!,
jolloin saadaan (p — 1)! = —1 (mod p), ja Wilsonin lause on todistettu. [

Todistetaan lisdksi Fermat’'n pieni lause. Kun x € Z, tiedetdan yhtalostéa
(5.1), etta

P 1= (z+ 1) (x4+2)-...-(z+p—1) = Az’ 2 +.. .+ A, oz = 0(modp).

Jos p 1 x, niin jokin luvuista z + 1, x + 2,..., z + p — 1 on jaollinen luvul-
lap eli(x+1)(z+2)-...-(x+p—1) = 0(modp). Siis kun p { z, niin
2P~ = 1 (mod p), ja Fermat'n pieni lause on todistettu.

Wilsonin lauseen voi todistaa myds kdyttamalld lineaarista kongruenssia ja
sithen liittyvid aputuloksia Luvusta 2.3 sekd Lausetta 5.1.2. 6, s. 94][29, s.
186].

Lause 5.1.2. Olkoon p alkuluku. Positiivinen kokonaisluku a on itsensd
kadanteisluku modulo p jos ja vain jos a = 1 (modp) tai a = —1 (mod p).

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta [29, s. 133]. O

Todistus. (Wilsonin lause) Viite pitdd paikkansa alkuluvuille p = 2 ja
p =3, silla

2-1)=1=-1(mod2)ja(3—1) =2=—1(mod3).

Tarkastellaan siis tilannetta, jossa p > 3.

Luetellaan seuraavaksi p — 1 positiivista kokonaislukua 1,2,3,...,p — 1, ja
olkoon a mika tahansa niistd. Nyt voidaan kirjoittaa lineaarinen kongruenssi

ax = 1 (modp). (5.8)
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Koska syt(a,p) = 1, Seurauksen 2.3.2 nojalla kongruenssiyhtalolla (5.8) on
yksikésitteinen ratkaisu modulo p. Olkoon tdmé ratkaisu kokonaisluku a’,
1<d <p-—1,eliad’ =1 (modp).

Lauseen 5.1.2 nojalla ainoat positiiviset kokonaisluvut jotka ovat pienempié
kuin p ja jotka ovat itsensé kadnteislukuja ovat a = 1 ja a = p— 1. Poistetaan
nama kaksi lukua joukosta 1,2,3,...,p—1 ja jaotellaan jéljelle jadneet luvut
pareiksi a ja a/, a # d’, joiden tulo on kongruentti luvun 1 kanssa modulo

p. Néin voidaan tehdé, silld lineaarisella kongruenssilla on yksikésitteinen
-3

ratkaisu o’ kaikilla @ € {2,3,...,(p —2)}, ja 1l <d' <p— 1. Kun nédmé 5=
paria kerrotaan keskenéén ja jérjestelladn, saadaan yhtalo
2-3-4---(p—2)=(p—2)! =1(modp). (5.9)
Lopuksi yhtélo (5.9) kerrotaan puolittain luvulla p — 1 saaden se muotoon
(p—1)!=p—1=—-1(modp),
ja Wilsonin lause on todistettu. 0

Lagrange todisti Wilsonin lauseen myos kdyttamallad binomilausetta, Eulerin
kaavaa ja Fermat'n pienté lausetta. [10, s. 63|[23, s. 330][28]

Lause 5.1.3. Fulerin kaava. Olkoon kokonaisluku x > 0 ja a mikd tahansa

reaaliluku. Tdlloimn .
Z(—l)i (f) (a —14)" =zl

i=0
Todistus. Todistus 16ytyy artikkelista [28]. O

Todistus. (Wilsonin lause) Eulerin kaava voidaan kirjoittaa muodossa
- [z x
x g (—1) (Z_>(a i)" =a" —x(a —1)" + (2) (a—2)

(Y cr(Ya o
(5.10)

Sijoitetaan kaavaan (5.10) x = p — 1 ja a = p. Téll6in

p-1t=p = -1+ (7 -2

(7 et (P2 - -2



Fermat'n pienen lauseen nojalla
(p— 1Pt =1(modp),(p—2)""' =1(modp),...,2" " =1 (modp).

Nyt kiyttdmalla Fermat'n pientd lausetta ja ottamalla kongruenssi modulo
p saadusta Eulerin kaavasta (5.11), saadaan

p—1 p—1 p—1 1
—)'=0—-(p—1 — = —1)P dp).
(p—1) (p )+( 5 ) ( 3 )+ (p_2)+( )~ (mod p)
Binomilausetta kiayttdmalla huomataan

p—

1
7=0

- <p5 1) Y (pI 1) P3(=1) (p ; 1) 1P3(1)?
S (e

=1—(p—1)+<p;1)—(p;1>+...—<§:;)+(—1)P1

=0.
Nyt siis
(p—1)+1=(1-1)7"=0(modp),

ja Wilsonin lause on todistettu. O

5.2 Wilsonin lauseen yleistyksia

Luvussa 3.2 kaytiin lapi Fermat'n pienen lauseen ja alkulukutestauksen vé-
listd yhteyttda. Wilsonin lause on alkulukutesti, silla mikali jokin positiivinen
kokonaisluku n toteuttaa sen, on se alkuluku. Varsinaista kdytdnnon merki-
tysta lauseella ei téssd suhteessa kuitenkaan ole, silld laskuista tulee hankalia
suurilla tutkittavilla luvuilla. Seuraavaksi kuitenkin lauseen kidénteinen ver-
sio. |6, s. 95]|29, s. 186|

Lause 5.2.1. Josn € N ja (n — 1)! = —1(modn), niin n on alkuluku.

Todistus. Tehdadn antiteesi: n on yhdistetty, eli silla on tekija d, 1 < d < n.
Talloin d|(n — 1)!. Koska (n — 1)l + 1 = 0(modn), niin n|((n — 1)! + 1).
Koska d|n, niin my6s d|((n — 1)! + 1). Lauseen 2.2.7 nojalla d jakaa lukujen
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(n—1)!'ja (n—1)!41 lineaarikombinaation eli d|((n—1)!+1—(n—1)!) = 1.
Paadyttiin ristiriitaan, silla d > 1. 0J

Wilsonin lauseelle on kuitenkin olemassa yleisempi muoto, jota voidaan kayt-
tdd alkulukutestind. Version on esitellyt Fred Elston vuonna 1957. Tamé
Wilsonin lauseen yleistys on jaettu kolmeen osaan: algoritmin méaarityk-
seen, alkulukutestiin ja tarkasteluun, jossa kéytettdva alkuluku on parilli-
nen. |14, 17]

Algoritmin maaritys. Olkoon p alkuluku. Té&lléin Wilsonin lauseen no-
jalla (p — 1)! = —1 (mod p), joka on yhtépitava yhtalon
0!(p — 1)+ 1 =0(modp) (5.12)
kanssa. Jarjestelladn yhtdlon (5.12) termit uudelleen, jolloin
p-D+1=(p-DEp-2)'+1=pp-2)!=(p-2)!-1). (5.13)

Tiedetaan, ettd 0!(p — 1)! + 1 = 0 (modp) ja p(p — 2)! = 0 (mod p). Tall6in
yhtélén (5.13) nojalla my6s (p —2)! — 1 = 0 (modp), eli

p—2)!—1=0(modp). (5.14)
Jarjestelladn yhtdlon (5.14) termit uudelleen muotoon
=2 =1=@-2)p-3)!=1=plp-3)—-(20F-3)+1).

Kuten edellisten yhtaloiden (5.12) ja (5.14) kohdalla, voidaan péadtella, etta
2(p—3)+1=0(modp), eli

2i(p—3)!+1=0(modp). (5.15)
Jatketaan yhtalon (5.15) muokkausta muotoon
20 =31 +1=2(p=3)(p—4)!+1=2p(p—4)! — (6(p —4)! —1).
Jaollisuus alkuluvulla p péadtelladn kuten kohdissa (5.12) ja (5.14), jolloin
6(p —4)! —1=0(modp), joka on yhtapitédvaa yhtalon
3l(p—4)!—1=0(modp) (5.16)
kanssa. Nyt on saatu malli neljastd kongruenssista:
Ol(p— 1)+ 1=0(modp)
l(p—2)—1=0(modp)
l(p—3)!'+1=0(modp)
3l(p—4)!—1=0(modp).

[\
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Jos yhtéaloiden (5.12), (5.14), (5.15) ja (5.16) kaltaisten kongruenssiyhtéléiden
muodostamista jatketaan, vaikuttaa silté, ettd padadytdan tilanteeseen, jossa
luku 7, josta ensimmaéinen kertoma lasketaan, on yhté suuri kuin p — (r 4 1).
Télloin 7 = p— (r+1), joka on yhtépitavia sen kanssa, ettd r = p—;l. Talléin

<P;1>!<p;1>!il = 0 (modp).

Riippuen siita, onko r = 7%1 parillinen vai pariton, voidaan kirjoittaa
(r? +1 = 0 (mod p), jos7on parillinen (5.17)
(r)? —1 = 0(modp), josron pariton. (5.18)
Lause 5.2.2. Olkoon p alkuluku ja r ei-negatiivinen kokonaisluku. Tdlloin
rl(p—(r+ 1))+ (=1)" =0 (modp). (5.19)
Todistus. Todistetaan véite induktiolla.
1. Olkoon r = 0. T&ll6in viite saa muodon
Op— O+ 1N+ (-1)"=(p—1)!+1=0(modp),
silld kyseessd on Wilsonin lause.
2. Induktio-oletus: r!(p — (r + 1))! + (—1)" = 0 (mod p).
3. Induktioaskeleella tulee osoittaa, etté
(r+p—(r+1+1)+(=1)""" =0(modp).
Muokataan induktio-oletuksen vasenta puolta muotoon
rlp—(r+DN+(=1)"=rlp—>Cr+1)p-(r+2)+ (-1
=rlplp—(r+2)) = ((r+Dlp—(r+2) = (=1)"). (5.20)
Koska —(—1)" = (—1)""!, voidaan yhtils (5.20) kirjoittaa muodossa
(r+ D) (p—(r4+2))14+(=1)"") = rip(p—(r+2))!— (rl(p—(r+1))14+(=1)").
Induktio-oletuksen ja huomion r!p(p — (r + 2))! = 0 (mod p) nojalla
(r+Dp— (r+2))1 4 (1)

=rlp(p — (r +2)! = (rl(p — (r + D)L+ (=1)")
=0—0=0(modp).

Induktioperiaatteen nojalla viite patee kaikilla ei-negatiivisilla koko-
naisluvuilla r.
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Alkulukutesti. Olkoon n = p—1jar € Z, r < n. Jos p on pariton
alkuluku, niin n» on parillinen. Nyt n — r ja r ovat joko molemmat parillisia
tai molemmat parittomia. Lauseen 5.2.2 nojalla voidaan kirjoittaa yhtalot
(5.21) ja (5.22). Jos n — r ja r molemmat ovat parillisia, niin

rl(n —r)l4+1=0(modp). (5.21)
Jos taas molemmat ovat parittomia, niin

rli(n —r)! —1=0(modp). (5.22)
Lause 5.2.3. Olkoon kokonaislukup >5, n=p—1,r € Z jar <n. Jos

rli(n —r)! £1=0(modp),
nin p on alkuluku.

Todistus. Tarkastellaan ensin tapausta r!(n — r)! +1 = 0 (mod p). Muodos-
tetaan antiteesi: p on yhdistetty eli silla on tekija d;, 1 < dy < p. Téalloin
luvulla p on my®s toinen tekijé d siten, ettd 1 < d < ,/p. Mikali olisi dy > /p
ja d > \/p, paadyttéisiin ristiriitaan p > dyd > p. Siispé tekijan d tulee olla
1<d<,/p.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd joko d|r! tai d|(n — r)!. Kokonaisluvun r on
oltava joko r > /p tai r < \/p. Mikéli r > /p,on d < r,silla 1 <d < /p.
Télloin d|r!. Toisaalta, mikili r < |/p, niin

n—r>n—\p=p—1—/p>p>d

Epédyhtélé p — 1 — /p > /p pitaa paikkansa, kun p > 6. Nyt siis n —r > d,
jolloin d|(n — r)!. Koska d|r! tai d|(n — r)!, niin d|(r!(n — r)!). Oletuksen no-
jalla tiedetéén, ettd p|(r!(n — r)! 4+ 1), ja koska d|p, my6s d|(r!(n —r)! + 1).
Lauseen 2.2.7 nojalla d|(r!(n — )l +1 — rl(n — r)!) = 1, mikd on ristiriita,
silla d > 1.

Tapaus rl(n — r)l — 1 = 0(modp) kisitellddn vastaavalla tavalla ja péé-
dytéén ristiriitaan d|(—1). Siis p on alkuluku, ja viite on todistettu. O

Esimerkki 5.2.4. Osoitetaan, ettd 11 on alkuluku. Nyt siis p = 11, n = 10
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jar=0,1,2,3,4,5. Kiytetiin yhtalditi (5.21) ja (5.22).

0!(10!) +1 =11 - 329891
11(9!) — 1 =11 - 32989
21(8!)+1=11-7331
(7 —1=11-2749
41(6!) +1=11-1571
51(5!) =1 =11-1309
Kun r = 0, kyseessa on Wilsonin lause. Jokainen luvun r = 0, 1,2, 3,4, 5 arvo
osoittaa luvun 11 olevan alkuluku Lauseen 5.2.3 nojalla. Erityisesti viimeinen

vhtdls 5!(5!) — 1 = (5!)2 = 1 = 0(mod 11) todistaa alkulukuominaisuuden.
Wilsonin lause voidaan siis korvata yhtaloilla (5.17) ja (5.18).

Kaavaa (5.18) (tapaus, jossa r on pariton) voidaan liséksi muokata muotoon

1= (@) 1= () (G-

Eli jos p on alkuluku, niin p jakaa jommankumman luvuista (3)! 4+ 1 tai
(i1

Esimerkki 5.2.5. Olkoon p = 19. Télloin n/2 = 9, eli n/2 on pariton. Nyt
9! = 362880, ja 362880 + 1 = 19 - 19099. Siis 19 on alkuluku.

Alkuluku p on parillinen. Alkuluku p on parillinen kun p = 2, ja tal-
l6in n = 2 — 1 = 1. Nyt ei siis saada tapausta, jossa n — r ja r olisivat
samanmerkkiset. Lauseen 5.2.2 nojalla voidaan kirjoittaa

011!+ 1=0(mod2).

Haley on artikkelissaan [17] luetellut Wilsonin lauseen sovelluksia liittyen
esimerkiksi taydelliseen jaannosluokkasysteemiin ja Eulerin lukuihin. Seu-
raavaksi Fleckin yleistys Wilsonin lauseesta vuodelta 1915.

Lause 5.2.6. Olkoon n,a € 7Z, a > 1, ja luvulla n et ole alkutekijoita, jotka
ovat pienempid tai yhtd suuria kuin a. Tdlloin n on alkuluku jos ja vain jos

00 =r D)) ()

Todistus. Todistus 16ytyy artikkelista [17]. O

Lause on Wilsonin lause tapauksessa a = 1. Gauss yleisti Wilsonin lau-
seen Disquisitiones Arithmeticaessa, mutta ei varsinaisesti antanut todistus-
ta, vaan totesi kirjan edellisten kappaleiden tietojen riittédvan todistukseksi.
F. Minding kuitenkin julkaisi todistuksen vuonna 1832.
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Lause 5.2.7. Kaikille kokonaisluvuille n > 2 pdtee

(n—1),1 = —1(modn) kunn=2,4,p*, 2p*
" "7 1(modn)  muulloin,

missd p on pariton alkuluku ja o on positivinen kokonaisluku.

Todistus. Todistus 16ytyy artikkelista [17]. O

Merkinnalld (n—1),! tarkoitetaan niiden positiivisten kokonaislukujen tuloa,
jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun n kanssa ja jotka ovat pienempié tai
yhtd suuria kuin n — 1. Wilsonin lause saadaan, kun edellisessa lauseessa
n=p. [17][18, s. 132]

5.3 Edward Waring

Luvun tiedot ovat kirjoista [4, 12, 23|.

26-vuotiaana professorin virkaan Cambridgen yliopistoon valitun matemaa-
tikko Edward Waringin (1734-1798) térkein teos oli Meditationes algebraicae,
joka sisalsi useita tarkeita tuloksia. Hén kirjoitti yhteenséd kuusi tutkielmaa.
Teoksia ei kuitenkaan tunnettu kovin laajasti ja ne olivat melko huonosti kir-
joitettuja, jonka vuoksi esimerkiksi ensin Waringin keksima suppenevuustesti
tunnetaan Cauchyn nimella.

Waringin tunnetuin teos sisilsi Wilsonin lauseen lisédksi Goldbachin konjek-
tuurin ensiesiintymisen (jokainen kahta suurempi parillinen kokonaisluku on
kahden alkuluvun summa), oletuksen, etté jokainen pariton kokonaisluku on
alkuluku tai kolmen alkuluvun summa ja Waringin ongelman. Waring olet-
ti yhé todistamatta olevassa ongelmassaan, ettd jokainen positiivinen koko-
naisluku on korkeintaan yhdeksan kuution summa, korkeintaan yhdeksantois-
ta neljatta potenssia olevan luvun summa, ja niin edelleen. Tiedetaén, ettéa
Gauss lainasi Meditationes algebraicaen vuonna 1797 Gottingenin yliopiston
kirjastosta monien muiden kirjojen lisidksi, nelja vuotta ennen Disquisitiones
Arithmeticaen julkaisua.
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