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Esipuhe

Professori Matti Nykiselle kiitos hyvéstd tutkielma-aiheesta ja ohjauksesta. Matin var-
haisimmat ideat olivat saada tutkielma Dijkstran algoritmin toteuttamisesta funktionaa-
lisella ohjelmointikielelld. Aihe rajautui keskusteluissamme suorituskyvyn mittaami-
seen ja mittaamisen tullessa péddaiheeksi funktionaalisuus pédsi unohtumaan. Lopulta
haluttiin vertailla tietorakenteita, joita ei ole mahdollista toteuttaa tehokkaasti funktio-

naalisilla ohjelmointikielill&.

Kuopissa 13. kesdkuuta 2014
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1 Johdanto

Dijkstran algoritmi (Dijkstra, 1959) on julkaisunsa jdlkeen ollut hyvin tunnettu ja mer-
kittavissd midrin tutkimuksen kohteena. Se tarjoaa hyvidn ympiriston testata priori-
teettijonojen toteutuksia (Oberhauser ja Simha, 1995), joista tehokkaimmat perustu-
vat kekorakenteisiin. Dijkstran algoritmi vaatii pdivittdméén tietoa prioriteettijonon
keskeltd, mutta oppikirjoissa (Knuth, 1973; Tarjan, 1983) jitetdlin kekorakenteista
usein huomioitta algoritmin kannalta oleellinen péivittdminen. Téstd on seurannut, et-
tei standardikirjastojen, kuten Java (Oracle, 2011), C (Algorithms-library, n.d.) tai C++
(std::priority_queue, n.d.), kekorakeiden toteutuksissa ole algoritmin toteuttamiseen
tehokasta piivitysoperaatiota. Pdivitysoperaatio kekorakenteeseen voidaan tehokkaasti

toteuttaa kdyttdmalld kahvoja.

Funktionaalisissa ohjelmointikielissd, kuten Haskell (Peyton-Jones, 2003), kahvat ovat
ongelmallisia, silld kahvat ovat osoittimia muistipaikkoihin ja funktionaaliset ohjel-
mointikielet abstrahoivat muistin késittelyn. Tutkielmassa ei esitetd funktionaalista 14-
hestymistapaa ratkaista Dijkstran algoritmi tai kuinka algoritmi ratkaistaan standardi-
kirjastojen avulla, vaan keskitytddn vertaamaan prioriteettijonon toteutuksia rajoittu-

malla rajapintaan, jonka standardikirjastojen keot tyypillisesti toteuttavat.

Prioriteettijonoille esitetiiin toteutus, jolla Dijkstran algoritmi ratkeaisi tehokkaasti il-
man pdivitysoperaation kiyttdd ja mitataan paljonko erilaiset toteutukset resursseja rat-
kaisemiseen kidyttdvit. Tutkielman rajaukseen kuuluvat tietorakenteet, joilla on seki
kahvallinen ettid kahvaton toteutus ja tédstd syystd tutkielmasta on pois jitetty aidosti
funktionaalisia tietorakenteita, kuten Funktionaalinen Brodal-puu (Brodal ja Okasaki,
1996). Tutkielman tavoitteena on selvittda onko kahvattomuudesta kohtuutonta haittaa
Dijkstran algoritmin tapauksessa eli onko kahvattomuus este tehokkaalle funktionaali-
selle Dijkstran algoritmille ja kuinka suuri ero kahvallisten ja kahvattomien prioriteet-
tijonojen vililld on. Tutkielmassa nidytetddn erot sekd teoreettisesti tarkasteltuna ettd
empiirisesti mittaamalla, kun prioriteettijono toteutetaan binéddrikeolla, vasenta suosi-

valla keolla, AVL-puulla, itseisesti kiertyvilld puulla ja Fibonacci-keolla.



Luvussa 2 médritellddn tutkielmassa tarvittavia késitteitd rakenteille ja niiden tilaeh-
doille. Lisdksi esitelldadan Dijkstran algoritmi, ahkerat ja laiskat prioriteettijonot ja ver-
rataan toteuttavien rakenteiden rajapintoja. Luvussa esitelldin my0s laskennan paino-
pistettd siirtivd menetelmd, implisiittinen poistaminen, jonka tarkoitus on siirtdd las-

kentaa useimmin kéytetyltda operaatiolta harvemmin kiytetyille.

Luvussa 3 tarkastellaan prioriteettijonon toteutuksia, implisiittisen prioriteettijonon to-
teutuksia ja sovelletaan implisiittisen poistamisen tekniikkaa my0s hakurakenteisiin,
joissa sitd ei aiemmin ole hyddynnetty. Tutkielmassa esitelldéin seuraavat rakenteet: bi-

nidrikeko, vasenta suosiva keko, AVL-puu, itseisesti kiertyva keko ja Fibonacci-keko.

Luvussa 4 esitellddn aineisto ja ympdaristo mittauksille. Aineisto kootaan satunnais- ja
taydellisen kaltaisista verkoista kolmella painofunktiolla. Mittaukset suoritettiin Java-
virtuaalikoneella Itd-Suomen yliopiston Laskuri 3 -palvelimella ja aiheutuvia virhelidh-

teitd arvoidaan.

Luvussa 5 esitellddn saadut tulokset. Tuloksista ensimméiiseni esitellddn operaatiomii-
riin perustavat tulokset ja suoritusaikojen tuloksia késitelldén nédiden jdlkeen. Raken-

teita verrataan toisiinsa sekd pareittain ettd ryhmissa.

Luvussa 6 tehddidn yhteenveto tutkielmassa esitetyistd asiosta. Lopuksi pohditaan tu-

losten merkittdvyytti ja aihepiirin jatkotutkimusmahdollisuuksia.



2 Mairitelmat

Luvussa esitelldédn tarvittavat miiritelmit, Dijkstran algoritmi ja tarkastellaan prio-
riteettijonorajapinnan toteutustekniikoita. Luku seuraa péddasiassa Tarjanin (1983) ja

Knuthin (1973) kirjoja.

2.1 Verkko, ehdot ja mitat

Tarjanin mukaan verkko G koostuu solmujen joukosta V ja kaarien joukosta E. Jou-
kon E kaari tarkoittaa paria, jossa molemmat alkiot kuuluvat solmujen joukkoon V.
Verkkoa sanotaan suuntaamattomaksi, jos kaikki kaaret joukossa E ovat jdrjestdamdit-
tomid pareja {u,v}, muuten verkkoa kutsutaan suunnatuksi ja parit ovat jirjestet-
tyja (u,v). Verkko G on painotettu, jos kaikille kaarille on méiriteltdvissd funktio
paino(u,v). Vastaavasti solmuille on médriteltdvissd funktioita, kuten yksiloivé funktio
identiteetti(u) tai tirkeyttd merkitsevi funktio prioriteetti(u). Olkoon liséksi avain(u)

muodostettu katenoimalla prioriteetti(u) ja identiteetti(u).

Verkossa on polku p, joka on jono solmuja joukosta V ja jonka perikkiisille jdsenille
u ja v pitee, ettd pari (u,v) kuuluu joukkoon E. Polun paino on kaarien painojen sum-
ma. Polussa on sykli, jos miké tahansa solmu u esiintyy polussa enemmaén kuin yhden
kerran. Solmu v on saavutettavissa solmusta u, jos on olemassa polku solmusta u sol-
muun v. Verkko G on yhtendinen, jos kaikki sen solmut ovat saavutettavissa kaikista

solmuista.

Suuntaamaton, yhtendinen ja sykliton verkko on vapaa puu. Jos yksi solmu vapaasta
puusta valitaan juurisolmuksi tai juureksi, niin puuta kutsutaan juurelliseksi puuksi.
Olkoon puulla juuri 7 ja jokin toinen solmu v. Lisdksi puussa on polku solmusta r
solmuun v ja polulla solmu u. Téll6in r on solmun u esivanhempi ja solmu v on solmun
u jalkeldinen. Jos on olemassa kaari (u,v), niin « on solmun v vanhempi ja solmu v on
solmun u lapsi. Lapsetonta solmua kutsutaan lehdeksi. Vastaavasti solmua, joka ei ole

lehti, sanotaan sisdsolmuksi.



Juurellisen puun solmuilla voi olla mielivaltainen miéri alipuita. Alipuiden lukuméaird
kutsutaan lapsiluvuksi. Juurellista puuta, jonka jokaisen solmun lapsilukua rajoitetaan
jollakin luvulla d, kutsutaan d-puuksi. Erityisesti 2-puuta kutsutaan binddripuuksi. Bi-
nddripuun jokaisella solmulla on korkeintaan kaksi lasta, joita jatkossa kutsutaan va-

semmaksi ja oikeaksi. Lisdksi ne ovat binédérisien alipuiden juuria tai lehtia.

Seuraavaksi méadritellddn juurellisen puun solmuille syvyys, korkeus ja mataluus. Maa-
ritelldén, ettd juuren syvyys on O ja solmu v vanhempaansa yhden yksikon verran sy-
vemmailld. Syvyys merkitsee kaarten lukuméirdd polulla solmusta juureen. Bindéri-

puuta kutsutaan tdydeksi, jos kaikki lehdet ovat samalla syvyydella.

Mairitellddn, ettd lehden korkeus on O ja solmu v on korkeinta lastaan yhden yksikon
verran korkeammalla. Solmun korkeus merkitsee suurinta kaarten lukumééréaa polulla

solmusta lehteen. Lisédksi puun korkeus voidaan mééritelld juuren korkeutena.

Mairitelldén, ettd lehden mataluus on 0O ja solmun v mataluus on yhden yksikén suu-
rempi kuin pienin lapsien mataluuksista. Mataluus merkitsee pienintd kaarten luku-

madrid polulla solmusta lehteen.

Seuraavaksi madritellddn bindériselle puulle rekursiivisia ehtoja: hakuehto, prioriteet-
tiehto, tasapainoehto ja suosivuusehto. Bindirinen puu on binddrihakupuu, jos puun
solmut tdyttdviat hakuehdon. Hakuehtoa varten méaaritaan lasten jirjestys: solmun va-
semman lapsen avain on pienempi kuin solmun avain ja oikean lapsen avain suurempi

kuin solmun avain, sellaisten solmujen tapauksessa, joilla on lapsia.

Mairitelldén, ettd solmussa on voimassa hakuehto, kun solmun lapset ovat jirjestyk-
sessd ja solmun lapset noudattavat hakuehtoa. Lapseton solmu on hakuehdon mukainen

aina ja yksilapsinen solmu on hakuehdon mukainen, jos lapsen jirjestys on voimassa.

Hakuehdosta seuraa, ettd juurellisen puun pienimmén avaimen 10ytdmiseksi on kul-
jettava polku juuresta jirjestysrelaation pienimmin solmun osoittamaan suuntaan ja
suurimman avaimen 1oytamiseksi pdinvastaiseen suuntaan. Hakuehdollisen juurellisen

puun kaikki solmut ovat haettavissa avaimen arvolla.



Hakuehtoa 16yhempi jérjestely tapa on prioriteettiehto. Prioriteettiehtoa varten tarvi-
taan priorisoituneisuus. Solmu on maksimipriorisoitunut, jos sen lapsien prioriteettien
arvot ovat pienempii kuin solmun prioriteetti. Miiritelldén prioriteettiehto, jonka mu-
kaan solmu on priorisoitunut ja sen lapset ovat prioriteettichtoisia. Tdstd seuraa, ettd
solmun lapsien prioriteetit ovat pienempid kuin solmun itse ja, ettd juurisolmu on prio-

riteetiltaan suurin.

Prioriteettiehto tunnetaan kirjallisuudessa kekoehtona (eng. heap condition) ja usein
puhutaan rakenteessa solmujen avaimista, jolloin avaimen arvo sisdltdd prioriteetin.
Kéytdnnossd on tilanteita, joissa priorisoituminen pitdd kddntdd toiseen suuntaan eli

minimipriorisoitumiseksi.

Tasapainoehtoja voidaan méérité ainakin korkeuden, painon (Knuth, 1973) ja mataluu-
den (Haeupler et al., 2009) perusteella. Tarkastellaan tasapainoehtoa korkeuden mu-
kaan binddripuussa médrittelemaélld tasapainotila. Tasapainotila on solmun vasemman

lapsen ja oikean lapsen korkeuksien erotus.

Mairitellddn AVL-tasapainoehto (Knuth, 1973), ettd solmun tasapainotilan itseisarvo
on rajoitettu arvoihin 0 ja 1 sekéd lisdksi solmun lapset ovat AVL-tasapainoehtoisia.
AVL-ehdosta seuraa, ettd puun korkeus on rajoitettu logaritmiseksi solmujen maéardan

niahden.

Bindéripuu suosii vasenta haaraa, jos vasemman lapsen mataluus on vihintdén yhtd
suuri kuin oikean lapsen mataluus. Médritelldin suosivuusehto, ettd solmu suosii va-
senta haaraa ja sen lapset ovat suosivuusehtoisia. Suosivuus tarkoittaa, ettd polut kaar-
ten madrdlla mitaten voivat olla puun suositussa haarassa pidempié kuin toisessa haa-

rassa.

Tietorakennetta kutsutaan konsistentiksi, jos se tiyttdd sitd kuvaavat ehdot. Tietoraken-
netta kutsutaan ahkeraksi, jos sen kaikki alkiot ovat miiritellyssd konsistentissa tilassa
jokaisen operaation jidlkeen. Vastavasti, jos tietorakenne ei ole ahkera, sitd kutsutaan
laiskaksi. Laiska rakenne voidaan palauttaa tarvittaessa konsistenttiin tilaan, mutta jo-

kaisen operaation jdlkeen ndin ei ole. Tietorakennetta kuvaavat ehdot voivat rikkoutua,



kun tietorakenteen tietoja lisdtdén, pdivitetdin tai poistetaan. Tietorakennetta kuvaavat
ehdot voidaan palauttaa, kun rakenteen rikkoutuneen ehdot korjataan sopivilla algorit-

meilla.

2.2 Algoritmit

Bindéripuu voidaan lapikdyda esi-, sisd- tai jdilkijirjestyksessd. Jarjestykset kiyvit il-
mi proseduurista BINAARIPUUN LAPIKAYNTI (Algoritmi 1) (Tarjan, 1983). Solmussa
kdynnissi esijdrjestyksessi kidskyt suoritetaan ennen lapsissa kdyntid, sisdjarjestykses-
sd niiden vilissd ja jdlkikdynnissd niiden jilkeen. Vastaavasti kdidnteisen jarjestyksen
saa vaihtamalla lasten jérjestyksen proseduurissa. Eritoten hakupuussa avaimet ovat
jdrjestettyji, joten niiden tulostaminen sisédjirjestyksessd tuottaa tulosteen, jossa avai-

met ovat jirjestyksessi.

Algoritmi 1 Algoritmirunko esi-, sisi- ja jilkijdrjestyksille.
1: procedure BINAARIPUUN LAPIKAYNTI(Solmu u)
2 if u on lehti then
3 return /* Lehdelld ei ole lapsia */
4: end if
5: /* Esijdrjestyksen kdskyt */
6
7
8

BINAARIPUUN LAPIKAYNTI(vasen(u))
/* Sisdjdrjestyksen kdskyt */
: BINAARIPUUN LAPIKAYNTI(oikea(u))
9: /* Jdlkijérjestyksen kdskyt */
10: end procedure

Algoritmien aika- ja tilavaativuutta pyritddan arvioimaan asymptoottisilla kertaluokilla.
Arvioinnin tarkoitus on hahmottaa, mitd kertaluokkaa algoritmin suorittamiseen kdy-
tettdvd aika tai tila olisi suhteessa syotteen suuruuteen. Asymptoottisyys tarkoittaa, et-
td aikavaativuus lihenee laskettua arvoa syotteen midrdn suurentuessa ja kertaluokka
tarkoittaa, ettd kiinnostuksen kohteena on itse suhdefunktio f(n). Tulokseksi saatuja

kertaluokkia vertaillaan asymptoottisella notaatiolla:

e O(f(n)) Enintddn samaa kertaluokkaa kuin f(n).

e O(f(n)) Tdasmilleen samaa kertaluokkaa kuin f(n).



e Q(f(n)) Vihintddn samaa kertaluokkaa kuin f(n).

Esimerkiksi proseduurin BINAARIPUUN LAPIKAYNTI (Algoritmi 1) aikavaativuus
voidaan perustella lyhyesti. Oletetaan, ettd vilissd tehtidvit kidskyt ovat aikavaativuu-
deltaan O(1). Jos algoritmi kiy ldpi kaikki n solmua ja tekee tismilleen kerran esi-,
sisé- tai jalkikdynnin késkyt, niin aikavaativuus on ®(n). Koska O(n) ei ole suurempaa
kertaluokkaa kuin ®(n), niin jatkossa yksinkertaistetaan tarkastelua kéyttamailld vain

tarpeeksi tarkkaa vertailua O(n).

Téssd tutkielmassa tarkastellaan péadsddntoisesti pahimman tapauksen aikavaativuuk-
sia, mutta tdstd huolimatta jotkin aikavaativuudet ilmoitetaan ldhteidensd mukaan fa-
sattuina aikavaativuuksina (Sleator ja Tarjan, 1985; Fredman ja Tarjan, 1987). Tasat-
tu aikavaativuus tarkoittaa, ettd yksittdiset operaatiot saattavat ylittdd keskimidrdisen
aikavaativuuden, mutta tarkastelemalla suurta syotteen kokoa ja operaatioiden sarjaa
keskimiérdinen operaation aikavaativuus on tuota mainittua kertaluokkaa. Tasattu ai-
kavaativuus kertoo algoritmista enemmin silloin, kun pahimman tapauksen aikavaati-

vuus kuvaa algoritmia huonosti.

Proseduuri BINAARIPUUN LAPIKAYNTI (Algoritmi 1) yleistyy myds muihin puura-
kenteisiin, mutta kun puun sijasta ldpikdydédin verkkoa, niin ldpikdyntiin sopii pa-
remmin leveys- tai syvyyssuuntainen ldpikdynti. Proseduuri VERKON LAPIKAYNTI
(Algoritmi 2) esittidd algoritmirungon verkon leveys- ja syvyyssuuntaiseen ldpikdyn-
tiin. Algoritmissa kéytettivi tilavaativuudeltaan O(n) apurakenne jono tai pino muut-
taa algoritmin toimintaa seuraavasti. Jos apurakenne Q on jono, niin ldpikédynti tapah-
tuu leveyssuuntaisena ja apurakenteen ollessa pino syvyyssuuntaisena. Algoritmin ai-
kavaativuus on O(m + n), jossa m on verkon kaarten méird ja n on verkon solmujen
miiri, jos apurakenteeseen lisdiiminen ja ensimmadisen poistaminen seké lidpikdynnin

kiskyt ovat aikavaativuudeltaan O(1).

Dijkstran (1959) mukaan lyhimpien polkujen ongelmassa tarkastellaan yhtendistd ja
positiivisesti painotettua verkkoa, jossa on n solmua ja m kaarta. Siind ongelmana on

16ytdd yhdestd solmusta u ldhtevit lyhimmét polut verkon muihin solmuihin.



Algoritmi 2 Algoritmirunko leveys- ja syvyyssuuntaiselle lapikdynnille.

1: procedure VERKON LAPIKAYNTI(Solmu u)
2 Apurakenne Q
3 LISAA uUSI(Q,u)
4 repeat
5: v <— POISTA ENSIMMAINEN(Q)
6 /* Lipikdynnin solmua v kdsittelevdit kdskyt */
7 for w € vierussolmu(v) do
8 /* Lapikdynnin kaaria (v,w) kdsittelevdit kdaskyt */
9 if w ei ole merkitty kidydyksi then
10: merkitddn w kdydyksi
11: LISAA uusi(Q,w)
12: end if
13: end for

14: until Q on tyhji
15: end procedure

Dijkstran esittdmai ratkaisu lyhimpien polkujen ongelmaan tunnetaan Dijkstran algo-
ritmina. Alkuperiisessd (Dijkstra, 1959) algoritmissa esitelldin kéytettaviksi kolmea
kaarten ja kolmea solmujen joukkoa, joiden operaatiot oletetaan olevan aikavaati-
vuudeltaan O(1). Télld tavoin ongelmalle on saatu laskettua aikavaativuuden alaraja
O(m+n), johon pédstddn suunnatuilla ja syklittomilld verkoilla. Seuraavassa tarkas-
teellaan mukautettua Tarjanin (1983) versiota Dijkstran algoritmista (Algoritmi 3), jo-
ka on suunniteltu yleisemmille (sallii syklit), mutta positiivisesti painotetuille verkoil-

le.

Proseduuri LYHIMMAT ETAISYYDET (Algoritmi 3) ratkaisee verkon (V,E) yhdesti
ldhtosolmusta u lyhimmit etdisyydet muihin solmuihin sanakirjarakenteeseen matka.
Algoritmi pitdd muistissa lyhinti 10ytynyttd etdisyyttd kuhunkin solmuun minimiprio-
riteettijonossa Q ja algoritmin suoritus koostuu kahdesta vaihdeesta. Ensimméisessé
vaiheessa alustetaan kaikki etdisyydet arvolla o, koska solmuihin ei ole tunnettua etii-
syyttd. KédytdnnOssd arvoksi oo riittdd sellainen luku, joka on suurempi kuin kaikkien
kaarien paino(v,w)-funktion arvojen summa. Liséksi etdisyys ldhtosolmuun nollataan
ja prioriteettijonoon lisédtddn vain ldhtosolmu prioriteetilla 0. Toinen vaihe, joka ratkai-

see ongelman, koostuu kahdesta sisdkkdisesti silmukasta, jotka esitelldédn seuraavaksi.

Ulommassa silmukassa tarkastellaan solmua v, joka on lyhimmén 16ydetyn polun pii-



Algoritmi 3 Proseduuri, joka mukailee Tarjanin versiota Dijkstran algoritmista.

procedure LYHYIMMAT ETAISYYDET(Verkko (V,E), Solmu u, Etiisyy-
det matkall..n])
Minimiprioriteettijono Q
forveVdo
matkalv] < oo
end for
matkalu] < 0
LiSAA uusi(Q, (u,0))
repeat
v < POISTA TARKEIN(Q)
for w € vierussolmu(v) do
pituus,ys <— matkalv] + paino(v,w) > uusi matka
DItUUS ,qnha <— matkalw) > vanha matka
if pituus,qnp, = o then
LISAA uus1(Q, (w, pituus,ys;))
matka[w| < pituus,s;
else if pituus,,;; < pituus,q,,, then
PAIVITA PRIORITEETTI(Q, (W, pituus,ys;), (W, pituts,anha))
matka|w| < pituuss;
end if
end for
until O on tyhji
end procedure




tepiste. Jokaisella kierroksella prioriteettijonosta poistetaan lyhintd etdisyyttd vastaa-
va solmu operaatiolla POISTA TARKEIN. Solmua, joka on poistettu, ei koskaan lisi-
td prioriteettijonoon uudestaan ja kaikki ldhtosolmusta u saavutettavat solmut lisitddn

kertaalleen prioriteettijonoon, josta seuraa, ettd silmukkaa suoritetaan n kertaa.

Sisemmissi silmukassa tarkastellaan solmusta v 1dhtevid kaaria (v, w). Lasketaan uusi
etdisyys pituus,,si = matkalv] + paino(v,w), jossa paino(v,w) on kaareen (v,w) liit-
tyvi painofunktio ja asetetaan vanha etdisyys muuttujaan pituus,q,n, = matka[v]. Jos
kaaren pédtepisteeseen w ei ennestdédn vienyt polkua eli vanha etédisyys on oo, niin prio-
riteettijonoon Q lisdtddn operaatiolla LISAA UUSI solmu w prioriteetilla pituus,, ;. Jos
uusi etdisyys on lyhyempi kuin vanha eli pituus,,si < pituus,qnnq, niin paivitetddn prio-
riteettijonossa Q solmun w prioriteteetti arvosta pituus, ;p, arvoon pituus,,; operaa-
tiolla PATVITA PRIORITEETTI. Uuden etdisyyden ollessa vanhaa lyhyempi péivitetdin
my0s matka-muuttuja matka[w| = pituus,,;;. Jokaiseen solmuun liitetyt kaaret (vie-
russolmut) kdydiin vain kerran ldpi, joten silmukkaa suoritetaan yhteensid m kertaa.

Algoritmin lopuksi yhtendisessid verkossa kaikkilla solmuilla on jokin matka[w] # ee.

Proseduurista LYHIMMAT ETAISYYDET (Algoritmi 3) saadaan edellytykset vaatia
prioriteettijonolta operaatioita POISTA TARKEIN, LISAA UUSI ja PAIVITA PRIORI-
TEETTI. Operaatioita POISTA TARKEIN ja LISAA UUSI kutsutaan n kertaa ja operaatio-
ta PAIVITA PRIORITEETTI kutsutaan korkeintaan m — n kertaa. Aikavaativuus riippuu

siis paljolti operaation PAIVITA PRIORITEETTI toteutuksesta.

Jos oletetaan, ettd solmujen vililld on korkeintaan yksi kaari, niin Dijkstran algoritmi
rajaa lopputulokseen vaikuttavien kaarien méirii seuraavasti. Kaaria, jotka osoittavat
jo késiteltyyn solmuun ei kisitelld operaatiolla PAIVITA PRIORITEETT], silld polku jo
kisiteltyyn solmuun on jo lyhyempi kuin myohemmin késiteltdvin kaaren kautta kul-
keva polku. Sama pitee kasiteltdaville solmulle itselleen, eli solmusta kaaria solmuun

itseensd Dijkstran algoritmi ei késittele. Talloin kaarien lukumééri

nz—n

m=-——¢ O(n?), jossa n on solmujen lukumiiri.
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Andrew Goldbergin ja Robert Tarjanin (1996) mukaan kédytannossi suurelle osalle eri-

laisia verkkoja operaation PATVITA PRIORITEETTI toistokertojen lukuméari
m
M € O(nlog(1+—)),
n

jossa n on solmujen ja m kaarien lukuméérd. Dijkstran algoritmin prioriteettijonon péi-
vityskertojen lukumaééri voi olla vihemmén kuin verrannollinen kaarien lukuméériin.
Operaatio PAIVITA PRIORITEETTI ei yksinddn dominoi suoritusaikaa, jos aikavaati-

vuus on samaa luokkaa kuin operaatioilla LISAA UUSI ja POISTA TARKEIN.

Lyhimpien polkujen ongelman voi ratkaista kidyttdmilld proseduuria VERKON LAPI-
KAYNTI (Algoritmi 2) pohjana ja pitdd muistissa mahdollisesti useita 10ytyneitd etdi-
syyksid kuhunkin solmuun. Proseduuri LYHIMMAT POLUT TOISIN (Algoritmi 4) on
lyhimpien polkujen I6ytdmiseen muokattu versio verkon ldpikdynnistd apurakenteen
ollessa minimiprioriteettijono implisiittiselld poistolla. Algoritmi eroaa Dijkstran al-
goritmista operaation PAIVITA PRIORITEETTI puuttumisena, misti seuraa, ettd operaa-
tiota LISAA UUSI kutsutaan m kertaa ja operaatioita POISTA TARKEIN 7 kertaa, kun se
palauttaa vain aiemmin poistamattomia solmuja eli implisiittisesti poistaa etdisyyksid
solmuihin w, joille matka[w| < matkav]. Tdhin tarkoitukseen tarvitaan implisiittisen
poistamisen prioriteettijonoja, jotka hoitavat poistamisen sisdisesti — rajapinnan sisi-

puolella.

2.3 Rajapinnat

Tarjanin (1983) mukaan J. W. J. Williams, kekolajittelun keksija, kéytti termid keko
(heap) varsinaisesta lapsiluvultaan luvulla d rajoitetusta ja kekoehtoisesta puuraken-
teesta, joka tunnetaan nykyisin d-kekona. Knuthin (1973, luku 5.2.3) mukaan priori-
teettijono on pinon ja jonon tapainen abstrakti tietorakenne, jonka voi d-keolla tehok-
kaasti toteuttaa. Kirjallisuudessa esiintyy keko ja prioriteettijono myds muissa merki-
tyksissd ja varsinkin keko-sana saattaa merkitd mitd tahansa prioriteettiehtoista (ke-

koehtoista) rakennetta ja siihen liitetdan myos kaikki informaatio, joka prioriteettijo-
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Algoritmi 4 Proseduuri, joka on muokattu verkon lidpikédynti algoritmista.

procedure LYHIMMAT ETAISYYDET TOISIN( Verkko (V,E), Solmu u, Etiisyy-
det matkall..n])
Minimiprioriteettijono implisiittiselld poistolla Q
forveVdo
matka[v] < oo
end for
matkalu] < 0
L1SAA uusi(Q, (u,0))
repeat
v <— POISTA TARKEIN(Q)
for w € vierussolmu(v) do
pituus,,s; < matkalv] + paino(v,w) > uusi matka
PituuS,gupg < matkalw] > vanha matka
matka[w| < pituus, s
if pituus,,si < pituus,,n, then
LISAA UUsSI(Q, (w, pituus,s;))
end if
end for
until O on tyhji
end procedure

non toteuttamiseen tarvitaan. Jatkossa keko merkitsee varsinaista prioriteetiltaan jér-
jestettyd rakennetta ja muu prioriteettijonossa hyddynnettidva informaatio nimetédén tar-

peen tullen.

Jatkossa prioriteettijonolla tarkoitetaan minimiprioriteettijonoa, jossa priorisoidaan
poistojirjestys pienimmin prioriteetin mukaan. Sekaannusten vélttimiseksi verkon
solmuista kédytetddn nimed solmu ja prioriteettijonon, joka on puurakenne, solmuista
kiytetddn nimed alkio. Usein tarkasteltaessa kekorakennetta alkion attribuutit priori-
teetti ja avain samaistetaan, varsinkin nimellisesti. Alkioiden vertailulla tarkoitetaan
niiden prioriteettien vertailua. Jos rakenne on hakurakenne, niin kiytetidin avaimia, jo-

ten alkioiden vertaileminen tarkoittaa niiden avaimien vertailemista.

Edellisessd luvussa havaittiin, ettd Dijkstran algoritmissa prioriteettijonolta vaadittavat
proseduurit ovat LISAA UUSI, POISTA TARKEIN ja PAIVITA PRIORITEETTI. Kun ke-
ko toteuttaa prioriteettijonon lisddmisen ja poistamisen, se voidaan yleensi tehdd keon

oman rajapinnan operaatiolla tehokkaasti. Niistd poiketen alkion prioriteetin péivitti-

12



Kuva 1: Prioriteettijonon rajapinta, hakurakenteella.

minen ei kuulu kekorakenteen rajapintaan, silli se edellyttdd alkion paikan tuntemista
keon ulkopuolelta kisin tai aikavaativuudeltaan O(n) haun tekemistd keossa, joka ei
puolestaan ole tehokasta. Prioriteettijonon rajapinta paketoi tietorakenteen ja sen omi-
naisuuksien toteuttamiseen tarvittavat tiedot. Tarkastellaan seuraavaksi prioriteettijo-

non toteuttavien rakenteiden rajapintoja.

Kuvassa 1 on prioriteettijono, jonka rajapinnassa on proseduurit LISAA UUSI, POISTA
TARKEIN ja PAIVITA PRIORITEETTI. Proseduurit LISAA UUSI ja POISTA TARKEIN
kisittelevit rakennetta, joten ne on kuvattu myos rakenteen rajapintaan. Proseduuri
PAIVITA PRIORITEETTI on kuvattu kutsuvan proseduureja LISAA UUSI ja ETSI JA

POISTA. Proseduuri ETST JA POISTA poistaa etsityn alkion rakenteesta.

Hakuehtoisessa rakenteessa voidaan hakea miké tahansa alkio. Tédlloin PAIVITA PRIO-
RITEETTI voidaan tehokkaasti toteuttaa, vaikka poistamalla vanhaa avainta vastaava
alkio (ETSI JA POISTA) ja lisddmilld uusi toiseen paikkaan (LISAA UUSI), jolloin pro-

seduurin toteuttamiseen ei vaadita lisdinformaatiota.

Jos rakenteessa on voimassa hakuehdon sijaan kekoehto, ei mielivaltaista alkioa voida

etsid ja poistaa tehokkaasti. Proseduuri PAIVITA PRIORITEETTI voitaisiin tehdd péi-
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Kuva 2: Prioriteettijonon rajapinta, implisiittisesti kahvoja hyddyntédvilld rakenteella.

vittdmilld alkion prioriteetti, jos alkion etsimistd voisi nopeuttaa kiyttdmalla lisdinfor-
maatiota, joka osoittaisi missd kohdassa rakennetta etsittdva alkio on milloinkin algo-
ritmin suorituksen aikana. Téllaista tiedonosoittamiseen perustuvaa tekniikkaa kutsu-
taan kahvoiksi. Kahvoja tarvitaan yksi jokaista solmua kohti eli tilavaativuus on O(n),
mutta jokaisella kahvalla piistddn suoraan késiksi tarvittavaan alkioon eli yksittdisen

kahvan aikavaativuus on vain O(1).

Kuvassa 2 on prioriteettijono, jonka rajapinnassa on proseduurit LISAA UUSI, POISTA
TARKEIN ja PAIVITA PRIORITEETTI. Proseduurit LISAA UUSI ja POISTA TARKEIN
kisittelevit kekoa ja siksi ne on kuvattu myds keon rajapintaan. Proseduuri PAIVITA
PRIORITEETTI kisittelee kekoa, mutta tarvitsee kahvoja nopeaan pidsyyn rakenteeseen
ja siksi se on kuvattu enemmain kahvoihin kohdistuvaksi. Kaksisuuntainen nuoli kertoo,

ettd kaikki kekoon tehtidvit muutokset pitdd péivittdd myos kahvoihin.

Kompromissina edelld esitettyistd toteutuksista voidaan pitdad tekniikkaa, jota kutsu-
taan implisiittiseksi poistoksi (Tarjan, 1983). Idea on tallentaa implisiittiseen eli sisii-
seen kdyttoon rajapinnan sisdpuolelle tietoa onko alkiota vastaava solmu jo poistettu

rakenteesta eli onko alkio lopputuloksen kannalta oleellinen vai epdioleellinen.
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Kuva 3: Prioriteettijonon rajapinta, implisiittisen poiston toteuttavalla rakenteella.

Kuvassa 3 on prioriteettijono, jonka rajapinnassa on proseduurit LISAA UUSI, PAIVI-
TA PRIORITEETTI ja POISTA TARKEIN. Proseduurit LISAA UUSI ja PAIVITA PRIO-
RITEETTI kisittelevit kekoa, mutta ei oleellisuustietoja. Proseduuri POISTA TARKEIN
paivittidd poistoa kohti yhden arvon oleellisuustietoa (pieni nuoli ylospdin), mutta hyo-

dyntdd sitd paljon kisiteltdessd kekoa (suuri nuoli alaspdin).

Implisiittisen poistamisen tekniikka perustuu laiskaan poistamiseen eli mielivaltaisen
poistamisen (ETSI JA POISTA) lykkdidmiseen. Jos rakenteen kokoaminen osarakenteita
yhdistdmélld on tehokasta, niin poiston yhteydessd (POISTA TARKEIN) rakennetaan
rakenne osarakenteistaan uudelleen. Poiston yhteydessd vastaan tulevia epioleellisia

alkioita ei uuteen rakenteeseen yhdistetd, vaan ne poistetaan.

Proseduuri PAIVITA PRIORITEETTI toimii samoin kuin proseduuri LISAA UUSI eli se
lisdd rakenteeseen uuden alkion aikaisempien alkioiden liséksi. Yhdistettyné laiskaan
lisddmiseen, joka voidaan suorittaa aikavaativuudella O(1), siirtyy laskentataakkaa li-
saamisestd poistamiseen. Laiskasta poistamisesta ja yliméardisistd lisddmisistd seuraa,

ettid rakenteeseen jdi ep#oleellisia alkioita. Tdlloin rakenteen tilavaativuus on O(m).

Tekniikka mahdollistaa proseduurin LYHIMMAT ETAISYYDET TOISIN (Algoritmi 4,
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siva 12) kdyttdmisen ja saattaa nopeuttaa algoritmeissa, joissa poistoja tulee huomat-
tavasti lisdyksid vihemmain, kuten Dijkstran algoritmin joissain tapauksissa. Tutkiel-
massa selvitetidiin, missd tapauksissa tekniikkaa kannattaa hyddyntédd ja missd méérin

siitd koituu haittaa.
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3 Prioriteettijonon toteutukset

Téssid luvussa kisitellddn prioriteettijonon toteuttamista muutamalla eri tavalla. Tarkas-
telun alla ovat bindérisiin puihin perustuvia perusrakenteita ja kehittyneempéi binomi-
puuta edustaa Fibonacci-keko. Rakenteista kdytetddn seuraavia vapaasti suomennettuja

nimié:

Bindidrikeko (eng. binary heap)

Vasenta suosiva keko (eng. leftist heap)

AVL-puu (eng. AVL tree)

Itseisesti kiertyvdi puu (eng. self-adjusting tree, splay tree)

Fibonacci-keko (eng. Fibonacci heap)

Rakenteiksi on valikoitunut kirjava joukko keko- ja hakurakenteita. Rakenteet edusta-
vat aikavaativuuksiltaan jotkin tarkkoja ja toiset tasattuja. Rakenteita kdytetdén poh-
jana implisiittisen poiston prioriteettijonon toteutuksissa, joita vertaillaan sekd keske-

nédn ettd pareittain ahkeran version kanssa.

Binddrikeosta ei saada implisiittisen poiston versiota, koska ei ole tunnettua tehokasta
tapaa yhdistdd binddrikekomaisia osarakenteita. Sen sijaan binddrikeosta tarjotaan seké
taulukoitu ettd linkitetty versio, silld muut vertailevat algoritmit toimivat vain linkite-

tysti.

Kuvassa 4 on implisiittisen poiston prioriteettijonolle tdsséd tutkielmassa kiytettdva
puskuroitu toteutus. Puskurointi tekee rakenteesta laiskan. Rakenteeseen liittyvét tiedot
ovat alkioiden oleellisuus, uusien alkioiden pino, alkioiden lukuméiri eli koko ja tie-
torakenteen juuri. Prioriteettijonon rajapinnan operaatioista LISAA UUSI ja PAIVITA
PRIORITEETTI viittaavat proseduuriin LISAA TALTEEN. Ainut implisiittisen poiston
rakenteissa muuttuva asia, operaatio POISTA TARKEIN, késitellddn rakennekohtaisesti
myOhemmin. Seuraavaksi esitelldéin proseduuri LISAA TALTEEN, jotta sitd ei tarvitse

kiyda 1dpi jokaisen rakenteen kohdalla erikseen.
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Kuva 4: Implisiittisen poiston prioriteettijonon toteutus.

Proseduuri LISAA TALTEEN (Algoritmi S) vastaa laiskaa lisddmistd. Aluksi merkataan
rakenteessa oleva tieto vanhentuneeksi sen oleellisuutta muuttamalla. Proseduuri pitidi
pinon pienimmén alkion pinon péélléd, koska uusimman alkion prioriteetti voi olla pie-
nempi kuin pienin rakenteessa oleva. Muilla pinon alkioilla ei ole jéarjestystd. Laiska

lisddminen on siis aikavaativuudeltaan vakio O(1).

Algoritmi 5 Proseduuri laiskaan lisddmiseen.O(1)

procedure LISAA TALTEEN(Prioriteettijono (pino,koko,oleellisuus), Alkio u)
Merkataan oleellisuus|identiteetti(u)] epdoleelliseksi.
koko < koko + 1
if Pinossa pino ei ole jasenid then > pino = null
pino <—u
else if prioriteetti(u) < prioriteetti(pino) then > u pinon péille
alla(u) < pino
pino <—u
else > u pinon toiseksi
alla(u) < alla(pino)
alla(pino) < u
end if
end procedure

Seuraavissa aliluvuissa perehdytdin yksityiskohtaisesti keko- ja hakurakenteiden to-

teutuksiin. Aliluvut koostuvat operaatioiden LISAA UUSI, PAIVITA PRIORITEETTI ja
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Kuva 5: Binéddrikeon rakenne.

POISTA TARKEIN toteutusten selittimisestd ja joidenkin aikavaativuuksien ja konsis-

tettisuuksien perusteluista.

3.1 Binairikeko

Tarjanin (1983) mukaan d-keolla tarkoitetaan kekoehdollista d-haaraista puuta, johon
lisdiminen ja poistaminen tehddén tasojdrjestyksessd. Tasojirjestys on sama kuin le-

veyssuuntaisen ldpikdynnin jirjestys d-puuta lapikdydessi.

3.1.1 Taulukoituna

Tissd luvussa on kaksikantainen sovitus Tarjanin (1983) d-kekoalgoritmeista lisdttyné
kahvojen kiytoll4 ja prioriteetin pdivittamiselld. Kuvassa 5 on binédérikeon rakenne, jo-
ka toteuttaa prioriteettijonon rajapinnan. Bindirikeosta tiedetdén keko|l..n], alkioiden
miérd koko ja kahvat[1..n|. Operaatiosta LISAA UUSI vastaa LISAA JA NOSTA, ope-
raatiosta PAIVITA PRIORITEETTI vastaa KORVAA JA NOSTA ja operaatiosta POISTA

TARKEIN vastaa POISTA JA LASKE.
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Kuva 6: Lisddminen ja poistaminen bindérikeossa.

Kuvassa 6 on 10-solmuinen binéérikeko. Siniset nuolet kuvaavat proseduurin LISAA
JA NOSTA mahdolliset vaihdot uuden alkion noustessa mahdollisimman ylds puussa.
Sitd vastoin, kun rakenteesta poistetaan tirkein eli alkio indeksistd 1 ja se korvataan
pohjimmaisella eli alkiolla indeksista 10, punaiset nuolet kuvaavat proseduurin POISTA

JA LASKE vaihdot tapauksessa, jossa kuvan alkioiden indeksit olisivat prioriteetteja.

Proseduurilla LISAA JA NOSTA (Algoritmi 6) on kuvattu alkion lisddminen biniiri-
kekoon. Kekoon lisddiminen tehdddn keon pohjalle, josta alkio nostetaan oikealle si-

joilleen prioriteettiinsa nihden. Kekoehto korjataan proseduurissa NOSTA (Algoritmi

7).

Algoritmi 6 Proseduuri alkion lisdédminen ja kekoehdon korjaaminen nostamalla.

O(log, koko)
procedure LISAA JA NOSTA(Biniérikeko (keko[l..n], kahvat[1..n], koko), Alkio u)
koko < koko + 1 > 0<koko<n

keko[koko| < u
kahvat [identiteetti(u)] < koko
if 0 < |koko/2| then
NoOSTA((Q,H), koko)
end if
end procedure
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Proseduuri NOSTA (Algoritmi 7) tarkastelee jokaista vaihtoa kohti yhden alkion ja
jokainen vaihto kasvattaa alkion korkeutta yhdelld. Kekoehto korjataan vaihtamalla
proseduurilla VAITHDA (Algoritmi 8) alkio vanhempansa kanssa toistuvasti, kunnes

kekoehto on voimassa.

Algoritmi 7 Proseduuri kekoehdon korjaamiseen nostamalla. O(log, koko)

procedure NOSTA(Binidrikeko (keko[l..n],kahvat|[1..n]), Indeksi i)
p<li/2]
while p # 0 and prioriteetti(keko[i]) < prioriteetti(keko|p]) do
VAIHDA ((keko, kahvat), p,i)
i< p
p < li/2]
end while
end procedure

Proseduuri VATHDA (Algoritmi 8) saa kaksi indeksid parametrinaan. Proseduuri vaih-

taa indeksejd vastaavien alkioiden kahvat ja sisdllot keskendén.

Algoritmi 8 Proseduuri alkioiden keskindiseen vaihtamiseen. O(1)

procedure VAIHDA (Bindirikeko (keko[l..n|,kahvat[1..n]), Indeksi a, Indeksi b)
kahvat[a),kahvat [b] < b,a
keko[a|, keko[b] < keko[b], kekolal

end procedure

Proseduurilla KORVAA JA NOSTA (Algoritmi 9) kuvataan proseduuri alkion prioritee-
tin pdivittimiseen. Alkion prioriteetin pienentimiseksi tulee ensiksi etsid alkio raken-
teesta. Kahvan indeksoimassa paikassa olevan alkion prioriteetti pdivitetdén uuteen ar-
voon ja mahdollinen kekoehdon rikkoutuminen korjataan kuten lisdamisen tapauksessa

proseduurilla NOSTA.

Proseduurilla POISTA JA LASKE (Algoritmi 10) kuvataan tirkeimmaén alkion poista-
minen keosta ja kekoehdon korjaaminen sen jilkeen. Keon pééllimméiinen alkio on
prioriteetiltaan pienin ja keolle saadaan uusi juuri keon perimmaéisimmistéd alkiosta.

Kekoehto korjataan proseduurilla LASKE (Algoritmi 11).

Proseduuri LASKE tarkastelee jokaista vaihtoa kohti korkeintaan kaksi alkiota ja jo-

kainen vaihto kasvattaa alkion syvyyttd yhdelld, kun pienempi tarkastelluista alkiosta
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Algoritmi 9 Proseduuri alkion prioriteetin korottamiseksi ja kekoehdon korjaamiseksi.
O(log, koko)

procedure KORVAA JA NOSTA(Bindidrikeko (keko[l..n|,kahvat[l..n],koko), Al-
kio u, Alkio v)

i < kahvat|identiteetti(u)]

prioriteetti(kekoli]) <— prioriteetti(u)

if 0 < |i/2] then

NosSTA((Q,H),i)

end if

end procedure

Algoritmi 10 Proseduuri tirkeimmin alkion poistamiseen keosta ja kekoehdon korjaa-
miseen laskemalla. O(log, koko)

procedure POISTA JA LASKE(Biniérikeko (keko[l..n],kahvat[1..n], koko))
vastaus < keko|1]
kahvat [identiteetti(vastaus)] — oo
keko[1] < keko[koko|
kahvat|identiteetti(keko[1])] < 1
keko[koko| < null
koko < koko — 1
if 1 < koko then

LASKE((Q,H),1)

end if
return vastaus

end procedure
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vaihdetaan laskettavan alkion kanssa. Kekoehto korjataan vaihtamalla alkio toistuvas-
ti prioriteetiltaan pienimmaén lapsen (vasemman tai oikean) kanssa, kunnes kumpikaan

lapsi ei riko kekoehtoa.

Algoritmi 11 Proseduuri kekoehdon korjaamiseen laskemalla. O(log, koko)

procedure LASKE(Bindirikeko (keko|l..n],kahvat|1..n],koko), Indeksi i)
Indeksi j > j on lapsen indeksi, jos alkiolla on lapsi
pj =min{p;, pai, p2i+1},jossa pj = prioriteetti(keko|j])
while j < koko and p; < p; do
VAIHDA((Q,H), 1, J)
i< J
pj =min{py;, p2iy1},jossa p; = prioriteetti(keko[j]) ja j < koko
end while
end procedure

3.1.2 Linkitettyni

Linkitetty bindirikeko vastaa vertailussa paremmin muita linkitettyji rakenteita anta-
malla hieman tasoitusta taulukoituun binédériseen kekoon niahden. Kuten taulukoidussa
toteutuksessa tiedetdidn keon juuri, alkioiden lukumiérin koko ja kahvat|[1..n]. Péivit-
taminen onnistuu kahvoilla, mutta rakenteen ongelma on, kuinka saavutetaan viimei-
nen alkio tehokkaasti, kun rakenteeseen lisédtddn tai siitd poistetaan alkioita. Nyt, toi-
sin kuin taulukoidussa toteutuksessa, ei pdistd kisiksi viimeiseen vapaaseen paikkaan

(juuri+ koko), koska ei tiedetd missd pdin muistia se sijaitsee.

Kuvassa 7 on kymmenalkioinen binidirikeko, jossa alkiot on indeksoitu yhdestd eteen-
péin binddriesityksend. Koska binidirikeot tiytetdén tasojirjestyksessi, tulee rakentees-
ta 10ytdd seuraavaksi vapaan paikan (indeksin i = 1011,) vanhempi — sininen solmu.
Tutkimalla hieman rakenteen indeksien bindériesitystd havaitaan seuraavia asioita. Ol-
koon indeksin i binddrilukuesitys i = 2/71b; +2/72by + ... + 2! 7% b + ... +2%p;, jossa
[ on lukuesityksen bittimdird. Binddrilukuesityksen ensimmiinen ykkosbitti by siir-
tyy yhden vasemmalle jokaista uutta alkiota kohti, jotka kasvattavat puun korkeutta
eli samalla syvyydelld olevilla alkioilla on samassa paikassa lukuesitystdidn ensimmaéi-

nen ykkosbitti. Ensimmaistd ykkosbittid seuraavat bitit b (kun k£ > 1) kertovat alkion
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Kuva 7: Binéirikeko 10 solmua bindari-indeksilla.

paikasta. Jos by = 0, niin etsittdvi alkio sijaitsee polun [vy,...,v;_] alkiosta v;_; va-
semmalla. Jos by = 1, niin alkio sijaitseekin alkiosta v;_; oikealla. Tdssd padstiisiin

hieman helpommalla, jos indeksit noudattaisivat Braunin puuta (Hoogerwoord, 1983).

Havainnoista edelld saadaan muotoiltua proseduuri alkion 16ytdmiseksi. Proseduuril-
la ETST ALKIO INDEKSILLE (Algoritmi 12) voidaan etsid alkio kulkemalla indeksin
johdattelevaa polkua pitkin. Proseduuri saa parametrinaan juurialkion juuri ja etsitti-
véan alkion indeksin i, kun 0 < i < n. Alustetaan alkio v juurella, muuttuja hb koko-
naisluvulla, jonka arvo on sama kuin korkeimman bitin arvo luvusta i ja muuttuja ¢
arvolla i — hb. Jaetaan muuttujan ib arvo kahdella merkitseméén seuraavaa bittid. Siir-
rytiddn seuraavaksi suorittamaan silmukkaa niin kauan kuin 4b on erisuuri kuin nolla.
Jos muuttujan ¢ arvo on pienempi kuin muuttujan /b, niin muuttujan sb osoittama bitti
luvussa ¢ on nolla, jolloin péivitetdédn alkio v vasempaan lapseensa. Muuten muuttujan
hb osoittama bitti luvussa ¢ on yksi ja se on samalla muuttujan # korkein bitti, jolloin
pdivitetddn alkio v oikeaan lapseensa ja muuttuja ¢ arvoksi ¢ — hb. Silmukan lopus-
sa pdivitetddn hb arvoon hb/2, joka tarkoittaa seuraavaksi pienimmin bitin tutkimista
seuraavalla kieroksella. Silmukkaa suoritetaan [log, i| kertaa, koska joka kierroksel-

la muuttuja hb kdy ldpi yhden bitin luvun i kaksikantaisesta esityksestid. Proseduurin
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lopuksi palautetaan alkio v.

Algoritmi 12 Proseduuri alkion 16ytamiseksi indeksin perusteella.

procedure ETST ALKIO INDEKSILLE(AIKio juuri, Indeksi i)
V 4— juuri
hb <+ min{2*|i <2*}
t<—i—hb
hb < hb/2
while /b = 0 do
if 1 < hb then
v < vasen(v)
else
v < oikea(v)
t—hb
end if
hb < hb/?2
end while
return v
end procedure

Alkion vanhempi saadaan samalla proseduurilla kutsumalla sitd parametrilla i/2. Ku-
van 7 sinisen alkion laskenta suoritetaan seuraavasti. Kutsutaan proseduuria paramet-
reilla juuri ja i = 1011,/2 = 101,. Alustetaan muuttujat vi = juuri, hby = 100, ja
t1 =i—hby =101, — 100, = 1. Lisiksi asetetaan hb| = hby/2 = 10,. Tarkistetaan, et-
td silmukkaehto pitee eli hb; = 10, # 0 ja ehtolauseesta t; = 1 < 10, = hb; seuraa,
ettd asetetaan v, = vasen (v} ), mentiin siis vasemmalle. Péivitetdén hby = hb; /2 =1 ja
t) = t1. Testataan, onko silmukkaehto hb, # 0 tosi, mutta nyt r, = 1 < 1 = hb; se onkin
epitosi. Edetddnkin oikeaan haaraan ja pdivitetddn arvot vz = oikea(v;), 13 =t — hby =
1 —1=0jahbs =hby/2 =1/2 = 0. Silmukkaehto hb3 # 0 ei enii tidyty, joten jatke-

taan silmukan jdlkeistd suoritusta ja palautetaan alkio vz = oikea(vasen( juuri)).

Proseduurit LISAA JA NOSTA sekd POISTA JA LASKE toteutetaan taulukon indeksiin
koko viittaamisen sijaan linkitettyind versioina LISAA JA NOSTA LINKITETTYNA ja
POISTA JA LASKE LINKITETTYNA etsimilld indeksille vastaava alkion vanhempi pro-
seduurilla ETST ALKIO INDEKSILLE vastaavalla parametreilla koko/2. Lisddminen tai
poistaminen kohdistetaan muuttujan koko ollessa parillinen vasempaan lapseen ja sen
ollessa pariton oikeaan lapseen. Proseduurit NOSTA ja LASKE korvataan vastaavilla

proseduureilla NOSTA LINKITETTYNA ja LASKE LINKITETTYNA, jotka parametrisoi-
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daan kyseiselld alkiolla a ja lausekkeiden [i/2], 2i ja 2i + 1 sijaan kdytetdén vastaavia
linkkeja vanhempi(a), vasen(a) ja oikea(a). Linkitettyjen proseduurien ideat ovat sa-

moja kuin taulukoidut vastineensa, joten algoritmeja ei esiteté.

3.2 Vasenta suosiva keko

Tarjanin (1983) mukaan Clark A. Cranen keksimé rakenne on linkitetty bindédripuu ke-
koehdolla ja suosivuusehdolla. Rakenne on kehitetty kahden kekoehtoisen puun teho-

kasta yhdistdmistd varten.

Bindéripuut voidaan helposti yhdistid, jos edes toinen juuren lapsista on vapaa. Talloin
toinen puu asetetaan vain vapaalle paikalle. Tdmé pétee aina puun lehtitasolla ja sille
padstddn nopeimmin, kun kuljetaan alkioiden madriltddn lyhintd polkua pitkin. Téhdn
alipuiden vertailemiseen sopiva mittari on mataluus. Vasenta suosivassa keossa vasen

alipuu on vihintidin yhtd matala kuin oikea.

Kekoehtoisten binddripuiden yhdistimisessd puista prioriteetiltaan pienempi valitaan
kerrallaan mukaan yhdistettyyn puuhun. Molempien lapsien ollessa varattuja valitaan
oikea lapsi tarkasteltavan alipuun juureksi. Tarkasteltavan alipuun juurta verrataan yh-
distettdvidn puun juureen ja niistd prioriteettichdon mukainen otetaan lapseksi yhdistet-
tyyn puuhun ja toisesta tulee uusi yhdistettdavi puu, jota pyritidin yhdistiméén edellisen

alipuuhun.

Jotta samanaikaisilta prioriteetin ja mataluuden vertailuilta véltyttdisiin vasenta suosi-
vassa keossa yhdistdminen tehdédin kahdessa vaiheessa. Ensimmadisessd hyodynnetiéin
tietoa, ettd oikea alipuu on mahdollisesti matalampi ja kuljetaan vain oikean reunan
polkua puita yhdistellen. Toisessa vaiheessa, kun puut on yhdistetty palataan muutta-
maan mahdollisesti muuttuneet alkioiden mataluudet ja varmistetaan, ettd vasemman

lapsen mataluus on véhintdédn oikean lapsen mataluus.

Kuvassa 8 on vasenta suosivat keot u ja v, jotka yhdistetddn. Aluksi havaitaan, ettéd

keon v juuri a on pienempi kuin keon u juuri c. Valitaan yhdistetyksi puuksi a ja yhdis-
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tettdviksi puuksi c. Ensimmadisessi vaiheessa tarkastellaan tilannetta sopisiko alkio ¢
alkion a oikeaksi lapseksi. Alkion a oikeana lapsena on alkio 7, joka olkoon suurempi
kuin c, joten se saa viistyd ja sen tilalle sijoitetaan alkio c. Seuraavaksi siirrytdén tilan-
teeseen, jossa alkiota i koetetaan sijoittaa edellisen muutetun alkion ¢ oikealle puolelle.
Nyt lisdttidva alkio i on suurempi kuin tarkasteltava alkio d, joten alkioita ei vaihdeta
keskeniin. Sijoitetaan alkio i alkion d oikeaksi lapseksi. Téssi tilanteessa alkiolla d ei
ole oikean puoleista alipuuta ja niinpi alkiosta i tehddin sellainen. Toisessa vaiheessa
on keot yhdistetty, mutta uusi rakenne ei vield suosi vasenta. Palaamalla muuttunutta
polkua pitkin (kuvassa tummennettu), paivittdmilla mataluudet (alkion muuttuja), kor-
jaamalla rikkoutunut suosivuusehto (kuvassa taitettu nuoli) vaihtamalla vasemman ja

oikean lapsen paikkaa saadaan lopuksi vasenta suosiva keko.

3.2.1 AhKkerasti

Kuvassa 9 on vasenta suosivan keon rakenne, joka toteuttaa prioriteettijonon rajapin-
nan. Kuvasta nikee kuinka keskeinen proseduuri YHDISTA on vasenta suosivassa keos-
sa, koska sitd kutsutaan kaikissa tapauksissa. Vasenta suosivasta keosta tiedetdan puun
Juuri, alkioiden lukumééri koko ja kahvat kahvat[1..n]. Operaatiosta LISAA UUSI vas-
taa LISAA YHDISTAEN, operaatiosta PAIVITA PRIORITEETTI vastaa POISTA JA LISAA

YHDISTAEN ja operaatiosta POISTA TARKEIN vastaa POISTA YHDISTAEN.

Proseduurilla LISAA YHDISTAEN (Algoritmi 13) lisidtdin uusi alkio kekoon yhdisti-
milld vanha keko ja uusi alkio uudeksi yhti alkiota suuremmaksi keoksi. Uutta alkiota
kisitelldsin kuin se olisi toinen puu, joka yhdistetddn nykyisen puun kanssa proseduu-

rilla YHDISTA.

Algoritmi 13 Proseduuri uuden alkion lisdmiseen vasenta suosivaan kekoon.
O(logkoko)
procedure LISAA YHDISTAEN(Vasenta suosiva keko (juuri,kahvat|l..n],koko),
Alkio u)
koko + koko + 1
kahvat [identiteetti(u)] < u
Juuri <— YHDISTA (juuri,u)
end procedure
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Kuva 8: Vasenta suosivien kekojen u ja v yhdistdminen vaiheittain.
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Kuva 9: Vasenta suosivan keon rakenne.

Yhdistdminen tapahtuu proseduurilla YHDISTA (Algoritmi 14). Jos jompi kumpi yh-
distettivistd puista on tyhjd, niin yhdistdmisen tulos on toinen yhdistettivisti puista.
Muussa tapauksessa suurempijuurinen puu sulautetaan pienempijuuriseen proseduu-

rilla SULAUTA YHTEEN (Algoritmi 15).

Algoritmi 14 Proseduuri, joka palauttaa kahden vasenta suosivan keon yhdisteen.
O(logkoko)
procedure YHDISTA(Alkio u, Alkio v)
if u = null then
return v
else if v =null then
return u
else if prioriteetti(u) < prioriteetti(v) then
return SULAUTA YHTEEN(u,v)
else
return SULAUTA YHTEEN(v, u)
end if
end procedure

Proseduuri SULAUTA YHTEEN (Algoritmi 15) saa yhdistettidviéksi puut # ja v. Puu v
yhdistetddn puuhun u. Proseduuri VIE-OIKEALLE palauttaa oikeareunaisimman alkion

t yhdistetystd puusta yhdistimisen jdlkeen. Proseduuri PALAUTA SUOSIVUUS korjaa
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suosivuusehdon ja pdivittdd mataluudet matkalla alkiosta ¢ puun juureen u.

Algoritmi 15 Proseduuri yhdistié kaksi vasenta suosivaa kekoa. O(log koko)

procedure SULAUTA YHTEEN(AIkio u, Alkio v)
Alkio ¢ <~ VIE-OIKEALLE (u,v) > Puu yhdistetyn puun oikeassa alipuussa
return PALAUTA SUOSIVUUS (vanhempi(u),t)

end procedure

Proseduurilla VIE-OIKEALLE (Algoritmi 16) yhdistetddn puut kekoehto siilyttden.
Yhdistettdvidn puun juurta verrataan tarkasteltavan alkioon ja vaihdetaan mikili juu-
ri on tarkasteltavaa pienempi. Muuten tarkastellaan seuraavaa oikean puoleista lasta.
Jollei tarkasteltavaa alipuuta ole, niin yhdistettdvéstid puusta tehddin yhdistetyn puun

alipuu.

Algoritmi 16 Proseduuri, joka kulkee oikeaa laitaa yhdistettdvad puuta ja valitsee joka
vilissd pienimmén alkion jatkamaan yhdistelmdpuuta. O(logkoko)

procedure VIE-OIKEALLE(AIkio u, Alkio v)
while u:lla on oikealla lapsi do
r < oikea(u)
if prioriteetti(r) < prioriteetti(v) then
u<—r
else
Asetetaan alkion u oikeaksi lapseksi v.
U—v
V< r
end if
end while
Asetetaan alkion u oikeaksi lapseksi v.
return u;
end procedure

Suosivuus palautetaan proseduurilla PALAUTA SUOSIVUUS (Algoritmi 17). Proseduu-
ri palaa yhdistettyd polkua pitkin ja péivittdd muuttuneet mataluudet alkioihin. Havaittu

suosivuusehdon rikkoutuminen korjataan vaihtamalla alipuut keskeniin.

Prioriteetin pidivittdmiseen ei vasenta suosivassa keossa kannata kiyttdd nostamista,
silld puun korkeus ei ole logaritminen alkioiden méérdin nidhden. Prioriteetin péivitté-
minen tehdiin alkion paikallisena poistamisena ja uuden alkion lisddmisend. Kuvassa
10 paikallinen poisto kohdistuu vasemman puun viimeiseen alkioon g. Alkion g ali-

puiden yhdistelmi on tyhjd ja sen mataluus on siis pienempi kuin alkion g mataluus.

30



Algoritmi 17 Proseduuri, joka korjaa suosivuusehdon nousemalla yhdistettyd polkua
pitkin juurelle. O(log koko)

procedure PALAUTA SUOSIVUUS(AIkio u, Alkio v)
repeat
if mataluus(vasen(v)) < mataluus(oikea(v)) then
Vaihdetaan kesken#in vasen(v) ja oikea(v)
end if
v < vanhempi(v)
until u =v
return u
end procedure

Alkion g poistaminen johtaa ketjureaktioon, jossa mataluuden pienentyminen toistuu
saaden aikaan suosivuusehdon rikkoutumisia. Suosivuusehto rikkoutuu ensin alkiossa
f ja sitten alkiossa c. Alkion a mataluus ei muutu eikéd suosivuusehto rikkoudu. Ket-
jureaktio pysdhtyisi alkioon a riippumatta sen sijainnista keossa. Ketjureaktio pystyy

jatkumaan vain niin pitkiin kuin alipuut ovat yhtd matalia.

Prioriteetin péivittdminen tehddén proseduurilla POISTA JA LISAA YHDISTAEN
(Algoritmi 18), joka on Tarjanin (1983, luku 3.2) mukaan mahdollista logaritmisel-
la aikavaativuudella, mutta ldhde ei sisilld toteutusta. Tutkielmassa laaditun toteutuk-
sen aluksi hyddynnetdin kahvaa, jotta 10ydetédédn késiteltidva alkio . Jos # on juuri tai
uusi prioriteetin arvo ei ole vanhemman prioriteetin arvoa pienempi, niin péivitetdin
prioriteetti paikallaan. Muuten tehdédédn paikallinen poisto pdivittimilld kahvan arvo
uuteen alkioon, yhdistdmaélld alkion ¢ vasen ja oikea alipuu keskendin ja asettamalla

yhdistetyn puun juurialkio ¢ alkion 7 paikalle.

Paikallinen poisto saattaa aiheuttaa ketjureaktion, jossa mataluuden muutos alkioiden
t ja ¢’ vililld saattaa muuttaa alkion # vanhemman v; mataluutta, joka vaikuttaa vastaa-
vasti vanhempiinsa v, ja saattaa rikkoa suosivuusehdon. Mataluuksia tarvitsee korjata
ja suosivuusehto palauttaa polulla alkiosta ¢’ juureen ensimméiseen alkioon asti, jonka
mataluus ei muutu. Koska alkioiden mééri ei kaikilla poluilla ole logaritminen raken-
teen alkioiden méiridn ndhden, niin tarkastellaan seuraavaksi tilanteet aikavaativuuden

perustelemiseksi.

Alkion v, mataluuden muutostapauksia on kaksi, joissa kummassakin on kolme tar-
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Algoritmi 18 Proseduuri alkion prioriteetin péivittimiseksi korvaamalla tai tarvittaessa
poistamalla ja lisdédmalld uusi.O(log koko)

procedure  POISTA JA  LISAA  YHDISTAEN(Vasenta  suosiva  ke-
ko (juuri,kahvat[1..n]), Alkio u, Alkio v)

t < kahvatlidentiteetti(v)]

if t = juuri or prioriteetti(u) > prioriteetti(vanhempi(t)) then

prioriteetti(t) < prioriteetti(u) > korvaaminen ei muuta kekoa
else

kahvat[identiteetti(v)] < u

t' + YHDISTA (vasen(t),oikea(t)) > alkion ¢ paikallinen poistaminen

Asetetaan alkion ¢ tilalle alkio ¢’
Korjataan suosivuusehto ensimméiseen alkioon asti, jonka mataluus ei muu-
tu.
Juuri < YHDISTA ( juuri,u) > uuden lisddminen
end if
end procedure

kasteltavaa kohtaa. Ehdot tapauksien alussa ovat, etti mataluus alussa kasvaa eli
mataluus(t) < mataluus(t') tai mataluus(vy) pienentyy korkeintaan yhdelld keon koon

pienentyessé yhdelld eli mataluus(oikea(t)) = mataluus(t) — 1 < mataluus(t').
Ensiksi tarkastellaan mataluuden kasvua koskevat ehdot.
e Jos alkion v, oikean lapsen mataluus kasvaa ja suosivuusehto siilyy, niin alkion
mataluus kasvaa saman verran kuin oikean lapsen mataluus kasvoi.

e Jos alkion v, oikean lapsen mataluus kasvaa ja suosivuusehto rikkoutuu, niin
alkion mataluus kasvaa lasten mataluuksien erotuksen verran ja suosivuusehto

korjataan vaihtamalla lasten paikat.
e Jos alkion v, vasemman lapsen mataluus kasvaa, niin silld ei ole vaikutusta al-

kion mataluuteen. Algoritmi pysihtyy tisséd tapauksessa.

Koska oikeanpuoleisia lapsia on vasenta suosivan keon poluilla logaritminen miira,
mataluuden kasvuun liittyvét tapaukset paittyvit logaritmisella méérélld alkiotarkas-

teluja.

Toiseksi tarkastellaan mataluuden pienentymisti koskevat kohdat.
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e Jos alkion v, oikean lapsen mataluus pienentyy, niin alkion mataluus pienentyy

saman verran kuin oikean lapsen mataluus pienentyi.

e Jos alkion v, vasemman lapsen mataluus pienentyy ja suosivuusehto sdilyy, niin

se ei vaikuta alkion mataluuteen. Algoritmi pyséhtyy tdssi tapauksessa.

e Jos alkion v, vasemman lapsen mataluus pienentyy ja suosivuusehto rikkoutuu,
niin alkion mataluus pienentyy lasten mataluuksien erotuksen verran. Tapaus to-

teutuu vain, jos oikea ja vasen lapsi olivat olleet yhtd matalia.

Oikean lapsen tapaus on logaritminen kuten edelld todettiin. Yhtd matalien alipui-
den tapauksessa puiden alkioméird kasvaa eksponentiaalisesti suhteessa puun mata-
luuteen, joten polulla tarkasteltavien alkioiden médri on oltava logaritminen suhtees-
sa kokorakenteen alkioiden madriddn. Paikallinen poistaminen on aikavaativuudeltaan

O(logkoko).

Algoritmin POISTA JA LISAA YHDISTAEN lopuksi paikallisen poiston jélkeen lisitddn
uusi alkio proseduurilla YHDISTA. Algoritmin aikavaativuus on kokonaisuudessaan

O(logkoko).

Tarjanin (1983, luku 3.2) mukaan tirkeimmaén alkion poistaminen keosta tehdédén pro-
seduurilla POISTA JA YHDISTA (Algoritmi 19). Proseduuri YHDISTA palauttaa ke-
koehtoisen vasenta suosivan keon, joten tarkeimmén poistamisessa riittdd, ettd yhdiste-
tddn juuren vasen alipuu oikean alipuun kanssa uudeksi keoksi ja asetetaan se uudeksi
Jjuureksi. Operaation aikavaativuus on seuraus proseduurin YHDISTA aikavaativuudes-

ta eli O(logkoko).

Algoritmi 19 Proseduuri tirkeimmin alkion poistamiseksi keosta.

procedure POISTA JA YHDISTA(Vasenta suosiva keko (juuri,kahvat[1..n], koko))
vastaus <— juuri
kahvat [identiteetti( juuri)] < null
Juuri < YHDISTA (vasen(vastaus), oikea(vastaus))
koko <+ koko — 1
return vastaus
end procedure
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3.2.2 Implisiittiselld poistolla

Tissd luvussa esitetddn hieman Tarjanin (1983) esityksestd poikkeava tapa toteuttaa
tarkeimmaén alkion poistaminen. Tarjan on saanut esittamélleen algoritmille aikavaati-
vuudeksi O(kmax{1,log(koko/(k+1))}), jossa k on uusien alkioiden ja keon péilld
sijaitsevien epdoleellisten alkioiden lukuméird. Keon ollessa tyhjid keon rakentami-
nen pinosta (puskuri) tehddidn samoin kuin kekoaminen (eng. heapify, O(k)). Jos keon
pdilld ei juuren lisdksi ole epdoleellisia alkioita toiminta ei eroa siitd, mitd proseduuri

POISTA JA YHDISTA tekee.

Rakenteesta tunnetaan puun juuri, uusien alkioiden pino pino, oleellisuus[1..n] ja li-
sdksi tarvitaan apurakenne A[1..logm]. Tarjanin versiossa kdytetdén apurakenteena lin-
kitettyd listaa ja apuoperaationa laiskaa lisddmistd (eng. lazy-meld). Linkitetty lista
korvataan seuraavassa logaritmisen mittaisella taulukolla, jonka indeksi vastaa siinid
esiintyvin puun mataluutta. Yhdistettdvin puun kanssa yhtd matalan puun 16ytdminen
taulukosta on nopeaa ja yhdistiminen on tehokkaampaa kuin yksitellen alkioiden li-
saaminen yhdistimalld. Algoritmi tekee yhtd monta yhdistdoperaatiota kuin Tarjanin
versio, mutta yhdistdd parhaimman tapauksen (yhtd matalia) puita keskenidin. Algorit-

min aikavaativuuteen optimoinnin ei pitdisi vaikuttaa.

Kuvassa 11 on implisiittinen poistaminen keon epéoleellisten alkioiden poistamisen
osalta. Epéoleellisten alkioiden poistaminen etenee juuresta alkaen jérjestyksessd oi-
kealta vasemmalle syvyyshakuna. Alkion ollessa oleellinen, kuten b, se yhdistetdin
taulukon indeksissd mataluus(b) = 1 vastaavan puun kanssa. Ensimméinen taulukkoon
lisdtty on b ja seuraava i. Nédiden yhdistelmé on edelleen mataluudeltaan 1. Yhdistet-
tynd alkion e kanssa yhdistelmin mataluus kasvaa arvoon 2, joka tulee yhdistelmén
uudeksi indeksiksi. Samoin puun f mataluus on 2, joten lopputuloksena b ja f yhdis-

tetdan vasenta suosivaksi keoksi.

Proseduurilla PAALLYKSEN LAPIKAYNTI (Algoritmi 20) tehdddn vasenta suosivaan
kekoon tirkeimmaén alkion poistaminen. Keon piiltd poistetaan epdoleellisia alkioita

proseduurilla PUHDISTA KEKO, koska niilld ei ole merkitystd ja ensimméiinen oleel-
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Kuva 11: Implisiittinen poistaminen vasenta suosivassa keossa.
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linen alkio seuraavalla kerralla 16ytyisi ilman lineaarista etsintdd. Pinossa odottavat
alkiot lisdtddn kekoon proseduurilla TALLETUKSEN PURKU ja merkataan oleellisiksi.
Lopuksi apurakenteen puut yhdistetdéin vasenta suosivaksi keoksi proseduurilla YH-

DISTA TAULUKOSTA.

Algoritmi 20 Proseduuri ldpikdymiddn keko ja palauttamaan pienin.
O(kmax{1,log(koko/(k + 1))}), jossa k on uusien alkioiden ja keon pi#illd si-
jaisevien epdoleellisten alkioiden lukumééri.

procedure PAALLYKSEN LAPIKAYNTI(Vasenta suosiva ke-
ko (juuri, pino,oleellisuus|1..n], koko))
koko <+ koko — 1
vastaus < min( juuri, pino)
Merkataan oleellisuus|identiteetti(vastaus)] epdoleelliseksi.
Olkoon A[l..logm]| aputaulukko.
PUHDISTA KEKO( juuri,oleellisuus,A)
if vastaus = pino then
TALLETUKSEN PURKU(alla(pino),oleellisuus,A)
else
TALLETUKSEN PURKU(pino,oleellisuus,A)
end if
Juuri < YHDISTA TAULUKOSTA (A, koko)
return vastaus
end procedure

Proseduurilla PUHDISTA KEKO (Algoritmi 21) kidydaédn ldpi keon péddllimmadiset al-
kiot. Epdoleelliset alkiot poistetaan ja oleelliset alkiot yhdistetdfin apurakenteeseen A
proseduurilla YHDISTA TAULUKKOON (Algoritmi 22). Proseduuri ei matkaa syvem-
maélle kuin ensimmdisiin oleellisiin alkiohin, joten kaikkia epioleellisuuksia ei keosta

poisteta kerralla.

Proseduuri YHDISTA TAULUKKOON (Algoritmi 22) yhdistdd puun ja taulukossa ole-
van yhtd matalan puun keskeniin. Jos yhdistelmédn mataluus on suurempi kuin d, niin
yhdistelmi yhdistetdin seuraavan vastaavan mataluuden indeksissé olevan puun kanssa
ja téti toistetaan kunnes mataluus ei endid kasva. Toistoa voi tulla korkeitaan logarit-
minen miérd taulukon puissa olevien alkioiden lukuméiridin nidhden, koska taulukon
pituus on rajattu ja yhtd matalien puiden yhdistymisessd yhdistetyn puun mataluus ei
ole pienempi kuin yhdistettdavien. Toistoa tulee kuitenkin harvoin, koska jokaisessa yh-

distettévissi puussa on vihintddn 24uus glkiota,
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Algoritmi 21 Proseduuri poistamaan epdoleelliset alkiot keon pailti.
O(kmax{1,log(kokogero/k + 1))}), jossa k on epioleellisten alkioiden lukumii-
rd keon pédilla ja kokoy.r, alkioiden méérd keossa.

procedure PUHDISTA KEKO(Alkio #, Oleellisuus oleellisuus|1..n|, Apuraken-
ne A[1..logm))
Seuraava alkio s <— null
while 7 # null do
if Alkio 7 on oleellinen then
s < vanhempi(t)
vanhempi(t) < null
YHDISTA TAULUKKOON(?,A)
else if Alkiolla 7 on oikea lapsi then > Jos on oikea, niin on vasenkin
vanhempi(vasen(t)) < vanhempi(t)
vanhempi(oikea(t)) < vasen(t)
s < oikea(t)
koko < koko — 1
else if Alkiolla 7 on vasen lapsi then
vanhempi(vasen(t)) < vanhempi(t)
s < vasen(t)
koko < koko — 1
else
§ < vanhempi(t)
koko <+ koko — 1
end if
1<
end while
end procedure

Algoritmi 22 Proseduuri yhdistdméédn puu vastaavan mataluuden taulukon puuhun.

procedure YHDISTA TAULUKKOON(AIkio 7, Apurakenne A[l..logm))
vanhempi(t) < null > varmistus
d < mataluus(t)
while Apurakenteessa paikassa A[d] on alkio do
t < YHDISTA(A[d],1)
Ald] < null
d < mataluus(t)
end while
Ald] +t
end procedure
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Produurissa TALLETUKSEN PURKU (Algoritmi 23) kdydéén 14pi uusien alkioiden pi-
no ja lisdtddn alkiot taulukkoon A muodostaen puita proseduurilla YHDISTA TAULUK-

KOON (Algoritmi 22), missd taulukon indeksi vastaa puun mataluutta.

Algoritmi 23 Proseduuri pinoon tallennettujen alkioiden purkamiseen taulukkoon.
O(koko pino, max{1,logkokos /k + 1}), jossa kokopin, on pinon koko, kokos on alkioi-
den miird apurakenteessa ja k on puiden miird apurakenteessa.

procedure TALLETUKSEN PURKU(AIKio pino, Oleellisuus oleellisuus|1..n|, Apu-
rakenne A[l..logm))
while Pinossa pino on jasenid do > pino # null
t < pino
pino < alla(pino)
alla(t) < null
YHDISTA TAULUKKOON(?,A)
end while
end procedure

Taulukosta A yhdistetddn puut uudeksi keoksi proseduurissa YHDISTA TAULUKOSTA
(Algoritmi 24) ja keon pienimmaéksi alkioksi saadaan uusi juuri. Télle proseduurille

el esitetd aikavaativuutta monimutkaisen luonteensa vuoksi.

Algoritmi 24 Proseduuri yhdistiméén aputaulukon puut.

procedure YHDISTA TAULUKOSTA(Apurakenne A|[l..logm]|, Alkiomédrd koko)
Jjuuri < null
for i € [1,log(koko+ 1)] do
if A[i] # null then
Juuri < YHDISTA (juuri,Ali))
Ali] < null
end if
end for
return juuri
end procedure
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Kuva 12: Hakuja hakupuuhun.

3.3 AVL-puu

Knuthin (1973, luku 6.2.3) mukaan G. M. Adel’son-Vel’skiin ja E. M. Landisin kehit-
tdma rakenne on binédéripuu, jossa on voimassa haku- ja tasapainoehto. Koska kyseessi
on hakupuu, niin on tarvetta kiyttdd avainta yksiloiméén alkiot. Hakuehto mahdollis-
taa alkion etsimisen avaimen perusteella ja tasapainoehto pitdé rakenteen korkeuden ja

sitd kautta perusoperaatioiden aikavaativuudet logaritmisina.

Hakuehdosta seuraa, ettei kekorakenteista poiketen prioriteetiltaan pienin alkio ole
puun juurena, vaan ddrimmaiisend siind suunnassa, johon hakuehto sen pakottaa. Tassd
suunnaksi on valittu vasen. Kuvassa 12 on pienimmén prioriteetin haku (siniselld) ja
juuren viereisien alkioiden haut (punaisella). Viereinen tarkoittaa (sisdjdrjestyksessd)

edeltdjdd tai seuraajaa.

Tasapainoehto korjataan rikkoutuessaan kierroilla, jotka eivit riko hakuehtoa. Kiertoja
tarvitaan lisddmisesséd tapahtuneen rikkoutumisen korjaamiseen korkeintaan kaksi ja
poiston jilkeiseen korjautumiseen korkeintaan logaritminen méird alkioiden méardan

nihden.
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Tarkastellaan seuraavaksi tilanteet, joissa tasapainoehdon korjaaminen esiintyy. Kuvas-
sa 13 on kaksi binddripuuta u ja v. Olkoon alkion z alipuut AVL-ehtoisia eli alkio z on
jalkijarjestyksessd ensimmadinen alkio, joka saattaa rikkoa tasapainoehdon. Jos alkion z
tasapainotila, miké on alipuiden korkeuksien erotus, on —1, 0, tai 1, niin se ei riko tasa-
painoehtoa ja puut ovat tasapainoisia. Jos alkion z tasapainotila on —2, niin tasapaino
voidaan korjata korkeintaan kahdella kierrolla (kuvassa kaarinuolet). Tasapainotilan
arvolla 2 tarkasteltaisiin puiden u ja v peilikuvia, joten kierrot tehtiisiin peilikuvina.
Pienempii tasapainotilan arvoja kuin —2 tai suurempia arvoja kuin 2 ei késitelld, kos-
ka yhden alkion lisdaminen tai poistaminen kasvattaa tai pienentii tilaa yhdelld, joten

aina paadytidin ennemmin korjaamaan ehto muuten.

Kuvassa 13 esitetddn puiden u ja v tasapainon korjaaminen, kun tasapainoehto rikkou-
tuu alkiossa z, tasapainotilan arvolla —2. Tarkastellaan alkion z vasemman lapsen tasa-
painotilaa. Arvoilla O tai —1 tarkastellaan tilannetta, kuten puussa v, jonka korjaami-
seksi tarvitaan yksi kierto oikealle (kaarinuoli). Tasapaino korjataan liittimélla alipuu
C alkion z vasemmalle ja alkio z alkion y oikealle, ja ndin saatu puu on alkion y suhteen
tasapainossa. Kun alkion z vasemman lapsen tasapainotila on 1, tarkastellaan tapausta
u, joka korjataan kahdella kierrolla (yksi vasemmalle ja toinen oikealle). Ensiksi lii-
tetddn alipuu B alkion x oikealle ja alkio x alkion y vasemmalle puolelle. Télld tavoin
korjattuna tilanne on sama kuin puun v tapauksessa ja sille tehddin sama korjaus, jolla

saadaan tasapainoehdon tdyttava puu.

3.3.1 AhKkerasti

Knuthin kirjasta (1973, luku 6.2.3) 16ytyy huolellisesti laadittu analyysi ja perustelut
AVL-puun ehtojen ja logaritmisten vaativuuksien pitdvyydelle lisdyksen ja poistami-
sen yhteydessd. Rakenteesta tiedetdén puun juuri alkio ja koko. Puun korkeus 4 on
rajoitettu log, koko < h <log, koko, jossa ¢ = @ on kultainen leikkaus ja aikavaa-

tivuuksien osoittaminen perustuu ndihin rajoihin.

Kuvassa 14 on prioriteettijonon rajapinta, jonka AVL-puu toteuttaa. Kuvasta nihddin,

41



AVL-
ehdollinen
alipuu

Puun juuri
avaimella a ﬁ ﬁ Q ﬁ

Nuoli uuteen
vanhempaan

Alkio o
avaimella a
v

Kuva 13: AVL-puiden u ja v tasapainottavat kierrot vaiheittain.

42



ISAA JA TASAPAINOTA
ASAPAINOTA
KERRAN

POISTA TARKEIN

Poista JA
ASAPAINOTA

\ T

Kuva 14: AVL-puun rakenne.

ettd operaatiot koostuvat erilaisista hauista ja tasapainoittavista proseduureista. Ope-
raatiosta LISAA UUSI vastaa proseduuri LISAA JA TASAPAINOTA, operaatiosta PAIVI-
TA PRIORITEETTI vastaa proseduuri ETSI, POISTA JA LISAA ja operaatiosta POISTA

TARKEIN vastaa proseduuri POISTA JA TASAPAINOTA.

Proseduuri LISAA JA TASAPAINOTA (Algoritmi 25) lisdd uuden alkion AVL-puuhun
ja korjaa tasapainoehdon. Epityhjddn puuhun lisddmisessd alkiolle haetaan vanhem-
pi proseduurilla HAE VANHEMPI (Algoritmi 26). Alkion lisdiminen tapahtuu avai-
men arvosta riippuen vanhemman vasemmaksi tai oikeaksi lapseksi hakuehto sii-
lyttden, jonka jédlkeen korjataan tasapainoehto proseduurilla TASAPAINOTA KERRAN

(Algoritmi 27).

Proseduuri HAE VANHEMPI (Algoritmi 26) etsii alkion, jonka lapseksi voisi lisdtd

hakuehtoon sopivan alkion. Viimeinen sopiva vanhempi palautetaan.

Proseduuri TASAPAINOTA KERRAN (Algoritmi 27) palauttaa tasapainoehdon voimaan
lisddmisen jidlkeen. Alkioita tarkastetaan puussa ylospdin kulkemalla, kunnes pdddy-
tddn juureen tai 10ydetddn rike, joka voidaan korjata proseduurilla TASAPAINOTUS

(Algoritmi 28).
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Algoritmi 25 Proseduuri uuden alkion lisddmiseen AVL-puuhun. O(logkoko)

procedure LISAA JA TASAPAINOTA(AVL-puu (juuri,koko), Alkio v )
koko < koko + 1
if juuri = null then
Jjuuri <—v
else
t < HAE VANHEMPI( juuri,avain(v))
if avain(v) < avain(t) then
Asetetaan alkio v alkion # vasemmaksi lapseksi.
else
Asetetaan alkio v alkion ¢ oikeaksi lapseksi.
end if
t < TASAPAINOTA KERRAN( juuri,t)
if vanhempi(t) = null then
juuri <t
end if
end if
end procedure

Algoritmi 26 Proseduuri alkion # vanhemman hakemiseen. O(logkoko)

procedure HAE VANHEMPI(AIkio u,Avain k)
t<u
repeat
u<t
if k <avain(t) then
t < vasen(u)
else
t < oikea(u)
end if
until 7 = null
return u
end procedure
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Algoritmi 27 Proseduuri lisdyksen jilkeiseen tasapainottamiseen AVL-puussa.
O(logkoko)
procedure TASAPAINOTA KERRAN(AIKio ?)
d « tasapainotila(t)
while vanhempi(t) # null or |d| <2 do
t < vanhempi(t)
d < tasapainotila(t)
end while
if d =—2 then
t < TASAPAINOTUS(¢, vasen(t),oikea,d)
elseif d =2 then
t < TASAPAINOTUS(t, 0ikea(t),vasen,d)
end if
return ¢
end procedure

Proseduuri TASAPAINOTUS (Algoritmi 28) tekee yksi tai kaksi kiertoa parametrinaan

saamansa alkion ympiristossd. Puun on téltid osin tasapainoinen.

Algoritmi 28 Proseduuri tasapainotukseen. O(1)

procedure TASAPAINOTUS(AIkio ¢, Alkio lapsi, Suunta s, Luku d )
if tasapainotila(lapsi)-d <0 then
Kierto vastakkaiseen suuntaan kuin s juurena lapsi.
Kierto suuntaan s juurena 7.
else
Kierto suuntaan s juurena ¢.
end if
return Kierron jilkeinen alipuun juuri.
end procedure

Proseduuri ETSI, POISTA JA LISAA (Algoritmi 29) muokkaa avaimen arvoa ja paik-
kaa hakupuussa. Aluksi poistetaan vanha alkio puusta proseduurilla ETSI JA POISTA
(Algoritmi 30) ja lisdtddn uusi alkio samalle solmulle aiempaa pienemmaélla prioritee-

tilla proseduurilla LISAA JA TASAPAINOTA (Algoritmi 25).

Proseduuri ETSI JA POISTA (Algoritmi 30) poistaa avainta vastaavan alkion puusta.
Aluksi etsitddn avainta vastaava alkio proseduurilla HAE ALKIO (Algoritmi 31). Al-
kion tasapainotilasta riippuen etsitdéin korkeammasta alipuusta alkiolle edeltd;a tai seu-
raaja proseduurilla HAE VIEREINEN (Algoritmi 32). Haettu alkio korvaa paikallisesti

vanhan alkion, mutta puun lyheneminen saattaa rikkoa tasapainoehdon ylempéna puus-
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Algoritmi 29 Proseduuri avaimen arvon muuttamiseen poistamalla ja lisddmalla.
O(logkoko)
procedure ETSI, POISTA JA LISAA(AVL-puu Q, Alkio u, Alkio v)
ETSI JA POISTA(Q, avain(u))
LISAA JA TASAPAINOTA(Q, V)
end procedure

sa. Korjataan tasapainoehto polulla juureen proseduurilla TASAPAINOTA (Algoritmi

35) ja korvataan mahdollisesti vaihtunut juuri uudella.

Algoritmi 30 Proseduuri etsii ja poistaa prioriteettijonosta avainta vastaavan alkion.
O(logkoko)

procedure ETSI JA POISTA(AVL-puu (juuri), Avain k)
u < HAE ALKIO(juuri, k)
if rasapainotila(u) < 0 then
Suunta s < oikea.
Alkio x < vasen(u)
Alkio y < oikea(u)
else
Suunta s < vasen.
Alkio x < oikea(u)
Alkio y < vasen(u)
end if
t < HAE VIEREINEN(x, 5)
Asetetaan alkion ¢ suunnan s puollelle alipuu y.
Korvataan alkio u alkiolla ¢.
t < TASAPAINOTA(?)
if vanhempi(t) = null then
juuri <t
end if
end procedure

Proseduuri HAE ALKI1O (Algoritmi 31) etsii hakurakenteesta avainta vastaavan alkion.

Proseduuri olettaa, ettid puusta etsittivé alkio on puussa.

Proseduuri HAE VIEREINEN (Algoritmi 32) etsii viereisen alkion annetussa suunnas-
sa ja muodostaa puun, jossa timéd viereinen on juurena. Puuta kidyddédn alas annettuun
suuntaan kunnes suunnassa ei ole alipuuta. Kyseinen alkio on viereinen, se tulee kor-

vata mahdollisella lapsellaan ja alkiosta tehddén puun juuri.

Proseduuri POISTA JA TASAPAINOTA (Algoritmi 33) poistaa tarkeimmén. Aluksi hae-

46



Algoritmi 31 Proseduuri hakee puusta alkiosta ¢ alas pdin alkion avaimeltaan k.
O(logkoko)
procedure HAE ALKIO(AIkio ¢, Avain k)
while k # avain(t) do
if k <avain(t) then
t < vasen(t)
else if avain(r) < k then
t < oikea(t)
else
return ¢
end if
end while
end procedure

Algoritmi 32 Proseduuri alkion u viereisen alkion hakemiseen. O(log koko)

procedure HAE VIEREINEN(AIkio u, Suunta s)
if Alkiolla u ei ole lasta suunnassa s then
return u
end if
r<u
while Alkiolla ¢ on lapsi suunnassa s do
t < Alkion ¢ lapsi suunnassa s.
end while
Korvataan alkio ¢ lapsellaan v. > v on ainut lapsi
Asetetaan alkio u alkion ¢ lapseksi suunnan s vastakkaiselle puolelle.
Korjataan tasapainoehto polulla alkiosta v alkioon ¢.
return ¢
end procedure
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taan prioriteetiltaan pienin proseduurilla HAE PIENIN (Algoritmi 34). Alkio korvataan
sen oikealla alipuulla ja mahdollisesti rikkoutunut tasapainoehto korjataan kdymalla

polku alkiosta juureen proseduurilla TASAPAINOTA (Algoritmi 35).

Algoritmi 33 Proseduuri tirkeimméin poistamiseen ja puun uudelleen tasapainottami-
seen. O(logkoko)

procedure POISTA JA TASAPAINOTA(AVL-puu ( juuri,koko) )
vastaus <— HAE PIENIN(juuri)
if vastaus = juuri then
Juuri < oikea( juuri)
else
v < vanhempi(vastaus)
Asetetaan alkion v vasemmaksi lapseksi alkio oikea(vastaus).
t < TASAPAINOTA(V)
if vanhempi(t) = null then
juuri <—t
end if
end if
koko < koko — 1
return vastaus
end procedure

Proseduuri HAE PIENIN (Algoritmi 34) hakee avaimeltaan pienimmén alkion haku-

puusta. Hakupuussa pienin sijaitsee vasemmalla.

Algoritmi 34 Proseduuri etsii pienimmin alkion. O(logkoko)

procedure HAE PIENIN(AIkio 7)
while vasen(t) # null do
t < vasen(t)
end while
return ¢
end procedure

Proseduuri TASAPAINOTA (Algoritmi 35) korjaa poiston jilkeisen puun AVL-ehdon
mukaiseksi. Korjaaminen tapahtuu kutsumalla toistuvasti proseduuria TASAPAINOTA
KERRAN polulla muuttuneesta alkiosta juureen. Jokainen kutsukerta etsii seuraavan

AVL-ehdon rikkoutumiskohdan ja korjaa sen kierrolla.
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Algoritmi 35 Proseduuri AVL-puun tasapainottamiseen poiston jilkeen. O(logkoko)

procedure TASAPAINOTA(AIkio ¢)
while vanhempi(t) # null do
t = TASAPAINOTA KERRAN (vanhempi(t))
end while
return ¢
end procedure

3.3.2 Implisiittiselli poistolla

Seuraava algoritmi hyodyntdad Clark. A. Cranen keksimidi menetelméa avaimiltaan eri
vileiltd olevien AVL-puiden yhdistimiseen aikavaativuudeltaan logaritmisesti (Knuth,
1973). AVL-puuta kiytetddn tdssd samaan tapaan kuin vasenta suosivaa kekoa: kaa-
paistaan puusta pois epdoleellisia alkioita ja jéljelle jdfineet puut juurinaan oleellisia

alkioita yhdistetdin suhteellisen nopealla tavalla.

Kaksi AVL-puuta voidaan tehokkaasti yhdistii, jos ne eivét ole avainvileiltddn paillek-
kiiset ja niiden korkeudet tunnetaan. Yhdistiminen tapahtuu korkeamman puun suh-
teen. Pienemmistd puusta etsitdédn viereinen alkio (l1dhin lehti) ja asetetaan sen alipuuk-
si pienempi puu. Tdmin jidlkeen etsitdin korkeammasta puusta suunnilleen yhtd kor-
kea alipuu toiseksi alipuuksi. Lopuksi yhdistelmé asetetaan korvatun puun paikalle ja

tasapainoehto korjataan tédsti ylospdin kuin lisdimisen tapauksessa.

Kuvassa 15 on esimerkki AVL-puiden yhdistdmisestd. Esimerkkipuiden pieni korkeus-

ero johtaa hyvin yksinkertaiseen yhdistamiseen.

Implisiittinen poistaminen aiheuttaa hakupuussa erilaisen ldpikdynnin kuin kekojen ta-
pauksessa. Siind, missd keossa ldpikdynniksi riittdd poistaa epéoleelliset alkiot keon
pailtd, jdisi hakupuussa vastaavalla tavalla tehtynd etsimittd pienin oleellinen alkio,
joka keon tapauksessa 16ytyy yhdistdmisen jdlkeen. Pienimmén oleellisen alkion 16y-
tamiseksi tdytyy edetd sisdjdrjestyksessd ja kaikki ennen oleellista alkiota 10ytyneet
epdoleelliset poistetaan puusta. Toistaalta yksin sisdjirjestyksessid eteneminen ei vas-
taavalla tavalla poista alkioita keskeltd jonoa, mikd on mahdollista ja pahimmassa ta-

pauksessa jopa suotavaa, silld epdoleelliset alkiot eivit samalla tavalla hautaudu vain
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: Kahden AVL-puun yhdistdminen.
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syvemmille kekoon kuin vasenta suosivan puun tapauksessa, vaan paityvit kasvatta-

maan tasapainoisen puun kaikkien operaatioiden aikavaativuutta yhti lailla.

Ensimmadisessd vaiheessa etsitddn pienin oleellinen alkio hakupuusta. Ldhtien puun
pienimmasti alkiosta edetdédn puuta tuhoten sisdjirjestyksessi, kunnes saavutetaan en-
simmiinen alkio, joka ei ole poistettava. Poistetuiksi voisi ajatella tdssid vaiheessa jo-

non alkupaita.

Toisessa vaiheessa noustaan muuttunutta polkua kohti juurta. Muuttuneen polun al-
kioilla ei ole vasempia lapsia, silld ensimmaéisessd vaiheessa ne vapautettiin. Jos alkio
polulla on oleellinen, niin lisdtidin se pinoon myhemmin lisdttdviksi puuhun ja epi-
oleellinen alkio poistetaan. Alipuut oikealla kisitellddn samantapaisella lapikdyntial-
goritmilla kuin keon tapauksessa, joka kouraisee epéoleelliset alkiot pois puun paaltd
ja yhdistdd 1oytyneet alipuut, joilla on oleelliset alkiot juurinaan. Lapikdynnin jilkei-

seen puuhun lisdtddn pinossa odottavat alkiot.

Kuvassa 16 on esimerkki ldpikdynnistd. Esimmadisessd vaiheessa (taittonuoli) puusta
poistetaan epdoleellisia alkioita sisédjédrjestyksessd matkalla kohti ensimmaéisté oleellis-
ta alkiota. Toisessa vaiheessa (lovettu nuoli) puun vasenta laitaa noustaan ylos kohti

juurta, ja oikeat alipuut tyhjennetdédn péillisin puolin epéoleellisista alkioista.

AVL-puusta implisiittiselld poistolla tiedetddan hakupuun juuri, alkioiden pino, alkioi-
den lukumiiri eli koko ja oleellisuustieto oleellisuus|1..n]. Proseduurilla TASAPAI-
NOITTAVA LAPIKAYNTI (Algoritmi 36) poistetaan keosta pienin oleellinen alkio ja

muodostetaan ldpikdynnin jilkeen tasapainoinen AVL-puu.

Proseduurissa OLEELLISEN ETSINTA (Algoritmi 37) kiydiin alkioita sisdjirjestyk-
sessd ldpi kunnes saavutetaan ensimméiinen oleellinen alkio. Ladpikdynnin ohessa va-

pautetaan epioleellisia alkioita puusta ja se saattaa tuhota puun tasapainoehdon.

Proseduuri OLEELLISTEN YHDISTAMINEN (Algoritmi 38) ldpikdy polun pienimmads-
td oleellisesta alkiosta vanhaan juureen ja pistéi talteen oleelliset alkiot. Oikeanpuolei-

sista alipuista poistetaan epdoleelliset alkiot pdiltd proseduurilla PUHDISTA PUU.

51



Selite
Alkio
avaimella a
Pinon
paallimmainen
alkio

Yhdistetyn
puun juuri

Poistettava
alkio

Kuva 16: Lipikdynnit AVL-puussa.

52



Algoritmi 36 Proseduuri tirkeimmén alkion implisiittiseen poistamiseen AVL-puusta.
O(klogkoko), jossa k on epéoleellisten alkioiden lukuméiri keossa ennen ensimmaisti
oleellista alkiota.
procedure TASAPAINOITTAVA LAPIKAYNTI( AVL ( juuri, pino,oleellisuus, koko))
koko < koko — 1
minimi <— ETSI PIENIN(juuri)
vastaus < min(minimi, pino)
Merkataan oleellisuus|identiteetti(vastaus)] epioleelliseksi.
minimi <— OLEELLISEN ETSINTA (minimi, oleellisuus,koko)
Jjuuri <— OLEELLISTEN YHDISTAMINEN (minimi, oleellisuus, koko)
if vastaus = pino then
Juuri < TALLETETTUJEN LISAAMINEN (alla(pino),oleellisuus)
else
Jjuuri < TALLETETTUJEN LISAAMINEN( pino, oleellisuus)
end if
return vastaus
end procedure

Algoritmi 37 Proseduuri pienimmin oleellisen alkion etsimiseen. O(k), jossa k on
epdoleellisien alkioiden mééréd puussa sisdjirjestyksessd ennen ensimmaéisté oleellista
alkiota.
procedure OLEELLISEN ETSINTA(Alkio #, Oleellisuus b[1..n|, Alkioméird koko)
while 7 # null do
if Alkiolla # on vasen lapsi then
s < vasen(t)
else if Alkio 7 on oleellinen then
break
else if Alkiolla z on oikea lapsi then
s < oikea(t)
vanhempi(s) < vanhempi(t)

vasen(vanhempi(t)) < s > jos alkiolla # on vanhempi
koko < koko — 1
else
s <— vanhempi(t)
Poista vasen lapsi alkiolta s. > jos alkiolla ¢ on vanhempi
koko <+ koko — 1
end if
<5
end while
return ¢

end procedure
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Algoritmi 38 Proseduuri puun puhdistamiseen. O(kmax{1,log(koko/(k+1))}), jossa
k on epdoleellisten alkioiden lukumiird, jotka ovat saavutettavissa syvyyshaulla.

procedure OLEELLISTEN YHDISTAMINEN(AIkio t, juuri, Oleelli-
suus oleellisuus|1..n|, Alkiomédri koko)
Jjuuri < null
while 7 # null do
§ < vanhempi(t)
if Alkiollaz on oikea lapsi then
r < oikea(t)
Irroita r omaksi puuksi.
PUHDISTA PUU( juuri, r,oleellisuus, koko)
end if
Irroita ¢ itsendiseksi alkioksi.
koko < koko — 1
if Alkio ¢ on oleellinen then
LISAA TALTEEN(pino,koko,oleellisuus,t)
end if
t<s
end while
return ¢
end procedure

Proseduurissa PUHDISTA PUU (Algoritmi 39) kidydiin alkioita puun piiltd epdoleel-

liset poistaen ja oleelliset yhdistden juuren kanssa proseduurilla YHDISTA PUUT.

Proseduurissa YHDISTA PUUT (Algoritmi 40) yhdistetdan kaksi AVL-puuta keske-
nididn. AVL-puut eivit saa olla avainvililtdin pédllekkiiset, mutta ehto on voimassa,

kun puut ovat AVL-puun alipuita. Tuloksena saadaan tasapainoinen AVL-puu.
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Algoritmi 39 Proseduuri puun puhdistamiseen.

procedure PUHDISTA PUU(ALkio juuri, Alkio t, Oleellisuus oleellisuus|1..n], Al-
kiomé&ara koko)
Seuraava alkio s <— null
while 7 # null do
if Alkio 7 on oleellinen then
§ < vanhempi(t)
vanhempi(t) < null
Juuri < YHDISTA PUUT(juuri,t)
else if Alkiolla 7 on vasen lapsi then
s < vasen(t)
Irroita vasen(t)
vanhempi(vasen(t)) <— vanhempi(t)
if Alkiolla # on oikea lapsi then
vanhempi(oikea(t)) < vanhempi(t)
vanhempi(s) < oikea(t)
else
vanhempi(s) <— vanhempi(t)
end if
Irroita ¢ itsendiseksi alkioksi. > vapauta ¢
koko <+ koko — 1
else if Alkiolla ¢ on oikea lapsi then
s < oikea(t)
vanhempi(s) < vanhempi(t)

Irroita ¢ itsendiseksi alkioksi. > vapauta ¢
koko <+ koko — 1

else
§ < vanhempi(t)
Irroita ¢ itsendiseksi alkioksi. > vapauta ¢
koko < koko — 1

end if

t<s

end while

end procedure
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Algoritmi 40 Proseduuri kahden AVL-puun yhdistdmiseen. O(log koko)

procedure YHDISTA PUUT(AIkio a,Alkio b)
Nimetidn puista a ja b korkeammaksi puu & ja toiseksi puuksi m > vertaa
korkeuksia
Olkoon s suunta, jonka puolella puu k on verrattuna puuhun m > vertaa avaimia
Olkoon s’ suunnan s vastakkainen suunta
u <— HAE VIEREINEN(m,s)
Asetetaan alkion u suunnan s” puolelle alkio m
Lasketaan uusi korkeus alkiolle u
t<k
repeat
t + alkion 7 lapsi suunnassa s’
v < vanhempi(t)
until korkeus(t) < korkeus(u)
Asetetaan alkion u# suunnan s puoleiseksi lapseksi alkio ¢.
Asetetaan alkion v suunnan s’ puoleiseksi lapseksi alkio u.
Korjataan tasapainoehto polulta alkiosta v alkioon k.
return Tasapainotetun puun juuri
end procedure
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3.4 Itseisesti kiertyvi puu

Itseisesti kiertyvd puu on Sleatorin ja Tarjanin (1985) kehittimé bindédrinen hakupuu.
Itseisesti kiertyminen tarkoittaa rakenteen muodon sopeuttamista hakuihin ilman al-

kioiden talletettuja korkeus-, mataluus- tai painoattribuutteja.

Polku juuresta alkioon on hakupolku (eng. access path). Itseisesti kiertyminen perus-
tuu hakupolun muokkaamiseen haun yhteydessd. AVL-puun tapaan kaikissa itseisesti

kiertyvén puun operaatioissa alkio paikannetaan hakemalla.

Hakupolkua tarkastellaan ensisijaisesti kahden, mutta tarvittaessa yhden yksikon mit-
taisissa pétkissd haetusta alkiosta juureen piin. Tarkastelupolun mitta on vakio ja sen
kiertyminen tapahtuu yhdell4 tai kahdella kierrolla, joiden aikavaativuus on O(1). Ha-
kupolun kiertymisen aikavaativuus on titen verrannollinen hakupolun pituuteen d. Ha-
kupolun pituus d ei vilttdmittd ole logaritminen alkioiden méirin koko suhteen, mutta
keskiméiirin jokainen alkio on saavutettavissa logaritmisella mairilla kiertoja. Kierty-
misen seurauksena on haetun alkion nouseminen tarkastelupolun piihén alipuun juu-

rialkioksi rikkomatta hakuehtoa.

Tarkastellaan seuraavaksi tilanteet, miten eri tarkastelupolun pétkissé kiertyminen ta-
pahtuu. Kuvassa 17 on yksi yhden mittaisen tarkastelupolun pitkén tarkastelu ja kaksi
kahden mittaisen pétkédn tapausta. Tapauksissa zig ja zigzig siniset kaarinuolet néytti-
vt kierrot, jotka nostavat alkion x juureksi. Punaiset kaarinuolet ndyttivét kierrot ta-
pauksiin, jotka péityvét vastakkaiseen lopputulokseen. Tapauksessa zigzag seké siniset

ettd punaiset kaarinuolet pdityvit samaan lopputulokseen — alkio y nousee juureksi.

3.4.1 AhKkerasti

Rakenteesta tiedetdin puun juuri-alkio ja alkioiden lukumééri koko. Kuten AVL-puun
tapauksessa, kyseessd on hakupuu, joten on tarvetta kdyttdd avaimia yksiloiméén al-

kiot.

Kuvassa 18 on prioriteettijonon rajapinta, jonka itseisesti kiertyvd puu toteuttaa. Ku-
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vasta ndhdédn, ettd erilaisia hakuja on AVL-puun tapaan paljon, mutta AVL-puusta poi-
keten tasapainottavia proseduureja ei ole. Lisdksi ndhdién, ettd proseduuri KIERRY on
rakenteessa keskeinen. Operaatio LISAA UUSI tehdédédn proseduurilla LISAA JA KIER-
RY, operaatio PAIVITA PRIORITEETTI tehddidn proseduurilla HAE, POISTA JA LISAA

ja operaatio POISTA TARKEIN tehdiin proseduurilla POISTA JA KIERRY.

Proseduuri LISAA JA KIERRY (Algoritmi 41) hakee lisittiville alkiolle vanhemman
proseduurilla HAE VANHEMPI (Algoritmi 26, sivu 44), lisdd uuden alkion sen lapseksi

ja kierryttaa lisdatyn alkion uudeksi juureksi proseduurilla KIERRY (Algoritmi 42).

Proseduurilla KIERRY (Algoritmi 42) muokataan hakupolkua kierroilla, jotta alkion

hakuaika lyhenisi. Kiertyminen saa haetun alkion nousemaan puun juureksi.

Proseduuri HAE, POISTA JA LISAA (Algoritmi 43) lisdd uuden alkion, kierryttdd sen
juureksi, etsii vanhan alkion, poistaa sen puusta ja kierryttid poistetun alkion isdn puun

juureksi.

Proseduuri POISTA JA KIERRY (Algoritmi 44) hakee puusta minimialkion proseduuril-

la ETSI PIENIN (Algoritmi 34, sivu 48), poistaa minimin ja kierryttdé poistetun alkion
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Algoritmi 41 Proseduuri uuden alkion lisddmiseen itseisesti kiertyviin puuhun. O(d),
jossa d on hakupolun pituus.

procedure LISAA JA KIERRY (Itseisesti kiertyvd puu (juuri, koko), Alkio v)
koko <+ koko + 1
if juuri = null then
Jjuuri <—v
else
t < HAE VANHEMPI( juuri,avain(v))
if avain(v) < avain(t) then
Asetetaan alkio v alkion # vasemmaksi lapseksi.
else
Asetetaan alkio v alkion ¢ oikeaksi lapseksi.
end if
Juuri < KIERRY ()
end if
end procedure

Algoritmi 42 Proseduuri alkion ¢ kierryttdmiseen puun juureksi. O(d), jossa d on ha-
kupolun pituus.

procedure KIERRY(AIKio t)
while onko alkiolla ¢t vanhempaa do
s <— puoli, jolla r on vanhempaansa.
if onko vanhempi vanhempaansa puolella s then
t < Z1GZI1G(s,t)
else if onko vanhemmalla vanhempaa then
t < ZIGZAG(s,t)
else
t < ZIG(s,1)
end if
end while
return ¢
end procedure
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Algoritmi 43 Proseduuri alkion péivittdmiseen itseisesti kiertyvéssi puussa. O(d), jos-
sa d on hakupolun pituus.

procedure HAE, POISTA JA LISAA(Itseisesti kiertyvéd puu (juuri,koko), Alkio u,
Alkio v)
LISAA JA KIERRY (V) > v on juuri
t < ETSI ALKIO(avain(u))
s < vanhempi(t)
vanhempi(oikea(t)) < null
if alkiolla ¢ on oikea alipuu then
t' + KIERRY (ETSI PIENIN(oikea(t)))
Asetetaan alkion ¢’ vasemmaksi lapseksi alkio vasen(t).
else
t' « vasen(t)
end if
Asetetaan alkion s lapsen ¢ paikalle alkio ¢’
Juuri < KIERRY (s)
end procedure

vanhemman uudeksi juureksi proseduurilla KIERRY (Algoritmi 44).

Algoritmi 44 Proseduuri tirkeimmin alkion poistamiseen itseisesti kiertyvésti puusta.
O(d), jossa d on hakupolun pituus.

procedure POISTA JA KIERRY (Itseisesti kiertyvd puu ( juuri, koko))
vastaus < ETSI PIENIN( juuri)
if vastaus = juuri then
Juuri < oikea(vastaus)
else
t < vanhempi(vastaus)
Asetetaan alkio oikea(vastaus) alkion ¢t vasemmaksi lapseksi.
Juuri < KIERRY ()
end if
koko < koko — 1
return vastaus
end procedure

3.4.2 Implisiittiselli poistolla

Seuraava algoritmi hyddyntidd Sleatorin ja Tarjanin (1985) kehittimédd menetelmai it-
seisesti kiertyvien puiden yhdistdmiseen. Yhdistettidvien puiden avainvilit eivit saa ol-
la paillekkiiset. Olkoon pienempien avaimien puu u ja suurempien v. Vain toista puuta

riittdd muokata. Puusta u etsitddn maksimi ja kierretdéin se juureksi. Juuren oikeak-
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si lapseksi asetetaan puu v. Vastaavasti voidaan muokattavaksi puuksi valita v ja etsid

siitd minimi, joka kierretddn juureksi. Juuren vasemmaksi lapseksi asetetaan tilloin u.

Kuvassa 15 sivulla 50 esitetty esimerkki AVL-puiden yhdistdmisestid noudattaa samo-
ja vilivaiheita kuin vastaavien itseisesti kiertyvien puiden. Kuvassa minimi puusta v

kierretddn puun juureksi ja puu u liitetddn sen vasemmaksi alipuuksi.

Implisiittinen poistaminen tehdidéin AVL-puun tapaan kaksivaiheisella algoritmilla. En-
simmadisessd vaiheessa haetaan puun minimialkio sisdjdrjestyksessd ja samalla poiste-
taan puusta vastaan tulevat epioleelliset alkiot. Loydetty alkio kierretdén puun juurek-
si. Toisessa vaiheessa kdydién lidpi puun oikeanpuoleisia alkioita, joista epédoleelliset
poistetaan ja oleelliset pistetiin talteen pinoon. Nididen alkioiden vasemmista alipuista
poistetaan epéoleelliset alkiot siten, ettd juureltaan oleelliset alipuut yhdistetdén jérjes-

tyksessi keskendin.

Tarkeimmén alkion poistaminen tehddin proseduurilla KIERRYTTAVA LAPIKAYNTI
(Algoritmi 45). Algoritmi jakaa saman idean ja ldhes saman toteutuksen kuin AVL-
puun tapauksessa (Algoritmi 36). Poikeuksena on minimialkion kierryttiminen juu-
reksi ja proseduurin OLEELLISTEN YHDISTAMINEN tekeminen juuresta lehteen péin.

Muut proseduurit toimivat AVL-puun tapaan.

Proseduurissa OLEELLISTEN YHDISTAMINEN (Algoritmi 46) laskeudutaan juuresta
pitkin oikeanpuoleisia lapsia. Jos alkiolla on vasen lapsi, sen epéoleelliset alkiot kdy-

ddidn syvyyshaulla poistamassa ja juureltaan oleelliset alipuut yhdistetddn juureen.

3.5 Fibonacci-keko

Fibonacci-keko on Fredmanin ja Tarjanin (1987) kehittdmi parannus binomikeolle tar-
koituksenaan pienentédd aikavaativuuksia mm. Dijkstran algoritmin kédyttimén PAIVI-
TA PRIORITEETTI -proseduurin osalta. Myohemmin Fibonacci-kekoakin on paranneltu
paremmilla kertoimilla mm. Driscoll, Gabow, Shrairman ja Tarjan (1988) sekéd Brodal,

Lagogiannis ja Tarjan (2012). Fibonacci-keon toiminnan ymmértdmiseksi tutustutaan
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Algoritmi 45 Proseduuri tirkeimméin alkion implisiittiseen poistamiseen itseisesti
kiertyvistd puusta. O(k - koko), jossa k on epioleellisten alkioiden lukuméiri keossa.

procedure KIERRYTTAVA LAPIKAYNTI(Itseisesti kiertyva
puu (juuri, pino,oleellisuus(1..n],koko))
koko < koko — 1
minimi <— ETSI PIENIN(juuri)
vastaus <— min(minimi, pino)
Merkataan oleellisuus|identiteetti(vastaus)] epioleelliseksi.
minimi <— OLEELLISEN ETSINTA (minimi, oleellisuus,koko)
Juuri < KIERRY (minimi)
Jjuuri <— OLEELLISTEN YHDISTAMINEN (juuri,oleellisuus,koko)
if vastaus = pino then
Juuri < TALLETETTUJEN LISAAMINEN (alla(pino),oleellisuus)
else
Jjuuri < TALLETETTUJEN LISAAMINEN( pino, oleellisuus)
end if
return vastaus
end procedure

Algoritmi 46 Proseduuri puun puhdistamiseen. O(k - koko), jossa k on syvyyshaulla
saavutettavien epdoleellisten alkioiden lukumééri.

procedure OLEELLISTEN YHDISTAMINEN(AIkKio juuri, Oleelli-
suus oleellisuus|1..n], Alkioméiri koko)
t < juuri

Jjuuri < null
while 7 # null do
s < oikea(t)
if Alkiolla ¢ on vasen lapsi then
I < vasen(t)
Irroita [ omaksi puuksi.
PUHDISTA PUU(juuri,l,oleellisuus,koko)
end if
Irroita ¢ itsendiseksi alkioksi.
koko < koko — 1
if Alkio ¢ on oleellinen then
LISAA TALTEEN(pino, koko,oleellisuus,t)
end if
1< s
end while
return ¢
end procedure
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aluksi Jean Vuilleminin (1978) kehittimééan Binomikekoon (eng. binomial heap).

Pienin binomipuu on yhden alkion kokoinen. Binomipuu mééritellddn rekursiivisesti
kahden pienemmin, mutta yhtdsuuren binomipuun linkitykseksi. Puiden yhtdsuuruu-
della binomipuun tapauksessa tarkoitetaan puita, joilla on sama ranki. Siksi alkioille
annetaan vastaavanlainen ominaisuus ranki, joka on lapsiluku+ 1 ja lehden ranki on 1.
Puun ranki kasvaa linkityksessd yhdelld. Binomipuu saa nimensi alkioiden méérdsté

tasoittain, joka noudattaa binomijakaumaa.

Fredmanin ja Tarjanin (1987) mukaan binomikeko muodostuu juurilistasta, joka on
kahteen suuntaan linkitetty lista prioriteettichtoisia erisuuria binomipuita. Binomikeos-
sa ei siis ole kahta saman suuruista binomipuuta, silld ne olisi tullut linkittdd yhdeksi

suuremmaksi binomipuuksi.

Kuvassa 19 on binomipuita rankiltaan yhdestd neljdéin. Kuvan vasemmassa reunassa
on kuvattu kaaret alkioiden vanhempiin, kun oikeassa reunassa nikyvét kaaret lapsiin
ja lapsien kesken kahteen suuntaan linkitettyni listana. Rankin arvoltaan yksi binomi-
puiden linkittiminen tapahtuu yksinkertaisesti valitsemalla prioriteetiltaan tirkedmpi
juureksi ja toinen sen lapseksi. Vastaavasti linkittdminen tapahtuu rankin arvolla kaksi

ja korkeammilla rankin arvoilla.

Fibonacci-keossa kiytetddn laiskaa lisddamistd, jossa juurilistaan lisdtddn uusi alkio.
Poiston yhteydesséd puut yhdistetddn vastaavan rankin puun kanssa, vasenta suosivan
keon tapaan apurakenteessa. Binomikeosta poiketen yhdistettivit puut eivit ole aina
binomipuita, koska prioriteetin pdivittimisen yhteydessi puuta kisitellddn niisti alipui-
ta poistaen. Puu, jonka ranki pysyy samana, vaikka sitd on poistettu maksimaalisesti
alkioita, sisdltdd Fibonaccin luvun F,,,;; verran alkioita. Tédstd saadaan rakenteen nimi
Fibonacci-keko ja apurakenteen koolle yldraja log, koko, jossa ¢ = @ on sama kuin

kahden perikkiisen Fibonaccin luvun suhteen raja-arvo.
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Kuva 19: Binomisien puiden linkityksid rankilta 1 rankiin 4.
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Kuva 20: Fibonacci-keon rakenne.

3.5.1 AbhKkerasti

Fibonacci-keon toteuttamiseksi rakenteesta tiedetdén pienin alkio juuri, kahvat|1..n]
ja apurakenteena kdytetdidn taulukkoa A[l..log¢ n|, jossa ¢ = @ ja n on solmujen
lukumidri verkossa. Jokaisella alkiolla on muuttujat ranki = lapsiluku + 1 ja merkki

bitti, joka kertoo onko puulta poistettu alipuu.

Kuvassa 20 on prioriteettijonon rajapinta, jonka Fibonacci-keko toteuttaa. Kuvasta
nihdédn, ettd juurilistaa késitellddn lisddmisessd ja pdivittdmisessd ilman linkittdmisti.
Vasta tarkeimmén poistamisessa alkiot linkitetdéin kdyttden apuna taulukkoa ja taulu-
kosta muodostetaan uusi juurilista. Prioriteettijonon proseduurin LISAA UUSI toteuttaa
proseduuri LISAA LIITTAEN, proseduurin PAIVITA PRIORITEETTI toteuttaa proseduu-
ri KORVAA, MERKKAA JA SIIRRA ja proseduurin POISTA TARKEIN toteuttaa prose-

duuri JUUREN LAPIKAYNTI.

Proseduuri LISAA LIITTAEN (Algoritmi 47) liittid uuden alkion prioriteettijonoon.

Alkio liitetddn juurilistaan yleisemmalli proseduurilla LIITA JUURILISTAAN.

Proseduuri LIITA JUURILISTAAN (Algoritmi 48) liittd4 alkion juurilistaan. Jos juuri-
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Algoritmi 47 Proseduuri uuden alkion lisddmiseen. O(1)

procedure LISAA LIITTAEN(Fibonacci-keko (juuri,kahvat[1..n|,koko), Alkio v)
koko < koko + 1
kahvat|identiteetti(v)] < v
LIITA JUURILISTAAN( juuri,v)

end procedure

taso on tyhjd, niin alkiosta tulee juuri. Jos uuden alkion prioriteetti on pienempi kuin

Juuren, niin siitd tulee uusi juuri.

Algoritmi 48 Proseduuri alkion liittdmiseksi juurilistaan. O(1)

procedure LIITA JUURILISTAAN(AIkio juuri, Alkio v)
vanhempi(v) < null > Juurilistassa el alkiolla ole vanhempia.
if juuri = null then
Jjuuri <—v
else
Liitetdédn alkio v juurilistaan.
if prioriteetti(v) < prioriteetti( juuri) then juuri < v
end if
end if
end procedure

Proseduuri KORVAA, MERKKAA JA SIIRRA (Algoritmi 49) pdivittdaa alkion prioritee-
tin arvon Fibonacci-keossa. Kéytetdin kahvaa alkion 10ytdmiseen ja asetetaan sille uusi
prioriteetti. Jos alkion vanhemman prioriteetti on suurempi kuin alkion, niin toistetaan
seuraavaa. Alkio irroitetaan vanhemmastaan, poistetaan mahdollinen merkki alkiosta,
liitetdédn alkio osaksi juurilistaa proseduurilla LISAA JUURILISTAAN (Algoritmi 48),
pienennetddn vanhemman rankia ja merkkaamaton vanhempi merkataan. Mikéli van-
hempi oli jo ennestddn merkattu toistetaan edellistd vaihetta kunnes joku esivanhempi
saadaan merkattua tai saavutetaan juuritaso. Jos pdivitetyn alkion prioriteetti osoittau-

tuu keon pienimmaksi, siitéd tulee uusi juuri. Aikavaativuus on tasoitettu O(1).

Proseduuri JUUREN LAPIKAYNTI (Algoritmi 50) poistaa pienimmén ja etsii uu-
den pienimmén juureksi linkittdmélld juurilistan alkiot. Irroitetaan alkiot juurilistas-
ta ja linkitetddn ne osaksi apurakennetta A proseduurilla LINKITA TAULUKKOON
(Algoritmi 51). Kun kaikki juurilistan alkiot on ldpikéyty, niin kdyddin ldpi apura-

kenne A proseduurilla LIITA TAULUKOSTA (Algoritmi 53).
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Algoritmi 49 Proseduuri alkion prioriteetin pdivittdimiseen Fibonacci-keossa. Aikavaa-
tivuus tasoitettu O(1).

procedure KORVAA, MERKKAA JA SIIRR A (Fibonacci-
keko (juuri,kahvat[1..n],koko), Alkio u, Alkio v)
t < kahvat[identiteetti(v)]
prioriteetti(t) < prioriteetti(u)
if alkiolla 7 on vanhempi and prioriteetti(t) < prioriteetti(vanhempi(t)) then
repeat
Vv < vanhempi(t)
Poistetaan alkio # vanhempansa lapsilistasta.
Poista merkki alkiosta 7.
LIITA JUURILISTAAN (juuri,t)
ranki(v) < ranki(v) — 1
t<v
until alkiota v ei ole merkattu or alkiolla v ei ole vanhempaa
if alkiolla v on vanhempi then
Merkataan alkio v.
end if
end if
if prioriteetti(t) < prioriteetti(juuri) then
juuri <t
end if
end procedure

Algoritmi 50 Proseduuri tirkeimmén poistamiseksi Fibonacci-keosta. Aikavaativuus
tasoitettu O(logkoko).

procedure JUUREN LAPIKAYNTI(Fibonacci-keko (juuri,kahvat|1..n], koko))
vastaus <— juuri
Olkoon apurakenne A[l..log, n].
while juurilistassa on jasenid do
t < poistettu alkio juurilistasta.
LINKITA TAULUKKOON(?,A)
end while
LIITA TAULUKOSTA(A)
kahvat [identiteetti(vastaus)] < null
koko < koko — 1
return vastaus
end procedure
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Proseduuri LINKITA TAULUKKOON (Algoritmi 51) liittdd alkion osaksi apurakennetta
A. Linkitetddn apurankenteesta mahdollisesti 10ytynyt saman rankin alkio yhteen pro-
seduurilla LINKITA (Algoritmi 52). Jos taulukosta 16ytyy tyhja indeksi, niin asetetaan

muodostunut puu siihen.

Algoritmi 51 Proseduuri linkittdiméidn saman rankiset alipuut yhteen, missi ranki mer-
kitsee paikkaa aputaulukossa. O(log, koko).

procedure LINKITA TAULUKKOON(Alkio #, Apurakenne A[1..log, n])
r < ranki(t)
while A[r| # null do
if prioriteetti(t) < prioriteetti(Alr]) then
t < LINKITA(z,A[r])
else
t + LINKITA(A[r], 1)
end if
Alr] < null
r < ranki(t)
end while
Alr] «1t
end procedure

Proseduuri LINKITA (Algoritmi 52) linkittdi alkiot toisiinsa. Pienempi tulee juureksi,
sen ranki kasvaa yhdelld vastaamaan suurempaa puuta ja suurempi lisitdin sen lapsi-

listaan.

Algoritmi 52 Proseduuri linkittdmaén kaksi saman rankin puuta yhteen. O(1).

procedure LINKITA(AIlkio x, Alkio y)
Lisii alkion x lapsilistaan alkio y.
ranki(x) < ranki(x) + 1
Poista merkki alkiosta y.
return x

end procedure

Proseduuri LIITA TAULUKOSTA (Algoritmi 53) kerdd puut juurilistaan kdymalld 14-
pi apurakenteen A. Liitetddn alkio A[i] proseduurilla LIITA JUURILISTAAN (Algoritmi
48) ja vapautetaan aputaulukon solu. Tamé luo uuden juurilistan ja tyhjentdd aputaulu-

kon.
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Algoritmi 53 Proseduuri uuden juurilistan luomiseen liittdmélld alkiot apurakenteesta.
O(log, koko).

procedure LIITA TAULUKOSTA(Apurakenne A[l..logn])
for i € [1,log, koko] do
LIITA JUURILISTAAN(A[i])
Ali] < null
end for
end procedure

3.5.2 Implisiittiselli poistolla

Fredman ja Tarjan (1987) eivit tyydy Fibonacci-keon kahvalliseen toteutukseen, vaan
artikkeli sisédltdd myos kolme implisiittisen poiston toteutusta Fibonacci-keon yhtey-

dessd. Tdssid kdytetddn niistd helpointa.

Tuttuun tapaan rakenteesta tiedetdan minimialkio juuri, uusien alkioiden pino,
oleellisuus[1..n] ja apurakenne A[l..log,m|. Alkion ei tissd tapauksessa tarvitse tie-
tdd vanhempaansa, miki nopeuttaa juurilistan ja lapsilistojen liittimisti toisiinsa. Téar-

keimmiin poistamiseen kdytetddn proseduuria PINNAN LAPIKAYNTI.

Proseduurin PINNAN LAPIKAYNTI (Algoritmi 54) ja proseduurin JUUREN LAPI-
KAYNTI (Algoritmi 50) erot ovat hyvin pienet. Aikaisemmassa riitti juurilistan ldpi-
kdynti, nyt joudutaan epéoleellisen alkion tapauksessa liittiméin sen lapsilista osaksi
juurilistaa, mikid saattaa pidentdd ldpikdyntid. Talletuksen purku tehddédn taulukkoon
A poistamalla alkio pinosta ja linkittdmaélld se paikoilleen proseduurilla LINKITYS
(Algoritmi 52). Edellisestd rakenteesta tuttuun tapaan uusi juuri muodostetaan taulu-
kon A puiden juuret yhteen liittiméilld proseduurilla LIITA TAULUKOSTA (Algoritmi

53).
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Algoritmi 54 Proseduuri tirkeimmin poistamiseksi Fibonacci-keosta implisiittiselld
poistolla. Aikavaativuus tasoitettu O(kmax{1,log(koko/(k+1))}), jossa k on poistet-
tujen alkioiden mééri.

procedure PINNAN LAPIKAYNTI(Prioriteettijono (juuri,b[1..n],koko))
koko < koko — 1
vastaus < min( juuri, pino)
Merkataan oleellisuus|identiteetti(vastaus)] epdoleelliseksi.
Olkoon apurakenne A[l..log, m].
while Juurilistassa on jdsenid do
t < poistettu alkio juurilistasta.
if Alkio 7 on oleellinen then
LINKITYS(#,A)
else
Liitetdén lapsi(t)-lista juurilistaan.
koko < koko — 1
end if
end while
if vastaus = pino then
TALLETUKSEN PURKU(alla(pino),oleellisuus,A)
else
TALLETUKSEN PURKU(pino,oleellisuus,A)
end if
LIITA TAULUKOSTA(A)
Hlidentiteetti(vastaus)] < null
return vastaus
end procedure
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4 Koeasetelma

Luvussa esitellddn Dijkstran algoritmin (Algoritmi 3, sivu 9) testaamisen tarvittavan
verkkoaineiston generointitavat ja kokeissa kdytettdvd ympéristd. Tutkielmassa rajoi-
tutaan rdydellisiin ja satunnaisiin verkkoihin, joissa on korkeintaan yksi kaari kahden

solmun valissa.

Verkkoja voidaan luokitella topologisten ominaisuuksien ja kaarien painofunktion mu-
kaan. Verkon topologia méidrittelee solmuja yhdistidvien kaarten méérén ja paikat pai-
nofunktion mééiritellessd kaarten painot. Dijkstran algoritmi olettaa, ettei kaarten pai-

not ole negatiivisia lukuja.

4.1 Topologiat

Suurinta kaarien méaidrdd tutkielmassa edustaa tdydellinen verkko (eng. complete
graph), missi kaikista solmuista on kaari jokaiseen solmuun. Tutkielman aineistos-
sa myOs tdydellisistd verkoista kaarien miirdi rajoitetaan prosenttiosuuteen p, koska

aidosti tdydellisid verkko on harvassa ongelmassa.

Tilansddstdmiseksi tdydellisen verkon yksi solmu asetetaan aloituspisteeksi ja verkko
generoidaan tdydellisen kaltaiseksi aloituspisteen néikokulmasta. Taydellisen kaltainen
aloituspisteen ndkokulmasta tarkoittaa, ettd ldhtien aloituspisteestd Dijkstran algoritmi
kutsuu vastaavia operaatioita saman méérdn ja samassa jirjestyksessid kuin tdydelli-
sen verkon tapauksessa. Jostain muusta solmusta kuin aloituspisteestd aloittaminen ei
tuota samaa lopputulosta. Tédydellisen kaltaisien verkojen nimet alkavat tutkielmassa

kirjaimella C.

Verkot on esitetty vieruslistana, mutta seuraavassa kdytetddn matriisiesitystd havain-
nollistamaan millaista ehtoa tdydellisen kaltaisien verkkojen generointiin kdytetddn.
Téydellisen kaltainen verkko on matriisiesitykseni yldkolmiomatriisi, jossa solmu-
jen indeksit vastaavat rivi- ja sarakenumeroita. Kaarten miirin vihentdminen tehdiin

poistamalla kaaret, jotka vastaavat kolmiota matriisiesityksen oikeassa yldkulmassa.
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Poistettavan kolmion pinta-ala vastaa (n?

—n)(1 — p)/2 kaarta ja jiljelle jadvien kaa-
rien lukumiiri on m = p(n® —n) /2. Tdydellisen kaltainen verkko silyttii yhteniisyy-

den, jos kaarten lukumiird n < m.

Satunnaisverkko tarkoittaa topologialtaan méérittelemitontd verkoa. Satunnaisverkko-
jen nimet alkavat tutkielmassa kirjaimella R. Tutkielmassa satunnaisverkot generoi-

daan arpomalla erisuuria kokonaislukuja r vililtd [1,n(n — 1)]. Olkoon

[ r
— 1
a n_J (1)
b=r mod((n—1) 2)
(
b+1 kuna<b
c= 3)
b muuten

\

jossa n on solmujen médrd. Talloin (a,c) on luvun r yksiloimi kaari. Erisuuret koko-
naisluvut varmistettiin tdysisykliselld pseudosatunnaislukugeneraattorilla annetulla vi-
lilld. Pseudosatunnaislukugeneraattori parametrisoitiin tdysisyklisyyden takaavilla pa-
rametreilla (Hull ja Dobell, 1962). Kaarten méirdn rajoittaminen satunnaisverkoissa

saattaa aiheuttaa epdyhtendisyyttd verkossa.

4.2 Painofunktiot

Seuraavaksi esitellddn kolme painofunktiota: pahimpaan tapaukseen rditiloity paino-
funktio wy (fixed,F), sen satunnainen permutaatio w, (permutation,P) ja satunnainen

painofunktio w, (random,R).

Painofunktio w(i, j) varmistaa, ettd jokainen verkon kaari tdydellisessd verkossa k-

sitelldéin Dijkstran algoritmilla, eli jokainen 16ytynyt uusi kaari lyhentdd polkua sol-
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muun. Kisittelyjarjestysriippumaton painofunktio wz(i, j) on

(

2n—i)—1 kuni+1<j

wr(i,j)=92(n—j)—1 kunj<i—1 4)

1 muuten
\

jossa n on solmujen lukumiiri, i on ldhtopiste ja j on pidtepiste sekd i, j € [1,n].

Painojen joukko on parittomat luvut véliltid [1,2n — 3].

Painofunktio w,(i, j) kuvaa satunnaispainofunktiota, joka palauttaa arvoista i ja j riip-
pumattoman tasajakautuneen parittoman luvun véliltd [1,2n — 3]. Kaarten painot ovat
samoja lukuja kuin painofunktion w (i, j) tapauksessa, mutta niiden jakauma on eri-

lainen.

Painofunktion w (i, j) jakauma on samanlainen kuin painofunktion w (i, j), mutta pai-
not ovat i ja j arvosta riippumattomat parittomat luvut vililtd [1,2n — 3]. Painofunktio

on satunnainen permutaatio pahimman tapauksen kaarifunktiosta wz(i, j).

4.3 Aineisto

Rakenteiden testaamiseen generoidaan kuusi kategoriaa verkkoja, joista kdytetdén ni-
mid CF, CP, CR, RF, RP ja RR, ensimmdisen kirjaimen viitatessa topologiaan ja toi-
sen painofunktioon. Solmujen lukuméirit ovat tuhannet vililld [1000,8000) ja kaarten
lukumidrii rajoitetaan prosenttiosuudella p mahdollisesta kaarten madristd, prosent-
tiosuuksilla 25% ja 95%. Verkkoja generoidaan jokaiseen kategoriaan N = 61 kappa-

letta.

4.4 Suoritusympaéristo

Ohjelma on ohjelmoitu Java-kielelld versiolle 1.6 ja Javan automaattisesta muistin hal-

linnasta riippuen operaatioon kdytetty aika saattaa sisdltdd satunnaisesti roskankerdi-
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jdn operaatioita, suorituksen aikaisia JIT-kédédntdjdn (eng. Just In Time-compiler) suo-
ritusaikaa ja tietokoneen muuta kuormitusta. Suoritusaika ei sisilld aikaa, joka kuluu
muistin allokoitiin, silld allokoinnit ja luokkien alustukset on sijoitettu mittausvilien
ulkopuolelle. Niitd virheldhteitd korjataan suorittamalla ohjelmaa viisi kertaa yhdelld

verkolla ja kdyttdmailld suoritusajan mediaania arviona suorituksen kestosta.

Kokeet suoritettiin Itd-Suomen Yliopiston Laskuri 3 -koneella. Koneessa on Intel
XEON E3-1245 suoritin, nelja fyysistd x86-kiskykantaista suoritinydinté ja tuki kah-
deksalle sdikeelle Hyper Thread -ominaisuudella. Suorittimien maksimikellotaajuus on
3,3 GHz ja suorittimella on kahdeksan megatavua L3-vilimuistia. Koneessa on kah-

deksan gigatavua ECC-tuettua DDR3-1333 muistia.

Kokeet suoritettiin jakamalla ennalta generoidut verkot kolmelle itseniiselle prosessil-
le ja jokaiselle kidytettdviksi annettiin yksi gigatavu muista. Jokainen prosessi pyrki
suorittamaan sille osoitetut verkot satunnaisessa jarjestyksessd ja satunnaistetulla jir-
jestykselld prioriteettijonoja. Jokainen suorituskerta sisélsi lammittelyajon, joka mittasi
verkon operaatioiden lukuméirin ja viisi kappaletta ajanmittausajoja, joiden mediaani

esitetdin operaation suoritusaikana.

Suoritusajat mitattiin jokaiselle operaatioille lisddminen, poistaminen ja piivittiminen
erikseen, ei koko ohjelman suoritusaikaa. Epédyhteniiset verkot suoritettiin loppuun,
jostakin saavuttamattomasta solmusta eteen péin ja algoritmin suoritus pééttyi vasta

sitten, kun kaikkiin solmuihin on 16ytynyt lyhin polku.

Osa CF-verkoista oli sen verran suuria, ettei yksi gigatavu muistia riittdnyt kokeen suo-
rittamiseen. Kokeista epdaonnistuneet verkot suoritettiin uudelleen kolmella prosessilla
ja kahdella gigatavulla muistia. Tdssédkin tapauksessa osalle verkoista muisti ei riittéi-
nyt ja viimeinen erd suoritettiin kahdella prosessilla ja kolmella gigatavulla muistia.

Vilimuistin médridn vaihtelu saattaa ndkyéa tuloksissa.
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5 Tulokset

Tissd luvussa esitellddn kokeiden tulokset ja verrataan niitd saman kaltaiseen Ober-
hauserin ja Simhan (1995) kokeeseen. Tulokset esitetdlin operaatioiden lukumii-
rien summina tai suoritusaikojen mediaanien summina ja tuloksissa esitetddn 95%-
luottamusviilit. Tuloksia havainnollistavissa kuvissa kiytetidin rakenteista nimisti seu-
raavia lyhenteiti:

BH taulukoitu bindirikeko

LBH linkitetty bindirikeko

LH vasenta suosiva keko

ILH implisiittisen poistamisen vasenta suosiva keko

AVL AVL-puu

TAVL implisiittisen poistamisen AVL-puu

SH itseisesti kiertyva puu

ISH implisiittisen poistamisen itseisesti kiertyva puu

FH Fibonacci-keko

IFH implisiittisen poistamisen Fibonacci-keko

Tuloksista ensimmadiseni esitellddn keko- ja hakurakenteiden erot erilaisten verkko-
tyyppien suorittamisessa. Toiseksi verrataan rakenteita pareittain ja ryhmissé harvoilla
satunnaisverkkoilla. Kolmanneksi verrataan rakenteita pareittain ja ryhmissi harvoilla
taydellisen kaltaisilla verkoilla ja valikoidaan suorituskykyisimmit vertailuun tiheilld

tdydellisen kaltaisilla verkoilla. Tavoitteena on 10ytdd suorituskykyisimmit algoritmit

erilaisille verkoille.
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5.1 Verkkotyypit

Kuvassa 21a on binéddrikeon operaatioiden suorituskertojen summat eri verkkotyypeil-
l14. Kuvasta ndhdéén, ettid verkkotyypit eivit erotu RR-verkoista, lukuun ottamatta CF-
verkkoja ja RF-verkkoja. CF-verkkojen suorittaminen vaatii muita enemmén operaa-
tioita ja RF-verkot muita vihemmin. Kuvassa 21b on AVL-puun operaatioiden suori-
tuskertojen summat eri verkkotyypeilld. Kuvasta ndhdéén, ettd verkkotyypit eivit ero-
tu RR-verkoista, lukuun ottamatta CF-verkkoja ja RF-verkkoja. CF- ja RF-verkkojen

suorittaminen vaatii muita enemméin operaatioita.

Kuvia 21a ja 21b vertailemalla néhdéén lisiksi, etteivit erot keko- ja hakurakenteiden
vililld ole suuret. Kuvien erot RF-verkoissa johtuvat siitd, etteivit kekorakenteet kdy-
td hakurakenteiden tapaan avaimia. Hakurakenteet vaativat avaimilta tarkan jirjestyk-
sen, mikd haittaa hakurakenteita RF-verkoissa, kun puolestaan kekorakenteet hyotyvét
pelkén prioriteetin vertailusta samoissa verkoissa. CF-verkkojen operaatioiden suori-
tuskerroissa keko- tai hakurakenteet eivit eroa. Kuvien muiden verkkojen samankal-
taisuus perustellaan Goldbergin ja Tarjanin (1996) teoreettisella tuloksella: Dijkstran
algoritmi kiyttdytyy suurimmalla osalla satunnaisverkoista kertaluokkaa pienemmalld

lukumaiirilld operaatioita kuin pahimmassa tapauksessa.

Tutkielmassa keskitytdin tarkastelemaan vain CF-verkkoja ja RR-verkkoja verkkojen
CP, CR, RF ja RP sijaan. Operaatioiden lukumadirit ovat kaikilla haku- ja kekoraken-
teilla tarkalleen samat CF-verkoissa ja RR-verkoissa likiméérin samat. RR-verkot li-
sdksi kattavat muut tapaukset paitsi RF-verkot. Koska operaatioiden lukuméiirilld on
vahva vaikutus suoritusaikaan, niin RF-verkkojen suoritusaikoja ei vertailla haku- ja

kekorakenteiden kesken.

5.2 RR-verkot

Seuraavaksi vertaillaan pareittain rakenteita RR-verkoilla kaarten miirin ollessa pie-

ni eli p =25% . Pienestd kaariméérasti seuraa, ettd suoritusajoissa korostuvat suori-
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Operaatioiden lukuméara
solmujen lukumaaran suhteen
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Operaatioiden lukum
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2000 4000 6000 8000
Solmujen lukumé&ara

Verkkotyyppi -6~ CF -4 CP —+ CR - RF - RP -+ RR

(a) Bindirikekoon kohdistuvien operaatioiden (lisdys, poisto ja pdivitys) lukumiird suhteessa
solmujen lukumadrién erilaisissa verkoissa.

Operaatioiden lukumé&ara
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Operaatioiden lukum
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2000 4000 6000 8000
Solmujen lukumé&ara

Verkkotyyppi -6~ CF -~ CP — CR = RF %~ RP -+ RR
(b) AVL-puuhun kohdistuvien operaatioiden (lisdys, poisto ja pdivitys) lukuméird suhteessa
solmujen lukumiirdén erilaisissa verkoissa.

Kuva 21: Verkkotyyppien vertailu binédérikeolla ja AVL-hakupuulla.
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tusympdristostd johtuvat vaihtelut. Tuloksissa keskitytdén suurien solmu- ja kaarimii-

rien tarkasteluun.

Kuvassa 22a on vertailu taulukoitua (BH) ja linkitettyd (LBH) bindirikekoa. Suurella
solmujen madrilla taulukoitu on nopeampi kuin linkitetty. Linkitetty joutuu tekemééin

vihdn enemmin toitd poistoissa ja lisdyksissi etsiessddn solmun vanhempaa.

Kuvassa 22b on vasenta suosivien kekojen vertailu. Suurella solmujen miérallda impli-
siittinen poisto (ILH) on nopeampi kuin kahvoja kdyttava (LH), joka johtuu siitd, ettd
padivittimisen toisessa vaiheessa yksittdisten alkioiden lisddminen suureen puuhun on

tehotonta ja implisiittinen poistaminen valttda tatd tyoti.

Kuvassa 22c on AVL-puiden vertailu. Ahkera AVL-puu (AVL) vie puolet implisiittisen
poiston AVL-puun (IAVL) kdyttimaista ajasta suuremmilla solmujen maarilla. Impli-

siittinen poisto jéttidd epéoleellisia alkioita puuhun, jotka kasvattavat puun kokoa.

Kuvassa 22d on itseisesti kiertyvédn puun vertailut. Implisiittinen poistaminen (ISH)
on suurempaa kertaluokkaa kuin ahkera itseisesti kiertyvd puu (SH). Implisiittisessa
poistossa puu kiertyy oikealle kyljelleen, joka pahimmassa tapauksessa vastaa vekto-
ria. Talloin aikaisemmin muodostetut alipuut jddvit hyodyntdmittd ja pahimman ta-
pauksen aikavaativuus toteutuu jokaisen poiston yhteydessid. Sama pédsee rakenteessa
toistumaan, koska puun alkiot ovat jirjestyksessd, kun ne lisdtdin pinoon ja otetaan

pinosta, jolloin rakenteesta kasataan uudestaan vektorimainen.

Kuvassa 22e on Fibonacci-kekojen vertailu. Ahkera Fibonacci-keko (FH) on téssé ta-

pauksessa implisiittistd poistoa (IFH) nopeampi ja ero on vakion luokkaa.

Verrataan seuraavaksi ahkeria rakenteita ja implisiittisen poistamisen rakenteita ryh-
missd keskenddn. Kuvassa 23a on ahkerien rakenteiden vertailu. Tehokkaimmat raken-
teet ovat binddrikeot (BH,LBH), joita seuraa Fibonacci-keko (FH) ja vasenta suosiva
keko (LH) ldhinni eri kertoimella. Hakurakenteet (AVL,SH) kéyttidvit huomattavasti

enemman aikaa.

Kuvassa 23b verrataan implisiittisen poiston rakenteita toisiinsa ja referenssirakentei-
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(e) Fibonacci-kekojen vertailu RR-verkoilla.

Kuva 22: Prioriteettijonojen pareittaiset vertailut RR-verkoilla.
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siin eli bindédrikekoihin (BH,LBH). Jarjestyksessd suurella solmujen méaralld tehok-
kaimpina ovat ahkerat binddrikeot (BH,LBH). Implisiittisen poiston menetelmista va-
senta suosiva keko (ILH) on tidssd Fibonacci-kekoa (IFH) tehokkaampi. Implisiittisen

poistamisen AVL-puu (IAVL) on vertailussa tehottomin.

5.3 CF-verkot

Vaihdetaan seuraavaksi tarkasteltava verkko pahimman tapauksen verkkoihin (CF-
verkkoihin). CF-verkot ovat ldhes identtisid ja hyvin harvinaisia, joten tuloksia pi-
tdd suhtautua hieman varauksellisemmin. Néaisséd verkoissa kaarten méérd ja paivitys-
operaation tehokkuus voimakkaasti dominoi ja implisiittinen poistaminen tyhjentii ra-
kenteen ja rakentaa sen uudestaan pinosta. Samaan tapaan kuin edelld kdydiin ensin
lapi tulokset pareittain ja sitten ryhmissd. Ensin esitetdédn tulokset pienelld prosenttio-

suudella p = 25%.

Kuvassa 24a verrataan taulukoitua (BH) ja linkitettyd (LBH) biniirikekoa. Solmujen
midridn kasvaessa ero rakenteiden suoritusajoissa katoaa. Pdivitysoperaatio on hyvin

saman tapainen molemmissa tapauksissa ja muut erot ovat merkityksettomén pienid.

Kuvassa 24b on vasenta suosivien kekojen vertailu (LH, ILH). Solmujen méérén kas-
vaessa ero rakenteiden suoritusajoissa katoaa. Tarjanin (1983) mukaan rakenne tekee

tdssd tapauksessa lineaarisen tyon alkiomééridin nihden.

Kuvassa 24c on AVL-puiden vertailu. Implisiittinen poistaminen AVL-puussa (IAVL)

on nopeampaa kuin sen ahkera pdivittaminen (AVL).

Kuvassa 24d on itseisesti kiertyvédn puun vertailut. Implisiittinen poistaminen itseisesti
kiertyvéssd puussa (ISH) on nopeampi kuin sen ahkera péivittdminen (SH). Implisiit-
tisen poistamisen ero ahkeraan on kertoimen luokkaa. Yhdessi edellisen kuvan kanssa

ndhdiin, ettd itseisesti kiertyvilld puulla ja AVL-puulla on vain kertoimen verran eroa.

Kuvassa 24e on Fibonacci-kekojen vertailu. Ahkera Fibonacci-keko (FH) on tés-

sd tapauksessa implisiittistd poistoa (IFH) nopeampi ja ero on kertoimen luokkaa.
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Operaatioiden yhteisaika (us)
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(a) Ahkeran suorituksen rakenteiden vertailu RR-verkoilla.
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(b) Implisiittisen poiston toteuttavien rakenteiden vertailu RR-verkoilla.

Kuva 23: Ryhmittdiset vertailut RR-verkoilla.
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Fibonacci-keko on suunniteltu suurelle mééarille kaaria, joten implisiittinen poistami-

nen ei saa tdssd vastaavaa etua kuin hakupuiden tapauksissa.

Kuvassa 25a on implisiittisten kekorakenteiden vertailu. Vasenta suosiva keko (ILH)

pirjdd paremmin kuin Fibonacci-keko implisiittiselld poistolla (IFH).

Kuvassa 25b on bindirikekojen (BH,LBH), vasenta suosivan keon (LH) ja Fibonacci-
keon (FH) vertailu. Vasenta suosiva keko on muita tehottomampi. Binddrikeko- ja

Fibonacci-kekorakenteiden erosta ei voi timin perusteella sanoa mitdén.

Kuvassa 25c¢ verrataan Fibonacci-kekoa (FH) ja bindirikekoja (BH,LBH) suuremmalla
kaarien prosenttiosuudella p = 95%. Fibonacci-keko on kolmikon ahkerista rakenteista

tehokkain suurella kaarimaaralla.

5.4 Vertailu muihin tuloksiin

Oberhauser ja Simha (1995) ovat artikkelissaan verranneet biniirikekoa, Fibonacci-
kekoa, itseisesti kiertyvdd kekoa ja muutamia muita kekoja myds Dijkstran algorit-
milla. Heiddn menetelminsd eroaa muutamissa kohdissa tutkielmassa esitysti tavasta.
Verkon generointitapa eroaa siind, ettd solmujoukkoon arvotaan kaaria kunnes riittdvi
prosenttiosuus on tdytetty ja verkon yhtendisyys on varmistettu. Verkon generointita-

valla ei aiemman esitetyn tuloksen perusteella ei ole juuri merkitysta.

Suoritusaikojen mittaustapa on ldhes samanlainen kuin tutkielmassa esitetty. Koska
heidédn toteutuksensa oli C-kielelld ei roskan kerédd;jd tai JIT-kdédntdjd aiheuta heidédn
tuloksiinsa suurempaa vaihtelua. Tuloksensa he ovat esittidneet operaation suoritusai-

kojen keskiarvoina tutkielmassa esitettyjen mediaanien summien sijaan.

Tulokset ovat varsin saman suuntaisia kuin satunnaisella verkolla tissi tutkielmassa.
Itseisesti kiertyva puu oli yksi tehottomimmista rakenteista ja bindirikeko yksi tehok-

kaimmista, Fibonacci-keon sattuessa nididen viliin.
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(e) Fibonacci-kekojen vertailu CF-verkoilla.

Kuva 24: Parittaiset vertailut CF-verkoilla.
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(c) Fibonacci-keon ja binddrikeon vertailu CF-verkossa (p = 95%).

Kuva 25: Ryhmittéiset vertailut CF-verkoilla.
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6 Yhteenveto

Luvussa 2 méidiriteltiin verkko, polku ja puut. Puille méériteltiin ehtoja, joiden avul-
la kuvataan tietorakenteen konsistentti tila. Luvussa méiériteltiin Dijkstran algoritmi,
joka ratkaisee lyhimpien etdisyyksien ongelman apunaan prioriteettijono, jolta vaadit-
tiin kolmea operaatiota LISAA UUSI, PAIVITA PRIORITEETTI ja POISTA TARKEIN.
Dijkstran algoritmista esiteltiin toinen versio, jossa hyddynnetdédn implisiittisen pois-
tamisen mahdollistamaa laiskuutta ja siirrettiin suoritusajan painopistettd useimmin
hyodynnetylti péivitys-operaatiolta harvemmin kéytetylle poisto-operaatiolle. Luvus-
sa tarkasteltiin prioriteettijonon rajapintaa ja verrattiin sen toteuttavien rakenteiden ra-

japintoja.

Luvussa 3 esiteltiin prioriteettijonon rajapinnan toteuttavia tietorakenteita ja niille
mahdollisia implisiittisen poiston vastineita. Rakenteiksi valikoitui kirjallisuudesta en-
tuudestaan tuttuja keko- ja hakurakenteita. Valikoidut rakenteet ovat bindérikeko, va-
senta suosiva keko, AVL-puu, itseisesti kiertyvi puu ja Fibonacci-keko. Implisiittisen
poiston ideaa sovellettiin kekorakenteista, joissa sitd kirjallisuudessa oli kiytetty, ha-

kurakenteisiin, joissa sitid ei aiemmin ollut esitetty.

Luvussa 4 esiteltiin aineisto ja ympdristo prioriteettijonojen suoritusaikojen mittaami-
seen Dijkstran algoritmissa. Aineisto koottiin satunnais- ja tdydellisen kaltaisista ver-
koista kolmella painofunktiolla, jotka olivat rdétildity w, sen satunnainen permutaatio
w) ja tasajakautunut satunnainen w,. Koeympiristoni toimi Java-virtuaalikone yliopis-

ton palvelimella Laskuri 3:1la.

Luvussa 5 esiteltiin tulokset graafisesti ja pohdittiin havaittujen erojen syitd. Ensim-
mdiseksi todettiin tulos satunnaisten verkkojen kiyttdytymisen samankaltaisuudesta
vertaamalla keko- ja hakurakenteiden operaatiomédrii eri verkkotyypeilld. Samankal-
taisuudesta johtuen tulosten esittely rajattiin satunnais- ja pahimman tapauksen verk-

koihin. Tuloksissa etsittiin tehokkainta tietorakennetta eri verkkotyyppeille.

Seuraavasssa vertailussa kiytettiin suhteellisesti harvempia satunnaisverkkoja. Raken-

teita vertailtiin pareittain implisiittisen poistamisen kanssa ja vertailua jatkettiin ryh-
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missd ahkerat ja laiskat keskenddn. Kekorakenteet implisiittiselld poistolla olivat ker-
toimen erolla ahkeriin nihden hitaampia. Kekorakenteille uudelleen kokoaminen, epi-
oleellisia alkioita sinne jittden, on suhteellisen tehokas tapa toteuttaa implisiittinen
poistaminen. Hakurakenteissa implisiittisen poistamisen erot ahkeraan olivat kerta-
luokkaa suuremmat. Hakurakenteiden uudelleen kokoaminen epioleellisia alkioita se-
kaan jittden ei ole tehokas tapa toteuttaa implisiittinen poistaminen. Harvojen satun-

naisverkkojen tehokkain prioriteettijonon toteutus on binéérikeko.

Suhteellisen harvoja pahimman tapauksen verkkoja kiytettiin seuraavassa vertailussa.
Rakenteita vertailtiin pareittain implisiittisen poistamisen kanssa ja vertailua jatkettiin
ryhmissd ahkerat ja laiskat keskenididn. Kekorakenteiden ahkerat ja laiskat versiot ei-
vit eronneet toisistaan lukuun ottamatta Fibonacci-kekoa, joka on suunniteltu pahinta
tapausta varten. Hakurakenteilla uuden puun rakentamiseen alusta menee vihemmin
aikaa kuin ahkeraan péivittdmiseen. Implisiittisen poistamisen vasenta suosiva keko on
tehokkain implisiittisen poistamisen prioriteettijonon toteutus. Tulosten tarkastelua jat-
kettiin tiheilld pahimman tapauksen verkoilla, joilla saatiin ndkyvéa ero Fibonacci-keon
ja bindérikeon vilille. Tiheissd pahimman tapauksen verkoissa tehokkain prioriteetti-

jonon toteutus on Fibonacci-keko.

Dijkstran algoritmilla kiytdnnossi ratkaistaan ongelmia, jotka kuvataan harvoilla ver-
koilla. Implisiittisen poistamisen hyodyt edellyttidvit tihedd verkkoa, jossa piivityso-
peraatioita tulee paljon ennemmén kuin poisto-operaatioita. Lisdksi Dijkstran algorit-
min kyky vihentdi piivitysoperaation tarvetta satunnaisverkoissa tarkoittaa, ettd hyvin
harvoin tarvitaan aikavaativuudeltaan parempaa prioriteettijonon toteutusta kuin mitd
bindidrikeko yksinkertaisuudessaan tarjoaa. Implisiittinen poistamisen tarve tulee en-
nemmin tilanteista, joissa kyky osoittaa tietoa tai muuttaa koneen tilaa tarkasti on ra-
joittunut, kuten funktionaalisen ohjelmoinnin kanssa. Tutkielmalla voidaan perustella
jatkotutkimusta kehittid kahvattomien prioriteettijonojen toteutuksia kekoehdolla, ku-

ten funktionaalista vasenta suosivaa kekoa.
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