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Einleitung

Diese Arbeit untersucht verschiedene auf der Grundidee von Schoof basierende Algorithmen
im Kontext des Punktezéhlens auf elliptischen Kurven iiber endlichen Kérpern F, mit grofler
Charakteristik.

In der algorithmischen Zahlentheorie werden elliptische Kurven bei der Losung einer Viel-
zahl von Problemen verwendet. Die grofite praktische Relevanz weist hierbei ihr Einsatz in
der Kryptographie auf (vgl. [Was08, S. 169-188]), wie er erstmalig von Koblitz in [Kob87]
als Alternative zu Verfahren, die auf der multiplikativen Gruppe endlicher Korper basieren,
vorgeschlagen wurde. Die heute verwendeten kryptographischen Routinen unter Verwendung
elliptischer Kurven (Elliptic Curve Cryptography, ECC) basieren im Wesentlichen darauf, dass
fir die Berechnung diskreter Logarithmen in der Gruppe der Punkte E(FF,) einer allgemeinen
elliptischen Kurve E bis heute kein Algorithmus existiert, dessen Komplexitit subexponentiell
in log p ist. In endlichen Kérpern ist hingegen mit dem Index-Calculus-Algorithmus ein sol-
ches Verfahren gegeben. Dies hat zur Folge, dass bei Verwendung von ECC erheblich kiirzere
Schliissellingen als in traditionellen Verfahren wie RSA ausreichend sind, um dasselbe Niveau
an Sicherheit zu garantieren. Insbesondere in Situationen, in denen Speicher- und Rechenkom-
plexitit begrenzt sind, beispielsweise auf Chipkarten wie im neuen deutschen Personalausweis
(vgl. [LMQ9]), kommen daher ECC-Verfahren in zunehmendem Mafie zur Anwendung.

Da fir verschiedene spezielle Klassen elliptischer Kurven Algorithmen zur Berechnung dis-
kreter Logarithmen mit deutlich geringerer Laufzeit bekannt sind (vgl. [Was08| S. 143-168]),
muss sichergestellt werden, dass die verwendeten Kurven fiir diese Angriffe nicht anféllig sind.
Dies ist der Fall, wenn #E(F,) bestimmte Eigenschaften erfiillt, beispielsweise wenn #E(F),)
eine von p verschiedene Primzahl ist. Zur Bestimmung von #E(F,) fiir eine (zuféllig erzeug-
te) Kurve E werden seit 1985 der Algorithmus von Schoof und seine verbesserten Varianten
eingesetzt. Fiir Kurven tiber Kérpern [Fj» mit groem Erweiterungsgrad n und kleiner Charak-
teristik p, die in der Praxis aus Sicherheitsgriinden jedoch wenig Verwendung finden, existiert
gemaf [BSS05, S. 103-115] seit 1999 mit dem Algorithmus von Satoh ein alternativer Ansatz
mit besserer Laufzeit. Mithilfe der Theorie der komplexen Multiplikation ist es weiterhin in
gewissen Fillen moglich, Kurven mit vorgegebener Anzahl an Punkten zu erzeugen [Sch10]
S. 266—287].

Neben der Anwendung im Rahmen von ECC werden elliptische Kurven beispielsweise in Al-
gorithmen zur Faktorisierung ganzer Zahlen (nach der Elliptic Curve Factorization Method
von Lenstra) oder fiir Primalitétstests (aufbauend auf dem Goldwasser-Kilian-Test) eingesetzt
[Was08, S. 189-197]. Neue Anséitze zur Verwendung elliptischer Kurven in Primalitéatstests
wurden in [Mih06b] vorgeschlagen und in [FKDGI12| weiter ausgearbeitet. Vielen dieser Al-
gorithmen ist gemein, dass sie die multiplikative Gruppe endlicher Kérper oder diejenige der
Einheitswurzeln in Kreisteilungskérpern, auf denen frithere Algorithmen basieren, durch die
Gruppe der Punkte auf einer elliptischen Kurve oder deren Torsionspunkte ersetzen, was in
Zwischenschritten eine hohere Flexibilitét und letztlich bessere Laufzeiten ermdglicht. Diesem
Ansatz folgen auch die Ideen aus [BDD™| zur Berechnung expliziter Isomorphismen zwischen
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endlichen Koérpern.

Wir geben zunéchst eine kurze Einfiithrung zu elliptischen Kurven, dem Algorithmus von
Schoof sowie seinen Verbesserungen durch Elkies und Atkin mit einigen Varianten. Dabei er-
innern wir insbesondere an die erstmals in [Mih06¢] eingefiihrten elliptischen Gauf-Summen,
auf der ein Grofiteil der in dieser Arbeit vorgestellten Ansatze aufbaut.

Im folgenden zweiten Kapitel fithren wir zuerst die fiir unsere Untersuchungen notwendigen
Begriffe aus der Theorie der Modulfunktionen ein. Anschlieffend beweisen wir durch galois-
theoretische Uberlegungen den wichtigen Satz iiber die Gestalt gewisser Korper von
Modulfunktionen, der die Grundlage fiir unsere neuen Algorithmen bildet. Hierauf folgen ver-
schiedene Verbesserungen der Aussage dieses Satzes, die durch die praktische Effizienz der
Algorithmen motiviert sind. Ausgehend von der Weierstralschen p-Funktion und der Tate-
Kurve, die die Isomorphieklassen elliptischer Kurven iiber C parametrisiert, definieren wir
die universellen elliptischen Gauf-Summen und zeigen mithilfe der vorigen Ergebnisse, dass
ihre Figenschaften es erlauben, sie als rationale Funktion R in der j-Invarianten und einer
weiteren Modulfunktion darzustellen.

Das dritte Kapitel ist der detaillierten Ausarbeitung dieser allgemeinen Aussage gewidmet.
Wir betrachten und l6sen verschiedene praktische Probleme, worauf wir konkrete Algorith-
men zur Berechnung der rationalen Funktion R angeben, die wir mit der Programmiersprache
C implementiert haben (die Programme sind in diese Arbeit nicht eingebunden, jedoch auf
Wunsch vom Verfasser erhéltlich). Als zweite neben der j-Invarianten zu verwendende Modul-
funktion untersuchen wir die Alternativen my, und ay, die bereits aus fritheren Arbeiten zum
Algorithmus von Schoof bekannt sind [Miil95]. Es stellt sich heraus, dass die Algorithmen auf
Basis von ay aus Laufzeitgriinden vorzuziehen sind.

Im vierten Kapitel befassen wir uns mit der Anwendung der zuvor berechneten Ergebnisse
zum Punktezdhlen auf einer konkreten elliptischen Kurve fiir Elkies-Primzahlen ¢. Die vorge-
stellten Ansétze haben wir ebenfalls in C implementiert. Die Grundidee besteht darin, dass
aufgrund der Eigenschaften der Tate-Kurve die Darstellungen der universellen elliptischen
Gaufl-Summen auf eine konkrete Kurve E spezialisiert werden kénnen, wodurch sich For-
meln zur Berechnung der elliptischen Gaufl-Summen in Abhéngigkeit von anderen effizient zu
berechnenden Werten auf E ergeben. Eine Laufzeitanalyse zeigt, dass mithilfe der neuen Algo-
rithmen die elliptischen GauB-Summen schneller berechnet werden kénnen als direkt anhand
ihrer Definition, was geméfl [Fral6] ihre Verwendung im Rahmen der in [Mih06b, FKDGI12]
ausgearbeiteten Ansétze fiir Primalitétstests sinnvoll erscheinen lédsst. Eine effiziente Ver-
wendung als Teilroutine des Algorithmus von Schoof bleibt gleichwohl unwahrscheinlich, da
andere bereits existierende Verbesserungen eine geringere Laufzeit aufweisen. Abschlieend
quantifizieren wir anhand der von uns durchgefiihrten Rechnungen die Unterschiede bei Ver-
wendung der Modulfunktionen my, sowie ay.

Nachfolgend zeigen wir, dass die elliptischen Gauf-Summen aus [Mih06c| und damit auch die
universellen elliptischen GauB-Summen von Primzahlen ¢ auf Primzahlpotenzen ¢ verallge-
meinert werden kéonnen. Im Fall ¢ = 2 untersuchen wir dhnlich zu den vorherigen Abschnitten
die Berechnung und praktische Anwendung der universellen elliptischen Gauf3-Summen.
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Das sechste Kapitel behandelt die Verwendung universeller elliptischer Gaufl-Summen im Fall
von Atkin-Primzahlen ¢. Dafiir modifizieren wir die Definition auf geeignete Weise, zeigen er-
neut Resultate zur Darstellbarkeit der GauB3-Summen als rationale Funktionen in anderen
Modulfunktionen und fithren abschliefend aus, wie die Resultate im Atkin-Fall praktisch ver-
wendet werden konnen.

Das letzte Kapitel ist unabhéngig von der iibrigen Arbeit. In ihm werden Ansédtze zur Be-
handlung des Atkin-Falls auf der Grundlage sogenannter polynomiell zyklischer Algebren, wie
sie bereits in [Ber13, |A14] ausfiihrlich untersucht wurden, weitergefithrt und leicht verbessert.
Eine detaillierte Laufzeitanalyse zeigt jedoch auch hier, dass die Ergebnisse im Rahmen des
Algorithmus von Schoof keine praktische Verbesserung zu erwirken vermaogen.
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1 Elliptische Kurven

Das mathematische Objekt, das die in dieser Arbeit vorgestellten Ideen motiviert, ist eine
elliptische Kurve E iiber einem endlichen Korper K = F), mit einer Primzahl p. In diesem
Abschnitt stellen wir die fiir uns relevanten Eigenschaften elliptischer Kurven dar, wobei wir
im Wesentlichen [Sil09], [Was08] benutzen und eng [Berl3| folgen.

1.1 Definitionen und Fakten

Wir arbeiten mit elliptischen Kurven nicht in grofitmoglicher Allgemeinheit und beginnen
daher mit der folgenden

Definition 1.1.1. [Sil09, S. 42] Sei K ein beliebiger Korper. Dann ist eine elliptische Kurve
FE iber K gegeben durch

E:Y?+a1XY +a3Y = X3+ aoX? + a4 X +ag mit a; €K, i=1,...,6,
zusammen mit O, dem Punkt bei Unendlich.
Ist char(K) # 2,3, so erhdlt man durch geeignete Substitutionen die Gleichung
E:Y?2=X3+aX +b mit abekK.

Wir werden im Folgenden diese Gleichung benutzen, da wir nur Primzahlen p > 3 betrachten
werden. Weiterhin werden wir die elliptische Kurve F mit der Menge der Punkte

EEK)={P=(X,Y)eKxK: Y?=X3+aX +b} u{0O}

identifizieren, die im algebraischen Abschluss K von K auf ihr liegen. Wir nennen einen
Punkt P = (P, Py) der Kurve E rational, wenn seine Koordinaten in K liegen. Die Menge
dieser Punkte zusammen mit dem Punkt bei Unendlich bezeichnen wir als E(K'). Im Rahmen
dieser Arbeit sind wir daran interessiert, die rationalen Punkte auf elliptischen Kurven {iber
endlichen Korpern K = [F,, zu bestimmen. Bekanntlich sind zu einer elliptischen Kurve die
folgenden Groflen definiert:

Definition 1.1.2. [Was08, S. 46] Sei E eine elliptische Kurve tiber K mit der Gleichung
E:Y? = X3+ aX + b. Dann definieren wir die Diskriminante von E als

A(E) := —16(4a® + 27b?). (1.1)

Im Rahmen dieser Arbeit werden wir annehmen, dass A # 0 gilt, anderenfalls heifit die Kurve
FE singuldr. Weiterhin definieren wir die j-Invariante von E mittels

4a3

(E) = 1728— 2
J(B) = 1128 5 s

(1.2)

Offenbar ist die j-Invariante wegen A # 0 wohldefiniert.

Mit der gut bekannten Operation zur Addition von Punkten weist eine elliptische Kurve E
die Struktur einer abelschen Gruppe mit neutralem Element O auf [Sil09, S. 51-54]. Aus den
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1.1 Definitionen und Fakten

Formeln fur die Addition in [Was08|, S. 14] folgt sofort, dass E(K) eine Untergruppe von E ist.

Einer der fiir den Algorithmus von Schoof (s. Abschnitt zentralen Begriffe wird durch
folgende Definition gegeben:

Definition 1.1.3. Sei F eine elliptische Kurve iiber K und m € N. Dann definieren wir die
m-Torsion von E als

Elm]:={Pe E:mP = O}.
E[m] enthélt also die Punkte auf F, deren Ordnung m teilt. E[m] ist offenbar eine Unter-
gruppe von F.

Auf der m-Torsion ist die Weil-Paarung
em : E[m] x E[m] — um

definiert (fiir die genaue Definition s. [Sil09, S. 95-96]), die unter anderem die folgenden
Eigenschaften aufweist:

Proposition 1.1.4. [Sil09, S. 96] Seien S,T,S;,T; € E[m], i = 1,2. Dann gilt
1. €m(51 + SQ,T) = €m(Sl,T)€m(SQ,T),
em(S, T + TQ) = em(S, Tl)em(S, TQ).

2. em(T,T) =1, insbesondere e, (S,T) = e (T, S)~ L.

Laut [Sil09] S. 86-87] gilt fiir die m-Torsion einer elliptischen Kurve E tiber einem endlichen
Korper F), mit p # m die Aussage

Z Z
= X
Im Algorithmus von Schoof werden Rechnungen in der ¢-Torsion fiir eine Primzahl ¢ ausge-
fithrt, wahrend K = F, mit einer groflen Primzahl p ist. Daher gilt immer ¢ < p und die
Voraussetzung ist somit erfiillt. Als Néchstes bendtigen wir die folgende

l

E[m] (1.3)

Definition 1.1.5. Seien F; und Fs zwei elliptische Kurven. Eine Isogenie von E; nach Fs
ist ein Morphismus
Vv Fy — Es mit ¢(O) = Q0.

GemaB [Sil09, S. 20] sind Morphismen zwischen algebraischen Kurven, also insbesondere zwi-
schen elliptischen Kurven, entweder konstant oder surjektiv. Daher gilt fiir eine Isogenie

1/J(E1> =0 oder 1/J(E1) = EQ.

Weitere Eigenschaften von Isogenien finden sich in [Sil09, S. 45] sowie [Sil09) S. 71].
Die Menge der Isogenien zwischen zwei elliptischen Kurven schreiben wir mit der tblichen
Notation als

Hom(E1, E2) = {Isogenien ¢ : E; — E2} und End(F) = Hom(E, E).

Wir zitieren noch den folgenden wichtigen Satz nach [Sil09] S. 74].
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1 Elliptische Kurven

Satz 1.1.6. Sei E eine elliptische Kurve und C eine endliche Untergruppe von E. Dann gibt
es eine eindeutig bestimmte elliptische Kurve E' und eine Isogenie

w:E—FE
mit ker(y)) = C. In diesem Fall schreiben wir statt E' auch E/C.

Definition 1.1.7. Sei E eine elliptische Kurve iiber einem Korper K und 1 : E — E’ eine
Isogenie. Wenn deg (1)) = m ist, so wird ¢ als m-Isogenie bezeichnet. Die allgemeine Definition
von deg(t)) findet sich in [Sil09, S. 21]. Wenn ggT(m, char(K)) = 1 gilt, was in den von uns
betrachteten Féllen erfiillt ist, folgt aus [Sil09, S. 26-27, 72|, dass ¢ genau dann vom Grad
m ist, wenn # ker(v)) = m gilt. Ist also in Satz die Gruppe C von Ordnung m, so ist ¥

eine m-Isogenie.

Weiterhin benutzen wir beim Ubergang zwischen elliptischen Kurven iiber Zahlkérpern und
endlichen Koérpern folgenden Satz von Deuring

Satz 1.1.8. [Lan87, S. 184] Sei E eine elliptische Kurve tber einem endlichen Korper von
Charakteristik p mit einem nicht-trivialen Endomorphismus a. Dann existiert eine elliptische
Kurve Egy diber einem Zahlkorper K, ein Endomorphismus ag von Eg und ein Primideal
B < Of tiber (p), sodass die durch Reduktion modulo B entstehende Kurve Eq nicht-singuldr
und isomorph zu E ist und cg unter diesem Isomorphismus o entspricht. Ey wird auch als
Deuring-Lift von E bezeichnet.

Abgesehen von den sich aus der Addition ergebenden Abbildungen
[m]: E—E, P+~ mP,

die Elemente von End(E) sind, enthélt der Endomorphismenring einer Kurve E {iber einem
endlichen Korper F, den sogenannten Frobenius-Homomorphismus ¢,, der im Zentrum des
Algorithmus von Schoof steht.

Bekanntlich wirkt dieser auf einer Kurve E iiber F,, geméf
¢P B — Ev P = (Xv Y) = (Xp’yp) = (QOP(X)750P(Y))5 (14)

wobei ), : Fp — E,, x — P der aus der Theorie der endlichen Korper bekannte Frobenius-
Homomorphismus ist. Durch Einschréankung wird ¢, zu einem Element von End(E[¢]).

Méchte man die Anzahl #E(F,) bestimmen, so erhélt man zunéchst die triviale obere Schran-
ke #E(F,) < 2p+ 1: Fiir einen Punkt P = (X,Y’) € E(F,) existieren a priori p Moglichkeiten
fiir X sowie fiir jeden dieser Werte zwei Moglichkeiten fir Y. Dazu kommt noch der Punkt

0.

Unter Verwendung von Eigenschaften des Frobenius-Homomorphismus erhdlt man jedoch
eine sehr viel bessere Abschiatzung. Wesentlich fiir deren Beweis ist die folgende einfache
Beobachtung: Die Punkte, die vom Frobenius-Homomorphismus fixiert werden, sind genau
diejenigen, die in E(FF,) liegen, was direkt aus der Definition folgt. Damit ergibt sich der
folgende Satz, der 1934 von Hasse gezeigt wurde.
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1.2 Der Algorithmus von Schoof

Satz 1.1.9. [Si09, S. 138] Sei E eine elliptische Kurve tber F,,. Dann gilt

p+1—2p<#E(F,) <p+1+2p.

Somit erhdlt man #E(Fy) =p+1—1t mitteZ und |t| < 2,/p.

Der folgende Satz nutzt weitere Eigenschaften des Frobenius-Homomorphismus und liefert
eine explizite Bedingung an ¢ und damit #E(F)).

Satz 1.1.10. [Sil09, S. 142] Der Frobenius-Homomorphismus erfillt im Endomorphismenring
von E die quadratische Gleichung

X(0p) = ¢y — tdp +p = 0.

1.2 Der Algorithmus von Schoof

Der Algorithmus von Schoof, der im Jahr 1985 in [Sch85|] veroffentlicht wurde, berechnet die
Anzahl der Punkte auf einer gegebenen Kurve E iiber F,. Er weist im Gegensatz zu den
zuvor verwendeten Algorithmen eine polynomielle Laufzeit in logp auf. Fiir die Berechnung
bedient er sich der in den Sétzen [1.1.9] und [T.1.10] genannten Eigenschaften des Frobenius-
Homomorphismus. Wir geben nur eine grobe Ubersicht {iber die zugrundeliegenden Ideen,
Details finden sich in [Sch95] sowie [Miil95, Mor95, BSS99, [Was08].

1.2.1 Urspriinglicher Algorithmus

Die Idee des Algorithmus von Schoof besteht darin, die Spur ¢ = ¢ mod ¢ des Frobenius-
Homomorphismus mithilfe von Satz [1.1.10] fiir kleine Primzahlen ¢ zu berechnen, sodass fiir

deren Produkt
H ¢>4,/p
Y4

erfiillt ist und somit wegen der Hasse-Schranke |t| < 2,/p aus diesen Informationen der Wert
von t mithilfe des Chinesischen Restsatzes eindeutig bestimmt werden kann, woraus sich
mit Satz direkt #E(F,) ergibt. Bekanntlich reicht es aus, den Wert von ¢t modulo Prim-
zahlen / in der Grofienordnung O(log p) zu bestimmen, was direkt aus dem Primzahlsatz folgt.

Zur Bestimmung des Wertes modulo einer Primzahl ¢ werden im Algorithmus von Schoof die
sogenannten Divisionspolynome 1, verwendet. Diese bilden eine rekursiv definierte Folge von
Polynomen mit den Eigenschaften, dass Vielfache eines Punktes P auf E sich als rationaler
Ausdruck in bestimmten Divisionspolynomen und den Koordinaten von P darstellen lassen
und dass fiir einen Punkt P = (X,Y) € E und ¢ ungerade

(X.Y) € E[f] & te(X) =0 (1.5)

) = EZT_I ist [Was08, S. 80-86, 123-127]. Mit ihrer Hilfe wird nun fir einen
Y) € E[{], P # O, iiberpriift, fir welchen Wert von ¢ mod ¢ die Gleichung

$5(P) + PP = t¢p(P) (1.6)

gilt und deg(v,
Punkt P = (X,
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1 Elliptische Kurven

erfiillt ist, wobei p = p mod /¢ gilt.

Der Algorithmus von Schoof weist unter Verwendung von schneller Arithmetik eine Laufzeit
von O(log® p) Bitoperationen auf [BSS99, S. 111]. Der die Laufzeit dominierende Schritt ist
dabei die Auswertung des Frobenius-Homomorphismus zur Berechnung von (XP?,Y?) und
(XP*,Y?") in der Erweiterung F := Fp[X,Y]/(¥e(X),Y? — X3 —aX —b). Zur Verbesserung
der Laufzeit des Algorithmus von Schoof ist es daher wiinschenswert, die Auswertung des
Frobenius-Homomorphismus in kleinere Erweiterungen von F, zu verlagern.

1.2.2 Der SEA-Algorithmus

Eine solche Verbesserung ist als Algorithmus von Schoof, Elkies und Atkin, abgekiirzt als
SEA-Algorithmus, bekannt und wurde 1995 veroffentlicht [Sil09, S. 375].

Dafiir untersucht man die Wirkung des Frobenius-Homomorphismus auf den Vektorraum
E[{f] = F? (s. Gleichung (1.3)). Wie im letzten Abschnitt ausgefiihrt, wird der Wert von ¢
mod ¢ mithilfe der Gleichung

0= xe(p) := qbi —top+p mod £ (1.7)

ermittelt. Die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung ist A = t? —4p, mittels deren wir
die drei Falle A =0 mod /, (%) = 1 sowie (%) = —1 unterscheiden. Im ersten Fall besitzt
die Gleichung eine doppelte Nullstelle, daher gilt

t=4+2\/p mod/,

somit kann der Wert ¢ mod ¢ direkt bis auf sein Vorzeichen bestimmt werden. Offenbar ist
dies ein Spezialfall fiir endlich viele Primzahlen ¢. Im zweiten Fall wird ¢ als Elkies-Primzahl,
im dritten als Atkin-Primzahl bezeichnet.

Im Elkies-Fall (%) = 1 besitzt ¢, zwei verschiedene Eigenwerte A, p € Fj. Die charakte-
ristische Gleichung zerfillt somit in die Linearfaktoren x¢(¢p) = (¢p — A)(¢p — p) und es
gilt

t=A+pu=XA+pA" mod L (1.8)

Mittels zweier Sétze von Atkin (vgl. hierfir [Sch95, S. 236-239]), die mithilfe von Satz

einen Zusammenhang zwischen dem Wert von (%) und dem Zerfallungstyp des sogenannten

(-ten. Modularpolynoms ®; (s. auch Abschnitt hinter Korollar im Ring Fp[X]
herstellen, kann leicht ermittelt werden, ob eine gegebene Primzahl vom Elkies- oder vom
Atkin-Typ ist. Grundlage dieser Aussagen bildet die Tatsache, dass fiir eine elliptische Kurve
E/F, die Nullstellen des Modularpolynoms ®,(X, j(E)) genau die j-Invarianten der ellipti-
schen Kurven E’ sind, fiir die eine ¢-Isogenie 1) : E — E’ existiert. Wegen |ker(¢))| = ¢ nach
Satz ist ker(1)) offenbar eine Untergruppe C von E[{], deren Verhalten unter Anwendung
von ¢, mit dem Wert von (%) in Verbindung steht. Genauer gelten die folgenden Aquiva-
lenzen, die eine Unterscheidung zwischen den drei genannten Féllen durch Berechnung von
geT(XP — X, Py(X,j(F))) ermoglichen.

1. /| A = ®y(X,j(E)) hat genau eine oder mehr als zwei Nullstellen in F,,.
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1.2 Der Algorithmus von Schoof

2. ( ist Elkies-Primzahl < ®,(X, j(E)) hat genau zwei Nullstellen in .
3. ¢ ist Atkin-Primzahl < ®,(X, j(E)) hat keine Nullstelle in F).

In [Mul95] wurden sogenannte dquivalente Polynome untersucht, die statt des Modularpoly-
noms verwendet werden koénnen und aus Laufzeitgriinden in der Praxis zu bevorzugen sind.
Auch auf diese werden wir spater in Abschnitt genauer eingehen.

Im Elkies-Fall ist nun der Wert A € {1,...,¢ — 1} zu bestimmen, fiir den
¢p(P) = AP

fiir einen Punkt P in einer bestimmten Untergruppe von E[/] gilt. Bei der Auswertung dieser
Gleichung kann statt des ¢-ten Divisionspolynoms t,, das bei der Konstruktion der Erwei-
terung F verwendet wird, ein Teiler Fy ) von v, genutzt werden, der lediglich von Grad 5771
gegeniiber WT_I ist. Damit kann die Laufzeit fiir die Bestimmung von ¢ modulo ¢ fiir festes
¢ € O(logp) von O(log*p) auf O(log® p) Bitoperationen reduziert werden. Im Rahmen des
iiblichen Vorgehens, bei dem die Werte des ¢-ten Modularpolynoms ®,(X,Y") bzw. des ver-
wendeten dquivalenten Polynoms allgemein vorberechnet sind (vgl. [Mor95, Eng09]), stellt
dies weiter den die Laufzeit dominierenden Schritt dar.

Fir Atkin-Primzahlen wurde von Atkin ein Verfahren von gleicher Laufzeit vorgeschlagen,
dessen Nachteil jedoch darin besteht, dass es nicht den exakten Wert von ¢ modulo ¢ zu
bestimmen vermag, sondern lediglich eine Menge an Kandidaten, die anschlieend mithilfe
einer nicht-trivialen Baby-Step-Giant-Step-Methode (s. [Miil95, S. 144-148]) tiberpriift wer-
den miissen, was insgesamt zu einer exponentiellen Laufzeit fiihrt.

Im Schoof-Elkies- Atkin- Algorithmus werden die beiden Ansétze kombiniert. Neben den Elkies-
Primzahlen werden dabei auch einige Atkin-Primzahlen verwendet, fiir die die Kandidaten-
menge relativ klein ist. In [SS14] wird gezeigt, dass fiir fast alle Primzahlen p ausreichend viele
kleine Elkies-Primzahlen existieren, sodass der SEA-Algorithmus eine erwartete Laufzeit von
O(log* p) gegeniiber O(log® p) Bitoperationen fiir den urspriinglichen Algorithmus von Schoof
aufweist.

1.2.3 Weitere Verbesserungen

In zahlreichen Forschungsarbeiten wurden weitere Verbesserungen des Vorgehens im Elkies-
Fall vorgeschlagen. So erméglichen die in [Eng09] vorgestellten Ansitze wie diejenigen in
[BLS12] und insbesondere [Sutl3], die Ideen aus [FM02, BMSS08] weiterentwickeln, eine Be-
schleunigung der mit dem Modularpolynom ®, verbundenen Rechnungen. Weiterhin erlauben
die Algorithmen aus [MMO1], (GMOG] eine schnellere Bestimmung des Eigenwertes A, [MSS16]
ersetzt den Frobenius-Homomorphismus ¢, auf bestimmten Kurven durch einen anderen Ho-
momorphismus, der in diesem Fall effizienter ausgewertet werden kann, berechnet dessen Spur
und rekonstruiert daraus die Spur ¢ von ¢,,.

In [MMSO07] wurde eine grofiere Modifikation des Vorgehens im Elkies-Fall eingefithrt. Mit-
hilfe des dort vorgestellten Algorithmus reicht es aus, den Frobenius-Homomorphismus in
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1 Elliptische Kurven

Erweiterungen von F, von Grad n, wobei n die maximalen Primpotenzteiler von £ — 1 durch-
lauft, auszuwerten. Dabei werden sogenannte elliptische Gaufische Perioden verwendet, um
den Index des Eigenwerts \ in der Gruppe (Z/¢Z)* zunéchst modulo den verschiedenen Prim-
potenzteilern von £ — 1 zu bestimmen, bevor der Chinesische Restsatz angewendet wird.

Weiterhin wurde in [Mih06c] und [MV10] eine Variante dieses neuen Ansatzes vorgestellt, bei
der sogenannte elliptische Gaufi-Summen Verwendung finden. Sie sind fiir einen Charakter
X : (Z/0Z)* — pyn = {(n) von Ordnung n mit n | £ — 1 in Analogie zu den klassischen
zyklotomischen Gauf-Summen definiert als

-1
Geny(E) = ), x(a)(aP)y (1.9)
a=1

fiir einen ¢-Torsionspunkt P auf F, wobei V' = y fiir gerades sowie V' = z fiir ungerades n
gilt. Wie in [Mih06c| gezeigt wird, gilt nun

n Gé,n,x (E>m

G@,n,x(E) ) m

e Fpl¢n] fir m <n. (1.10)

Auflerdem lésst sich der Index von A modulo n direkt mithilfe der Gleichung

Gf,n,x(E)m

p_ 7P p
Ge,an(E) X (/\)GZ,H:X (E) GZ,n,X’" (E)

(Gé,n,x(E>n)q = Xﬁm()‘) (1‘11)

fiir p = ng+m mit 0 < m < n bestimmen. Sind die verschiedenen Gréfien aus Gleichung ((1.10))
berechnet, so sind damit zur Ermittlung des Index von A modulo n nur noch Rechnungen in
der Erweiterung Fp[(,] von Grad ¢(n) notig. Wir befassen uns in den folgenden Abschnitten
damit, wie diese Gréflen mittels sogenannter universeller elliptischer Gauf-Summen, die wir
schliefflich in Gleichung definieren werden, bestimmt werden konnen, statt sie direkt
anhand der Definition zu berechnen.

Wir bemerken noch, dass die elliptischen Gauf3-Summen und Gleichung ebenfalls eine
wichtige Rolle in dem in [Mih06al, Mih06b] vorgeschlagenen Primzahltest CIDE (Cyclotomy
Initialized by Dual Elliptic tests) spielen, der in [FKDG12] weiter ausgearbeitet wurde. Auch
wenn diese Anwendung nicht Gegenstand dieser Arbeit ist und wir daher nicht ndher auf sie
eingehen werden, mdchten wir gleichwohl anmerken, dass die in den folgenden Abschnitten
hergeleiteten algorithmischen Resultate zur Berechnung der universellen elliptischen Gauf3-
Summen geméa$ [Fral6] die Laufzeit dieses Algorithmus zu reduzieren vermogen.
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2 Universelle elliptische Gauf3-Summen

Bei der Beschéftigung mit den universellen elliptischen Gau-Summen bedienen wir uns aus-

fithrlich der Theorie der Modulfunktionen fiir Untergruppen von SLo(Z), die wir daher im

Folgenden in dem Mafle einfithren, in dem wir sie benétigen. Wir folgen dabei insbesondere

[Kob93|, [Apo76] und [Shi71].

2.1 Modulfunktionen

2.1.1 Definition

Wir beginnen mit der Definition der oberen Halbebene H < C. Diese ist gegeben als
H={reC:3(r) >0}

Elemente v = (9 Y) € I' := SLy(Z) wirken als Mébius-Transformationen mittels

ar +b
ct +d

y:H-H, 7+—

auf Elemente von H. Sei N € N. I" besitzt unter anderem die Untergruppen
a b
FO(N)={<C d)EF:CEO modN} und

I'(N) = a b el':a=d=1 mod Nyb=c=0 mod N} = L0 mod N ¢,
c d 01

die wir im Folgenden verwenden werden.

Definition 2.1.1. [Kob93, S. 108] Seien f(7) eine auf der oberen Halbebene H meromorphe
Funktion und & € Z. Weiterhin erfiille f(7) die folgenden Bedingungen:

L. f(y7) = (et + d)* f(7) fiir alle y = (Z 2) el.

Insbesondere gilt dann
rean=1((5 1)7) =10

fir alle 7 € H. Daher lésst sich f(7) als Laurentreihe in

_ 6271'@'7'

q=q(7)
schreiben. Dies fiihrt uns auf Bedingung
2. In der Fourierreihe

f(T) = Z anq"

gilt a, = 0 fiir n < ng, ng € Z; in ihr treten also nur endlich viele Potenzen von g
mit negativem Exponenten auf. Man sagt in diesem Fall auch, dass f meromorph bei
Unendlich ist.
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2.1 Modulfunktionen

Dann nennt man f(7) eine Modulfunktion von Gewicht k fir I' = SLa(Z). Fiir die Menge
aller solchen Modulfunktionen schreiben wir Ay (T").

Ist f(7) sogar holomorph auf H und bei Unendlich (d. h., gilt in der zweiten Bedingung
no = 0), dann nennt man f(7) eine Modulform von Gewicht k fiir T.

Gilt zusétzlich ag = 0, verschwindet die Modulform also bei Unendlich, so nennt man sie eine
Spitzenform von Gewicht k fiir T'.

Bevor wir diese Definition auf Untergruppen von I' verallgemeinern, wollen wir zunéchst
einige Bemerkungen anbringen und Beispiele angeben, die wir spater noch vielfach verwenden
werden.

Bemerkung 2.1.2. 1. Fir ungerade k gibt es keine nicht-trivialen Modulfunktionen von
Gewicht k fiir I'. Dies folgt sofort durch Betrachten der Wirkung von v = (_01 91 )

2. Die Bedingungen aus Definition bleiben unter Addition und skalarer Multiplikati-

on erhalten, sodass die Menge der Modulfunktionen, Modulformen und Spitzenformen
von festem Gewicht einen Vektorraum bilden.
Weiterhin ist das Produkt zweier Modulfunktionen (bzw. -formen) von Gewicht k; und
ko eine Modulfunktion (bzw. -form) von Gewicht kj + ko; der Quotient einer Modul-
funktion von Gewicht k1 und einer nicht-trivialen Modulfunktion von Gewicht ko ist
eine Modulfunktion von Gewicht k; — ko. Insbesondere ist damit Ag(I"), die Menge der
Modulfunktionen von Gewicht 0, ein Korper.

Beispiel 2.1.3.

1. Eine wichtige Familie von Modulformen von Gewicht 2k fir £ > 1 ist gegeben durch
die Eisensteinreihen Eoi(7), die definiert sind als

1 L1
P = 5 2, v P

m,nez

Sei ox(n) = X4, d*. GemiB [Kob93, S. 111] ist die ¢-Entwicklung von Ey; gegeben

durch 2 2 nzk—lqn
Eop(7)=1——5— > o91(n)q" =1~— ;
(1) =1- g Dol By 2 T

bezeichnet. Im Folgenden werden wir die Reihen E4(7) sowie Eg(7) bendtigen, deren
g-Entwicklungen

0 n3 n

Ey(r) = Eu(q) = 1+240 ) 5 _qqn, (2.1)
n=1
0 n5qn

Eo(7) = Eg(q) = 1504 3| —— 0 (2.2)

n=1
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2 Universelle elliptische Gauf3-Summen

lauten.

. Aus diesen beiden Modulfunktionen konstruieren wir zwei weitere, die eine wichtige
Rolle in der Theorie der elliptischen Kurven spielen. Zunéchst definieren wir die Dis-
kriminante der zum Gitter (1, 7)z zugehorigen elliptischen Kurve E, (vgl. Satz [2.2.3)
als

2.
1728 (23)

Aus den g-Entwicklungen der beiden Eisensteinreihen folgt sofort, dass in dieser Reihe
der konstante Term verschwindet, weshalb A(7) eine Spitzenform von Gewicht 12 fiir
I" ist. Des Weiteren ist A(7) # 0 auf H [Kob93, S. 118].

Weiterhin setzen wir die j-Invariante von E als

T 3
i(r) = Eg((g -

(2.4)

Dies ist offenbar eine Modulfunktion von Gewicht 0. Die Funktion j(7) : H — C ist
zudem surjektiv [Cox89, S. 121].

. Die Dedekindsche n-Funktion besitzt die ¢g-Entwicklung
1 a0
n(r) = g7 ]_[ 1-q")

Fiir 7 € H konvergiert das Produkt absolut und ist ungleich Null. Wie schon Weber in
[Web08|, S. 112] zeigte, lasst sich die ¢-Entwicklung von 1 umformen zu

n(q) —q24 < i ( n(Bn=1)/2 4 o (3n+1)/2>)' (2.5)

Mit den obigen Definitionen gilt geméfl [Apo76, S. 51]

Dies liefert eine weitere Moglichkeit zur Berechnung der ¢-Entwicklung von A(q).

Bemerkung 2.1.4. Wir weichen bei der Normierung der Funktion A(7) von derjenigen in
[Apo76] und [Kob93] ab und verwenden stattdessen diejenige, die in [Sch95] und [BSS99)
benutzt wird. Dies ist dem Umstand geschuldet, dass diese Normierung fiir die Berechnung
der universellen elliptischen Gaufl-Summen, die wir spiter ausfithren wollen, giinstiger ist.

Die folgende Aussage zeigt die fundamentale Bedeutung der j-Invarianten j(7) in der Theorie
der Modulfunktionen.

Satz 2.1.5. [Coz89, S. 226]

1. Es gilt

Ao() = C(i(7)),

die Modulfunktionen von Gewicht 0 sind also genau die rationalen Funktionen in j.
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2.1 Modulfunktionen

2. Bezeichnen wir mit Hyo(I") die Teilmenge der holomorphen Funktionen, dann gilt

diese Funktionen kénnen also sogar als Polynome in j dargestellt werden.

2.1.2 Untergruppen
Wir {ibertragen nun Definition auf Untergruppen von I'.

Definition 2.1.6. [Kob93, S. 125] Seien f(7) eine auf der oberen Halbebene H meromorphe
Funktion und k € Z sowie IV < T, sodass I" 2 I'(N) fiir ein N € N gilt. Des Weiteren erfiille
f (1) folgende Bedingungen:

L. f(y7) = (et + d)F f(7) fiir alle y = <Z Z) eI". Wegen (1) e T(N) gilt dann
f(r+N) = f(r)

und f(7) ldsst sich als Laurentreihe in

schreiben.

2. In der Fourierreihe

f(’YT) = Z anqxf

neZ

gilt a,, = 0 fiir n < ng, ng € Z, fur alle v € I'. Man sagt auch, dass f(7) meromorph an
den Spitzen ist.

Dann nennt man f(7) eine Modulfunktion von Gewicht k fir T'. Fiir die Menge aller solchen
Modulfunktionen schreiben wir Ay (I").

Ist f(7) holomorph auf H und kann man ng = 0 fiir alle v € I wéhlen, so nennt man f(7)
entsprechend eine Modulform von Gewicht k fiir T'.

Gilt zusétzlich ag = 0 fur alle v € I', so bezeichnet man die Funktion als Spitzenform wvon
Gewicht k fir TV,

Bemerkung 2.1.7. [Kob93, S. 126] Es reicht, die zweite Bedingung fiir ein Représentantensys-
tem {y1,...,7-} von I'/T” (also T' = | J;_, I'"7;) zu priifen.

Definition 2.1.8. [Iwa97, S. 112] Sei f(q) = f(7) eine Modulfunktion fir IV < T'. Dann
definieren wir die Fricke-Atkin-Lehner-Involution durch

woss (¢ 3)7) -5 (4)=ro

Bemerkung 2.1.9. Fir f(7) € Ag(T") ergibt sich

ro=1(-g)=1((3 3)er) s,
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2 Universelle elliptische Gauf3-Summen

Fiir unsere Rechnungen werden wir Modulfunktionen fiir die Untergruppe I'g(N) verwenden,
weiterhin wird dabei N = £ eine Primzahl sein. Wir geben erneut als Beispiele diejenigen
Funktionen an, deren wir uns spéter noch bedienen werden.

Beispiel 2.1.10.

1. Eine geringfiigige Modifikation (vgl. [Kob93|, S. 112]) der Definition fiir die Eisenstein-

reihen fiir k > 2 in Beispiel liefert die Eisensteinreihe

0 0 n
n o_ ngq
Eg(q):1—247;101(n)q _1—24;11_(1”. (2.6)
Die so definierte Reihe ist keine Modulfunktion fiir I'; denn es gilt beispielsweise
0 -1 -1 9 127
E =FE|(— | =71E —.
(0 0)7) -2 (5) -mo 5
Jedoch ist durch
1
Pi(9) = 5 0(Falq) — €Ba(q")) (2.7)

eine Modulfunktion von Gewicht 2 fiir I'g(¢) gegeben, wie wir spéter in Korollar [2.2.9)
zeigen werden.

2. j(fr) ist eine Modulfunktion von Gewicht 0 fiir I'g(¢). Dies folgt aus

t 0\ (a b a b\ [0 O\ ..o oo
<0 1) <c d>_<c/€ d> (0 1) flir beheblge a,b,c,deZ7

wie man leicht nachrechnet. Wahlt man nun v = (‘Cz g) € I'p(¢), so gilt ¢ =0 mod ¢
und es folgt ¥ = ( ot Ze) e I'. Damit gilt

jleyr) = j(yer) = j(er),

weil j(7) unter I' invariant ist. Weiterhin kann man nachrechnen, dass j(¢7) meromorph
an den Spitzen ist [Cox89, S. 229).

Fiir Modulformen (Spitzenformen) A(r) fir I" gilt allgemeiner, dass A(¢7) eine Modul-
form (Spitzenform) fiir I'g(¢) ist.

. Die in [Miil95] ausfiihrlich untersuchte Funktion

(@Y 12
mi) = (301) w0~ ey 2

ist eine Modulfunktion von Gewicht 0 fir I'o(¢). Dies wird in [Mul95, S. 59] direkt
durch Nachrechnen fiir diesen Spezialfall gezeigt, folgt jedoch ebenfalls aus den weitaus
allgemeineren Resultaten [Rad42, S. 619] und [Newh7), S. 336] iiber sogenannte Eta-
Quotienten.
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2.1 Modulfunktionen

2.1.3 Aussagen iiber Modulfunktionen von Gewicht 0

Wir wollen nun folgenden Satz beweisen, der sich als essentiell fiir die spéateren Rechnungen
herausstellen wird:

Satz 2.1.11. Sei f(1) € Ag(To(¢))\Ao(T") eine Modulfunktion von Gewicht O fiir To(¢), aber
nicht fiir I'. Dann gilt

Ao(To(£)) = Ao(T)(f(7)) = C(f(7),5(7)),

insbesondere existieren fir beliebiges g(7) € Aog(To(¢)) also Polynome Py, P, € C[X,Y] mit

Fiir den Beweis werden wir in mehreren Schritten vorgehen. Zunéchst zeigen wir folgenden

Satz 2.1.12. Sei I" T ein Normalteiler von endlichem Index in SLa(Z). Dann ist die
Korpererweiterung Ag(I")/Ao(T) eine Galoiserweiterung mit

Beweis. Sei f() € Ag(I"), dann gilt f(y7) € Ag(I") fiir alle v € T': Da I' ein Normalteiler in
I ist, gilt ndmlich fiir 6 € I die Gleichung yéy~! = 6 € I". Wir folgern

f(v67) = f(6y7) = f(y7) fiiralle §el”,

zudem ist f(y7) meromorph an den Spitzen, da dies fiir f(7) gilt. Ersetzt man v durch =1,

so sieht man, dass durch
Y Ag(T) = Ao(TY), fr—fon

eine Bijektion gegeben ist. Wegen der Invarianz der Elemente von A(I') unter +I” (man
beachte, dass die von —I induzierte Mobius-Transformation die Identitat ist) und von A (I")
unter I folgt, dass die endliche Gruppe I'/(£I"”) als Automorphismengruppe auf Ao(I") wirkt
und Ay (T") fixiert. Aus der Galois-Theorie ergibt sich nun die Behauptung. O

Als Spezialfall ergibt sich

Lemma 2.1.13. [Shi71, S. 134] Fiir N € N ist Ag(T'(N))/Ao(T) eine Galoiserweiterung und
es gilt
Gal(Ao(T'(N))/Ao(T)) = I'/(£I'(N)).

Wir bemerken noch, dass aufgrund der Identitdt I'(N) = ker{SLy(Z) —mod N,

offenbar I'/T'(IN) = SLy(Z/NZ) und somit

SL2(Z/NZ)}

Gal(Ao(I'(NV))/Ao(T)) = SL(Z/NZ)/{+1}

gilt.
Korollar 2.1.14. Sei I” eine Untergruppe von I' mit T'(N) < T, dann gilt

Gal(Ao(I'(N))/Ao(I")) = (£I')/(£I'(N)).
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2 Universelle elliptische Gauf3-Summen

Insbesondere ist Ag(I") eine endliche Erweiterung von Ay(T') = C(j) von Grad [T : £1"].

Beweis. Weil T'(N) der Kern der Reduktionsabbildung modulo N ist, gilt I'(N) < T”. Nun
ergibt sich (£I")/(+['(N)) < T'/(+['(N)) = Gal(Ao(T'(N))/Ao(T)). Da weiterhin

AgD(N) = {f e Ag(T(N)): foy=fVyel'} = Ag(I")

gilt, folgt die Aussage iiber die Galoisgruppe aus der Galois-Theorie. Damit ergibt sich
[Ao(T(N)) : Ap(T")] =[£I : £T(IV)] und [Ao(T”) : Ao(I')] = [ : £I7]. O
Fiir IV = T'g(N) erhdlt man nun

Gal(Ao(T())/An(To(V) = (sTa(W)/(r() = { (5 ) e Sta@/ve)} /ey

Bevor wir Satz beweisen, bendtigen wir noch das folgende

a b

Lemma 2.1.15. Sei K ein Kérper, B = {(0 d

ist durch

> |a,d€K*,beK} € G = SLa(K). Dann

G/B — P (K),
g-B—g-0=g-[1,0] mitg-[v] — [gv],

a b
d. h., <c d> - B |a, ]
eine Bijektion gegeben und es gibt keine Zwischengruppen zwischen G und B.

Beweis. Die erste Aussage ist trivial, da die Wirkung von G auf P'(K) transitiv und B der

Stabilisator von oo ist. Wegen
1 b
(5 1) o111

wirkt B auf P(K)\{o0} transitiv.

Seien nun g, h € G\B. Dann sind h-o0 und ¢-o0 in P} (K)\{co} enthalten, da B der Stabilisator
von o0 ist. Aus diesem Grund existiert ein b € B mit

h-o0=b-g-0w,

also gilt h~'bg € B oder h € BgB. Somit erzeugen B und ¢ ganz G, weshalb zwischen B und
G keine Zwischengruppen existieren kénnen. O

Beweis von Satz[2.1.11. Sei ¢ eine Primzahl. Aus obigen Uberlegungen wissen wir
G = Gal(Ao(I'(0))/Ao(I')) = SLa(Z/Z) /[{£1}

B = Gal(Ao(T()/AoTo) = { (§ 1) € SLalz/tz) | /1)

29



2.1 Modulfunktionen

Daher entsprechen die Zwischenkérper der Erweiterung Ag(I'g(¢))/Ao(I') nach Galois-Theorie
genau den Zwischengruppen von G und B. Wendet man nun Lemma [2.1.15| mit K = F, an
und beachtet, dass —1 € B gilt, so folgt, dass keine Zwischengruppen zwischen G und B und
damit keine Zwischenkorper zwischen Ag(I'g(¢)) und Ao(I") existieren, woraus sofort folgt,
dass Ao(To(¢)) = C(f(7), (1)) fir beliebiges f(7) € Ag(To(¢))\Ao(T). O

Somit kénnen Modulfunktionen von Gewicht 0 fir I'g(¢), wie insbesondere die in Korollar
definierten universellen elliptischen Gau-Summen, als rationaler Ausdruck in j(7) und
einer weiteren Modulfunktion f(7) € Ao(T(¢))\Ao(T') dargestellt werden. Satz liefert
jedoch lediglich eine Existenzaussage. Um einen effizienten Algorithmus zur Bestimmung des
rationalen Ausdrucks zu erhalten, sind noch weitere Resultate notig. Weiterhin muss auch
die Wahl der zweiten Funktion f(7) diskutiert werden. Wir orientieren uns fiir die beiden
folgenden Resultate stark an [Cox89, S. 228-231], verallgemeinern die dortigen Uberlegungen
jedoch leicht.

Lemma 2.1.16. Sei f(7) € Ao(T'o(¢))\Ao(T") holomorph auf H. Dann existiert ein irredu-
zibles Polynom Q¢(X,Y) € C[X,Y] mit

Qs(f(7),4(7)) = 0.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass durch {Sk,k =0, ..., ¢} mit

S — <(1) _kl> fir 0<k<f, S — (é (1’> (2.9)

ein Reprasentantensystem fiir I'/To(¢) gegeben ist, wie in [Miil95, S. 54] gezeigt wird. Nun
betrachten wir das Polynom in X

4

Qs(X,7) = [ [(X = f(Sk7))

k=0

und untersuchen seine Koeffizienten. Als elementar-symmetrische Polynome in f(Sy7) sind sie
offensichtlich holomorph auf H. Sei v € I". Da die S ein Repréisentantensystem von I'/T'o(¥¢)
bilden, sind die Werte f(Sky7), k& = 0,...,¢, genau eine Permutation der Werte f(Sy7).
Somit sind die Koeffizienten von @Q¢(X,7) invariant unter SLy(Z). Als Modulfunktion ist
f(7) meromorph an den Spitzen, aus dem Beweis von Satz folgt, dass dies auch fiir
f(SkT) gilt. Daher sind die Koeffizienten meromorph an den Spitzen und somit Funktionen
in Ho(I"). Nach Satz sind sie daher Polynome in j(7). Es existiert also ein Polynom
Qf(X,Y) e C[X,Y] mit

14
HX F(SkT)),

das offenbar f(7) als Nullstelle besitzt. Da es, wie wir gesehen haben, zwischen A (T (¥))
und Ag(I") keine Zwischenkorper gibt, muss Q (X, j(7)) irreduzibel sein. O

Die folgende Aussage, die man durch eine Verallgemeinerung der Uberlegungen aus [Cox89,

S. 230-231] zeigen kann, liefert schlieflich einen ersten Ansatz fiir einen effizienten Algorith-
mus.
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2 Universelle elliptische Gauf3-Summen

Satz 2.1.17. Sei g(7) € Ag(To(¢)) eine Modulfunktion und f(7) € Ho(T'o(£))\Ho(I'). Dann
hat man die Darstellung
Q(f (), (1))

0 . ’
B AUORIC)
wobei Q(X, (7)) € C(j(7))[X] ein Polynom in X ist, das in Abhdngigkeit von

{g(SkT), f(SKT),i=0,...,4}

g(1) =

explizit angegeben werden kann.
Ist g(1) holomorph, so gilt sogar Q(X, j(1)) € C[j(7)][X], der Zihler des rationalen Ausdrucks
in dieser Darstellung ist also ein Polynom in f und j.

Bemerkung 2.1.18. Der fiir uns relevante Fall, wenn die Funktion g(7) holomorph ist, folgt
auch direkt aus dem im folgenden angefithrten Lemma [2.1.19| aus [Neu07, S. 206-208].

Die Darstellung aus Satz[2.1.17]ist unter algorithmischen Gesichtspunkten noch nicht optimal,
da sie keine guten Schranken an die im Zahler auftretenden Potenzen der j-Invarianten j(q) =
g+ ZZO:O cxq®, deren Koeffizienten ¢;, gemaf [Pet32, BP05] exponentiell in Vk und somit
sehr schnell wachsen, ermoglicht. Vielmehr stellen sich die folgenden Aussagen als niitzlich
heraus.

Lemma 2.1.19. [Neu07, S. 206-208] Sei L/K eine Korpererweiterung, O < K ein Ring.
Sei a € L\K mit Minimalpolynom f(X) e K[X] von Grad n. Dann besitzt der O-Modul

Co ={z e L|Tryk(z0[a]) < O}

@ o1l
Uy =01

Korollar 2.1.20. Sei g(1) € Ho(I'0(¢))\Ho(I') eine holomorphe Modulfunktion und es sei
f(7) € Ho(T'o(€))\Ho(T') mit Minimalpolynom Qs(X,j) mit deg;(Qy) = v. Dann besitzt g(7)
eine Darstellung der Form

Sizo aif(7)!

Qs (f(r).5(r))

die O-Basis

g(r) =

mit
a; € {h(1) € C(f(7)) : h(r) holomorph}.

Beweis. Wir verwenden Lemma fir K = C(f(7)), L = K(j(7)) = Ao(I'0(¢)) sowie
a = j(7) und somit f(X) = Qs(f(7), X). Weiterhin wihlen wir

O = {h(7) € K : h(7) holomorph}.

Offensichtlich sind dann alle Elemente z von O[j] und somit g(7)z sowie Try,/x(g(7)2) holo-
morph. Also gilt g(7) € C;. Mit Lemma [2.1.19| folgt die Behauptung. O

Wir betrachten nun spezielle Werte fiir f(7).

1. Die néchstliegende und historisch zuerst verwendete Wahl ist f(7) = j(¢7). In diesem
Fall schreiben wir Q;(X,Y) = ®,(X,Y) und nennen ®, das /-te Modularpolynom.
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2.2 Die Tate-Kurve

Das Modularpolynom hat Koeffizienten in Z und ist symmetrisch in X und Y [Cox89,
S. 229-234]. Das Problem bei seiner Verwendung besteht darin, dass seine Koeffizienten
exponentiell in ¢ wachsen [Coh&84].

2. In [Miil95] wurde die Wahl f(7) = my(7), wobei my(7) wie in Beispiel [2.1.10]ist, ausfiihr-
lich untersucht und nutzbar gemacht. Aus der Konstruktion von my(7) und der Bezie-
hung zwischen 7(7) und A(7) folgt, dass auch my(7) holomorph auf H ist. In diesem Fall
schreiben wir Q¢(X,Y) = M,(X,Y). Das Polynom M, besitzt ebenfalls Koeffizienten
in Z und der Grad in der zweiten Variablen ist gegeben durch v = v(my) := m,

wie in [Ml95) S. 61-62] gezeigt wird. Dies fithrt dazu, dass seine Koeffizienten deutlich

langsamer wachsen als diejenigen von ®,.

3. Eine weitere in [Mil95] untersuchte Alternative ist f(7) = ag(7), wobei ay(7) spéter in
Lemma 9| definiert wird. Die Funktion a,(7) ist ebenfalls holomorph. Hier schreiben
wir @ f(X ,Y) = Ay(X,Y). Auch dieses Polynom besitzt Koeffizienten in Z und sein
Grad in der zweiten Variablen ist im Allgemeinen noch geringer als der von My, was es
asymptotisch zu der besten Alternative macht.

Durch diese Spezialisierung erhalten wir die folgende

Proposition 2.1.21. Sei g(7) € Ho(T'o(¢))\Ho(T') eine holomorphe Modulfunktion. Dann
besitzt g(7) die folgenden Darstellungen:

1.
Q(me(7),j(7))

me(7)F G (ma(7), §(7))

fir ein k = 0 und ein Polynom Q(X,Y) € C[X,Y] mit degy (Q) < v = degy (My),

g(1) =

Q). ()
9= L )5 ()

fir ein Polynom Q(X,Y) € C[X,Y] mit degy (Q) < degy (Ay).

Beweis. 1. Wir wenden Korollar [2.1.20| mit f(7) = my(7) an. Wie angemerkt, ist my(7)
holomorph, analog gilt dies auch fiir m,(7)~!. In Korollar wird weiterhin gezeigt,

dass my(H) = C* ist. Daher sind die holomorphen Funktionen in C(m/(7)) gegeben
durch O = C[my(7), me(7)"!]. Nun ergibt sich mit Korollar [2.1.20 die Behauptung.

2. Wir wéhlen f(7) = ay(7). Die Funktion ist nach Lemma holomorph und nach
Korollar [3.3.13[surjektiv auf C. Somit gilt in diesem Fall O = Clay(7)], was mit Korollar

2.1.20| die Behauptung impliziert.
O

2.2 Die Tate-Kurve

In diesem Abschnitt werden wir die universellen elliptischen Gauf3-Summen, deren Berech-
nung wir uns spater widmen werden, definieren. Zunéchst erinnern wir an die Weierstrafische
p-Funktion:
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2 Universelle elliptische Gauf3-Summen

Definition 2.2.1. [Cox89, S. 200] Sei A = {(w;,w2)7 < C und seien w;,wy iiber R linear
unabhéngig. In diesem Fall bezeichnen wir A als Gitter. Die Weierstrafische p-Funktion zu A

ist definiert als ) ) )
o= 5+ % (o )

weA
w#0

Fiir die speziellen Gitter (1,7)z mit 7 € H schreiben wir

oo =) = 3+ N (G~ )

ot 10 (z—(m+n7))2  (m+n7)?
Bemerkung 2.2.2. 1. Die Weierstralsche p-Funktion ist von fundamentaler Bedeutung fiir

die Theorie der meromorphen doppelt-periodischen Funktionen in der komplexen Ebene.
Wir werden im Rahmen dieser Arbeit darauf jedoch nicht ndher eingehen.

2. Die Ableitung der Weierstrafischen p-Funktion ist gegeben durch

2 1
p/(zaT):_ig_2 Z

_ 3°
Z n2+m2;é0 (Z (m + nT))

Satz 2.2.3. [Sil09, S. 159-161] Sei E/C eine elliptische Kurve. Dann existiert ein 7 € H und
ein a € C, sodass mit A = {1,7)z

(p(az,al), o' (az, al)), z¢ A,

wl(C/A_)E((C)7 Z'_){ ZGA,

)

ein komplex-analytischer Isomorphismus ist.

Die folgende Reihenentwicklung der Weierstrafischen g-Funktion werden wir mehrfach ver-
wenden:

Lemma 2.2.4. [Sil9]), S. 50] Seien q = €™, w = *™*. Dann gelten fiir |q| < |w| < |¢7!|
die folgenden Gleichungen:

1 1 ®O n nap
(2732 p(z,7) = - 2 gl a _qqn)2 + % a —qq"w)2 =: z(w,q), (2.10)
(2;»)3 ¢z 7) = W =:2y(w, q). (2.11)
nez

Bemerkung 2.2.5. Unter Verwendung verschiedener Identitéten lassen sich die Reihenentwick-
lungen fiir z(w, ¢) und y(w, ¢) umschreiben, was sowohl fiir den Beweis theoretischer Aussagen
als auch fiir die tatsdchliche Berechnung dieser Werte von grofler Niitzlichkeit ist. Wir erinnern
an die Gleichung fiir die geometrische Reihe

1

l—z

e¢]
1,1

fir |z| <1.
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2.2 Die Tate-Kurve

Gliedweises Differenzieren liefert

(1_135)2 =Y+ 1)z" und (1_235)3 = D+ 1)(i +2)a’.
i=0 1=0

Daneben benutzen wir noch die Identitét
11—z Ht=(—z'Q-2)"'=—201-2)""

Damit erhalten wir fiir |¢| < |w| < |¢™!| die Formeln

1 w =
r(w,q) =5+t Z Z mqg"™" (w™ +w™™) — 2mg"™, (2.12)
12 (1—w) ==
w + w?

+ } i i m(m + 1) ( nm( mo_,mmy 4 n(m+1)/, m+1 _ _ —(m+1)
. AR 1) (gm (qm — ay=m) 4 gD (L =m0
(2.13)

In den von uns betrachteten Fillen wird w eine Einheitswurzel sein, sodass wegen |¢(7)| < 1
fiir 7 € H die Reihenentwicklungen in dieser Form angegeben werden kénnen.

Proposition 2.2.6. [Sch95, S. 245] Seien E4(q), E¢(q) die in Beispz'el definierten Ei-
sensteinreithen und Es(q) wie in Beispiel|2.1.1(} Dann gelten folgende Gleichungen:

w,0)? = a(w,q)? — 0Dy g 4 L), (2.14)
> a(Ca) = 5 lE(g) ~ Ex(e") = pi(a). (2.15)
CEpe,C#1

Durch Gleichung ((2.14)) wird die sogenannte Tate-Kurve E, definiert, die in [Tat95] eingefiihrt
wurde. Sie besitzt die folgenden wichtigen Eigenschaften:

Satz 2.2.7. [SilT], S. 410-411]
1. Die Tate-Kurve E, ist eine elliptische Kurve und es gilt
A(Eq) = Alg),  J(Eg) = j(a),
wobet A(q), j(q) genau die entsprechenden Modulfunktionen aus Abschnitt sind.

2. FEs gibt einen komplezx-analytischen Isomorphismus

(z(w,q),y(w,q)),  w¢q”,

: C*/¢* > E,(C), —
o /q (C), w {07 we 2.

3. Fir jede elliptische Kurve E/C existiert ein q € C* mit |q| < 1, sodass
E,~ E(C)

gilt. Dieses q ist durch q = q(7) = exp(2mit) fir das 7 aus Satz [2.2.3 gegeben. Wie
mn Satzm schreiben wir A = (1,7)z. Fir den Isomorphismus ¢ : E;, — E(C) gilt
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2 Universelle elliptische Gauf3-Summen

=100 o 1/;51 mit ¥y aus Satz und
0:C/A > C* /g%, 2z w = exp(2miz).
Damit ist ¢ gegeben als
(@(w,q),y(w, q)) = (p(az,ad),¢'(az,ad)), OO

mit o wie in Satz[2.2.3.

Die Tate-Kurve parametrisiert somit die Isomorphieklassen elliptischer Kurven iiber C. Dies
stellt die Grundidee der von uns ausgefithrten Rechnungen dar: Wir berechnen namlich die
gesuchten Objekte, die elliptischen Gauf-Summen, mithilfe der Tate-Kurve als formale Po-
tenzreihen in g. Die Spezialisierung auf eine konkrete elliptische Kurve £ =~ E; iiber C oder
(nach Reduktion) tiber [F,, geschieht dann, indem die formale Variable ¢ durch den konkreten
Wert q(7) ersetzt wird, wie dies in Abschnitt ausgefiihrt wird.

Wir untersuchen nun das Verhalten von p(z,7) und ¢'(z,7) unter Transformationen aus I
Mittels Lemma wird dies zu Aussagen iiber das Verhalten von z(w,q) sowie y(w,q)
fithren. Es gilt folgendes

Lemma 2.2.8. Sei 7€ H und v = (CCL 2) € SLo(Z). Dann gelten
p(z,y7) = (e + d)zp((CT +d)z, 1), (2.16)
0 (z,77) = (e + d)>¢((eT + d)z, 7). (2.17)

Beweis. Wir rechnen nach

(z at + b) 1 N Z 1 B 1
e "er+d 22 (Z _ (m + na7—+b))2 (m + na7—+b)2

n2+m?2#£0 ct+d cT+d
1

((eT + d)z)?

= (et +d)?-

2 ! 1
Hlered) m2+2n?7é0 <((CT +d)z — Sapcalm,n))? N (Sa,bc.alm, n))2>
= (e + d)*p((cr + d)z,7),

wobei wir die Abkiirzung S, pca(m,n) = m(ct + d) + n(ar + b) benutzen und die letzte
Gleichung aus ad — bc = 1 folgt. Die Identitéat fiir die Ableitung von @ zeigt man vollig
analog. O

Korollar 2.2.9. Sei~y e T'y(¢).

1. Sei (p € py eine £-te Finheitswurzel. Dann gilt
2(Ce,q(v7)) = (er + d)’x(¢f,7)  und  y(Ce,q(v7)) = (e + d)Py(¢F, 7).

2. Die in Formel (2.7) definierte Funktion p1(q) transformiert sich unter der Wirkung von
v mittels p1(q(y7)) = (c7 + d)*p1(q).
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2.2 Die Tate-Kurve

3. Sein ein Teiler von ¢ — 1, x : F; — p, ein Dirichlet-Charakter von Ordnung n und

seien
z, n=1 mod 2, . 2n, n=1 mod 2,
V= sowie e =
y, n=0 mod 2, 3n, n=0 mod 2.

Dann transformiert sich die von x abhdngige n-te Potenz der Funktion

G (a) = Gen(a) == > x(WV(q) (2.18)
AeFy

unter v mittels Go,(q(y7))" = (e + d)°Grrn(q)".

4. Die Funktionen pi(q) und Ggn(q)" sind meromorph an den Spitzen und somit Modul-
funktionen vom jeweils angegebenen Gewicht fiir I'o(€). Weiterhin ist Gy, (q)™ unabhdn-
gig von der Wahl der primitiven £-ten Einheitswurzel (p € .

Beweis. 1. Fir k = ﬁ gilt

fiir ein v € Z. Damit folgt

(Guatrm)) = ko (o) = kter + P (100 1)

_ (er+d)x <exp (W’) ,q) _(er+d)%x <exp <2”Zd“> ,q)

= (c7 + d)*z(¢f. q),

wobei die vorletzte Gleichheit wegen ¢ = 0 mod ¢ direkt aus der Reihenentwicklung
(2.10) von x(w, q) folgt. Die Gleichung fiir y wird wieder analog gezeigt.

2. Wegen v € I'g(¥) ist d # 0 mod ¢, daher permutiert die Wirkung von ~ die Summanden
in Gleichung (2.15)) bei gleichzeitiger Multiplikation mit (e + d)?.

3. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei n ungerade. Es ist

Grn(a(yr)) = D) XNy a(vm) = (em +d)* Y x(V2(¢P a(r))

AeFy AeFy

= (e +d)*x () ), x(@)z(¢f,q(7)) = (7 + d)*x " (d)Gen(q)-

*
aelF 7

Die Behauptung folgt sofort, da xy Werte in u, annimmt.

4. Wir erinnern an das Repréasentantensystem fiir I'/I'g(¢), das durch {Sk,k = 0,...,¢}

mit
0 -1 .. 1 0
Sk=<1 k‘) fir 0<k </, Sg—<0 1)

gegeben ist. Wir berechnen nun geméafi Bemerkung fiir alle Sy die Fourierreihen-
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2 Universelle elliptische Gauf3-Summen

entwicklung von z((p, ¢(Si7)). Fir k < £ gilt

olGeatSir) = (74 17z (exp () ) < o4 2alctat 0

Berechnet man x(qu%,q) mit Formel , so ist offensichtlich, dass in dieser ¢-
Entwicklung nur endlich viele negative Exponenten auftreten. Eine analoge Aussage
lasst sich fir y(w,q) zeigen. Aus der Konstruktion von p;(q) sowie Gy p(g)" ist nun
ersichtlich, dass diese Modulfunktionen meromorph an den Spitzen sind.

Die Unabhéngigkeit von Gy, (q)" von der Wahl von (, folgt direkt aus dem bereits
Gezeigten, denn danach gilt fiir d £ 0 mod ¢

D xMz 9) = xHd) D xR ).

AeFyF AeFy
]

Wir kommen schliellich zur Konstruktion der universellen elliptischen Gauf$-Summen, mit
deren konkreter Berechnung wir uns ausgiebig beschéftigen werden.

Korollar 2.2.10. Seien ¢, n, x wie in Korollar[2.2.9 Weiterhin gelte

min {7‘ : "‘gr € N}, n=1 mod 2, "g’", n=1 mod 2,
r=<3, n=2, und ea =<1, n =2,
0, sonst, . sonst.
Dann ist Gon(@) (@)
L ¢n\q) P14
Ten(q) = AR (2.19)

eine auf H holomorphe Modulfunktion von Gewicht O fiir To(£) mit Koeffizienten in Q[(,].

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei n ungerade. Aus Korollar [2.2.9 wissen wir,
dass Gy n(q)" und p1(¢) Modulfunktionen fiir I'g(¢) von Gewicht 2n bzw. 2 sind. Weiterhin
ist bekannt, dass die Diskriminante eine Modulfunktion von Gewicht 12 fiir I'; also auch fiir
Untergruppen, ist. Da auerdem A(q) # 0 gilt, ist der betrachtete Ausdruck ebenfalls eine
Modulfunktion fiir I'g(¢), deren Gewicht offenbar durch

n+r

2n + 2r — 12 =0

gegeben ist.

Mithilfe der Formel lassen sich die Polstellen von z({y, ¢(7)) einfach bestimmen. Offen-
bar liegt genau dann eine Polstelle vor, wenn ¢ = 1 oder ¢" = (; fiir ein n gilt. In beiden
Féllen folgt |q| = |exp(2miT)| = 1, was 7 € H widerspricht. Damit sind die Funktionen im
Zahler nach Konstruktion holomorph. Analoges gilt bei Verwendung von y({s, ¢(7)). Aufler-
dem gilt A(7) # 0 auf H, womit 74,(¢) holomorph ist.

Um die Aussage iiber die Koeffizienten zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass die Koeffizi-
enten von p1(q) sowie A(q) in Z liegen. Da der fithrende Koeffizient von A eine Eins ist, gilt
dies auch fiir die Koeffizienten von A(g)~!. Weiterhin ist aus der Definition der Gau-Summe
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2.2 Die Tate-Kurve

in Korollar unmittelbar ersichtlich, dass ihre Koeffizienten in Q[(,, (/] liegen. Sei nun ¢
ein Erzeuger von Fj und o : {; — (f, sodass Gal(Q[(n, (¢]/Q[¢n]) von o erzeugt wird. Nun
gilt

o(Gen(@) = > xNa(V(@ha) = Y x(WV ()

AeF} AeF}

=x71(0) X XV, 9) = X (0)Gen(g),

AeFF¥

wobei die zweite Gleichung aus Formel (2.12)) bzw. (2.13) folgt, weil o ein Homomorphis-
mus ist. Es folgt sofort, dass Gy, (¢)" unter o invariant ist, weshalb die Koeffizienten dieses
Ausdrucks in Q[(,] liegen. O

Bemerkung 2.2.11. Setzt man f = 6 fiir ungerades, f = 4 fiir gerades n und o = m, SO

ist auch die Funktion GEA”ZL(Oq/)fm eine Modulfunktion von Gewicht 0 fir I'g(¢). Da wir jedoch
letztendlich daran interessiert sind, den Wert von Gy, (q(7))", spezialisiert auf eine konkrete
elliptische Kurve E(;), zu bestimmen, stellt diese potenzielle Variante keine gangbare Alter-
native dar, da sie nur eine Potenz des gesuchten Wertes liefert und dieser demnach noch durch
Ziehen einer o-ten Wurzel gewonnen werden muss, was unter algorithmischen Gesichtspunkten

nicht vernachlissighare Kosten verursacht.
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3 Berechnung der universellen
elliptischen Gauf3-Summen

3.1 Definitionen

In diesem Kapitel widmen wir uns der Vorstellung unserer Algorithmen zunéchst zur Be-
stimmung der Laurentreihen der universellen elliptischen Gaufl-Summen, anschlieBend zur
Berechnung der rationalen Ausdriicke in Abhéngigkeit von anderen Modulfunktionen geméaf
Proposition Dazu benétigen wir die folgenden Definitionen:

Definition 3.1.1. Sei f(q) durch eine Laurentreihe >}/ _a;q* gegeben. Dann nennen wir o die
Ordnung und a, den Leitkoeffizienten von f(q). Wir schreiben auch ord(f) := o, Ik(f) := a,.

Bemerkung 3.1.2. Seien f1(q), f2(q) durch Laurentreihen mit ord(f;) = o1,ord(f2) = 02 ge-
geben. Dann gilt

1. Ol“d(flfg) = 01 + 02.
2. ord(f1 £ f2) = min{oy, 02} fiir 01 # 09.

3. Gilt 0 := 01 = 09, so erhilt man ord(f; + f2) = o mit Gleichheit genau dann, wenn sich
die Leitkoeffizienten der Reihen nicht aufheben.

4. ord(f{') = —o1. Um dies einzusehen, schreibe f1(q) = ¢° f1(¢) mit ord(f;) = 0.

Im Rahmen der Rechnungen kénnen wir nur endlich viele Terme der betrachteten Laurent-
reihen bestimmen. Dies fithrt uns zu

Definition 3.1.3. 1. Sei f(q) = X.;2,ai¢' durch eine Laurentreihe gegeben. Wir sagen,

. . e . . . —1 i .
dass wir f bis zur Prézision p berechnen, wenn wir die Teilsumme Zf:f a;q" bestim-
men.

2. Sei

prec: Nx N — N, ({,n)— prec({,n) (3.1)

eine Abbildung, die einem Tupel (¢,n) einen Wert prec(¢,n) zuordnet, sodass mit dem
betrachteten Algorithmus der rationale Ausdruck zur Darstellung von 74, (q) ermittelt
werden kann, wenn die auftretenden Laurentreihen bis zu dieser Genauigkeit berechnet
werden. Wir werden mogliche Werte fiir prec(¢, n) spater untersuchen.

Bei der Analyse der Laufzeit der in diesem Abschnitt und im weiteren Verlauf der Arbeit
vorgeschlagenen Algorithmen verwenden wir die folgenden Konventionen und Resultate:

Lemma 3.1.4. [vG03, [MMS07 Wir bezeichnen mit M(n) den Aufwand zum Multiplizie-
ren zweier Polynome in Z[X] bzw. F,[X]| von Grad kleiner als n und mit C(n) den fir die
Berechnung von g(h) mod f fir Polynome f,g,h € Fp[X] von Grad kleiner als n. Unter
Verwendung von schneller Arithmetik kénnen diese Rechnungen in

M(n) = O(n), C(n) = On“+"7?)
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3.2 Laurentreihen

Multiplikationen im jeweiligen Grundkérper ausgefihrt werden. Dabei besagt die Notation
O(n), dass logarithmische Faktoren unterdrickt werden. Der Wert w ist so gewdhlt, dass nxmn-
Matrizen iber Fp, mit O(n*) Operationen multipliziert werden konnen. Der beste bekannte
Wert fiir w aus [CWI0] liegt bei w ~ 2,38.

3.2 Laurentreihen

3.2.1 Allgemeine Bemerkungen

Zunichst bemerken wir, dass bei der Berechnung der Laurentreihen der universellen ellipti-
schen Gau3-Summen aufgrund der bekannten Eigenschaften von Charaktersummen der von w
unabhéngige Teil in den Formeln verschwindet und somit nicht berechnet werden muss.
Einen zusétzlichen Ansatz zur Beschleunigung der Berechnung der Gaufi-Summen liefert

Lemma 3.2.1. Sei ¢ eine ungerade Primzahl, n | % und sei {c) = F}. Dann gilt
{la+mnc® modnl, 0<a</{—2}={la—nc® modnl, 0<a</l—2}

Beweis. Da c ein Erzeuger von Fj ist, gilt ¢ = —1 mod £. Mit n | 3771 folgt dann

—
+nc*-c2 =Vla—nc® mod nt.

-1
£<a+2> + nc® at+ 5t =la +
Daher erhélt man die Werte auf der rechten Seite der Identitdt durch Verschiebung von a um
5771 auf der linken Seite. 0

Es folgt nun
-2

=2
Z CZ(CEQ - (Cgca) ) Z Cfa-‘rnc Cza ne®
a=0

a=0

Wir nutzen die Beobachtungen aus, indem wir fiir die /-ten Einheitswurzeln ¢ jeweils statt

P = G gt D 2 T+ ) = 2mg™

n=1m=1

lediglich die Reihe

7 — # SR mag¥mem

bis zur gewiinschten Prézision berechnen, denn fiir ungerades n gilt

—2
Ginlg Z (¢ q) = . CRE(es ).
a=0
Hierdurch reduziert sich die Laufzeit zur Berechnung von Gy, (¢q) etwa um den Faktor 2.
Weiterhin moéchten wir aus Effizienzgriinden in unserer Implementierung mit der Bibliothek

GMP [Grald] fiir die auftretenden Koeffizienten so lange wie moglich den Datentyp fiir ganze
Zahlen verwenden und die Koeffizienten der Reihen erst im letzten Schritt durch Division
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3 Berechnung der universellen elliptischen Gauf}-Summen

in rationale Zahlen umwandeln. Um dieses Vorhaben zu verwirklichen, miissen die in den
Laurentreihen der universellen elliptischen Gaufl-Summen auftretenden Nenner untersucht
werden.

Zunéchst bemerken wir, dass mit Ausnahme des konstanten, von ¢ unabhingigen Terms in
der fiir die z-Koordinate verwendeten Formel alle Koeffizienten in Z[(;] und in der zu y
gehorigen Formel in %Z[C@] liegen. Der konstante Term liefert eine Potenz £, die den
Nenner der Ausdriicke teilen kann. Der genaue Wert von ¢, ergibt sich geméf

Lemma 3.2.2. Sei
[24], n ungerade,
Cyp =
‘ [2%], n gerade.

Dann gilt ve(£° - 19,,(q)) = 0, wobei vy die (-adische Bewertung bezeichnet.

Beweis. Bekanntlich gilt
(5) =(1- Cf)gilﬂ
wenn beide Seiten als Ideale in Z[(;] = O(Q[(¢]) betrachtet werden, und damit

k
1—¢) ™My =—"_.
ve((1=G)™) = —5—
Aus der Gestalt der konstanten Terme in den Formeln (3.2]) sowie (2.13]) und Korollar [2.2.10
ergibt sich mit k& = 2n fiir die z- bzw. k = 3n fiir die y-Koordinaten die Behauptung. O

Wir bemerken noch, dass wegen Formel (2.7) die Koeffizienten von 12p;(q) ebenfalls ganz
sind. Weil A(q) Leitkoeffizienten 1 hat, sind auch die Koeffizienten von A(q)~! ganze Zahlen.
Aus diesen Uberlegungen und der Definition von 74,,(q) in Korollar [2.2.10| folgt

Korollar 3.2.3. Sei { eine Primzahl und es gelte n | £ —1. Sei r = min{r : 2 € N} fir
n=1 mod 2 wie in Korollar[2.2.10} und ¢; wie in Lemma[3.2.9. Definiere

127¢¢, n=1 mod 2,
c= 1221230, n=2,
2n et sonst.

Dann liegen alle Koeffizienten von c - 14,(q) in Z[(y].

3.2.2 Verbesserung des Algorithmus

Wie aus der Formel in Korollar leicht ersichtlich ist, gilt Gy, (q) € Q[(n,Ce]((q)). Zur
Berechnung von 7y, (¢q) bis zur Prézision prec(¢,n) muss also insbesondere die n-te Potenz
eines Elements dieses Korpers bestimmt werden, was, wenn wir das Vielfache von 7¢,,(¢) aus
Korollar verwenden, eine Laufzeit von

O(log n M(¢n prec(, n)))

Multiplikationen in Z erfordert. Dabei gilt prec(¢,n) = O((v + ea)l)) geméfl Proposition
bzw. Gleichung (3.16|) mit v = ord(my) bzw. v = —ord(ar). Im unglinstigsten Fall gilt
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3.2 Laurentreihen

n,v € O(£), womit sich fiir diesen Schritt eine schnell wachsende Laufzeit von O(logn M(£*))
ergibt. Im Folgenden soll gezeigt werden, wie die Zeitkomplexitit deutlich reduziert werden
kann.

Wir benutzen dazu insbesondere das folgende

Lemma 3.2.4. Es bezeichne Gy ({r) = ZAGF? X()\)Cé‘ die gewohnliche zyklotomische Gauyfs-
Summe. Dann gilt

G (@)Gy—1(G) € QG]((a))-
Beweis. Nach Definition liegt der gesuchte Ausdruck in Q[(s, ¢,]((g)). Wir betrachten die
Wirkung der Galoisgruppe G der Korpererweiterung Q[(s, ¢,]/Q[(n] auf den Ausdruck. Da
(¢,n) =1 gilt, ist G = (o : (g — (), wobei ¢ ein Erzeuger von F} ist. Wie schon im Beweis
von Korollar gezeigt wurde, gilt

7(Grnx (@) = X ()G (9)-
Analog kann man
a(Gx () = Xﬁl(C)Gx(CZ)

zeigen, woraus sofort die Invarianz des betrachteten Ausdrucks unter ¢ und damit die Be-
hauptung folgt. O

Aufgrund dieses Lemmas modifizieren wir den Algorithmus zur Bestimmung von 74,,(q), der
sich aus den Formeln (3.2)), (2.13), (2.18]) und (2.19)) ergibt, wie folgt. Anstatt direkt die n-te
Potenz von Gy, (q) zu berechnen, rechnen wir:

Algorithmus 1. Schnelle Berechnung von Gy, ()"

Eingabe: ¢,n,prec(¢,n)

Ausgabe: Gy, (q)"

. Berechne Gy, ,(¢q) mit den Formeln , , bis zur Préazision prec(¢,n).
- T i= Gy () Gy-1(Ce)-

Ty := T

T3 := Gx—l(Q)n.

. Gib Ty = T2T3_1 aus.

Es ist offensichtlich, dass dann Ty = Gyp(q)" gilt und somit das gewiinschte Ergebnis
ermittelt wird. Aufgrund von Lemma liegt die Laufzeit fiir Schritt 2 lediglich bei

O(logn M(n prec(¢,n))) = O(logn M(£3)),

sodass im Grad der zu multiplizierenden Polynome eine ganze Potenz von ¢ eingespart werden
kann. Ebenso {iberlegt man sich leicht, dass T3 mit Laufzeit O(logn M(¢n)) und T} in Laufzeit
O(prec(¢,n) M(n)) berechnet werden kénnen, was vernachléssigbar ist.

Die Bestimmung von T} erfordert bei naiver Implementierung O(prec(¢,n) M(¢n)) Operatio-
nen. Wir zeigen nun jedoch, wie sich der Aufwand deutlich reduzieren lasst. Dazu rechnen
wir

Gran@G1(C) = D) xQOVGHax ' )¢2 = D) x(0) Y] ¢ VI 9.

A1, A2€FF c=A1 A, TelF¥ A €F¥
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3 Berechnung der universellen elliptischen Gauf}-Summen

Bevor wir die innere Summe weiter umformen, bemerken wir

0 — _
C@q:Z Zlkfjv 7 sz?lk

mit a; € Q, wie sich durch Anwendung der passenden Potenz von o : (; — (j ergibt. Damit
erhélt man

uMg

0 Z 1 )\ (k .
)\ c” )\ c” Ak 1(k+c™
IR =3 Y O Nt =Y Y, Zam
A eFg =0 X\ eFf k=0 i=0 X\ eF} k=0
0
7 A
=24 | 2 Gt Z 2@
=0 )qGFZk )\3:)\1(k+cfl)€Fz‘

k:;éc

o0
:Zqi (—1a; 1 + Z alkE

=0 Az=1
k;é ¢!
0 /-1
:qu (5_1) Aj—c—1 — Z ik |
=0 k=0
k#t—c1
=:b;(c)

wobei die letzte Umformung wegen Zf:é Cg = 0 gilt. Insgesamt ergibt sich damit

Gﬁ,n,x( CZ = 2 Z (C)
1=0 GF*

mit b;(c) € Q. Weiterhin gilt offenbar fiir ci, cp € Fj

bi(Cl) = bi(Cg) + Z(aiv_ -1 —a, —c; 1) (3.3)

¢

weshalb die Berechnung von b;(c), c € F}, fiir festes ¢ nur ¢ Multiplikationen in Q erfordert.
Um T bis zur ndtigen Prézision zu bestimmen, gehen wir also folgendermaflen vor:

Algorithmus 2. Beschleunigung von Schritt 1 in Algorithmus El

Eingabe: ¢,n,prec(¢,n)
Ausgabe: G (q)Gy-1()
1. Bestimme die Koeffizienten a;j von V({;,¢) mit Formel bzw. im Bereich
i=0,...,prec({,n),k=0,...,0—1.
2. Fiir i =0,...,prec({,n) bestimme die Werte b;(c), ¢ € F§, mithilfe von (3.3).

3. Gib 2‘“““ ¢ Seerr X(0)bi(c) aus.

Damit kann der Wert 77 mit O(¢ prec(¢,n)) Operationen bestimmt werden und ist fiir grofie
n gegeniiber dem zweiten Schritt des neuen Algorithmus vernachléssigbar.
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3.3 Rationaler Ausdruck

Um bei der Berechnung von Ty in Algorithmus[I]den, wie schon weiter oben erwéhnt, deutlich
langsameren GMP-Datentyp fiir rationale Zahlen zu umgehen, wird wieder untersucht, mit
welchem Faktor die Zwischenergebnisse multipliziert werden miissen, damit alle Koeffizienten
ganzzahlig sind. Die bendtigte Aussage beztiglich der Grofle T3 iefert folgendes

Lemma 3.2.5. Sei ¢ eine Primzahl und x ein Charakter von Ordnung n | ¢ — 1. Dann gilt

G ()™ € ZGal.

Beweis. Wie aus der in Lemma [3.2.4] gezeigten Identitat

o(Gy () = Xﬁ1 (€)Gy(Ce)

mit o : ¢, — ¢§ und {c) = F} folgt, gilt

G (¢)" € Q[¢n]-

Aus der Definition der GauB-Summen ist direkt ersichtlich, dass G, ({,)" sogar in Z[(,] liegt.
Eine allgemeine Eigenschaft von Gauf-Summen (s. beispielsweise [Shi71) S. 91]) ist weiterhin
gegeben durch

G (C)Gy-1(¢e) = x(=1)L.
Durch Exponentiation mit n folgt, da x(—1)" = 1 gilt,
Gy (Go)"Gy-1(G)" = 1"

und damit

"Gy (C) ™" = Gy=1(C)" € Z[Gal-

Korollar 3.2.6. Die universelle elliptische Gauf-Summe 7,(q) kann mit
O(log n M(nprec(¢,n)))

Multiplikationen in 7 berechnet werden.

3.3 Rationaler Ausdruck
3.3.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt sollen Algorithmen vorgestellt werden, mit deren Hilfe spéter aus den
zuvor berechneten Laurentreihen der universellen elliptischen Gauf-Summen auf konkreten
elliptischen Kurven die gewiinschten Werte bestimmt werden kénnen. In Korollar[2.2.10/ haben
wir gezeigt, dass die GroBen 74,,(¢) holomorphe Modulfunktionen von Gewicht 0 fiir I'g(¢)
sind. Die Aussagen aus Abschnitt eroffnen nun zunichst zwei mogliche Wege, wie die
elliptischen Gauf3-Summen schliellich auf einer konkreten elliptischen Kurve F bestimmt
werden konnen:

1. Nach Lemma [2.1.16| existiert ein irreduzibles Polynom Q-(X,Y) € C[X,Y] von Grad
degx (Qr) = £+ 1, sodass Q- (7¢,(q),7(q)) = 0 gilt. Hat man dieses Polynom bestimmt,
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3 Berechnung der universellen elliptischen Gauf}-Summen

so findet man den Wert von 7, (E) auf der Kurve E als Nullstelle von Q,(X,j(E)),
wobei j(FE) die j-Invariante der Kurve E bezeichnet.

2. Nach Satz bzw. Proposition [2.1.21|ist 74,,(¢) als rationaler Ausdruck in j(g) und

my(q) bzw. as(q) darstellbar. Weiterhin ist der Nenner des rationalen Ausdrucks genau
bekannt. Ist dieser Ausdruck bestimmt, so erhilt man 7, (E) durch Einsetzen der Werte
J(E) sowie my(E) bzw. ay(E).

Ist 74, (E) berechnet, so kann durch Multiplizieren mit der passenden Potenz der Werte p; (E),
A(FE) die elliptische GauB-Summe Gy, (E)" bestimmt werden, wie in Abschnitt 4| im Detail
ausgefiithrt wird.

Beziiglich der ersten Moglichkeit ist anzumerken, dass die Bestimmung derartiger Polynome
vielfiltig untersucht und verbessert wurde. Allgemeine Uberlegungen finden sich beispielsweise
in [Mor95], spezifische optimierte Algorithmen im Kontext des Punktezéahlens auf elliptischen
Kurven werden in [Eng09] und [Sutl3] behandelt. Zu beachten ist jedoch, dass wir in unseren
Anwendungen den Wert von 7 ,(E) auf einer elliptischen Kurve E/F, bestimmen wollen. Da
7v,n(q) nach Korollar Koeffizienten in Q[(,] besitzt, wird dies auch fiir das Polynom
Q- gelten. Weiterhin wird 7, (F) nicht in F,, sondern in I, [(,] liegen. Die Bestimmung der
Nullstellen eines Polynoms von Grad d in diesem Korper erfordert jedoch einen Aufwand von
O(dn?log p) Operationen in F, (vgl. fG03, S. 382]), was diesen Ansatz unattraktiv gegeniiber
bereits bestehenden macht. Daher befassen wir uns im Folgenden mit der zweiten Methode.

3.3.2 Verwendung von my

Wir befassen uns zunéchst mit der Darstellung von 74 ,,(¢) mithilfe von my(g). In diesem Fall
erhalten wir nach Proposition [2.1.21] die Darstellung

Q(me(q), j(q))

TZ,n(Q) =2 . ) (3'4)
- (ma(a), j(a))
wobei Q(X,Y) = Z;Zj;m Z;é cip XYE mit v = v(my) = degy (M) = m gemdf

[Miil95], S. 61-62] und ¢; ,, € Q[(,] gilt. Das Polynom M, kann dabei mit Algorithmus 5.8 aus
[Ml95] bestimmt werden. Umformen ergibt die Gleichung

oMy

Te,n(Q)aT(me(Q)aj(Q)) = Q(me(q), 5(q)), (3.5)

deren linke Seite mittels der bekannten g-Entwicklungen bis zu einer gewissen Prézision be-
rechnet werden kann. Wie man anhand der Definition von m, sowie n sieht, hat my(q) genau
die Ordnung v. Weiterhin gilt ord(j) = —1. Damit folgt ord(m%jk) = jv — k. Somit haben alle
Summanden des Ausdrucks

imax V—1

Q(me(9), (@) = Y, D ciwmig

1=%min k=0

verschiedene Ordnungen, was den folgenden Algorithmus zur Bestimmung von @ liefert:

Algorithmus 3. Bestimmung von @ aus Gleichung (3.4))
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3.3 Rationaler Ausdruck

Eingabe: ¢,n,prec({,n)
Ausgabe: Q(X,Y) aus Gleichung (3

1. Berechne 14,,(q), me(q), j(g) mit Algor1thmuslsow1e den Formeln 2.8) und (2.19)
bis zur Prézision prec(¢, n).

2. Bestimme My(X,Y’) mit Algorithmus 5.8 aus [Miil95].

3. Berechne s(q) = 7¢,n(q) aay (me(q),7(q)), setze Q := 0.

4. while s # 0 do

5. Bestimme o = ord(s) und (¢, k‘) mit iv —k=ound 0 < k <.
6. Berechne s:= s — lk;k(s) )mgj Setze Q := Q + lkél;fj)k)XiYk.
7. end while

8. Gib @ aus.

Die vorausgegangenen Uberlegungen implizieren, dass die Ordnung von s in jedem Iterations-
schritt wachst und somit verschiedene Summanden des Polynoms @ berechnet werden. Wenn
wir eine obere Schranke an die benétigte Prézision prec(¢,n) angeben konnen, kénnen wir
sicherstellen, dass wir tatsdchlich das korrekte Polynom () bestimmt haben.

Zur Herleitung einer derartigen Schranke werden wir uns im Wesentlichen der Ordnungen der
verschiedenen auftretenden Laurentreihen bedienen. Wir wissen, dass

ord(my) = v, ord(j) = —1 sowie ord(r,) = —ea

gilt, wobei die letzte Aussage aus ord(A) = 1 folgt. Um eine Schranke an die benétigte
Prézision zu erhalten, wenden wir insbesondere auf Gleichung (3.5)) die Fricke-Atkin-Lehner-
Involution wy aus Definition 2.1.8 an. Zuvor bendtigen wir noch einige Aussagen.

Lemma 3.3.1. Se:
/+1 v

My(X,Y) = > Y aipX'Y*
i=0 k=0

das zu my gehorige Polynom mit a;j, € Z. Dann gilt
ar#0 = k<iw<(v—k{+o.

Beweis. Wir wissen, dass

0 = My(me(q)

||
I M+

v
Z zkmﬂ )k

gilt. Um die Behauptung zu zeigen, betrachten wir die Ordnungen der verschiedenen Summan-

den. Es gilt ord(m¢(q)*j(q)¥) = iv — k. Wir suchen zunichst den Summanden mit der gerings-

ten Ordnung ng. Damit die rechte Summe verschwindet, muss es mindestens einen weiteren

Summanden mit derselben Ordnung ng geben. Daher betrachten wir fir 0 < i1,i0 < £+ 1,
< k1, ky < v die Gleichung

ilv — /{71 = ig’U — ]{32 = (il — ig)v = (k‘l — kQ)

Aufgrund der Einschrankungen gilt fiir Losungen modulo Symmetrie iy = iy + 1 sowie
(k1,k2) = (v,0) und es folgt direkt ny > 0. Es konnen nur die Koeffizienten derjenigen
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3 Berechnung der universellen elliptischen Gauf}-Summen

Summanden ungleich Null sein, deren Ordnung gréfier oder gleich ng ist. Falls a; ,, # 0 ist, so
folgt also
w—k=0 = k<

Fiir die zweite Ungleichung wenden wir auf die Ursprungsgleichung wy an und gehen analog
vor. Verwenden wir, dass wy(j(q)) = j(q°) sowie we(me(q)) = m;( y nach [Ml95, S. 64] gilt,
so ergibt sich

l+1 v
0 = My(mj(q) Z Z aixmi(9)'5(¢")F.
1=0 k=0
Nun ist ord(m} (¢)%(¢%)*) = —iv—k¢. Analog zu den vorangegangenen Uberlegungen erhalten

wir ng = —(¢ + 1)v, weshalb a; , # 0 die Beschrénkung
—w—kl=—{(l+1)v = w<(w—k{l+v

impliziert. O
Korollar 3.3.2. Die Modulfunktion my(7) besitzt die Wertemenge my(H) = C*.

Beweis. Die Ungleichungen aus Lemma [3.3.1] implizieren a;, = 0 fiir i # 1. Weiterhin folgt
aus [Miil95, S. 63], dass a1, # 0 ist. Fiir ¢ € C* ist damit M(c,Y") ein Polynom in Y von Grad
v. Wegen der Surjektivitit von j(7) existiert nun ein 7 mit My(c, j(7)) = 0. Damit folgt, dass
fir eine der in Lemma eingefithrten Transformationen Sy die Identitdt ¢ = my(SkT)
erfillt ist. Somit nimmt m, auf H alle Werte ¢ € C* an. O

Lemma 3.3.3. Es gilt ord(7},) = n — lea.

Beweis. Offenbar gilt wy(A(q)) = (67)'2A(¢%) und ord(A(q")) = ¢. Wir untersuchen nun
das Transformationsverhalten des Zéhlers von 7;,,. Aufgrund der Eigenschaften der Ordnung
betrachten wir dazu das Verhalten von x((,q) (bzw. analog y(¢,q)) unter wy. Aus Lemma

folgt flir ¢t mit ¢ = exp (2””)

artal¢.r) = (6 (7 ) or) = e (enw (277 ) or) = mPatatad

Gemaf Formel (2.12]) ist

CCe
(q Q) Z Z fnm tm+q tm) _2mq€nm. (36)

2" l—q

Die Ordnung des zweiten Summanden ist nun offenbar ¢, wihrend die Ordnung der unend-
lichen Summe durch ¢ — t gegeben ist. Eine analoge Aussage gilt auch fiir y(¢t, ¢*). Da wir
bei der Berechnung von p;(¢q) und Gy, (q) iber die verschiedenen /-ten Einheitswurzeln sum-
mieren, liuft ¢ im Bereich {1,...,¢ — 1}. Damit folgt ord(p/(¢7)?) = 0 wegen des konstan-
ten Terms % und, da dieser Term aufgrund der Eigenschaften von Charaktersummen in
Gi.n(q) verschwindet, ord(Gj, /(¢7)?) > 1. Die auftretenden Potenzen von 7 verschwinden
in Tzn(q), weil dies genau als Modulfunktion von Gewicht 0 konstruiert ist. Insgesamt folgt
ord(/,,) =n — lea. O
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3.3 Rationaler Ausdruck

Proposition 3.3.4. In unserem Algorithmus kénnen wir
prec({,n) = (v—14+ea)l+v+ea—n—ex—n—1

wdhlen, wobei 0 < @ < v den Reprdisentanten der Restklasse a mod v bezeichnet.

Beweis. Geméfd Gleichung (3.5)) gilt

o) St (mel0), 5(0)) = Qlome(a), (a). @)

Wir schreiben Q(my(q),j(q)) = Y50, cig’ = Sumee S0 ¢ wmae(q)'j(q)*. Mit den Bezeich-

1=%min
nungen aus Lemma [3.3.1]ist nun

oM, 0+1v— P
W( Z Z k+1)a; kr1me(q)'5(q)",

womit sich
aipy1#0 = w=2k+1 = w-k=1

und somit 0rd< L(mye(q), j(q))) > 1 ergibt. Wegen ord(7y,,) = —ea folgt 0 > 1 —ea und
damit impliziert ¢; , # 0, dass iv —k > 1 —ea gilt. Wie man sich leicht iiberlegt, gilt ea <
woraus man insbesondere %,,,;, = 0 schliefit. Es treten also in () keine negativen Potenzen von
mye(q) auf.

Um eine obere Schranke an die Gréfle iv — k zu finden, wenn ¢; 5, # 0 gilt, wenden wir auf
Gleichung die Fricke-Atkin-Lehner-Involution aus Definition an und erhalten

l0) ot (7 (0).(a')) = QUi (). () (39

Die in der Ableitung des Polynoms M, auftretenden Summanden haben jeweils die Ordnung
ord(mj (q)'j(q*)¥) = —iv — kf. Wir verwenden erneut Lemma und erhalten

aip1 70 = w<w—(k+1))l+v = —w—kl=—(v—1){—v,

also ord <00£\}/£e (m} (q)7j(qf))> > —(v—1)¢ —v. Mit ord(7},,) = n — lea folgt

ord(Q(mf(),5(¢") = —(v—1+ea)l —v+n=:0,
Wenn c¢; j # 0 ist, muss somit
—ww—tk=0 = iv—k<iv+/lk<-—

gelten. Wegen £ =1 mod v ist —o’ =ex —n —1 mod v. Bezeichnen wir mit 0 < @ < v den
Repréasentanten der Restklasse a mod v, erhalten wir somit

iv—k<iv<—o —exn —n— 1

Eine Abschitzung an die bendtigte Prézision ergibt sich nun direkt als Differenz aus der
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3 Berechnung der universellen elliptischen Gauf}-Summen

oberen und unteren Schranke an v — k als
prec({,n) < —0o' —ea —n—1—(1—ea)+1=(v—1+ea)l+v+exr—n—ex—n— 1.
d

Bemerkung 3.3.5. 1. Wegen ep < v, v < 6_71 kann in der Implementierung die einfachere
Schranke prec(¢,n) = (v+ ea )l verwendet werden, ohne dass dies einen asymptotischen
Einfluss auf die Laufzeit hat.

2. Eine Alternative fiir die Bestimmung des rationalen Ausdrucks liefert die Beobachtung,

dass my(q) = mgs(q) gilt. Damit erhélt man unter Verwendung des Polynoms M, die

Gleichung

woraus sich durch Multiplikation mit m} (¢)**!

+1 v /+1 v

0= 3 2 tasemi (@) @) = 3 Y biwmi (@) i(a)* = Mg(m (0).5(0))

1=0 k=0 =0 k=0

mit b;p = Ks(Hlfi)agH,i’k ergibt. Somit ist eine Variante des Polynoms M, durch
M7(X,Y) gegeben und man kann auch einen rationalen Ausdruck unter Verwendung
von mj(q) statt von my(g) berechnen. In diesem Fall erhélt man durch analoge Uberle-
gungen die Ungleichungen

—(l+1lv—ea+1<o0<{lea—1)—n—ean—n—1,

wobei 0 = —iv — k die Ordnung der Summanden m}(¢)%(¢)* von Q(m}(q),j(q)) be-
zeichnet, die nicht verschwinden.

Insgesamt ergibt sich die gleiche Schranke an die bendtigte Prézision. Wie sich aus der
oberen Schranke ergibt, konnen jedoch negative Potenzen von mj(q) in @ auftreten,
sofern ep > 1 gilt.

Proposition legt nun nahe, eine Form fiir 7, zu wahlen, in der ep mdglichst klein ist.
Dies ist zusétzlich zu dem dort angefithrten Argument ein Grund dafiir, dass die Variante aus
Bemerkung [2.2.11| nicht verwendet wird.

Korollar 3.3.6. Algorithmus E berechnet Q mit O((v + ea)*0?) Multiplikationen in 7.

Beweis. In jedem Durchlauf von Schleife |4 wird ord(s) aufgrund der Wahl der Exponenten
i und k echt kleiner. Da die Berechnung der Reihen bis zur Prézision prec(¢,n) = (v + ea)?
nach Bemerkung hinreichend ist, wird die Schleife hochstens so oft durchlaufen. Es ist
klar, dass, wenn wir wenige Zwischenergebnisse speichern, in jedem Schleifendurchlauf eine
konstante Menge von Multiplikationen von Laurentreihen durchgefiihrt werden muss, denen
gegeniiber die ebenfalls durchzufiithrenden Multiplikationen mit Konstanten vernachléssigbar
sind. Da die zu multiplizierenden Reihen bis zur Prézision prec(¢,n) berechnet sind, werden
insgesamt

O(prec(£,n) M(prec(£,n))) = O((v + ea)*6?)
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3.3 Rationaler Ausdruck

Multiplikationen in Z benétigt. Dabei benutzen wir erneut die Tatsache, dass wir fiir die tat-
sichlichen Rechnungen das in Korollar angegebene Vielfache von 7y ,(q) verwenden. Die
nach Abschluss der Rechnungen noch notwendigen prec(¢, n) Divisionen durch den konstanten
Faktor aus Korollar sind gegeniiber den beschriebenen Kosten gleichfalls vernachléssig-
bar. O

3.3.3 Verwendung von ay

In [Miil95), S. 66-76] wird eine weitere Modulfunktion ay(7) vorgestellt, die als Alternative zu
mye(7) verwendet werden kann. In der Tat weist das Minimalpolynom Ay (X, j) von ay(7) einen
deutlich geringeren Grad in j und deutlich geringere Koeffizienten auf als M;(X, j), weshalb
derartige Polynome laut [Eng09] unter anderem beim Erzielen des damaligen Rekordwertes
fiir das Punktezéhlen auf elliptischen Kurven [EMO06] genutzt wurden.

Bevor wir die Funktion ay(7) definieren kénnen, benétigen wir die folgende

Definition 3.3.7. Sei f(7) eine Modulfunktion von Gewicht 1 und sei r eine Primzahl. Dann
wirkt der r-te Hecke-Operator T, auf f geméaf

T+ k

7,(7)() = 1sz( )+ 507

Bemerkung 3.3.8. Dies ist ein Spezialfall einer weitaus allgemeineren Definition fiir Hecke-
Operatoren, die man beispielsweise in [Ser73, S. 98-100] finden kann. In [Hec37] zeigte Hecke
verschiedene wichtige Eigenschaften dieser bereits zuvor bekannten Operatoren und benutzte
sie erstmals, um Aussagen iiber Modulfunktionen zu beweisen.

Lemma 3.3.9. [Mil95, S. 7}] Sei t > 3, s = Wifﬂ) und sei r eine ungerade Primzahl
mit ’
s|r—1, (%):1, (T>:1.
Dann ist die Funktion T (n(r)n(er)
r\I\T)NET
ap(1) = ————F—= 3.9
= e 39

eine auf H holomorphe Modulfunktion von Gewicht O fir T'o(£). Weiterhin ist ag(T) invariant
unter wy.

Fiir die tatsichlichen Rechnungen unter Verwendung von ay(7) benétigen wir zunéchst deren
Laurentreihe bis zur erforderlichen Prézision. Zu ihrer Bestimmung benutzen wir Formel (2.5))
fiir die Laurentreihe der n-Funktion und bedienen uns anschlieSend der folgenden

Proposition 3.3.10. [Mal95, S. 7/] Sei die Laurentreihe einer Funktion a(T) gegeben als
Py o0
a(T) = exp (27rz'7'7) Z ay exp(2mikT)
57 k=0
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3 Berechnung der universellen elliptischen Gauf}-Summen

mit ggT(z,s) = 1. Dann gilt

T:(a()) = exp (2wir§) ji g exp (Qﬂi7k2?+'(1—-r)z>

= s
r|ks+z
0
—1
+ Z aj, exp <27ri7kr + M)) . (3.10)
k=0 5
Wir schreiben nun v = v(ay) := — ord(as). Wie man leicht nachrechnet, ergibt sich nach Be-

stimmung der Werte s, z, r aus der Kongruenz ks+ z =0 mod r, dass v = 0 fir £ < 29 sowie
fir ¢ € {37,43,67,163} gilt. Das Minimalpolynom A,(X,j) von ay weist nach [Mil95, S. 77]
den Grad 2v in j auf. Fir diese Werte von ¢ ist der Grad in j also 0. Folglich ist ay(7) € C
und fiir diese (vorwiegend kleinen) Werte von ¢ kann die Funktion a, nicht wie gewiinscht
verwendet werden, sodass in diesem Fall keine Alternative zur Verwendung von my besteht.

Zur Bestimmung des Minimalpolynoms von ay(7) verwenden wir den in [Ml95, S. 79] vor-
gestellten Algorithmus. Im Sonderfall v = 1, d. h. fiir £ € {29, 31,41,47} kann dieser deutlich
vereinfacht werden, diesbeziigliche Uberlegungen finden sich in [Mor95, S. 267].

Versuchen wir, die Methode zur Bestimmung des rationalen Ausdrucks aus Abschnitt [3.3.2]
zu libertragen und dabei statt my(7) die Funktion ay(7) zu verwenden, stofflen wir auf ein
Problem: Geméa8 Proposition [2.1.21] ist namlich der Zahler des rationalen Ausdrucks unter
Verwendung von a; wegen deg; (Ay) = 2v aus Monomen der Form a@jk mit 0 < k < 2v—1 zu-
sammengesetzt. Offenbar gilt aber ord(a}j*) = —iv—k = ord(a, 'j**v), falls k < v ist. Somit
gibt es stets zwei Monome derselben Ordnung. Daher konnen nicht wie in Algorithmus [3] die
Koeffizienten der verschiedenen Monome sukzessiv berechnet werden, da das zugrundeliegende
lineare Gleichungssystem nicht mehr die Form einer Dreiecksmatrix aufweist. Selbstverstand-
lich kann das System weiter durch Invertieren der Matrix gelost werden, der Rechenaufwand
dafiir ist jedoch bedeutend hoher.

Um dieses Problems Herr zu werden, benutzen wir folgendes

Lemma 3.3.11. Sei f(7) eine unter wy anti-invariante Funktion, d. h., es gelte f* = —f.
Sei g(1) € Ag(To(£)) unter wy nicht invariant. Dann gilt

o) = SO GO M)y

9@ (7)
f(r) '

sofern f(1) # 0 gilt, und g (1), g? (1) sind unter wy invariant.

Beweis. Die Invarianz unter wy ist offensichtlich, denn es gilt

we(g(7) + g*(7)) = g*(7) + 9(7),  welg(r) —g*(7)) = —(9(1) — g%(7)),

woraus nach der Voraussetzung an f die Behauptung folgt. O
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3.3 Rationaler Ausdruck

Um den rationalen Ausdruck fiir 7, (q) zu bestimmen, gehen wir nun wie folgt vor:

Algorithmus 4. Bestimmung des rationalen Ausdrucks fiir 7,,, mit a,

Eingabe: ¢,n,prec({,n)
Ausgabe: Rationaler Ausdruck fiir 74,,(q)
1. Bestimme g € Ag(I'o(¢)) mit g* = —g.
2. Bestimme 7, und TZn mit Algorithmus [1|sowie den Formeln —, und

bis zur Préazision prec(¢,n).
3. Berechne Té(ln), Tg(i) gemifl Lemma [3.3.11
4. Bestimme fiir beide Funktionen einen rationalen Ausdruck R;, Rs in Abhéngigkeit von
ag und j.

5. Berechne 7, := Ry (ay, j) +

Ry (a€7j)
g .

Wir miissen noch genauer angeben, wie wir die Schritte [I] und [4] realisieren. Beziiglich der
Bestimmung von g bemerken wir, dass g(7) := mj(7) —my(7) unter w, anti-invariant ist und
daher die gewiinschten Bedingungen erfiillt. Zudem besitzt es eine relativ kleine Ordnung, was
aus Komplexitéatsgriinden relevant ist. Weiterhin gilt offenbar fiir jedes g mit den geforderten
Eigenschaften wy(g?) = ¢g?. Daher kénnen wir mit Algorithmus |5| einen rationalen Ausdruck
in Abhingigkeit von a, und j fiir g2 berechnen. Den Wert fiir g selbst erhilt man auf der
konkreten elliptischen Kurve, wie dies in Abschnitt ausgefiihrt wird.

Bevor wir einen Algorithmus fiir Schritt [4] angeben, untersuchen wir zunéchst dhnlich wie in
Abschnitt die Ordnungen verschiedener Laurentreihen.

Lemma 3.3.12. Sei Ay(X,j) das Minimalpolynom von ay, sodass gemaf [Mul95, S. 77]

{+1 2v )
0= Agla, §) = Y} D aigays®
i=0 k=0
mit a; i, € Z gilt, wobei ord(ay) = —v ist. Dann gelten folgende Aussagen:
1. ord (£ Ag(ag,j)) = —(£+ 1)v + 1.
2. ord (aiYAg(ag,j(qe))) > —(20—1)4.
Beweis. 1. Wir betrachten zunéchst, welche Koeffizienten von A; nicht verschwinden und
gehen dafiir analog zu Lemma vor. Es gilt ord(a}j*) = —iv — k. Suchen wir zwei

Summanden a;! gk, a? j*2 mit gleicher Ordnung, so fiihrt dies auf die Gleichung

(in — i1 )v = (ky — ko).

Da dies v | k1 — ko impliziert, hat diese Gleichung abhéngig vom Wert von ki, ko die
Losungen (4,0), (i — 1,v), (i — 2,2v) bzw. (i,k),(i — 1,k + v) fir 0 < k < v. Unter
Beachtung der Einschrankungen an mdogliche Werte von ¢ und k ergibt sich direkt, dass
Ord(a@jk) > —(¢ + 1)v fiir alle Summanden mit nicht verschwindenden Koeffizienten
gelten muss. Somit ergibt sich

aip#0 = —iww—k=—-{+1)v. (3.11)
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3 Berechnung der universellen elliptischen Gauf}-Summen

Nun untersuchen wir

a 0+1 20—
Fia e(ag,j Z Z (k + Da; g41a45".

Aus (3.11]) folgt sofort
i1 20 = —iv—(k+1)=—{l+1)v = ord(ap*) = —iv—k>=—(+1)v+1.
2. Fiir den Beweis der zweiten Behauptung gehen wir analog vor. Durch Anwendung von

wy erhalten wir

l+1 2v

0= Af(a27 ) Aﬁ(afa Z Z a; k(lg]

=0 k=0

Hier gilt ord(a}j(q*)¥) = —iv — k¢ und wir erhalten durch einfache Uberlegungen
ai,#0 = —iv—kl{> =20 (3.12)
und damit
g1 #0 = —iv—(k+1)l=-20 = ord(alj(¢)*) = —iv—kl = —(20—1)L.
0
Korollar 3.3.13. Die Modulfunktion a, : HH — C ist surjektiv.

Beweis. Unter Benutzung von sehen wir sofort a; 2, = 0 fiir 7 > 0. Weiterhin implizieren
die Uberlegungen aus [Miil95, S. 77], dass ag2, # 0 gilt. Damit ergibt sich, dass A(c,Y) fiir
¢ € C ein Polynom in Y von Grad 2v ist. Wegen der Surjektivitdt der j-Invariante existiert ein
7 € Hmit Ay(c,j(7)) = 0. Somit ist nach Definition von Ay(X,Y) fiir eine der in Lemma
eingefithrten Transformationen Sy die Identitét ¢ = ay(Sk7) erfillt und a, also surjektiv. [

Sei nun f(7) € Ag(Ip(¢)) holomorph und unter wy invariant. Geméafi Proposition [2.1.21| gilt
dann fiir ein Polynom @ € C[X, Y] mit degy (Q) < 2v

0

F(7) s Adlar ) = Qlar ) sowie J(r) - Adan, §(d)) = Qlar (@), (313)

oYy

wobei die zweite Gleichung durch Anwendung von wy auf die erste entsteht. Zur Bestimmung
des rationalen Ausdrucks unter Verwendung von ay und j benutzen wir daher den folgenden

Algorithmus 5. Bestimmung des rationalen Ausdrucks fiir f(7) mit ay
Eingabe: ¢,n, f(7)
Ausgabe: Q(X,Y) =Y ¢ xX'Y* aus Gleichung
1. Setze @ := 0, prec({,n) := —ord(f) + (f + 1)v.
2. Berechne ay(g), j(g) mit den Formeln (2.1)-(2.4), (2.5), (3.9) und (3.10) bis zur Prézision
prec(4,n).
3. Berechne A/(X,Y) mit Algorithmus 5.26 aus [Miil95].
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3.3 Rationaler Ausdruck

4. Berechne sj := f(T)aiYAg(ag,j), Sg 1= f(T)aiYAg(ag,j(qf)) bis zur Préazision prec(¢, n).
5. Setze p1 := ord(sy), pe := ord(s2).

6. while s; #0 do

7. 01 = P1,02 := Pa.

8. whilep; <01 +£4—1do

9. Bestimme (i1, k1), (42, k2) mit ord(a@sij) =p,s=1,2,mit 0< k; <wv, ko = k1 +v.
10. Berechne s1 1= 81 — iy 4, @252
e _ 1k_(51) i1 sk - 1k_(51) i1y k1
11. Berechne s1 := s1 1k(a;1jk1)af 7% Setze @ 1= Q + lk(a?jkl)X Y,
12. p1:=p1 + 1.

13. end while
14. while py <00 +/¢—1do

15. Bestimme (i1, k1), (i2, k2) mit ord(al*7(¢")%) = p2, s = 1,2, mit 0 < k; < v und
ko = k1 +v.
16. Berechne sg := so — g, 1, a;' 5(¢%)"".
17. Berechne sy := 89 — 11(($)ai2j(q€)’”. Setze @ :=Q + —Ikls2)  inyrka,
lk(a?j(qz)h) ¢ lk(a?j(q"')h)
18. p2 = pa + 1.

19. end while
20. end while
21. Gib Q aus.

Die Idee des Algorithmus besteht darin, abwechselnd die beiden Gleichungen s1 = Q(ay, j)
sowie so = s} = Q(ay, j*) zu betrachten. Aufgrund der Einschrénkungen an die Ordnungen
der Laurentreihen kénnen jeweils ¢ — 1 Koeflizienten durch sukzessive Eliminierung berech-
net werden, da jeweils fiir einen der zwei Summanden mit gleicher Ordnung der Koeffizient
entweder bereits bekannt ist oder verschwindet. Im Detail zeigt dies

Lemma 3.3.14. Algorithmus [J arbeitet korrekt.
Beweis. Um dies zu beweisen, miissen wir folgendes zeigen:
1. Die angegebene Prézision ist ausreichend, um das Polynom @) zu finden.

2. Die in Schritt bzw. verwendeten Koeffizienten ¢;, r, bzw. ¢;, », wurden bereits
berechnet, sofern sie nicht verschwinden.

Zum ersten Punkt bemerken wir erneut, dass geméafi Proposition [2.1.21) Q(X,Y’) unter Ver-
wendung von ay ein Polynom ist und also nur positive Potenzen von a, umfasst. Daher gilt
fiir die Ordnung o seiner Summanden

ord <f(’7’)£/Ag(ag,j)> =ord(f)—(l+1)v+1<0<0, (3.14)

wobei die Gleichheit nach Lemma [3:3.12] folgt. Da der Wert p;, der tiber die Ordnung von s;

iteriert, bei jedem Durchlauf von Schleife [§] echt groer wird, ist die angegebene Prézision
prec(¢,n) = —ord(f) + (£ + 1)v

ausreichend.
Zur zweiten Frage bemerken wir zunédchst, dass geméf Lemma [3.3.12) nach ¢ Iterationen von
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Schleife [6]
or zo1(t):=ord(f) —({+1Dv+1+({—1)t, 02 =o02(t) :==ord(f) — (2v—1)l+ (£ — 1)t

gilt. Weiterhin sieht man durch Nachrechnen o1 (t) = 02(t) + (¢ — 1)(v — 1). In Schritt [J] gelte
fir p; nun 01 (t) < p1 = —igv — ko < 01(t) + £ — 1. Daraus ergibt sich mit ko = k1 +v

Ol(t) — (ﬁ — 1)k2 < —i9v — kot < Ol(t) — (5 — 1)(k2 — 1)
2T () — (6= 1) (k1 + 1) < —isv — kol < 02(t) — (€ — 1)1

Wegen k1 = 0 muss also bereits in einer fritheren Iteration —isv — kol = po gegolten haben,
sofern der Koeffizient nicht a priori verschwindet (falls o2(¢) — (¢ — 1)k; < 02(0) gilt). Damit
ist der Koeflizient g, r, bereits bekannt.

Analog gelte in Schritt [15| 02(t) < p2 = —i1v — k1€ < 02(t) + £ — 1. Damit folgt

Og(t) + (€ — 1)k1 <—hiv—FKk < Og(t) + (f — 1)(k}1 + 1)
= ot)+({l—-1)(k+1—-v)<—iiv—ki<oi(t)+ (¢ —1)(k1 +2—v).

Wegen k1 < v —1 gilt k1 +2 — v < 1 und damit muss spatestens in der ¢ + 1-ten Iteration
—i1v — k1 = p1 gelten. Da Schleife [§] mit den Rechnungen zu s; vor Schleife ausgefiihrt
wird, ist der Koeffizient ¢;, 1, bereits bekannt, sofern er nicht verschwindet. ]

Zur Berechnung des rationalen Ausdrucks unter Verwendung von a, wenden wir nun Algo-

(1) 76(2) an. Aus Lemma |3.3.3| folgt dabei

In 'Un

rithmus |5| auf die Funktionen 7

ord (TEL)) >n—Llepn, ord (Te(?n)) > n —lep — ord(my). (3.15)
Korollar 3.3.15. Algorithmus @ berechnet Q mit O((v + ea)*0?) Multiplikationen in Z.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zu demjenigen von Korollar [3.3.6] In jedem Durchlauf von
Schleife [§] wird die Ordnung von s; nach Konstruktion des Algorithmus echt kleiner, weshalb
die Schleife hochstens prec(¢,n)-mal durchlaufen wird. Weiterhin sind wiederum bei jedem
Durchlauf von Schleife[§ und [14] eine konstante Menge von Multiplikationen erforderlich, wenn
einige Zwischenergebnisse gespeichert werden. Wir bemerken, dass zur effizienten Implemen-
tierung aufgrund der Werte, die ¢ und k in Schleife annehmen, ein etwas geschickteres
Vorgehen als bei Algorithmus [3] vonnoten ist. Mit

prec({,n) = lex —n + ord(my) + (£ + 1)v = O(f(ea +v)) (3.16)

gemé$ (3.15) und Schritt [I{des Algorithmus folgt die Behauptung analog zu Korollar O

3.3.4 Weitere Betrachtungen

Sowohl Proposition als auch Lemma zeigen, dass die fiir das Auffinden des ra-
tionalen Ausdrucks notwendige Prazision und damit die Laufzeit aller Teilrechnungen vom
Wert v abhéingt. Neben den in [Miil95] ausfiihrlich untersuchten und im Kontext des Punk-
tezéhlens (vgl. [Eng09]) vielfiltig verwendeten Funktionen my, und insbesondere ay ist auch
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der Einsatz weiterer Alternativen denkbar. Einen geméfl kurzer Erwdhnung im Text auf ei-
ner Idee von Atkin beruhenden Ansatz zur Bestimmung anderer Funktionen findet man in
[Mor95), S. 262-265]. Die dort vorgestellte Methode ist insbesondere deshalb interessant, weil
mit ihr gezielt eine Modulfunktion fy(¢q) von Gewicht 0 fir I'g(¢) gefunden werden kann, fiir
die v = —ord(f;) minimal fiir das gegebene ¢ ist. Nach der Bestimmung einer derartigen
Funktion kann ihr Minimalpolynom mit den verschiedenen Ansétzen aus demselben Artikel
oder den Ideen aus [Miil95, S. 76-79] berechnet werden. Aus [Miil95, S. 77] folgt wiederum,
dass der Grad des Minimalpolynoms in j maximal 2v ist. In der Praxis ist das Verfahren aus
[Mor95] jedoch nicht verwendet worden, da es relativ kompliziert ist und sich daraus schlecht
ein allgemeiner Algorithmus ableiten lasst.

Bei der Verwendung des von Morain vorgestellten Vorgehens folgt direkt aus der Konstruktion
und den Formeln in [Mor95l S. 257-258] und [Maz77, S. 98], dass

9 (9(6)24' L aEf)) —1=g(t) - @ (3.17)

v < 9

gilt. Dabei bezeichnet g(¢) das Geschlecht der riemannschen Flache Xo(¢) = H*/T'y(¢) (fur
H* := Hu Qu {ioo}) mit g(¢) = 5 + O(1) (vgl. [Mor95, S. 257] und [Sch74, S. 100-103)),
wihrend a(f) = ¢- h(—£) mit h(—¢) = h(Q(+/—¢)) und c € {1,2,4} von ¢ abhingig ist [Mor95),
S. 258]. Nach der Klassenzahlformel fiir imaginir-quadratische Zahlkorper, die man etwa in
[Rib01), S. 574] findet, gilt

w/ 0]

h(-0) = XL (1, xe),

wobei w die Anzahl der Einheitswurzeln in Q(v/—¢) und § € {¢,4¢} die Diskriminante dieses
Korpers bezeichnet sowie x, ein bestimmter dem Koérper zugeordneter Charakter ist. Fiir
Primzahlen ¢ > 3 ist w = 2. Weiterhin gilt L(1, x¢) = O(log{), wie man leicht durch partielle
Summation zeigt. Insgesamt erhélt man also die Abschétzung

h(—£) = O(V/{log?)

und mit (3.17)) ergibt sich asymptotisch

L
v < 7t O(Wtlog?).
Bemerkung 3.3.16. Die Uberlegungen liefern eine obere Schranke an den Wert von v, wenn
die genannten Methoden zur Konstruktion von f;(q) verwendet werden. In der Praxis liegen
die Werte, die man fiir v erhélt, jedoch schon bei Verwendung von a, deutlich unter dieser
groben oberen Schranke. In [Abr96] wird weiterhin

7

als untere Schranke fiir die bestmoglichen Werte gezeigt.
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4 Punktezahlen im Elkies-Fall

4.1 Bestimmung des Eigenwerts

Um mittels der vorberechneten universellen elliptischen GauB-Summen 7;,(¢) die Ordnung
der Gruppe der Punkte auf einer konkreten elliptischen Kurve E : Y2 = X3 4+ aX + b iiber
einem Korper F), zu bestimmen, erinnern wir an einige Aussagen aus Abschnitt

Wir nehmen im Folgenden an, dass die j-Invariante der betrachteten Kurve F verschieden von
0 und 1728 ist, und betrachten Elkies-Primzahlen ¢, fiir die die charakteristische Gleichung

¢§_t¢p+p:0

des Frobenius-Homomorphismus ¢, gemafl Abschnitt iiber F; in Linearfaktoren zerféllt.
Wie iiblich bezeichnen wir einen Teiler von £—1 mit n und x : (Z/¢Z)* — p, ist ein Charakter
von Ordnung n. Weiter sei A ein Eigenwert von ¢, modulo ¢, womit direkt

tE/\+§ mod ¢

folgt. Mithilfe der in Gleichung (|1.9)) eingefiihrten elliptischen Gauf-Summen

aus [Mih06¢c], wobei P ein ¢-Torsionspunkt auf E ist und V' = y fiir gerades sowie V' = x
fiir ungerades n gilt, erhalten wir nach [Mih06¢] die bereits in Gleichung (|1.11) angefiihrte

Identitat
G&n,x(E )m

G&n,x’" (E)

wobei p = ng + m mit 0 < m < n gilt.

(Genx (E)")T =x""(A), (4.1)

Aus den Berechnungen der universellen elliptischen Gauf-Summen in Abschnitt [3]ist nun der

Wert o @ (@
anx (@) P (g
TZ,n(q) = : AX(q)eAl

geméf Gleichung (3.4) bzw. (3.13) als rationaler Ausdruck R(my(q),j(q)) bzw. R(ae(q),7(q))
in den entsprechenden Laurentreihen bekannt, wobei r und ea wie in Korollar [2.2.10] definiert

sind.

(4.2)

Wir liften die betrachtete Kurve E/F, mittels Satz zu ihrem Deuring-Lift Ej iiber
einem Zahlkorper K. Dann gibt es ein Primideal p < Og mit Ok /P = F),, sodass die durch
Reduktion modulo B entstehende elliptische Kurve nicht-singuldr und isomorph zu F ist.
Nun iibertragen wir die unter Verwendung der Tate-Kurve berechnete Darstellung fiir 7, (q)
durch die Spezialisierung ¢ — ¢(7) = exp(27it), wobei 7 den zu Ey/K gehorigen Wert 7 aus
Satz bezeichnet, auf die spezielle Kurve E;(;). Anschlieflend benutzen wir den in Satz
definierten Isomorphismus ¢ : E,; ;) = Ejy. Berticksichtigen wir dabei den Ubergang von
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4.2 Verwendung von my

der multiplikativen zur additiven Struktur (vgl. Satz[2.2.7)), so sehen wir fir a € Z

P(@((f,q(1)) = (aP)z,  P(y(¢F,a(7))) = (aP)y

fir einen ¢-Torsionspunkt P auf Ey. Weiterhin entspricht A(q) = A(E,) (s. Satz dem
Wert A(Eyp) sowie j(q) = j(Eq) der GroBe j(Ep). Damit folgt (G (a(7))) = Gimy(Eo)
und wir kénnen die allgemein berechnete rationale Darstellung von 7, fiir die Bestimmung
der elliptischen GauB-Summe Gy,  (Eo) und, wie in den folgenden Abschnitten gezeigt wird,
auch Gy, (F) verwenden.

4.2 Verwendung von my

Da in den Fillen, die fiir uns von Interesse sind, ¢ = O(logp) gilt, schlieft man aus der
Aussage von Korollar iiber die Koeflizienten des Ausdrucks, dass deren Nenner modulo
p invertierbar sind und also alle Rechnungen auch modulo p reduziert werden koénnen. Bei
Verwendung von my erhalten wir somit schliellich durch Reduktion modulo dem Primideal
B | (p) die Formel
Grny(E)"p1(E)"
A(E)ea

auf E/F),. Die einzelnen Gréflen sind nun die der untersuchten Kurve E zugehorigen. Mithilfe
der Formeln ([1.1)) und (1.2) fir A(F) und j(E) sowie der Formeln (vgl. insbesondere [Ml95,
S. 99])

= R(my(E), j(E)) (4.3)

12E¢DJ
Bf=—"——""" 4.4
2 SE4DF ) ( )
p1(E) =—(E; (4.5)
mit gemaf [Mil95) S. 91]
a b
Ey=—— Fg = ——
4 37 6 27
oM,
DF = my(E) 55 (mu(E), §(E)).
o OM
DJ = j(E)— (me(E),j(E)),
oY
womit man durch Einsetzen DJ
B =-1
2 85aDF

erhélt, konnen diese Groflen auf E bestimmt werden.

Bemerkung 4.2.1. Beim iiblichen Verfahren fiir Elkies-Primzahlen wird aus dem Wert von
p1(FE) das bereits in Abschnitt erwiahnte Polynom Fp ) (X') berechnet, dessen Nullstellen
genau die z-Koordinaten der Punkte sind, die im Kern der my(E) entsprechenden ¢-Isogenie
Y : E — E' (s. Abschnitt liegen, und das damit das Divisionspolynom v,(X) teilt. Eine
ausfiihrliche Darstellung dieser Rechnungen findet sich in [Ml95, S. 89-106].

Wir bemerken noch, dass in [Miil95, Mor95] et al. die Konvention

Y4
pl(E) = —§E§<
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4  Punktezihlen im Elkies-Fall

benutzt wird. Der Unterschied zu (4.5)) ergibt sich daraus, dass wir geméf Formel (2.15)) bei
der Berechnung von p; auf der Tate-Kurve tiber die ganze Gruppe F; summieren, wahrend
in [Mil95, Mor95] iiber Fj/{—1, 1} summiert wird.

Zur Bestimmung von p;(F) muss offenbar zunéchst der Wert von my(E) ermittelt werden.
Nach Definition ist my(FE) eine Nullstelle des Polynoms M;(X, j(E)), es gilt

My(my(E), j(E)) = 0.

Liegt das Polynom M,(X,Y’) vor, so muss also lediglich fiir die Variable Y der zuvor berech-
nete Wert von j(F) eingesetzt werden, um my(FE) zu erhalten. Ist ¢ eine Elkies-Primzahl, so
liegt m¢(E) in F, und kann daher als Nullstelle von ggT(X? — X, My(X,j(E))) bestimmt
werden. Die moglichen Werte fiir my(E) entsprechen den unter ¢, invarianten Untergruppen
von E[/], die wiederum mit den beiden Eigenwerten A und p von ¢, korrespondieren (vgl.
Abschnitt [1.2.2)). Da das Polynom M;(X, j(E)) laut [Miil95, S. 42, 47 keine doppelten Null-
stellen besitzt, erhalten wir fiir Elkies-Primzahlen stets zwei verschiedene mégliche Werte fiir
me(E).

Nun kann Gleichung (4.3]) umgestellt werden zu

R(me(E), j(E))A(E)*
G Byt = . 4.6
Bemerkung 4.2.2. 1. Falls das n-te zyklotomische Polynom tber [, irreduzibel ist, kann

man die Korrektur durch Multiplikationen mit p; (E), A(FE) auf der Kurve auslassen, da
diese Werte in I, liegen und die letztlich in Gleichung betrachteten Einheitswurzeln
Fp-linear unabhéngig sind. Somit kann insbesondere die recht aufwandige Berechnung
von pi(FE) eingespart werden.

2. Als Nenner des rationalen Ausdrucks wird geméf Proposition 2.1.21] die Grofie

o (a2, ()

verwendet. Man beachte, dass dieser Wert in Einzelfdllen 0 sein kann, wie auch schon in
[Miil95), S. 110] angemerkt. In einem solchen Fall kann mittels des vorliegenden zweiten
Wertes fiir my(E) der Ausdruck erneut berechnet werden. Ergibt sich wieder der Wert
0, so kann die Primzahl ¢ nicht verwendet werden. In der Praxis ist dieser Fall jedoch
nie aufgetreten.

Wir miissen ebenfalls sicherstellen, dass der in Gleichung im Nenner auftauchende
Wert von p; modulo p ungleich Null ist. Da wir Kurven betrachten, deren j-Invarianten
ungleich 0 oder 1728 sind, gilt a - b # 0, woraus direkt F4 - Fg # 0 folgt. Weiterhin
kann man zeigen, dass das Absolutglied von M;(X,j(E)) den Wert ¢° aufweist [EMO02),
S. 254] und somit modulo p nicht verschwindet. Daher folgt auch my(E) # 0 und, weil
My(X,j(E)) gema [Miil95] keine doppelten Nullstellen besitzt, auch DF # 0. Damit
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4.3 Verwendung von ay

kann aus Formel (4.4]) geschlossen werden, dass

pr =0 S mi(B),§(E)) = 0

gilt. Sofern der rationale Ausdruck fiir einen Wert von my(E) bestimmt werden konnte,
kann also auch Formel (4.6 angewendet werden.

Berechnet man nun die ¢-te Potenz (G, (E)")?, so kann fiir Primzahlen p = 1 mod n mit
Gleichung (4.1)) der Index von A\ in (Z/¢Z)* modulo n bestimmt werden. Abschnitt zeigt,
wie wir diese Gleichung fiir beliebige grofie Primzahlen p benutzen kénnen.

4.3 Verwendung von a,

GeméB den in Abschnitt vorgestellten Algorithmen erhalten wir in diesem Fall auf E/F),

die Formel
Gé,mx(E)npl(E)r RQ(QZ(E)7J(E))
A(E)ea 9(E) '

Dabei bestimmen wir j(F) und A(E) wieder mithilfe der Formeln und (1.2). Danach
erhalten wir ay(E) analog zu my(E) als Nullstelle des Polynoms A,(X, j(E)), es ergeben sich
wieder zwei mogliche Werte. Haben wir fir Gleichung (4.7) ¢ = 7% — my gewihlt und g2
als rationalen Ausdruck in a, und j vorberechnet, so erhalten wir durch Einsetzen der Werte
a¢(E) und j(E) den Wert g(F)? und daraus durch Wurzelziehen zwei mogliche Werte fiir
g(E). Der korrekte unter den beiden Kandidaten +¢(F) kann dabei bestimmt werden, indem
man die Gleichungen

= Ri(a(E), j(E)) + (4.7)

S

% —x = +g(E) (4.8)

16st und fiir alle Losungen x iiberpriift, ob sie Nullstellen von M;(X, j(E)) sind. Dies liefert
gleichzeitig auch den g(E) entsprechenden Wert von my(E).

Bemerkung 4.3.1. Es wére auch denkbar, den Wert ¢g(E) direkt aus my(E) zu berechnen
(man beachte, dass gemafl Bemerkung |4.2.2| my(E) # 0 gilt). Es zeigt sich jedoch, dass
die Bestimmung von my(FE) als Nullstelle von My(X,j(FE)) eine deutlich hohere Laufzeit
erfordert als der Ansatz, den gewiinschten Wert aus dem vorberechneten Ausdruck fiir g2
durch Wurzelziehen zu gewinnen.

Anschlieflend kann der Wert p; (E) mit Formel aus dem Wert von my(E) oder alternativ
mithilfe der Ausfithrungen in [Mil95, S. 102-106] aus ay(F) bestimmt werden. Letzteres
Vorgehen erfordert jedoch die Bestimmung von Nullstellen in F,, eines Polynoms in F,[X]
und das Testen mehrerer moglicher Werte, weshalb wir aus Laufzeitgriinden die erste Variante
vorziehen. Nun kénnen wir Gleichung analog zum vorigen Abschnitt umstellen und durch
Einsetzen der berechneten Werte die GroBe Gy, (£)" bestimmen.

Bemerkung 4.3.2. 1. Es kann vorkommen, dass beide in genannten Gleichungen eine
Losung besitzen, die Nullstelle von My (X, j(E)) ist. So hat fur die elliptische Kurve
E :Y? = X3 +8X + 16 iiber Fg3 mit j(F) = 44 das Polynom M5(X,j(E)) in Fs3
die beiden Nullstellen ms;(E) = 23 und mso(F) = 74 mit (fiir £ = 5 ist s = 3)

tmy — M5 (E) =51 =~ (m;z?E) - m5’2(E)>'

In solch einem Fall ergibt sich, wenn man die beiden moglichen Werte fiir g(E) in
Gleichung (4.7)) einsetzt, nach Gy, (E£)" umstellt und mit (4.10) weiter rechnet, jedoch
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4  Punktezihlen im Elkies-Fall

in der Regel auf der rechten Seite von nur fir den zu ay(F) gehorigen Wert von
my(E) eine Einheitswurzel ¢¢,0 < i < n, sodass der korrekte Wert von g(FE) dennoch
bestimmt werden kann. Falls man in beiden Féllen eine Einheitswurzel erhélt, ergeben
sich fiir die betrachtete Primzahl ¢ zwei Moglichkeiten fiir den Wert der Spur ¢ mod /,
sodass sie nicht verwendet werden sollte.

2. Der als Nenner der verschiedenen rationalen Ausdriicke verwendete Wert

O ), ()

kann erneut in Einzelfillen verschwinden. Wir verwenden dann wie schon fiir my be-
schrieben den zweiten moglichen Wert fiir ay(E). Die gleichen Aussagen treffen auf
g(E) = % — my(E) zu. Beispielsweise hat die Kurve F : Y2 = X3 + 125X + 125
tiber Fi3; die j-Invariante j(E) = 62 und fiir £ = 5 ist eine Nullstelle von M;(X, j(E))
durch my(E) = 16 gegeben, fiir die g(E) = 0 gilt, bei Verwendung der zweiten Nullstelle
my(E) = 101 ergibt sich jedoch g(E) = 4.

4.4 Jacobi-Summen
4.4.1 Definition

Um den Ansatz aus [Mih06c| allgemein benutzen zu kénnen, miissen geméf Gleichung (4.1))
auch die Jacobi-Summen % bestimmt werden. Wie man analog zu den Aussagen
T X

in Korollar [2.2.9| zeigen kann, ist der Ausdruck % ebenfalls eine Modulfunktion fiir
s1HX

I'o(¢), aus der man wie in Korollar mithilfe von p;(¢) und A(q) eine Modulfunktion von
Gewicht 0 konstruieren kann. Anders als der in Korollar 2.2.10] definierte Ausdruck fiir die
universellen elliptischen GauB-Summen ist diese Funktion jedoch nicht holomorph auf H, da
Gnm(q) hier Nullstellen besitzt, weshalb der Nenner der rationalen Darstellung zusétzlich
durch ein Polynom in j teilbar ist.

Wir konnen dieses Problem jedoch umgehen, indem wir die Schliisselgleichung (4.1]) leicht
umformen. Dazu bemerken wir, dass mit m’ = n —m

p=n(g+1)—m/;, m=-m" modn (4.9)
gilt, womit wir die neue Gleichung

(Gﬁ,n,x(E)n)q+1

—m A _ .

) (4.10)

Lnx™™m
erhalten. Aus dem Beweis von Korollar ist bekannt, dass fiir v = (¢ %) € To(¢)
k _ ek, —k k
Genx(a(ym))" = (e7 + )X (d)Genx(9)

gilt, wobei e = 2 fiir ungerades und e = 3 fiir gerades n gilt. Aus diesem Grund ist analog zu
Korollar 2.2.9] durch den Ausdruck



4.4 Jacobi-Summen

eine Modulfunktion von Gewicht e(k + 1) fiir I'g(¢) gegeben. Insbesondere erhalten wir fol-
gendes

Lemma 4.4.1. Seien £, n, x wie gewohnt und k € N. Falls n gerade ist, so sei k ungerade.
Weiterhin gelte

min{r:%eN}, n=1 mod 2, p %, n=1 mod 2,
r= und ep =
min{r:WeN}, n=0 mod 2, A W, n=0 mod 2.
Dann ist
G (@) G+ (@)p1(q)"
Jomok(@) = Jonn(q) = —== A(’;)ZA

eine auf H holomorphe Modulfunktion von Gewicht 0 fiir To(¢) mit Koeffizienten in Q[(,].
Wir bezeichnen Jyp 1(q) als universelle elliptische Jacobi-Summe.

Beweis. Der Beweis verlduft mit den vorangegangenen Uberlegungen véllig analog zu demje-
nigen von Korollar [2.2.10] Fiir gerades n stellt dabei die Bedingung an k sicher, dass ein
passender Wert fiir r existiert. ]

Aufgrund der dargelegten Theorie kann nun Jy,;(g) als rationaler Ausdruck Ry in j(q)
sowie my(q) bzw. ay(q) dargestellt werden. Dieser Ausdruck kann in analoger Weise mit dem
in Abschnitt bzw. fiir die universellen elliptischen Gauf-Summen vorgestellten
Algorithmus bestimmt werden. Aus den Beweisen von Lemma [3.3:3] und Proposition [3:3.4]
ist direkt ersichtlich, dass dabei ord(J}, ;) = (k + 1) — flea gilt. Hieraus ergibt sich mit
v = ord(my) bei Verwendung von a;, und Anwendung von Algorithmus [5| direkt

ord (J{,),) = (k+1) = ten, ord (J5,) = (k+1) — lea — v, (4.11)
bei der Berechnung mit m, kann
prec({,n,k) =(v—1+ea)l+v+ea—(k+1)—ea—k—2 (4.12)

gewdhlt werden. Liegt der rationale Ausdruck Ry vor, so kann analog zu Abschnitt [£.2] bzw.
[4.3] der Wert
JZ,”,XJC(E) = GZ:”vX(E)kGE,TL,X_k (E)

ermittelt werden. Um den Index von A in (Z/¢Z)* modulo n zu bestimmen, gehen wir also
folgendermafien vor:

Algorithmus 6. Bestimmung des Index von A modulo n
Eingabe: {,n, E
Ausgabe: Index von A in (Z/¢Z)* modulo n
1. Bestimme Gy,  (E)™ mit Gleichung bzw. ([4.7).
2. Bestimme analog Jy v n/(E) mit m’ aus Gleichung .
3. Bestimme den Index von A mit Gleichung .

Wir bemerken noch, dass in der Darstellung p = ng+m offenbar (m,n) = 1 gilt. Insbesondere
sind m bzw. m’ ungerade, wenn n gerade ist, sodass wir den zweiten Schritt nur fiir Werte
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4  Punktezihlen im Elkies-Fall

von m’ ausfithren, die durch Lemma gedeckt sind.

Wenden wir dieses Vorgehen fiir die verschiedenen koprimen Teiler n von £ — 1 an, so erhalten
wir mit dem Chinesischen Restsatz den Wert von A und damit von ¢ modulo ¢. Ist dieser Wert
fiir geniigend viele Primzahlen ¢ bekannt, so kann wie im Algorithmus von Schoof mithilfe des
Chinesischen Restsatzes der Wert von ¢t und somit schliefllich #E(F,) bestimmt werden. Wir
merken an, dass die Korrektheit eines berechneten Ergebnisses mithilfe des in [Miil95, S. 155
161] beschriebenen Algorithmus verifiziert werden kann. Der dort angegebene Algorithmus
basiert im Wesentlichen auf der Schranke von Hasse an #E(FF,) aus Satz sowie auf der
Tatsache, dass #E(F,) + #E'(F,) = 2p + 2 gilt, wobei E' den sogenannten quadratischen
Twist von E bezeichnet, der einfach zu bestimmen ist [BSS99) S. 36-37, 104].

4.4.2 Implementierung

Bei der Implementierung der Berechnung der Laurentreihen der Jacobi-Summen sowie beim
Auffinden des rationalen Ausdrucks benutzen wir wieder die in Abschnitt [3:2] dargestellten
Ideen. Insbesondere multiplizieren wir die Ausdriicke G, ,» mit passenden zyklotomischen
GauB-Summen, bevor wir sie miteinander multiplizieren. Auf diese Weise kénnen erneut alle
Multiplikationen in Q[(,] statt in Q[(y, ] ausgefiihrt und somit die benétigte Laufzeit deut-
lich reduziert werden.

Fiir festes ¢, n berechnen wir alle nétigen Jacobi-Summen J; , , 1(q) sukzessiv. Wie ange-
merkt, miissen wir diese nur fiir zu n teilerfremde k betrachten. Weiterhin sieht man aus
Gleichung direkt, dass fir m = 1, also m’ = n — 1, keine Jacobi-Summen notig sind. Fir
die Berechnung nutzen wir daher

Algorithmus 7. Berechnung der Jacobi-Summen zu ¢ und n

Eingabe: ¢,n,prec({,n)

Ausgabe: Jacobi-Summen Jy,, , i fir 1 <k <n—2und (k,n) =1
1. Berechne T' = T1 := G, (q)G,~1(¢¢) bis zur Prézision prec(,n), S = S1 := Gy -1({r)-
2. fork=1ton—2do
3. Falls (k,n) > 1, gehe zu Schritt

4. Bestimme T := Gy, \ 1 (q) Gk (Cr), S2 1= Gk (Cp).

5. Ts = TTQ, 53 = SSQ

6. Ty:=T35;"

7. Berechne Jy \ 1(q) durch Multiplikation von T mit passenden Potenzen von p;(g) und
A(q).

8. T :=TTy,5:=855.

9. end for

Offenbar stellt Schritt [8| sicher, dass in jeder Iteration in Schritt 5| 77 = T sowie S = S¥
gilt, was die Korrektheit zeigt. Sei ¢ ein Erzeuger von (Z/nZ)*. Wegen (¢,n) = 1 gilt dann
Gal(Q[¢r, ¢n]/Q[¢r]) = (o : ¢n — (5. Da o ein Homomorphismus ist, folgt nun

o(Grnx(9) = Genxe(a) wnd  o(Gy-1(G) = Gy—e(Ce)-

Somit kénnen wir die Ausdriicke in Schritt 4 ohne nennenswerten Aufwand aus den vorberech-
neten Werten T}, S; gewinnen, indem wir jeweils den Homomorphismus ¢, ~— ¢* anwenden.
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4.5 Weitere Uberlegungen

Der aufwéndigste Schritt innerhalb der Schleife sind dabei offenbar die Bestimmung von
T3 sowie die Aktualisierung von T4. Diese erfordern jeweils O(M(n prec(¢,n))) Operationen.
Wir bemerken, dass wegen Gleichung bei Verwendung von my fiir alle Werte k die
Wahl prec(¢,n) = (v(my) + ea )l ausreichend ist, damit anschliefend der rationale Ausdruck
bestimmt werden kann. Weiterhin folgt aus und analog zu , dass mit der
Wahl prec(¢,n) = (v(ag) + ea + 1) der rationale Ausdruck in Abhéngigkeit von ay und j mit
Algorithmus [5] berechnet werden kann.

4.5 Weitere Uberlegungen

Die folgenden Uberlegungen erlauben es, ganz auf die Berechnung der Jacobi-Summen zu
verzichten. In diesem Fall wird der resultierende Algorithmus allerdings eine deutlich héhere
Laufzeit aufweisen als bestehende Methoden.

Analog zu Gleichung ([1.11]) kann man auch

U

Grax(EP" = X" (NG (B)

mit u > 1 zeigen. Wahlt man hierbei v = ord,(p), so gilt p* =1 mod n und damit erhélt
man

Gé,n,x(E)pu = X_l()‘)GE,n,x(E) = G&n,x(E)pu_l = X_l()‘)' (4'13)

Benutzt man diese Formel, so kann man den Index von A in (Z/¢Z)* modulo n bestimmen,
ohne die Jacobi-Summen zu benutzen. Allerdings benétigt man dann

O(M(n)log(p*)) = O(nulogp) = O(n*logp)

Multiplikationen in IF,,, um die linke Seite von (4.13) zu berechnen, was wohl unattraktiv ist.

Wie in [FKDGI12] schreiben wir n = ¢* und k; = max{k : ¢* | p* — 1}. Damit gilt

ggT(2 ;,il,q) = 1 und somit ist d := E ;,:11 modulo n invertierbar. Exponenzieren wir bei-

de Seiten der Gleichung (#.13)) mit d—!, so folgern wir

k1

Grnx(B)" = x"1 (A, (4.14)

wobei ( eine d-te Einheitswurzel ist. Die zugrundeliegende Idee besteht darin, dass man statt
der p —m-ten Potenz der GauB-Summe Gy, , (F) wie in Gleichung mittels dieser Formel
lediglich die ¢*'-te Potenz benétigt, wobei in den meisten Fillen ¢*' viel kleiner als p sein
sollte.

Bei den Rechnungen mit elliptischen Gau-Summen erhalten wir Gleichung jedoch
in F,[¢n] = Fpu, was offenbar die p* — 1-ten Einheitswurzeln enthélt. Daher miissen wir in
Gleichung tatséchlich mit einer Einheitswurzel vom Grad d = p:k_ll rechnen. Wéhlen

wir einen Erzeuger g von F;u, so konnen wir ¢"¢ " = ( fiir ein ¢ mit 0 < i < d — 1 schreiben.

Analog gilt die Darstellung X_d_l (A\) =g’ B mit 0 < j < n—1, womit wir Gleichung ({4.14))
als Diskreter-Logarithmus-Problem

k ) pt—1
log, (G (E)") = i +j5——
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4  Punktezihlen im Elkies-Fall

und
U

k pt—1
log, (Grax (B)"") = j—— mod ¢"

schreiben konnen. Eine Losung dieser Kongruenz liefert aufgrund der Definition von k1 dann
direkt den Wert von j, woraus sich der Index von A in (Z/¢Z)* modulo n ergibt. Da die
schnellsten bekannten Algorithmen zur Loésung des Diskreter-Logarithmus-Problems subex-
ponentielle Laufzeit in log p haben, ist dieser Ansatz offenbar nicht praktikabel.

4.6 Laufzeit und Speicherbedarf

In den folgenden beiden Abschnitten benutzen wir, um Verwirrung zu vermeiden, die Notation
v(myg) = ord(my) sowie v(ag) = — ord(ay). Bei Verwendung von my berechnen wir Gy, , (£)"
mithilfe von Gleichung . Die Auswertung der rechten Seite dieser Gleichung erfordert,
wenn die Werte von j, mg, A und p; auf E bekannt sind, noch prec(¢, n) Multiplikationen, um
R(my, 7) auszuwerten. Wie sich aus Propositionergibt, kann man fiir den Wert prec(¢,n),
der eine Schranke an den Grad von Zahler und Nenner von R in j und my darstellt,

prec(f,n) = (v(mg) + ea)l

verwenden. Da der Ausdruck R(my, j) in Fp[(,] liegt, sind somit O((v(my) 4+ ea)¢ M(n)) Mul-
tiplikationen in [F,, erforderlich, um Gy, (E)™ mit (4.6 zu berechnen. Die Berechnung von
Jonm (E) erfordert laut Abschnitt einen vergleichbaren Aufwand. Man iiberlegt sich
leicht, dass dies den Aufwand fiir die Vorberechnungen der Werte j,my, A, p1 dominiert. Da-
nach ist geméafl Gleichung im Wesentlichen die Potenz (Gy,y,, (E)")?"! zu bestimmen,
was O(M(n)log q) = O(M(n) log p) Operationen benétigt, da n | /—1 gilt und somit gegeniiber
p vernachlassigbar klein ist. Insgesamt ergibt sich O(M(n)((v(my)+ea)l+1ogp)) als Laufzeit.

Unter Verwendung von ay kénnen wir nach Lemma [3.3.14| und Gleichung ((3.15))
prec({,n) = (v(ag) +ea)l + v(ag) +v(my) —n < (v(ag) +ea + 1)0

wihlen und erhalten so die Laufzeit O(M(n)((v(as) + ea + 1)€ + logp)).

Wir vergleichen dies mit dem in [MMS07] vorgestellten Algorithmus, der die im urspriinglichen
Vorgehen nach Elkies fir die Bestimmung von ¢ modulo ¢ erforderlichen O(¢log p) Operationen
in [F,, weiter verbessert und dessen Laufzeit fiir ein n | £ — 1 mit der in diesem Artikel
eingefiihrten Notation C s(.) durch

@) (C(Z) log% + M(n)logp + C\/ﬁ(n)>

gegeben lsl . Dabei gll‘
n \/ﬁ N

mit w wie in Lemma [B.1.4]
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4.6 Laufzeit und Speicherbedarf

Vergleichen wir dies mit der entsprechenden Laufzeit
O((v(my) + ea)!M(n)) bzw. O((v(ar) +ea + 1) M(n)), (4.16)

so stellen wir fest, dass unser Ansatz, sofern n und v vergleichsweise klein sind (also vor
allem im Fall der Verwendung von ay, vgl. Abschnitt , durchaus konkurrenzfihig ist. Ein
Vergleich von (4.15) und ([{.16)) zeigt wegen ex ~ %, dass man hierfiir mindestens n < /¢
fordern sollte. Die Anzahl

U(x,y)=#{z<z:p|z=p<y}
der y-glatten Zahlen < x wurde verschiedentlich untersucht, so wurde in [Dic30] und [de 66]
U(z,y) ~xzp(u) firz — o0 mitaz=y"

gezeigt, wobei p(u) die in [Dic30] definierte Dickmann-Funktion bezeichnet. In [Tenl5] wird
bewiesen, dass die Asymptotik die gleiche bleibt, wenn statt fiir Primteiler fiir alle Primpo-
tenzteiler p* || 2z die Beschrinkung durch y erfiillt sein soll. Fiir u = 2 gilt nun p(u) ~ 0,307
(s. etwa [Gra08|, S. 288]). Somit konnen wir erwarten, dass fiir ca. 30% der betrachteten Prim-
zahlen ¢ die Werte von n klein genug sind, dass eine Laufzeitverbesserung moglich scheint.
Es ist jedoch zu beachten, dass nach Gleichung asymptotisch in jedem Fall ¢ = O(v)
gilt, womit unser Algorithmus asymptotisch eine Laufzeit von O(¢2 M(n)) aufweist und mit
dem aus [MMSQ7] nicht kompetitiv ist.

Es bleibt noch anzumerken, dass die Laufzeit fiir die Berechnung der g¢-ten Potenz von
Gy n(E)" sich reduziert, wenn das n-te zyklotomische Polynom iiber F,, reduzibel ist. In die-
sem Fall hat die Erweiterung F,[(,]/Fp nur den Grad min{k : p* =1 mod n} = ord,(p).

Gilt n = ¢* mit einer Primzahl ¢ > 2, n = 2 oder n = 4, so ist jedoch zu beriicksichtigen, dass
die Gruppe (Z/nZ)* bekanntermafien zyklisch von Ordnung ¢(n) ist und somit genau ¢(¢(n))
Erzeuger besitzt, weshalb die Wahrscheinlichkeit, dass ord, (p) = ¢(n) gilt, mit % sehr

hoch ist: Wir bemerken namlich, dass geméf [MVQT7, S. 55] fiir n > 3

p(n) =

~ loglogn

n (e 4+ O(1/loglogn))

gilt, wobei v die Euler-Konstante und e™" ~ 0,57 ist.

Falls n = 2% mit k > 2 ist, so gilt (Z/nZ)* = 7/27 x Z,/2¥=2Z und die zweite Gruppe hat 2¢3
Erzeuger. Daher liegt die Wahrscheinlichkeit, dass ord,(n) = 2¥72 = 2 gilt, bei g,ﬁ—j = %
Somit kann die Ausnutzung der genannten Tatsache nur fiir wenige Félle eine signifikante
Verbesserung der Laufzeit erwirken.

Schlieflich wollen wir die Bestimmung von G, , (E)" mithilfe der vorberechneten universellen
elliptischen Gaufl-Summen mit der Laufzeit vergleichen, die bei einer direkten Berechnung
anhand der Definition anféllt. Bezeichnen wir mit c einen Erzeuger von Fj, so bemerken
wir zundchst, dass mit der {ibrigen Notation aus wegen ord(x) =n

= o1 ey ne1
Genx(B) = Y x(e) Py = Y x(e) D, (“H"P)y =i 3 x(c")na(P)
a=1 a=0 j=1 a=0
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4  Punktezihlen im Elkies-Fall

gilt. Wie in [MMSO0T7, S. 5] ausgefiihrt, erfordert die Bestimmung von 7(P) zunéchst ei-
ne Laufzeit von O (C(¢) log %), wonach die iibrigen 7, jeweils in Laufzeit O(C(¢)) bestimmt
werden konnen, womit die Laufzeit fiir die direkte Berechnung von Gy, (E) bei O(n C(¢))
liegt. Zur Berechnung von Gy, (EF)" sind nun logn Multiplikationen in der Erweiterung
Fp[Gu][X]/(Fea (X)) notig, wobei Fyx(X) der zu P gehorige Elkies-Faktor von 1),(X) ist
(s. Abschnitt oder etwa [Miil95, Mor95, IMMS07]), fir den deg(£, ) = O(¢) gilt. Somit
ergibt sich insgesamt eine asymptotische Laufzeit von O(n C(£) + lognM(nf)) = O(nC(¥))
Multiplikationen in F,, was zu vergleichen ist mit der am Anfang dieses Abschnitts hergelei-
teten Laufzeit O((v + ea)l M(n)). Wegen C({) = O(EWTH) mit w > 2,38 und ¢ = O(v) nach
konnte die mit den Algorithmen aus [MMSO07]| optimierte direkte Berechnung zwar
asymptotisch schneller sein. Nehmen wir jedoch an, dass v < £%59 oder dquivalent

Lo o (4.17)
v

ist, so sollte unser neuer Ansatz effizienter sein. Unter Verwendung von my erhalten wir im
Fall /=1 mod 12 den Wert % = 12, was mit ¢ < 3000 ergibt, wihrend bei Verwendung
von ay im Durchschnitt % = 15 gilt (vgl. Abbildung [1| in Abschnitt , woraus £ < 6200
folgt, was fiir alle praktischen Rechnungen, geméf [Eral6] insbesondere fiir die benotigten
Werte von ¢ im Rahmen von CIDE wie in [FKDG12]|, erfiillt ist. Wir bemerken, dass eine ge-
nauere Analyse der Konstanten in der O-Notation nétig wire, um diese groben Uberlegungen
zu prizisieren. In diesem Fall erwarten wir jedoch eine noch stirkere Uberlegenheit unseres
neuen Ansatzes, da die Konstante in dessen Laufzeit geméafl Proposition bei 1 liegt.

Weit einschrénkender als die Laufzeit ist fiir praktische Anwendungen im Bereich des Punkte-
zihlens auf elliptischen Kurven jedoch der nétige Speicherbedarf. Wie aus den Uberlegungen
in den Abschnitten und folgt, ist das Polynom @ zu 74,,(¢) durch prec(¢, n) Koefhi-
zienten aus Q[(,] gegeben. Die im néchsten Abschnitt diskutierten durch unsere Rechnungen
erhaltenen Ergebnisse, die nahelegen, dass die Hohe (der Logarithmus des maximalen Ab-
solutbetrags) dieser Koeffizienten im Wesentlichen proportional zu v und damit nach
asymptotisch zu £ ist, implizieren somit, dass

O(prec(¢,n)nl) = O((v + ep)nl?)

Byte Speicherplatz benétigt werden, um alle Koeffizienten von @) zu speichern. Unter erneuter
Verwendung von ¢ = O(v) gemifl Gleichung sowie n = O({) im ungiinstigsten Fall
erhalten wir damit einen Platzbedarf von 0(64) Bytes. Damit rechnen wir im ungiinstigsten
Fall fiir £ ~ 100 mit einem Speicherbedarf von etwa 100 MB zur Darstellung eines Polynoms
@, was durch unsere Rechnungen bestétigt wird. Der erwartete Speicherbedarf steigt fiir
£ ~ 200 bereits auf 1,6 GB und fiir £ ~ 1000 auf etwa 1 TB. Beriicksichtigen wir noch, dass
das Polynom @ zu festem ¢ und n geméifl Abschnitt fiir p(n) — 1 verschiedene Jacobi-
Summen vorberechnet werden muss, um die Punkte fiir elliptische Kurven E/F, fiir beliebige
Primzahlen p zédhlen zu kénnen, so ist ersichtlich, dass die vorgeschlagene Methode hier schnell
an die Grenzen des Moglichen stoft. Im Kontext des Punktezdhlens auf elliptischen Kurven
werden dhnliche Speicherprobleme bereits in [Inr09, S. 9] geschildert. Wir bemerken, dass fir
die Rekordrechnungen in [EMO06] Primzahlen bis zu ¢ ~ 4000 und fiir diejenigen in [Sutl3]
sogar bis zu £ ~ 11000 verwendet wurden.
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4.7 Vergleich von my und ay
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Abbildung 1: Grad des Minimalpolynoms in j

4.7 Vergleich von m, und ay

In den Abschnitten [3.3.2] bzw. [3.3.3] sowie [4.2] bzw. [£.3] wurde das Vorgehen zur Bestim-
mung der universellen elliptischen Gauf-Summen und ihrer Anwendung zum Punktezéhlen
im Elkies-Fall unter Benutzung der Modulfunktionen my bzw. a; vorgestellt. Wir wollen im
Folgenden die bereits getétigte Aussage, dass die Wahl von a, aus Laufzeitgriinden vorzu-
ziehen ist, genauer quantifizieren. Dazu verwenden wir die Daten aus den von uns unter
Verwendung von sowohl my als auch a, durchgefithrten Berechnungen der universellen ellip-
tischen GaufB-Summen 7y, fiir die Primzahlen ¢ < 197 und alle Primpotenzteiler n || £ — 1.

Der Vorteil von a; gegeniiber my besteht im Wesentlichen darin, dass der Wert v(ay) fiir die
meisten Primzahlen ¢ deutlich kleiner ist als v(my). Dies wirkt sich folgendermaflen aus:

Zunichst hat das Minimalpolynom Ay(X, j) von ay gemaf [Mil95, S. 77] den Grad 2v(ay)
in 7, wiahrend das Minimalpolynom M,(X, j) von my laut [Mil95, S. 61-62] den Grad v(my)
aufweist. Mit Proposition [2.1.21] ist der Grad des Zéhlers der rationalen Darstellung in j je-
weils durch diese Werte nach oben beschriankt. Abbildung [1] zeigt einen Vergleich der Werte
deg;(M,) und deg;(A;) (man beachte die logarithmische Skalierung). Aufgrund der Definiti-
on von v(my), die von der Restklasse von ¢ modulo 12 abhéngt, oszilliert diese Grofie relativ
stark. Wie man in Abbildung [I] sieht, ergibt sich unter Verwendung von ay immer ein Vorteil,
aufler wenn £ =1 mod 12 gilt. Im dargestellten Bereich ist der Wert unter Verwendung von
ap im Durchschnitt etwa um den Faktor 4 geringer.

Weiterhin ergeben sich aus den Werten v(my) bzw. v(a,) geméafl Proposition bzw. Lemma
3.3.14] und Formel (3.15)) die Werte

prec({,n) = (v(my) + ea)l bzw. prec(l,n) = (v(as) +ea + 1)¢ (4.18)

als Schranken an die notige Prézision. Da die Préazision in den Formeln fiir die Laufzeit aller
wesentlichen Teilschritte der Rechnungen (s. die Korollare [3.2.6| [3.3.6| und [3.3.15| sowie Ab-
schnitt mindestens als linearer Faktor auftritt, rechnen wir damit, dass der Unterschied
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Abbildung 2: Benétigte Prézision

von v(ag) und v(my) um einen konstanten Faktor die Beschleunigung der Algorithmen min-
destens um eben diesen Faktor bewirkt. Dies gilt zumindest im Fall, dass ex ~ ¢ im Vergleich
zu den Werten von v klein ist, was fiir den von uns praktisch verwendeten Bereich £ < 200
sehr haufig gegeben ist.

Abbildung [2] zeigt einen Vergleich der Werte von prec(¢,n). In Grafik [2a] sind fiir festes ¢ die
Werte min,, |, prec(¢,n) dargestellt, in Abbildung [2b| die Grée max,,, prec(£,n). Man sieht,
dass die Verwendung von a; stets kleinere Werte ergibt. Bei Betrachtung der Minima sind
diese im Durchschnitt um den Faktor 5 geringer, bei den Maxima, fiir die in Formel die
von der Wahl zwischen my und a, unabhéingige Groéfle ep einen wichtigeren Beitrag leistet,
immerhin noch um den Faktor 3,5.

Schliefllich sind auch die in den Ausdriicken auftretenden Koeffizienten unter Verwendung von
ay deutlich geringer. Um dies genauer zu quantifizieren, definieren wir die (logarithmische)
Hohe eines bivariaten Polynoms P(X,Y) = 315 > a; ;X ‘YieZ[X,Y] als

h(P) := log max |a; j|. (4.19)
17]
Fiir das Modularpolynom @, wurde von Cohen in |[Coh84]

(@) = 6(+ 1) <<1 _ E) log £ + 0(1)>

gezeigt. In [BS10] wurde in Cohens Beweis der Fehlerterm explizit gemacht und damit die
Schranke
h(®y) < 6llogl + 18¢ (4.20)

hergeleitet. Fiir die Minimalpolynome anderer Modulfunktionen, die in der Praxis anstelle
von ®,(X,j) verwendet werden, lassen numerische Ergebnisse und eine Untersuchung der
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Abbildung 3: Hohe der auftretenden Polynome

Grundideen von [Coh84] analoge Schranken in Abhéngigkeit von ihrem Grad in j vermuten.
Fiir die Minimalpolynome M;(X, j) bzw. Ay(X, j) von my bzw. ay rechnet man so mit

h(My) = civ(myg)logl + cov(my) bzw. h(Ay) = dyv(ag)logl + dav(ay) (4.21)

fir gewisse Konstanten ¢;, d;,7 = 1, 2. Der Beweis fiir die Schranken in [Coh84] benutzt jedoch
in starkem Ausmafe verschiedene spezifische Eigenschaften der j-Funktion und konnte daher
bisher nicht auf andere Modulfunktionen iibertragen werden (vgl. [Eng09]). Unter der durch
empirische Daten gestiitzten Hypothese folgert man wiederum, dass die im Nenner der
gemifl Proposition berechneten rationalen Darstellung fiir die universellen elliptischen
GauB-Summen auftretenden Koeffizienten unter Verwendung von a, deutlich geringer sind.
Abbildung [3a] vergleicht die Héhen von M, und A,. Im betrachteten Bereich ist diejenige von
Ay durchschnittlich um den Faktor 5 geringer als die von My, d. h., es gilt m4, ~ m}\//[i, wenn
ma, bzw. mys, den maximalen Absolutbetrag der Koeffizienten des jeweiligen Polynoms be-
zeichnen.

Definieren wir fiir das den Zahler der Darstellung fiir die universelle elliptische Gaufl-Summe
bestimmende Polynom Q = i’ ; 377 S0z i jkCEXTYT mit a4 = Z—j: € Q die Hohe als

h(Q) := log max ikl + |5k,

so konnen wir anhand der berechneten Darstellungen empirisch das Wachstum der Koeffizi-
enten untersuchen, die im Zahlerpolynom Q(my, j) bzw. Q(ay, j) des Ausdrucks fiir 7, (bzw.

Te(ln)ﬂ'[@n) in Abschnitt [3.3.3) auftreten. Auch hier ergibt sich das Bild, dass die Hohe unter
Vérwefldung von ay deutlich geringer ist. Diese nimmt in beiden Féllen bei Vergréfierung von
n stark zu, ein genau quantifizierbarer Bezug zu h(Mpy) bzw. h(Ay) lasst sich aus den Daten
nicht ableiten, der Wert von h(Q) ist in beiden Fillen grob doppelt so grofi. Abbildung
zeigt die Werte max,, |, h(Q), die im betrachteten Bereich unter Verwendung von a, etwa um
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4  Punktezihlen im Elkies-Fall

den Faktor 2,5 geringer ausfallen.

Aus den verschiedenen bei Verwendung von ay kleineren Werten ergibt sich insgesamt eine
Verbesserung der benutzten Algorithmen um einen fiir praktische Anwendungen betréichtli-
chen Faktor, der jedoch stark von der Restklasse von ¢ modulo 12 und der GréBe der Teiler
n von ¢ abhingt.
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5 Verwendung von Primzahlpotenzen

5.1 Universelle elliptische Gauf-Summen

Im Kontext des Algorithmus von Schoof wurde fiir den Elkies-Fall erforscht, wie der Wert
der Spur t des Frobenius-Homomorphismus ¢, auf einer elliptischen Kurve E/F, nicht nur
modulo Primzahlen ¢, sondern auch modulo Primzahlpotenzen ¢ bestimmt werden kann.
Ein eher theoretischer Abschnitt dazu findet sich in [Mul95, S. 124-129]. In [CDM96] wird
ein effizienterer Ansatz dargestellt, der Folgen von Isogenien konstruiert, um einen Faktor
des /i-ten Divisionspolynoms 1, (X) von kleinem Grad zu berechnen. Die Verwendung von
Primzahlpotenzen ermoglicht offenbar die Benutzung kleinerer Primzahlen ¢ und wirkt sich
im SEA-Algorithmus bei sorgfiltiger Wahl der benutzten Primzahlpotenzen und unter Ver-
wendung der Methoden aus [CDMO96] insgesamt positiv auf die Laufzeit aus.

Solche Rechnungen lassen sich jedoch auch durch eine Verallgemeinerung zunéchst der ellipti-
schen GauB-Summen aus [Mih06c] realisieren. Fiir eine Elkies-Primzahl ¢ erhélt man nédmlich,
wenn das charakteristische Polynom x(¢,) = gZ)IQ) —t¢p + p in F} zwei verschiedene Nullstellen
A und p besitzt, mittels des Henselschen Lemmas fiir ¢ > 2 jeweils genau zwei verschiedene
Nullstellen \;, p1; in (Z/€'Z)*. Dies sind die Eigenwerte der Wirkung von ¢, auf die ¢’-Torsion.
Nach gilt E[¢'] = Z/0'Z x Z/¢'Z. Nun gibt es gemi [CDM96] wieder einen Eigenpunkt
P; € E[('|\E[¢'~!] mit
¢p(Pz) = /\iPia

der eine Untergruppe von E[('] erzeugt.

Bemerkung 5.1.1. Falls x(¢p,) = d)% — t¢p + p eine doppelte Nullstelle A modulo ¢ hat, also
X'(A) =0 mod ¢ gilt, kann A nicht eindeutig zu einer Nullstelle modulo ¢ fiir i > 1 geliftet
werden. Dieser Fall tritt fur p # 2 stets fiir £ = 2 auf, allgemein ldsst er sich mithilfe des
Modularpolynoms &, leicht erkennen, wie in Abschnitt ausgefiihrt, und die Bestimmung
von ¢ mod £ selbst ist besonders einfach durchzufiihren. Besitzt x(¢,) modulo ¢ eine doppelte
Nullstelle, so lisst sie sich entweder zu mehreren Losungen modulo ¢ liften oder aber X(¢p)
besitzt keine Nullstelle modulo ¢ [Eis95, S. 207]. Selbst wenn x(¢,) Nullstellen modulo ¢!
besitzt, ist die Ordnung der zugehérigen Eigenpunkte im Allgemeinen nur ein Teiler /%, k < i,
von /%, wie in [CDM96] angemerkt wird, und damit kann der Eigenwert nur modulo dieser
Ordnung und im Allgemeinen nicht modulo ¢ bestimmt werden.

Da der Wert von ¢, von dem dies abhangt, nicht bekannt ist und iiberhaupt erst berech-
net werden soll, ldsst sich das Verhalten zur Laufzeit nicht vorhersagen. Man kénnte zwar
die auf den folgenden Uberlegungen basierenden Rechnungen ebenfalls ausfiihren, miisste je-
doch die verschiedenen fiir \; erhaltenen Werte auf ihre Korrektheit prifen und wiirde, wenn
keine Lésung modulo ¢ existiert, dies erst nach Abschluss der recht aufwindigen Berechnun-
gen bemerken. Daher beschridnken wir uns im Folgenden auf den Fall, dass die Nullstellen
von x(¢p) modulo ¢ verschieden sind. Wir bemerken, dass der Fall doppelter Nullstellen in
[CDMO96, S. 13-17] ndher betrachtet und seine Behandlung im Rahmen des dort vorgestellten
Algorithmus erlautert wurde.

Sei n ein Teiler von |(Z/0'Z)*| = (') = ¢=*(¢ — 1) und sei x : (Z/0'Z)* — p, ein Dirichlet-
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5.1 Universelle elliptische Gaufl-Summen

Charakter von Ordnung n. Dann definieren wir die zugehorige elliptische Gau-Summe mittels

-1
Géi,n,x(E) = Z X(a)(aPi)V7 (51)
a=1

wobei wie in (1.9) V = y fiir gerades und V = z fiir ungerades n und auflerdem x(a) = 0 fur
gegT(a, ") > 1 gilt. Analog zu den Ergebnissen aus [Mih06c] erhalten wir folgendes

Lemma 5.1.2. Mit den genannten Bezeichnungen gelten die folgenden Aussagen:
Gi oy (B)™

1. Gfi,n,x(E)n Gez’n’x

GE s € FylGa] (me N),

2. Gﬁ,n,x(E)p = X_p(Ai)Gﬁ,n,xp (E)

Beweis. Sei Fy[(,] = Fpr (also k& = ord,(p)) und bezeichne @i : z 27" die zugehérige
Potenz des Frobenius-Homomorphismus. Schreiben wir )\f’ = b, so gilt

-1
ot (Grin oy (E)) = @pr (Z x(a) ) Z o (X(0)) (5 (aPy))y
a=1
Z_l )(aXE Py = 2 (ab)(abP;)y = X' (b)Gyiy (E).

Wegen ord(x) = n folgt damit die Invarianz der beiden Ausdriicke aus Punkt |1} unter o,
weshalb sie in Fp[(,] liegen.

Weiterhin rechnen wir nach

-1
G (B = D xP(@)(6p(aP))v = Y, XP(@)(@hiP)v = X ") Gino(B).  (5.2)
a=1

O]

Schreibt man p = ng + m mit 0 < m < n, so kann man Gleichung (/5.2)) wieder umformen zu

Gﬁi,mx (E)m

W(Ge¢,n,x(fﬂ>”)q =X "), (5.3)

woraus sich analog zu (1.11)) der Index von ); in (Z/¢'Z)* modulo n bestimmen lisst.

Wir {ibertragen nun den Ansatz zur Berechnung der gesuchten Objekte mittels universeller
elliptischer Gaufi-Summen aus den Abschnitten [2] und [B] Analog zu Korollar [2.2.9] beginnen
wir mit

Lemma 5.1.3. Seien v = ( ) e To(%), Cpi € pyi eine primitive fi-te Einheitswurzel, n ein
Teiler von o(£%), x : (Z/0'Z)* — p, ein Dirichlet-Charakter von Ordnung n und seien

z, n=1 mod 2, . 2n, m=1 mod 2,
V= sowie e =
y, n=0 mod 2, 3n, n=0 mod 2.
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5 Verwendung von Primzahlpotenzen

Dann transformiert sich die von x abhdngige n-te Potenz der Funktion

Gy (@) =Grn(@) = > XMV q) (5.4)
Ae(ZIET)*

unter v mittels Gyi ,(q(y7))" = (e + d)°Gyi ,(q)". Weiterhin ist diese Funktion meromorph
an den Spitzen und somit eine Modulfunktion vom angegebenen Gewicht fiir To(£%) sowie
unabhdngig von der Wahl der primitiven €*-ten Einheitswurzel Cp:.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zu demjenigen von Korollar Analog zu ihm rechnen
wir zunéchst

x(Cpiy q(yT)) =(c7 + d)*2x (exp (W) ,q) = (et + d)*x (exp <27d> ,q>
= (e + d)*z((E q),

wobei die vorletzte Gleichheit wegen v € T'g(#%), also c = 0 mod ¢, aus der Reihenentwicklung
(2.10) folgt. Fiir y zeigt man eine analoge Gleichheit.
Sei nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit n ungerade. Dann gilt wegen ggT(d, /) = 1

Genlam) = D> xNz(@rg(m) = (er+d)* DT xR q(r))

\e(Z/0T)* \e(Z/0T)*

= (er+d’x M) D) x(@)z(¢fq(r) = (e + d)*x N (d)Gei 1 (q),
ae(Z/0T)*

womit die Aussage zum Transformationsverhalten von Gy ,, \ (¢)" aus ord(x) = n folgt.
Dass diese Funktion meromorph an den Spitzen ist, sieht man analog zu Korollar 2.2.9] durch
Betrachten der Laurentreihen x(Csi,q(SkT)), wobei Sk, k = 1,...,£771(£ + 1) ein Reprisen-
tantensystem von I'/To(¢") bilden. Die Unabhéngigkeit von Gyi,, (¢)" von der Wahl der
Einheitswurzel folgt aus dem bereits Gezeigten, denn fir ggT(d, ¢) = 1 gilt danach

Do xR =xTNd) Y XNz ).

Ne(Z/6iT)* Ne(Z/0iZ)*
O
Nun erhalten wir analog zu Korollar [2.2.10] folgendes
Korollar 5.1.4. Seien ¢*, n, x wie in Lemma . Weiterhin gelte
min {r: 2" eN}, n=1 mod 2, ML n=1 mod 2,
r=1 3, n=2, und ea =<1, n =2,
0, sonst, T sonst.
Dann ist G (@)1 (0
o JARD) q) P1\q (55)

Ty n(q) :
tin(4) A(g)ea
eine auf H holomorphe Modulfunktion von Gewicht O fiir To(¢') mit Koeffizienten in Q[(,].

75



5.2 Berechnung

Beweis. Der Beweis verlduft vollig analog zu demjenigen von Korollar da pi(q) eine
Modulfunktion fiir ['g(¢) und damit auch fiir T(¢*) ist. Lediglich die Aussage iiber die Ko-
effizienten muss genauer betrachtet werden. Gilt ggT(n,¥) = 1, so iibertrigt sich der Beweis
aus Korollar direkt. Anderenfalls gelte £* || n mit k < i, sodass Q[(,] die £*-ten Ein-
heitswurzeln enthélt. Dann gilt G := Gal(Q[(yi, (u]/Q[Cn]) = Z/¢~*7Z. Ist ¢ ein Erzeuger von
(Z/07)* und ¢ = ), so wird G von o : Coi — CZ erzeugt. Nun gilt wie in Korollar

o(Gun(@) = Y xNo(V(Ga)= 3 xNWV(Ga)

Ne(Z0T)* Ae(Z/ET)*
=x ) D X(@NVER @) = X G u(a).
Ae(Z0T)*
Somit liegt Gyi ,,(q)" in Q[(]- O

5.2 Berechnung

Um wie fiir den Fall von Primzahlen ¢ die universellen elliptischen Gauf-Summen als ratio-
nalen Ausdruck in Abhéingigkeit von j und einer anderen Modulfunktion f zu berechnen,
bendtigen wir eine holomorphe Modulfunktion f, sodass Ag(I'o(¢%)) = C(j(7), f(7)) gilt.
Dann erhilt man ndmlich vollig analog zu Korollar [2.1.20] das folgende

Lemma 5.2.1. Sei g(7) € Ho(I'og(¢%)) eine holomorphe Modulfunktion. Sei f(7) € Ho(To(¢%))
mit Minimalpolynom Qr(X,j) mit deg;(Qs) = v, sodass Ao(Lo(£")) = C(j(7), f(1)) gilt.
Dann besitzt g(1) eine Darstellung der Form

S aj(7)
Q1 (f(r), (7))

g9(t) =

a; € {h(1) € C(f(7)) : h(r) holomorph}.

Es liegt nahe, solch eine Modulfunktion f wie im Fall von Primzahlen ¢ aus der Dedekind-
schen n-Funktion zu konstruieren. Das folgende durch sorgfiltige Analyse des wohlbekannten
Transformationsverhaltens von 7 (s. Satz bewiesene Lemma aus [New57, S. 336] liefert
dazu ein allgemeines Werkzeug.

Lemma 5.2.2. Sei ¢5(7) = % Sei N > 1, ggT(N,6) = 1 und seien {rs}sn ganze Zahlen,
sodass

1
21 (0 — 1)rs eine ganze Zahl und

SIN
H 0" ein Quadrat in Q ist.
5|N

Dann ist die Funktion
g=g(r)=]]¢5

S|IN

eine Modulfunktion von Gewicht 0 fir I'o(N). (Wegen ¢1 =1 wird ry = 0 gesetzt.)
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5 Verwendung von Primzahlpotenzen

Wie bereits in Abschnitt angemerkt, erhélt man die Funktion my(q) als einfachsten Spe-
zialfall fiir N = ¢. Im Folgenden betrachten wir den Fall N = /2, der als einziger im Kontext
des Punktezahlens algorithmisch interessant scheint, wie wir weiter unten ausfithren. Dieser
Fall ist in [ES05] eingehend untersucht worden. Der Artikel befasst sich mit der Funktion

1‘021’52 mlt
1(7)n (%)
n(rn (%)

und s = 24/ ggT (24, (¢ —1)(¢2 — 1)), wobei £; = f5 und ¢; € {2,3} moglich sind. Aus Lemma
folgt, dass

(e, 0,(Sg '7))° = (WlT)WQT)> dabei Sy = <O _1),

07, 2, (7_> =

n(T)n(l1leT) Lo

eine Modulfunktion von Gewicht 0 fiir I'g(¢142) ist, sofern (¢142,6) = 1 gilt. Fiir die iibrigen
Félle ist diese Aussage ebenfalls korrekt, wie man durch Nachrechnen sieht.

Die Gruppe I'°(N), die spiter in Gleichung definiert wird, erfiillt TO(N) = Sy 'To(N)So
und damit gilt nach f(Sot) € Ag(T°(N)) genau dann, wenn f(7) € Ag(To(N)) ist.
Verwendet man diese Korrespondenz, so ergibt sich auch, dass roj, 1, €ine Modulfunktion von
Gewicht 0 fur FO(EMQ) ist. Im von uns betrachteten Fall N = ¢2 bedienen wir uns nun der
Funktion mys (7) := wy¢(Sy '7)* mit s = 24/ ggT (24, (¢ — 1)?).

Aus [ES05, Satz 8] folgt, dass my2 zusammen mit j den Koérper Ag(Ig(¢?)) erzeugt, sodass
die Voraussetzungen von Lemma [5.2.T] erfiillt sind und fiir die universellen elliptischen Gauf-
Summen 742 ,, , eine Darstellung als rationaler Ausdruck in j und my2 berechnet werden kann.
Der Beweis dieser Aussage wird in [ES05] durch sehr konkrete Rechnungen fiir die Funktion
my2 erbracht und kann, da der Korper Ag(I'g(¢?)) eine Reihe von Teilkdrpern besitzt, nicht
aus einer allgemeinen Aussage geschlossen werden, wie es im Fall N = £ mit Satz mog-
lich war. A fortiori gilt dies fiir den Fall N = ¢/ mit i > 3.

Aus ahnlichen Griinden ist die effiziente Berechnung des Minimalpolynoms My (X, j) der
Funktion m/2 oder gegebenenfalls anderer Modulfunktionen, die stattdessen verwendet wer-
den koénnen, nicht-trivial. Dies resultiert daraus, dass zur Bestimmung der Laurentreihen der
Konjugierten von my: die Wahl eines speziellen Reprisentantensystem fiir I'/To(¢?) nétig
ist, das sich teilweise stark vom kanonischen unterscheidet. Dazu sind umfangreiche Ad-hoc-
Rechnungen fiir die betrachtete Funktion erforderlich, die in [ES05|, ausgehend von den Er-
liuterungen Deurings in [Deu58|, fiir my2 ausgefithrt werden. Fiir N = £ mit 4 > 3 wiirde
sich dieses Problem erneut verschérfen. Daher wurde in [Eng09] ein anderer Algorithmus zur
Bestimmung modularer Polynome vorgestellt, der, anstatt mit Laurentreihen zu arbeiten, die
betreffenden Modulfunktionen an verschiedenen Punkten auswertet und anschlieend durch
Interpolation das gewiinschte Ergebnis gewinnt. Durch diesen Ansatz erfordert der Algorith-
mus keine derartigen Ad-hoc-Rechnungen.

Mit den Ergebnissen erhalten wir nun folgendes Korollar aus Lemma [5.2.1

Korollar 5.2.3. Die universellen elliptischen Gauf-Summen 72 , | besitzen eine Darstellung
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5.2 Berechnung

der Form
Q(me (7). j(7))
me (1) 52 (mge (1), § (7))

fiir ein k = 0 und ein Polynom Q(X,Y) € C[X,Y] mit degy (Q) < 2v = degy (M;2), wobei
_ (=12 :
V= g 9t

(5.6)

T£2,n,x(7—) =

Beweis. Offenbar haben toj, und my. dasselbe Minimalpolynom My:(X,j), da j invariant
unter Sy ist. [ES05, Satz 9] impliziert daher 2v = degy (M;2). Weiterhin folgt aus dem Satz,
dass My2(c,Y) fir ¢ € C* ein Polynom in Y von Grad 2v ist. Analog zu Korollar ergibt
sich nun, dass my2 auf H alle Werte aus C* annimmt. Damit sind die holomorphen Funktionen
in C(my2(7)) genau durch C[my2 (1), mpe2(7) '] gegeben, womit die Aussage aus Lemma
folgt. O

Zur konkreten Berechnung dieses rationalen Ausdrucks ist wie in den Fallen von Primzah-
len N = /¢ die Kenntnis der Prézision nétig, bis zu der die Laurentreihen der auftretenden
Modulfunktionen berechnet werden miissen. Diese Aussage liefert

Proposition 5.2.4. Seien v wie in Korollar[5.2.3 und ea wie in Korollar[5.1.4} Zur Bestim-
mung des Ausdrucks (5.6)) reicht es aus, die ersten

prec(£?,n) = (20 +ep — 1)% + {(eA — 1)5} (5.7)

Terme der Laurentreithen zu berechnen.

Beweis. Der Beweis verlauft insgesamt sehr &hnlich zu demjenigen von Proposition [3.3.4] Wie
dort erhalten wir durch Betrachten der Ordnungen der auftretenden Laurentreihen Schranken
an die Ordnungen der Terme von Q(myz, 7). Um die Ergebnisse aus [ES05] direkt verwenden zu
konnen, arbeiten wir statt mit m2 mit der dort betrachteten Funktion ng := wj,. Aufgrund
der genannten Korrespondenz zwischen I'o(¢?) und T'°(¢2) mittels Sy ist klar, dass sich die
Ergebnisse direkt iibertragen.

Bei unseren Rechnungen verfolgen wir insbesondere die gleiche Grundidee wie in Proposition
einmal mit der Gleichung entsprechenden Gleichung

Q(ne2(7), (7))

ng2 (7)*

it (507) i (7). (7)) =

(5.8)
fir ng2 zu arbeiten, in der die Ordnung der Laurentreihe ng2(¢(7)) negativ ist und einmal
eine Transformation T' € T'/Tg(¢2) darauf anzuwenden, sodass die Ordnung der Konjugier-
ten ng2(q(T7))) positiv ist. Wir geben nur einige Zwischenergebnisse der Rechnungen an, die
leicht nachzupriifen sind.

Zunichst betrachten wir die Gleichung

0240

0= Mp(ne(9),5(9) = Y, D aikne(q)'5(q)* (5.9)

=0 k=0

mit a; € Z. Nach [ES05, Satz 6] gilt ord(ns) = — . Vergleicht man die Ordnungen der ver-

schiedenen Summanden wie in Lemma so erhélt man ord(ne(q)'j(q)F) = — (2 — 82—21) v,
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5 Verwendung von Primzahlpotenzen

sofern a;j, # 0 gilt, und daraus ord ( 2 (ng2(q), j(q))) —(2- —) v + 1. Nun berechnen

wir die Ordnung von 742 ,,,(So7) in . Mit Lemma zum Transformationsverhalten

a/N

der Weierstrafischen p-Funktion ergibt sich x(¢%,q)| S = :L‘(q ,q) analog gilt dies fir y.

Mit Formel (2.12) ergeben sich ord (p1(q)| So) = 0 und ord( Gz, , ()]s ) S 52 und 1nsgesamt
ord(7s2 ()]s ) = 2 — ea. Fiir die Terme ny2(q)"j(q)* auf der rechten Seite von (5.8) gilt

also

|SO f%

: (-1
ord(ne(q)'j(9)") = —-(2-— 7 > —ea +—€2—+1-— 51. (5.10)

Nun wenden wir auf die Gleichungen (5.8)) und ) die Transformation T = (f *01) an.
Gemaf [ES05) Satz 6] besitzt ng(q )|T die posmve Ordnung . Mit t := ggT(2v,£—1) erhalt
man aus (|5.9) die Schranke ord ( 2 (ngp(q), j(q))‘T> > 2v (; — 1) +1. AuBerdem erhélt man
ord (’7'52,”7)( q |SOT> > % — ea. Dies ergibt wiederum fiir die Terme (n2 (@))% (¢)F in (5.9)
die Schranke
2iv
(-1

—k = ord((ng2(q)|7)%(¢)*) = 2v (1 - 1) +1+ % —ep =

Daraus folgt fiir k > 0

w - iv< 6—1( Lk < -1
o T hx T 5 X — S — 582 =!I S83.

Iz 2 202 \? 22 2
Mit Gleichung (5.10) schliefen wir, dass die méglichen Ordnungen von ny2(q)%j(q)* auf der
rechten Seite von (/5.8 in einem Bereich der Léange

v(l—1) ov(l—-1) n (-1 -1 v(l—1) n
s = - _n 1 % — _
BT @ g TeaTlgp v T e g
(-1 (-1 n (-1
<2v + (ea — 1) <1+ 21£>
enthalten sind. Da ord(n?(q)'j(q)*) = —% — k = _mé-izkﬂ und v | (¢ — 1), also ggT(v,£) = 1

gilt, kénnen auch unter der Einschriankung 0 < k < 2v — 1 innerhalb dieses Bereichs alle
Ordnungen mit Schrittweite %2 realisiert werden. Daher miissen hochstens

!/
prec(£?,n) = (20 +ep — 1)% + [(eA - 1)2}
Glieder der auftretenden Laurentreihen berechnet werden. O

Bei der Berechnung des Polynoms @ in . ) bzw. ) tritt wie bei der Verwendung von ay
fiir Primzahlen ¢ das Problem auf, dass ord(ns(q)" j(q)k) = —2—3 —k = ord(ng(q)"~ —¢ J(q@)F )
fiir 0 < k < v—1 gilt, also jeweils zwei Summanden die gleiche Ordnung aufweisen. Dieses
Problem lésst sich jedoch auf die gleiche Weise wie fiir a; dadurch 16sen, dass man abwech-
selnd und die durch Anwendung der Transformation T = (Z ) daraus entstehende

10
Gleichung betrachtet, womit @ analog zu Algorithmus [5] berechnet werden kann.
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5.2 Berechnung

Ist der Ausdruck (5.6) berechnet, so kann er analog zu den Ausfithrungen aus Abschnitt
auf eine konkrete elliptische Kurve E/F,, iibertragen werden, um die linke Seite der bereits in
(5.3) aufgefithrten Gleichung

Glijny (E)
——orr L (Gl EYY9 = v"( )\
Géi,n,xm (E) ( 14 ,n,x( ) ) X ( Z)
und damit den Index von \; in (Z/¢'Z)* modulo n (in diesem Fall fiir i = 2) zu bestimmen.
Wir bemerken, dass sich nach den Uberlegungen aus Abschnitt insbesondere Lemma m
mit der Definition der universellen elliptischen Jacobi-Summen ebenso auf Primzahlpotenzen
¢* verallgemeinern lasst.

Wie in Abschnitt [5.1] ausgefiihrt, erhélt man allgemein \; als Hensel-Lift der Nullstelle A von
x(¢p) modulo £. Sei g ein Erzeuger von (Z/{'Z)*, sodass g1 = g mod £ ein Erzeuger von

(Z/0Z)* ist. Nun sei \; = ¢g¢) in (Z/Z)* und X = gf()‘) mod ¢. Dann folgt
gV =a= X =g = gi™ mod ¢,

also ¢(\;) = ¢(\) mod ¢ — 1. Ist der Index ¢(A\) von A in (Z/¢Z)* bekannt, geniigt es somit
wegen ¢(£) = (£—1)¢*71, ¢(\;) modulo n = £~! zu bestimmen, um anschlieBend mithilfe des
Chinesischen Restsatzes den Wert ¢()\;) und damit t modulo ¢ zu berechnen.

Da die Laufzeiten fiir die Berechnung der universellen elliptischen Gaufl-Summen und die
Ubertragung auf eine konkrete Kurve E/F, mindestens linear von ex ~ & abhingen, wie dies
in Abschnitt und fiir Primzahlen ¢ gezeigt wurde und fiir Primzahlquadrate ¢ aus
Proposition folgt, kann man nur fiir verhaltnisméaBig kleine Werte von n einen effizienten
Algorithmus erwarten, wie in [{.0] ausgefithrt. Bei Verwendung der Gauf-Summen fiir Prim-
zahlen ¢ wurde dort n < /¢ fiir notwendig angesehen. Benutzt man Primzahlpotenzen ¢, so
erhdlt man ein solches Verhéltnis genau fiir ¢ = 2 und n = ¢. Fiir groflere Werte von ¢ muss
man offenbar n = =1 wihlen, sodass das Verhéltnis unter dem Gesichtspunkt der Effizienz
zunehmend ungiinstiger wird. Abgesehen von den weiter oben angesprochenen Schwierigkei-
ten bei Rechnungen mit Modulfunktionen fiir [o(¢!) mit i > 3 ist dies der Grund, warum wir
uns in der genaueren Ausarbeitung auf den Fall ¢ = 2 beschrénkt haben.

Ist N = (2, so ist fiir die koprimen Primpotenzteiler n von ¢(N) jedoch stets die Bedingung
n < V/N erfiillt. Fiir N = ¢ ist die analoge Bedingung laut den Ausfithrungen in Abschnitt
asymptotisch lediglich fiir ca. 30% der Primzahlen ¢ erfiillt. Somit konnte die Verwendung der
GauB-Summen fiir Primzahlquadrate N = 2 in einigen Fillen eine bessere Laufzeit aufwei-
sen. Dem gegeniiberzustellen ist jedoch die Tatsache, dass der Wert v, von dem die Laufzeit
ebenfalls abhéingt, geméaf seiner Definition in Korollar im besten Fall den Wert (é;i)Q
aufweist (im Fall £ —1 = 0 mod 12). Unter Verwendung der Funktion ay fur Primzahlen ¢
konnen jedoch durchschnittlich deutlich kleinere Werte des zugehorigen v(ay) erreicht werden.
Abgesehen davon ufert der bendtigte Speicherplatz geméafi Abschnitt bereits fir £ ~ 200
aus, sodass ohne bessere neue Ideen im praktikablen Bereich ohnehin nur eine Handvoll Prim-
zahlquadrate verwendet werden konnte.
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6 Universelle elliptische Gauf3-Summen im Atkin-Fall

In diesem Abschnitt sollen die bisher beschriebenen Ideen zur Bestimmung universeller ellipti-
scher Gauf3-Summen in einer Weise modifiziert werden, die es ermdglicht, auch im Atkin-Fall
die Spur ¢ des Frobenius-Homomorphismus ¢, modulo kleinen Primzahlen zu bestimmen.

6.1 Definition

Wir orientieren uns an den Aussagen in den Abschnitten [2.1.3] und Den Ausgangspunkt
unserer Uberlegungen bildet das folgende Resultat, das Lemma verallgemeinert.

Lemma 6.1.1. Seien 7 € H, vi,v2 € Z und v = (Z b) € SLy(Z). Dann gelten

d

p(vlT—i-vg,T) (et + d)p (’Ul(aT-i-b)-l—UQ(CT-i-d),T) ’ (6.1)

/ - 14

o (1)17'2 U27T> (er + )y (vl(aT +b) —; va(er + d) ’ T) . (6.2)
v

Beweis. Es gilt

V1T + V2
-
£ 76 ,

wobei man die zweite Gleichheit durch Anwendung von Lemma erhélt. Fiir die Ableitung
von ¢ geht man analog vor. O

¢ "er+d Y

at+b
0 (mmid +v2 ar + b) ~(er+d)p <vl(a7' +b) + vaer + d)’7> ,
5

Mithilfe dieser Aussage werden wir eine Modulfunktion fiir die nun definierte Gruppe I')(¢)
konstruieren.

Lemma 6.1.2. Sei ¢ eine Primzahl. Dann ist durch

rg(e):{@ Z) b=c=0 modf}gr

eine Untergruppe von T gegeben und es gilt T'(¢) < TY(¢) < To(¢). Ein Reprisentantensystem
fiir T/T8(¢) ist gegeben durch

Sak =

)

A =1+ Xk . 1 A N
(1 1 > fir 0< ANk <V, S)"Z_<O 1> fir 0<A</d.

Beweis. Die Tatsache, dass T'J(¢) eine Gruppe bildet, sowie die Inklusionen sind trivial. Um
die Korrektheit des Reprasentantensystems zu zeigen, bemerken wir, dass die Matrizen

TA:<(1) i) fir 0<A</( (6.3)

die Nebenklassen ['g(£)/T'(¢) reprisentieren, wie man sich leicht iiberlegt. Multipliziert man

die T mit den Matrizen S, k& = 0,...,¢, aus [Mil95, S. 54] und Lemma [2.1.16| die ein
Représentantensystem fiir I'/I'g(¢) bilden, so erhélt man genau die Behauptung. O
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6.1 Definition

Korollar 6.1.3. Seien ¢ eine Primzahl, n | { — 1 und x : (Z/{Z)* — p, ein Dirichlet-
Charakter von Ordnung n. Sei £ die den beiden £-Torsionspunkten P = (x((s,q),y(Ce, q)),

Qo = (:U(q%,q),y(q%,q)) auf der Tate-Kurve vermoge der Weil-Paarung e; zugeordnete (-te
Einheitswurzel und G,-1(§) die entsprechende zyklotomische Gauf-Summe. Sei Gy .\ (q) wie

in Korollar[2.2.9. Definiere

Hepy(@) = Y, xOV(a7,0) = Y} x(NOQo)yv  fiir V=

* *
AeF; A€y

r, n=1 mod 2,
y, n=0 mod 2.

Dann besitzt die Funktion

- (q) .: Gé,n,x(q)HZ,n,x(Q)pl(Q)TGX_l (f) fir = 4, n=1 mod 2,
XA Alq) 3, n=0 mod 2,

die wir als universelle elliptische GauBi-Summe (fiir Atkin-Primzahlen) bezeichnen, die fol-
genden Eigenschaften:

1. 0ony(q) ist eine Modulfunktion von Gewicht O fiir die Gruppe T)(().
2. 00n(q) ist holomorph auf H.

3. 0om(q) ist invariant unter Transformationen der Form (P, Qo) — (aP,bQq) fiir Werte
a,beFj.

4. 0eny(q) hat Koeffizienten in Q[(,].

Beweis. 1. Zunéchst rechnen wir unter Benutzung des gerade gezeigten Lemmas fiir
v=(2%) eT§(¢) und v; € F} dhnlich wie in Korollar m

x qul,q = kp Ul—T,T = k(er +d)%p M,T = (e + d)%x q%,q .
v l 5 14

Wir benutzen dabei die Formeln aus Lemma [2.2.4| (mit k& = ﬁ) fiir den Ubergang zur

WeierstraBschen p-Funktion (man bemerke, dass |¢| < |qv71] < 1 gilt) und verwenden
im letzten Schritt b =0 mod ¢. Analog zeigt man auch

y (q%,q)‘7 = (e +d)’y (q%,q) :

Hieraus wiederum lasst sich das Transformationsverhalten von Hy , , (¢) unter v bestim-
men als

2 Aa
Honx (@, = Y, XNV (a7 a)|. = (er+ @) 3 xO0V (a7 ,0)
AeF 7 AeF
=(c7 + d)*x " (a) Heniy (),
wobei e = 2 fiirn =1 mod 2 und e = 3 sonst gilt. Mit der Kenntnis {iber das Transfor-
mationsverhalten der {ibrigen in der Definition von oy, ,(q) auftauchenden Funktionen
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6 Universelle elliptische Gau3-Summen im Atkin-Fall

erhalten wir schliefilich

(er + d)**? x Hd)x ' (a)
(cT + d)1?

Ué,n,x((1)|7 = Ué,n,x(Q) = Ué,n,x(q)X_l(ad) = Uﬁ,n,x(‘l)-

Im letzten Schritt haben wir ad =1 mod ¢ benutzt, was wegen b = c =0 mod ¢ gilt.
Es bleibt noch zu zeigen, dass oy, (q) meromorph an den Spitzen ist, also in der
Fourierreihenentwicklung von ¢, (q)] Sak mit den Matrizen S aus Lemma [6.1.2
nur endlich viele negative Exponenten auftauchen. Mit Lemma folgt jedoch fur
v = (‘CZ 3) e I' allgemein

viatwvgc
£

v (a? G2 a)| = e+ e (T )

und eine analoge Aussage fiir y(-,q). Berechnet man den entstehenden Ausdruck mit
Formel (2.12)) bzw. (2.13]), so ist offensichtlich, dass in der g-Entwicklung nur endlich
viele negative Exponenten auftauchen. Aus der Definition dieser Ausdriicke folgt dies

auch fiir Gé,n,x(q”&,k’ HE’"’X(Q)‘SA,;C und pl(q)\skk sowie schlieBlich fiir Ufﬂ%x(q)‘sk,k'

. Aus Formel liest man sofort ab, dass x(q%,q) genau dann Polstellen aufweist,
wenn ¢" = 1 oder ¢" = ¢7 fiir ein n € Z gilt. Wegen 7 € H gilt jedoch |¢| < 1, die zweite
Moglichkeit ist fiir 0 < v < ¢ ausgeschlossen. Damit ist Hy, (¢) nach Konstruktion
holomorph auf H. Nun folgt aus dem Wissen iiber die iibrigen in oy, 1 (¢) auftauchenden
Funktionen sofort die Behauptung.

. Esist (aP,bQo) = ((z,y)(¢f} q), (:L‘,y)(q%,q)). Offenbar sind A(g) und p;(q) unter dieser
Transformation invariant. Weiterhin gilt

M X7, 0) = x0) Y XxONV(g7,q) = X H(5) Hen ()
)\E]sz /\e]FZ‘

und analog ZAEFE" XNV (¢, q) = X Ha)Gen(q), wie schon in Korollar gezeigt
wurde. Zusétzlich transformiert sich der Term G, -1(§) zu

Gy -1(ee(aP,bQo)) = G -1(ee(P, Qo)™) = Gy-1(€™) = x(ab)Gy1(£),

wie aus den Eigenschaften der Weil-Paarung und zyklotomischer Gaufl-Summen folgt.
Durch Multiplikation der entstehenden Faktoren sehen wir, dass 0/, (q) unter der
Transformation invariant bleibt.

. Dies folgt aus bereits bewiesenen Tatsachen. Offensichtlich liegen die Koeffizienten von
eny(q) in Q[(r, ¢n]. Wir wihlen einen Erzeuger ¢ von Fj und betrachten die Wirkung
des Homomorphismus o : ¢, — (7, der Gal(Q[(y, ¢»]/Q[¢n]) erzeugt, auf oy, (q). Laut

Korollar gilt
7(Gennx(@)) = X ()G (q)

und analog zeigt man

7(Gy-1(8)) = x(€)Gy-1(§).-

Da die {ibrigen Terme in der Definition von oy, \(¢) unter ¢ invariant sind, liegen die
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6.2 Rationale Darstellung

Koeffizienten von oy, 1 (¢) im Fixkorper dieses Homomorphismus.

Bemerkung 6.1.4. Auf der elliptischen Kurve E; =~ C/(Z + Z7) gilt gemaf [Lan&7]

17 271
ee| =, - | =exp | = |.
VA P\
Uber den Isomorphismus £, ~ E, aus Satz ergibt sich mit der in Korollar genann-

ten Wahl der Punkte P, g fiir konkrete Rechnungen direkt

21

¢ = eo(P.Qo) = exp <é> |

6.2 Rationale Darstellung

Ahnlich zu unserem Vorgehen fiir die universellen elliptischen Gauf-Summen 7, (¢q) mdchten
wir nun die Ausdriicke oy,(¢) in Abhéngigkeit von j(7) und anderen Modulfunktionen dar-
stellen. Tatséchlich wird unsere Darstellung aufler von der j-Invarianten von zwei weiteren
Modulfunktionen abhdngen. Den Ansatz dafiir liefert folgendes

Lemma 6.2.1. Sei f(7) € Ao(To(¢))\Ao(T') eine Modulfunktion von Gewicht 0 und sei die
Matriz Sy = ((1) _01) wie in Lemma . Dann gilt

Ao(T5(0)) = C(j(7), f(7), F(SoT))- (6.4)

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass

() = To(¢) A TO(0) mtﬂw:{eg>wzomm4 (6.5)

gilt. Nun folgt mit den galois-theoretischen Aussagen zu den Koérpern der Modulfunktionen
von Gewicht 0 fiir gewisse Untergruppen von I' (insbesondere Korollar [2.1.14])

Gal(Ao(I'(£))/Ao(T5(0))) = Gal(Ag(I'(€))/A0(To (1)) N Gal(Ag(T'(€))/Ae(I°(0))),

was direkt
Ao (T5(£)) = Ag(To(£)An(T°(6)) (6.6)

impliziert. Weiterhin rechnen wir fir a,b,c,d € Z

_1({a b _(d —c
50 <c d> 50 = <—b a ) ’
woraus T0(¢) = Sy 'To(¢)Sy folgt. Aus dieser Beobachtung schliefen wir wiederum, dass die

Funktion f(Sp7) in Ag(T%(¢)) liegt. Schreiben wir v € TO(¢) als v = Sy 'Sy fiir ein 7 € Ty (),
so ergibt sich nédmlich

F(SovT) = f(7'Sor) = £(Sor). (6.7)
Nach Satz gilt Ag(Tp(€)) = C(j(7), f(7)) und analog zum dortigen Beweis erhdlt man
nun Ag(T'°(¢)) = C(j(7), f(So7)), was mit Gleichung die Behauptung ergibt. O
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6 Universelle elliptische Gau3-Summen im Atkin-Fall

Analog zu Korollar [2.1.20] erhalten wir weiterhin

Lemma 6.2.2. Sei g(1) € Ho(TJ(¢))\Ho(T'o(¢)) eine holomorphe Modulfunktion und sei
k(1) € Ho(T3(€))\Ho(To(£)) mit Minimalpolynom Q(X) diber Ag(To(¢)) mit deg(Qx) = L.
Dann besitzt g(1) eine Darstellung der Form

310 aik(7)’ 6.5)

90 =8 )

mit a; € HQ(F()(K))

Beweis. Wir benutzen Lemma vollig analog zum Beweis von Korollar Wir wih-
len K = Ag(To(¢)), L = Ag(TY(¢)) und a = k(7) mit Minimalpolynom f(X) = Qi (X),
weiterhin gelte

O = {h(7) € K : h(7) holomorph} = Hy(Ty(¥)).

Da k nach Voraussetzung holomorph ist, gilt dies fiir alle Elemente z € O[k] und somit auch
fiir g(7)z und Try g (9(7)2). Damit folgt g(7) € Cy (s. Lemma [2.1.19), was die Behauptung
impliziert. ]

Die vorangehenden Lemmata legen das folgende Vorgehen zur Bestimmung eines Ausdrucks
fur oy, nahe: Wahlen wir eine holomorphe Modulfunktion f(7) € Ho(I'o(¢))\Ho(I"), so ist aus
dem Beweis von Lemma ersichtlich, dass f(So7) € Ho(I'9(¢))\Ho(To(£)) gilt. Kennen wir
das Minimalpolynom Qy g,(X) von f(Sy7) iiber Ag(I'g(€)), so konnen wir zunéchst mithilfe
von Lemmal6.2.2) eine Darstellung fiir 4, bestimmen. Da die auftretenden Koeffizienten a; in
Hy(T'o(¢)) liegen, lésst sich im zweiten Schritt fiir jeden dieser Koeffizienten eine Darstellung
in Abhéngigkeit von j(7) und f(7) geméf Korollar oder Propositionbestimmen,
was insgesamt die gewiinschte Darstellung in Abhéngigkeit von j(7), f(7) und f(So7) ergibt,
was wir als

oenx(q) = R(j(7), f(7), f(SoT)) (6.9)

schreiben. Wie in Abschnitt [3.3] miissen wir angeben, bis zu welcher Prézision die Laurentrei-
hen der verschiedenen Modulfunktionen zu berechnen sind, um die Darstellungen ermitteln
zu konnen. Wir fithren diese Untersuchung fiir die Wahl f(7) = my(7) durch und schreiben
dabei my (1) := my(SoT).

Wir benétigen zunéchst Aussagen iiber das Transformationsverhalten der n-Funktion.

Satz 6.2.3. [Web08, S. 113, 126, 130] Die n-Funktion transformiert sich unter Wirkung von

v =(2%) € SLa(Z) mittels
n(yr) =e-Ver +d-n(r).

Die Werte fir die 24-te Einheitswurzel € sind gegeben durch

(%) i(4=D/2 exp (Z(d(b—c) — (d* — 1)ac)), d=1 mod 2,d>0,
€= :
(4)i0=92exp (Z(c(a+d) — (2= 1)bd —3)), c¢=1 mod 2,¢c> 0.

Korollar 6.2.4. Es gelten my (1) = °my (%)_1 sowie wy(my2(T)) = my(€T).
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6.2 Rationale Darstellung

Beweis. Wir rechnen

) o 77(6507—) 28— . 25_ \ —i il.n(l) 2s
mE,Q(T) =my(SoT) = ¢ ( n(Sor) ) = (77(507') ) =t (W)

B (77 (15))25 ~eme (D) (6.10)

n(7)

3
—~
&
~IN
S—

sowie

0-1) - 2s . 2s
wmgatr) = (LR o (WEDN T e, e
l

O]

Aus der Definition des Minimalpolynoms in Lemma [2.1.16] sehen wir sofort, dass die Funk-
tion my2(7) = my(SoT) als Konjugierte von my(r) itber C(j(7)) dasselbe Minimalpolynom
My(X,j(7)) hat. Damit ergibt sich das Minimalpolynom von my (1) iiber Ag(I'o(¢)) als

Myo2(X) = %ﬁg%) Nun sind wir in der Lage, die folgende Aussage zu zeigen:

Lemma 6.2.5. Seien o4,(q), me(q), me2(q) sowie j(q) bis zur Prizision
prec(f,n) = (12 + £+ 1)v — 1
berechnet, wobei v = m = ord(my) ist. Dann kann ein rationaler Ausdruck fiir o¢,(q)

in Abhdngigkeit von den anderen drei Modulfunktionen eindeutig bestimmt werden.

Beweis. Zur Berechnung der benétigten Prézision gehen wir in zwei Schritten vor. Zunéchst
bestimmen wir Schranken an die Ordnung der Koeffizienten a; aus Gleichung , aus denen
sich dann analog zu Proposition [3.3.4] Schranken an die erforderliche Prézision ergeben.

Geméf gilt

oM,
01n(@) 5y (e (g ECLszQ : (6.12)
%,_/

Unter Benutzung von (6.10) erhélt man ord(mg) = v, ord(mg2) = —§ und damit

oMy M .
ord(N) = ord ( ax- (me, 2,J)((mnfl;22 _ﬂ;fj)z e(mmd))

. oM . v ) v
—nin (ond (Gt e ) = §rordMalmea, ) ) + 5

Aus Lemma ergibt sich, wenn der Koeffizient a; ; im Polynom M, nicht verschwindet,

w<w—kfl+v = ———k}—v—% = ord(My(me2,j)) = —v—

v
14 a

Analog erhélt man ord aX (mg 2,])) > —v, was ord(IV) > —v + J ergibt.
Lésst man wy auf (6.12) wirken, so erhélt man unter Verwendung von (6.11)) die Aussage
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6 Universelle elliptische Gau3-Summen im Atkin-Fall

ord(mj,) = v, was in &hnlicher Weise ord(M,(mj 5, j*)) = 0, ord (%(m}‘z,]’*)) > —vf und
damit ord(N*) = v(1 — ¢) impliziert.

Benutzt man die Definition von oy, so ergeben sich mit den Uberlegungen aus Abschnitt
und der Definition von Hy, weiterhin die Aussagen

1 1
ord(oy) =ord(Gy,,) + ord(Hyy,) + rord(pr) —ord(A) > 0+ 7 +0—-1=-1+ 7

ord(cy,,) =ord(Gy,,) + ord(Hy,) +rord(py) —ord(A*) = 1+0+0—-L =1/,

I’
woraus insgesamt

1
ord(oypN) = —v—1+ ! —g , ord(oy,N*) =1 —L+v(l—Y)

folgt. Aus Gleichung (6.12)) erhélt man

. 1
ord(a;) =ord(or, Nmy,) = —v—1+ U—; + % = ord(a;) = —v,
ord(a}) = ord(aan*(mZ‘Q)_i) >1—A+v(l—b)—ivlzv+1—vl—L—({—1)vl
=y —L+v+l (6.13)
Nun betrachten wir die Gleichung
oM, ' g v—1 .
aile) 3y (me@).3(@) = 33 3 bigme(a)'5(@)* (6.14)
X i=i1 k=0

—M
laut Proposition 2.1.2T] wobei wir vollig analog zu Proposition [3.3.4] vorgehen. Dort wurde
bereits ord(M) > 1, ord(M™*) > —(v — 1)¢ — v gezeigt, was

ord(a;M) = 1—wv, ord(afM*)> v —Ll+v+1—(v—1—v=—-+0Hv+1=:0

ergibt. Daraus folgen fiir die Ordnungen iv — k = ord(m), 4%) der Summanden auf der rechten

Seite in (6.14)) die Schranken
w—k=1—v sowie —iww—ftk=zo = iw—k<iv+/Llk<—o,

als deren Differenz man schlieBlich die behauptete Prézision prec(f,n) = (£2 + ¢+ 1)v — 1
erhalt. n

Bemerkung 6.2.6. Abschéatzung (6.13)) lasst sich fiir kleine Werte von i offenbar deutlich ver-
bessern, so ergibt sich beispielsweise fiir i = 0 die Schranke ord(aj) = v+ 1 — (v + 1)¢, womit
die Prézision prec(f,n) = (2¢ + 1)v — 1 ausreicht, um die Darstellung fiir ag zu bestimmen.

Mithilfe des in Lemma skizzierten Vorgehens erhalten wir somit als Spezialisierung von

die Gleichung
Ué,n,x(T) = R(j5(7), me(T), me(SoT))- (6.15)

Das folgende Lemma liefert dquivalente Formulierungen von (6.15]).

Lemma 6.2.7. Seien fir 0 < k < { die bereits in Gleichung (6.3)) eingefiihrten Matrizen
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6.3 Anwendung

T, = ((1) ’f) € I'o(¢) gegeben und seien Sy = (? _kl) wie in Gleichung (2.9). Schreiben wir

1 1 . .
auperdem P = (2(Cr,),y(Genq)) und Q = (2(Chat,q)y(Chat,0)),0 < k < €, fiir diese
verschiedenen £-Torsionspunkte auf der Tate-Kurve, so transformiert sich durch die Wirkung

von Ty, Gleichung (6.15)) zu

Granl@) (Sreer XOQe)V) p1() Gy (P Qx)
A(q)

wobei V = x fiir n ungerade und V =y fiir n gerade gilt.

= R(j(7), me(7), me(Sk7)),  (6.16)

Beweis. Wir betrachten zunéchst die rechte Seite der Gleichung. Wegen T}, in I'g(¢) sind
mye(7) sowie j(7) unter der Wirkung von T}, invariant. Weiterhin gilt

0 -1\ (1 K\ (0 -1
1 0 0 1) \1 &%
und damit mg(SOT)‘Tk = my(SoTkT) = me(SkT).

Auf der linken Seite untersuchen wir die verschiedenen Komponenten von oy, ,(7) gemafl

Korollar Zunichst gilt A(q)|5, = A(g) sowie laut Korollar p1(@)|y, = p1(g) und
Genx (@), = X 1) Gony(q) = Genx(q). Weiterhin folgt mit ¢ = @rz aus Lemma

(@)l = (or)| =0 (M) et

und eine analoge Aussage fiir y(q%,q). Dies impliziert

Hys (@)l = 23 XOOV (67 0) = 30 x()0OQu)v,

AeF§ AeF¥
wobei wie stets V' = x flir ungerades und V = y fiir gerades n gilt. Des Weiteren schlieflen
wir Gy-1(ee(P, Qo)) 7, = Gy-1(ex(P, Q). O
6.3 Anwendung

Sei ¢ eine Atkin-Primzahl fiir eine elliptische Kurve E iiber F,,. Aus den bereits in Abschnitt
erwdhnten wichtigen Séatzen aus [Sch95l S. 236-239] zum Zerfallungstyp des Modularpo-
lynoms ®, und den Konstruktionen in [Miil95] folgt, dass fiir ein r | £+ 1, r > 1, eine ¢-Isogenie
Y : E — E' existiert, die iiber Fyr definiert ist und der eine Nullstelle my(E) € Fpr\F,r—1 von
My(X,j(FE)) entspricht. Wir nehmen im Folgenden an, dass r > 2 gilt. Fiir n | £ — 1, einen
Charakter x von Ordnung n und einen ¢-Torsionspunkt @) auf E schreiben wir allgemein

-1
Gy (B, Q) = ). x(a)(aQ)y
a=1

mit V = z fir ungerades und V = y fiir gerades n.

Mit den gleichen Uberlegungen wie in Abschnitt kénnen wir nun die Formeln ([6.15)) sowie
(6.16) auf die elliptische Kurve E/F), spezialisieren. Fiir den der Kurve E bzw. ihrem Deuring-
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6 Universelle elliptische Gau3-Summen im Atkin-Fall

Lift Ey (vgl. Abschnitt zugehorigen Wert von 7 entspricht my(E) dann dem Wert my(7)
in (6.16). Ebenso entsprechen die Werte o, (my(E)) und ¢2(my(E)) als weitere Nullstellen
von My(X,j(E)) jeweils einer Konjugierten my(S,7) fiir ein passendes k mit 0 < k < ¢. Wir
benutzen hier, dass wir r > 2 angenommen haben und somit 2 (m(E)) # m(E) gilt.

Wie durch Anwendung von ¢, auf die Formeln , und Bemerkung folgt, ent-
sprechen weiterhin den Werten ¢,(m¢(E)), gp]%(mg(E’)) die Isogenien ¢,(¢)) : E — ¢p(E')
sowie ¢2(1)) : E — ¢2(E'). Schreiben wir P # O fiir einen Punkt in ker(t), dann folgt

¢p(P) € ker(¢p (1)) und gb%(P) € ker(gbzw)). Durch Spezialisierung von Formel (6.16)) auf die
betrachtete Kurve F ergeben sich also die Gleichungen

R(j(E),mg(E),gop(mg(E))) _ G&mx(EaP)Gé,n,x(Ea ¢p(P))];1(E)rGX1 (ef(Pa ¢p(P)))

Gin (B, P)Geny (E, ¢5(P))p1(E) Gy (eo(P, ¢5(P))) .

R(j(E), mu(E), gp(me(E))) =

Daraus erhalten wir sofort

RGE). me(E). oy E)) _Cunn Eo6y(PGr(enP.oy(PY) o
R(J(E),mu(E), pp(me(E)))  Genx (B, ¢3(P))Gy—1(ee( P, $3(P))) ’
Fir p=1 mod n rechnen wir weiterhin
- 1
Gy n,x E ¢p Z a¢p Z Xp(a)(aP)V)p = Gé,n,x(E>P)p> (6-18)
a=1 a=1
was direkt Gy, (E, cb;(P)) = Gony(E, P)p2 impliziert. Damit ergibt sich
Gonyx(E,9p(P)) _ p0-p)
G ) = Con B PP = (G (8, PV, (6.19)
da n |1 —p gilt. Mit Gleichung folgt
RG(E), mE),gpmu(E)) (o s e _ Gy (@l P.gy(P))
(Genyx (B, P)") G (e (P.02P)) (6.20)

R(j(E), me(E), pp(me(E)))

Wie in Abschnitt {4 ausfiihrlich beschrieben, kann der Wert von Gy, (£, P)™ mittels der vor-
berechneten universellen elliptischen Gaufl-Summen fiir den Elkies-Fall aus den Werten von
J(E) und my(E) bestimmt werden. Damit kann die linke Seite von Gleichung mithilfe
der vorberechneten rationalen Ausdriicke berechnet werden.

Nach Satz [[.1.10] gilt
$p(P) = tep(P) —

was mit den Eigenschaften der Weil-Paarung e, laut Proposition [I.1.4]

ee(P, ¢(P)) = ec(P,t¢p(P) — pP) = eq(P, dp(P))'

impliziert. Aus den bekannten Eigenschaften der zyklotomischen Gauf-Summen (vgl. den
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6.4 Laufzeit

Beweis von Lemma (3.2.4) folgt damit fiir die rechte Seite von Gleichung (6.20)

GoorlelP6y(P) __ GalelPon(P)) _
Gy-1(ee(P,o3(P)))  X(8)Gy1(ee(P, ¢p(P)))
Somit erlaubt es Gleichung (6.20)), den Index von ¢ € (Z/¢Z)* modulo n zu bestimmen. Wird
die Rechnung fiir die verschiedenen koprimen Teiler n von ¢ — 1 ausgefiihrt, erhédlt man den
im Algorithmus von Schoof gesuchten Wert von ¢ modulo /.

Abschlieend gehen wir auf die bei der Herleitung der Formeln getroffenen Annahmen ein.
Zunichst haben wir » > 2 angenommen. Falls r = 2 gilt, so sind jedoch keine weiteren
Rechnungen nétig, um ¢ modulo ¢ zu bestimmen: Nach [Sch95, S. 236] folgt namlich fur
P € E[{] zunichst ¢2(P) = aP fiir ein a € F§. Setzt man dies in Gleichung ein, so ergibt
sich

(a+ p)P = toy(P).

Da ¢ eine Atkin-Primzahl ist, muss die linke Seite verschwinden. Damit erhédlt man die Kon-
gruenzen a = —p mod £ und t =0 mod /.

Weiterhin haben wir in den Gleichungen (6.18]) und (6.19) angenommen, dass p =1 mod n
gilt. Allgemein sei fiir eine Primzahl p das Inverse modulo n mit p’ bezeichnet und es gelte
p = nqp + my,p? = nga + ma mit 0 < my, mo < n. Statt Gleichung (6.18) erhilt man dann

- -1
Genx(E Z a)(ady(P))v = Y X'P(a)(@P)y )’ = Gy, (B, P)’
a=1 a=1
und daraus Gy, (E, gbg(P)) = Gy, 2 (E, P)P’. Anstelle von Gleichung (6.19) ergibt sich
nun
Ge,n,x (E, ¢p(P)) . (Gﬁ,n,xl/ (E7 P)n)ql G£7n7xp’ (E) P)ml Gé,n,x*1 (Ea P)
GZ,”:X(E7 ¢121(P)) (G£7n7xp’2 (E’ P)n)qg G&mxpa (E7 P)m2 Gf,n,x*1 (Ea P)
Der Wert G, v (E, P)" kann nun wieder mittels der universellen elliptischen Gaufi-Summen

fiir den Elkies-Fall bestimmt werden. Wegen p'm; = p'p = 1 mod n lasst sich weiterhin die
GroBe G, (E, P)™ Gy -1 (E, P) direkt mit der universellen elliptischen Jacobi-Summe

0 nx? my AUS Lemma berechnen. Analoges gilt fiir die Ausdriicke im Nenner. Somit
kann Glelchung fiir allgemeines p in eine Gleichung analog zu (6.20)) umgeformt

werden, deren hnke Selte mlttels vorberechneter rationaler Ausdriicke bestimmt werden kann.

6.4 Laufzeit

Wir beschrédnken uns auf die Betrachtung der Laufzeit fiir das Auswerten des Ausdrucks
R(j(E),my(E), pp(me(E))). Aus der Kombination von Lemma sowie Proposition [2.1.21

ergibt sich
S ep(me(B)) 1 S my(B)2 Y30 i i (B)
oM, . .
2 (pp(m (E)))agame(E),J(E))

on(E) = (6.21)
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6 Universelle elliptische Gau3-Summen im Atkin-Fall

Aus Lemma und Gleichung folgt, dass im Mittel fiir festes ¢; die Berechnung
des von my sowie j abhéingenden Terms O(¢?v) Multiplikationen in F,-[¢,] erfordert. Wird
anschlieend iiber i; summiert, so ergibt sich ein Aufwand von O(¢£3v) Multiplikationen in
Fpr[¢n]. Es ist klar, dass allein die Laufzeit fir diesen Schritt fiir Werte von ¢ € O(logp)
bereits fiir ein festes n deutlich die im urspriinglichen Algorithmus von Schoof fiir festes ¢
erforderliche Laufzeit 0(52 log p) Multiplikationen in F), ibersteigt, ganz zu schweigen von der
Laufzeit 0(6 log p) im Elkies-Fall oder den weiteren in Abschnitt dargestellten Verbesse-
rungen. Beachten wir iiberdies, dass asymptotisch laut ¢ € O(v) gilt, so sehen wir, dass
die vorgestellte Alternative fiir den Atkin-Fall eine Laufzeit aufweist, die eine tatsdchliche
Verwendung zum Punktezéhlen nicht praktikabel macht.

Dies miisste offenbar auch gelten, wenn wir, statt wie in Abschnitt eine Darstellung auf
Basis von my zu bestimmen, #hnliche Uberlegungen ausgehend von anderen Modulfunktionen
wie ap durchgefiihrt hétten. In diesem Fall wére zwar der Wert von v geringer, aufgrund des
Faktors ¢3 lige die Laufzeit jedoch weiterhin deutlich iiber derjenigen bestehender Ansitze.
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7 Polynomiell zyklische Algebren

7.1 Definitionen

In diesem vom Rest der Arbeit unabhéngigen Abschnitt stellen wir einen weiteren Ansatz
vor, mit dem mithilfe der in [MV10] definierten polynomiell zyklischen Algebren die Spur
des Frobenius-Homomorphismus modulo Atkin-Primzahlen ¢ berechnet werden kann. Wir
nehmen in starkem Mafle Bezug auf die Masterarbeit [Berl3|, der die meisten hier darge-
stellten Ergebnisse entstammen. Neue Resultate werden in den Abschnitten [7.2.1] sowie [7.3]
prasentiert.

Definition 7.1.1. [MV10, S. 6] Sei K ein endlicher Koérper und f(X) € K[X] ein Polynom
mit deg(f) = n. Dann nennen wir die K-Algebra A = K[X]/(f(X)) eine polynomiell zyklische
Algebra mit Zyklizitatspolynom C(X) € K[X] und bezeichnen f(X) als zyklisches Polynom,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. f(C(X)) =0 mod f(X).
2. CM(X) - X =0 mod f(X) und ggT(C™(X) — X, f(X)) =1 fiir m < n.
Dabei ist C™(X) = CoC---0C(X).

m-mal

Bemerkung 7.1.2. 1. Jedes irreduzible Polynom f € K[X] ist auch zyklisch mit Zyklizi-
tatspolynom C(X) = X9, wenn K = [, gilt.

2. Wenn ein Polynom f(X) € K[X] zyklisch mit Zyklizitdtspolynom C(X) ist, gilt dasselbe
in allen Erweiterungen L. von K.

Der folgende Satz liefert mehrere Charakterisierungen zyklischer Polynome.
Satz 7.1.3. [MV10, S. 6] Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
1. f ist zyklisch.

2. Es gibt ein Polynom C(X) € K[X], das die Nullstellen von f zyklisch permutiert, d. h.,
fiir jede Nullstelle o € K won f gilt die Gleichheit f(C(a)) = 0 und die Elemente C™ (o),
1=1,...,n, sind paarweise verschieden.

3. In der Faktorisierung [ = HZ:l hy dber K[X] haben alle Faktoren hy denselben Grad
und sind paarweise verschieden.

Als néchstes beschreiben wir einige Eigenschaften polynomiell zyklischer Algebren.

Satz 7.1.4. [MV10, S. 9] Sei A = K[X]/(f(X)), deg(f) = n, eine polynomiell zyklische
Algebra mit Zyklizitditspolynom C(X) und sei o := X mod f(X). Dann gelten die folgenden
Aussagen:

1. Das Zyklizitatspolynom C(X) induziert einen Automorphismus v von K-Algebren von
Ordnung n vermdge
v:A—>A a-Ca).

Wir schreiben Gal(A/K) := (v), Gal(A/K) ist also die von v erzeugte Automorphis-
mengruppe von A, die wir auch als Galoisgruppe von A/K bezeichnen.
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7.1 Definitionen

2. Es gilt ACYAK) — (e A v(x) =2} =K, also v(z) =z = z e K.

Satz 7.1.5. [MV10, S. 11] Sei A = K[X]/(f(X)) eine polynomiell zyklische Algebra. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

1. gei K/K eine Korpererweiterung. Dann ist A := A ®g K eine polynomiell zyklische
K-Algebra und es gibt einen kanonischen Isomorphismus Gal(A/K) = Gal(A/K).

2. Sei H < Gal(A/K) eine Untergruppe. Dann ist die Unteralgebra aller unter H invari-
anten Elemente,

A= {ae A:h(a) =aVhe H},

polynomiell zyklisch. Ist umgekehrt B — A eine polynomiell zyklische Algebra, dann gibt
es eine Untergruppe H = Gal(A/K) mit B = Al

Die Dimension von A ist gleich dem Inder [Gal(A/K) : H]. Des Weiteren gibt es
einen kanonischen Isomorphismus Gal(AH /K) =~ Gal(A/K)/H.

Wir definieren nun Lagrange-Resolventen in polynomiell zyklischen Algebren, wobei wir er-
neut eng [MV10, S. 12] folgen. Sei A = K[X]/(f(X)), deg(f) = n, wieder eine polyno-
miell zyklische Algebra mit Gal(A/K) = (v). Sei ¢, € K eine primitive n-te Einheitswur-
zel mit Minimalpolynom K, (X) € K[X]. Wir setzen nun A, := A[T]/(K,(T)). Wegen
A, = A ®k K[¢,] impliziert Satz dass A, eine polynomiell zyklische Algebra iiber
K[¢n] ist und wir mittels des kanonischen Isomorphismus die Gruppen Gal(A¢, /K[(,]) und
Gal(A/K) identifizieren kénnen. Sei nun y : Gal(A/K) — K[(,] ein multiplikativer Charak-
ter. Fir a € A definieren wir die Lagrange-Resolvente (x, «) als

(a)= Y x(@)a(a) = Y xt)(a) = Y xw)v'(a) € Aq,.
i=1 i=1

oeGal(A/K)

Wie aus dem folgenden Satz hervorgeht, konnen die Lagrange-Resolventen dazu verwendet
werden, einen Isomorphismus zwischen zwei polynomiell zyklischen Algebren explizit zu be-
stimmen, was wir spiter benutzen werden.

Satz 7.1.6. [MV10, S. 14] Seien A; = K[X]/(f:(X)), deg(f;) =n, i = 1,2, zwei isomorphe
polynomiell zyklische Algebren mit den Zyklizitdtspolynomen C1(X), Co(X). Seien v; die von
Ci(X) induzierten Automorphismen und G; := Gal(A;/K) = (v;) und o; := X mod f;(X),
wobei aa mit seinen Konjugierten eine normale Basis von Ag bilde. Dann existiert ein Iso-
morphismus

n
0:A] > Ay, ag— Z aivi(ag) mit a; e K (7.1)
i=1
mit Y ov] = Vg 0 (.
Sei weiterhin ¢, € K eine primitive n-te Einheitswurzel und sei A; ¢, wie oben. Seien noch

Xi : Gi = pin, @ = 1,2, Charaktere mit x1(v1) = x2(v2). Dann gibt es B(x2) € K[(,] mit

o((x1,1)) = (x2,a2) - B(x2)-

Genauer gilt

Blxa) = D, aixa ' (v3)-
i=1
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7 Polynomiell zyklische Algebren

Aus dem Satz ergibt sich folgendes Vorgehen zur Bestimmung der Koeffizienten a; in ([7.1))
(IMV10, S. 14]): Fiir j = 1,...,n sei x2,; der Charakter mit x2;(v2) = ¢J. Wenn der Wert
B(x2,;) bekannt ist, so ergibt sich

i
B(x2,5) ZQZXZJ vh) ZazC JIoj=1,...,n.

i=1

Daraus folgt
=B
mit M = (¢, ”)U 1, @ = (a;)7~; und 3= (X2,j))7=1- Somit erhilt man ein lineares Glei-

chungssystem fiir die Koeffizienten a;, mit dem sie aufgrund der folgenden Proposition be-
stimmt werden koénnen.

@l

Proposition 7.1.7. [Berl3, S. 35] Die Matriz M ist requlir, wenn ggT(n, char(K)) =1 gilt.
Genauer ist
(det(M))2 _ (_1)n-(n+1)/2+1 .

7.2 Anwendung

Wir erinnern zunéchst an das Strahlenpolynom aus [MV10].

Definition 7.2.1. Sei F: Y2 = X + aX + b =: f(X) eine elliptische Kurve iiber F,, £ eine
Primzahl und P ein Punkt in E[¢], P # O. Das zu P zugehorige Strahlenpolynom ist definiert

als
(£-1)/2

Ep(X)= [] (X —(aP).)eFp[X].

a=1

Wir bemerken, dass das Strahlenpolynom nur von dem Teilvektorraum von E[{] abhéngt, der
von P aufgespannt wird. Das Polynom verfiigt iiber die folgenden Eigenschaften:

Lemma 7.2.2. 1. Ep(X) ist ein zyklisches Polynom, dessen Zyklizitatspolynom G.(X)
mithilfe der Divisionspolynome von E leicht berechnet werden kann [MV10, S. 8].

2. Ep(X) liegt in Fpr [ X], wobeir | £+ 1 der Grad eines irreduziblen Faktors in F,[X] des
(-ten Modularpolynoms ®,(X,j(E)) ist. Dies folgt aus [Sch95, Satz 6.1, 6.2] und wird
in [MV10, S. 3] gezeigt. Im Elkies-Fall stimmt das Strahlenpolynom fiir passendes P
mit dem FElkies-Faktor Fy \ aus [Sch93, [Mord5] iberein, es gilt r = 1.

Um den Wert von ¢t mod ¢ zu bestimmen, betrachten wir wie {iblich die Gleichung x(¢p)
mod ¢ aus Satz [1.1.10] Setzen wir einen ¢-Torsionspunkt P ein und beschrénken uns auf die
x-Koordinaten, so erhalten wir

(¢12;(P) +pP)x = Gt((pp(Px))v (72)

wobel G¢(P;) = (tP); gilt und G mithilfe der Divisionspolynome definiert ist [Was08), S. 79].
Setzen wir A = Fpr wie in Lemma und B = A[T]/(Ep(T)), so kénnen alle Rechnun-
gen in B durchgefiihrt werden. Lemma [7.2.2] impliziert wiederum, dass B eine polynomiell
zyklische Algebra ist. Wir bezeichnen den vom Zyklizitatspolynom G. induzierten Erzeuger
der Galoisgruppe Gal(B/A) mit v und schreiben 0 := T + (Ep(T)). Wie im Algorithmus von
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Schoof dominiert die Berechnung der Wirkung von ¢, die Laufzeit. Da deg(Ep) = 5771 gilt,
liegt die Gesamtlaufzeit bei O(rflogp) Operationen in F, gegeniiber O(¢? log p) Operationen
im urspriinglichen Algorithmus von Schoof.

Mithilfe der in Abschnitt prasentierten Resultate méchten wir einen Ansatz beschreiben,
mit dem die Laufzeit verringert werden kann. Unsere wesentliche Idee besteht, aufbauend auf
Ansitzen in [MV10] und detaillierten Uberlegungen in [Berl3|, darin, eine polynomiell zy-
klische Algebra C zu konstruieren, die zu B isomorph ist und eine effiziente Auswertung
des Frobenius-Homomorphismus erlaubt. Danach lésen wir das sich ergebende Diskreter-
Logarithmus-Problem in dieser Algebra. Unser Ansatz betrifft Atkin-Primzahlen und un-
terscheidet sich von den verschiedenen Verbesserungen im Elkies-Fall, die im Wesentlichen
darauf basieren, auszufiihrende Rechnungen in kleinere Erweiterungen von F, zu verlagern,
was fiir Atkin-Primzahlen nicht moéglich ist. Offensichtlich erfordert unser Ansatz die explizite
Berechnung des Isomorphismus zwischen den beiden Algebren.

Wir definieren zunéchst die Algebra C.

Proposition 7.2.3. [Berld, S. 36] Sei G = {be F; - (%) = 1}, Co € T, eine primitive (-te
Einheitswurzel und K(U) = [[,eq(U — ¢8). Dann ist C = A[U]/(K(U)) eine polynomiell
zyklische Algebra mit Gal(C/A) = (o : {4 — Cl?2>, wobei {c) =T} gilt.

Lemma 7.2.4. [Beri, S. 37] Als Algebren diber A sind B und C isomorph.

Somit existiert ein Isomorphismus

(t-1)/2 _
a:B—>C, 0 Y b mit beA (7.3)
=1

mit cov =coa.

Bemerkung 7.2.5. Damit die Voraussetzungen von Satz[7.1.6|erfiillt sind, miissen die Elemente

Q?Ql,i =1,..., Z_Tl, eine Basis der Algebra C bilden. Dies kann bei tatsédchlichen Rechnungen

zur Laufzeit gepriift werden und war in der Praxis stets der Fall.

Zur Bestimmung der Koeffizienten von ([7.3]) folgen wir den Erlduterungen nach Satz m

Sei p eine %—te Einheitswurzel, ¢ | 5771, ¢y = p /(29 und

Yo : Gal(B/A) = A[G], v ¢, (7.4)
ein Charakter von Ordnung ¢. Wir identifizieren x, mit dem Charakter

Yoz : Gal(C/A) = A[G], o ¢,
Es gilt folgendes

Lemma 7.2.6. [Berld, S. 38-39] Seien

(¢-1)/(24) (-1)/(20) (-1)/(20)
B = N e l<i<g und 09 = N 0 und ¢V = Y o7(¢).
k=1 j=1 j=1
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7 Polynomiell zyklische Algebren

Seien weiterhin
: QU
Te(Xq) = Y Cv*(0'9) und 7 Z ol (¢, sowie B(xq) = D, ¢ b".
a=1 i=1

Dann erhalt man

(Te(Xq)) B(Xq) (Xq)-

Bemerkung 7.2.7. Die GroBen 7(x,) sind im Wesentlichen klassische zyklotomische Gauf-
Summen, wihrend die Werte 7.(x,) die in [MV10] eingefiihrten elliptischen Gaufl-Summen
sind, die in dieser Arbeit, beginnend mit Gleichung (1.9)), bereits vielfach betrachtet wurden.

Die effiziente Berechnung von /() geschieht geméf

Lemma 7.2.8. [Berld, S. 89-40] Mit den obigen Bezeichnungen gelten folgende Aussagen:
e q
1. B(xg)! = :&f))q .

2. Firi>1 gilt B(x;™) = B(xL)B(xq) - - mit

Zeji i= W € A[¢,] und z:= W e A[¢,]

3. Sei x ein Charakter von Ordnung 6_71 mit x = HqH(Z—l)/? xg'- Dann gilt

:zen Hﬁ

“n qlln
mit Zen, zn € Alp].

Zur Berechnung von ((y) fiir alle Charaktere x : Gal(B/A) — A[p] berechnet man also
zunédchst fiir maximale Primzahlpotenzen ¢ || % fiir den Charakter x, den Wert 3(x,) durch
Ziehen einer ¢g-ten Wurzel in A[(,], anschlieBend die Werte von (x,) fiir Potenzen X(i]? woraus
man die Werte fiir allgemeine Charaktere x erhéilt. Insbesondere miissen nach Bestimmung
der B(xq) keine weiteren Wurzeln mehr gezogen werden, was die Laufzeit gegeniiber dem
naiven Vorgehen wesentlich reduziert. Danach verfiigen wir geméaf Satz[7.1.6]iiber ein lineares

Gleichungssystem der Form L
M-b=p (7.5)

mit M = (p‘”)(i 1)/2 b= (b; )Eé 11) und 5 = (8(x)). Wegen ggT( 5 ,p) = 1 ist die Matrix
M laut Proposmon - regulér und die Koeffizienten b; des Isomorphismus o koénnen be-

stimmt werden.

Zur Berechnung der Spur ¢ modulo ¢ gehen wir wie folgt vor. Zunéachst definieren wir mithilfe
der Gleichung der betrachteten Kurve E und der z-Koordinate # den Punkt P := (6,~), der
auf F liegt. Anstatt ¢,(0) zu bestimmen, rechnen wir nun wie in [Berl3]

(t-1)/2 (6—1)/2 N
a(pp(0)) = pp(a(8)) = ¢p Z bicE | = > W (7.6)
=1
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Offensichtlich gilt ¢} < Cé“ mit k = pc®* mod /. Gegebenenfalls muss die Potenz Cf mit k </
noch modulo K (U) reduziert werden. Es ergibt sich, dass diese Werte mit vernachléssigbaren
Kosten berechnet werden kénnen und die Laufzeit dieses Schritts von der Berechnung der
p-ten Potenzen der b; dominiert wird, die jedoch in A liegen. Gleiches gilt fiir die Berechnung
von 04(90123(9)). Mithilfe des Polynoms G; kénnen wir die rechte Seite von Gleichung
bestimmen.

Um die linke Seite zu bestimmen, benutzen wir das Polynom H, mit v - H,(8) = (pP),, das
analog zu G; mithilfe der Divisionspolynome definiert ist [Was08, S. 79]. Unter Verwendung
der Formeln zur Addition von Punkten auf elliptischen Kurven erhalten wir

(¢5(P) + pP)s = (soé(v)—(pP)y

2
wp(0) — (pP)x> (0 = (0P)e- (7.7)

Dabei nehmen wir an, dass gbzz)(P) # +pP gilt (anderenfalls kann ¢ einfach bestimmt werden).
Wegen

2

(¢2(7) = (pP)y)? = (" — - Hy(0))? = ¥* (77" " — H,(9))*
= 10) (FOF 7 — 1, (0))’

mit f wie in Definition héngen der Zéhler des Bruchs und somit der Wert (¢2(P) +pP),
nur von § ab. Nach Bestimmung der Werte 2 (0), 02 (f(6)) mithilfe der speziellen Struktur von
C sowie G)(0), H,(#) kann die linke Seite von Gleichung ([7.2]) durch einmaliges Wurzelziehen

gewonnen werden.

(7.8)

7.2.1 Verbesserungen

Das in [Berl3| vorgestellte Vorgehen erfordert, wie dargestellt, die Berechnung von 5(x) fiir
alle Charaktere x von Ordnung 21 Zur Reduzierung der Laufzeit stellen wir einen alterna-
tiven Ansatz zur Bestimmung von « vor.

Unter Benutzung der Definition von « erhalten wir zunéchst

(t-1)/2 (t—1)/2

Z bio'(G) und a(WF(0) = > bio"F(G).
=1

Mithilfe dieser Identitaten rechnen wir

(e=1)/(2q) (—1)/(2q) (1—1)/2
a(0'9) =« 790 | = Z Z bio (¢,
j=1
(5—21)/2 ' (f—%/:@q) Zq:(e 12/:(2(1) o Z N
= bio’ a’1(¢r) brgri ") = Y Yo (¢7).

=1 j:1 =1 —— i=1
L T o)
Clgq) bz(q)
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7 Polynomiell zyklische Algebren

(@)

Wir benétigen also genau die Werte b,”’, um den Isomorphismus

ag: A[09] - A[¢\?]

anzugeben, der die Einschrankung von « auf diese Teilalgebren ist. Zur Bestimmung der bEQ)

miissen die Werte 3 (sz),i =1,...,q, gemafl Lemma berechnet werden, wozu eine g¢-te
Wurzel gezogen werden muss. Anschliefend 16st man direkt ein lineares Gleichungssystem,
anstatt 5(x) fiir Charaktere von grofierer Ordnung zu bestimmen. Unser neuer Ansatz besteht
darin, den Isomorphismus « fiir ¢ || E_Tl zu bestimmen und aus den Zwischenergebnissen in-
duktiv den Isomorphismus « zu konstruieren.

Seien q1, ¢ | Z_Tl mit (g1,¢2) = 1. Wir nehmen an, dass die Isomorphismen oy, , g, bekannt
sind, und geben eine Methode zur Berechnung von ay, 4, an. Zu diesem Zweck setzen wir

B, := A[#9],C, := A[Q@] und betrachten das folgende Diagramm:

BthQ
q1
q2
Blh BQQ
q1
q2
A

Mittels der allgemeinen Theorie aus [MV10] erhalten wir Gal(B/B,) = (v?), wobei v wie
bisher ein Erzeuger von Gal(B/A) ist. Das Polynom

q2
Mi(X) = HX _ ,/111'(9((11(12))
i=1

verschwindet bei #(2192) und weil seine Nullstellen von v% permutiert werden, liegt es laut

Satz in By, [X]. Weiterhin ist (%) eine Nullstelle von
g2 )
My(X) = [ [X = v/(6)).
i=1

Wir betrachten die Wirkung von v? auf die Nullstellen von M5(X) und erhalten

P ((0(2))) = pinti(ga)y = i) (glaz))
mit j(i) = jq1 +¢ mod gz, da 12 (0(®)) = §(2) gilt. Wegen (¢1,¢2) = 1 folgert man jq; # 0
mod g2 fiir j < go. Somit permutiert v9" die Nullstellen von My(X), das somit ebenfalls in
B,, [X] liegt.

Da wegen (qi1,¢2) = 1 die Elemente x € By, [X]/(M2(X)) genau unter »99* invariant sind,
schlieflen wir mit Satz [[.1.5]

By, [X]/(M2(X)) = Bg,q, = By, [X]/(M1(X)). (7.9)

Da 0@1%) = X mod By, [X]M;(X) und (%) = X mod B, [X|Mz(X) gilt, existiert auf-
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grund von Isomorphismus (7.9) ein Polynom W (X) € By, [X] mit deg(W (X)) < g2, sodass
W (@) = g(0192) gilt. Da der Isomorphismus

q2—1
Qgy © qu — ng; 6(‘12) — Z aio.l(céqz))
=0

als bekannt angenommen wird, erhalten wir
g2—1 ‘
gy (012)) = 0(0(2)) = a(W(042))) = a(1V) ( 2 amZ(cé‘”’)) |
i=0

Wegen W (X) € By, [X] hingen die Koeffizienten von W von (@) ab. Unter Benutzung des
Isomorphismus «y,, der ebenfalls als bekannt angenommen wird, kénnen wir sie in Abhén-
gigkeit von ¢, angeben, was schlielich g, 4, (6(119)) in Abhingigkeit von (; ergibt.

Wir geben noch eine verbesserte Methode zur Bestimmung der Spur ¢ an. Der in [Berl3]
vorgestellte Ansatz erfordert das Ziehen einer Wurzel in Gleichung (7.8]) in der Algebra C,
was hohe Kosten verursacht. Wir zeigen, wie wir dies umgehen kénnen. Schreiben wir

A(0) = ¢p(0) — Gp(0), C(0) = ¢p(0) + Gp(0),

so erhalten wir aus ((7.7) und ((7.8))

_GI0) — 20(0)7 V2 H,(0) + F(0)H3(0)

Gi(ep(9)) 2(0) E——C(9)
= (Gi(pp(9)) + C(0))A%(0) — p(f(0)) — f(e)Hz(Q = 2f(0) TV H,,(0)
B(1,0)
=B(t,0)* = 4f(0)7 T H2(0) = 402(f(0)) £(0) H2(6). (7.10)

Offenbar kénnen beide Seiten dieser Gleichung ohne Wurzelziehen berechnet werden und nach
Anwendung von « auf ([7.10) muss lediglich der Wert von ¢, der diese Gleichung erfiillt, be-

stimmt werden.

Da wir nur die z-Koordinaten betrachten, erhalten wir zwei Losungen +¢. In manchen Féllen
erlaubt es [Dew98|, S. 1251], das Vorzeichen von ¢ zu bestimmen.

7.3 Laufzeit
7.3.1 Bestimmung von ((x,)

Zunichst miissen die elliptischen GauB-Summen 7.(x,) bestimmt werden. Aus dem Absatz
vor Gleichung (4.17)), in dem ihre direkte Berechnung fiir Elkies-Primzahlen analysiert wurde,
ergibt sich direkt ein Aufwand von O(q C(¢)) Operationen in A oder

O(q C(re)) (7.11)
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7 Polynomiell zyklische Algebren

Operationen in F,,. Die zyklotomischen Gauf-Summen 7(x,) konnen analog in &hnlicher Lauf-
zeit bestimmt werden. Als néchstes sind die g-ten Potenzen der GroBen 7.(xq), 7(Xxq) zu be-
rechnen, was log ¢ Multiplikationen in A[(,, 6(9] und somit

O(M(rg*)log q) (7.12)
Operationen in I, entspricht. Anschlieend muss eine g-te Wurzel gezogen werden, was laut

[DS14] mit
O(M(q) M(rq)logp + qC(rq) + C(q) M(rq) logrq) (7.13)

Operationen zu Buche schligt. Damit ist der Wert 3(x,) bestimmt. Wegen ¢ € O(p) werden
die Kosten aus (7.12) von denen aus (7.13) dominiert. Da B(x,) fiir alle ¢ || 5% berechnet

werden muss, erhalten wir eine Gesamtlaufzeit von

S @10 + @I, (7.14)

{—
a5t

fiir diesen Schritt. Da Z_Tl hochstens log £ verschiedene Primteiler hat, kénnen wir die Kosten
mit

O(log £(q C(rf) + M(q) M(rq) log p + q C(rq) + C(q) M(rq)logrq))
= O(qC(rl) + r¢*logp) (7.15)

abschitzen, wo nun ¢ = max;{g; || 51} gilt.

7.3.2 Berechnung von «

Mit dem Ansatz aus Abschnitt [7.2.I] erhalten wir folgende Kosten fiir die Bestimmung von «.
Zunichst berechnen wir den Isomorphismus ¢y. Sobald der Wert 5(x,) fiir ¢ || Z*Tl bekannt
ist, sind die Werte 8(x7),j = 2,...,¢, zu berechnen, was gemifl Lemma O(q) Mul-
tiplikationen in A[Cq,H(q)] erfordert. Anschlieflend 16sen wir ein lineares Gleichungssystem
von Dimension g tber A[(,], wobei die zu invertierende Matrix zu einer diskreten Fourier-
transformation gehort, weshalb dieser Schritt O(glog¢) Multiplikationen in A[(,] erfordert.
Bezeichnen wir mit ¢ die maximale Primzahlpotenz, die % teilt, erhalten wir insgesamt
Kosten von

O(gM(rg®) + qloggM(rq)) = O(rg®). (7.16)

Fiir die induktive Berechnung von « aus den verschiedenen o, miissen in jedem Schritt die
Polynome Mj, My, W bestimmt werden. Dafiir sollte man den Algorithmus aus [MMSOT7,
S. 4-5] anpassen kénnen, was die Laufzeit

O(q;/2 M(re) + qéw_lwrﬁ)
liefert. Da w > 2 gilt, kann die Laufzeit durch
O(g ™V r0) (7.17)

abgeschatzt werden. Nun verfiigen wir iiber ein Polynom W = 222:_01 wiX* € By, [X], so-
dass W(0(®)) = g(@42) Da die Terme, die man bei der Berechnung von Potenzen von
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g, (0(92)) = 23201 a;0' (¢ (QQ)) erhélt, in der Regel nicht direkt in derselben Form geschrie-
ben werden kénnen, benutzen wir von Anfang an die Darstellung oy, (022)) = f;é a;C}, die

man leicht durch Ausschreiben der Céqz) erhélt.

Da W den Grad ¢o—1 aufweist, miissen die Potenzen bis zu diesem Exponenten berechnet wer-
den, was O(ga2 M(rf)) Operationen ergibt. Danach muss noch Zk o Wrag, (012))F bestimmt
werden. Die wy, sind Polynome in Potenzen von ag, (#()), die in O(g1 M(r¢)) Operationen
berechnet werden konnen. AbschlieBend sind die Terme in O(g2 M(r¢)) Operationen zu mul-
tiplizieren, womit o, 4, bestimmt ist. Insgesamt ergibt sich zusétzlich

O((q1 + q2)r0), (7.18)

was - ) dominiert, da w < 3 gilt, sodass dies die Laufzeit eines induktiven Schritts ist.

Offensichtlich miissen hochstens O(log /) induktive Schritte durchgefithrt werden, bis a be-
stimmt ist. Damit ist die Gesamtlaufzeit gleich , wobei q1, ¢ mit q1q0 = zgl die ma-
ximalen Werte bei der iterativen Bestimmung von « sind. Im besten Fall kénnen ¢, g2 von
Ordnung O(v/f) gewihlt werden, was eine Laufzeit von O(r¢3/2) Operationen ergibt, wohin-
gegen die Laufzeit bei O(r¢?) liegt, wenn der grofite Primpotenzteiler ¢ | % von Ordnung

O(?) ist.

7.3.3 Berechnung von ¢

Aufgrund der speziellen Struktur von C kann die Berechnung von ¢, in dieser Algebra sehr
schnell durchgefﬁhrt Werden wie bereits angemerkt. Um den Homomorphismus ¢, effizient
auf beliebige b = ZZ 0 alCZ anwenden zu kénnen, reicht es aus, die Wirkung von ¢, auf einer
Basis von A zu kennen. Wihlt man eine Potenzbasis {1,z,...2" 1}, dann ist es hinreichend,
¢p(z) in A zu berechnen, woraus man direkt ¢,(z¥) = (gop(x))k erhélt. Somit liegen die
Kosten fiir die Vorberechnungen bei O(M(r)logp) Operationen. Anschlieend kann der Wert
opla) = Z;;(l] cjpp(z) filr a = Z;;é cjz? € A mit O(r?) Multiplikationen in F, ermittelt wer-
den. Um ¢, (b) zu bestimmen, muss diese Rechnung ¢-mal ausgefithrt werden. Somit kénnen
die durch Wirkung des Frobenius-Homomorphismus entstehenden Werte in Laufzeit O(r2¢)
berechnet werden.

Abschlieend muss ¢ durch das Testen moglicher Werte bestimmt werden, was O(¢M(r/))
Operationen erfordert. Insgesamt ergibt sich fiir diesen Schritt eine Laufzeit von

O(M(r)logp + 20 + £ M(r£)) = O(rlog p + r?). (7.19)

7.3.4 Gesamtlaufzeit

Die Kombination der verschiedenen Abschétzungen (7.15)), (7.16)), (7.18), (7.19) aus den vor-
angehenden Abschnitten ergibt

O(q C(rt) + rq*logp + r¢> + (q1 + q2)r¢ + rlogp + r%)
= O(rq®logp + qC(rl) + r¢> + r0?). (7.20)

Wir vergleichen dies mit der Laufzeit fiir den Elkies-Fall, die O(¢logp) Operationen be-
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trégt, wohingegen die entsprechenden Rechnungen im urspriinglichen Algorithmus von Schoof
ON(E2 log p) Operationen benétigten. Da wir erwarten, dass die grofite zu betrachtende Prim-
zahl ¢ von Ordnung O(log p) ist, erlaubt der urspriingliche Algorithmus die Verwendung von
Atkin-Primzahlen ¢ € O(y/log p). Wir untersuchen nun die Bedingungen dafiir, dass unsere
Laufzeit O(log?p), d. h. die Kosten fiir Elkies-Primzahlen £ € O(log p), nicht iiberschreitet.

Wir erhalten die folgenden Einschrankungen:

rq* € O(logp),
qC(re) e O~(log2 D), rg’ e (’)(log2 D), ri% e O(log2 D).

Die erste Bedingung impliziert dabei die mittlere in der zweiten Zeile. Nehmen wir an, dass
r klein ist, so ergibt sich

g€ O(\/logp), qC(¢) € O(log? p),

sodass, wenn die Teiler ¢ von 4_71 klein genug sind, Atkin-Primzahlen mit C(¢) € O((logp)'?),
also £ € O((log p)*®) fiir den besten bekannten Wert von w ~ 2,38, benutzt werden konnen.
Allerdings kann, wenn r klein ist, genau so gut die bestehende generische Methode fiir Atkin-
Primzahlen aus [Sch95, IMiil95] benutzt werden, die in diesem Fall effizient ist.

Gibt man die Annahme, dass r klein ist, auf und nimmt nur » € O(f) an, muss offenbar
erstens ¢ kleinere Werte annehmen und zweitens wird O(g C(r¢)) zum dominierenden Term
in der zweiten Zeile. Falls ¢ klein ist, erhélt man fiir £ die Schranke

¢ € O((logp)#1),
was £ € O ((log p)%?) statt £ € 0, ((log p)®®) im Algorithmus von Schoof ergibt.
Somit kénnte die Methode es erlauben, wenn die Werte von r und ¢ nicht zu grofl werden,

etwas groflere Atkin-Primzahlen ¢ zu verwenden. Thr praktischer Nutzen ist jedoch als gering
einzuschétzen.
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Notation

N
Z
C
H
Fyr
Ce

b1, My, Gy
My, Ay
We

£

©

Tem,x
Jﬁ,n,x,k

natiirliche Zahlen

ganze Zahlen

komplexe Zahlen

obere Halbebene

endlicher Kérper mit p” Elementen

primitive ¢-te Einheitswurzel

Gruppe der f-ten Einheitswurzeln
Frobenius-Homomorphismus iiber F,
Frobenius-Homomorphismus auf elliptischer Kurve E/F, — S.
Spur von ¢, im Endomorphismenring von F

Weil-Paarung — S.

f € O(g) aquivalent zu 3C : | f| < Clg|

f(z) € O(g(x)) aquivalent zu IN : f(z) € O(g(x) log" z)
Aufwand zur Multiplikation von Polynomen f, g von Grad < n
Aufwand zur Berechnung von g(h) mod f fiir f,g,h e Fy[X] von Grad <n
Ordnung der Laurentreihe f — S.

Leitkoeffizient der Laurentreihe f — S.

SLo(Z)

Untergruppen von I' — S.

Modulfunktionen von Gewicht 0 fiir G

holomorphe Modulfunktionen von Gewicht 0 fiir G

exp(2miT) fir 7 € H

Diskriminante — S.

j-Invariante — S.

Fricke-Atkin-Lehner-Involution — S.
dquivalente Notation fiir wy(f)
Weierstrafische p-Funktion — S.

universelle elliptische Gaufl-Summe — S.
universelle elliptische Jacobi-Summe — S.
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