UAL

UNIVERSIDADE

AUTONOMA
DE LISBOA

Matematica
para
Economia e Gestao

fla+h)

Bruno Maia

bmaia@ual.pt

1* edicao
2014



A sebenta encontra-se protegida por direitos de autor. Todos os direitos de autor ou
outros direitos de propriedade intelectual presentes no texto, imagens, e outros contetdos
da sebenta sdo propriedade do autor. E permitido reproduzir extractos de texto por meio
de copia ou distribuigao para outras pessoas, mas em todos os casos para fins nao comer-
ciais. S6 é permitido utilizar o conteiido da sebenta para uso pessoal. Nenhuma parte
desta sebenta pode ser distribuida para ganhos comerciais nem podera ser modificada ou
incorporada em qualquer outro trabalho, publicacao ou site.



Contenudo

1 Algebra
1.1 Nuameroserectareal . . . . .. ... .. ... ... ... .. ...,
1.2 Operagoes aritméticas . . . . . . . . . . . ...
1.3 Tabuada . . . . . . . . . . . .
1.4 Fraccoes . . . . . . . L e
1.5 Percentagens . . . . . . . ..
1.6 Poténcias . . . . . . . . .. e
1.7 Expressoes algébricas . . . . . . . .. Lo
1.8 Equagoes. . . . . . . e e
1.9 Inequagoes . . . . . . . . Lo

2 Funcoes

2.1 Geometria analitica . . . . . . . . . ...
2.2 Funcao linear . . . . . . . . . . ...
2.3 Sistemas de equacoes lineares . . . . . . ... .. oL
2.4 Conjuntos de R® . . . . . . . ...
2.5 Funcao quadratica . . . . .. .. ...
2.6 Estudodeuma funcao . . ... ... ... Lo
2.7 Funcao exponencial e logaritmica . . . . . .. .. ... ...
2.8 Funcao valor absoluto, ou médulo . . . . . . . .. ... ... L.
2.9 Sequéncias . . . . .. ...

3 Calculo Diferencial

3.1 Derivada num ponto . . . . . .. ..o
3.2 Funcaoderivada . . . . . . .. ..o
3.3 Regradacadeia . . . . . ... .. ...
3.4 Monotonia, extremos e concavidade . . . . . ... ... ...
3.5 Derivadas parciais e extremos condicionados . . . . . . . ... ... ...
3.6 Teoremas de continuidade e de diferenciabilidade . . . . .. ... .. ..

4 Calculo Integral

4.1 Primitivas . . . . .. oL
4.2 Equagoes diferenciais . . . . . .. ... L oL
4.3 Integracao por substituicdo . . . . . . .. ..o
4.4 Integracao por partes . . . . . . . . ...
4.5 Integral de Riemann . . . . . . . ... ... oo
4.6 Calculode dreas . . . . . . . . ...

-] Ot w W






Capitulo 1
Algebra

1.1 Numeros e recta real

Definicao 1.1. Definem-se os sequintes conjuntos de numeros:

naturais N:={1, 2,3, 4,5, ...}

inteiros Z:={..., -3, =2, =1, 0, 1, 2, 3, ...}
racionais Q::{]—):pGZ,qGN}
q
reais R :=Q

Estes conjuntos estao contidos uns nos outros: NC Z C Q C R

Definicao 1.2. A recta real é aquela na qual se define uma origem 0, um sentido crescente
(ou positivo) e uma escala linear:

o®
N
N}
w
N

-4 -3 -2 -1

ficando cada nimero real identificado com um unico ponto na recta.



Exemplo 1.1. A seguinte recta real estd incorrectamente desenhada, uma vez que a
distancia entre 0 e 2 estd inconsistente com as outras distncias (escala nao linear):

Xy

7

—1 0 2 3 4 5 6

A sequinte recta real estd correctamente desenhada, pois a distdncia entre maltiplos
consecutivos de 100 € constante:

X
. . . . ° . . . . N

-400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400

A representacao dos sequintes niimeros na recta real é:
2
A=-2 ; B=0,25 ; C=3 D=V2~14 ; 7~3,14
A B C D E X,
-4 -3 2 -1 o 1 2 3 4 i’
Defini¢ao 1.3. a,b € R\ {0} sdo simétricos se a = —b. A sua representa¢io na recta

real sio dois pontos equidistantes da origem (um positivo e outro negativo).
O valor absoluto ou mddulo de a € R € a distancia (d > 0) na recta real entre esse ponto

e a origem. Indica-se por |a|. Se a = —b e a >0, entdo |a| = |b| e teremos:
- . - >
| ] | jal |
1 [} 1
. . .
b 0 a
Observacao. O sinal "—"que precede a nao significa que —a seja negativo:

sea>0entao —a <0

sea<0entao —a >0

Exemplo 1.2. Os numeros 3 e —3 sao simétricos.

3| 3
3)=3 |—4/=4 Joj=0 |-2|=2
=3 I-a=1 pi=o |33

Se a = —3, entao —a = —(—3) = 3 e teremos —a > 0.
Se a =3, entdo —a = —(3) = —3 e teremos —a < 0.



1.2 Operacoes aritméticas

Definicao 1.4. Na recta real, a +b € o nimero ¢ que estd 4 distancia |b| de a:

a sua esquerda, se b <0 : a sua direita, se b >0 :
+b 4b
¢ <o) v (b>0)
[} [}
. s . ‘
c=a-+b a a c=a+b

A subtraccao de a com b € a soma de a com o simétrico de b:
c=a—b=a+(-b)

Observag¢ao. Na soma e na subtraccao nao se aplicam as regras "menos com menos da
mais", nem "mais com menos da menos".

Exemplo 1.3.

—_—
2+3=5 ! |
0 1 2 3 4 5 6
—4
2+ (—4)=2-4=-2 i ;
-3 _2 1 0 1 2 3
+4
—3+4=(-3)+4=1 i i
4 _3 2 1 0 1 2
—3
~1-3=(=1)+(-3)=—4
5 4 3 -2 1 0 1



Definicao 1.5. Consideremos o produto de a,b € R.
(a) Se a eb tiverem o mesmo sinal, entdo a-b >0
(b) Se a e b tiverem sinais contrdrios, entio a-b <0

(¢c) Sea=0o0ub=0, entdoa-b=0

1
Definicdo 1.6. O inverso dea #0 éb=— =a .
a

A divisao de a por b # 0 € o produto de a com o inverso de b:
(b#0)

Exemplo 1.5.
"Mais com menos dd menos”:

" (=3)x2=2x%x(-3)=(-3)+(-3)=-6
2%
"Menos com menos dd mais”:
(=3) x (=2) =[(-1) x 3] x (=2) = (-1) x B x (=2)] = —[-6] =6
g1 1 10-2—101—5
=3 +2=10-5 =

Exemplo 1.6.
9+ 2 x 100 =5+ 200 = 205
——

prioridade

2+3x (=5) =2+ (~15) = —13

3x(6—10)=3x(—4)=-12



1.3 Tabuada

Recordando a tabuada da multiplicacao:

X 2 3 4 5) 6 7 8 9 10

2 4 6 8 10 | 12 | 14 | 16 | 18 20

3 6 9 12 | 156 | 18 | 21 | 24 | 27 20

4 8 | 12 | 16 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36 40

5 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 o0

6 12 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 60

7 14 | 21 | 28 | 35 | 42 | 49 | 56 | 63 70

8 16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72 80

9 18 | 27 | 36 | 45 | 54 | 63 | 72 | 81 90

10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 8O | 90 | 100

Repare que na diagonal desta tabela temos os quadrados perfeitos:

22132142 52|62 | 77|88 9% 107
4191]16(25(36|49 6481|100

Exemplo 1.7 (multiplicagoes e divisoes).

256 < 10 = 25,6 12 x 100 = 1200

3,5x0,1=3,5+10=0,35 94 + 0,001 = 54 x 1000 = 54000



1.4 Fraccoes
Definicao 1.7. Os nimeros racionais podem ser representados sob a forma de fraccao:

1
Ezﬂ—,pGZQGN
q q

p .. . . .
Para representar = na recta real, divide-se cada intervalo unitdrio em q subintervalos de

comprimento —. De sequida, contam-se |p| subintervalos para a direita ou para a esquerda

a partir da origem, de acordo com o sinal de p.

6 5
Exemplo 1.8. Marquemos —1 e 1 na recta real:

=
- --" x|t

+

1
t

_3 _o -1

O e - 4
-
N+

w

Proposicao 1.1. A soma (ou subtrac¢do) de nimeros racionais em forma de frac¢ao
exige a reducao a um denominador comum.

ad bec ad+be

a c
A
—~ O~
(d) (b)
Exemplo 1.9.
2,1 8 3 5
3 4 12 12 12
~— ~~
4) (3)
Proposigao 1.2 (Lei do corte).
a-c
b-c b
Exemplo 1.10.
3-2
5-2 5
Observacao.
243 2
5+3#5

Proposicao 1.3.

a ¢ a-c a ¢ a d a-d

b'd bd " b d boe bee
Exemplo 1.11.

2 5 10 2.5 27 14

37 217 3°7T 35 15



Exercicios (Fraccoes).

1. Simplifique as sequintes fracg¢oes (com denominador minimo):

15 42
(a) 35 (C) 63
24 14

(b) (d)

36 56

2. Simplifique:

ge o ()’

6

3. Calcule e simplifique

()1 1+1 ()a:—l l—-2z —-1+4+4x

Y9737 % Y+l w1 2@+1)
24+a 1-0 2b

b _

(b) a?b ab? a?b?

4. Simplifique

3 4 5 X 3r 17z
S 20 g L2 T
(0) 2477 (@ %5~ 10" 10
3 4 r+2 1-3x
(b)z—f—g—l (6) 3 + 4
3 5 5 5
(0)5'6 (f)%—%

5. Simplifique

Sy’ 2 + 1y
(@) 251122 () x? —y?
T+ 3y
(d)
Ty
2v +5 x
b
()x2+2x (¢) x?+ 2

6. Uma fraccao P diz-se imprdpria se |p| > |q| (e diz-se prépria no caso contrdrio).
q

21
Por exemplo: 3 € uma fracgao tmpropria.

21 o . ,
Escreva 3 como a soma de um inteiro com uma frac¢ao propria.



1.5 Percentagens

Definicdo 1.8. Se a grandeza y € igual a P% da grandeza x, isso significa que:
P Yy P
x

Y= 100" ~ 100

Para calcular P % de uma quantidade, multiplicarmo-la por 100"

Exemplo 1.12.

(a) Quanto é 15% de 20 € ¢
Resposta: ¢ 0,15 x 20 € =3 €.

(b) 4 €, que percentagem de 20 € serd ?

4 20
ta: 6 — = 0,20 = — = 20%.
Resposta: é 50 0,20 100 0%
(c) T€ é14% de que valor?
Resposta: T€=0,14-x € & 1z = 0—714 =50 €.

Se x aumentar 20%, o seu novo valor sera 120% do valor de referéncia: 1,20 - x.

Se x diminuir 20%, o seu novo valor serd 80% do valor de referéncia: 0,80 - x.

Se x aumentar 20% e posteriormente diminuir 20% (do valor entretanto actualizado),
nao recuperamos o valor inicial, pois 1,20 - 0,80 # 1, 00.

Exemplo 1.13. Suponha que vende um artigo tem um custo de producao x e um preco
de venda y. Pretende-se que o lucro seja 20% do prego de venda.
Para tal, o custo de producao deverd ser serd 80% do preco de venda:

r=0,80y < yzo% o y=12z

Repare que o preco de venda é 125% do custo de producao.

Exemplo 1.14. Suponha agora que para um artigo com um custo de producao x e um
preco de venda y se pretende que o lucro seja 20% do custo de producao x.
Nesse caso, o preco de venda deverd ser 120% do custo de producao:

Y

=1,200 & a=-—"2
y=hele 7120

& 1 =0,833y

Assim se constata que o custo de producao corresponderd a 83,3% do preco de venda.

Proposicao 1.4. A conhecida "regra de trés simples”"deriva da equacdo que define a
razao constante (proporcionalidade) entre pares de grandezas:

c d b
E—E p= axXxd=bxc = E—a
bxc axd axd bxc
d b c a

10



Exercicios (Percentagens).

1. Um produto é vendido por 370 €. Se a margem de lucro for 15% do preco de venda,
quanto serd o custo de producao deste produto?

2. O custo de producao de um produto é de 260 €. Se pretender ter uma margem de
lucro de 15% sobre o prego de venda, por quanto deverd vender o produto?

3. O custo de produgao de um produto é de 260 € e o seu prego de venda € 370 €.

(a) Qual a margem de lucro relativamente (%) ao prego de venda ¢

(b) Qual a margem de lucro relativamente (%) ao custo de produgio ?

4. O custo de produgao unitdario de um produto é 80 € e o seu preco de venda é P.
Determine P para ter um lucro de 20% sobre o pre¢o de venda (e nao sobre o custo
de producdo).

1.6 Poténcias
Definicao 1.9 (Poténcia de base a € R e expoente n € N).
a® = a-a- ... -q
n factores a

Observagao (a™ #n - a).

n-a = ata+ ... +a
N J/
~—
n termos a

Exemplo 1.15.
22=2.2.2=8 ;: 3.2=2+424+2=6

Proposicao 1.5. Regras das poténcias:

_ 1
aO -1 a = — (am)n = gMmx"
am
m n m—+n " m—n m m m am a\m™
a-a" =a —=ua a bt =(a-b)" | —=(-
an bm b

11



Exemplo 1.16.

23_24:27 7_5:73 25'35:65 3_5_ §5
& 25— \2
1 1
5O:1 3125 23_5 (35)2:35X2:310
Observagao.
2 (2)t =
(=10)* = (—=10)(—10) = 100 T,
_ 1 2
—10*=—-10-10 = —100 2 l=2.-=2
X X

Note que (a + b)" # a™ + b". Considere o seguinte contra-exemplo:
(2+3)> =5%=125, mas 2°+3°=8+27=235
. - . o . . 1
Definicao 1.10. Uma raiz de indice n € N é uma poténcia de expoente — :
n
at’™ = Ja e x“/b:W:(W)a

Exemplo 1.17.

3
362 =V36=6 ¢ 1672 (16"%)" = (VI6) =4 =64

Proposicao 1.6. Pelas regras das poténcias, teremos também:

Vab = avh @ _ Ve
Va b =
Exemplo 1.18.
16 16 4
V9-4=vV9V4=3-2=6 — = —— ==
Vovi 25 V25 5
Observagao.
Va+b#a+ Vb

Por exemplo:

VIF+16=+v25=5 mas VO+V25=3+5=38

12



Exercicios (Poténcias).

1. Calcule:

(a) 10° (b) (—0.3) (c) 472
. Escreva na forma de poténcia de base 2:

(a) 4 (b) 1 (c) 64

. Expanda e simplifique:

(a) 2°-2° (b) 3%-372.37%  (¢) (22)°
. Simplifique:
24,3 4p-3
p*p a*b
() 0 (c)
. Se x7%y® =5, calcule:
(a) 7" (b) %y~ (c)
. Calcule
(a) 47 (c) (1/27)%° (¢)
(b) 1671 (d) 16> (f)
. Simplifique
(a) xPx?P (c) a*bPa'V° (e)
s G3/8
M) (4) 5 (f)
. Simplifique, colocando fora dos radicais os factores possiveis:
(a) V27 ,[125 .27
b i =
b Vs )\~ To00
. Simplifique as poténcias:
(@) () () (a )P
263 1/3 (¢)
(b) (1‘20)1/5 (d) <l’12)

13

813/4
10007273

(x1/2x3/23:_3/2)3/4
10p—1q2/3 -2/3
(80292617/ “)

(d) V16210

g 4/3y4/3 3
2172



1.7 Expressoes algébricas

Exemplo 1.19.

@ -1, (d) (a+2b)+3b = a+(2b+3b) = a+5b
3 3

(b) (—=3)5=3(=5)=—(3-5)=—15 (e) (—6)(—20) =120

(c) 3x(y+2z2) = 3zy + 612 (f) (+20)4t% = 241> +2t4t> = 44> 4-8t*

Proposicao 1.7 (Casos notaveis da multiplicagao).

(a+b)*=a*+2ab+b* | (a—b)*> =a®>—2ab+b* | (a +b)(a—b) =a*— b

Exemplo 1.20.

(a) (x+3)*=2>+6x+9
(b) 2x—1)*=22)* —do+1=42* —4x+1
(c) (3z —2)(3x +2) =92° — 4

Defini¢ao 1.11 (Termos semelhantes).
Sao mondmios do mesmo grau (as varidveis sao poténcias iguais):

223 ¢ semelhante a — 5z°

322 nao é semelhante a 2x

52%y* ¢ semelhante a 2x°y>

Defini¢ao 1.12 (Factorizagdo de niimeros inteiros e de polindémios).
49=7-7="1% 30=2-3-5, 622y =2-3-z-x-y
Exemplo 1.21 (Ponha em evidéncia os factores comuns).
2? =22 = x(r — 2)

522y — 150y =52 -y - y(xy — 3) = Sy (wvy — 3)

14



Exercicios (Expressoes algébricas).

1. Desenvolva

(a) 3z + 2y)? (c¢) (4p + 5q)(4p — 5q)
(b) (1 —2z)? (d) (r+1)°

2. Substitua x =1 e y = 2 nas sequintes expressoes e calcule-as:

a) 22° — x r+1
(a) 2 y (¢)
(b) = — 4(1 + 2y) (d) =%

3. Identifique os termos semelhantes e simplifique:
a) 2x% —4x® + 62>+ 7o +2° -3 b) 3wy — 5%y + 6y°z* + Syx + 8
Y Y Y Y
4. Desenvolva e simplifique:

(a) —x(2z —vy)+y(l—2)+3(x+y)
(b) (2zy —327)(x +2y) — (y° — 2xy)(2x — )

5. Substitua v = 2z — 1 e simplifique:

(a) 22 —2+1 (b) 11—z
r+1

6. Factorize

(a) 52°+ 15z (e) x%y* — 2527
2

(¢) K(1+r)+K(1+r)r .

2 2 _ -

(d) 16a° —1 (9) x+4

7. Prove as igualdades

(a) 42° —y* +62° + 3zy = (22 +y)(5x — )
(b) 2°—(a+0b)x+ab= (z —a)(x—0b)

15



1.8 Equacgoes

Proposicao 1.8 (Principios de equivaléncia).

1. somar (ou subtrair) um mesmo termo h(x) aos dois membros:
f(x)=g(x) < [f(x)+h(z)=g(x)+ h(z)
2. multiplicar (ou dividir) por um mesmo factor h(z) # 0 os dois membros:
f@)=9g(x) & [f(2) h(z)=g(z)- )
Consequéncias praticas: um termo troca de sinal ao transitar de membro da equacao;

um factor (de um membro) passa para a dividir todo o outro membro da equagao.

Exemplo 1.22.

dr —3=5 & 4o-3+3=5+3 & 4dor=5+3 & 4x=38

1 1 8
dr =8 & Z-4x=£—£-8 & CE:Z &S =2

Proposicao 1.9 (Formula resolvente do 2° grau).

B —b+ Vb% — 4dac

ax’+br+c=0 < =z
2a

se b* —dac >0
A

A = b* —4dac € o discriminante da equacdo quadrdtica. A equacdo:

(a) nao tem solugoes se A < 0;

(b) tem uma dnica solu¢io se A = 0;

(c) tem duas solugioes se A > 0.

Proposicao 1.10 (Lei do anulamento do produto).
f(@)-glz)=0 << [f(x)=0 ou g(z)=0

Exemplo 1.23.

4+ 1)(z-3)=0 & 2°4+1=0 ou x-3=0 & z=3
——

impossivel
Numa equagio quadratica incompleta (isto é, b = 0 ou ¢ = 0) teremos:

ar’ +br =0 <& (ax+brz=0 < ar+b=0oux=0



Exemplo 1.24.

1
20 —2=0 & (2r-1z=0 & 22-1=0ouz=0 < xzioux:()

2

1
422 —1=0 &< 2?= & = 3

N |

Teorema 1.11 (Factorizagao de polinomios do 2° grau). Se
ar’ +br+c=0 < z=x, ou T =1,

entao
az® +bx +c = a(z — 1) (x — 23)

Exemplo 1.25 (Factorize 22% — 4z — 6).

202 —4x —6=0 <&  (formula resolvente) < x=-—1 ou x=3.

Factorizando:  22* — 4z — 6 =2(z — (=1))(z — 3) =2(z + 1)(z — 3)
Exemplo 1.26. Resolva 2x° = 4x:
20 —4dr =0 & 2*-2r=0 & 21r-2)=0 & =0V r=2

Exemplo 1.27. Seja p(x) um polindmio do 2° grau com zeros x = —2 e x = 2.
Determine a expressao geral deste polinomio.

p(x)=alzr +2)(r—2) & pa)=alx®-4) < p)=ar’—4a

Exemplo 1.28. Resolva:

_zg & 2.8=*AN2#0 & x=44

PHl=3r A2#0 & 2°-3x+1=0Ax#0 & z=

17



Exercicios (Equagoes).

1. Resolva:
(a) 3t =5 =2 —3 (¢) —x—3=5
(b) 3x —(x —1) =2 — (1 — ) (d)m;3+2:3x
2. Resolva:
1 1 x 1 -5
() i1~ 712 () T 5737 52
T+ 2 2 2
v ij_x2§2x:E (d)xES_x+3:x29—9
3. Resolva em ordem a x:
(b) Zji—z =4 (d) a’x? — b =0 (f) z—jg;xz =4y
4. Resova as equacoes quadrdticas:
(a) 42* — 122 =0 (c) ¥* =16 =0 (e) 22* — 102 + 12 =0
(b) v* — 4z +4=0 (d) 22 +1=0 (f) z(x+1) =2z(z — 1)

5. Escreva uma equacao para cada problema e determine a sua solugao:

(a) Os custos fizos de uma empresa sio 2000 €. O custo de producio unitdrio
de um bem € 20 €. Se o preco de venda unitdrio desse bem for 75 €, quantas
unidades deverao ser produzidas para a empresa obter 14500 € de lucro ?

(b) O Sr. Mateus deizou em testamento 2/3 dos seus bens & sua esposa, 1/4 aos
seus filhos, e o restante, no valor de 100000 €, ao Banco Alimentar contra a
Fome. Qual era o valor total dos seus bens?

6. Idem.

(a) Determine os comprimentos dos lados de um rectdngulo com perimetro igual

a 40 cm e drea igual a 75 cm?®.

(b) Determine dois nimeros inteiros consecutivos, de forma que a soma dos seus
quadrados seja igual a 13.

(¢c) Um condutor conduz habitualmente um percurso de 80 km. Um dia poupou 16
minutos nesse percurso, tendo conduzido em média 10 km/h mais rdpido do
que habitualmente. Qual € a sua velocidade média habitual?

18



1.9 Inequacoes

Exemplo 1.30.
r>3 & x€]3 4o

O principio de equivaléncia 1 também se aplica as inequagoes.
Proposi¢ao 1.12 (Principio de equivaléncia 2 - multiplicacao por um factor).
Inversao do sentido da desigualdade quando se multiplica por h(zx) < 0:

h(z) - f(z) < h(x)-g(x) se h(x) >0

flz)<glx) < {h(x) f(x) > h(x)-g(x) se h(z) <0

Exemplo 1.31.

1 1 8
4 — .4 — . —
T < & <~ 1 LU<48 = SL’<4 = T <2

Multiplicacao por um factor negativo, com inversao do sentido da desiqualdade:

1 1 9
-3r<9 <& —§'(—3)x>—§~9 ® r>-7 & x> -3

Proposicao 1.13.
Seja k > 0.
f@) <k & —k<flr)<k

f@)| >k & fla)<-k Vv flx)>k
Exemplo 1.32.

lr—1<2 & -2<z-1<2 & —241<z<24+41 & —-1<zx<3

z—1] < 2

Exemplo 1.33.

z4+2/>1 & z+42<-1 V z+42>1 & z<-3 Vv z>-1

@ +2/ > 1
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Exercicios (Inequagoes).

1. Determine o conjunto solucao de:

(a) 3v—5>x—3 (¢c) 3z —(z—1)>x—(1—2x)
(b) —x—3<5 (d) —dz® < —1

2. Resolva:
(o) |r—=21<1 (c) |2*—2/=>1

(b) |2 - 3z] <4

3. Esboce um diagrama de sinais para o primeiro membro da inequacao e resolva-a:

(@) (5 1) —3)>0 () (e —1)(r+3)>0
(b) 2z+1)3x—1)<0

4. Idem:
x —x
>
(a) — =20 () ——>0
r—4
b <0
(b) 1l—a —

5. Resolva, apresentando o conjunto solugao como (unido de) intervalos de nimeros
reais e representando-o na recta real:

(a) 2% <9 () Lo
(b) —3z%> —12 v
6. Resolva:
(a) 2% >0 (0) - <1
2 x2+1"
(b) —x*—=1>0
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Capitulo 2

Funcoes

2.1 Geometria analitica

Definig¢ao 2.1 (Plano cartesiano). _________ e L B O P P
¢ um plano (superficie bidimensional) com ' ‘
um sistema de eixos coordenados ortogo- i ) [N . W
nais: eixo das abcissas, ou dos x, e eixro . ! | | ! |
das ordenadas, ou dos y. Neste sistema de L | S - N S N
eizos coordenados, cada par ordenado (x,y) ' ' ‘ ‘ ' '
define um wunico ponto no plano. _53 _52 _'31 % 1 2 3 X
O plano cartesiano é designado por:
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, %) IR U S
R*>:={(r,y)|z€R e ycR}
____________________________ %S R SR SRS S
———————————————————————————— T e DECTTEEEE EEEEEEEY B
Exemplo 2.1. _________ _____ Y A _______
No plano cartesiano, estao representados: ; ‘
S R S c | i
e Os pontos (v,y) € R? tais que v = 2 1 .5
(recta vertical); 777777777777777777777777 N I T N
e Os pontos (x,y) € R? tais quey = —1 éB . .
(recta horizontal); S 2 { ot 3
% y=i—1 A
e O ponto A= (2,-1);
« O ponto B = (3,0); T s Y R S S
e 0 ponto C = (0.2). -l r—
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Teorema 2.1 (Pitagoras).
Num tridngulo com lados de comprimento
a,b,c € R,
c b
o>+ b =¢?
se e s0 se o0s lados de comprimento a e b 90"'_
formarem um dngulo de 90°. a

Proposicao 2.2. A distincia de P = (x,y) a origem € || (z,y) || = V2% + y2.

Exemplo 2.2. Um tridngulo com lados de comprimento 4,3 e 5 € rectangulo, pois

42432=52 & 1649=25 < P.V.

e o Teorema de Pitdgoras afirma que se a c=5 b—3
proposi¢ao for verdadeira (P. V.) entao o :
triangulo € rectangulo, com o dngulo de 90° 4

0 a = ] x

entre os lados de comprimento 4 e 3. — T =

Proposicao 2.3.

A circunferéncia de centro na origem
e rato r > 0 é o conjunto dos pontos
(z,y) € R? tais que

Vai+y2=r & 22+yP=1r?

Exemplo 2.3. 2% +y? = 5% define a circunferéncia de raio 5 e centro na origem
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Exercicios (Geometria analitica).

1. Esboce os sequintes pontos no plano cartesiano:

b) B=(31) e) E=(20) h) H=(0,-1)
_ 1
¢c) C=(-1,3) ) F=1(02) i) I= (w,§>
2. Esboce as sequintes rectas:
a) T=-2 ¢) x=0 e) y=0
b) y=1 d) y=-3 f) x=3
3. Fsboce cada par de rectas e o seu ponto de interseccao:
a) recta x =3 com a recta y = 2
b) recta x = —1 com a recta y = —2
¢) recta x =0 com a recta y = 2
d) recta v =1 com a recta y =0
4. Esboce as sequintes circunferéncias:
a) 2*+y* =2 b) +y =9 ¢) (r—17°+(y+2)* =1

5. Determine o comprimento da diagonal de:

a) Um quadrado com lados de comprimento 1.

b) Um rectangulo com lados de comprimento V2 e 1.
6. Considere uma circunferéncia de raio 1:
4yt =1

a) Se dilatar a circunferéncia sequndo o eixo das abcissas por um factor a > 0,
a circunferéncia transforma-se numa elipse que passa por (a,0) e por (0,1).
Justifique que essa elipse é definida pela equagao:

2
(o
a

b) Apresente um resultado semelhante para uma dilata¢ao por um factor b > 0
sequndo o eizo das ordenadas e conclua que tipo de curva € definida pela equacdo:

-
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2.2 Funcao linear

Definigao 2.2 (Proporcionalidade directa).
Duas varidveis y e x sao directamente proporcionais (y o x), com constante de propor-
cionalidade (directa) m # 0 quando:

%:m (x #0)

y=mr <&

A representacdo grifica desta relagcao € a recta que passa por (0,0) e (1,m).

i~

Observagao. Sejat € R e x =t. Se y = mx, entao y = mt, logo:
(z,y) = (t,mt) =t(1,m), teR
logo (x,y) sdo os multiplos escalares de v = (1, m).

Exemplo 2.4. Constantes de proporcionalidade:

61
] 1 _
(a) Um automdvel gasta 61 / 100km 100 7m
2
(b) O anands custa 2,5€ [ kg = %f
k
(¢) A velocidade média de uma viagem foi de 80km [ h = 801_hm

(d) Um televisor tem um formato 16 por 9, ou seja, 16 : 9 = n

12
(e) Um vinho tem 12% = 100 de dlcool.

2
(f) A taza de IVA € de 23% = %

(9) O perimetro de uma circunferéncia € directamente proporcional ao seu didmetro.

(h) Num mapa com determinada escala (1 : 1000000) a distdncia medida no mapa é
directamente proporcional a distdncia real.
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Exemplo 2.5. Um avido viaja a 900 km/h. Sejam t o tempo de viagem (em horas) e d
a distancia percorrida (em km). A distancia percorrida € directamente proporcional ao
tempo de viagem:

d
d=900t & =900  (t#0)

e m =900 km/h € a constante de proporcionalidade (directa,).

tempo (h) | distancia (km) Td
t d =900t 27007 --=--==--- s o
0 O 1800- ———————————— i ___________ I___________E_ _________
1 900 | | §
2 1800 S Pl N S
3 2700 : : :
0 | : : t,
0 1 2 3 ’

Definig¢ao 2.3 (Fungao linear).
y = f(x) € uma fung¢do linear se existirem m,b € R tais que:
y=mz+b
(z)
f(x

FEsta equagao define a recta que passa por (0,0) e (1,b+m).
Dizemos que b € a ordenada na origem e que m € o declive da recta.

o

[
1
1
1
1
1
1 x
1

b
gl
||i

Comoy=mz+b < (y—>b)=ma, concluimos que (y — b) x z, definindo uma
recta que passa por (0,b) e por (1,0 + m).
As equagodes da recta podem surgir nas seguintes formas equivalentes:

reduzida: y =mxz + b ponto-declive: y — y; = m(z — x1)

cartesiana: Ar + By = C dupla interseccao: — + = =1

QR
o=
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Exemplo 2.6.

y=2zx+1

(1,3)

define y como funcao linear de x, de acordo 3
com a Definicao 2.3, com declive m = 2 e
interseccao na origem b = 1.

2
Ayl=m =2
x y=2zx+1 b:11
oAz =
1] 2(-1)+1=-1 Ar=1
0| 20)+1=1 0 x
1| 21)+1=3 T ° ; ‘
2 | 22 +1=5
ERE.

Defini¢ao 2.4. O declive de uma recta (nao vertical) é o nimero

Ay _ y2—n
Ar  xy— 1

onde Py = (x1,11) e Py = (22,y2) sdo dois pontos dessa recta (rq # x3).

y
Yop=—mmmmm e o
Yir-= |
Arx =1
1 Ax . : 1
/ i ! ! :
' : x | |
2 T2 ;1 C;32 :

m = tan#, e em particular é independente da escolha de P, e P,.

. A
Observacado. Uma vez que m = A—y < Ay = m Ax , escolhendo z1 e x5 por forma a
que Az = x5 — 1 = 1, concluimos que Ay = m -1 = m, ou seja: o declive m é a variacao
da variavel dependente y para um aumento unitario da variavel independente x.

Exemplo 2.7. Os declives das seguintes rectas sao:

________ __________4__________EL_________J__________L,__. Aa:j: 4
2 : i J
T A Ay=2 AT =2 ay=
i ¢ : s
; 0 :
m =+ = O H
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 2]

A:c :;3




Exercicios (Fungao linear).

1. Esboce as rectas que passam em (0;0) e com declives:

(a)m:% (b)m:§ (C)m:_g

2. Verifique quais dos sequintes pontos pertencem a recta 4x — 3y = 6:

(a) A=(0,-2) ) B:(l,g) () C=(32)

3. FEsboce as rectas com os pontos e declives indicados:

P=(2;1) P =(0;-2) P =(-2;3)
(e) m =1 (b) m =2 (c) :_1
2
4. Considere a recta Ry : x+ 2y = 12.
(a) Determine as intersecgoes de Ry com os eizos coordenados.
(b) Esboce Ry.
5. Uma recta contém os pontos A = (4;3) e B = (7; —3)
(a) Calcule o seu declive.
(b) Determine a sua equagdao reduzida.
(¢) FEsboce a recta.
6. Considere a recta definida por 2x — 3y = 6.
(a) Verifique que os pontos (3,0) e (0, —2) pertencem a recta.
(b) Determine o declive da recta.
(¢) FEsboce a recta.
7. Esboce as sequintes rectas:
(a) 4dx+3y=12 (b) 2x4 3y =12 (¢) 2x4+y=1

8. Uma tipografia cobra 1400 € para imprimir 100 ezemplares de um livro, e 3000 €
para imprimir 500 exemplares do mesmo livro. Suponha que o custo de impressao
¢ uma func¢ao linear do nimero de exemplares (mas nao proporcional).

(a) Determine a equagio para o custo C' da impressao de ) exemplares.
(b) Calcule o custo de impressao de 300 exemplares.

(¢) Esboce o grifico de C' em fungao de Q.
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2.3 Sistemas de equacoes lineares

Proposicao 2.4 (Rectas paralelas). os declives sdo iguais: my; = mq

/
y=mix+ b

——

m—kbz
1

Proposicao 2.5 (Rectas perpendiculares). my e my (# 0) satisfazem my = ——
mo

_—

Y =\ T
Y= "mMaT
(wla yl)
(502, yz)
U V2

Demonstracao.
Os vectores 77 = (z1,y1) € U3 = (2, y2) sdo perpendiculares se e s6 se:
VU =21 T2+y-y2=0

As rectas com declives m; e my tém as direcgdes dos vectores 77 = (1,my) e T3 = (1,my),
os quais serao perpendiculares se e s6 se:

1
-y =0 < 1-14+m; -my=0 <& m =-——, (ml,m27£0)
mo

Exemplo 2.8 (Rectas paralelas ou perpendiculares).

a) y=3x—4 e y=3x+1 sao paralelas, pois m; = my = 3.

1 1 1
b) y=—-x+2 e y=3x—>5 sdo perpendiculares, pois my = — - = — —.
3 3 mo
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Definicao 2.5 (Solugoes de Sistemas de Equagoes Lineares (SEL)).
Uma solucao de um SEL de duas varidveis reais

an T +apy =b
a1 T + any = by

¢ um par ordenado (x,y) que salisfaz simullaneamente as duas equagoes.

Cada equacao do SEL define uma recta.
As solugoes do sistema, serao os pontos de interseccao das duas rectas. O SEL tera:

(a) nenhuma solugao, se as rectas forem paralelas
(b) uma solugdo, se as rectas forem concorrentes num ponto

(c) infinitas solugoes, se as duas rectas forem coincidentes

Exemplo 2.9.

(a) Nenhuma solugdo: (b) uma solugao: (c) infinitas solugoes:
y=22—-1 y=2z-1 2r—y=1
y=2r+3 y=—-x+2 4o — 2y =2
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Exercicios (Sistemas de equagoes lineares).

1. Resolva graficamente (esbogando das rectas) cada SEL:

rT+y=2> r4+2y=3 6r + 8y = 24
(a) { ——1 ) {Zx—yzl (¢) \ 30 + 4y = 2

2. Considere a recta Ry : 2x +y— 8 =0 e seja Ry uma recta perpendicular a Ry.

(a) Calcule o declive de R,.
(b) A intersec¢io de Ry com Ry € o ponto (4; k). Determine k e a equacio de Rs.

3. Resolva algebricamente e esboce graficamente as rectas e a solug¢ao:

—r+4y =4 3r+ 4y =2 342y = —6
(a) {3x—2y:3 *) {6x+8y:24 (c) {—6x—4y:12

4. Determine dois nimeros cuja soma seja 52 e a diferenca 26.

5. Cinco mesas e vinte cadeiras custam 1800 €, enquanto que duas mesas e trés
cadeiras custam 420 €. Qual € o preco de cada mesa e de cada cadeira?

6. Uma pessoa investiu em dois depdsitos a prazo com juros simples, as taxas anuais
de 5% e de 7.2%, um total de 10000 € . Se ao final de um ano recebeu 676 € em
Juros, quanto depositou em cada depdsito?

7. (a) Mostre que as rectas definidas por
ar +by =c e de+ey=f

sao paralelas se e s6 se ae — bd = 0.

(b) Classifique quanto ao numero de solugoes:

20 — 4y =1
—3r+6y="7
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2.4 Conjuntos de R?

Defini¢ao 2.6 (Segmento de recta entre dois pontos).
O segmento de recta entre Py = (x1,11) € Po = (22,Y2) € 0 conjunto:

oy
(z,y) =P+t PP
=P +t(Ph—-P)
—(1—t) P+t Py, te0,1]

Definigao 2.7 (Conjunto concavo ou convexo).

Considere um subconjunto de R* e segmentos de recta definidos por pares de pontos desse
conjunto. O conjunto diz-se:

a) concavo, se existir algum segmento de b) convero, se qualquer segmento de recta

recta nao totalmente contido no conjunto estiver totalmente contido no conjunto.

Py

concavo

convexo P2

Definicao 2.8.

Uma funcio diz-se concava ou conveza se { (v,y) € R* | y > f(x) } for um conjunto
concavo ou convexo, respectivamente:

Concava:

Conveza:
It It
y > f(x)
P y > f(x)
2 P,
P !

\ P2 X
e

Vv
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Exercicios (Conjuntos de R?).

1. Esboce no plano cartesiano os conjuntos definidos pelas inequacoes:

(a) y>x—1 (¢) 20 —3y <6 (e) 2 +y* > 1
(b) 2z +y <4 (d) 2 +y> <4 (f) ©=y*>0

2. Esboce no plano cartesiano os conjuntos definidos pelos sistemas de inequacoes:

yg_g+2 r4+y<3 x>0
(a) (b) ) v=0

< 9045 r—y <1 r+4y <6

y= 2 +y <5

2.5 Funcao quadratica

Exemplo 2.10.
A funcio y = 2* depende quadraticamente de x (logo, é néo linear):

T Y= z? y
—2((-2?2=4 ‘ \
—1|(-1)?*=1 S Y=

0| (0)*=0 \ /

(1>2 -1 2
2| (2*=4

N

Definicdo 2.9. A curva definida por y = ax® (a # 0) ¢ uma pardbola com vértice na
ortgem e concavidade virada para:

(a) baizo (concava), se a < 0 (b) cima (conveza), se a >0
y
©0) x
convexa
concava | Y=o’
a<o0
©.0)

O wvalor absoluto de a determina a maior ou menor abertura da pardbola.
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Proposicao 2.6. A pardbola y = az® com vértice em (0,0) pode ser transladada para o
vértice V= (h, k) e eizo de simetria x = h através de:

y=a(x—h)’+k

A i
1 y 1
1

y=alx—h)’ +k

-
~

\ N V= (h,k)

N

Definigio 2.10. A funcdio f(x) = ax*+bx+c (a,b,c € R sdo constantes e a # 0) € uma
funcao quadrdtica (ou polinomial do 2° grau). O seu grdfico é uma pardbola com vértice
V = (h,k) e eizo de simetria x = h, onde:

Exemplo 2.11.
=(@-D(x+3) & y=r*+2r-3

2
S =1, k=f(-1)=-4
2o k=1
logo o vértice é V = (—1;—4) e o eizo de simelria é v = —1.

Definicao 2.11. Os zeros de uma fungao real f(x) sdo as solugées da equagao:

f(z) =0

Graficamente, sao as abcissas dos pontos da intersecgao do grdifico y = f(x) com o eizo
das abcissas (recta y = 0).

~—
<

x \ y=fl
v | f(o
zy | f(

X

y= f(z)

A

H
N~—
Il
o o

N
~—
I

=
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Se f(x)=ax*+br+c e A=0b*—4ac, teremos:

A <0 A=0 A>0

a>0 - X

Proposicao 2.7.
Se y = ax® + bz + ¢ tem dois zeros x1, T2, 0 eixo de simetria do seu grdfico é

x

x

b 42,
rT=—— =
2a 2

Exemplo 2.12.
Seja f(z) = (x+2)(x —4). Os zeros desta quadrdtica determinam-se por inspec¢@o:

flz)=0 < (z42)(z—4)=0 & z4+2=0Ver—4=0 & zx=-2Vzr=4

y_: 2 — 2x + 8

-12 I

O eizo de simetria da pardbola y = (v + 2)(x — 4) é determinado pela média dos zeros:

(=2)+4
=

1

Alternativamente, se desenvolvermos o produto, obteremos:
f(z) =2 -2z -8

} ) ) ) —2
e nesse caso o etro de simetria calcular-se-ia: x = 5.1 =1.
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Exercicios (Fun¢ao quadratica).

1. Esboce os grificos de:

(@) y =50 (b) y = —2

2. Prove que para quaisquer a,b,c € R, a # 0:

b2 b2
ax’+br+c=alz+—) +(c——
2a 4a

3. Determine o eixo de simetria e o vértice de:
(a) y = 22* — 62 + 4 (b) y=(r—272—1 (c) y=u2z(4—2x)
4. Determine os zeros das sequintes func¢oes:
(a) y=22" — 61 +4 (b) y=(z—2?2-1 (¢c) y=uz(4—2x)
5. Esboce os grificos
(a) y=22" — 61 +4 (b) y=(x—2)72-1 (c) y=u1z(4—1)
6. Determine: zeros, eixo de simetria, vértice e grdaficos:
(a) y=(x—1)(x+2) (c) y=2(x—1)(x+1) (e) y=—2(x+1)* -3

) y=(z+3)@+1) (@) y=(@-2>+1 (f)y=§<x_3>2+2

2.6 Estudo de uma funcao

Definicao 2.12. O dominio de uma funcgao € o conjunto de valores que a varidvel inde-
pendente (frequentemente x) pode tomar.
O dominio de uma funcao:

(a) polinomial, p(z) = ap,a™ + ap_12™ ' 4+ ...+ a1x +ag, € R

(b) racional, r(x) = %, e{reR : qlx)#0}

(¢) raiz de indice (n) par, f(z) = {/g(z), é{r eR : gx) >0}

Definicao 2.13. O contradominio de uma func¢io € o conjunto de todos os valores to-
mados pela varidvel dependente (frequentemente y) quando a varidvel independente toma
todos os valores possiveis do dominio da funcao.
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Exemplo 2.13. A funcio f(x) = x(2 — ) € quadrdtica (polinomial), logo tem dominio
Dy =R. A concavidade da pardbola é virada para baizo, e o seu vértice é (1,1), logo o
contradominio de f é D =] —o0,1]:

yy:w(Z—a:)

1% — — —

1
1
I
0 ! X
1

Definicao 2.14. Uma funcao f : D — R € injectiva se e s se quaisquer dois pontos
distintos do dominio forem sempre transformados em imagens distintas:

Vay,xe € D, x1 # 20 = f(21) # f(22)

Exemplo 2.14.

Funcao injectiva: Fungao nao-injectiva:
2 y 3 2 y 9
0 / X \Q / X.
-2 = 0 1 2 -2 =1 0 1 2

-2

Qualquer fungao linear f(xr) = mx + b, com m # 0 € injectiva e invertivel. Podemos
determinar a expressao da fungio inversa resolvendo a equagao y = f(x) em ordem a x:

b

1

m m

—_——
1)

y=mx+b & y—-b=mr & =

Qualquer funcao quadrdtica nao € invertivel, devido a existéncia de pares de valores
do dominio (equidistantes do eizo de simetria) com a mesma imagem.
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Exemplo 2.15. A restricio da pardbola y = x* a [0, +-00| admite inversa. Com efeito

y=2> Nz>0 & =ty Az>0 & x=+/y

N
Ly - - —— - 4%
|
1 2 _
3 L Yy=x 3 T =y
' (x> 0) (y >0)
2 ; 2@ — — == T = - - - —
I I
| I
1€ — — 1 1¢ — — 1
1 | 1 1
| 1 1 I
9 -~ X 9 . oy
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Proposigdo 2.8. Uma funcao f : D — D', onde D' = f(D), admite fungio inversa
1D — D seesdsef € injectiva.

Definigao 2.15. Uma funcao f tem uma assimptota:

(a) vertical x = a (aderente a Dy) se lim f(x) = £o0

r—a

(b) horizontal y = b quando v — +oo se lim f(z) =05

T—7F00

(¢c) obliqua y = mx + b quando x — £oo se

lim M:m e lim (f(z) —mx) =15

r—t+oo I r—+o00

Defini¢ao 2.16. Uma funcao € par se f(x) = f(—x) e impar se —f(x) = f(—z).

Proposicao 2.9 (Limites notéveis).

.oet—1 . b*
(a) ili)% = 1 (c) IEIEOOE = 400 (b>1)
(b) i SR (b>1) (d) lim 1+E = eF

:p—1>r—{loo 10gb;[; o > r—400 €T o

1
Exemplo 2.16. Consideremos f(x) = —. O dominio de f é R\ {0}.
x

Para determinar o contradominio, iremos calcular a funcao inversa:

y=I@) & Y=g ATAO & a=sAyF0 & o=

logo o contradominio é R\ {0}, pois a funcao inversa estd bem definida para y # 0. A
funcao é impar, pois f(—x) = —f(x).
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f € crescente em R™ URT. L \
. 1
Tem uma assimptota horizontal y = 0 y=_
quando xr — £00, pois: ]
\
]_ 0 X,
lim — =0 -2 -1 0 1 2
r—+oo T
1 -1
Y= P
\ _2
f tem uma assimptota vertical x =0 quando x — 0, pois:
o1
lim — = 400
1 z—0t &
lim — =
z—=0 1
o1
lim — = —o0
z—0~- T
Exercicios (Estudo de uma fungao).
1. Determine o dominio das sequintes fungoes:
1 (b) — — 2 2 _
_ g(r) =vVi4d—=x x2—4
(a) f(x) prr (¢) h(z) = P

2. Determine o dominio das sequintes func¢oes:

-1

(a) f(z)=e""% (b) g(x) = 9(z-v2)

3. Caracterize as funcoes inversas de:
(a) f(x)=2+1
(b) g(x) =vz+3
(c) i(z) = 2* — 1 sendo D; = R}
4. Calcule as assimptotas de:

1 1

(@) () 0) 1) = - =5p

X

5. Calcule as assimptotas de:

(a) f(x) =z —Inz (b) f(z) = Va*+4
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(¢) h(z) =In(z° — 4)

(¢c) f(z)

(¢c) f(z)
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2.7 Funcao exponencial e logaritmica
Defini¢io 2.17. A funcdo exponencial de base a € RT \ {1} ¢é:
flz) =a”

O seu dominio é R e o contradominio é R (logo, ndio tem zeros).

a>1 0<ax<l1

0,1)

.

Exemplo 2.17. A fun¢io exponencial f(x) = 2°

y
r|y= 2% 4
2| 1/4
1| 1/2 :
0 1 )
1| 2 . y=p2
2 4
3 8
___/%/ 0 «
-2 -1 0 1 2
. . 1\"
Exemplo 2.18. A funcio exponencial f(x) = (§>
y
1\" 4
lv=3
-3 8 3
|y \
~1 2 (S
0 1 _ (11 )w
1 1/2 : (2
2| 14
0 '\"ﬁ-
-2 -1 0 1 2

A fungao exponencial de base a € R \ {1} é injectiva, e por conseguinte invertivel.
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Definigao 2.18. A funcdio logaritmica de base a € RT \ {1} € a inversa da funcdo
exponencial com a mesma base e indica-se por:

fHy) =log,y
Isto significa que:
y=a" <+ x=log,y
N—— ———
y=f(z) z=f"1(y)

O dominio da funcao logaritmica é RT e o contradominio é R (sio os contradominio e
dominio da funcao exponencial, respectivamente).

0<ax<l1

(1,0)

Observagao. Nestes graficos, o eixo das abcissas corresponde & variavel y e o eixo das or-
denadas a variavel x, para facilitar a correspondéncia com a fungao inversa (exponencial).

Proposicao 2.10 (Propriedades dos logaritmos).

log,a=1|log,1=0|log, (z*) =z2-log,x

log,(z - y) = log,(z) +log,(y) | log, (g) = log,(z) — log,(y)

Exemplo 2.19.
Inz+4+2lny=Inz+In (yz) =In (ny)

4,5
4dlnx —3lny+5lnz =In (x4) —In (y3) +In (25) =In <x - )

In 30

log,(30) =
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Exercicios (Fungao exponencial e logaritmica).

1. Resolva:

(a) 2”1 =16 (b) 3% =27 (c) 42571 = gv+?

2. A percentagem p de familias que adquiriram frigorifico, t anos apos terem comegado
a ser produzidos (nos EUA) é: p =100 — 95¢~ %, Determine:
(a) a percentagem que adquiriu frigorifico no ano de inicio de produgao;
(b) a percentagem que tinha frigorifico ao fim de 5 anos de comercializa¢ao;

(¢) a quota de saturagao do mercado (a percentagem de familias que ird adquirir
frigorificos a longo prazo).

(d) grifico do modelo.

3. A percentagem p de familias que possuem televisores de tecnologia LED, t anos apds
terem surgido no mercado (num determinado pais) € prevista por:

75

p= 1+ He—0-4

De acordo com este modelo, determine a percentagem de familias que:

(a) adquiriram estes televisores no ano de introdug¢do no mercado;
(b) adquiriram estes televisores durante os primeiros 10 anos de comercializa¢ao;

(¢) que nunca irao adquirir estes televisores.

4. Calcule:
(a) log, 64 (c) logy, 1 (e) log,(64 x 256 x 128)
0,001
(b) 10859 (4) log, (81 x 27) 0 105 (g3

5. Use as propriedades dos logaritmos para expandir:

(a) ln(l’syz) (b) hl((%’y)z) (c) 1n( 5)

T
y7
6. Resolva:

(a) logy x + logy2 = —2
(b) logs(z* + 8) — logy v = 2

1 1
(c) 1 logyg(z +1) — 2 logig(z —1) =0
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2.8 Funcao valor absoluto, ou médulo

Definicao 2.19. A funcao valor absoluto, ou mddulo é:

—x se <0

Exemplo 2.20. Seja f(x) = |z —2|.

z y = f(z) —3 ¥
0][0—2[=]-2[=2
1l1-2/=]|-1]=1 N
2 12—2/=0=0
22| = o] = y=k—2|
3] 3-2/=1=1
41 |4-2/=12|=2 -
0 X
0 1 2 3 4

O grdfico € formado por duas semi-rectas, uma vez que:

r—2 se t—22>0 r—2 se x>2
f(z) =]z —2| = =
—(r—=2) sex—2<0 —r+2 se x<2

Exemplo 2.21. Seja f(x

) =
O grifico de g(x) = x(x
Assim, o grdfico de y = f(

| z(z = 2)].
2) € uma pardbola com zeros x =0 e x = 2 e vértice (1, —1).

J@) = g(a) | é

y

y=|z(z —2)|

Analiticamente, teriamos:

2) se x(x—2)>0 r(r—2) se e<0Va>2
r—2) se x(r—2)<0

B S G =0
f(x) = |z(z 2)|_{_x< N —z(x+2) se 0<zx<2
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Exercicios (Fungao valor absoluto).

1. Se x = —3, calcule o valor de:
(a) |z 46| (¢c) |2z + 3] (e) |z —7]
(b) |z — 6| (d) [7—=| (f) 3+ |z|

2. Use a definicdo de |x| para provar que VYx € R, |z| = Va?.

3. Esboce o grifico de:

(a) f(z) = — (b) f(z) =z + ||

|z
4. Esboce o grdfico de:
(a) f(z)=[(z—2)(z—4)| (b) f(z) =|—x(z—3)]

5. Resolva:
(a) 22+ 5] =1 (c) |3—2z|=4
20 —1
(8) |22 +5] = —2 W |-

2.9 Sequéncias

Definicao 2.20. Uma sequéncia de nimeros reais é uma sequéncia infinita e ordenada
de niimeros reais, designados por termos da sequéncia. Os termos podem repetir-se.

Exemplo 2.22. Os nimeros pares positivos formam uma sequéncia de nimeros reais:
2,4,6,8,10, 12,14, 16, ...

O termo de n-ésima ordem (o n-ésimo nimero par) pode ser obtido através de a,, = 2n,
ou seja, os termos da sequéncia sdo os valores de uma fungdo com dominio N (ou Ny):

no|1]2]s]a]5 |6 7|8
a,=2n|2[4]6|8/10][12|14]16 -

Definicao 2.21. Uma sequéncia aritmética € aquela em quaisquer dois termos consecu-
tivos tém diferenca constante: ani1 — a, = d. O seu termo geral é:

an, =ay+ (n—1)d
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Exemplo 2.23 (Aumento linear de pregos).

Um titulo mensal de transportes custa 50 €.

Prevé-se que o seu pregco aumentard 2,5 € em cada ano.

O preco apds n anos serd p, = 50+2,5n. E uma sequéncia aritmética com termo inicial
p1 = 50 e diferenca comum entre termos d = 2, 5.

anon‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘
prego p, | 50,0 | 52,5 | 55,0 | 57,5 | 60,0 | 62,5 | 65,0 | 67,5 | 70,0

(-0%3, 78.21)
-75 y

-70

-65 -

-60 =

-55 =

ac Xy

FJ 7

6 7
[ I | [ | | (7.3, 41.07)

Definicao 2.22. Uma sequéncia geométrica € aquela em que a razao entre quaisquer dois
(41

an

termos consecutivos € constante:

=r. O seu termo geral é:

ap =a; - !
Exemplo 2.24 (Aumento exponencial de pregos).
Um titulo mensal de transportes custa 50 €.
Prevé-se que o seu prego aumentard 5% por ano.
O prego apés n anos serd p, = 50 - (1,05)".

ano n| 0 | 1 | 2 3 | 4 | 5 | 6
prego p, | 50,00 | 52,50 | 55,13 | 57,88 | 60,78 | 63,81 | 67,00
'180Ay / — i
pn:50-1,057
150 T
//

120 ///// =
- 90 -

4////<f//
- 60 >
e
- 30
0 X)
0 10 20 30 40 50 60
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Proposicao 2.11.
A soma dos primeiros k termos de uma série aritmética a, = a; + (n — 1)d é:

k
Za :E(a +a>
v n 9 1 k

Proposicao 2.12.
A soma dos primeiros k termos de uma série geométrica a, = a; - "' é:

R
n=1
Definicao 2.23. Juro simples:
r
J=C —"-
100 "

onde J € o valor dos juros, C' € o capital depositado inicialmente, v € a percentagem de
Jjuro anual e n € o nimero de anos do depdsito.

Definicao 2.24. Juro composto:

J:C'<1+k.rloo)k‘n_c

onde k € o niumero de composi¢coes por ano en € o numero de anos.

Exemplo 2.25. Composi¢cao continua de juros:
Considere um depdsito a prazo com uma taza de juro anual de r% e composicao de juros
k wvezes por ano. O wvalor do depdsito ao fim de 1 ano serd:

¢ (Hk.rmo)k

Obtemos a composi¢ao continua de juros fazendo k — oo :

limC’~<1—i— r )k—C-eT/wo

A composicao continua de juros foi estudada por Jacob Bernoulli.
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Exercicios (Sequéncias).

1. a) Depositou-se 12000 euros num depdsito a prazo com composi¢ao anual de juros,
que rende 4% por ano. Qual serd o valor do depdsito apds 15 anos?

b) Um depdsito a prazo com composicao anual de juros rende 6% por ano. Que
quantia deveria ter sido depositada hd 5 anos atrds para que hoje tivesse 50000
euros?

2. Uma quantidade aumenta 25% por ano durante 3 anos. Qual é a percentagem de
aumento combinada ao longo desses 3 anos?

3. a) O lucro de uma empresa aumentou 20% de 1990 para 1991, mas diminuiu 17%
de 1991 para 1992.
O lucro em 1990 foi superior ou inferior ao de 1992 ¢

b) Que percentagem de diminui¢io do lucro de 1991 para 1992 assequraria que o0s
lucros em 1990 e em 1992 fossem iguais?

4. Um depdsito a prazo rende 5% ao ano (juros simples).

Sejam:
x = montante depositado (€)
y = Juros recebidos apds um ano (€)

Os juros y (€) recebidos apds um ano < ao montante depositado x (€):

y=0,000 < 2<=0,05 (t#£0)

SEES

e 0,05 = 5% € a constante de proporcionalidade (directa,).

5. Calcule a soma de todos os inteiros entre 1 e 100 (Sol: 5050).
6. Calcule a soma dos nimeros pares entre 2 e 100 (Sol: 2550 ).

7. Calcule a soma dos nimeros impares entre 1 e 100 (Sol: 2500).
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Capitulo 3

Calculo Diferencial

3.1 Derivada num ponto

Defini¢ao 3.1 (Recta secante).
Considere o grifico y = f(x) e os pontos A = (a, f(a)) e B= (b, f(b)) com a # b.

A recta que passa por A e por B diz-se
que € secante ao grifico de f.

f(b) = f(a)

O seu declive é:  m = 2
—a

Fixando A, definimos diferentes rectas secantes, considerando diferentes pontos B.
A variavel h # 0 definird B relativamente a A através de: b=a+h < h=0b—a.

Defini¢ao 3.2 (Derivada num ponto).

A derivada de f em x = a € o nimero:

oy Jlath) — fla)
f'(a) := lim h

h—0

1
1
1
I
1
1
1
1
I
I
I
|
I 1
(se o limite existir). Se o limite nao ezistir, /,// o = at h
diremos que f nao tem derivada em x = a. o

As seguintes notagoes sao equivalentes:

gy

f@) = (@) = /(@)
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Defini¢ao 3.3 (Recta tangente ao grafico de f num ponto).
O declive da recta tangente ao grdfico y = f(x) em x =a é f'(a) (se existir).

A recta tangente tem declive f'(a) e passa por A = (a, f(a) ), logo terd equagdo:

Exemplo 3.1.
Seja f(x) = 2. Calcule f'(1) e determine a equagdo da recta tangente a f em x = 1.
fa+h) —f@) . (0+h)?-1
/ _ _
==
2
= hmh T2 lim hh +2) =lim(h+2) =
h—0 h—0 h—0
A equacao da recta tangente é: \ N /
Ny,
— |p2 y+=2x+1
v 1) = F) (1) v=F
y—1=2(x—-1)
y=2zr—-1 x
-1 0 1 2 3
-1
Exemplo 3.2.

Sendo f(z) = 2* — 3z, calcule f'(2).

f(2+h)— f(2) (2+h)2=3(2+h)—(-2)

= lim

f'(2) = lim

h—0 h h—0 h
h?>+h h(h+1
i i PEED 1) =1

h—0 h h—0 h h—0
Exemplo 3.3.
Sendo f(x) = 2°, calcule f'(a).

fla+h)—fla) . (a+h)?*—a?
/ J—
Ja) = ilz—>0 h B i111—>0 h
212 2
= lim Wt 2ah lim Wl + 2a) = lim(h + 2a) = 2a
h—0 h—0 h h—0
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Exercicios (Derivada num ponto).

1. Com base nos grdficos y = f(x) e nas rectas tangentes apresentadas, determine:

(a)  f(2)ef(2) (b)  f3)ef3)
sv ¥ 7
- N /
i\ _ y = f(z)
y 0 y = f(z) \\ X .
-1 0 1 2 3 \4 5

0 1 2 3 4

-1 N\ 1 I I 1

2. Esboce o grifico de f(x) =2 e explique porqué f'(a) =0, Va € R.

3. Use a definicao de derivada num ponto para calcular:

(a) f'(1), sendo f(x)

=2r—3. (¢c) W (—1), sendo h(x) = 22>+ + 1.
(b) ¢'(2), sendo g(z) = 32°.

4. Seja f(x) =mx+0b, comm,b e R.

(a) Calcule f'(a) pela defini¢ao, para qualquer a € R.

(b) Interprete graficamente o resultado da alinea anterior.

5. Defina a equagdio da recta tangente ao grifico y = f(x) em x = a:

(a) se f(3)=—1, f'(3) =5 ea=3. (b) se f(x) =2 ea=1.

3.2 Funcao derivada

Definicao 3.4. O dominio de diferenciabilidade de f é Dy :={a € Dy | f'(a) existe } .
A fungao que transforma cada a € Dy em f'(a) designa-se por func¢io derivada de f:

fli Df/ — R
z — flz)

A funcgao derivada de f € representada pelas notagoes:

F@) =@ =L =4 ()

Cdr dx
Exemplo 3.4. Dada f(x) = 2° + 3z, calculou-se que f'(a) = 3a* + 3. Logo,

flix— 322 +3, ouseja f(x)=32"+3
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Exemplo 3.5. f(z) = 2% + 3z

Em geral:

=...=3d>+3

Proposicao 3.1. Regra de derivacdo de uma poténcia:

(1) =0 (z*) = 42°
(z) =1 (z°)" = 5z*
(%) =2z

(%) =32 | (") =7 2" !

Proposicao 3.2 (Linearidade da derivagao). Sejam v = f(x), v = g(z) e K € R.
(utv) =u £+ (K-u) =K-u
Exemplo 3.6.
(32 —5x+2) = (323 — (52) +(2) = 3(z*) — 5(z) + (2)
= 3-20—-5-1+0=06x—5
Proposicao 3.3. Regra de derivagdo do produto: se u = f(x), v = g(x), entdo:
(w-v) =u -v4+u-v
Exemplo 3.7.
[(32® — 5z) (22" + xz)], =

= (327 — 5x)/ (22" + 2?) + (32% — 5x) (22" + 2?)

= (6z —5)(2z* + %) + (32® — 5z) (82> + 27)
122° 4 62° — 102" — 52* + 242° + 62° — 402" — 102
= 362" — 502" + 12z° — 152°

Proposigao 3.4 (Derivada do quociente). Sejam u = f(x), v = g(z).

(u)’ u-v—u-v

v v?
Exemplo 3.8.
2 Y (%) (x +1) — (@*)(z + 1)
(m + 1) B (x+1)2 -
2z(z+1) —2* 22+ 22
O VR CEVE
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Proposicao 3.5 (Derivada da funcao exponencial).
(e®) = e” (a*) =Ina-a”

Seja f(x) = e”. Calculemos, pela defini¢ao, f'(x):

. flx+h)—f(x) . et —e®
A
Coeteh—er 1 e —1
= lim——— =¢"-lim =e"
h—0 h h—0

Observagao. Recordemos o seguinte limite notéavel:

I eh—l_
hli% ho

1

Proposicao 3.6 (Derivada da funcao logaritmica).

(nz) = (log, )’ = — —
Exemplo 3.9. .
(log, 2)" = x-In3
Exercicios (Derivadas).
1. Calcule
() (82) w (%) (9) (&)
10y pig (h) (22 + 32")
(b) («77) (e) (V)

1 1
(¢) @™ty 0 (5) 0 (3 g
2. Calcule (derivada do produto):

(a) [(m2+1)(2x3—x+2)}/ (c) [(3x5+x)(2x2—|—3x4)]/
(b) [(2*—1)@Bz—4)] (d) [(z+1)(z—-6)]

3. Calcule (derivada do quociente):
w (52 el wEE)
() w ()

(=}
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4. Calcule (derivada da exponencial):

(a) (27) (d) 37 (z — 1))

5. Calcule (derivada do logaritmo):

Inz \’ (b) (z-Inz) (c) [loga(xz)],
@\ =
6. A funcao procura (demand) de um bem em func¢ao do prego é: D = a — bP, onde

D e P sao varidveis e a e b sao constantes. Calcule —

dP’
7. Seja f(x) = —22° + 42® + x — 3. Determine f"(4).

8. Determine a equacio da recta tangente & curva y = 4z —52% +2 — 3 no ponto onde
a curva intersecta o eizo y (ordenadas).

3.3 Regra da cadeia

Teorema 3.7 (Regra de derivagao da fungao composta, ou regra da cadeia).
Sejam u(v) e v(z) duas fungoes diferencidveis e (uowv)(z) a respectiva composta. Entéo:

(UOU)/<:L’>:U/[’U(JI)]"U/(ZL‘) ou du o du dv

de — dv dzx

Exemplo 3.10. Sejam u(v) =v°, v(z) =2* + . Entio (uov)(z) = (2% + x)g.
Como u'(v) = 3v? e v'(z) = 20 + 1, teremos:

(wov) (z) = u'[v(@)] v(2)
= 3[v(z)]*- 22 +1)
= 3z +z)? (2v+1)

Corolario 3.8 (Derivada da poténcia de uma fungao).
/
(@] ) =r-[o@)] ™ v'(@)
Exemplo 3.11. Para calcular a derivada de f(x) = (x — x3)5 reparemos que
f(z) = (wov)(z), onde u(v) =v° ev(z) = x — 2>
Assim, u/'(v) = 5v* e v'(x) =1 — 32?, e pela regra da cadeia:

flw) =o' [o(@)] - v'(2) =5 (x — )" (1 = 327)
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Exemplo 3.12. Para calcular a derivada de

5

flz) = (:L‘3—|—2x—|—1)4

notamos que f(x) = (uov)(zx), onde u(v) = 24 e v(r) =2+ 22 + 1.
v

Caleulando o' (v) = (50™4) = —2007" e V/(x) = 32 + 2, teremos:
—20 - (322 +2)

/ _ 3 —5. 2 —
fl(x)==20 (2 + 22 +1) " (32 4 2) 21y

Exemplo 3.13. Para calcular a derivada de
f@) = Vot z = (a' +2)""
utilizamos a regra de deriwacao de uma poténcia de uma fungao:

423 + 1

4 -1/2 3
(2P 1) = —
() ) = e

f@) =

Exercicios (Regra da cadeia).

1. Para cada par de fungoes u(v) e v(x), indique a expressao de (uov)(x) e use a regra
da cadeia para calcular (uowv)'(z).

_:C+1
o

(a) u(v) = 40" e v(z) =2’ +2 () u() =v* —v e v(z)

2. Use a regra da cadeia para calcular as derivadas de:

(a) (4z — 2)° (d) Var+4

(b) (7® +5)" (e) Va3 — 1
6 4

(c) o1 (f) e

3. Calcule:

W | (55)

(b) [2*(2® —32)*] (d) ( f(sv))/

(c) [ (22 4 1)(z + 5)3 }/

4. Sabe-se que f(3) =2, g(2) =5, f'(3) = —1 e ¢'(2) = 4. Determine (go f)(3).

5. Suponha que foram investidos 1000 € num deposito com taxa de juro anual de
10%. Apds 10 anos, o valor do depdsito serda D = f(p).

(a) Diga qual é o significado econdmico de f(5) ~ 1629 e de f'(5) ~ 155.
(b) FEscreva uma formula para f(p)
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6. Determine f'(x) em funcao de g e de h:
(a) f(z)=g (%) (b) f(x) =g (z" h(z))
7. Sejam f(x) = 22* —x e g(x) = 2°.

(a) Determine f o g(x) e (fog)(z).
(b) Determine go f(x) e (go f) (z).

8. Calcule a derivada de:
f(z) = \/:c—l—\/:z:—i—\/?

3.4 Monotonia, extremos e concavidade

Defini¢ao 3.5. Uma funcdio é (estritamente) mondtona crescente ou decrescente num
intervalo [a,b] se Vxi,z5 € [a,b]
Ty < g = flxy) < f(x) 1 < T2 = f(z1) > f(22)

y

f(@)r-7~-F-

-
| f(x2)f ----1--

fant N

a 3‘11< T2

1 1 X,

1< T2 b

|
|
|
|
|
|
|
i
b

(crescente) (decrescente)

Teorema 3.9. Seja f continua em [a,b] e diferencidvel em |a,b|. Se Yz € ]a,b[:
1. f'(z) > 0 entdo f € (estritamente) mondtona crescente em [a,b).
2. f'(x) =0 entao f € constante em [a,].
3. f'(z) <0 entao f é (estritamente) mondtona decrescente em [a, b).

Definicao 3.6. Os pontos de estacionariedade de uma funcgao diferencidvel f sao as
solugoes de f'(x) = 0.

1
Exemplo 3.14. Estudemos os intervalos de monotonia de f(x) = —gx?’ + 222 -3z + 1.
fl(x) = —2* +40 -3
Os pontos de estacionariedade sao:

flr)=0 < —2*+42-3=0 & x=1Va2=3
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T —00 1 3 +00
f'(z) - 0 + 0 -
f(z) N | min. | | maz N

Definicao 3.7. Uma func¢do tem um extremo relativo (ou local) em x = a se f(a) for o
maior (ou menor) valor que a fun¢do toma numa vizinhanca de x = a.
Ou seja, se para todo o x €]a — 0,a + O] (para um dado 6 > 0) se verificar:

minimo relativo: mdzimo relativo:

f(z) = f(a) f(z) < f(a)

maximo relativo

&) --=mmmmmmmmo- 77\

f(al) -----

minimo relativo

Defini¢ao 3.8. Uma funcgao tem um extremo absoluto (ou global) em x = a se f(a) for
o valor mdzimo (ou minimo) que a funcao toma em todo o seu dominio (e ndo apenas
numa vizinhanga de x = a).

maximo absoluto

f(a)

7

Exemplo 3.15.

flo) =4~ (z—1)*

tem um mdzximo absoluto em x = 1, que é f(1) =4, porque

(z—-12>0 & 4—(r—1)><4

com tqualdade se e so se v = 1.

Proposicao 3.10. Seja f uma funcao diferencidvel num intervalo aberto I. Se f tiver
um extremo relativo (mdzimo ou minimo) em ¢ € I, é necessdrio que ¢ seja um ponto de
estacionariedade de f, isto é: f'(c) = 0.
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Definicao 3.9 (Concavidade).
Seja f duas vezes diferencidvel num intervalo aberto I. SeVx € I:

f"(z) > 0 entdo f é convera em I f"(z) <0 entio f é concava em I

/

Exemplo 3.16. Consideremos a func¢io de producao Q = A- K, com A >0 e a > 0.

dQ_ a—1 dQQ_ a—2
d_K_AaK dK2—AOZ<Q{ ].)K
d*Q
(a—1 1
dK2>0 & a-(a—1)>0 & a>
e 20
dK2<0 & a(a—1)<0 & O<ax<l

logo a fung¢ao de producdo é convexra se o > 1 e concava se 0 < a < 1.
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Exercicios (Monotonia, extremos e concavidade).

1.

2.

3.

10.

11.

Determine os intervalos de monotonia de:

(a) g(x) = -2 + 42> — 2 —6 (b) h(z)=2z(x —1)*

Considere a funcdo f(x) =Inz — x.

(a) Determine o seu dominio Dy.

(b) Estude os intervalos de monotonia e os extremos locais de f.

A derivada de uma funcao f tem o sequinte grdfico:

(a) Estude os intervalos de monotonia Vo oy = f(x)
de f.
0 X
(b) Mostre que [ tem dois extremos lo- a
cats, wm mdrimo e um minimo.

. Determine os valores de m e de n por forma a que a funcio f(x) = 2 +mz +n

tenha um extremo local em x = 2, e que seja f(2) = 4.

Determine os extremos das sequintes fungoes, sem calcular as suas derivadas:

(a) fl2) = —0— () 9(x) =3 =17 =4 () p(a) = —

T 52213 1+ 22
Determine os extremos locais de:

(a) f(x) =2* =1 em [-3,3] () g() = |e = 1] em [-2,3]

Qual o perimetro minimo de um rectangulo com 50 m??

Determine os pontos criticos e os extremos relativos das sequintes fungoes:

(a) flx)=a° —z (b) glw) =™ (¢) hia) = = 5
T +

Estude os intervalos de monotonia de f(x) = x° + 62% + 92 e esboce y = f(z).

Pretende-se limitar com rede os trés lados de um jardim rectangular que tem um lado
ja limitado por uma parede. Qual € a maior drea de jardim que pode ser limitada
com 40m de comprimento de rede? Quais 0s comprimentos dos seus lados?

Determine e classifique os pontos de estacionariedade de:
(a) f(z)=2°—32°
(b) g(x) = §x3 —2?+1
(¢c) h(z) = (x —1)> = 1 no intervalo [0, 2].
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3.5 Derivadas parciais e extremos condicionados

Defini¢ao 3.10 (Funcao real de n variaveis reais).

E uma funcao com valores em R que depende das varidveis 1, o, ... , x, € R,
f: R" — R
(X1, ... yxn) — flxg, ... xy)

Exemplo 3.17. A funcao
f: R? — R
(z,y) — Va*+y°
calcula a distancia de um ponto (z,y) € R? & origem.

Defini¢ao 3.11. Uma curva (ou superficie) de nivel de uma fungao é um conjunto de
pontos do dominio da funcao onde o valor da fun¢ao nao muda de valor:

f(Il, ,l’n) =C
Em economia, as curvas isoquantas e isocustos sao curvas de nivel.

Exemplo 3.18.
As curvas de nivel de f(x,y) = \/x? + y? sao circunferéncias de raio C >0 :

flz,y)=C & Jal+y?=C & 2°49°>=C?

Definicao 3.12. A derivada parcial de uma funcao de n varidveis reais:

flz, ..o xy)

em ordem a uma varidvel x; € a derivada obtida quando se consideram as restantes
varidveis constantes. Designam-se por:

of  9f of
oxry Oz’ 7 Ox,

Exemplo 3.19. Calcule as derivadas parciais de:
flz,y) =2+ 22y + 9> + 1
Se y € constante:

af 0
ox O

Se x € constante:
g—“; = g—y<x3+2xy+y2+1> = g—y(:v?’) +2x2<y> +2<y2) +%<1) =22+ 2y

Definicao 3.13 (Extremo local).
f(z1,...,2,) tem um mdzimo, ou um minimo local em (ay,...,a,) se e s6 numa vizi-
nhanga deste ponto se verificar uma das sequintes condigoes (respectivamente):

flxy, ... xy) < fla,...,a,) ou  f(z1,...,2,) > flag,...,ap)

(Pt on) - 8 () v o) ) <
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Proposigao 3.11 (Condicao necessaria para a existéncia de um extremo local).
Se f for diferencidvel, para que (ai,...,a,) seja um extremo local, é necessdrio que seja
um ponto de estacionariedade de f (que anule simultaneamente as n derivadas parciais):

of B
a—ml(al,...,an) =0

Exemplo 3.20.
flay) = (@ = 1)° + (y — 2)*

f tem um minimo absoluto em (1,2), que é f(1,2) = 0.
Sendo f diferencidvel, os seus extremos locais tém de ser pontos de estacionariedade:

of

o ! L J2e-p=0 0 fa=1
0_f:0 2y—2)=0 y=2
dy

havendo um dnico ponto de estacionariedade em (1,2), que é um minimo absoluto.

Defini¢ao 3.14 (Problema de extremos condicionados).

e mazimize (ou minimize) a funcdo objectivo: f(xq,...,xy,)
e sujeita a restri¢ao (ou constrangimento): g(z1,...,x,) =C
Exemplo 3.21 (Determine o ponto da recta y = —z + 2 mais proximo da origem).

e minimize a fungio objectivo f(x,y) = 2° +y* (quadrado da distincia & origem)

e sujeita a restricao y = —xr+2 & r+y=2

distancia
crescente

A solugao tem de pertencer a recta de-
finida pela restricao. As curvas de nivel da
fungao objectivo sao circunferéncias, e pre-
tendemos considerar a de menor raio pos-
stwel. Concluimos assim que a solu¢do do
problema € (1,1), que é o ponto de tangén-
cia da recta com a circunferéncia de raio

minimo (r = /2).
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Definicao 3.15. O gradiente de uma funcao real f de n varidveis reais € o vector cujas
componentes sao as deriwadas parciais de f:

e (2 )

oxry 7 Ox,

Proposicao 3.12. Seja f uma funcao real e diferencidvel, de n varidveis. O vector V f
é ortogonal & curva (ou superficie) de nivel f(xy,...,x,) = C em qualquer ponto.

Exemplo 3.22. Sejam f(z,y) = 2° +y* e

_(9F 9F\ _
Vf(%ya—y)(zl’,?y)

Consideremos a curva de nivel 2° +y* =1 e o0s pontos (1,0),

272

V2 \/5) e (0,1).

Os gradientes nestes pontos sao ortogonais a curva de nivel:

Vf(1,0) = (2,0)

VfC§A§>=:u@¢®

Vf(0,1) = (0,2)

Teorema 3.13 (Método dos multiplicadores de Lagrange).
Sejam f e g duas fungoes diferencidveis. As solugoes do problema de optimizacao (mini-

miza¢do ou mazximizacao) da funcao objectivo f(x1,...,x,) sujeita a restri¢cio (ou cons-
trangimento) g(xq,...,x,) = C encontram-se entre as solugdes de:
(0f dg
U Nt
8:c1 8361

Vf(xy,...,z,) = AVg(xy,...,z,)

AR RN

g(xl,...,$n):C oz, - oz,

g(xy, 29, ... x,) =C

Observagao. A equagao Vf = AVyg significa que Vf e Vg sdo vectores colineares (com
a mesma direc¢do). Assim, a curva da restrigao sera tangente a uma dada curva de nivel
da funcao objectivo f em cada ponto que for solu¢ao do problema.
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Definicao 3.16. Num problema de optimizacio de uma fung¢do objectivo f(xy,...,x,)
sugeita & restricao g(xy,...,x,) = C define-se a fun¢ao de Lagrange (ou Lagrangeana):

L(x1,. .., Tn, A) = fz1,...,20) — A [g(21, ..., 2n) — C]
Observacao. Esta Lagrangeana permite a seguinte reformulacao:

Vfi(xy,...,z,) = AVg(xy,...,2,) & VL(z1,...,Tp,A) =0

Exemplo 3.23. Mazimize f(x,y) = —22%—1y* +5x+6y sujeita a restricdo 2x + 4y = 10.
——

9(z,y)
A Lagrangeana é L(x,y,\) = —22° — y*> + 5z + 6y — \[2x + 4y — 10].
(0F _\ 99
Or O —4x +5 =2\ —4x +5 =2\ —4(—2y +5) +5 = 2\
O _ 4,99 o -2y46=4\ ©{-y+3=2" S22 =-y+3
dy Oy 27 + 4y = 10 = -2y+5 =2 +5
Lg(z,y) =10
8y —20+5=—-y+3 9y = 18 y=21
20 =—-y+3 S22 \=—y+3 & )\25 = 0 mdzximo € f(1,2) = 11.
T =—2y+9> T =—2y+3 r=1

—4 1 -
| ’y\)%l?\

1

1

—3 t T
1

1

-7 2z + 4y = 10

Para determinar se uma solu¢ao do problema de extremos condicionados ¢ um maximo
ou um minimo, recorre-se ao sinal do determinante da matriz Hessiana da funcao objectivo
(derivadas parciais de 2* ordem), o qual nos indica se a fungao é concava (sinal negativo;
méaximo) ou convexa (sinal positivo; minimo), numa vizinhanga do ponto.
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3.6 Teoremas de continuidade e de diferenciabilidade

Teorema 3.14. Do valor intermédio, ou de Bolzano
Seja f uma funcao continua num inter- y

valo fechado I = [a,b]. flo)fr = mmmmmmmmmmm
Se k for um valor entre f(a) e f(b), entdo:

PO st s s i o i

O = ==

de €la, b : f(c) =k

__—— -

fa) 4 — - —
y=f(x)

Corolario 3.15. Seja f uma fun¢io continua em |a,b]. Se f(a)- f(b) <0 entdo:
de €la,bl: f(c)=0

Exemplo 3.24.
A fungio f(z) =Inz +x € continua no seu dominio, Dy =|0, +00.
Consideremos o intervalo [e™*,1].

1 1-—e

fleH=In(e ) +et=—-1+ c= o < 0

f)=Inl+1=1>0

Logo f(e™') - f(1) < 0 e pelo coroldrio do teorema de Bolzano f tem pelo menos um
zero em e~ ', 1[.

Teorema 3.16. Do valor extremo, ou de Weierstrass
Seja [ uma fungao continua num intervalo fechado I = |a,b.
Entao f tem mdximo e minimo absolutos em I:

de,del Ve el f(e) < f(x) < f(d)

y
l\/léximo (absoluto)

<
i
=
>><
=
(]
o
x
v

Minimo (absoluto)

Corolario 3.17.
Uma funcgao continua transforma um um intervalo fechado num intervalo fechado.
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Teorema 3.18. De Rolle
Seja f continua em [a,b], diferencidvel em |a,b] e f(a) = f(b). Entdo:

de €la,b] : fl(e)=0

f(a)=f(b)

a

Teorema 3.19 (do valor médio, ou de Lagrange).
Seja f continua em [a,b] e diferencidvel em |a,b]. Entao:

Je €la, b f'(c):w

1

Exemplo 3.25.

1 1 1
Consideremos f(r) = ~2° — ~x no in- 2]

3 3
tervalo [0, 2].
Esta funcao € polinomial, logo é continua
em [0, 2] e diferencidvel em |0, 2[.

)~ f(0) _2-0
2—-0 2—-0

</

=1

N

N = = = = =
x
v

Pelo teorema do valor médio de Lagrange 0 o
existe ¢ €0, 2] tal que f’(c)=1.

1
Podemos confirmar este resultado: de facto, f'(z) = x* — 3 e

, 4 2V/3

f/(j[j):l = .T2— :1 Rt Tr° = — RS x:j: ,

2
confirmando-se que ¢ = %ﬁ €10,2[ e f'(c) = 1.
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Exercicios.

1. Seja f(x) = 2® — 2® + 4. Mostre que:
(a) [
(b) f

2. Seja f(x) = 23 — x + 4. Determine o conjunto dos valores de k para o0s quais a
equacdo f(x) =k tem pelo menos uma solu¢io em |1,2].

(
(x) = —1 tem pelo menos uma solugcao em | — 2, —1[.
(
(

)
)

x) = 3 tem pelo menos uma solu¢ao em | — 1,1].
)

3. Seja f uma fun¢do par e continua no seu dominio Dy = [—3,3]. Se f for crescente
em [—3,0], quantas solugdes terd a equagio f(x) =2 se:
(a) f(=3) =4 (b) £(0) = 2.

4. Uma funcgao f é continua no seu dominio R, € impar e tem um mdzimo absoluto 5
(ou seja VYx € R, f(z) <5). Justifique que o contradominio de f é [—5,5].

T

5. Prove que e™® = x tem pelo menos uma solugao em 10, 1[.

6. Considere a funcio f(r) = 2° +x — 1.

(a) Prove que f(x) =0 tem pelo menos uma solugao em [0, 1].

(b) Utilize o teorema de Rolle para demonstrar que f(x) = 0 ndo pode ter duas
(ou mais) solugoes em R.

(¢c) Conclua que f(x) =0 tem exactamente uma solucao real.

7. Justifique que pode aplicar o teorema do valor médio de Lagrange as funcoes indi-
cadas, nos respectivos intervalos, e conclua que resultado o teorema nos garante.

(a) f(x) =2 em [1,2]. (¢c) f(z) =V1—2a%em|0,1].
(b) f(x) =§ em [2,6]. (d) f(z)=VI+ 2 em [0,4)].

8. Use o teorema do valor médio de Lagrange para provar que se f for diferencidvel
em Ja,b| e Ve €]a,b[, f'(c) =0, entdo f é uma fungdo constante em ]a, b|.
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Exercicios.
O estudo completo de uma funcao consiste em estudar:

(a) dominio e contradominio (e) primeira e sequnda derivadas
(b) zeros (f) monotonia e extremos locais
(¢) paridade (9) pontos de inflexio

(d) limites, continuidade e assimptotas (h) esbogo do grdfico

1. Faga o estudo completo das sequintes funcoes

() fa) = 5 (c) () =2 —Inz
2x

(b) f(ﬂc):szrl (d) f(z) =Va2+4
2. Calcule f'(z):
(a) f(ar)z\/TEJr% (c) f(x) =z v2x—3

() f(z) = (32> — 50+ 2)* (d) f(z) = (32)° - (322 — 5 + 2)*

3. Considere as funcoes:

fa) = gla) =a® +1

(a) Caracterize (f o g)(z).
(b) Calcule (f o g)'(z).
(¢) Estude a monotonia e os extremos locais de f o g.

(d) fog admite funcao inversa?

4. Faga o estudo completo da funcgao:

(a) Dominio
(b) Zeros e intersec¢ao na origem (0, £(0))
(¢) paridade

(d) f'(z) e f'(x)
(e) limites, continuidade, assimptotas, monotonia, extremos locais, pontos de in-
flexao e concavidade

(f) esbogo do grdfico

(g9) contradominio
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Capitulo 4

Calculo Integral

4.1 Primitivas

Definicao 4.1. F(z) é uma primitiva ou anti-derivada de f(z) se:

LR@ =) o Fl)=f@
F(x) — derivagdo —  F'(z) = f(x)
F(x)+ C <— primitivagao +— F'(z) = f(z)

Proposicao 4.1. Se F(x) é uma primitiva de f(z), entdo F(x) + C € a forma geral de
todas as primitivas de f(z). C designa-se por constante de integragao.

F@ =) & [ f@d=Fac

Exemplo 4.1. Seja F(x) = 2%, logo F'(x) = 2x. Dizse entio que F(r) = 2* ¢ uma
primitiva de f(z) = 2x. Contudo, F(x) = x* ndo é a tnica primitiva de f(z) = 2x:

(:1:2+C)/:2$ & /2xdaz=x2+0

3
Por exemplo: as funcoes 2%, 2> +1 e 2* — 5 sao primitivas de 2x ;

<
I

b
8

- —————— -
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Reparemos que:

() =1 & /1da::x—|—C’

(x2)/:2x & /2xda:=a:2+C'

Contudo, talvez seja mais conveniente considerar

2\’ 2
1
(%)25-236233 & /xdmz%—%—C’

22\ 1 9 9 9 23
<§>§3x =2 & /:r; dx—g—i-C

De igual modo:

Proposicao 4.2. Formula de primitivacao de uma poténcia:

) 2P+l .
= + #—1
/w dz ] (se p )

Exemplo 4.2.
y A+ . 25 .
/x TTiatYTs T
1 -5+ 4 1
—dxr = dr = C=—+C=—-——+C
/x5:v /a: x _5+1+ _4+ 4x4+

\/_d 1/2d pl/2+1 o 23/2 c 9 3/ c
/ ‘/ Tipal Y Tap YTt

Proposicao 4.3. Propriedades do integral indefinido:

/k-f(x)dx:k-/f(x)dx:k-F(x)JrC

/[f(x)—l—g(x)] dx:/f(x)d:l:+/g(x)dsz(a:)—i—G(x)—l—C’

Exemplo 4.3.

/(3:172+4:17—|—3) de = /3x2dx+/4xdx+/3dx
= 3-/x2dx+4~/xdx+/3dx
2

1'3

X
p— . —_— 4._
3 3+ 2+3x+C’
= 34222 +3x+C

Proposicao 4.4.

1 1
/—dx:1n|x|—|—C’ e /e“md:c:—eaijC’ (a #0)
X a
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Exercicios.

1. Calcule:

5
(o) [ (30) o 0 [ Ve i) [ o
2. Calcule:
(a) / (x+2%) do (c) / (24° — 32) da
e 0] (-2)e
3. Calcule:
W [ vid (b)/\/ﬁdx
4. Caleule

(a) /e""”dx (b) /662”“"6136 (c) /3‘”d95

5. Sejaa>0ea+#1. Use aidentidade a® = "% para provar que

1
/a de = —a*+C

Ina

6. Verifique, por derivacao, que:
(a) / (2ze” + 2%e”) dz = 2" + C (b) / Inzdr=znhe—xz+C (z>0)

7. Calcule:

(a)/(x—l)zdﬂc (b)/(x+2)3d$ (C)/ —dr+d
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4.2 Equacoes diferenciais

Definicao 4.2. Chama-se equacao diferencial a uma equacgao do tipo

dy

— = €T

W_ ja),

sendo f(x) é uma funcdo dada ey = F(x) € uma funcdo que se pretende determinar.
Nao se pretende determinar x: a tqualdade deverd verificar-se para todo o x, pois a funcao
do 1° membro deverd ser igual a do 2°.

j—i:f(x)w:/f(x)dx

Exemplo 4.4.
d 3
—y:x2<:>y:/:c2d:c<:>y:x——|—0
dx 3

Definicao 4.3. Equacao diferencial com condi¢ao inicial:

dy

% - f(l’), y<x0) = Yo

Exemplo 4.5. Resolva a equacao a equacao diferencial com condicao inicial:

dy 2
— =6 1)=0
oo =605 y(1)
dy _ . o _ 2 _ 9.3
—=6x" & y= [ 6bxdr <& y=22"+C
dz
Mas a condicio inicial y(1) = 0 < 2- (1) +C = 0 & C = —2, logo a solucio é
y(z) = 22° — 2.
Exercicios.

1. Determine a solucao da equacao diferencial com condicao inicial:
dy 2 _ dy _ _
(a)%—(x%—l), y(—2) =8. (b) dx_2x+1’ y(—=3) = 0.
2. Determine a funcao y = f(x) tal que:
ffz)=z+e",  f(0)=2 f(0)=-1

3. O custo marginal da producio de x unidades é C'(x). Os custos fizos sao C(0).
Determine a fugao custo de producio C(z) quando:

(a) C'(x) =3z +4 e C(0) =40 (b) C'(x) =azx +beC(0)=Ch
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4. Determine F(x) sabendo que:

() F(x) = 5" 2 ¢ F(0) = % (b) Flz) = 2(1 - 2?) e F(1) =

5. Determine a funcao f(x) e esboce o seu grdfico, sabendo que:

(a) f(0) =2 e o grifico de f" é:

\ ny'a:) //

N
* 7

(b) f(0) =0 e o grifico de [ é:

y=f'(x) 1V /

4.3 Integracao por substituicao

Recordemos a regra da derivacao da fungao composta:

& (Flg()]) = Flg()]-4()

Designando F'(z) = f(x), podemos escrever equivalentemente:
[ #lo@)- g ds = Flg)) +C
Teorema 4.5.

[ o) =Flg) o o [ =

sendo u = g(z) e du = ¢'(x)dx.
Exemplo 4.6.

21 2 )2
/(x2+1)20-21:dx:/u20du:U—+C:u+

21 21

sendou=2>+1 e du = 2x dx.
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Exercicios.

1. (a) Calcule: j—x ( (32? — 2)* )

(b) Complete: / (. )a=p2-2tec
2. Caleule:

() [ V55 W [ VT
3. Calcule

(o) / 2w ¢ da (d) / 22 e do

@ [ 0 [

4.4 Integracao por partes

Proposicao 4.6. Regra de primitivacao por partes:

/u-v’dx-uw—/u'-vdx

Demonstragao. Pela regra da derivacdo do produto (u-v) = -v+u-v'. Assim:

/(u-v)/dx:/u'-vdx—l—/u~v’dx & u-v:/u’-vdx+/u-v'dx

Exemplo 4.7.



Exemplo 4.8.

_ 2 3/2 2 3/2
/ \/x—l— de = _x -§(x+1) - / 1 ~§(x+1) dx
U N—— W ——

2 2

2 2 2

Exercicios.
1. Caleule:
(o) /x-exdx (c) /xz-\/ledx () /x3e2xd9€
) /ln(x)d:v (d) /élnxdm
2. Caleule:
(o) /x(x—i—’é)sdx () /1,2 In(z) dz (c) /G%dx
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4.5 Integral de Riemann

Pretendemos calcular a area sob o grafico de uma func¢do nao negativa, em [a, b]:

N /

Definigao 4.4 (Integral definido).
Seja f(x) uma fungao nao-negativa em [a,b]. A drea do conjunto:

b
A={(z,y) eR’|a<z<bA0<y<f(z)} designa—sepor/ f(z)dx

Exemplo 4.9 (Areas e integrais definidos de algumas figuras geométricas familiares).

W
y=2

4
1 A Area(A):/de:?)-Z:G
1

(b)
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Definig¢ao 4.5. O Integral de Riemann de uma fun¢ao nao negativa em [a,bl:

/a ’ f(z) dx

designa a drea sob o grdfico de y = f(x) no intervalo [a,b].

N

y

I

y = f(x)

,

Aprea

O processo de cilculo da drea (se existir) consiste no limite das aproximacoes através de
rectdngulos de largura cada vez menor:

n—-+00

/f(x)dx = lim Zf(xk)Ax
@ k=1

b —

sendo Ax = e xy pertence ao k-ésimo sub-intervalo de [a,b].

n
Quando o limite eziste, dizemos que a func¢do é Riemann-integrdvel em [a, b)].
a e b sao os limites de integracao inferior e superior e f(x) € a fun¢ao integranda.

Teorema 4.7. Uma funcio continua num intervalo [a,b] é Riemann-integrdvel.

Observagao.
A variavel de integracao diz-se muda, pois os seguintes integrais sao idénticos:

/abf(x)dx_/abf(t)dt_/abf(s)ds

A definigao do integral de Riemann como o limite das areas que sao aproximagoes por
rectangulos nao é um método adequado ao célculo sisteméatico de integrais, em geral.
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Teorema 4.8. Teorema Fundamental do Cdlculo (1):
Seja f uma funcao continua num intervalo.

O integral indefinido

mw_lvwmx

¢ uma primitiva de f, ou seja:

e ——

w0 =5 ([ fwar) = 0

szmﬁw+2—Mﬂ%h§ﬂ

h—0

Demonstracao.

Teorema 4.9. Teorema Fundamental do Cdlculo (2):

Seja f uma funcao continua num intervalo e F' uma primitiva de f. Entao:

a

/ab f(@) do =

Demonstracao. Seja A(t) :/ f(z)dx.

= F(b) — F(a)

Pelo T.F.C. (1), A(t) ¢ uma primitiva de f(¢), logo A(t) = F(t) + C.

Como A(a) =0, entdo C = —F(a).

Assim A(t) = F(t) — F(a), para qualquer primitiva F. Finalmente

/ f(x) dz = A(b) = F(b) — F(a)

Exemplo 4.10.

! 1
/ 22 dr = [—x3] =
0 3
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Proposicao 4.10. Propriedades do integral definido, ou de Riemann:

a a b
dz =0 dr = — d
/a f(a) do / f(z) da / f(z) da
Exemplo 4.11.

1 2 0
/ 22dr =0 / 20 dx = —/ 22 dx
1 0 2

Proposicao 4.11. Linearidade do integral, relativamente a func¢ao integranda:

/abk-f(a:)dx:k-/ab f(z)dx

/ab [f(z) + g(z)] dw:/ab f(x)dx—i—/ab g(z) dz

2 2 2
/(3x2—|—2x)dx = / 32% dx + / 22 dx
0 0 0
2 2
= 3~/ 2 dr + 2~/ x dx
0 0

Proposicao 4.12. Parti¢cao do intervalo de integracao:

/ab f(:v)dx:/ac f(:v)dx—l—/cb f(z)dx

independentemente da ordem dos numeros a,b,c € R.

<N
v /

4

Exemplo 4.12.

WV

Exemplo 4.13.

2 1 2
/ |l — 1| de = / |lx — 1] de‘+/ |z — 1| dx
0 0 1

= /01(—1:4—1) dr + /12(36—1) dzx

7



Exercicios.

1. Escreva um integral definido que designe \Y
a drea indicada e calcule-o: ?

(a) Através de um método geométrico.

(b) Pelo Teorema Fundamental do Cdl-
culo.

2. Calcule os integrais e esboce 0s conjuntos correspondentes as dreas calculadas:

(a) /lzxdx (c) /_llxzdx (e) /j\:c]dx
) /19\/de (d) /40xdx () /_22\33—1|dx
3. Calcule:

(@;%{[%ﬁd% (w;%[/TMd% (d;%{Zﬁ—lmq

4. Esboce a regido cuja drea € representada pelo sequinte integral definido e calcule-o:
4 2 1
(o) / 2dz () / (z+2) do (c)/ VI ds
1 ~1 0
5. Calcule e represente graficamente a drea calculada:
(a)/l —du (b)/l e (¢) 7}13;0/1 —de

4.6 Calculo de areas

Proposicao 4.13. Area de uma regido limitada por uma funcio negativa:

a b (f(z)<0)

y=—f(x)

y = f(x)
(f(z) <0)
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A drea de uma regido limitada por wma funcio negativa, Area(A), ¢ igual & drea da
regiao simétrica, Area(B), limitada pela sua fungao simétrica (positiva):

Area(A) = Area(B) = /ab ( - f(x)) dex = —/ab f(z)dx

Concluimos assim que o integral definido de uma funcgdao f(x) <0 num intervalo [a,b] é
o simétrico da drea entre o grifico de f e o eizo das abcissas, em |a,b].

Exemplo 4.14.

1

/Ol(x—l)dx: [%2—95] -

0

logo a drea da figura situada abaizo do eixo
das abcissas €:

/01(:6— 1)dx

Proposicao 4.14. O integral de uma funcdao continua num intevalo € igual a soma das
dreas acima do eizo das abcissas, subtraida das dreas abairo desse eiro:

/)df($)d$:j)a ﬁx)dgi+\/ab {Ex)dgi+\/bcﬁx)d9i+\/cdﬁx)d9i

+Area(A) — Area(B) +Area(C) — Area(D)

Exemplo 4.15.

/Oz(x—l)da::O

porque o integral calcula a diferenca entre
a drea do tridngulo acima do eixo das ab-
cissas, e a do triangulo abaixo desse eixo,
tridngulos esses que tém a mesma drea.
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Proposicao 4.15.
A drea de um conjunto limitado superiormente e inferiormente por duas funcoes:

A={(z,y) eR’|a<z<b A g(x)<y< f(z)}

Xy

Qe----=

A'r'ea 7

y=g(x)

b
calcula-se através do integral / ( f(z) — g(x) ) dx .

Exercicios.

1. Considere o sequinte conjunto:

A={(z,y) eR* |2 —20<y<2—2z}

(a) Esboce o conjunto A.
(b) FEscreva um integral definido para calcular a drea de A.
9
(¢) Calcule a drea de A. (Sol: 5)
2. Considere o seguinte conjunto:

B:={(z,y) eR*|22* <y <8}

(a) Esboce o conjunto A.
(b) Escreva um integral definido para calcular a drea de A.
(¢) Calcule a drea de A. (Sol: 2)

3. Determine a drea da regiao limitada pelas curvas:

(o) y=2’+zey=3—u.
(b) y=3z—2* ey =4—2x.

80



