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1 Wprowadzenie

Matematyka jest dziedzing wiedzy, ktora wnosi do przestrzeni spotecznej i kultu-
rowej nie tylko konkretng wiedze, ale tez i poczucie, iz jej wyniki sa wolne od btedow.
Wspélczesna cywilizacja podejmuje coraz wiecej wyzwan, w ktoérych standardy dzia-
tan nie dopuszczaja bledéw. Dotyczy to szczegblnie oprogramowania dziatajacego we
wrazliwych strefach zycia ludzkiego (np. oprogramowania elektrowni jadrowych, opro-
gramowania sterujacego samolotem itp.). Wielko§¢ takiego oprogramowania sprawia,
iz zapewnienie jego poprawnosci bez wsparcia komputerdéw jest nierealne. Wiacze-
nie w ten proces osiggnie¢ matematyki tak, aby nie byly one najstabszym ogniwem,
wymaga sformalizowania ich w precyzyjnej, akceptowalnej przez komputer postaci.

Wykorzystanie komputerowej weryfikacji w naukach matematycznych jest dobrze
znanym sposobem drastycznego ograniczenia lub eliminacji btedéw w formutowanych
rozumowaniach. Konieczna do uzycia komputera szczegdétowosé wszystkich krokow
oraz mozliwych przypadkéw, uniemozliwia co prawda popelnienie drobnych btedow,
ale rownoczesnie zwieksza dlugos$é rozumowania. Problem ten istnieje od czasu pierw-
szych prob formalizacji matematyki, przyczyniajac sie do zaniechania wielu z nich.
Spowodowal on m.in. porzucenie dalszych prac nad kolejnym tomem dzieta ,, Principia
mathematica” [22] tworzonego przy ekstremalnie rygorystycznym podejsciu do formu-
towaniu definicji i dowodow, reprezentowanego przez A. N. Whiteheada i B. Russella.
Roéwniez doprowadzit on do odwrécenia sie §wiata matematyki od ambitnego projektu
grupy naukowcéw wystepujacych pod pseudonimem pseudonimem Nicolas Bourbaki.

Zatem poczawszy od pierwszych prob formalizacji dowodéow matematycznych,
procesowi temu zawsze towarzyszyl problem nieczytelnosci struktury tak uszczegoéto-
wionych rozumowan. Zdaniem niektérych koncepcje systeméw formalnych umozliwia-
jace jasne strukturalizowanie dowodéw, zapisanych w systemie dedukcji naturalnej,
przedstawione przez G. Gentzena [7] lub S. Jaskowskiego [I0] utrudniaja, czy wrecz
uniemozliwiaja, zastosowanie ich do wiernej reprezentacji dowodéw twierdzen prowa-
dzonych w praktyce przez matematykow [17].

Rozkwit formalizacji byt mozliwy dopiero przy wykorzystaniu komputeréw do we-
ryfikacji poprawnoéci tak uszczegétowionych rozumowan. Idea komputerowo wspoma-
ganej automatyzacji i weryfikacji formalnych rozumowan matematycznych stanowita
bowiem punkt wyjscia do zbudowania systemow prowadzenia rozumowan formalnych,
tj. Coq, Isabelle/Izar, HOL Light, Mizar. Wykorzystanie komputeréw nie tylko zli-
kwidowalo problem sprawdzania poprawno$ci, ale umozliwito réwniez prowadzenie
rozwazan formalnych na bardziej ogélnym poziomie, ktéry jest blizszy temu, jaki wy-
stepuje w nieformalnych dowodach matematycznych. Pomimo zbudowania takich sys-
tem6w, zapisane w nich formalne rozumowania sg nadal nieczytelne dla przecietnego
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uzytkownika. Implikuje to konieczno$¢ dalszych badan w zakresie metod poprawy
czytelnosci. Zagadnieniom tym zostata po$wiecona prezentowana rozprawa doktor-
ska.

Zasadniczg przyczyng tego stanu rzeczy jest wieksza niz w normalnej praktyce ma-
tematycznej liczba krokéw, ktora jest jednak konieczna do zapewnienia poprawnosci
wywodow formalnych (zalezno$é miedzy dlugoscia dowodu nieformalnego i formal-
nego charakteryzowana jest tzw. wspolczynnikiem de Bruijna [3, 24]).

Analiza do§wiadczen zwiazanych z rozwojem i konserwacja bazy Mizar Mathema-
tical Library (MML) potwierdzila rowniez istnienie innego znanego powodu nieczytel-
nosci skryptow dowodowych. Jest nim dazenie do osiagniecia konkretnego celu, jakim
jest udowodnienie twierdzenia, przy jednoczesnym traktowaniu pobocznych wartosci
takich jak czytelno§é¢ tworzonych skryptéow dowodowych jako kwestie drugorzedne.
Oczywiscie efekt ten nasila sie w przypadku dlugich rozumowan, ktére pojawiaja
sie nieuchronnie w wyniku wzbogacania bazy MML w coraz trudniejsze zagadnienia.
Niejednokrotnie obecne tam wywody, choé¢ poprawne dla systemu weryfikujacego sa
jednak mato eleganckie, czesto wrecz chaotyczne, a cztowiek moze je zrozumieé je-
dynie przy bardzo duzym naktadzie pracy i wysitku. Czytelnosé takich skryptow
wplywa nie tylko na czas ich analizowania, ktéry jest potrzebny do wyodrebnienia
idei sformalizowanych w ten sposéb dowodéw matematycznych, ale réwniez na la-
twos¢ ich konserwacji (rewidowania). Autorzy takich skryptow maja przekonanie, iz
problem znajdowania i usuwania niepotrzebnych lub mozliwych do skrécenia frag-
ment6w nie jest z ich punktu widzenia istotny, gdyz zakladaja, ze wszystkie elementy
tego procesu mozna latwo zautomatyzowaé. Przekonani sa, ze automatyczne odnaj-
dywanie i usuwanie niepotrzebnych fragmentéw skryptéw dowodowych zapisanych
w jezyku Mizar za pomoca narzedzi dystrybuowanych z tym systemem [12], 13] oraz
wizualizacja czeSciowo poprawionych skryptow w zlinkowanej postaci HTML [19, 20]
jest rozwiazaniem gwarantujacym dostateczny poziom czytelnoéci uzyskanych wywo-
dow. Badajac jednak dowody zgromadzone w bazie MML, bez trudu odnajdujemy
jednopoziomowe rozumowania zbudowane z co najmniej 30 krokéw, dla ktérych re-
konstrukcja idei nawet przy zastosowaniu dotychczas dostepnych narzedzi wymaga
ogromnego naktadu pracy.

2 Obszar badawczy i cele rozprawy

Rozwiazaniem opisanego powyzej problemu moga by¢ metody stosowane w prak-
tyce matematycznej w celu czytelnego formutowania dlugich rozumowan nieformal-
nych. Metody te sa gteboko zakorzenione w tradycji formutowania dowodéw matema-
tycznych, jak réwniez maja swoje uzasadnienie w wielu badaniach psychologicznych
prowadzonych nad procesami poznawczymi czlowieka [1l 2, [5]. Opieraja sie one na
dwodch niezaleznych od siebie srodkach. Pierwszym z nich jest odnajdywanie i wyod-
rebnianie w postaci lematéw lub kapsutkowaniu w postaci zagniezdzonych podroz-
umowan mniej istotnych lub powtarzajacych sie fragmentéow rozumowania. Drugim
za$ Srodkiem jest reorganizacja niezaleznych od siebie krokéw rozumowan w dowo-
dzie, ktéra ma na celu poprawe wybranych wtasnoéci linearyzacji dowodu. Dodatkowo
srodki te sa przenoszone na grunt dowodéw formalnych zgromadzonych w bazie MML
przez wielu autoréw skryptow, dla ktoérych priorytetem w formalizacji jest nie tylko
powiekszanie bazy sformalizowanych twierdzen, ale réwniez jest jej jakosé. Skrypty
dowodowe tych autoréw odznaczaja sie wowczas podwyzszonym poziomem czytelno-
Sci, a jesli nawet zawierajg niepotrzebne lub mozliwe do skrocenia fragmenty, to ich
usuniecie nie prowadzi do obnizenia czytelnosci tak zmodyfikowanych wywodow.

Naturalnie czytelno$¢ skryptéw dowodowych jest pojeciem subiektywnym, réznie



rozumianym przez poszczegdlnych autoréw rozumowan, a przedstawione metody sa
stosowane w sposob intuicyjny na podstawie wzorcow wystepujacych w dowodach
nieformalnych, ktére zostaly uksztaltowane w wyniku wieloletniej praktyki ich two-
rzenia. W oparciu o te nieformalne wzorce, a takze wieloletnie doswiadczenia uzyt-
kownikow systemu Mizar [I5, 20] oraz badania nad czytelnoscia programoéw kom-
puterowych [11] zaproponowano metody zwiekszania czytelnosci sformalizowanych
dowodéw. Niestety nie wiadomo, na ile metody te sa efektywne czasowo, a co za tym
idzie, na ile sa stosowalne w praktyce.

Wybér systemu Mizar zostal podyktowany tym, iz dystrybuowana z tym syste-
mem biblioteka jest najbardziej rozbudowanym na §wiecie, intensywnie rozwijanym
przez ponad dwadziescia lat repozytorium sformalizowanej wiedzy matematycznej.
Za wyborem bazy MML przemawia rowniez fakt, ze rozwigzania stosowane w je-
zyku Mizar wykorzystywane sa do opracowywania podobnych rozwiazan stuzacych
polepszaniu czytelnosci skryptow w innych uznanych systemach [14], tj. Declare [18],
Mizar Mode for HOL [9], Isar language for Isabelle [21), Mizar-light for HOL-light
[23], MMode for Coq 8|, declarative proof language (DPL) for Coq [4].

W zwiazku z powyzszym, jako obszar badawczy wybrano wdrazanie metod
wykorzystywanych w procesie poprawy czytelnosci nieformalnych rozumowan mate-
matycznych w celu uczytelniania istniejgcych formalnych rozumowan zapisanych w sys-
temie naturalnej dedukcji, ze szczegolnym vwzglednieniem rozumowan zgromadzonych
w bibliotece MML.

Celem rozprawy w zwigzku z tym jest poprawa czytelnosci dtugich formalnych
rozumowan poprzez upodobnienie ich do dowoddw nieformalnych. Cel ten byt realizo-
wany poprzez badanie efektywnosci algorytméw poprawiajacych czytelnosé rozumo-
wan zapisanych w systemie naturalnej dedukcji G. Gentzena, S. Jaskowskiego [7, [10].

W zwiazku z tak nakreslonym celem gléwnym rozprawy zostaly wyodrebnione
nastepujace cele szczegdélowe proponowanych badan:

1. Wyodrebnienie zbioru informacji zawartych w poszczegolnych krokach rozumo-
wania, ktory umozliwia interpretowanie struktury rozumowania jako grafu skiero-
wanego reprezentujgceego przeptyw informacji miedzy poszczegolnymi krokami
rozumowania, nazywanego dalej grafem dowodu.

2. Stworzenie abstrakcyjnego modelu grafu dowodu, ktéry umozliwi uniezaleinie-
nie prowadzonych rozwazan od konkretnego systemu weryfikujgcego, co uprosci
adaptacje oczekiwanych rozwigzan do innych systemdw.

3. Zdefiniowanie grupy wskainikow czytelnosci wyrazonych w terminach abstrak-
cyjnego grafu dowodu oraz zbadanie ztoZono$ci problemow grafowych optymali-
zujgcych warto$ci tych wskaznikow.

3 Problemy badawcze

Realizacja celéw rozprawy nastapita przez odpowiedz na dwa sformulowane po-
nizej problemy badawcze:
1. Czy i w jakim stopniu mozliwe jest postugiwanie sie abstrakcyjnym modelem
grafu dowodu do analizy metod uczytelniania istniejgcych rozumowan formal-
nych zgromadzonych w bazie MML?

2. Na ile proponowane metody uczytelniania sg efektywne czasowo, a co za tym
idzie, na ile s stosowalne w procesie automatycznej poprawy czytelnosci sfor-
malizowanych rozumowan zapisanych w systemie naturalnej dedukcji?



Zdecydowano sie na laczne potraktowanie tych dwoch probleméw badawczych, po-
niewaz przeprowadzenie badan nad poprawa czytelno$ci bez ich uniezaleznienia od
konkretnego systemu utrudnitoby, a wrecz uniemozliwitoby adaptacje oczekiwanych
rozwigzan do innych systeméw.

W rozprawie zostal przyjety ponizszy model abstrakcyjnego grafu.

Definicja 1. Niech V bedzie niepustym zbiorem, a A, M bedq dowolnymi podzbiorami
zbioru uporzgdkowanych par elementow zbioru V, A, M C V x V. Uporzedkowang
trajke P = (V, A, M) nazywamy abstrakcyjnym grafem dowodu wiedy i tylko wtedy,

gdy:
(1) digraf My = (V, M) jest lasem dendroidow,

(i7) kazdy tuk (u,v) w digrafie (V, A) spetnia warunek: kazdy nastepnik u w lesie
My jest osiggalny z v i jednoczesnie rézny od v,

(¢i1) digraf (V, AU M) jest acykliczny.

Odnoszac sie do pytania sformutowanego w pierwszym problemie badawczym, na-
lezy rozwazy¢ dwa jego aspekty. Po pierwsze, nalezy zweryfikowa¢, czy modyfikacja
sposobu zlinearyzowania rozumowania poprzez modyfikacje sortowan topologicznych
poszczegdlnych rozumowan pierwotnych w grafie dowodu nie prowadzi do powsta-
nia bledéw w skrypcie dowodowym. Po drugie, nalezy sprawdzié, czy rodziny abs-
trakcyjnych graféw dowodu, ktére zostaly wykorzystane w rozprawie przy badaniu
klasy zlozonosci probleméw optymalizacji sa konstruktywne, a wiec czy rozumowa-
nia, ktorych struktury sa opisywane przez wykorzystywane grafy dowodéw, naleza
lub potencjalnie moga naleze¢ do bazy MML.

Nawigzujac do pierwszego aspektu problemu badawczego, nalezy stwierdzi¢, ze
zbidér informacji wyodrebnionych 7z krokéw rozumowania sformutowanego w jezyku
Mizar dostarcza koniecznej, jak réwniez dostatecznej liczby danych do badania zalez-
noéci wystepujacej miedzy krokami dowodu. Wynik ten zostal zbadany teoretycznie
poprzez szczegdltowa analize sktadni systemu Mizar jak réwniez zostatl potwierdzony
empirycznie. Badania przeprowadzone nad wstepna poprawa budowy ponad 30 tys.
rozumowarn zgromadzonych w bazie MML, podczas ktérych wykorzystywane narze-
dzia dokonywaty modyfikacji sposobu linearyzacji rozumowan w oparciu jedynie o in-
formacje wyodrebnione z krokéw rozumowania, nie wygenerowaly bltedéw w trakcie
modyfikacji skryptéw dowodowych. Stad mozemy wnioskowaé, ze modyfikacja spo-
sobu linearyzacji poszczegélnych rozumowarn pierwotnych przy uwzglednieniu jedynie
informacje zgromadzonej w grafie dowodu, nie prowadzi do powstania btedéw w ten
sposéb modyfikowanych skryptach dowodowych.

Odnoszac sie do drugiego aspektu problemu badawczego, stwierdzamy, ze wska-
zana w rozprawie podrodzina konstruktywnych abstrakcyjnych graféw dowodu nie
pokrywa catlej rodziny grafow dowoddéw rozumowan zgromadzonych w bazie MML,
aczkolwiek zawiera wszystkie grafy sposrdd tych, ktére byly wykorzystywane przy ba-
daniu zlozonosci rozwazanych problemoéw optymalizacyjnych. Naturalnie, teoretyczne
zbadanie pelnej sktadni systemu Mizar doprowadzitoby do wyznaczenia zbioru wtla-
snosdci abstrakcyjnych graféw dowodu dostatecznych do ich konstruktywnosci, acz-
kolwiek badanie to zostalo uznane za niecelowe ze wzgledu na realizacje gtéwnych
celow rozprawy. Za dostateczne rozwiazanie tego problemu przyjeliSmy zostalo bo-
wiem przyjete wskazanie transformacji, ktorej zastosowanie powoduje, iz wynikowe
dowody daja grafy bedace konstruowanymi grafami dowodu.

Ustosunkowujac sie do powyzszych wnioskéw w odniesieniu do pierwszego pro-
blemu badawczego stwierdzamy, ze graf dowodu jest dobrym narzedziem umozliwia-
jacym dostatecznie wierne odzwierciedlenie struktury rozumowan zapisanych w je-



zyku Mizar. Skonstruowany model abstrakcyjnego grafu dowodu umozliwia nie tylko
wierne odzwierciedlenie struktur rozumowan zapisanych w jezyku Mizar, ale réwniez
kazdego rozumowania zapisanego w systemie naturalnej dedukcji. Wlasnosci przyjete
w definicji abstrakcyjnego grafu dowodu charakteryzuja bowiem podstawowe zasady
tworzenia poprawnie zbudowanych dowodéw w systemie naturalnej dedukcji, tj.:

1) przestanki, ktore sa wykorzystywane w uzasadnieniu kroku, musza by¢ stwier-
dzone we wczedniejszej czedci rozumowania;

2) krok rozumowania, w ktorym stwierdzana formula wykorzystuje zmienng wolna,
musi by¢ poprzedzony w rozumowaniu krokiem, w ktérym zmienna ta zostala
ustalona w rozumowaniu;

3) uzasadnienie kroku nie moze odwolywaé sie do stwierdzen sformulowanych we-
wnatrz zagniezdzonego rozumowania, jeli krok ten nie nalezy do obszaru tego
zagniezdzonego rozumowania.

Mozemy stad wnioskowaé, ze uzyskane wyniki rozprawy moga byé w prosty sposob
zaadoptowane do kazdego systemu opierajacego sie na systemie naturalnej dedukcji.

Odnoszac sie do pytania sformutowanego w drugim problemie badawczym nalezy
stwierdzi¢, ze zostala zbadana zlozonos¢ problemu optymalizacji wszystkich pieciu
najczesciej wskazywanych przez uzytkownikéow systemu Mizar wskaznikéw czytelno-
Sci, charakteryzujacych nastepujace wtasnoséci dowodu:

KC.1 Liczba krokéw, z ktérych kazdy w swoim uzasadnieniu odwotuje sie m.in. do
przestanki sformutowanej w bezposrednio poprzedzajacym kroku w dowodzie
powinna by¢ maksymalna.

K.2 Liczba odwotan do przestanek w obrebie poszczegolnych liniowych fragmentow
dowodu powinna by¢ maksymalna.

K.3 Liczba etykiet, ktore nalezy wprowadzi¢ w dowodzie, w celu umozliwienia od-
wolywania sie do daleko potozonych przestanek, ktére nie moga by¢ przekazane
do uzasadnienia za pomoca konstrukcji then powinna by¢ minimalna.

KC.4 Suma odleglosci po wszystkich odwotaniach miedzy krokami, ktére odwoluja sie
do przestanek, a krokami, w ktorych te przestanki zostaty uzasadnione powinna
by¢ minimalna.

K.5 Liczba fragmentéw rozumowania zapisanych spoiscie w dowodzie, w ktérych
przeptyw informacji jest dostatecznie gesty, powinna by¢ maksymalna.

Badania te przeprowadzono dwuetapowo. W pierwszym etapie zostaly formalnie zde-
finiowane wskazniki opisujace linearyzacje poszczegélnych rozumowarn pierwotnych
abstrakcyjnego grafu dowodu, jak réwniez sformutowano pie¢ grafowych problemoéw
decyzyjnych zwigzanych z optymalizacja tych wskaznikéw:

KC.1": INSTANCIA: DAG D = (V, A), zbior A C A, liczba naturalna 0 < My < |V|.
PyTAaNIE: Czy istnieje acykliczna HE:)fpartycja 7 digrafu D spelniajaca zalez-

nosé: |m| < My?

Przy czym partycja n digrafu D ma wlasnosé HS) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego p € 7 podgraf digrafu (V, A) indukowany przez zbiér wierzchotkéw P posiada
droge Hamiltona.



K.2": INSTANCIJA: DAG D = (V, A), zbior A C A, liczba naturalna 0 < My < |A].
PvyTANIE: Czy istniej acykliczna Hfj)fpartycja « digrafu D spelniajaca zaleznos¢:

Z |P1 8% P2| < MQ?
#Py,Prem A

Przy czym Py ~ P, oznacza zbior {(v,u) € A:v € Py Av € Pa}.

K.3": INsTANCIA: DAG D = (V, A), zbiory As C A; C A, liczba naturalna 0 < M3 <
V.
PYTANIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne T € T'S(D) spelniajace zaleznosé:

HveV: eElvvueAl A (dr(v,u) >1Voug AV

3 A1)} < Ms,
wevvaA\ 1)}| 3

gdzie d,(v,u) = d(u) — d(v)?
K.4":InsTaANCIA: DAG D = (V, A), funkcja w : A — N U {0}, liczba naturalna 0 <
VI+1Y\
My < ( 3 ggﬁw(vu).

PYTANIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne T € T'S(D) spelniajace zaleznosé:

Z w(vu) - dr(v,u) < My?
vueA

K.5": INSTANCJA: DAG D = (V, A), zbior A C A, liczba rzeczywista 0 < p < 1, liczba
naturalna 0 < M5 < 2V,
PyTaNIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne 7 € T'S(D) spelniajace zaleznosé:

HV CV:|V|22Apa(V) = pAV jest T—spoisty }| > Ms,

[{{v,u}:v,u€VAv£uA(v—"uVu—"v)}|
A A
V]
2
wtedy, gdy istnieje liczba naturalna 4, dla ktorej i < 7(v) < i+ |V] — 1, dla kazdego
veV?

W drugim etapie zostata zbadana ztozono$¢ wszystkich sformutowanych uprzednio
probleméw. W tym celu w pierwszej kolejnosci udowodniono, ze problem Minimum
Feedback Arc Set (FAS, zob. GT8 [6]) zachowuje NP-zupelnosé jesli nawet zatozymy
dodatkowo o digrafie D wystepujacym w instancji tego problemu, ze kazdy wierzcho-
tek w D ma co najwyzej jednoelementowy zbiér nastepnikéw lub poprzednikow.

gdzie pa (V) = , azbior V jest T—spoisty wtedy i tylko

Minimum Feedback Arc Set (FAS)
INsTANCIA: Digraf D, liczba naturalna 0 < K < |A(D)|.
PyTANIE: Czy istnieje sprzezony podzbior A(D)-tukéw o mocy co najwyzej K7

Nastepnie zostala skonstruowana redukcja wskazanego podproblemu FAS do po-
mocniczego problemu APH bedacego podproblemem K.1.

Acykliczna Partycja Hamiltona (APH)
INsTANCIA: DAG D = (V, A) bez A-skr6tow, liczba naturalna 0 < K < |A|.

PvyTANIE: Czy istnieje acykliczna Hj)fpartycji digrafu D o mocy co najwyzej
K?



Przy czym A-skrotem nazywany A-tuk, dla ktérego istnieje skierowana .A—$ciezka
dtugosci co najmniej 2 taczaca konce tego tuku.

Wykorzystanie pomocniczego problemu APH zostalo podyktowane tym, iz pro-
blem ten redukuje sie do problemu K.2, co jest nastepstwem ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Niech D = (V, A) bedzie acyklicznym digrafem bez A-skrétow, M
liczbg naturalng 1 < M < |V|, gdzie A C A. Wowczas istnieje acykliczna Hf:)f
partycja © digrafu D o liczebnosci co najwyzej M wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

acykliczna H(;)

|A| —|A| + M.

—partycja © digrafu D spelniajgca zaleznosé: > |PL Py <
#P Pacm A

NP-zupelny okazat sie réwniez problem K.4, ktory w przypadku funkcji wagi przy-
pisujacej kazdemu tukowi digrafu wartosé 1 jest znanym NP-zupelnym problemem
Directed Optimal Linear Arrangement (zob. GT43 [6]).

Ostatnim NP-zupelnym problemem sposréd wskazanych pieciu okazal sie pro-
blem K.5. Wynik ten zostal uzyskany poprzez wskazanie redukcji problemu Vertex
Cover (VC, zob. GT1 [6]) do k.5, jesli liczba rzeczywista p wystepujaca w instancji
problemu .5 ma warto$é¢ co najmniej %

Vertex Cover (VC, GT1 [6]))
INsTANCIA: Graf nieskierowany G = (V, &), liczba naturalna 0 < K < |V].
PyTAaNIE: Czy istnieje pokrycie wierzchotkowe V' C V o mocy co najwyzej K7

Ograniczenie to nie pomniejsza jednak wartosci uzyskanego wyniku, gdyz wielkosci
przyjmowane za ten parametr w procesie poprawy czytelnosci sa na ogoét bliskie jed-
nosci. Gestos$é przeptywu informacji o wartoscei 1 charakteryzuje bowiem te sposrod
podzbioréw krokéw rozumowania, ktére mozna uporzadkowaé tak, aby stanowity li-
niowe fragmenty w zlinearyzowanym rozumowaniu.

Przeprowadzone badania wykazaly rowniez, ze jedynym sposrod sformutowanych
probleméw decyzyjnych, na ktéry mozemy udzieli¢c odpowiedzi, stosujac algorytm
o zlozonosci wielomianowej jest problem K.3. Na szczegblng uwage zastuguje fakt,
ze wynik ten jest nastepstwem jedynie syntaktycznych ograniczen na stosowalno$é
konstrukeji then w systemie Mizar, ktéra to umozliwia przekazanie do uzasadnienia
przestanki, jesli jest ona sformutowana w bezposrednio poprzedzajacym kroku, bez
podania explicite etykiety wskazujacej na te przestanke.

Pominiecie tego ograniczenia skutkuje bowiem modyfikacja pytania sformutowa-
nego w problemie K.3' do postaci wystepujacej w problemie K.3”, ktory jest proble-
mem NP-zupelnym, co zostalo udowodnione rozprawie.

K.3": InsTANCIA: DAG D = (V, A), zbiory As C A; C A, liczba naturalna 0 < M3 <
VI
PYTANIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne T € T'S(D) spelniajace zaleznosé:

HveV: vaueAl A (dr(vyu) > 1V ou ¢ Ag)}H < M3?
ue

Przedstawione wyniki badan utwierdzaja zatem w przekonaniu, ze poprawa czy-
telnosci rozumowan zapisanych w jezyku Mizar wiaze sie w wiekszosci przypadkow
z rozwiazywaniem NP-zupelnych probleméw grafowych. Stad wnioskujemy, ze apli-
kacje, ktore moglyby realizowaé¢ poprawe czytelno$ci w zadowalajacym czasie, sa
w stanie co najwyzej aproksymowacé optymalne wartosci wskaznikéw. Dodatkowo,
przeprowadzone wstepne badania empiryczne pokazaly réwniez, ze zbiory sortowan



topologicznych, w ktorych zaproponowane w rozprawie wskazniki maja wartosci opty-
malne w ogblnym przypadku nie zawieraja elementéw wspélnych. Stad wnioskujemy,
ze aplikacje uczytelniajace skrypty dowodowe moga dziata¢ jedynie przy ustalonej
hierarchii wartosci optymalizowanych wskaznikow.

Wstepne badania przeprowadzone nad metodami poprawy czytelnosci wykorzy-
stujacymi wyodrebnianie fragmentéw rozumowania w postaci lematéw (nazywane da-
lej paczkami) umozliwily uzupelnienie odpowiedzi na pytanie sformutowane w drugim
problemie badawczym. Wykazaty one bowiem, ze mozliwe jest wyodrebnianie z rozu-
mowania dowolnych paczek przy zachowaniu poprawnosci modyfikowanych skryptow
dowodowych, wykorzystujac do tego celu algorytm o zlozonosci wielomianowej [16].
Przeprowadzone badania umozliwily zatem uzyskanie istotnego wyniku, ktory w przy-
sztodci bedzie przydatny w okresleniu kierunku dalszych analiz dotyczacych narzedzi,
ktorych zadaniem bedzie automatyczne odnajdywanie i wyodrebnianie fragmentéw
rozumowania. Wstepne wyniki badan sugerowaly bowiem, iz stwierdzenie opisujace
rozumowanie zawarte w paczce powinno mieé¢ postaé implikacji, ktérej poprzednikiem
jest koniunkcja przestanek, ktoére jednoczesnie sa zlokalizowane poza obszarem paczki
oraz sa wykorzystane w krokach paczki, natomiast nastepnikiem — koniunkcja stwier-
dzen uzasadnionych w paczce, ktére sa wykorzystywane w dalszej cze$ci rozumowania
poza paczka. Nastepstwem takiego uproszczenia w sposobie opisu rozumowania za-
wartego w paczce sg cykle skierowane powstajace w modyfikowanym grafie dowodu,
jesli wyodrebniane paczki nie sa domkniete na prowadzenie drég skierowanych. Nato-
miast ograniczenie mozliwoséci wyodrebniania jedynie do przypadku, w ktérym paczki
sa domkniete na prowadzenie drég skierowanych zawezato przestrzen poszukiwan par-
tycji rozumowania na paczki do partycji acyklicznych. Ograniczenie to sprowadzato
wiec problem podzialu rozumowania do rozwiazywania znanego NP-zupelnego pro-
blemu Acyclic Partition (zob. ND15 [6]). Stworzenie metody wyodrebniania nawet
niedomknietych paczek stanowi zatem istotny punkt w badaniach nad poprawa czy-
telnosci przy wykorzystaniu wyodrebniania paczek. Niestety wyodrebnienie takich
paczek jest bardziej skomplikowane, anizeli w przypadku paczek domknietych oraz
wiaze sie z powielaniem czesci krokéw rozumowania. Stad mozemy wnioskowaé, ze
algorytm poszukujacy najbardziej optymalnej partycji rozumowania na paczki, cho¢
nie bedzie zawezatl swoich poszukiwan jedynie do partycji acyklicznych, to jednak
bedzie musial uwzgledniaé jako jeden z optymalizowanych wskaZnikéw liczbe ,wycho-
dzacych” drég skierowanych w paczkach, ktére to odpowiadaja za powstawanie cykli
w grafie partycji.

4 Whnioski

Sformutowana odpowiedz na pytanie postawione w drugim problemie badawczym
potwierdza wiec pierwszg czesé sformutowanej na wstepie hipotezy rozprawy, ktora
jest nastepujace stwierdzenie: nie jest mozliwe osiggniecie wartosci optymalnej wiek-
szosci proponowanych wyznacznikéow poprawy czytelnosci stosujgc algorytmy o ztozo-
nosci wielomianowej. Nie jest réwniez mozliwe rownoczesne osiggniecie wartosci opty-
malnych wszystkich proponowanych wyznacznikow. Istniejg jednak algorytmy, umozli-
wiajgce optymalizacje wielokryterialng wyznacznikow poprawy czytelnosci, ktore dzia-
tajgc przy ustalonej hierarchit waznosci zaproponowanych metod, dostosowanej do
potrzeb okreslonej grupy czytelnikow, mogq skutecznie poprawié czytelnosé analizo-
wanych rozumowarn formalnych. Druga cze$é hipotezy zostala potwierdzona za po-
moca empirycznych badan przeprowadzonych w ramach ,wstepnej” poprawy budowy
rozumowan. Zaproponowany algorytm poszukujacy linearyzacji rozumowania przy



ustalonej hierarchii waznosci wyznacznikéw czytelnosci umozliwit bowiem zestanda-
ryzowanie rozumowan zgromadzonych w bazie MML. Wykorzystywanie algorytmu
zachtannego nie prowadzi jednak w ogélnym przypadku do odnajdywania rozwiazan
aproksymujacych z zadang doktadnoscia rozwiagzanie optymalne. Analiza zmodyfi-
kowanych skryptéw dowodowych wykazala jednak, ze zastosowanie algorytmu doko-
nujacego lokalnej optymalizacji okazato sie skutecznym narzedziem umozliwiajagcym
odnajdywanie i spoisty zapis w zlinearyzowanym rozumowaniu ,spéjnych” podrozu-
mowarn.

Do efektywnej poprawy czytelnosci i jasnosci zgromadzonych rozwazan niezbedne
jest jednak prowadzenie dalszych badan nad algorytmami dokonujacymi optymaliza-
cji wielokryterialnej, jak rowniez nad opracowaniem standardéw czytelnosci dowodow.
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