Einbettungen von
logarithmischen Morrey-Raumen

Dissertation zur Erlangung des Doktorgrades (Dr.rer.nat.) der
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultiat der
Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitat Bonn

vorgelegt von

Igor Huft
aus

Nowoaltaisk

Bonn, 2008



Angefertigt mit Genehmigung der Mathematisch—Naturwissenschaftlichen Fa-
kultat der Rheinischen Friedrich—Wilhelm—Universitdt Bonn

1. Referent: Prof. Dr.Jens Frehse
2. Referent: Dr.habil. Wladimir Weigant
Tag der Promotion: 17.Juli.2008

Diese Dissertation ist auf dem Hochschulschriftenserver der ULB Bonn unter
http://hss.ulb.uni-bonn.de/diss_online elektronisch publiziert



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 5
1.1 Das Problem und seine Geschichte . . . . ... .. ... .. .. D
1.2 Ein Uberblick iiber Kapitel 4 bis 10 . . . . . . . . ... ... .. 9
1.3 Definitionen und Bezeichnungen . . . . . . . . .. ... .. ... 12
2 Kurzer Abriss der Trudinger-Theorie 15
3 Einige einfache Bemerkungen 21
4 Der Erweiterungssatz 23
5 Einige Definitionen und Lemmata 29
5.1 Stiickweise lineare Approximation . . . . . ... ... ... ... 29
5.2 Uberdeckung mit Wiirfeln . . . . . .. .. ... ... ... ... 34
5.3 Symmetrisation . . . ... ... 35
6 Abschitzungen fiir Funktionen u € W1P(Q) mit:
VBr(zo) : [, (o) |V’u,(m)|pdw < Klf;‘gRjﬁ 43
6.1 Der Fall “n>p” . . . . ... 43
6.2 Der Fall “n=p" . . . ... ... 50
6.3 Optimalitdt der diesen Resultate . . . . . .. .. ... ... .. 58
7 Abschitzungen fiir Funktionen uw € WHP(Q) mit:
m— A
VBr(xo) : fBR(wo) |Vu(zx)|Pde < KlﬁgRlﬂ, p <A 65
7.1 erster Versuch . . . . . ... ... oL 65
7.2 zweiter Versuch (Satz 7.2) . . . ... ... 75
7.3 Resultat von Satz 7.2 ist optimal! . . . . . ... ... . 85
8 Abschitzungen fiir Funktionen u € Wb 1(Q) mit:
V Br(xo) : fBR(mo) o(|Vu(z)|)de < I{“OgR|19 93
8.1 Hilfsresultate . . . . . . . ... .. L 93
8.1.1 Erweiterungssatz . . . . .. ... ... ... 93
8.1.2  Stiickweise lineare Approximation (Lemma 8.2) . . . . . 100



8.1.3 Symmetrisation (Lemma 83) . . ... ... ...
8.2 Einfache Ergebnisse . . . . . . . .. ...
8.2.1 Der Fall “a+9 €[0,p)” (Satz82) ... ... ..
8.2.2 Der Fall “a+9=p” (Satz83) . ... ... ...
8.3 Hauptresultat (Satz 8.4) . . .. ... ... ... ... ..
8.4 Optimalitdt von Resultaten der Sitze 8.2 und 8.4 . . . .

9 Abschitzungen fiir Funktionen w € L?(2) mit:

u(z+hey) —u(x)|?
V Br(xo) : S}?}E’ fBR(mo) st 71) @ da < IlofRP9

10 Abschitzungen fiir Funktionen v € LP(Q2) mit:
P e
V Br(zo) : sup fBR(mo) wathe)—w@) |” g, < B2
h,k

he | log R|?

10.1 Bewelis fir w € B (Satz 10.1) . . . . ... ... ... ...
10.2 Verallgemeinerung auf alle uw € LP(Q2) (Satz 10.2) . . . .

A Hilfsbehauptung
Literaturverzeichnis

Zusammenfassung

137

151

152
165

171

174

177



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Das Problem und seine Geschichte
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die Implikation

[IBR p(|Vul)de < Kifigs VR <1/2 wnd - [o o(|ul)de < K

i (1.1)

fir ¢ = tPlog(t + 2)* betrachten. Hierbei sei p > 1 vorausgesetzt. Wir
versuchen, optimales v zu finden, fiir das (1.1) noch gilt (siehe Definition 1.7.)
Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit Einbettungsséitzen von Orlicz-
Morrey-Réumen. Es geht um die Frage, welche Integrabilitdtsaussagen man
fiir eine Funktion u erzielen kann, wenn die folgende sogenannte logarithmische
Morrey-Bedingung im Orlicz-Raum L., p = t”log(t + 2)*,p > 1 erfiillt ist:

R A
/ o(|Vul|) dz |1 Tog B VKugeln Bg, R < 1/2. (1.2)
Br 0g

Hierbei ist [, ¢(|u|) dz < K vorausgesetzt.

Gesucht ist die optimale Funktion 1, fiir die unter der Voraussetzung (1.2)
noch die Integrabilitdtsaussage

/w(u)dx<K1<oo
Q

giiltig ist.

Diese Fragestellung ist fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen
von grofler Wichtigkeit.

Die Geschichte hierzu beginnt im Jahre 1940, als C.B.Morrey sein folgendes
beriihmtes Resultat bewies:

Eine Ungleichung der Gestalt

/ VulPde < KR™P** YR >0 (1.3)
Br
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fiir eine Funktion u aus dem Sobolevraum W'?(Q) zieht die Holderstetigkeit
der Funktion w mit Holderexponenten a nach sich, sofern in (1.3): a > 0 gilt.
Aquivalent ist die Aussage: die Ungleichung

/ |VulPde < KR*™™ VR >0 (1.4)
Br

fiir eine Funktion u aus dem Sobolevraum W'?(Q) zieht die Holderstetigkeit
der Funktion u mit Holderexponenten o = 1 — A/p nach sich, falls p > A ist.

Das Supremum wird iiber alle Kugeln Bgr = Bg(xy) genommen. Im
Randnéhe ist Br durch Bg N zu ersetzen; von dem zugrunde liegenden
Gebiet wird Lipschitzstetigkeit vorausgesetzt.

Dieses Resultat von Morrey wird als Morrey’s Lemma bezeichnet und ist
von grofler Bedeutung fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

Das Morrey-Lemma wurde in verschiedenen Hinsichten ausgedehnt. Im Fall
p < A in der Gleichung (1.4) erhielten Marcinkiewicz und Stampacchia [26],
dass die Bedingung (1.4) die Inklusion

1 1 1
we L) fir —<-—— 1.5
@ fir c<s-3 (15)
impliziert. Aufierdem bleibt die Morrey-Bedingung fiir u erhalten.! Spiter er-
hielt man die scharfe Abschétzung % = zl? — i (Chiarenza Frasca).

Im Grenzfall A = p 148t sich aus (1.4) nicht schlieflen, dass u stetig
ist, stattdessen erhilt man, dass u in dem sogenannten Raum BMO liegt
(BMO=Dbounded mean oscillation=beschriankte mittlere Oszillation). Dies be-
sagt, dass

sup|BR|1/ lu(z) — upldr < K, uR:|BR|1/ udx.
Bpr Br Br

Beweisskizze: Sei [ B |VulPde < KR™P. Dann folgt aus der Ungleichung
von Poincaré fBR |u(z) — uglPde < CRP fBR |Vul|Pdz, dass

P
<|BLR‘ fBR |u(z) — ug| dx) < IB—IR\ fBR lu(x) — aglP dx <

CR - o [, [Vulpde < CRY - KE-2 = ¢, =

John und Nirenberg zeigten 1961 in [13], dass die Inklusion u € BMONL?
die Ungleichung

Q
/ e @y < K, a= &, c(Q)>0 (1.6)
Q [ull a0

nach sich zieht.

I'Wir meinen damit, dass u € Morrey-Raum L4 2 () im Sinne der Definition auf Seite 15.



Fiir viele Anwendungen ist es von Bedeutung, (1.6) zu verbessern.
Beispielsweise bewies Trudinger 1967 in [32], dass im Grenzfall u € W (Q),
Q C R", in dem auch v € BMO gilt, die stiarkere Ungleichung

n
n—1

/ exp(clu|f)dx < K, ¢q= (1.7)
Q
gilt.

Fiir einfachste Falle wurde sogar beste Konstanten gefunden. Zum Beispiel,
es ist schon lange bekannt, dass Vu € Wol’p(R") mit 1 <p<n gilt es:

1/q 1/p 1 1 1
(/ |u|qu) <C ( |Vu|pdx) mit - =-——. (1.8)
n R q p n

In dieser Ungleichung héngt die Konstante C' von p und n, aber nicht von u
ab.
Talenti hat beste Konstanten C' = C(p, n) fiir (1.8) berechnet [30], und zwar

C(1,n) = [F(lt}% und

1-1/p 1/n
_1 —1 I'(14n/2) I'(n .
C(p,n) = m2n~ /P (g—_p> (F(n/(p) F(/l—l)—nEn)/p)> fiir 1 <p<n.

Man kann bemerken, dass

C(1,n) = O(n=12) und C(p,n) = O(n!/>~1/») (%)1 "
Das sind tatséichlich sehr gute Konstanten.

Die Hauptidee von Talenti war, Schwarzsche Symmetrisation anzuwenden
(siche Seite 15 in [15] oder Seite 35 von meiner Arbeit). Diese Operation be-
nutzen wir ebenfalls recht hiufig.

Wir wollen jetzt ein paar Worte iiber Orlicz-Raum sagen (siehe auch [24],[17]
und [10].) Zunéchst einige Definitionen:

Definition 1.1 (N-Funktionen) Man sagt, dass ¢ eine N-Funktion ist,
wenn ¢ : Rsg — Rsg konvez, o(t) # 0Vt # 0 und lir% %t) =0, tlim %t)
00.

Bemerkung 1.1 Sehr oft erweitert man den Definitionsbereich der N -
Funktionen auf das ganze R, indem man durch f(—t) := f(t) Vt > 0 setzt.

Bemerkung 1.2 Jede N-Funktion ist fiirt > 0 streng monoton wachsend.

Sehr hilfreich ist auch folgende Aquivalenzrelation:

Definition 1.2 Seien @1, 95 : R>g — R>¢ wachsend. @1 ~ ¢o genau dann,
wenn 3T,C,c > 0 mit

Vi>T: cpi(t) < pat) < Con(t).



Nun kann man das Problem dieser Arbeit folgendermaflen umformulieren:
Sei ¢ ~ tPlog(t + 2)%, auBlerdem ist ¢ N-Funktion. Fiir welche N-Funktionen
¢ gilt die Implikation (1.1)?

Eine Antwort auf diese Frage liefert die Einbettungssitze in die Orlicz-
Réume, wie wir spéter sehen.

Definition 1.3 (Orlicz-Raum L} (Q)) Sei ¢ eine N-Funktion. Dann

L(Q) = {u c Ll(Q)’ lull () := inf {)\ > o] /Q¢ (“L(Tx)') dr < 1} < 0(01}9)

Das ist eine Verallgemeinerung der LP-Riume, 1 < p < oo, die vom polnischen
Mathematiker M.W.Orlicz in [24] eingefithrt wurde.

Man muss sagen, dass die urspriingliche Definition von diesen Orlicz-Raum-
en, die von Orlicz stammt, sich von (1.9) unterscheidet. Um die eigentliche
Definition des Orlicz-Raum zu schildern, miissen wir zuerst den Begriff der
komplementiren Funktionen einfiihren.

Definition 1.4 Sei ¢ eine N-Funktion, p(t) = ¢'(t) (ezistiert f.i. auf [0;00)),
q=p ! sei die Inverse zu p.
Dann ist ¢(t) = fgq(T) dr die komplementire Funktion fir o.

Bemerkung 1.3 Hiermit ist ¢ eine N-Funktion.

oder

Definition 1.5 Sei ¢ — N-Funktion.
Dann ist @¢(p) :=suppq — ¢(q) die komplementire Funktion von .
q=0

Die beide Definitionen sind equivalent.

Nach diesen Vorbereitungen kann man die von Orlicz benutzte Definition
zitieren:
Definition 1.6 (Orlicz-Raum L7(€2)) Sei ¢—N-Funktion, ¢ ist komple-
mentire N-Funktion zu ¢ und o(g) == [, ¢(|g(x)])dz. Dann

0(9)<1

Ly(Q) = {u € L'(Q) ’ |ull, ;== sup /Qu(x)g(x)dx < oo} :

Noch Orlicz hat bemerkt, dass es eine besondere Klasse von N-Funktionen mit
der

Eigenschaft A,: IC,T € Ryo mit p(2t) < Cp(t) Vt>T

existiert, so dass die Orlicz-Klasse L, (2), also die Mengen

L,(@) = {ue L) [ ellude < oo}
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mit Orlicz-Raum genau dann iibereinstimmt, wenn ¢ die Eigenschaft A, hat.
Im Buch von Krasnosel’skii und Rutitskii [17] kann man noch mehr Beson-
derheiten der Klasse {Ay-Funktionen} finden (z.B., dass Raum L7 () genau
dann separabel ist, wenn ¢ die Eigenschaft A, besitzt).

Leider wird nicht jeder Orlicz-Raum, den wir in dieser Arbeit bekommen,
von N-Funktion mit FEigenschaft As generiert, und deswegen hat auch Formel
(1.9) eine grofie Bedeutung.

Zum Schluf kehren wir zum Ziel unserer Arbeit (Implikation (1.1) ) zuriick.
Wir haben bisher vorausgesetzt, dass ¢ und ¢) N-Funktionen sind, obwohl man
kann leicht sehen kann, dass die Implikation (1.1) giiltig bleibt, wenn wir ¢
bzw. ¢ durch @ ~ ¢ bzw. ¥ ~ 1) ersetzen. Die Relation “~”wird im Sinne von
Definition 1.2 verstanden. Natiirlich werden die Koeflizienten K und K; dabei
verdndert.

Aber jetzt konnen wir voraussetzen, dass @(t) = t? log(t + 2)°. AuBerdem ist

es leichter, ¥ (t) ~ 1 (t) statt der N-Funktion ¢ (¢) zu berechnen.

1.2 Ein Uberblick iiber Kapitel 4 bis 10

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit verschiedenen Verfeinerungen und
Verallgemeinerungen der beschriebenen klassischen Einbettungssitze.
Die Dissertation besteht etwa aus drei Teile:

Teil 1. (Kapitel 4-7) enthélt Verfeinerungen der Sétze von Marcinkiewicz—
Stampacchia sowie John und Nirenberg im Fall von logarithmischen Storungen
der Morrey-Bedingung (1.4), also die logarithmische Morrey-Bedingung

KR
VR<1/2: / |VulPdx < (1.10)

Br }1og%‘ﬁ

(in der Arbeit wird immer |log R| statt |log % | geschrieben).
Zunichst behandeln wir den Fall p = A < n. (Selbstverstédndlich p > 1).
Wir zeigen: Falls 1 <p =\ <n, dann folgt die Inklusion

[log RV

[IBR\VUPdQESKﬂVRgl/Q und fﬂ\u\pdng]

o P T gy < Ky fiir 9 < p
=0 foeMde <K, fiird =p

ue () fir ¥ > p.

und passende o > 0, K7 > 0.

Bemerkung: das gilt auch fiir negative 9.
(In Fall “¢ > 0” ist diese Inklusion durch den Satz 6.1 bewiesen, und
“9 < 07 ist ein Speziellfall des Satzes 8.4(b) mit ¢(t) =7, p > 1.)
In Anschlul wird der Grenzfall p = n behandelt.
Wir erhalten dann superexponentielle Integrabilitéitsrelationen



[fB |Vu|™ dr < Rlﬁ VR<1/2 und [, |u|”d:p<K]
eo‘|“‘”_ﬁ_1dx§[(1 fir0<d<n-1
= fg eea‘u‘_d:c < K, fiir 9=n—1 und passende o > 0, K; > 0.
u e C(Q) fir J>n-1

(Es ist nicht notwendig, den Fall “0 < 0”7 zu betrachten, weil er dquivalent
dem Fall “¢ = 0" ist.)

Diese Inklusion ist in Satz 6.2 bewiesen.

Schliefflich wird noch ein schwierigerer Fall behandelt, ndmlich die logarith-
mische Verfeinerung des Satzes von Stampacchia—Marcinkiewicz.
Unter der Bedingung

n—>\

K
VR§1/2:/ |Vul|Pdr < i fir 1<p<A<n
Br

|log 7|

ergibt sich im Vergleich zu dem alten Resultat (1.5) eine verbesserte Orlicz-
Raum-Inklusion fiir die Funktion u, und zwar erhélt man statt der Integrabi-
litét von |ul? eine zusétzliche Information:

die Integrabilitit von |u|?log(|u| + 2)”. Die genaue Aussage lautet:

Sei 1<p<A<n. Dann

|:fBR |VulPdz < K RnRTﬁ VR<1/2 und [, |ulPdz < K]

= Jo [ul[log(jul +2)] ¥ dz < K,

hier ist ¢ definiert durch % = %, ¥ € R beliebig.

1
p
Das beweist man durch Satz 7.2 fiir “9 > 0” und durch Satz 8.4(a) mit
o(t) =P fiir “(¥ <0, A <n)”.

Nur der Fall “(A =n, ¥ < 0)” ist noch nicht abgehandelt.
Fiir unsere Bedingungen ist dieser letzte Fall dem Fall “(A = n, ¥ = 0)” dqui-
valent, und man kann die letzte Inklusion einfach mit Sobolev-Satz vergleichen.
Die ist fiir “( < 0, A =n)” sogar schwicher als der Sobolev-Satz.

Im zweiten Teil (Kapitel 8) werden die Resultate auf Orlicz- Réiume ver-
breitet, und zwar behandeln wir, welche Abschitzungen aus “ [ 5, ?(|Vul)dz <
K|£;RA|19”, o(t) = tPlog(t + 2)* fiir die Funktion u folgen. Diese Resultate
lauten so:

a)Sei 1<p=A<mn. Dann

[fB (|Vul) dx<K|lR;RTﬁ VR<1/2 und [, o(|ul) dx<K}

10



p
PP~ gy < K fird+a <p
= fQ " < K, fiir 9+ = p und passende § > 0, K; > 0.

u € C(Q) fir ¥ + a > p.

b) Sei 1<p<A<n. Dann
[fB (|Vul)dz < K RnRA‘ﬁ VR<1/2 und [, ¢(|u])de < K
= [ [u|?log(|u| + 2)]*"dz < K.
Hier %:

1_1 — U,
p A ﬁ_k—f_p'

In Teil 3 (Kapitel 9 und 10) betrachten wir logarithmische Nikolski-Morrey-
Réume mit bruchteiligen (fraktionellen) Ordnungen. Man hat das Resultat:

Sei ap<A<n, a€(0,1), pe[l,o0), V€ (—00,+00). Dann

lu@ther)—u(@)P? 7, < ¢ R

fBR(IO)ﬁQﬁ(Q*hek) hor | log R|Y VR S 1/27 vxo = Rn’ Vh >0

R
und fBR(mo) |u|Pdx < K qemm

VR<1/2Vz, € R"

a¥ _ l4e
A q

K =

= Jo lul*llog(|u] + 2)]*de < K. mit 1=1—2

fiir jedes € > 0.

1
p

Auflerdem zeigen wir in der Arbeit, dass fast alle Resultate optimal sind.
Die genauen Resultate und Definitionen befinden sich auch in der Zusammen-
fassung.

11



1.3 Definitionen und Bezeichnungen

Sei G—eine Menge. Dann

|G| — n-dim. Maf von G,
|0G|r  — n—1-dim. Maf} von 0G,
trgG ~ — Tréager von G,
int(G) — Interior von G, also die Menge von allen inneren Punkten von G,
Jo-..dS — Oberflichenintegral.

Auflerdem, sei {2- Definitionsgebiet von f.
Dann benutzen wir “ || B fdz” als Abkiirzung fiir

e A
roER™

Definition 1.7 (Optimalitit) Se:

[fB o(|Vu|) de < K B2

[log R[”

VR<1/2 und [,¢(|ul) d:p<K]
(1.11)

Dieses Resultat nennen wir “optimal”, wenn

(1.11) gilt, die Inklusion (1.11) jedoch falsch wird, wenn wir v durch
mit P1(t) = Y(tw(t)) und tlim w(t) =00 ersetzen.

(1.11) wird also falsch  bei jeder Auswahl von K > 0, K1 > 0, egal, wie
langsam w wdchst
(2.B. w(t) =clnln(t +e) ist auch zugelassen).

Definition 1.8 (Kegelbedingung) Sei Q —ein offenes Gebiet. Dann erfiillt
Q  die Kegelbedingung, wenn es eine endliche Anzahl der offenen Gebiete

Q,...,Q mit Q = U Q. gibt, so dass fir jedes €l ein beschrdnkter

Kegel Cy ezistiert, mit = U (. + Cy).

Unter beschrdnktem Kegel verstehen wir die Menge
Cp:={tx|0<t <1, z € B, (a8}

Bemerkung 1.4 Diese Variante von Kegelbedingung nennt man schwache
Kegelbedingung.

12
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Kapitel 2

Kurzer Abriss der
Trudinger-Theorie

Zur besseren Einordnung meiner Resultate gehe ich kurz auf die Trudingersche
Beweistechnik ein, welche sich von der Technik dieser Arbeit unterscheidet.

Sei - beschrénktes Gebiet mit Kegelbedingung (siche Definition 1.8).
Bemerkung 2.1 Jedes beschrinkte Lipschitzgebiet erfiillt die Kegelbedingung.

In seiner Arbeit benutzt Trudinger die folgende Réume:
Morrey-Raume

1/p
Loa® = {u € () |lully = 50 (s e ) " < 0 |

R>0,x0€R™

Sobolev-Morrey-Raume
Wia(@) = {ue W) | Julws, =l + I Vullz,, < oo}
und auch Orlicz-Raume

L) = {u e Ll(Q)) lullzs o) = inf{K > 0‘ fQ¢<‘“§§>') dr < 1} < oo}
fiir N-Funktionen ¢ (siehe Definition 1.1).

Trudinger beweist, dass:

1) Wi1(Q) = Ly(Q) fir ¢(t) = el — [t — 1

(mit anderen Worten, { sg}gﬂ fBR(mo)ﬁQ |Vu| + Ju| de < KR"™! VR} -
zo
fQ e?lldy < K fiir bestimmte o, K; > 0).

Es ist leicht, die Einbettung W, ,(Q) — W} ,(Q)¥p > 1 zu beweisen.
So gilt W, ,(Q) — L5 (Q) fiir ¢(t) = ell — |t] — 1.

15



Das entspricht dem Satz 6.1 bei “89 = 0” in meiner Arbeit.
2) WH(Q) < L3() mit ¢(t) = e —1
(mit anderen Worten, |jullwi) < K = [, eolul ™V gy < Ky fiir bestimm-
te a, Ky > 0).
Das entspricht dem Satz 6.2 bei “® = 0” in meiner Arbeit.

Trudinger verwendet das folgende Lemma:
wenn (2 die Kegelbedingung erfiillt, dann gilt

u(@)] < C(n {/%d&nmm}fu Q. (20

Ferner sei n > 2.
In der Tat: Sei = € konvexes I', C Q, diam(I',) < C, || >c.
>u(n)—u(z)|

Dann |u(

(fpz
Q.

Mit Substitution & =z +t(n — x) haben wir:

(@ + tn — )))dtdn+fr lu(n |d77) £, in

dn=1t""d¢, |§—z| <tdiam(l',) <tC (=t¢€ [K;x‘,l])

IN

1 1
sl < ([ avuen [ e+ fule)

T

g elne)

Daraus folgt (2.1). Siehe auch [21, S. 26]. O

Natiirlich setzt man in beiden néchsten Sdtzen voraus, dass das Gebiet (2
beschrankt ist und die Kegelbedingung erfiillt.

Theorem 1 ||ul|r: ) < Ci(n, D)|jullwy, o mit ¢(t) = el —|t| — 1.

Beweis: Man muss zeigen, dass
C
/(eb|“ —blul —1)de <1, wenn b=-_—"—.
Q ||U||W1171
Sei K :=|lully: , d:=diam(Q).

Schitzen wir [ [/(e)u(x)|dz ab, wenn [[f, =1, 1+

folf@uto)dr < o {Jy 1)z (o ot )

{(fg oy g ) (Jy e fy T ) 4 K |f|da:}
= C (Y- J+ K| fllh) -

IN

16



I_fQ fQ lz\v;ﬂ 1/qd§d$— /|Vu )| d€ / P < CqKdr1+1/a,

<Cdn— ||u||W111(Q) <qu1/q
————

=K

Sei, weiter, wv,(p) := meBp(x) |Vu(€)]dé < Kp™'. Wir berechnen:

d
+(p)d
Kd'/1+ (n—1— 1/q)/0 Upr(f)l/qp <

n—1

[, Ivuele i iy velp) L
9] ‘:D £|n Tp—gn—1—1/q — 0 pnflfl/q =

<gKdl/a

q(n — 1)KdY?.  Wir sehen, dass

J <q(n—1)Kd7 (weil |f]l,=1).

Dann [, |f(z)u(z)| dx < C(Il/qjl//p + K| flh) < CK(g+1)dV? < C,Kqd"/1
<CKqdn/1

n
<CKd1

= |lull, < C1Kqd"".

" . blul)?
Nach dem Lemma von Fatou, [,e'l"l — 1dz = [, ZIH?OJ; ( |j!‘) dr <
éhm f Z bl“‘)] Z b7j9 Jul? <" Z bClKj) < oo, wenn bCYK < 2

—00 j=1 j=1

Damit ist Theorem 1 in Artikel [32] von Trudinger bewiesen. O

Theorem 2 W}(Q) — L5(Q), hier ¢(t) = ot/ =1

Beweis: Sei u € WHQ), |Ifll,=1, d=diam(Q), =1.

Schiitzen wir [, | f(x)u(z)|dx ab.
Lﬁﬂ@u@\dréO{Lﬂﬂ d(ﬁﬂfgwd£+wmhm)}
C{ Jolo g|n 1/qd§dx) (fg [Vu(€)|"dg fg i—xl) + ||U||1||f||1}

= O (]1 Un gi/n ||u|| ||f|| ) i«
_ flz
I = ﬁﬁmgﬂwmsqémmmégfﬁvgs

<carlalfl,  <Cqdi/s
Cqd™ /4 weil ||f]l, =1. Weiter:

. 1/q
Jo 8 < (fo @) o)™ (fo timr) T = QS = Catl

= J < Cllu|p, d"? = CK"dY1, hier K = |jul|wi(

1
Ty

D=

IN

Cqd™ V4| f]|, =
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= Jolf@u(@)|de < (7 4 || fll) < CK(g*F d™a+ |[f]1) <
~—~—
<cdi

Clq%dn/q

Folglich, / |u|%dz < Clg™ d". (2.3)
Q
Wie zuvor, verwenden wir hier das Lemma von Fatou:
siehe (2.3)
_n_ ) ) s =253 0 .
Joe ™™ —ldw < 32 ! o ulFHde < dt S i (HChj) < oo
j= j=
wenn puCs < %
Damit ist Theorem 2 im Artikel [32] bewiesen. O

Fiir den Beweis der Sétze 6.1, 6.2 wird in dieser Arbeit eine ganz andere
Methode verwendet. Insbesondere, wird die Methode der Symmetrisation ver-
wendet.

Unsere Methode verlauft iber Abschiatzungen der Niveaumengen )
Q= {z € Q| |u(z)] >t} mit t € R und beruht auf der folgenden Uberle-

gung.
Sind p, n, A, ¥, Q CCR", K >0 schon bestimmt, und

Rnf)\
[ull ) < K & \VulPds < K——- VR <1/2.
Br(z0)nQ2 |log R|

Sei jetzt 7(i) == ¢- 27" bzw ¢- 21" Vi € Ny.  Wir erreichen bei geeignetem
asymptotischen Verhalten der \; (etwa \; ~ %), dass

Hx € Q’ lu(z)| > )\ZH < B,

und benutzen dann diese Information, um zu beweisen, dass fiir bestimmte
w . RZO — RZO gllt

/Qw(|u(x)\)dx < K < 00.

Wihlt man z.B. die Daten so, dass |Q| < |By|, r(i) =27% X\ ~i® Vi€
Ny, dann gilt

/ el gy < K fiir geeignete o >0, K > 0.
Q

Wir diskutieren noch die Beziehung eines neueren Resultates von Jorg
Wolf [33] zu unseren Ergebnissen. Es handelt sich um Satz A.1 aus [33, S.
262-265] tiber Campanato-Raume:
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Definition A.1 Sei 1 < p < o0. Sei w : [0,00) — [0,00) nichtfal-
lend.
Campanato-Raum L, (Q) ist die Menge aller Funktionen u € LP(S2) mit

1
L = su 7/ w(x) — up, (o pd:p}<oo
[ ][’ﬁ*’)( ) 0<'r<di£)m(ﬂ) {’rn(w(r>>p Br(xo)ﬂﬂ| ( ) BT( O)mQ|

zn€EN

udx)

. ._ 1
(Wobel UB, (z0)NQ = 1Br(z0)NQ| fBr(mo)ﬁQ

Satz A.1 Sei Q) C R" eine regulire, offene und beschrinkte Menge.
Sei p € [1,00) und sei w : [0,00) — [0, 00) nichtfallend mit

/Olw(r)dr< 00.

r

Dann ist L{,,(€2) in C(Q) stetig eingebettet.

Wir erkléren, welcher Zusammenhang zwischen dem Satz A.1 aus [33] und
Satz 6.1, Kap. 6 der vorliegenden Arbeit besteht.

Soi 7P fir 0 < <
ei w(r):= |1n1| 0/p furr>§

(wir unterdriicken die Abhéngigkeit der w(r) von ¥ und p).

<1
2

Man iiberlegt sich leicht, dass fol #dt < oo erfiillt ist, wenn 6 > p gilt.

1/2 \lnt\ 9/p

In der Tat, flw(tdt alt—l—fl/2 t dt-]—i—J

und [ = [P gy RN [ iy, <00 VO > p

und wir sehen, dass I+ J <oco bei 9> p.

1 w(t) .
Also, [, =7dt <oo bei o> p.

diam €2 < %,
0f) ist regulér

Die Einfachheit halber sei Jetzt zeigen wir, dass aus den

Satz A.1 folgt:

n—p 1 _
v>p, JK <oo: |Vu|pdx<KR VR< =) =ueC(Q).
|In R|Y 2
BR(:Eo)ﬂ
(2.4)

Dafiir ist es genug zu zeigen, dass
n—p

(EIK <00 |VulPde < K ———

1 P
Br(z0)NQ |1 R‘ﬁ VE =< 5) - uc E(w)(Q) (25)
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mit der oben definierte Funktion w. Satz A.1 in [33] ergibt dann L7 (Q2) <
C(Q), wenn o >p. Beweisen wir (2.5).
Sei jetzt © = Fu, hier ist F ein Erweiterungsoperator, welcher u auf ganz

R™ fortsetzt; E sei stetig bzgl. der zur Ungleichung (2.6) gehorigen Norm.
Beweisen wir:
n—p

R 1
HK . ~pd <K7 < _ P Q . 2
( = BR<zo)|vu| “= 2 Ry VR—2)2>“€£(w)( ). (2.6)

In der Tat, nach Poincaré folgt (fiir R <1/2):
St [1(0) = By Pde < CRP [ [Va(z)Pde < Ol =
CKR"(w(R))P

= U(x) — Upp(zg)[Pdr < CK, wenn R < diam(Q) < 3, 29 € Q

1

Rrw(R)P fBR(:Eo) ‘

= u € L7, ().

Wir erkldaren, woher die letzte Inklusion kommt.

(@) = up, @onel” < C ([u(@) = p, @) [P + b, @one = b, @) ") =
~ _ p

¢ <|U($) — Up, (20" + )m 5, zoyne W) — B, (o) dy‘ ) <

C <‘1~L(l') - /&Br(zo)|p + m fBT(xo)ﬂQ |/&(y) - aBr(zo)|pdy> fiir jedes T e

BT (.CL'()) N Q,

weil in diesem Gebiet @(x) = w(x). Zum Schluf§ substituieren wir diese
Abschétzung in Definition von [u] - O

Daraus folgt (2.4). Die Implikation (2.4) folgt auch aus dem Satz 6.1, im
Fall “9 > p” der vorliegenden Arbeit.

Satz 6.2 der vorliegenden Arbeit gibt im Fall “09 > n — 1”7 jedoch ein feineres
Resultat, welches nicht in dem Satz A.1 aus [33] enthalten ist: wenn p = n, ist
die gleichméBige Stetigkeit schon bei ¢ > n — 1 garantiert.

Im {ibrigen handelt Satz A.1 aus [33] von modifizierte BMO-Ridume und ist
methodisch deutlich verschieden von Satz 6.1 in meiner Arbeit.
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Kapitel 3

Einige einfache Bemerkungen

In diesem Kapitel werden drei einfache Behauptungen gezeigt, die spéter eine
grofle Rolle bei unseren Beweisen spielen werden. Besonders wichtig ist die
Bemerkung 3.3, die erklédrt, warum keine Einschrankungen ist vorauszusetzen,
dass das Gebiet €2 in einem Wiirfel (fiir ein beliebiges, aber festes d > 0)
enthalten: Q C [0;d]".

Bemerkung 3.1 Fir jedes p>1, |Al <oo:

p
/udx < \A|p1/ |u|Pdzx. (3.1)
A A

Beweis: Nach der Jensen’schen Ungleichung (vgl. [6, S.621]) hat man

ud:c

— < — [ |ulfPdx Vp>1.
’|A\ A 4] /
Daraus folgt (3.1). O

Im Folgenden wird in den Ungleichungen “... < K “Rn RW” immer

R <1/2 angenommen.

Wir benutzen weiter bis Ende vom Kapitel 3 eine Funktion ¢ : R>g — R>.
Folgende zwei Bemerkungen gelten offensichtlich fiir jede solche Funktion ¢:

Bemerkung 3.2 Wenn Q) beschrinkt ist, dann hat man die folgende Impli-
kation

(VRSl/Q,yGR”:/ o(|Vul)dx < K il 19) /gb (IVul)dx < 1 K.
Br(y) | log R|

(3.2)
In diesem Kapitel ist fBR(y) Verkiirzung fiir fBR(y)ﬁQ'
Beweis: Wir iiberdecken Q0 mit Byo(y1), .., Bi/2(Ym)-
Dann ist [, o(|Vul)dz < 3 &(|Vul)dr < meK. 0
iil\ Bl/Q(yi) |
<cK
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Bemerkung 3.3

Wenn u: Q) — R, Q-beschrinkt,

Aus VR <1/2: [ o(|Vu|)de < K foms”

dann Ve>0,C >0:

|10i§|ﬂ>\ (3.3)
folgt: VR <1/2: [ &(|Vul)de < Kiqlgs "
In der Tat, sei R<1/2. Mit R = gR; folgt
R=%£Ry
fBCR(-) ¢(|Vu(x)|)dx = chRl(-) ¢(|Vu(x)|)dx <
¢ \
<:>R1<\/£R1=\/E
R?*)\ Rl<\/§§% R;L—A /—’; 1
W S K\log\/ﬁw , wenn 1920, R1<C/C, R1§§
©R?’<SR=R, <
o R2<Rmi<] R PR S 1 =
K|log1R1|19 S KW , Wennn /19<O R<C/C Rl <
\ K (wegen (3.2) ) sonst (in diesem Fall | RW > const) )
Kl‘ﬁ;;'ﬂ bei passendem K. O

Wegen (3.3) konnen wir z.B. die Léngeeinheit bei Abschidtzung von u mit

willkiirlich w

Br(-)

ahlen.

n—A

R
¢(|Vu|)dx<K| L VR<1/2

Das heift, jedes beschrankte Gebiet liegt 0.B.d.A. im [0;d]™ fiir jede Kon-
stante d > 0.
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Kapitel 4

Der Erweiterungssatz

Fiir die in dieser Arbeit bewiesenen Einbettungssidtze werden wir sehr oft einen
Erweiterungsoperator benétigen. Die Existenz eines solchen Operator leider
nicht a priori klar und muss fiir jeden Typ der Banach-Rédume einzeln nachge-
wiesen werden.

In diesem Kapitel beweisen wir einen wichtigen Satz iiber die Existenz eines Er-
weiterungsoperators von logarithmischen Sobolev-Morrey-Raum, der mit der
Banach-Norm

1/p

| logr|”
T B o) Q|Vu\de + [lullze @)
r(xo)N

sup
r<1/2
zg€ERM

versehen ist.

Satz 4.1
Ser Q2 C R™ ein beschrinktes offenes Lipschitzgebiet, p > 1.
Dann gibt es Q' CC R™ wund einen linearen Erweiterungsoperator FE :

WP (Q) — Wy P(Q), sodass @ DQ, Fulp=u Yu:Q—R und

n—A\

<VR§ 1/2:/ |VulPde < KRiI9 und /|u|pdx§K) =
Br(zo)n® |log R o

Rnf/\
VR<1/2: / |V EulPdx

< c¢K——— fir eine Konstante ¢ = c(Q).

Beweis: Im Folgenden bezeichne “lin{}” die lineare Hiille.

Weil 2 ein Lipschitzgebiet ist, gibt es fiir jedes = € 0} eine Umgebung
U(x) und eine orthonormale Basis {ej,...,e,—1,v} mit folgender Eigen-
schaft:

Sei P die orthogonale Projektion der U(z) auf lin{ei,...,e,—1},
W =PU(x)) (=W Clin{er,...,en1}).
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Dann existiert eine Lipschitz-Funktion ¢ : W — R, so dass:

wenn [(y,t) € W xR und y+tveU(x)],
y+treQ et <py)

dann und y+tv € 00 <t = ¢(y)

Betrachten wir Vo € 9Q eine Umgebung U*(z) CC U(x).
Dann ist {U*(x)|x € 9Q} eine offene Uberdeckung von 0f). o
Der Rand 0Q ist kompakt (weil Q beschrinkt und 92 = QN CQ  abge-

schlossen ist).

Daher kénnen wir aus der offenen Uberdeckung {U*(z)|z € 92} von 0

eine endliche Teiliiberdeckung {Uf,..., Uy} auswéhlen.

Fir jedes U; gibt es:

eine Menge U; DD U/, eine Basis {el, ...,€,_,V'}, Py = eine orthogona-
le Projektion von U; auf lin{el,... et |}, W, := Pi(U;), ¢;: W; — R ist

Lipschitz-Funktion, fiir die

wenn [(y,t) € W; x R und y+tv' € U;],
y+tvreQet <oy (4.1)

dann und y+t/f €N ot = vi(y)

Betrachten wir fiir ¢+ > 1 neben der Lipschitz-Funktion ¢; die Funktion
Wi Wi + Rt — R™ mit:

vily + ') =y + Qeily) — V' V(y,t) € Wi x R. (4.2)
Offensichtlich ist 1); genauso wie ¢; eine Lipschitz-Funktion, und es gilt:

Ut =1 wegen (4.2),

VeedQNU :(x) = . (4.3)
In der Tat, wenn [(y,t) € W; x R und y + ' € 92N U;], dann gilt wegen
(4.1): t = @i(y). Mit (4.2) folgt ¢i(y + @i(y)v') =y + i(y)v*
Sei jetzt ;= U Ny;(UF). Dannist Q; C U CC U;, () =€; und
NN =00n U* wegen (4.3) und der Wahl von €;.

Deshalb ist 092 C U €, weil 0Q C U U} und auch

=1 =1
(4.1),(4.2) —

0i(Q—Q) = 4NQ  (weil () =Q;, VzeQ:xgQ &7 i(z) €Q).

Sei weiter Q_; =C0Q, Qp:=Q. Damnist {Q] —1<i <k} ecine offene
Uberdeckung des R"™. Nach dem Satz von der Zerlegung der 1 gibt es eine
Familie von Funktionen 7_y, 7, ..., 7, € C°(R™), fiir die
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k
0<m()<1, trg(m)CQ und Ve e R": > m(z)=1.

i=—1

_ _k
Dannist Vo € Q:7_4(x) =0, darum VzeQ:> m(z)=1.
i=0
Wir definieren E folgendermaflen:
{ u(z), falls = € Q,

Eu(x) := k — (4.4)

domi(x)u((x)), falls = & Q.

i=1
Somit ist Fu(z) f.i. auf R definiert.

Wir wollen nun zeigen: Sei Eju(x) := %Eu(m) VegoQ, Vj=1,...,n
Dann ist Eju tatsdchlich die j-te schwache Ableitung vom FEu auf R",
mit anderen Worten,

Vo € CO(R™) : [pn Eju(z)p(x)de = — [,, Fu(z)D;j¢(x)dz, wobei D;
In der Tat:
Jan Eju(z)o(x) dz = [, DjEu(z)¢(x) dz + [4._o DjEu(z)d(x) de = ().

Sei n(x) = (m(x),...,n.(x)) die &uBere Normale von € in z € 02
(n(z) existiert f.i. auf 0f2).

dxj

Dann haben wir
Jo DiBu(e)o(a)de = g u( ¢< > (2)dS — Jy, Bu(x) Dy(x)dz
wnd fy o DiBu(r)o@dr L[5 @z)z( 7)) () (—y(x))dS
fw )D;(x)dx
Laut (4.2) wissen wir, dass Vo € Q; N0 : @Z)Z(x) =z,
darum Vz € 09 : Z_ilm(:zc)u(wl(x)) = u(x)

=0

A\

= Jan Bju(@)g(@) dz = (x) = [ (u(a) - > mil@)ulyi(@)) o(z)n;()ds

~ f. Bu(x)D,(x)dx
= [on Eju(z)o(x) de = — [, Bu(x)D;p(x)dz Vo € C5°(R™).

Also ist Ej;u tatséchlich die j-te schwache Ableitung vom Ewu.
Um Satz 4.1 zu beweisen, geniigt es zu zeigen: Jdep >0, ¢ >0 mit:

Sei VBR(20) : [p, ) |VulPdz < K“O RW und [, |ufPde < K. (4.5)

n—\
Dann VBg(xp) : chlR(a:o) |V Eu|Pdr < C2K\1ig—R|ﬂ' (4.6)
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(Wegen (3.3) spielt der Wert von ¢; > 0 keine Rolle.)
Wir zeigen nun die Implikation (4.5) = (4.6): Sei die Bedingung (4.5) erfiillt.

Wir zeigen,

¢ [(|11§;R>\\19 - fB |VEU‘pdl' = chlR(-)_Q \VEu|pdx+ / |VEU‘pdl' .

Bey r()NQ
-

s

—
:fBCIR(A)ﬂQ |VulPda. gut'
Wir miissen also nur beweisen, dass fiir passende c, cp > 0O

K > [y o alVEupds € [, iz )(uoz/;i)(:c))’pdx

[log R[? =

Also geniigt es zu zeigen, dass

Vi>1: K22 > [ )0 V() (o i) (x)) Pde =

[log R[? =

S, n)-a | (Vi) (w0 ) (2 )+7Tz( )V (w0 1) () [Pd.

Aber Vi > 1 gilt, dass m; € C§°(R™). Somit sind m;(x), Vm;(z) beschrinkt.
Auflerdem ist trg(m;) C Q.
Darum miissen wir nur zeigen: J¢; > 0 mit:

RA /
> wo ;) (x)|P + |V(uo ) (x)|Pde = (xx). (4.7
K e R S Q)|( )(@)” + [V (uo i) ()] (xx). (4.7)
Wir substituieren “y = ¢;(z)” in (k).

Aus (4.2) folgt: Fiir alle Gebiete A C §; gilt:  |¢;(A)| = |A].
Darum haben wir (symbolisch) dy = dz fir y = ¢;(x).

existiert .. in ;NN
y=1;(x) A

o () M2 / P+ Ve Va@ Pdy.  (48)
i (Bey )N200

Wir haben hier benutzt, dass (% — Q) =Q;NQ  und
V); existiert f.ii., da 1; eine Lipschitz-Funktion ist.

Aus der Lipschitzstetigkeit der v); folgt auch:

(Vi (z)] < é (wo V);(z) existiert) }
und  ¥i(Be, r(70)) C Br(¥i(wo)).

Wegen (4.7),(4.8),(4.9) miissen wir zum Beweis von Satz 4.1 nur noch zeigen:

(4.9)

R~ A /
> )Py + [ Vu(y)lPdy.
| 1ng£|19 BR(-)ﬂQﬂQZ’ \BR(-)QQQQZ' P
gut

Sei Tg := Bgr(zo) N Q2N Q;. Wir miissen also nur zeigen:
Rn A

> u(y)|Pdy.
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Aber wir wissen (nach (4.1)):
QNU, =Un{z+t'|ze W, t <)}

@; ist Lipschitz-Funktion und U; DD ;.
Dann gibt es einen beschrinkten Kegel T;:={tzx|0<t<1, x € B, (z})}
fiir ein B, (z}), sodass VreQNQ,:z+T; CQNU..

Daraus und wegen der Setzung von Ty folgt : Tr+1; C Q und Tg C
Bgr(+). Darum gilt

1 1
L / i [ e = = [ de / (x4 7)Pdy
L] Jr, T \Li| Jr, r;

<K

1 ' T
(Tp+Tic) < - [ do / u(y) Py < 118 ¢
o Jr T

(Tw C Ba()) < B2l

< K =cKR",
1N

weil |Bg|= R"|B;|. Somit folgt

/ dy [ |u(z +7)|Pde < cKR".
Til Jr, Sy

Folglich,

Iyel;: lu(z 4+ vo)|[Pdx < cKR". (4.10)
Tr

u(z) = u(x + ) — fol Lu(z + tyo)dt. Darum (fiir 7o aus (4.10) )*:
1 d p
lu(z)Pdz = / u(x + ) — / —u(x + t’yo)dt’ dx
T Tr o dt
<cKR"™ (wg (4.10))

|u(:c+’yo)\pdx+c/ ‘/ —u(x +ty dt‘ dx

P
CKR"+C/ dx/ dt
Tr
= cKR”+c/ dt/
Tr
RN A
\logR\”

1 7 N
(Ivo] < diam(Q2)) < CKR”—I—C/ dt/ |Vu(z)Pdx
Tr+ty0

CBR()

IN

IN

—u (x + t)

<\Wo\p\VU(m+t%)|p

—u x +ty) )p dx

1Konstante ¢ dabei immer versindert.
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Rn—)\
<cK—,
= ““og R?

Damit ist der Beweis von Satz 4.1 abgeschlossen.
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Kapitel 5

Einige Definitionen und
Lemmata

In diesem Kapitel fithren wir drei neue Begriffe ein: Erstens betrachten wir auf
dem Wiirfel W = [0, R]", R > 0 definierte Funktion f : W — R, f €
HY"Y (W), 1 < p < oo und konstruieren eine lineare Approzimation, fiir
die wir auch einige Eigenschaften nachweisen. Zweitens beweisen wir Exi-
stenz einer speziellen Wiirfeliiberdeckung eines beschréankten meflbaren Ge-
bietes G C [0,1]" mit |G| < 1. Schlielich beschéftigen wir mit dem Begriff
der Schwarzschen Symmetrisation und beweisen eines wichtige fiir uns Lemma.

5.1 Stiickweise lineare Approximation

Definition 5.1 (affines Simplez)

Sei xg,...,x, € R" und {Zoxi,...,Tox,} linear unabhdingig.
Die konveze Hiille conv(xy,...,x,) mnennen wir “affines Simplex”.

Folgende Behauptung notieren wir ohne Beweis':

Behauptung 5.1 Jeden Wirfel W kann man mit N(n) (nicht notwendig

kongruenten) n-dim affinen Simpleven T, ..., Tnw) pflastern,
dh UT, =W und Vi#j: T,NT; entweder die leere Menge ) oder eine
gemeinsame k-dim Fliche* Ty ist.

Solche Pflasterung nennen wir 7°(W).

Wir nehmen an, dass die Menge von Pflasterungen {7°([0; R]")| R > 0} so
konstruiert ist: Wir machen nach Behauptung 5.1 die Pflasterung 7°([0; 1]"),
und fiir alle R > 0 bekommen wir T°([0; R]") aus T°([0;1]") durch Skalie-
rung.

IMan kann sie fiir N(n) = n! beweisen
2k=0,..., n — 1; 0-dim. Fliche ist Vertex, 1-dim. Fliche ist Kante u.s.w.
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Definition 5.2 (von T fiiri > 1)
Definieren wir die Pflasterung T ([0; 2R]"™) durch die Pflasterung T*([0; R]"™).
Sei [0; R]™ durch T'([0; R]") gepflastert. Seien x1,...,x,— Koordinaten von
xr € R" und S(z,=p)(P) =Spiegelung vom P bzgl. Hyperfliche (x; = R)
(weiter sind  Py,...,P, und S,—pyPx Mengen von affinen Simplezen,).
Sei Py :=T([0;R]"), wund

P1 = PQ U S(xlzR)(PO)

P2 = P1 U S(xQ:R)(Pl)

P,:=P, U S(zn:R)(Pnfl)
Dann T([0;2R]) := P,.
Sei
Qs :=1[0;¢]", Q:=10;1]" (5.1)
Man kann leicht sehen (wegen Behauptung 5.1 und Definition 5.2):
Wenn Ty,T, € TY(Q,) (also, Ty, T, sind affine Simplices aus T%(Q;) ),

dann ist T3 N1y = () oder = gemeinsame k-dim. Fliche von 77 und T5.

Definition 5.3 (von FTW(Q,), FT(Q,))
FTO(Q,) ist Menge aller Funktionen f : Q, — R, die stetig auf Qs und
linear auf jedem affinen Simplex € T(Qs) sind.

Und FT(Q,) = U FTD(Q,).
=0

Definition 5.4 (des Operators 7))

Sei M;:={x € Q,|3T € T(Qs) : x ist Ecke vom T}

(Bemerkung: die Menge M; ist endlich.)

und sei g € C(Qs). Dann 79 (g) := f € FTY(Q,) mit f(z) = g(z)Vz € M,.

Wir zeigen, dass dieser Operator 7() tatsichlich existiert:

Konstruieren wir f € FTW(Q,), f=79(g) so:
fir jede T € TY(Q,), T = conv(zy,...,x,) existiert eine lineare Funktion
fr:T =R mit fr(z;) =g(z;) Vj €{0,...,n}.
Sei T — k-dim Flache vom T, T = conv(yo,...,Yx). Dann ist
fr|_:conv(yo,...,yx) — R linear und darum eindeutig bestimmt durch
T ~ ~
9(Yo)s -, 9(yk)- Aber, wenn T :=TiNTy # (), dannist T gemeinsame
k-dim Flache von Ty und T3, folglich, fr,(x) = fr,(x) Vx € T, darum ist
die Funktion f:Q, — R mit: f(x)’ = fr(z) VT € TY(Q,) wohldefi-
zeT

niert, f € C(Q,) und linear auf jedem 7 € T%(Q,) (also, f € FTW(Qy)).
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Bemerkung:

Sei g € C°(Q,), dann konvergiert |g — 7% g]| 2% gleichmiiBig,

sowie |Vg— V(7Wg)| == 0 gleichméifBig.

5.2)

Definition 5.5 (fir FT,(Qs))
f e FIy(Qs) < (f € FT(Qs) und f(x) =0Vz € 0Qs).

Auflerdem werden wir immer voraussetzen, dass Vo & Qs : f(z) =0, wenn

f € FTO(QS)

Lemma 5.1 Sei u € WyP(R"), trgucC Q, und
n—A

V Br(xg) : / |Vu|Pde < K——.

B (o) | log R|?

Dann gibt es eine Folge (fi)ien, fi € FTo(Qs) so dass Vi € N:

n—A>\

R 1—00 .
V Bgr(xo) : / |V filPde < CK ———— und f; > u in L'(Q).
BR(IL‘O) |10gR‘19

Dabei ist jede Konstante C' > 1 zuldssig.

Beweis: (hier steht Bg(.) fir Bg(zo)).
Sei w ein Standardkern, wy(z) := h™"w(z/h).

Dann konvergiert wy * u =S u in L(Q,).  Weiterhin ist

[ Weapar = [ i [ ) Vot - paf
Br(.) Br(.) "

(w — Standardkern) < / d$/ wr(Y)|Veu(e —y)|Pdy
Br(.) "

= [ty [ 19u—ppas

(c=c—y) = / wn(y)dy / Vu(z)Pdz
m Br(.)—y
Rn—)\
K—.
|log R|?
Also,
Rnf)\
Viwp *xuw)|Pde < K————. 5.3
/BR(.)| (wn * ) T (5.3)
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Weiter schlieflen wir,
trgu CC Qs = Jho > 0: trg(wp *xu) CC Qs Yh < hy.
Sei lim ¢,, =0, §,, > 0.

Aus (5.2) folgt: Vm e N, Vh,, >0: Fi, € N mit:
|70 (wh,, * ) — wh,, * ull 2@, < Om

Jetzt wéhlen wir hp, > 0 so, dass ||u — wp,, * u||L1(@Q,) < dn und fiir diese
hy, Indizes i, derart, dass (5.4) gilt.

Dann haben wir: ||70m) (wy, % u) — ul[z1 < 20,,.

Darum gilt fiir  f,, == 70" (wp,,, *u) :  fm —> u in L', weil 4, — 0.

Wenn nun max Om aus (5.4) klein genug und R < Radius(Q;), folgert man:
me

</fBR(-) |V fin|? d = (/fBR(,) (V7 m) (wh,, * u)|P dx <
(5.4),(5.3)

§/ S IV % 0) = Vo, x 0l d g [y ) IV on, x )P de <

n—A n—A
dﬁMRM%?ﬁf%VKﬁ%WfEVCKﬁéw

Rnf)\
- VP de < CK ——
R Tog R’

Hier kann man C' > 1 beliebig wéhlen. O

Lemma 5.2 Seien Q,p,\,¥,s wvorgegeben, s>0, 1€ C(Rso;R>).
Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass

Wenn Y f e FTo(Qs) folgende Inklusion erfdllt'

(IBR@O VIfIPde < eK o VR < 1/2) = [, (| f()))dz < Ky,
dann gilt Yu € WhP(Q) :

<fBR(mO)m |VulPde < K Ran VR<1/2 & [,|ulfde < K) -

fQ (Ju)dz < Kj.

Beweis: Sei [[ull < K, [ VulPde < Kl

Nach Erweiterungssatz (Satz 4.1)7 0.B.d.A. ue WyP(Q) mit & cc R”;
ferner haben wir auf die Seite 3.3 gezeigt, dass 0.B.d.A. Q' CC Q,.

Wir setzen im Weiteren also voraus: u(z) =0 Vz & 2
(=ue Wol’p(Qs), trgu CC Q). Nach Lemma 5.1, 3(f;)ien mit
n—>\

Vi: fi € FTo(Q,), fi — u in LY(Q,), / |V filPde < cK———— i 5
Br() |log R

(5.5)
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Man kann leicht sehen: wenn f; stiickweise linear, dann

VIfi(@)]| = |V fi(z)] L.

(5.5) -
Darum ‘v’i:fBR(.) |V|fi||pd:p:fBR(_)|Vfi|pd:E < oK

|log R|7

Daraus folgt, nach der Voraussetzung unseres Lemmas:

Vis | wlfde < Ko (5.6)

Weil f; — u in LY(Q,), existiert eine Folge (ip)meny mit f;,, — u fii. .

Folglich, ¥(|f;, (z)|) = v (lu(z)]) fii. (da 1) stetig).
Da 1 > 0, konnen wir das Lemma von Fatou anwenden:

(5.6)
Y(Jul)de < liminf | (| f;, )de < K;.
Qs meeJQs
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5.2 Uberdeckung mit Wiirfeln

Sehr oft brauchen wir solche Behauptung:

Lemma 5.3 Sei Q =1[0;1]", GCQ, |G|<c1 (0<ec <1 beliebig).
Dann kann man int(G) mit einer Menge A wvon Wiirfeln iberdecken derart,
dass

VW eA: 277 |W| < |GNW| < e|W|,
VWl,WQ EA, W1 7é W2 . \WlﬂWQ| =0

und jede Kante von W € A parallel zur eine Koordinatenachse.

Beweis: Betrachten wir solche Prozesse: in jedem Schritt wird @ mit “wei-
Ben” und “schwarzen” Wiirfeln gepflastert. Wir nennen Wiirfel W “weif”,
wenn |GNW| > 27" |W| und W ist “schwarz”, wenn |GNW| < 27"¢q|[W].

Wir mochten solche Prozesse rekursiv konstruieren, so dass:
1. in jedem Schritt wird ) mit schwarzen und weiflen Wiirfeln gepflastert.
2. Vweile W: |GNW| < W]
(fiir schwarze W sogar |G NW| < 27"c;|W| nach Definition).
3. Vschwarze W vom Schritt i: die Kantenlinge vom W betriigt 27°.
(diese Bedingungen betrachten wir als Induktionsvoraussetzungen )

Schritt 0: @ ist durch {Q} gepflastert, dabei gilt |[GNQ| < ¢ =
¢1|Q| nach Bedingung vom Lemma, und Kantenlinge vom @ = 1 = 27°. Die
Induktionsvoraussetzungen gelten, daher egal, ob () weifl oder schwarz ist.

Schritt ¢ ~» 14 1: alle weile Wiirfel vom Schritt ¢+ kommen in den Schritt
i+1 (darum gilt die 2" Induktionsvoraussetzung fiir diese Wiirfel auch im
Schritt i+1).

Sei W schwarz. Dann ist Kantenlinge von W = 27* (nach den Indukti-
onsvoraussetzungen). Teilen wir W im Schritt 41 in Wiirfel Wi, ..., Won,
jedes W; hat die Kantenlinge 27"!. Da W schwarz, |GNW| < 27"¢;|W|
(nach Definition)= Vk € {1,...,2"} : |GNWi| < |GNW| < 27" |W| =
01|Wk|.

AuBerdem ist die Kantenldnge von W, =271,

Fiir jedes k gelten alle Induktionsvoraussetzungen fiir W, egal, ob W;

weifl oder schwarz ist. O(von des Induktionsprozesse)

Sei A-Menge aller weiflen Wiirfeln, die bei dieser Prozesse entstehen. Of-
fensichtlich, VWl, WQ SN |W1 N W2| = O, wenn W1 7é WQ
(weil i€ N: Wy und Wy € Schritt 7).

AuBerdem klar, dass VW € A: 27" |W| < |GNW| < ¢|[W| (da W weiB).

Zeigen wir:  |J W D int(G).
WeA
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Angenommen, es ist nicht so. Dann Jz € int(G), welches sich bei jedem
Schritt 7 in einem schwarzen Wiirfel W; befindet. Die Kantenldnge von W,
ist 277,

Aber da x € int(G), gibt es ein 4, so dass W; C G,
denn x € Wiirfel W; und Kantenlinge von W; =27
Damit hat man |W; NG| = |W,].

Aber, wenn W; schwarz ist, folgt |W; NG| < 2~ "01|W| |W|

Widerspruch. 0O

5.3 Symmetrisation
Wir verwenden die Abkiirzungen “(f(.) > t)” oder “(f > t)” fur
| f(z) > t}7.

Weiter arbeiten wir mit Schwarzsche Symmetrisation (vgl. [15, S.15-16]),
die wir einfach als “Symmetrisation” nennen. Wir erkldren, worum es sich
handelte.

Wir betrachten die mefibare Funktion f:Q — R. Sei®

B(t) ein n-dim Ball mit Mittelpunkt in 0 und |B(¢)| = |(f(:) > t)|,
wenn (f() > 1) # 0,

B(t) =0, wenn (f(-) >t) = 0.

(Schwarzsche) Symmetrisation von f:Q — R ist die Funktion
g : Br(0) = R mit |Bg|=|Q| und

g(y) :==sup{t € R|y € B(t)}.

Fiir uns sind zwei bekannte Eigenschaften der (Schwarzsche) Symmetrisation
wichtig: erstens, man kann ¢ mit Hilfe eine Funktion ¢ :[0; R] — R mit

g:x— ¢(|z]); ¢ fallend (5.7)

darstellen,
und zweitens,

VieR: |(f() >

t)] =
In der Tat, aus [15, S.21,(E)] folgt, dass |(f() t)\ :|
() > 0] = sup |7 > 1+ 0)] = sup (g

|. (5.8)
> t)|. Deswegen

31(f(.) > t)| ist Volumen fiir {z|f(z) > t}
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Lemma 5.4 Sei f: W — Ry stetig mit einem n-dim Wiirfel W, f > 0.
Der Trager trg f von [ set mit konvexen Polyedern Pi,..., P. gepflastert,
auf jedem P; sei f linear.
Es gelte |trg f| < ci|W| (mit der Konstanten ¢, aus Lemma A.1).

Weiter, sei g : Br(0) — Rso Symmetrisation vom f, |Bg|=|W|.

Dann gilt

1. g st stetig.

2. Jpp | VoIP dz < % Jw IVfIPdz, p>1
mit der Konstanten ¢y aus Lemma A.1.

Beweis: von 1.: ¢ ist stetig.
In der Tat:
Sei f(W)=1[0;7]. Dannist g(Bg(0)) C [0;T].
AuBerdem ist g(z) = ¢(|z|) fiir eine fallende Funktion ¢ : [0; R] — [0; 7.

Annahme: ¢ ist nicht stetig.
Dann ist ¢ nicht stetig.
Dann*
dt,a,b mit: (t+0) <a<b<e(t—0).

Das heifit?, |(a < g(.) <b)| =0. AuBerdem [a;0] C [0;T] = f(W)
= (a < f <b) offenin W und nicht leer.

Folglich, |(a < f(.) <b)| > 0.

Dann

Widerspruch. O

Beweis von 2.: fBR(O) |VglPdx < cip fw |V f|P de.
Sei

Ya(t) == /f( )<t|Vf|ddx, d>0 (5.9)

Dann ist 4(.) wachsend (= 1/, existiert f.ii.).

AuBerdem ist 1,(.) stetig, wenn p > 1. In der Tat:

Vit:(t+0)—1,(t—0) = Ilim |V f|Pdz

EH0 e fla) <tte

4da ¢ fallend
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- /f( VS
= YUYW =00 R|VIE e )P

Q- belVf(xeP);éO
= 0,

weil Vf =const auf P,Vi und p>1.

Somit ist 1), wachsend und stetig, wenn p > 1.
Deshalb ist 1), = S4),(¢) definiert f.ii. und

/ IV fIP dx = (T / U (t dt—H/Jp / Yy (t)dt, wenn p>1.
Sei d > 0. Injedem Punkt ¢, wo )(t) existiert (also f.ii. auf [0;77] ):
Q/Jd(t + 8) - wd(t)

/ _ .
Ua(t) = lli% -
: 1
D iy - IV f|dx
208 Jicp(a)<tte
S
= lim — / IV f|%dx
i=1 e=0¢e (t<f(z)<t+e)NP;
k
t< f()<t+e)NP
(IVf] = const auf P;) = lirrcl]‘( <Jl)st+e) ||Vf(xEPZ-)|d.
e— 9
i=1
Somit .
t< f()<t vy
vit) = S tim LIOSTHAIN g e pye 5.10)
i=1
Seien |...|p—Fldcheninhalt (wie in Lemma A.1) und

Iy=(f()=1)
Dann kann man leicht sehen, dass fiir fast alle t € [0;7] gilt:

a) I'; ist eine n — 1-dim Mannigfaltigkeit und |I'y|p = Z Ty N P .

b) bei geniigend kleinem e : (t < f(.) <t +¢)N P, hat entweder

die “Dicke” wrrcpy, oder = (da f|p, linear).
Daher
£
t < () < t+e)NB| = TN p ——— fiir fast alle ¢ € [0; 7).
(0< 7)< 4RI = AR p o bole) fur fast ale ¢ € [0

37



Fiir solches t:

k
. t )<t NP,
sy L lin(1)|( < f() : +¢) ||vf(xepi)|d
=1
k
= Y ILNPle- V(e P!
=1
[ 1vsas
Tt
Also,
/\Vf\d 'dS  ¥d>0 (5.11)
:>/ |Vf|pdx(59/ U (t él)/ dt/ IVfP~'dS, wenn p>1
0 T
(5.12)

Sei jetzt d=0. Dann }(¢) :9 g(ff(x 1dx>, und

1

/ IV £71ds 2 gl () = lim - 1dz. (5.13)
Iy e=0e t< f(z)<t+e
Sei Gy:=0d(g(.) >1) (5.14)
Auch fiir die Symmetrisation g von f, g¢: Bgr(0) = R gilt:
T

/ \Vg|Pdx = / dt/ Vg|P~tdS (5.15)

BR(O) 0 Gt

In der Tat, ¢ :[0;R] — R mit g(z) = p(|z|).
Dabei ist ¢ fallend und stetig = ¢’ existiert f.ii. auf [0;T].

/ |\VglPdz = |ST™ 1|/ r)|Pr™tdr
Br(0)

/

godr

fallend n—
ool / GOPS de = ()
=0

Sei jetzt (r) =t. Falls ¢'(r) #0 (das gilt fiir fast alle ¢), hat man

(5.14) e oy
Gy =" (g()=t) =S IVg(@)|eea, = 1&/(r)].
D p(r)=t 4 10N p—1 . g p—1
= |Vg|Pdt = (x) "= | ()P |G| p dt = dt |Vg|P~dSs.
BR(O) t=0 Vv t=0 Gy

=g, IVglP=1ds
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Weiterhin gilt: wenn Vg existiert und # 0 auf G; (da |Vg| = const auf G):

— t=p(r) / —
IVgl~'ds TE @) YGilr

Gt
1 t+e

= lim—/ G r Fd'l"

i P ¢(r):t‘ o)
)<

< <o)
e—0 12

gm0l > o)
e—0 19

69 > 0= > t+o)
e—0 12

)<

o lt<sO<ite)
e—0 g

(5:.19) /|Vf|—1ds.
Iy

Somit
\Vg\ldS:/ \Vf|tdS fiir fast alle t € [0; 7). (5.16)
Gt Iy
Sei

() = |V f(a) " (5.17)
Daraus folgt

T T
/ [V lPde = / dt [ |VfPlds = / dt / pu(z)7PdS = (x%).
w 0 I't 0 Iy

Weiter, fir p>1: 1—p<0=t"? konvex fiir ¢ > 0.
Fiir konvexe ¢ : Rso — R gilt: ﬁ [y o)dt > ¢ <‘—}\| fAvdt>.5

Dabher gilt fiir fast alle ¢ € [0;77:

1 1—p t1—P konvex 1 1=p
w(x)"PdS > wu(x)dsS
Cele Jr, Cele Jr,

(5.16),(5.17) 1 1-p
B (\F ‘ Vgl dS)
tr Ja,
G o
(|IVg| = const auf G) = (||F:||§\Vg(x € Gt)|1)
|Ft %71 p—1
= |G |p71‘vg(xEGt>|
tiF

5Ungleichung von Jensen (siehe z.B. [6, Seite 621])
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r r
N / M(:L‘)l_pds > | t|F1|Vg(x c Gt)|p—1 (| t|F) |V9|P—1dS
. |Gt| |Gt| Gt
(5.18)
T
w 0 b
(5.18) T r P
¢ [a() [
0 |Gt|F Gt
> ess inf (|Ft|F)p/T dz [ |Vg[P~'dS
te[0;T) |Gt|F 0 Gt
. F p
5.15) ess inf ( | t|F) / Vg|Pdx.
telos7] \|Ge|lr/) JBao
und somit
/ |V f|Pdx > ess inf (|Ft|F)p/ |VglPdx (5.19)
W ~ telo1] \ |Gl Br(0) . |
Sei jetzt Fy :=O(f >1). (5.20)

. . . r
Zum Beweis vom Lemma 5.4 sollen wir nur zeigen: | i‘é

G
Stellen, wo TI'; Mannigfaltigkeit ist (also, f.ii. auf [0;T])
die Konstante ¢y aus Lemma A.1.

. . |Felr ~ Celr Lelr _ [Delr | [Br
Wir zeigen, il 2 1 und e = C2 (= Gy = Bl Gl 2 c2).

> ¢ an derjenigen
Hierbei ergibt sich

.. . . F
Zunachst beweisen wir \‘Gi‘li > 1.

Wir wissen: F; = 9(f(.) > t), Gy =0(g(.) > t), dabei ist

(£ > )] 2 |(g() > )] und (g(.) > t) ist eine Kugel

= |Ft|F > |Gt|F7

da Kugel hat den kleinsten Flécheninhalt unter allen (nicht unbedingt zusam-
menhéngenden) Gebieten mit gleichen Volumen hat.
Darum folgt

File
|G|
Zeigen wir, ‘E{E >y Sei t fixiert, G:=(f()>1t), I[:=0G\oW.

Man kann leicht sehen, Ty = (f(.) =1) i A(f()>t)\ oW =0G\ oW =T,
(*) gilt wegen f e C(W).
Also ist

—
Z

0|7 > |T|p. (5.21)
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Auferdem gilt G = (f(.) >t) und deshalb: |G| < |trg f| < ¢;|W| nach die

Bedingungen des Lemmas.

Wir haben also die Situation _
G C Wiirfel W, |G| < a[W] und T'=09G\ oW
Damit folgt aus Lemma A.1:  |['|p > ¢2|0G|p.
=|0G|r
(5.20

) ~ ~ =
AuBerdem, 0G =0(f(.) >t) =" F,. Deshalb |I'|r > cy |Fi|r.

(5.21)
Zum Schluf§ |I'y|p > |I|p > co|Fi|p, mit anderen Worten, I;’ili > o O

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir einige Abschétzungen fiir
WhP(Q)-Funktionen mit bestimmten Eigenschaften nachweisen. Aus diesem
Grunde haben wir nachfolgende Stoffsdarstellung gerade nach vorausgesetzten
Funktionseigenschaften gegliedert.
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Kapitel 6

Abschitzungen fiir Funktionen v € W1P(Q) mit:

VBR(Z0) : [, |Vu(@)Pde < K& 0

In diesem Abschnitt geben wir eine Antwort auf die Frage: In welchem Orlicz-
Raum liegt die Funktion u : Q — R, fiir die
n—p

_ >
|log R|?’ n=p

VBr(xo) : / |Vu(z)Pde < K
Br(zo)

gilt. Daneben sei bemerkt, dass wir auf der Stufe nur ¥ > 0 betrachten und
die Falle n > p, n = p voneinander trennen.

Die Section 6.1 befait sich mit dem Fall 9 € [0;p], die Section 6.2 — mit dem
Fall ¢ € [0;p — 1]. Besonders wichtig aber ist Section 6.3, in der wir zeigen,
dass die beiden Resultate aus der Definition 1.7 (fiir die obigen o)) optimal
sind.

6.1 Der Fall “n > p”

Satz 6.1
Sei €0 ein beschrdnktes Lipschitzgebiet, dimQ=n>p>1 0<9 <p.
Dann VK >03K', a >0 so dass fir uwe Wh(Q) gilt:

(VBT(I‘O) mitr < 1/2: fBr(mo)ﬁQ VulPdr < K20 & |Jull?, ) < K)

[log r[”
Jo P oy < K7
und fir 9 =p:
(VBu(wo) mit 1 1/2: [y 10 IVulP do < Kt & lullyq) < K) =
o ey < K.
Fir 9 >p gilt:
(VBT(I‘O) mitrﬁl/Q:fBr ol VulPde < Ky e ) =

[Tog r[?
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Ju(@) —u(y)l <K'\l —y||'7, wenn |z —y| < 1/2.

~
—0 bei |z—y|—0

Fir 9 >p gilt dberdies: u € L>(Q).

Bemerkung 6.1 Die letzte Aussage aus Satz 6.1 ist klar.

Wir beweisen Satz 6.1 zunéchst fiir den Fall ¥ < p, anschliefSend fiir den Fall
9 > p.

Beweis fiir 9 < p: Wir setzen Qg = [0;d]", Q = [0;1]".
Nach Lemma 5.2 kénnen wir 0.B.d.A. w = |a| setzen mit @ € FTy(Qyq) fiir
ein d. Genauer:

wi= i,
O.B.d.A. dabei @:Q — R (6.1)
und alg, € FTo(Qq), (z) =0 Vo & Q4.

Aus den Definitionen 5.3 und 5.5 folgt, dass u stetig und stiickweise linear
ist.

Wir wihlen d:= {/c; mit ¢; aus Lemma A.1.
Dann gilt |trgu| < ¢. (6.2)

Sei weiter g :x — @(|z|) die Symmetrisation von wu
(= ¢ ist fallend).

Wir bestimmen R so, dass
(*)
|Br| :== 1 (= trgg C Bgr(0)) (6.3)

(6.2)
(*) folgt aus: |trgg| = |[trgu| < ¢; =|Bg|, trgg ist eine Kugel.

Sei A\ =¢(27'R), ieNuU{0} (6.4)
(= die Folge ();) ist wachsend, da ¢ fallend ist, Ay =0 wegen (6.3).)

Wir wollen jetzt “N\;. 1 — A\;” abschétzen. Sei jetzt

w(x) — A ,wenn u(x) > A\
ui(x) ::{ ( )O sonst @ (6.5)

(=uweC(Q)).

Wir iiberlegen: g(x) > @ o(lz]) > ¢(27'R) o fallond |z| < 27°R. Daraus
folgt:
(58) S.0.
ltrgus| =" [(g > \i)| < [Ba-igl. (6.6)
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: . . (6.6) (6.3)
Seien i fixiert, G :=trguw;. Dannist |G| < |Bg| = «.

= Nach Lemma 5.3 kann man nt(G) mit Wiirfeln {W3|5 € A} bedecken,
dabei V(3,7 € A:

Ws#W, = |[WgnW,|=0 1im n-dim Mass (6.7)
und 27" |[Wg| < |GNWs| < eq|[Whl. (6.8)
Betrachten wir f := ui|Wﬁ, hier g € A fixiert. Dann
(6.8)
trg f| = Ws NG| < 1[Wpl, (6.9)
da G = trgu;.

Auflerdem gilt nach Wahl von wu; :  f ist stetig und trg f ist mit einer end-
lichen Anzahl von konvexen Polyedern gepflastert, wobei f auf jedem solchen
Polyeder linear ist. Darum gilt fiir die Symmetrisation gz von f nach Lemma
5.4

1
/ |VgslP de < — |V [P dx, (6.10)
BRﬁ(O) CZQ) Wg

wobei  Bg,(0) := trg(gs). (6.11)
Wir schétzen nun |Wjs| ab. Es gilt:

. (6.8) (6.9) (6.11)
27"a|Ws| < GO Wy =" [trg f| = [trggs| "= |Br,|,
also liegt Wj in einem B.g,(.), wobei ¢ eine Konstante bezeichnet, die sich

von Formel zu Formel verandert kann.

Aus “VBT(y) mit r < ]_/2 : fBr(y) |Vu|P der < K rn=pP fOlgt

[log r|?

“/ |VulPde < dK” fiir ein 7.
Q

Auch W3 C QN Beg,(wg) fiir ein 2

) (cRg)"—P Ry
= fWﬁ |V fIPde < fwﬁ |VulP de < min {KillogﬂcRﬁlﬁ,Kc’} < C”Kilﬂlcfggl%glﬂ'
Also gilt
/ IVflPde < 'K Ry (6.12)
r<dK—FF———. )
W 1+ [log, Rsl”

. (6.6)
Weiter ist R <27'R, weil |[Bg,| = |GNWs| < |G| = |trgu;| < [Byig

<—i+logy R
Ry . — = 9 . 9 .
= dig:Vi>ig:1+]| logyRg |" > c(i+1)" fiir ein c. (6.13)

45



(6.12),(6.13) | g B8" " o, Ran—P
Somit VfPde < (i+1)? =08 < K78 fiir ein ¢.
fW" V7 N { cKRg" ™" sonst | = (+1)"

Wenn gs: 2 — ¢s(|z|), dann gibt es eine Konstante ¢, fiir die gilt:

K > o [ wpar S [ vy
cK— > r = gpl” ar
(i +1)? s Jw, B,y (0)
::71 o ! n—1
> |57 pg’ (r)[Pr™ " dr
Rs/2

R n—1 Rg
> ¢ (7‘3) | tedtypar
R3/2

Rg"P Rg\"" [T
KL > (—ﬁ) [ ledorar
(i+1) 2 Rg/2

Wegen (3.1) haben wir | [, vdz|” < |U[P7! [, [v[Pdz.

Dann gilt
p—1 Rﬁ
K > (@) | ledpar
(7’_'_1) 2 R5/2

R p
/ o5 (r)dr

Rg/2

(pp(ftg) = 0wg.(6.11)) = (ps(Rs/2))".

Folglich haben wir % > pp(Rp/2). Wenn K := VcK:

Also ist

(3.1)
>

K

ps(fp/2) < G 1)

Dann gilt, weil ¢g fallend ist: V¢ > Rg/2: @a(t) < (iffﬁ

Ky
(i +1)7/P

= (gﬁ(.) > > C Bpg2(0). (6.14)

Sei g die Symmetrisation von u, d.h. g:x — ¢(|z]).
Dann gilt V¢ > 0:

90) > X+ @) > M+ )] L () > 0] DY (il > 1)) = (+2)
BEA

( (I) folgt aus: |J W3 D int(trgu;) = (u; > 0) und Formel (6.7) ).
BeA
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Aber gz ist die Symmetrisation von ul|Wﬂ, darum |[(gs > t)| = [(wil,,. >

t)] und folglich [(g(.) > N +t)| = (%) = Z |(ul|wﬁ > )| = Z |(gs > 1)].
BeA

Also ist

60) > N+ 0l =S lgs > 6 ¥t 0. (6.15)
BEA
Darum
K, 6.15 K,
(9(.) >\ + G0 1)%)’ €2 > (gﬁ(.) > E 1)19/1?)'

BeA

< Z |Br, /2| = Q—{LZ | Br,|

BEA BeA

611) 1 6.15) 1
= %Z|(gﬁ>0)| = 2_n|(g(')>/\i)|

BeA
y 1
(Ai=@(27'R)) < 2_n|B2—iR| = |By-i1p|

A1 =927 7'R)) < [(9() = Ai)].
Hieraus folgt
Ky

Rl R S W
Nt g 2 e

Deshalb hat man A1 — \; < (szﬁ

Nun ist aber Ay = ¢(R) =0, weil trgg C Br(0) wegen (6.3)

=0 i i—1
. = K
m=0 m=0
o 616) izl _— st
Darum gilt fiir 0 <9 <p: A < Zo w < fx 00t dr = (K1) 7
_ (6.16) i—1 o i _
und wenn (9 =p, i >1): N < Zo mi S K+ [ Stde = Ki(1 4 1ni)
(Kyi)'"» 0<9<
=\ < ) v ,wenn U< v <p, 6.17
- { Ki(1+1ni) ,wenn 9 =p, i > 1. (6.17)
Wir wissen schon:
(6.4)
g ist Symmetrisation von u, (g > A;) C Ba-ig(0). (6.18)

Fiir jede wachsende Funktion 1 € C'(Rsp) mit ¢ > 0 gilt unter Beriicksich-
tigung der Nichtnegativitit von wu :

1) wachsend
/@/}(|u(x)|)d:p < / /\0 dx + g / (\;) dx
Q u(z)=0 Ai—1<u(z)
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fw(o

< / ¥(0 dx+ / . I@b(Ai)d:v
EETESS / $(A)dy
i=1 Y 9W)>Xi1
((9(x) > A) C Bysp(0)) < 0)+ Y [Bar-ip| (A

Wir haben also

/Q B(Ju@)]) do < B0 +Z|321 Al v ). (6.19)

Fiir 9 <p: A< (K»)7 nach (6.17).
Wenn ¢t e’ t>0, dann ist

p

D) = N < ok, (6.20)
Sei a so gewihlt, dass ez < 27
Dann
Lﬂ
/e‘“”p dx = /w (lul)d
Q
(6.19),(6.20)
< e +Z|le ZR|60‘K21
i=1
0 eaKg @
- 1+ZIB2R|(2n> — K
i=1
< 0,
Wei1%<1. O (fird <p)
(6.17)

Seinun ¢ =p, dann A\, < Kij(1+1In:) Vi>1.
) o K1,
Sei () =™, dann Vj >1: 4();) < eet 1D _ geefijen _ ji=aky )

Wir wihlen « so, dass 1 — aK; > 0. Dann haben wir im Limes
aky oo
5 —nln2<0. (6.21)

e
—nln2+ ek

SchlieBlich sehen wir

il g _ ; (6.19) i B, N
/Qe . /Qw<|u|> < w<o>+;| il B 0)
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aKl j

< €—|—Z|Bl ]R|€ e
>¢()\)

_ €+|BQR|Z < nln 2+ 1 aK1> (621): K/
< 0oQ.

Wir erkléren die letzte Ungleichung:
Angenommen, (Z;);en—eine Folge der Zahlen mit lim Z; < 0.

1—00

Dann existieren ng € N und € > 0, fiir die Vn > ngy: 4, < —e¢.

no—1
Wir haben: Zelz < Z e'Zi + Z e < o00. O

i=ng

Beweis von Satz 6.1 fiir 9 > p:
Wegen Satz 4.1 konnen wir 0.B.d.A. u € W, ?(R?) voraussetzen,
denn wir kénnen u durch FEu ersetzen.

Wir mochten Folgendes beweisen: Sei ¥ > p, n > p. Dann folgt

VK >0: 3K >0 so dass,
wemn u € WH(R?) und ¥ By(xo) : [ ) [VuP d < 22 0

\10827"\“9’
dann gilt fiir [z —y| < 1/2: |u(z) — u(y)| < K'|In|z —y| |7 .
Um (I) fiir w zu beweisen, geniigt es (I) fiir uswy, VYh >0 zu beweisen,
wobei wj, ein Standardkern ist.
Darum betrachten wir |0.B.d.A. w € C*(R") |
Sei weiter ¢ € (0;1/2], wv(x):=u(x+ x9). Dann

[, e =tz JRCEECE

dx

= dt/ —v tw
/o <(0) d (&)
1
(y:=tx) = / dt/ |Vou(y) - z|dx
0 z€B:(0)

dt
/ : / Voly)ldy
t=0 B:+(0)

e=z+ao

dx

=
8
I
Bl
/
i
IA
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() 7

07
1-1 = "llog(et)|?/P
—c(et)" 7P A

Dedt =T e
/ - |Bi|' /P (/ |Vv|de>
=0 t Bt (0)

<
- . /1 dt s=et / ds
ce — = ¢ _
- o tlIn(et)|?/P o S|Ins|?/p
* dr P ce™ |7
7:=|Ins|=—1Ins = ce"/ = — C
( | | ) Inel T 0 -p T¥ 7=|lne¢|
(W>p) = Ce" ln5|%.
Also,
/ u(z) — u(zo)dz| < ¢|B.||Ine|7 . (6.22)
B:(z0)

Wir betrachten jetzt zwei Punkte x; und xs mit |27 — x| = < 1/2.
Sei g/ := %222 Dann ist
2

B./(2") C B.(z1) N Be(x2). (6.23)

1
o) =atedl = | [ wm - [ ) - e
‘ €/2| BE/Q(x/) BE/Q(x/)
©623) 1
< ([ [ )= utwts|+] [ ) - ey
[ Bz2l \| JB.(a) B(22)
622) |B| )
< - 2c|Ing| 7
‘B€/2|
= 2”+lc|1n5|p;pﬁ
S~
=K’
p=9
(e=lx1—mx|) = K'lln|z;—axs|| 7 .

Also haben wir Behauptung (I) bewiesen, somit gilt Satz 6.1 fir 9 >p. O

Bemerkung 6.2 Der Fall YR<1/2: [, |VulPdx < %, p>n’
ist ziemlich einfach. In diesem Fall bekommen wir:

|z —y[* 7
Va,y € Qe —y[ <1/2: Ju(r) —u(y)| < C

| log |z — y|[?/7"
6.2 Der Fall “n =p”
Speziell fiir den Fall “n = p” kann man ein besseres Resultat beweisen:
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Satz 6.2 Sei () ein beschrinktes Lipschitzgebiet, dim ) = n.

Dann
Vo e[0;n—1VK >0: 3K, a>0, so dass gilt Vue Whn(Q):

(VB (o) mit 7 <12 [ oo [Vl dr < & Nullfey < K) =

TogrT?
Jo el gy < K
und fir 9 =n—1 gilt:
(YBu (o) mit 7 <12 [y 0 IV o < s & fulfugg) < K) =

[ye™dr < K.

Fir 9 >n—-1 gqilt:
(VB (xo) mitr < 1/2: fBr )OQ|VU| dr < llogr|ﬂ> =
lu(x) —u(y)| < K'|In|z—y| |, wenn |z —1y| <1/2.

-~

—0 bei |[z—y|—0

Folglich gilt fir ¥ >p—1 auch: u € L>®(Q).

Bemerkung 6.3 Wie in Satz 6.1 ist auch in Satz 6.2 die letzte Aussage of-
fensichtlich.

Beweis von Satz 6.2 fiir 9 <n—1:
Sei @ =[0,1]", Qq=1[0;d]".
Nach Lemma 5.2 kénnen wir 0.B.d.A. w = |i| setzen mit u € FTy(Qq) fur
ein d. Genauer:
u = |al,
0.B.d.A. dabei u:(Q — R (6.24)
und /&‘Qd € I'Ty(Qa), u=0Vz ¢ Qa.

Weiter: d:= {/c; mit ¢; aus Lemma A.1. Dannist |trgu| < c.
Sei ¢ Symmetrisation von u, d.h. g(z) = ¢(|z|). (6.25)

Wie wir wissen, ist ¢ fallend und stetig (siche Lemma 5.4). Wir wihlen
R so, dass

|BR| = (1. (626)
Dann ist |trgg| |trgu| <¢ = |Bg|, trgg=B,(0) firen veR,
= trgg C Bg(0) (= ¢(R) =0). (6.27)
Sei jetzt '
Vi>0: X\:=@2""R). (6.28)
Dann
Ao == p(R) =0. (6.29)
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Sei
() = { u(x)o— A wenn u(z) > N (6.30)

sonst.
Sei ¢ fixiert, G :=trgu;. Dann hat man

(6.28) (626) )12
Gl =1(u() > M) =1(9() > N)| < [Byagl = 20 Her (631)

Folglich ist |G| < ¢;. Darum kann man nach Lemma 5.3, int(G) mit den
Wiirfeln {Wj|5 € A} iiberdecken, so dass V3,7 € A:

Ws# W, = |WsgnNW,| =0 im n-dim Mass
und 2_”01|W5| <|GNWg| < 1| Wpl. (6.32)

AbSChéitZUIlg von |W,3| - Cl|W,3| S |Wﬂ N G| < |G| 631 (1721')01
= |W;| < 272 = Kantenlange von Wy < 22°%

W liegt in einer Kugel mit Radius c- 272" fiir ein c.

Sei weiter f := Ui‘wﬂ wobei ¢ und [ weiter fixiert seien.

Es ist klar, dass es ein ¢ gibt mit fQ |Vu|"dx < ¢K. Darum existiert ¢”
mit

i (f; P = /I;i\”’ wenn 2¢ > 2¢/
Viltdr < Vul|"dx < 0gz(c-2~ - ‘ <
fWﬁ V7l B fWﬁ Vul N fQ |Vu|"dx < ¢K |, wenn 2" < 2¢
'K
291
K
= V" dx < % fiir ein c. (6.33)
Ws
Seien
gs Symmetrisation von f(= ui\Wﬁ); g5 = x — @g(|z|) (6.34)
und Rg so gewéhlt, dass
Br,(0) =trggs (= vs(Rs) = 0). (6.35)
(6.32)
Weiter, |trg f| = [Ws NG| < c¢|Wp|.
Aus Lemma 5.4 folgt:
1 (6.33) cK
/ Vo' de < — [ |Vf["dz < = (6.36)
By (0) ¢y Jw, 2

Wegen (3.1) gilt [, |v|*dz > ‘U|n r| [y vda]”.
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Weiter gilt fiir alle ¢ : [a,b] — R :

b b

N r=et =¢(et ¢
/ |¢,(7’)|n7“n_1d7’ 71/1(:t) #(et) /t
3.1

b (3.1) 1
= "Ordt > ——
| wora = s
1 n

e(n—l)tdet

vt

et

n

/a ey

b
= ST
|b - a|”*1 w( ) t=a
r=et, p(t)=¢(c") 1 ¢ |
|b - a‘nil (b(,r) r=e®
Wenn a; =e®, b =€, bekommen wir:
b / n,.n—1 1 b "
[ iz o) (6.37)
o ’ln b a“
Dann gilt, wenn ¢ = |0B1(0)]:
cK  (636) —— (B
S = [ Walrd=BE] [ e tar
Brg(0) 2-2'Ry
(6.37) J RN
> )@B(Rﬂ) — (2 Rﬂ)‘
(In (2%))
C _2i n
(ps(Bs) =0) = oo (9%(2 RB)) :
Wir berechnen: ¢g(272'Rg) < 2w 71K, fiir geeignetes K
:>@ﬂ9>2t5%KQ<3%4%Jm’ (6.38)
weil gg:x — pp(|z]), s fallend.
In (6.15) haben wir schon gezeigt, dass
(90) > X+ 01 =S l(gs > 0] Ve 20 (6.39)

BeA

(Die Uberlegungen, die wir damals gemacht haben, lassen sich auch auf diesen
Fall iibertragen.)

Weiter haben wir

9 n—1—19

i (6.39) n=l=9d;
K| =00 l(gs() > 27 K|
BeA

n—

1—
n

(g() > Ai+2
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(6.38)

< D Byag,| =273 |Bay]
BeEA BeEA
(Br,(0) =trggs) = 272" |(gg>0)]
BEA
(6.39)  _9ip
=7 277" (g >\ |
——
QBQI—QiR(O)
(6.28) o
S 27 n B21,27LR = ‘82172i+1R
< (g = i)l
woraus \; + Qn_i_ﬁiKl > N\iyq  folgt.
Darum )\i+1 — >\Z < 271*71;79@-[(1.
=0
NG i—1 =1
Zum SchluB, A= X0 + 3 gt — Am) < 3 270 "MK,
m=0 m=0
n—1—19 n—1-19

j{wennﬁ<n—1,

wenn v =n—1, N\ < Kji.

A <2 G = (Ky - 20"

) (6.40)

Auflerdem haben wir fiir jedes wachsende 1 € C'(Rx) unter Ausnutzung der

Nichtnegativitdt von v und :

/ blu@@)de L
Q
<
(5;8)
((9() > X)) € B,iaey(0)) <

(dim @ = n)

Also,

| e < 00+ 3 1Bl 2787000
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=1(0)

—~
u(z)=0

[e.o]

- Z /)\i—l <u(z)<\;

i=1

(\)dx

=1

Ai)d
2/9(9)>/\¢1w( ) /

7

1/}(0) + Z ‘821722'*13‘ 1/}()‘@)
=1

=(0) N
0)d Ai)d
/me a:+i2/u(x)mw< )z

$(0) +

$(0) + D | Bar| 2737 ().
i=1

(6.41)



Wenn 9 <n —1, wihlen wir:

vy = e B () < e

Wir wiahlen « > 0 so, dass eO‘K? =n/2=¢ o> (.
In diesem Fall () < (eaK?)22 = 2(n/2=9)2' " Dann

afu|T=1=7 (6.41) S —n.gi
/ e iz = / Slul)de < p(0)+ 3 [Bar 2752 p(\)
Q Q =1 M

=1 - <924 (n/2-¢)

LB 2 K <
=1

O(fiir ¥ <n—1)

Wenn ¢ =n — 1, wihlen wir: () = e
Wir werden zuerst zeigen, dass bei entsprechenden o >0, ¢ >0, € > 0:
(6.40) . . () .
Vigilt: ¢(\) < e < el 227927 (6.42)
Dafiir miissen wir (¢) beweisen.
Beweis von (¢): Wenn «a so gewihlt ist, dass e 1 =217 § >0, dann

ist e = 272" Offensichtlich gibt es iy mit €0 < 2M/27 £ > (.
Damit gilt
—d1 2 n i . . .
et i < (62 s 0> < 252" hei > g < max{l, C'} 95 —e)2"
c bei i < 1y

(6.42) ist bewiesen.
Zum Schluf:

6.41

alu ( ) > n ot
(6.42):,/66 Ydr < w(0)+ Y | Barl27E (N
Q i=1

(0
i

(6.42) > . ;
< e+ ) |Bupl2787 o222
=1

= e—l—cZ\BgR\Q’ziE = K’
i=1
< Q.

Beweis von Satz 6.2 fiir 9 >n —1:
Wegen Satz 4.1 konnen wir 0.B.d.A. u € W, (R") voraussetzen,
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denn wir konnen w durch FEu ersetzen.

Wir mochten Folgendes beweisen: Sei 9 >n — 1. Dann

VK >0: 3K >0 so, dass
wenn u € W(}’”(R”) und V B,(0) : [ S Togr??

B
n—1—-9

dann gilt fir [z —y| <1/2: |u(z) —u(y)| < K'|In|x —y|| =

) \Vu|"dr < 5

(11)

Um (II) fiir w zu beweisen, geniigt es (II) fir u*w, Yh >0 zu beweisen,

wobei wj, ein Standardkern ist.

Darum betrachten wir |o.B.d.A. u e C®(R")|

Wir betrachten Polarkoordinaten (r,w) in R™ mit dem Pol zg, also hat ein

Punkt z, die Koordinaten (0,w) Yw € 0B1(0).
Dann gilt Ve € (0;1/2]:
K s.(IT)

_ > / \Vu|”dx2/ dw/ |0,u(r, w)|"r™ tdr
|Inel” Be(%0) 9B1(0) 2

5.(6.37) 1 )
m/ lu(e, w) — u(e®, w)|"dw
| Il€| 0B1(0)

(3.1) n n
ﬁ / u(e, w) — u(e?, w)dw
| Il€| 0B1(0)

Wenn s>0, e=e* dann

Somit folgt

(6.43)

/ u(e %, w) — u(ezls, w) dw’ < / w(e® w) — u(e® s, w) dw
0B (0) i=0 0B1(0)
643) .
< N @)K
=0
=:1c<o0
_ 3$ ZQ"*};%Kl
=0
— .= ().

Wir verwenden, dass 0.B.d.A.; u € C*(R").
AuBerdem gilt e~2' ey 0, das>0.

56



Darum ist

/ u(zg) —ule %, w) dw' = lim
9B1(0)

L—00

/ u(e*ﬂs, w) —u(e*,w) dw
0B (0)

n—1-—9

< (x)=c-s =

Wenn hier s = —Inr gewahlt wird, bekommen wir:

n—1—19
n

/ u(zo) — u(r,w) dw' < c|Inr|
0B (0)

Schliefllich, wenn 0 <r <e<1/2, ¥ >n-—1,
n—1—9

gilt |Inr|"=" < |lne|*= . Folglich

n—1—19 n—1—9

/ u(zo) — u(r, w) dw‘ <cllnr| 7 <c¢|lne| " Vrel0;e[. (6.44)
0B1(0)

Darum haben wir

[ )= awag] | [ [ ) - o) du
< (x0) r=0 0B1(0)

(6.44) .
< |B-c|/lnel
Also,
/ u(y) — u(xg) dy’ < |Be| - c|Ine¢] = (6.45)
B (z0)

Wir betrachten jetzt zwei Punkte: x; und xs mit |z; —xo] = < 1/2.
Sei 2’ = % Dann ist

B, jo(x") C B(x1) N B.(x2). (6.46)

1
o)~ el = | [ ) ey [ ) - ey
‘ E/2| l?s/g(x’) 135/2($/)
(6.46) 1
< 3 ( / u(y) — U(xl)dy’ + / u(y) — U(@)dyD
|Bzj2| \| JB.(1) Be(a2)
(645) ‘BE‘ n—1—9
< 2c|lng|
|B€/2|
= 2" 1n5|n771;79
—
=K'
n—1—9
(e=lx1—m|) = K'lln|z, —axs|| =

Also haben wir die Behauptung (II) bewiesen, und somit ist der Beweis von
Satz 6.2 fiir ¥ > n — 1 abgeschlossen. a
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6.3 Optimalitidt der diesen Resultate

Jetzt beweisen wir, dass die Resultate aus Satz 6.2 (den Fall (n = p, 0 <
9<m-—1)) und Satz 6.1 (den Fall (n>p>1,0<9 <p)) optimal
sind, wenn die Bedingung ‘“n > 2” erfiillt sich.

Wir betrachten in Satz 6.3 alle Moglichkeiten auler dem Fall “(n = p, ¢ = 0)”,
weil dies eine andere Methode erfordert. Den letzten Fall betrachten wir in Satz
6.4.

Weiter schreiben wir immer ¢ statt |g|, weil immer g > 0.
Fiir den Beweis der Séitze 6.3,6.4 brauchen wir

Lemma 6.1 Seien ¢ :]0; R] — Rx¢ stetig, |¢'| fallend,
¢ :Rsg — Rsg wachsend und g:x— o(|z]).

Dann N1,y [g0 C(IVa)de> [ on o C(IVg]) do
(wobei r < R).

Beweis: Sei D := B,(0) — B,(y), E := B.(0)NB,.(y), F := B.(y)—
B,(0).

Dann gilt B,(0) = DUE, B,.(y) = EUF, wobei beide Vereinigungen
disjunkt sind und Yex € D: |z|<r; VzeF: |z|>r.

Deshalb Vz e D, Vye F: |Vg(z) < (r)] < |Vg(y)|
Auberdem gilt D] = || (denn |D| = |B,(0)] —|E] = |B,(s)| — || = |F| ).

Wir haben

>¢(l¢'(r)))

—
/ GWWM::/QWWM%/GWWM

7‘(0) D E
2
> CH@(TN)~IDI%—/QCHV9Ddx
<" (M)

—
Vv d Vagl|)d
> meﬁugnx+éa|m>x

:L/ C(IVg]) du
Br(0)NB:(y)

und Lemma 6.1 ist bewiesen. a
In Sétzen 6.3, 6.4 benutzen wir Lemma 6.1 mit ((t) :=t", p>1.

Satz 6.3 Wir setzen voraus, dass .

VK > 0,Va: Ry — Rsg mit lim a(t) = oo ewistiert fiir jedes System

t—o0

(n,p, V) ein R >0 und eine Funktion g: Br(0) — R, so dass:
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Dn=p, 0<d¥d<n-—1:

alg)gn=1=9 5 _
V B, (o) : fBr(zo)ﬂBR(O Vgl dx < |logr|ﬂ und fBR(O)e (9)g dx = oo,
Qn=p, ¥=n—1:
o9
v By (a0 fBr (z0)NBr(0) [Vg["dz < \logr\ und fBR(O) e da = 00,

) n>p 0<I<p:
rn=p p— 19
V B,(xp) : fBT(m)mBR(O) |VglPdx < |I1(og—r\19 und [, 2(0) € A99"" dr = oo,
Hhn>p d=p:
rn—p e(9)g
V B,(xp) : fBr(mo)ﬁBR(O |VglPdo < & und fBR(O)e dx = 00.

|log 7[?

(Bemerkung: Die Funktion «(.) kann sehr schwach wachsen,
zB. a(t)=aplnln(t+e), t>0, apeRsy.)

Beweis:

In jedem der vier Félle betrachten wir differenzierbare Funktionen

¢ : (0;R) — Rsp, und R > 0 soll so gewahlt werden, dass |¢'| auf (0; R)
fallend wére.

Dann fiir

grz—=o(z)), ¢:(0;R) = Rxo (6.47)
fiir jedes r € (0; R) gilt
() (1)

A\

-~ Tpr g ’l’pr o
/ VglP de < K — bomms ! VyER":/ VglP do < K 0.
(0) | log 7| B, (y)NBr(0) | log 7|

Also miissen wir nur (I) beweisen, um (II) zu zeigen.
Beweis von Fall 1 (n=p, 0 <d <n—1):
Sei s
¢(y) = K[Iny]| (6.48)
Dann ¢ differenzierbar auf (0;1) und
=K
, n—1-— Kl
vy = . 6.49
) =" = s (6.49)

Wihlen wir R €]0;1] so, dass |¢'(y)| = W fallend auf ]0; R] ist.
Dann

=Ko

n (6.47) " . 6.49) =S [ dy
/ S varar ) jan, / )y dy ) BB, /
r(0 0

o ylny[t+?
_ /h“" dt gs0 Ky |lnrl K
B ? D T T e A
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VK >0 konnen wir K so wéhlen, dass K = %
(= ¢cK" mit einem ¢ > 0).

Wir berechnen: fBT(O) Vg|" dx = |1£|ﬂ

emma 6l € R™ / Vg|"dz < ——
B, (y)NBg(0) | 1 |
Sei B:z+— K1 a(g(x)).
Bei solchem Auswahl vom 5: lim 3(z) = oo,

z—0

weil lin%g(x) =00 = lir% a(g(z)) = lim a(t) = oo.

t—o0

Deshalb

Jry €]0; R] mit: B(x) >n Yz € B, (0).

Auch g(z)n1-9 e |In|z||]. Dann bekommen wir:

a(g(x)) - glx)=1=0 = K=i=va(g(x))| n|a|| = B(2)|In|z]| Vo € By, (0)

und  Bg(0) D B,,(0).
Folglich,

/ T / S@imial g, "L / Gnlnlal g
Bgr(0) By (0) By (0)

dx
(nlell ==mja) = [ Fr -,
B (0) x|
weil dim B,,(0) = n.
Fall2 (n=p, d=n—-1):

Sei
o(y) := Kln|Iny| (6.50)
Dann ¢ differenzierbar auf (0;1). Wir berechnen:
K
/
oY) = 6.51
€)= (6:51)
Wiihlen wir R €]0; 1] so, dass ylliny\ fallend auf ]0; R] ist. Dann
Ky ;
" (6.47) " n o1, (651 =N [T Y
[ owgras O jos| [ w2 BB [
B (0) 0 o yl/Iny|
B " dlny ny<0 —KQ/IHT@: K, ‘ 1
y—o | Iny|" w tr n—1 |lnr/»!
B cK"
| Inr]?’
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weil 9 =n — 1.
Wiéhlen wir K so, dass cK" = K.
In diesem Fall

Lemma6.1 K
Vy: / Vg|"dx < / Vgl dr = ——.
Br(y) (0) | I

Sei f(:x— Ka(g(x)).

Dann lir% B(z) = 0o, weil

lim g(z) = 0o = lim a(g(x)) = lim a(t) = oo.

z—0 z—0 t—o0
Deshalb
drg €]0; R] mit: f(x) >2 Vz € B,,(0)]
Auflerdem ist  g(z) CATLE0) g 1y | In |-

Folglich, Vx € B,,(0):
a(g(z)) - g(z) = Ka(g(z)) In|Infz|| = f(z) In|In |z[| = 210 |In|z]]
und  Bg(0) D B, (0).

Darum

/ eea(g)-gdl_ > / 6621“““"“‘611. — / e\ln\xHde
Bgr(0) By (0) By (0)

In |z|<0 / dx / dx
o In|z|-|In|z|| In|z||*
By @R = [ Tl

Sei r <rg, Inr; <-—n. Dann

/ eea(g)-gdx > / % > / d_ZL' = 00.
Br(0) Byy(0) |/ B, (0) 12"

Fall3 (n>p, 0<9 <p):

Sei -
p(y) = K[Iny[ -+ (6.52)
Dann ¢ differenzierbar auf (0;1). Wir sehen:
=K
—
)l = " (6:53)

p o ylmy[ Tyl
Wiéhlen wir R €]0;1] so, dass |¢'| fallend auf ]0; R] ist.
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Dann wéchst % auf |0;R], da R<1. Darum gilt Vr €]0; R]:

Iny]
=Ko .
647) o1 [ o1, (653) To o [Ty Pdy
J R e O e Ty s
r(0) 0 o |Inyl
TyiRdy ey Ky ytP o Ky rn?
SKQ/y ﬁy;p 2'90: > ~
o |Inr| n—p |lnr%lo n-—p |lnr|

p
Wiéhlen wir K so, dass K = nKTQP mit Ky = |SP YKV = |SPY (%K) '
Daraus folgt,

p r"P Lemma6.1 p rP
VglPde < Km—rs ( = Vy: Vg dngﬁ)'
+(0) | log 7| - (9) | log 7|
Sei B:x— Krva(g(z)).
Dann lin% f(x) =00, da

lim g(z) = oo = lim a(g(x)) = lim a(t) = oco.

z—0 z—0 t—o0
Deshalb
dry €]0; R] mit: f(x) >n Va € B,,(0)
AuBlerdem ist g(x)p—Lﬁ (6.47),(6.52) KP—LM In |z|].

P

Folglich,  a(g(x)) - 9(2)77 = K73 a(g(x))| In ]| = B(x)] In|z]]
Also,

Fall4 (n>p, ¥ =p):

Sei
o(y) == Kln|Iny| (6.54)
(= ¢ differenzierbar auf (0;1) ). Wir berechnen:
K
/
y) = , 6.55
Pl = (6.55)
Wihlen wir R €]0; 1] so, dass |¢/(y)| auf ]0; R] fallt.
Aber ﬁ wichst auf ]0; R] (weil R < 1), und darum gilt Vr €]0; R]:
=Ko L
©647) o1 [T - T [y Py
/ VglPde =" |S] 1\/ o' (y)|Py"~dy = |5t 1IKp/ ol
B (0) 0 o |yl
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lnrP~ n—p [InrPle n—p |Inrp

LY e 2 n K n—p |r K. n—p
< K / Yy Yynsp Koy 9 T
0

Wiihlen wir K so, dass K = nK—fp mit K, = |S]HKP.
Das heifit, Vr, zq:

rhP rn=P

Lemma6.1
VglPde < / VglPder < K =K )
/Br(m v o Morfr ~ TP

Sei f(:x— Ka(g(x)).
Dann lii%ﬁ(x) =00, da liir(l)g(:p) =00 = lima(g(x)) = lim a(t) = oo.

z—0 t—o0
Deshalb

7y €]0; R] mit: 5(z) >2 Va € B, (0) |

Auflerdem ist g(z) (GATLES g1 | In |z||.

Wir berechnen: Vaz € B,,(0):
a(g(z)) - g(x) = Ka(g(z)) In|In|z[| = f(z) In[In[z]] = 2In|In|z]]
Folglich,

R>rg

a(g9)-g z 21n | In |z|| 2

/ e dr > / et dz :/ elml=zll® 7,
Br(0) By (0) By (0)

Wihlen wir r; < ry so, dass Inry < —n (= |In|z||*> > —nln|z| Vz €
B,,(0)). Dann

>
/ eea(g)'gdx > / 6‘ ln\zHle, TOZTI / e—nln|a}|dl,
Br(0) Bry (0) Bry(0)

/ dx
= —'n, = 0
B, (0) ||

Damit ist Satz 6.3 bewiesen. O

Jetzt beweisen wir, dass man auch fiir den Fall (n = p, ¥ = 0) das Resultat
aus Satz 6.2 nicht verbessern kann. Genauer:
Satz 6.4 Sei p=n>2 J=0.

Dann
VK >0, K1 >0 und Ya:Rsy— Ry mit tlim a(t) = oo

Sue W (Bi(0), u20: [y o [Vul'de < K und [y o @ da >
K.

Beweis: Wir wihlen K so, dass

K =cK" mit c:=|0B]. (6.56)
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Bestimmen wir V¢ >0: 1w : B;(0) > Rsg mit:

t

(2) { Kt'=V" i |z < e,
w(z) = ” _
¢ nﬁ\/ﬂ Infz|| fir |z| > e

Die Funktion u,(.) ist wohldefiniert und stetig, weil fiir |z| = e~ gilt

Ktl—l/n —

AuBerdem, fiir z € 9B1(0) : w(z) = +|lnl] = 0. Folglich,

Wy "(Bi(0)), und:

1
/ |Vue|"de = c/
B1(0) et

LB
dT %DT

t e "
=t
Eara
630 K / ar_
B t e—t T N '
Somit fBl(O) |Vut|" dr = K.
Schétzen wir jetzt fBl(O) eaw)u " gy ab,

Offensichtlich,
Vo€ B, +(0): u(z) = Kt' V" = q, € R,
und tlim a; = 00 = tlim alar) = 0o.  Also,

n

/ ea(ui)utnTl dzx (6§7) / ea(dt)K%tdl‘ — |Beft |€a(at)K%t
B1(0) B

e=t(0)

n
| By |elea KT —m)i tg

- 0,
weil a(a;) — oo fir ¢t — oo.
Das heif3t,

n
—1

VK1>OHt>O:/ eunue "y > K.

B1(0)

Damit ist Satz 6.4 bewiesen.
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Kapitel 7

Abschitzungen fiir Funktionen w € W1HP(Q) mit:
VBr(xo) : fBR(mo) |Vu(x)|Pde < K R p<A

|log R|”?

Am Anfang dieses Kapitels wird die Zugehorigkeit der Funktion u : Q@ — R
mit

n—A\
|log R[”

untersucht. Unabhéingig davon wird in der Sektion 7.2 das optimale Resultat
angegeben. (Wir meinen Optimalitdt im Sinne Definition 1.7). Dass dieses
Resultat optimal ist, wird in der Sektion 7.3 bewiesen.

VBr(zo) : / |Vu(z)Pde < K
Br(zo)

7.1 erster Versuch

Folgender Satz kann man ohne Benutzung der Symmetrisation beweisen (aber
spéter beweisen wir ein besseres Resultat):

Satz 7.1 Sei Q-beschrinktes Lipschitzgebiet, A\ >p > 1, % =
Auferdem, gelte 9 > X und 7<q(2—-1) (0.B.dA. 7>0)
Dann VK > 0 3K, > 0, so dass fir jedes v € WHP(Q) die folgende

Inklusion gilt:

S
>

1 R
<VR§—,y6R”:/ VulP de < K———— und /\u\pdng() N
2 Br(y)nQ | log R 0
/ |ul?|log |u||" dz < K.
Q

Beweis: (in diesem Satz @ :=[0;1[")
Wir beweisen den Satz 7.1 zuerst fiir den Fall “u € W'P(Q), wu stetig”.

Dafiir werden wir die Bedingung unseres Satzes folgendermafien umformulieren
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(mit einer eventuell gednderten Konstante K ):

V Wiirfel W mit Kantenlénge 27 : [, [VulP dz < Kp@”:i#'
sovi [l ds < K0, e < 10

(7.1)
Wir wollen zeigen:
fir bestimmte K; = Ki(K): (7.1)= fQ |ul?|log |u||" dz < K.

In der Tat: sei m € NU{0}. Wir zerlegen @ in 2™ “halboffene” Wiirfel

1 2mn
mi* Iy Ym0

Q! =T +[0,27"[" mit Q = U Q'
i=1

alle Q' sind disjunkt. Wir definieren u™ :@Q — R so:

2mn fQ}n u(y)dy fir re @l
u'™(x) = : L 2" =——Vj (7.2)
2mn ngnmn u(y)dy fir z € Q?
Lemma 7.1 Bedingung (7.1) gelte fir u € W'?(Q), m > 1.
Dann

VzeQnNQ —2""e : [u™(z+2"e) —u™(z)]| <K

)

mﬂ/P
hierbei ist {ey,...,e,} Standardbasis vom R".
Beweis: sei 7€ Q% z+2 "¢ €QF =Q% +2 e, Dann folgt

™ (z +27"¢;) — ul™ (2)] 2

/ w(y +27"e;) — u(y)dy
(05

9—m
< zmn/ dy/ Vuly + ter)|dt
0

@
m

27’(17,
< zmn/ dt/ Vu(y)|dy.
0 a tte;

Aber nun ist 2™" = ‘Q—la‘, und aus der Jensen’sche Ungleichung folgt:

1 1
— vlde < — v|P dx
\U\/U' = |U|/U' |

Zum Schlufl bekommen wir:
o lag

™ (@ 4 2776 — ™ ()] < / a7 / Vuly)| dy)
0 Qg +te;
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< / dt p|2mn / Vu(y)|rdy
Q% +te;
( (n—X

mn P —
27 \/2 K 3 —K mWP .

O(von Lemma 7.1)

I/\-

Aus Lemma 7.1 folgt: Vze@QNQ@Q —2"Te¢;:

mA
P

u™ (z +27e;) — ul™(2)
2—m

<K

<K (7.3)

Wir wollen jetzt beweisen:

/Q\QQ2"”€Z'

In der Tat, sei A;:={a|Q% CQNEQ—2""¢}. Dann Vae€A;:

u™ (z +27me;) — u™ (x)]"
2—m

de < K? Vie{l,...n}. (74)

=const im QF,
'\

/ | u™ (2 4 27™e;) — u™ (2) [Pda

p

(1.2)

Q] u(z +27"e;) — u(r)de

\QO‘| Q2

9—m p
< Qo (/ dx/ |Vu(x+tel-)|dt>
Q@ 0
(3.1) P
<

dx
p
dxg/
Q

Jetzt definieren wir Q' :=Q NQ — 2 "e;

—m

2
/ |Vu(z + te;)|dt
0

u™ (2 4+ 27™e;) — ul™ (1)
2—m

= dx.

Qs 2m

/ |Vu(x + tel)|dt
0

(e
m

(7.5)

e+ 27e) —u @) > u™ (x4 27"e) —u™ ()"
’ 2—m o 2—m
acl; Q%
(7.5) 2 |y te; P
S / / Vule +te)] ) g,
aEN; Q% 0 2
o—m p
< / 2mp / |Vu(x + te;)|dt| dx

(3.1)
< 2’”/ dx/ |Vu(z + te;)|Pdt
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P

<K (nach (7.1))
2_m -~ "\ Y
= 2m/ dt/ |Vu(x + te;)|Pdx
0 Q'
< KP.
Lemma 7.2 [[u(™) — u™]140) < W-

Beweis:

Wir definieren einen Raum H(Qg) durch die folgende Konstruktion:
Sei Qgr(zr) =2+ [0;R[® und Qg := Qg(z) fir ein z.

Man zerlegt Qg auf Q',...,Q%* mit

Q' = Qry2(r:), Qr= U Q" und @' sind disjunkt.

Dann der Raum H(Qgr) wie folgt definiert:

f € H(Qgr) genau dann, wenn f:Qgr — R, fQR fdr=0 und

a;  auf Q!

Jay,...,a3» € R mit:  f(x) = :
asm auf Q"

(7.6)
Offensichtlich ist H(Qg) endlichdimensional. Sei
hon =33 | forde) =10y, )
@n) QrNQr—Fe; R/2

| - [[#r(@r) st tatsdchlich eine Norm in H(Qr), weil offensichtlich

V>0 pllflla@n = llnfllagr)
1 £l @r) + 19l @R = If + 9lla@r)

(76) (7.7)
fe HQr), || fllH@m =0 fQ f=0& f=const = f=0.
Wir schreiben auch
|- {lg = 1[I - [[Laq)-

Da der Raum H(Qpg) endlichdimensional ist, sind folglich alle Normen in
diesem Raum equivalent. Mit einem geeigneten c(R) gilt daher

Ve HQr): [flla@n = (B fllLa@n (7.8)
Wie héngt ¢(R) vom R ab?

p

dy

n

(7.7)
Iflen 2 33 [
: ; QrRNQr—Le;
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p

f($+%€i) —f(x) dr

1/2

Yy = Rl‘v 21 -
2 = Rp» p
(f(RZ = f(2)> i1 /Qle—lei

(wegen (7.8)) > Rv~'e(1)]| fllzan
(fz)=f(R2)) = Re™'"ac()[|f|paan
=V eHQR): lton < RN 1% 0 (7.9)
mit ¢ =1/¢(1)9.
Betrachten wir die Funktionen

vf = (umtD — g m)

(dann o' € H(Q')) (7.10)

Qhn

Sei  7m; = 27"*e;. Dann folgt nach (7.7) und (7.3), unter Beriicksichti-
gung der Identitét vl |mqi ) = [lu"™ ™ || mrqi ):

m_)\ m(A—n)
. A 27 p
¢ i< 2P K — aYek " S —
e < N | 500G =
_2 mn—1
(7.11)
(¢ kann verschieden in verschiedenen Formeln sein!)
vy, € H(Q;,) =
. (7.9),(7.11) nny i
10| T s e S T R i o woiy o omllEo
2m()\7n) a—p
=
2_m(q(%_%+1)_()\*";7(4*m)
q—p i ||P .
< cK — 1>q%p19 vaHH(Q?n) =:1.
Esist £ =2—1, folglich \=-2.
o OA-n)ap) _ (o—qntps _ pa—na—p)
Darum gilt ¢(§ — 2 +1) — ’ = PR — =0
; cKaP ;
= ||Um||%q(Q3n) <I= m||vml|’}{(%)~ (7.12)

Aber aus (7.7) und (7.10) folgt:

2mn n 2mn

> lile, = XX [

j=1 i=1 Qi NQE, —Tmy

) (y 4 1) — u D (y) P

|7m]

dy
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n

u (Y + 1) —u™ O (y) |

< / dy
]Zl\ QNQ—7m; |7'mj] )
<KP wegen (7.4)?1:1d Tm;=2"m"le;
< nKP.
Also,
277171
Eﬂvmmz_ (7.13)
Schlieflich ist
277171 _
(m+1) _  (m))q (7.10) i g (722) cKP i o
u —u = v _ v ;
H HLq(Q) Zzl || m||LQ(Q) = (m 4 1>% ; H mHH(Qm)
(7.13) cK1
< E——
(m+1)x

Folglich, [lu(™*V) — uM)||14q) < O(von Lemma 7.2)

cK
(m+1)9/>"

, ()
/u(x)d:p < Q|7 T /|u|pd:p < K
Q Q

4Ol < K. (7.14)

Weil |Q =1 ist,

(7.2)
[u | pag) =

und somit

Im Weiteren arbeiten wir mit Orlicz-Raumen.

Sei ¢g:Rsp— Rso konvex, stetig, ¢(0)=0, Va>0:g(zx)>0.
Die Orlicz-Norm || - ||, ist wie folgt definiert:

Il = intle >0 [ g (L) ar <y

Orlicz-Raum wird definiert durch L9(Q) := {u € L'(Q)] |lull, < oo}

Wir werden Dreiecksungleichung benutzen: || fill, + | f2llg = | f1 + f2llq-
Sei VT >0: und g: Rzo — Rzo mit

T

) T bei x <1
,  wobei () .:{ e+l bei z>1 (7.15)

gesetzt ist. (Damit gilt ¢ > 1, 7> 0).

gz 2P
' T

Es ist klar, dass ¢ und ¢ sind stetig auf Rsqist, Va > 0: p(z) > 0.
Darum gilt fiir ¢g: 2 +— T '2%(z)™: g und ¢ sind stetig auf Rsq, ¢(0) =
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0, Vz>0:g(x)>0.

Wir zeigen die Konvexitit von g. Wegen “g € C*(Rs)” geniigt es zu zeigen:
g'(z) wachsend fiir = > 0.

Im Fall z € [0;1]: g(x) =T "2 & q+7 > 1= g ist wachsend auf
0;1]  (klar).

Fir x > 1:

g(z) = T'29(1+1Inx)”
= T-¢(z) = " '(1+Inz) +27. T(l%nx)%l
= 27 (¢l +Inz)" +7(1 +Inz)™ ).
Aber 277! wichst bei x> 1 (weil ¢—1>0).
Also, wir miissen nur zeigen, dass
q(1+Inz)" +7(1 +Inz)"" wichst,

mit anderen Worten,

d
e (q(l +Inz)" 4+ 7(1 —}—lnx)ffl) >0 Vz>1.

In der Tat,

d
o (¢1+z)" +7(1+hz) ") =

gr(lnz+ 1) +7(7r — 1)(lnx + 1)

T
) >q+7—1>0
1 1) 4 ~ N ~
_ e ) e T s D> 0.
T

Damit ist die Konvexitédt von g bewiesen und es gilt

g(0)=0, Va>0:g(x)>0.

I, = ntte > o [ g CLED

ist dabei eine Orlicz-Norm.

Die Grofle

Sei u:@Q — R wundesgelte (7.1). Sei, weiter,
for=ul fii=a® — o7 vi>1 (7.16)
Nun haben wir  [[u(®]|z4) < K nach (7.14) und

Ym > 1 Ju™ —u™ | ) < wegen Lemma 7.2.

&
mo/x
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Folglich,

cK
[ follee S K, VYm>1:|fullze <

W. (7.17)

Wir missen || f||; abschitzen. Offensichtlich hat man

fm =05 |[fmlly = 0.

Seien f,, 0, t:=|fmllg- Fir 0<t<oo ist g stetig, und daher

[ (1) g

(weil ¢ = inf{s > 0 ng <M) de <1})

Ry
T Jq

(M g 2 @Y [ 1
Pl (5) a < (e (57)) gl

(max . (fmt(w)|>)
o9 < z€EQ

T

) ||fm||7;q(Q) (7-18)

Jetzt miissen wir maéup <M> abschétzen. Wir stellen zunéchst fest
re

fm(x) = const auf Q) fir jedes .

Somit gilt | f,.(z)] nimmt das Maximum bei z € Q% an.
Fir t = ||fnlly #0:

—9—mn

(e o B (42)

Daher ist maxg <M> < 2™ und
z€Q

(7.15)
ax <|fmt(x)|>q 2 max{l,Tmaéig (mu))} < max{1,2™T}.  (7.19)
A

zEQ t

(7.15)
Sei Inyy:=max{0,Iny}. Dann folgt ¢(y) < 1+In,y
(7.19)
= max ¢ (\fmt(l“)\) < 1+4In; (maéc <|fmt(9€)|)) < 1+ In, (V2mT)
BAS re

=cC

~ =
< 14mn2¢ +In, TV =1 +In, TY9 + me.
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Darum folgert man

sm@) )
19 (gleaéi ‘p< K ))

[ fmlly = T 1 fmll o)
n 1/qy7/ .

s %UEHL@(Q) bei m = 0
o n +o)7/e .

o +§1/q+ m /qumHLq(Q) beim > 1

Weiter gilt  (7.16)= u'™ = fo +... 4+ frn =

- m (14 In, TVay/a
™1, < ZHfJHg_ [ foll o

T1/a
=0
N 1+ ln+;1/2‘1 +c)7/4 qu o
e +1;DZ”1/")Z L a +1n+T11”/1q/‘1+c)2 iljg%cK —.J
=
Wenn 7 <gq (g — 1) , also 5 — g < —1, dann ist ]ijgé < 00,

und wir kénnen 7T > 0 so grofl wahlen, dass J < 1.
Wir setzen die Schlulkette fort:

[u™ ]y < (e) < 1 ¥m =

wenn |[u™||, =¢ <1, dann

t<1 (m)
/wW%ws/g@'szL
Q Q t

weil g wachsend ist.
Wenn u stetig auf Q ist, dann ist klar, dass «(™ =5 ¢ f.ii. auf Q

= go[u™| "= go|u| fi.auf Q (weil g stetig).

Auflerdem gilt ¢(.) >0
= (Lemma von Fatou) ng o |u] dz < liminf fQ golu™|dr <1.

Wir haben bewiesen:

. n—A
Voe 0@ mit [p o |VolPde <K' fps & [, fPde <K' (7.20)
gilt: [ g0v]dr <1

Weiter betrachten wir den Fall: u : 2 — R, (-ein beschrinktes Lipschitz-
gebiet, w ist eventuell nicht stetig.
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Wegen Satz 4.1, 39" CC R*, Q' = Q'() mit:

Satz 4.1

(Satz 7.1 gilt Vu € Wy P(€)) "2 (Satz 7.1 gilt Vu : Q — R).

Darum liegt 0.B.d.A. u € WyP(Q). Wegen ' CC R" kénnen wir 0.B.d.A.
voraussetzen: ' CC Q. Wegen u € WyP(€) wissen wir:

Es ist gentigt, Satz 7.1 fir u:Q — R, Q CCQ,

e W), Vo g :u()=0 zubeweisen. (7.21)

u

Q

Sei auflerdem  wuj := wp, * u, hier wj,—Standardkern. Dann gilt

/ |Vup|Pde = / lwp, * VulP de < / wh(s)ds/ |Vu(z — s)P de
Br(y) Br(y) " Br(y)

< sup/ |VulP d.
z€R™ J Br(2)

Daher

/ |[VulPde < K’ i Vy =
Br(y)

Vup|/Pde < K Vh,y.
/BR(m' ! |log R|”

Analog VI [, |up|Pdz < [, JulPdv < K.

Es ist klar, dass wuy stetig Vh > 0.
Folglich, (7.20)=Vh >0: ng o |up|dx < 1.

. h—0 .
Auflerdem konvergiert wu;, — u in L'

i—00

= F(hiew, hi =0 mit up, =S u fil.
= g o |up,| % g0 |u| fii., weil g stetig.

Auflerdem, ¢(.) > 0.

(7.20)
= (Lemma von Fatou) ng o |u] dz < liminf fQ golup|de < 1

(7.15)
= Jo lule(lu)"dz < T. 0
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7.2 zweiter Versuch (Satz 7.2)

Weiter will ich durch Symmetrisation ein besseres Resultat als in Satz 7.1
erhélt.

Satz 7.2 Seien () beschrinktes Lipschitzgebiet, $2,p, N,V fiziert.

Ferner gelte é:%—i, 9 >0, T:qf, p>1, p<A<n.

Dann VK'>03K' >0, so dass folgende Inklusion Yu € WHP(Q) gilt:
n—>A

n . r
<Vr§1/2,yeR / VuPde < K'—— & Huuggf(') =

B (y)n® | log r|
/ |ul?| log |ul|” dz < K'.

Beweis: (im Weiteren sei @ :=[0;1]", Qq = [0;d]")

Nach Lemma 5.2, 0.B.d.A. kénnen wir voraussetzen, dass!

= |al,
wobei ﬂ Q —R (7.22)
und  dlg, € FTo(Qq), u(r) =0Vz & int(Qq).

(Erinnerung: v € FT5(Qq) = v stetig und stiickweise linear auf Q,

v(z) =0 Ve dQu).)

Sei d:= {/c;, ¢ kommt aus Lemma A.1. (7.23)
Die Behauptung “Vr < 1/2,y: [5 .\ |Vul? dz < K/\lTong” koénnen wir

umformulieren: fiir ein K = K(K') gilt es

V Wiirfel W mit Kantenlinge r: & [, [VulPde < K

|log2r 1\19
insbesondere fir W =@ : Clz fQ \VulPdr < K } (7.24)

Wegen (7.22),(7.23):  |trgu| < ¢;.
Waéhlen wir R so, dass

|Br| = c1 (> [trgul ). (7.25)
Sei wieder
gz — o(|z|) Symmetrisation von u, (7.26)
wobei ¢ :[0; R] — Ry (wir wissen, ¢ ist fallend) '
Weiter
i = @(27°R) Vie NU{0} (7.27)
und T; = pip1—p; (=T, >0, da ¢ fallend) (7.28)
ldabei nehmen wir an: im Lemma 5.2  (t) = { t4]log t‘%i t>0
0, t=0
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Wir unterbrechen den Beweis von Satz 7.2, um das folgende Lemma einzu-
schieben.

Lemma 7.3

Sei h:x— ¢(|z]) mit ¢:[0;a] = R, é(a) =0 (a>0 beliebig).
Dann ist Vv €]0;1[: [ o [VhPdz = 7(y) - a"P|¢(va)[?

(hierbei ist m(y) >0V~ €]0;1[, w(y) hdngt nur von v ab).

In der Tat,

=:c u
/ e =[5 / &) Protdr
o (0 Yya

> oyt [ 166 Pdr
Ya
(3.1) n—1 a g P
2 CL / _(b('r)d'r
((1 - V)G)p_l Yya dr
=:m(y)
——
w00 T erlga)e = m(n)a™ o)
(1 —7y)r!
Damit ist Lemma 7.3 bewiesen. O

Wir nehmen nun den Beweis von Satz 7.2 wieder auf:
Wir miissen 7T; (= p;41 — ;) abschétzen.

Sei
0 fiir u(z)<
wi(z) == ¢ u(z) — i fir g <w(x)< i (7.29)
T; fiir w(z)> piva

Dann ist w; wohldefiniert (weil T; = p;41 — p;) und stetig (weil u stetig).

(7.26) (*)
gl = (1> )] %2 (g > )| < |Bomin (7.30)

(%) folgt aus: g: 2 ¢(|z]) & w =27 R) "2 (9(.) > 1)) C By-ig(0).
Wir schitzen T; fiir “¢ > 1” ab.

Wegen (7.30), [trgu;| < |Bg| =¢;. Nach Lemma 5.3 kénnen wir daher
int(trgu;) = (u;(.) > 0) mit Wiirfeln {Wj3| 5 € A;} tberdecken, fiir die:

W #W, = [WsnW,|=0,
Vel 277 |Ws| < |trgu; N W5 < | Wp.

Seien ¢ und B fixiert. Definieren wir f: W3 — R und die Funktion gg
folgendermaflen:

Sei f:= ui|Wﬁ (= |trg f| < c1|Wp| wegen (7.31) ) }

und gg : x — pg(|x|) ist Symmetrisation von f.

(7.31)

(7.32)
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Sei R so gewahlt, dass
trg gs = Br,(0). (7.33)
Nach Lemma 5.4,

(7.32)
P 1 Py = 4 |p
fBR[,«))Wgﬁ| dv < 3 fWﬁ‘vf‘ de =7 fWﬁW“Z‘ da (7.34)
und gs stetig ) ws(Rg) = 0.

Definieren wir:

1
K; = —/ |Vu;|Pdz Yi>0. (7.35)
2 Jq

Dann gilt Vi >1:

—/|Vul|pd IS S / Vil ds Z/ Vg5l da.

BEA; BEA; Rﬁ (0)

Somit
Vi>1: K;> Z/ IV gs|? da. (7.36)
Wegen (7.29),

/ |Vu,;|P de = / |Vul|P dz,
Q i Su<phit1
daher ist

ZKi (7.35) CPZ/|VUZ|pdx_CPZ/ |Vul|P dz

i>0 i>0 HiSu<pitl

1 :
= |Vu|pdx § K
c Jo

und schliefSlich
Y K <K (7.37)
>0

Wir kénnen [ Br. (0) |Vgsl? dx abschétzen:
5

(7.32)
trg s N Wl = [trg(uily, )| 2 trg gal "= B, .
Daher gilt
a=1Bal o,
| Brya| - W5 =" 1|Wﬁ| |tfguiﬂWﬁ|=|BR5|-
Sei nun r :=Kantenldnge vom Wjz. Dann
" S.0 " ‘BR ‘
P VWS B T R
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und erfolgt

2R —Ccons
r< ?ﬁ < fizcopst < cR5> (7.38)
mit r =Kantenldnge von Wj.

Aber
‘BRﬂ| =

(7.30) ‘
trg(ui|wﬁ)’ <|trgu;| < |By-ig| = Rg<27'R

(7.38) 2R R3<27'R
= log,r < long < 1-—u

Wir sehen, dass
|logyr — 1| > i (7.39)

mit r =Kantenlénge vom Wp.
Damit schlieflen wir aus (7.38) und (7.39):

Lemma 5.4 ] (7.24) n—>\ R n—A>A
VgglPde < = |Vu;|Pde < K—I < IKZE
s — 10 I
B, (0) c Ws | logy m — 1] t
und daher
Rﬁn—A
Bry(0) t
Wiéhlen wir fiir jedes ¢ > 1 solches R;, dass
K;R? R/
e ~=CcK—5— mit ' =(2"-3")R". (7.41)
c e 1
Wir berechnen: U
K Qfm'
Ri = (C/C”E . 2,19 > . (742)

Sei Rz > R;. Wir schitzen ¢g(Rs/3) ab.
(Erinnerung: g : = — pg(|z|), ¢s(Rs) =0 wegen (7.34).)

Weiter:

Rf*)\ p—A<0, R;<Rg Rﬁp—k . Rﬁn—A
C/K—iﬁ > 'K P Rg"™" - K ;0
(7.40) . Lemma 7.3 »
= men [ wgras TE T w03) (eathar)
RY™
=K 2'119 >7(1/3) - (pg(Rs/3))", wenn Rg>R; (7.43)
Weiter mochten wir beweisen:
R
K 0 > 7w(1/3)-TF
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(Die Definition vom T; sehen Sie in (7.28) ). In der Tat:

Nehmen wir an, ¢ (1/3) - T? fiir ein 1.

Dann folgt aus (7.43): fiir dieses i: ¢g(Rz/3) <T; V[ mit Rz > R;

fallend
e (9s(.) > T;) C Br,3(0), wenn Rg >R,

= |(gs(.) > T3)| < |Bg,ss|, wenn Rz >R, (7.44)

Aj:={B € Ail (95 > T:)| < 37(Br,|} und

Betrachten wir jetzt die Mengen .
: S A={B e Mill(95 2 T > 37 B, |}

(7.33) (7.30)
Dann gilt >~ (95 =2 T))| < 37" > [Br,| < 37"[trgu;| < 37"|Bs-ig

BEA, BeEA,
und > (98 > Ti)| = |(ui > Ti)| = [(u > pig1)| > |Bo-im1g| = 27" By-ig
BEA;
= > lgg =T = Z (g5 = T5)| — > (g8 = Ti)| = (27" = 37")| Bo-ig
BeN! BeA,
(7.33) o .
= > |Bgr,l > Itrggﬁl > > (gs > Ty)| > (27" = 377)| By-sg
Beny Ben! BeN!
= > R"> (2" =3 ")RI2T =27 (7.45)
ﬁEA// 11

=cC

Nach Definition, A} = {8 € Ai| |(9s > T})| > |Br,/s3/}, und darum

Kugel
"
VB e A {9%(36/3) >T; (da fe A= (gs>T;) D Brys(0))
" LRg <R, (sonst wiare 3 ¢ A7 wegen (7.44))
(7.36) Lemma 7.3
K 2 Y / Vgt dzE T ST 2 (1/3) R pp(Ref3))
,BGA// B ,BGA;/

> Rs"

3

R? - R?

BeAy

(7.45) 1 c”2_”i
S oes) wer
(hier ist ¢’ definiert wie in (7.41) oder (7.45) ).
Folglich,

1\ ¢'2—™ Rp K,R? 1
K;>n|= ¢ TP und J¢K—— 74 ~>7 (- ) TP
3 R? 12— 3

—A

Wir haben aber vorausgesetzt, K Rgﬁ <m (%) T?. Damit ergibt sich ein

(2
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Widerspruch.

p—A
Unsere Voraussetzung war daher falsch, und es gilt = (3) 77 < /K RZT =

P=A
pP—=A £ 277”' pA 9/q
lRp (1.42) l(Ki. iﬁ> 1_ ﬂ ( Q”Z)QZ
To< e ek Al T ek
1
1 (F2M)
= CKPT
(K12nz)%
und somit T; <cKp# Vi>1 (7.46)

)
Wir schiatzen T, ab.

=0
(728) =Ty = M1 — Mo = Ui

Weiter folgt  ug(x) = min{u(x), 41} nach (7.29).
(7
Wenn gy =Symmetrisation vom ug ist, dann |trgug| < \BR| =0 .
Lem$‘5'4/ Vgol? dar < —/ Vol de "2 K.
Br(0)
AuBerdem, g(z) =0 bei |z| =R, g(z)=p bei |z|=R/2 wegen (7.27).
Lemma 7.3
= Ky> / |V go|P dz :/ VglPde > 7w(1/2)R"Pul
Br(0) F<|e|<R

= u} <K, mit einem ¢

1 Ky 1
» KO p 7<17 1/p>1/q 1 KO q
= Ty = ,u1<cK0—cKP (?) < cK> e
Folglich,
1 ( ) ( )l
1 Ko\ 7.46 , (Ligni)a
Ty < cKv (?) , Vi>1:T, < cKp%. (7.47)

Definieren wir ¢t; und A; fir ¢, j € NU{0}, so ergibt sich

<2,

(\V]

J
tor=1, Vi>l:ti=—r  Vji>0:A;=) ¢ (7.48)

~.

i-1 (747 (7.48)

Zl( Z>%ti Vj>0. (7.49)

Sei
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log, = := max{0,log, = }.

Dann ist log, x wachsend und

<1 Le-2mila
- —
. 19 i\~ 1 ni
log_ p; (749 log | (cKE Z% <?) t; ) < log, (CKP ZQQ )
= A i=0
< log, (e(K)-27) < & (1+)),
¢ hangt vom K ab.
Also,
log, iy < é-(L+), &= e(K) (7.50)

Wegen (7.48):

Daher gilt (dies ist wohlbekannt!)

t; t;
V (@3)i=0,1,2,. —a;| < ——a;|? (7.51)
;Aj =0 Aj
TR A RS A B I R g1 K
= ;}(#)qtl =4 ;JA_Z(?Z)Q < AJ;)_ZJ-?Z:AJ ;)tlfz
(7.49) e AN siehe oben K
> ul < CK3’< (f)t) TSI Y (152)
=0 =0

Deswegen 3K = K(K):
(7.50),(7.52)
pi(log, p)” < Z (Aq = (14 )7 ) (7.53)
Nach (7.26), g¢:z~— ¢(|z|) ist Symmetrisation vom u (= ¢ fallend)
und, nach (7.27), ;= ¢(27°R). Somit
Vo & By-i-15(0) : g(2) < 9(2777'R) =y (7.54)

qd

Sei zusétzlich  1(s) := s%(log, s)> fiir s > 0. Dann gilt ¥(0) =0,
wachsend.
Wir formen um und schatzen ab

| ulttos, fup % e

/ Youdr tregCBr(0) / Yogdr
Q Br(0)
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(7 54)

Z / Wpg1) do
B—j n(0)=B,—j-1,(0)

) A 00 o w
= (|B1] = [Bi2l) ZQ Y(pje1) = CZQ T iy - (logy fjp1) >

=0
(7.53) K, .
< CKZQ ”]Z (Aq '; ?(2%1])7)
=0

= K gmint K %
=K} >, T (24 5)

0<i<j<oo

00 00 . -1 .
:CKZ&Z <(AJ : (2+‘7)’w)q b (2+‘7)w>

nj ni n(G—1)
i=0 K j=i 2 2 2
= Ky 2+y>ﬂ“) b2 +j>ﬂ“>
< cK — SUp ( CTm T aG—
= Ko, AMHN“ a1 i~ (2+9)7

< cK —_ -<su —) ssup | — - ~ |
= (mZ:O K) ezg 2% 20 2% jzz 9"

%/_/ ~ ' - [\ - J/

<1 =:(I) :I;I)
Dies ergibt
u|?(log u%dxch-[q’LI[. 7.55
q 1 "
Q

Jetzt miissen wir beweisen, dass (/) < oo und (I1) < o0
( (I) und (II) sind Konstanten, da ¢; und A; nicht von u abhéngen, siehe
(7.48).) Wir wissen,

J J ni
(7.48) 24
Aj = Zti - 1+ZZ'19/)\'
i=0 i=1
Wihlen wir i € N und d € (0;1) so, dass

w [0+ 1\
2q(“f) <1—d Vi>i
1

<l-d  (da j>io)

Ve

mommome J 1\ wm
Wenn m > i > 14p, dann 2 H 27 (—) < 2193)\ (1—a)y™.
i? Jolr j m
24 2% A o
= 5 < (1 —=d)"7",  wenn m > i > . (7.56)
i m



(fiir “m =147 ist dies offensichtlich).
Vm >ig gilt es:

zo—l nm  p
(7.48) 2% 3 2% .
An, = 1+Z i +Z PR mO/x (1—d)
i=1 i=ig 1=1g
j=m—i>0 9t X , 2%
< c+ 1—d/ =c+ ——+1—.
> mﬁ/,\ J;O( ) mﬁ/)\ d
—_——
=1/d
Somit o
Am S c+ Wijd vm Z io. (757)
Weiter schlieflen wir
A, - (2 9/N (7.57) 9 9/ 172+ i\/A
sup al n—:m) < c¢-sup (%)—F—( %ZO) =T} < o0.
m>io q m>io T d 10

AuBerdem ist es klar, dass

Am (2 PN
max ( Tj; m) =T, < 00,
0<m<ig QT

weil jede endliche Menge ein Maximum hat.

Am (2 9/
Daher (I) = sup ( ;m) < max{Ty,Tr} < occ.

m>0 27

Weiter schatzen wir ab

o0 ‘ . o0 A i< oo 240 NO/A oo Lo e \O/A
(2+4)7/> =g (2+4+0)?/> <2 (246+244) _ (@+)2*)
Jz:: o™ e;) 2% e;) 2% e;) 2%
= (H"”
= @+ L= 2+0)", d <o
=0 21
=:c/<o0
. : = (24 4)7/* .
Dies ergibt Z % <d-(2410)7 (7.58)
= 2
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Schéatzen wir (II) ab:

o0

t; 2 4+ 7)9/A (7.58) t;
1) =su . % < osup = (2 +4)Y/,
( p ni n(j—1i) p ni

>0 2q =i q >0 2q

Hierbei ist

ni

t; (7.48){ 1 bei i=0
2%

iﬁ bei i >1
Folglich,

t; .
—(2+1)"* =

{ 20/A hei 1 =0
2% (

2—“)19//\ bei i >1

)

}g?ﬁ” Vi>0

li :
= (I1) < ¢ -sup 47 (2+4)"* < ¢ - 3" < oo
>0 20

Wir erreichen daher schliesslich

a0 (7.55)
/ [ul*|log, [ul| * dz < K- (I)*" - (IT) = K' < oo,
Q

weil K’ nur von K abhidngt. Satz 7.2 ist damit bewiesen. a

Bemerkung 7.1 Aus Satz 8.4 folgt, dass die Behauptung von Satz 7.2 auch
bei (A <mn, ¥ <0) gilt.
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7.3 Resultat von Satz 7.2 ist optimal!

Jetzt wollen wir beweisen, dass das Resultat aus Satz 7.2 optimal ist.
Genauer, unter den Bedingungen an (p, A, 9), die wir spéter angeben, gilt:

Wenn ) : RZO — RZO und lm ﬂ = 00, wobei % _

1
t—00 tq| logt| A’

SR

dann folgt

fiir jedes Paar K; > 0, Ky > 0 existiert ein solches u € C§°(2), dass
[fBR(x |VulPdz < Kl‘R" VR < 1/2 ‘v’xo] und fQ (Ju)dy > K.

R|?

Bemerkung 7.2 Wir konnen o.B.d.A. wvoraussetzen, dass §2 Kugel oder
Wiirfel ist.

Wir wollen zeigen: diese Behauptung ist richtig, wenn

1<p< A und
entweder (A=mn, 9 >0) oder (A<n, ¥€R beliebig).

Dies beweisen wir in den folgenden zwei Sétzen (in Satz 7.3 betrachte ich den

Fall (A=mn, ¥ =0), in Satz 7.4 alle andere Fille).

Satz 7.3 Sei B := By(0) die Einheitskugel im R".
Dann VK; >0, Ky >0 und Va:Rsqg— Rsg so dass lim a(s) = 0o

S§—00

Ju € C°(B), so dass [,|VulP < Ki und [za(ul)|ul? > K.

Beweis:
Wiihlen wir G CC B mit |G| = 2[B| und v e C2(B) mit U)Gz1 und

Va:v(x)>0.
Betrachten wir V¢ €]0;1] eine Funktion u;: B — R:

0 sonst.

w(x) :{ Ki 7 v (f), wenn |z <t, (7.59)

Dann ist

/ |V, ()P da = Kptp"/ )v v ( ))p dz =" Kp/ Vyo(y)l” dy.
B x€B;(0) eB

Y

Wéhlen wir K so, dass

Kp/ |VolP de = K;.
B
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Dann gilt
/ \Vut|p dr = Kl-
B

Sei
P(s) == a(s)-s? fir s >0.

Dann haben wir, weil v nichtnegativ ist,

/B Suo))de 2 / o (Kt_ (%)) i
= [ (kT o )ay
t"/G@/)(Ktppn)dy

£ |G- p(KE ).

Auch (Kt *) = oz(Kt_%) K% und lim a(s) = oo. Darum

§—00
=c
D e — _n
q

/B Gllu@))de > -G ) 2 Gl K a(Ke )

t—0

= c-aKt ') =5
:>/ |[Vu|Pde = Ky Vt€]0;1] und /(x(|ut|)~|ut|quﬂ>oo
B B

=3t>0: / |Vu|P de = K; und / allu) - Jug|? dz > Ko.
B B

Und das Lemma ist bewiesen. O

Weiter zeigen wir, dass man das Resultat aus Satz 7.2 auch in allen anderen
Féllen (also A <n oder (A=n, ¥ >0) ) nicht verbessern kann.

Satz 7.4 Sei weiter () :=[0;1]™.
Seien p,\, U fiziert, 1<p<\<n, %:%—i.
Es gelte entweder (A <mn, € R beliebig) oder (A=mn, ¥ >0).

Dann VK; >0, Ky >0, Va:Rsg— Rsp mit lim a(t) = oo

t—o00
Ju e CP(Q) mit:
Rnf)\
VR<1/2: / VulPde < Kym——  und

/ aflu]) - [ul?| log |ul| > dz > K.
Q
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Beweis:

Wir wéhlen
GcCcQ=][0;1]" mit |G| =1/2 (7.60)
sowie v € C3°(R"™) mit
v>0, trgvC@Q und VeeG:v(zr)=1 (7.61)
Seien
n_ s 9 p=A
Di e 27wl ja—x  fiir A<n ' T K D;” (7.62)
. 92" fir A=n, 9 >0 T | logy Dy|7/p"

Sei 3= (7,...,%;j)—Multiindex und VjeN:

Aj = {ﬁ = (717 - 7’7n7j)h/l € {07 . ~72j - 1} VZ} (763)
Fir 8= (y,....,miJ):
vp = (3 %), W=+ [0:27]" (7:64)
Also, Vj: ngq\ Wa; VB,veN;, BF#~: |[WagnW,|=0.
€Nj
Sei aulerdem
jo>1 so gewihlt, dass Vj>jo:D; <277 (7.65)

(ein solches jo existiert immer, denn (7.62)= D; = o(277) ).
Dann wird w; € C°(Q) fir j > jo folgendermaBen definiert:

S Wg

VBeEA;, ye[0;277]":  wi(rs+y) =T (Di) . (7.66)
J
Dann (7.65)=Vj > jo: u; € C°(Q), da trg(v) C Q, v e CR").
Wir miissen beweisen fiir w;, 7 > jo:
Rn—)\
VR§12:/ Vu-pdngi} I
/ BR(J:())‘ 4 log R| 0

Datfiir geniigt es aber zu zeigen: Vuj, j > jo, Vi > 1:

fwﬁ |Vu;|Pde < K22 hier 7 =277,

| logy 7|77

Y Wiirfel Wy, § € Ay, i > 1 (siehe (7.64) ) gilt : } (1

Denn man kann leicht sehen, dass (/1) = (I) fiir geeignetes K = K(K;).
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Beweisen wir (II). Zuerst schitzen wir ow |Vu;|Pdr fir ve A; ab:

\V/’y € Aj .
P y=-2
/ |Vu;|P dz (759 T]p/ Vv (i) dx g 7 D5~ p/ |Vou(y) P dy
W, n D]
.Y
(7.62) DY
= K=o DI |Vv|pdy—cKp7
| logy D;|” | log, D;”
n—A>X
Also, VyeA;: / Vu,;|Pdx = cKpi 7.67
J W, | J| |1Og2 D. | ( )

Weiter gilt fiir j > jo:
wenn A <n: (7.62),(7.65) = | D; <279 und D, = 2—ﬁﬂjﬁj
= |logy D;|” > ¢j”,
wenn  A=n: (7.62) = |log, D;| =2"".
> cj’  bei A<n
=2" bei A=mn, ¥ >0
= fir 20 g < B bei A<n — 2,

|logy D;[? =) - .
Y "=t g bei A=mn, ¥ >0

Also, fir j >jo: |log, Dj|19{

Darum hat man Vj > jo:

n—>\

Yy €A, / Vs Pz T ke D5 < gk (7.68)
’ W, ’ | log, Dj‘ﬁ N

Weiter wollen wir (II) fiir j > jo beweisen (dabei miissen wir j, eventuell
vergrofiern).

Es gibt drei mogliche Falle fir ¢z 1 <7 < j5, D; < 274 < 277 und
270 S D]

Fall1: 1<7< 7.

Dann besteht jeder Wiirfel Wpg, 5 € A; aus 27=9)  Wiirfeln W,, v €A,
(siehe (7.64)) und

(7.68) |
Vyel;: / |Vu;[Pde < cKP27™.
w,

Darum gilt

VB e : / |Vau|P do < 270D . cKP2™ = (KP2™™, (7.69)
Ws
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n—>\

Weiter gilt fiir eine Konstante ¢ @ Vr €]0; 3]+ 7" < ¢

W (da )\ > p)
Folglich, wenn r =27% 3 € A, :

(7.69) P
/ [Vu;Pde < cKPr" < dcKP .
Wg | 1Og2 T|
Fall2: D; <27'<27.
Wegen “270 <2797 gilt V3 € A;: Wj liegt in einem W, v € A;, darum
(7.67) A
VBe AN IvyeA;: / |Vuj|pdx§/ VP doe =" KV .
Ws W, | log, D;|”
(7.70)
Weiter: D; <27'=:r
Wir wissen, dass j > 1. Das heifit, r=27"<1/2.
Dann gibt es eine Konstante ¢, fiir die

P r>Dj/ D Aoy

> >
|logy |9 — \logQDW - cKr

|VUj‘pdl' VQEAZ
8

(bei A =mn benutzen wir, dass ¢ >0; sonst n— A\ > 0).
Wir haben:

n—>\
VB el : / V[P dz < cKP 7m0, r=2"
Ws | log, 7|
Fall 3: r=27"°%< D;.
Sel a:= max |Vul?  (zur Erinnerung: v € C§°(R") ).
re
Dann
. S -
(7.66) Y (7.62) a
max |V, |P = max T;V,v (E) ﬁ max |Vou(z)]P = W.
Also,
aKP?
max |Vu;|l = —————. 7.71
zeQ V] Dj)‘| log, D;|? ( )
Und, wenn r =27% 3 € A;:
|Ws| =r". (7.72)
Weiter, wenn j, gro genug ist (eventuell miissen wir j, vergrofiern),

, (7.65)
dann wiichst t*|logyt|? fiir ¢t €]0;27%), und D; < 279 <2700 V5> j,.

Folglich gilt fiir j > jo, r=2""<D;:
| log, r|” < D?|log, D;|”. (7.73)
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Dann fir r=27% B€A,:

| wupd Wl - max [Ty (a)p O
wilPde < -max |Vu,(x < rte—
e AL i D} log, D;|?
(7.73) aKP A
7| logy 7” | logy r[”
= wenn r=2"" BEA,:
n—A>\
|Vu;|P de < aKP ———.
/Wﬁ ’ | logy r[”

Folglich kénnen wir die Konstante ¢ so wéhlen, dass in allen drei Féllen gilt:
/ |Vu,|P de < ¢KP

Ws
Wihlen wir K so, dass K = c¢K?. Dann

/ |Vu;|Pde < K
Ws

n—>\

Togy 77" wenn G e A, r=2" j > jo.
2

nf/\
| logy 7"

wenn (B €N, r=27" > j.
Also haben wir (II) bewiesen.

Gemaéf den Bedingungen dieses Satzes, o« :Rso— Ry, lim a(f) = oco.

t—o0
Sel auch
0 fir t=0,

v(t) = { a(t)td] logzt\% fir ¢t > 0. (7.74)

Wir wollen zeigen:

/w(|u]|)d:p—>oo bei j — oo.
Q

Tatsachlich:

/Q () da

fW |u] dx ¥V yeA;

s e T GG

’YGAj W'Y
?J:DL]. ni T v=1 auf G i
D gy /Q oy 2" 200y [
IG1=1/2 i 1 (T74) o ryn a(Ty)
=2 ompr . p(my) " 2w D S T log, T ¥
Also,
)d >2”]D” oT;) T log, T'; 7.7
i) > 293 - S 1 1o, 7 . (7.75)
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Wegen (7.62) und p<A<n: 1T 2% 50. Darum gilt

lim a(7T;) = oo.

Jj—o0
Und wir vergroBern jo so, dass
Vj > jo: Cillog Dj| < [logTj| < Caflog Dy

fiir die Konstanten C7 > 0,C5 > 0, die nicht von j abhéngen.
Auflerdem: D; <277 <1/2 Vj>j, (siehe (7.65)).
Weiter,

p—A

T. (7.62) Dj g

Ap
il * G R
’ |log, D;|"/»

UIld q:A——p

Wir berechnen:

e D Ny N

Vi>jo: (T]:K ———— und | log, Tj| » zc\logQDj\A>, d =d(K).
|log, D;| ”

Dann gilt

D @ _ad_y D
Tilog, T% 2 ¢ ——y 7 =
[log, DI 7~ %82 D)

Somit hat man
Y

J (7.76)

qv
li T;) = d THlog, T;|~ > " ———.
el oo und Los BN = g D

Jj—00

(1.75) . o(Ty) o (7.76) a(T)) D
Ndx > 2MD". 22T log, T;|x > (27— J .
ﬁ/de)ﬂujD r Z i 9 _]| 089 J|/\ =z C 9 |10g2Dj|19

(7.77)

Wir betrachten jetzt zwei Fille (immer j > jo):

Fall 1: X <n. o,
Aus (7.62) und A < n folgt: Vj>jo:[D; <277 und D; =2 »7 . jnx]

EE | log, Dj|’9 <cj?

(7.77) a(T)) D |logy Dj|?<cj? a(Ty) DA
= Nd > //2n] J J > //2nj—]]—
/sz)uum e AN L
. : 27 jY
(7:62) C.oni . Oz(T]) . jﬁ]

= C~(1(Tj)(7'—7>6)oo bei j — oo.
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Fall 2: A =n, ¥ > 0.

(7.77) N oripnTA . nj
/ U(u|)de > - all) . ally) 2

T;) (.
= c"-#(?—@oo bei 7 — oo.

Wir benutzen hier, dass |log, D;|” = 2".
Also gilt in beiden Féllen

IR
Q

Darum gibt es fiir jedes Ky >0 ein j > jo mit:

q9
[ allushiuglltogs | % - /Q W(lug)) do > Ko

7

Und wir haben schon bewiesen:

Rn—k
Vj>jo,VB : Vu;|Pde < K1————.
P2 Bt [ Vulr < s

Das beweist den Satz 7.4.
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Kapitel 8

Abschitzungen fiir Funktionen v € WH1(Q) mit:

n—>A
V Br(®0) : [5, () P Vu(@))dz < K

Fiir diesen Kapitel setzen wir voraus, dass ¢ = t? log(t+2)® ist, und beweisen
noch ein Mal die Behauptungen aus Kapiteln 4 und 5 fiir anderen, fiir unsere
Zwecke niitzlichen Banach-Raume.

Dieser Kapitel hat der folgenden Aufbau:

Sektion 8.1: Wir beweisen

e Erweiterungssatz, d.h. Existenz eines Erweiterungsoperators im spe-
ziellen Raum.

e Satz iiber stiickweise lineare Approximation.

e Symmetrisationssatz.

Um die Darstellung zu vereinfachen wird den Begriff eines Banach-
Raumes nicht eingefiihrt. Spéter sehen wir, dass wir auch ohne diese De-
finition auskommen.

Sektion 8.2 Hier wird die Abschéatzung mit A = p, a4+ 9 > 0 bewiesen.

Sektion 8.3 Wir behandeln die gleiche Abschétzung wie in vorige Sektion fiir
[A>p und «, 9— beliebig] oder [A =p, a+ 9 <0].

Sektion 8.4 Es wird ein Beweis iiber die Optimalitit der Resultate aus Sek-
tionen 8.2.1 und 8.3 geliefert.

8.1 Hilfsresultate

8.1.1 Erweiterungssatz

Im Kapitel 8 setzen wir immer voraus, dass die Funktion ¢ : Ry — Ry
konvex und glatt ist.
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Weiter werden wir die Funktionen u € WH(Q) mit

n—>\

/ o(|Vul|)de < K——— i 5 VR < 1/2, 2, / o(Ju))dr < K
Br(w0)N | log | Q

behandeln. Dafiir brauchen wir die “Orlicz-Varianten” von Satz 4.1, Lemmata
5.2 und 5.4.

Der Satz 4.1 in der “Orlicz-Variante” sieht folgendermaflen aus:

Satz 8.1 (“Orlicz-Variante” des Erweiterungssatzes)
Sei 0 C R"™ ein beschrinktes offenes Lipschitzgebiet und ¢ : Rsg — R
konvez, ¢(0) = 0.

Dann gibt es Q' CC R™ wund einen linearen Erweiterungsoperator
E:WhH(Q) - Wy (€),
so dass D, Fulg=u Yu:Q—->R und

n—A>\
(VR§1/2:/ o(|Vudr < Ko und /¢(|u|)dx§K> =
Br()NQ | log R Q
. R A
VR<1/2: o(c'|VEu|)dx < ,
/ BR(.) ( | |) ‘logR‘ﬁ

fiir die Konstanten ¢, ¢ > 0.

Wir benutzen fiir den Beweis dieses Satzes die Form der Jensenschen Unglei-
chung

Lemma 8.1 Sei ¢ konvex.
Wenn Vi=1,...,m: C2> [, ¢(mly|)dz, dann gilt auch:

¢z [0 (i W) az.

=1

Beweis:

C> _Z/gbmm dx—/ Zgbmm ¢k(fvex/A¢<§m:|vi|> dz.
=

O

Beweis von Satz 8.1: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 4.1.
Da € ein Lipschitzgebiet ist, gibt es fiir jedes z € 02 eine Umgebung U(x)
und eine Orthonormalbasis {ej,...,e, 1,7} mit folgender Eigenschaft:

Sei P ist die orthogonale Projektion der U(z) auf lin{ei,...,e,—1},
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W =PU(x)) (=W Clin{er,...,en1}).
Dann gibt es eine Lipschitz-Funktion ¢ : W — R, so dass:

wenn [(y,t) € W xR und y+tveU(x)],

y+treQet<i(y)

dann und y+tr € 00 <t =E(y)

Betrachten wir Vz € Q2 eine Umgebung U*(z) CC U(x).
Dann ist {U*(x)|z € 00} eine offene Uberdeckung von 0f2.

O ist kompakt (weil Q beschriinkt und 99 = Q2 NCQ abgeschlossen ist).

Wir wihlen aus der offenen Uberdeckung {U*(z)|z € 9Q} von 0N eine
endliche Teiliiberdeckung {U;,...,U}}.

Fiir jedes U} gibt es auch:

eine Menge U; DD U}, eine Basis {¢},... e/, _,,v'}, P; = eine orthogonale
Projektion von U; auf lin{el, ..., |}, W; = P(Uy), & : W; — R ist
Lipschitz-Funktion, fiir die gilt:

wenn [(y,t) € W; x R und y+tv' € U;],
y+treQet<&(y) (8.1)

dann und y+ticoN et = &ily) |-

Betrachten wir fiir ¢ > 1 neben der Lipschitz-Funktion &; auch die Funktion
; : Wi + Rvt — R™ | die folgendermafen definiert ist:

Vily + ') =y + (26(y) — )" Y (y,t) € Wi x R. (8.2)
Offensichtlich ist ; eine Lipschitz-Funktion genauso wie &; und es gilt:
it =i wegen (8.2),
VeeddnU:¢(x) ==z, (8.3)

denn
[(y,t) € W; xR und y+tv' € 90N U;] - &i(y).

AuBlerdem
(8.2)

Vily + &) =y + &)
Dann ist
Q, C UZ* cc U, @Z)Z(QZ) =; und o2 N Q, = o2 N Uz*

wegen (8.3) und der Wahl von €.
Deshalb

k k
o c |, weil 00 c | Ju;
1=1 i=1
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und auch

bi(—Q) =0N0

(Well ’l/}Z(QZ> = Qi7 vx c Q T g Q (8 1) (8 2)

Sei weiter B
Q,l = BQ, QO = Q.

Dann ist {Q;|—1 <4 <k} eine offene Uberdeckung des R™. Nach dem Satz
von der Zerlegung der 1 gibt es eine Familie von Funktionen 7_y,mg, ..., 7 €
C*(R™) mit:

k

0<m()<1, trg(m) C; und Ve e R": Z mi(x) = 1.

i=—1

Dann i
VeeQ:m i(z) =0, darum VaeQ: Zm(x) =1
i=0
Wir sehen:
u(x) x € (),
Br®) =\ y r@uti(a) = ¢ 0 54

Also ist Fu(z) definiert f.ii. auf R™.
Wir zeigen nun: Sei Fju(x) := %Eu(m) Ve g o, Vj=1,...,n
Dann ist Eju tatséchlich die j-te schwache Ableitung vom FEu auf R".
Mit anderen Worten miissen wir beweisen, dass

Vv € C3°(R™) : / Eu(x)v(z)dr = —/ Eu(z)D;v(x)dz,

Rn n

wobei D
Wir haben:

/ Eu(x dx—/D Eu(x dx—l—/ D;Eu(x)v(z) dx.
n_Q

Sei n(x) = (m(x),...,n.(x)) die d&uBere Normale von € in z € 02
(n(x) existiert f.i. auf 0Q).
Dann

/DEu M—@ﬂ@@%@ﬁ—éﬂ@@ﬁ%@

dzj
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und

[ P /mZm Ui(@)o(@) (~(2))dS
- /  Bul)Dju(a)dz.

Wegen (8.2) haben wir, dass Vx € Q; N 0Q : ¢;(x) = z, darum

Vo € 99 : Zm u(i(z)) = u(z)

= [ Bu@de = [ (@)= 3 m@u@) vy @3

1<i<k
—/ Eu(x)Djv(z)dx
= Eu(zx)v(z)dr = —/ Eu(x)Djv(z)dx Yv € Cg°(R").
Rn n
Also ist Eju tatséchlich die j-te schwache Ableitung von Ewu.

Um Satz 8.1 zu beweisen geniigt es zu zeigen: Jc¢; > 0, ¢co > 0 mit:

Rnf/\
Sei VR<1/2: / o(|Vu|) der < K———— und /(bu dr < K.
o [ (Ve < Kl [ ofl)
(8.5)
Dann )
VYR <1/2: / O(d|VEu]) dr < co K ————. 8.6
/ <. n(o) ( ‘ |) 2 |1OgR|19 ( )

(Wegen (3.3) spielt der Wert von ¢; > 0 keine Rolle.)

Wir zeigen nun, dass (8.5) = (8.6).
Tatsédchlich, sei Bedingung (8.5) erfiillt. Dann zeigen wir,

Rnf/\ /
K—— > o(d|VEu|) dx
| 10gR|19 BclR(')

= / o(d|VEu|) dx + / &(d'|VEu]) dz .
BclR(.)fﬂ N BclR(.)ﬂQ

J/

fB ()NQ ¢>( /| Vul)dz. gut.
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Wir miissen also nur beweisen, dass fiir passende ¢, ¢;, ¢ > 0:

Rn—)\ /
K—— > o(d'|VEu|) dz
| log R|” Be, r()-Q

= d k mi(x)(uo ) (x x.
B /BCIR(,)Q¢< > Va(mi(@) (o ) ))Dd

i=1

Wegen des Lemmas 8.1 geniigt es zu zeigen, dass Vi > 1:
Ko & [ V@ @)
—_— |V (i () (u(e;(x x
[log R[”  — Jp, p0)-0

_ / PRI ) ()
() Vo (s (2)))])

Wir wissen,
Vi>1:m e CP(R") = m(x), Vr;(z) sind beschrinkt.

Auflerdem, trg(m;) C ©; und

/¢ )+ b(z)) da <+ /gb?a ) + 6(2b(z)) dx

Wir sehen: um (%) zu beweisen, miissen wir nur zeigen: 3¢y, ¢ > 0, fir die

n—A
Ko = | ) () + ST (@) dr = ()
| log R| Bey r()N(2-9)
(8.7)
Wir benutzen die Substitution “y = v;(x)” in (xx).
Aus (8.2) folgt: V Gebiete A C Q; : |¢;(A)| = |A].
Darum haben wir (symbolisch) dy = dz fiir y = ¢;(x).

existiert f.i. im ;N
u=wz(x) A

e 2 [ AT T TR . (88)

Wir haben hier benutzt, dass  ¥;(Q; — Q) = 2, N Q (s.0.) und
V), existiert f.ii., da 1;—Lipschitz-Funktion.

Aus der Lipschitzstetigkeit der v; folgt auch:
fir eine Konstante ¢; > 0

|V (z)] < (wo V);(z) existiert) }

und ¢i(Bag(20)) C Brlti(zo)). (8.9)



Wegen (8.7),(8.8),(8.9) miissen wir zum Beweis vom Satz 8.1 noch nur zeigen:

Rn—)\ /
R og R = clu d+/ |Vu(y)|)dy.
| log R Br()NQNQ; Pl fulw) )y JBr()NQNQ; ol (y)|)%
gut

Sei Tg := Bgr(ro) N QN ;. Wir miissen also nur zeigen:

Fiir geeignete ¢, ¢ > 0:

ek s [ oty
| log R Tr
Aber wir wissen (nach (8.1)):
QNU; =U;n{z+t|xc W, t < &)},
&—Lipschitz-Funktion und U; DD ;.

Dann gibt es einen beschrinkten Kegel T, := {tz|0 <t <1, z € B, (z})}
fir ein B, (z}), sodass VzeQNQ:z+T;, CQNU;.

Wir wihlen I'; so, dass Vi: diam(I;) <1 |

Die Wahl von Tx und I'; gibt:
Tr+T;,CcQ und TgC BR()

Deswegen
1 1
dy | (lu(z+y)de = = [ dz | ¢(lu(z+)])dy
|FZ| I'; Tr |PZ| Tr T,
<K
—~
1
< dz [ ¢(|u(y)])dy
Lil Jr o
| T | Br|
< K< K =cKR"
T T
Wir haben
1 n
[ [ ot e < e
Til Jo,  Jrg
Folglich,
Iy ely: o(Ju(x 4+ vo)|)dz < cKR". (8.10)

Tr
Hierbei ist
|70| < max diam(I';) < 1.
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Um den Beweis von Satz 8.1 abzuschliefen, miissen wir nur zeigen, dass
R 1
> — d
Kioer 2 [, 0 (3) ¢

u(x) = u(x + ) — /o %u(x + t0)dt.

Dies folgt so:

Darum (fiir v aus (8.10) )

2/TR¢(%\U(95)|) v — 2/TR¢(%’u(x+”yo)—/ol %u(x—i—t’yo)dt’) da

<cKR" (wg.(8.10))

¢(|u(:}c+%)|)d$—|—/ (‘/ —u(z + ty dtD
Tr
cKR"+ / dx/ ( )dt
Tr
<\70||VU($+WO)|

— cKR"+ /dt/ ( x+mo)))dx

IN

IN

—u(x + ty)

R A
\logR\ﬁ
Wir wissen: n L
<1 < cKR"+ [ dt o(|Vu(x)|)dz
170l < 0 Tr+ty0
——
CBR(.)
n—A
K—.
~ |logR|”

8.1.2  Stiickweise lineare Approximation (Lemma 8.2)

Nun beweisen wir die “Orlicz-Variante” von Lemma 5.2.
Wie in Lemma 5.2 definieren wir

Qq = [0;d]".

Nun benutzen wir den Raum FTj(Qy), der auf Seite 31 definiert wurde.
Eigentlich ist fiir uns nur folgende Eigenschaft von F'Ty(Q4) wichtig:

Sei g € C§°(Qq). Dann existiert eine Folge (fi)ien, fi € FTo(Qq), dass

lg—fi| =0  gleichmdflig und

|Vg—Vfi| =0 gleichmafpig. (8.11)
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Wir beweisen nun folgendes

Lemma 8.2 Sei ¢ : R>g — R konver, 1 : Ry — R stetig.
Dann existieren Konstanten ¢, > 0, fir die gilt:
Wenn Y f e FTo(Qq) folgende Inklusion erfillt ist:
n—A
<fBR(xO o(d|Vf)dz < eKptmm VR<1/2> = Jo, V(I f)dx < K,
dann gilt auch Yu € WH1(Q):
n—A
(Sinen 1 Vudr < K VR <12 & foo(ul)de < K) =
Jo ¥(lu))de < K.
Beweis: Wenn VYu e WH(Q) trg(Eu) CC [0;d]" gilt, ist der Beweis ein-
fach:

Wir substituieren

“g(x) = wn * (Bu(z))”
in den Formeln (8.11) , wobei E der Erweiterungsoperator aus Satz 8.1 und
wy, ein Standardkern ist. Fiir h — 0% bekommen wir Lemma 8.2.1

Sonst konnen wir “die Léngeneinheit so verédndern”, dass danach
Vu:Q—R gilt: trg(Fu) CcC [0;d]"

(diese Moglichkeit ist auf Seite 3.3 erklért). O

8.1.3 Symmetrisation (Lemma 8.3)

Lemma 5.4 ist interessanter. In der “Orlicz-Variante” sieht dieses Lemma so
aus:

Lemma 8.3 Ser f: W — Rso, wobet W ein n-dim Wiirfel ist, f > 0.

Auflerdem sei [ stetig und trgf mit konveren Polyedern Pi,..., P, ge-
pflastert, auf jedem P; gelte: f linear.

Auferdem gelte |trg f| < c1|W| mit ¢; aus Lemma A.1.

Weiter sei g : Br(0) — R Symmetrisation von f, |Bg|=|W|,
¢ : Rso — Rsg konvez, ¢(0) = 0.
Dann gilt:

1. g st stetz’g
2. Jppo @lc2lVyl)dz < [, 6(IV f]) dx mit c; aus Lemma A.1.

Beweis:
Den ersten Punkt beweist man wie in Lemma 5.4.

Lwir benutzen dabei Stetigkeit von 1 und Lemma von Fatou
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Beweis von 2. : fBR(O) P(c2|Vygl) dx < [, (IV f]) dax.

Sei
T = sup f(z).
w
Sei auch
b(t) = / o(IV f))d. (8.12)
flx)<t

Dann ist ¢(.) wachsend, woraus folgt, dass die Ableitung ¢’ f.i. existiert.
AuBerdem ist ¢(.) stetig. Tatséchlich:
Vte (0;7):

Y(t+0)~p(t—0) = lim oSz = [ o9 f)da

=40 e f(a)<tte flx)=t

= 2 W@ =10 RV eR)) =0,

' =0 bei Vf(z€P;)£0
weil Vf =const auf P,Vi und ¢(0)=0.
Also ist ¢ wachsend und stetig. Darum ist ¢’ = % (t) f.i. definiert und

=0

/ IV fl)dz = (T) = / Syt + (0] = / W (t)dt
W 0 0

Weiter gilt in jedem Punkt ¢, wo ¢/(t) existiert (also f.i. auf [0;77] ):

t — () . 1
H(t) = lim LU 700 12 lim—/ S(|V f|)d
e=0 € 20 € Jicf(z)<t+e
SN
= >t | 61V fl)da
=7 70 € Ji<f@)<trenp
k
t< f()<t+e)NP,
= Yt SISO 1o ¢ ).
i=1
Wir benutzen dabei, dass |V f| = const auf P;.
Also ist
k
t< f()<t v
v =Yt CTDERI0R o0 e pyy. sy
i=1
Seien |...|p—Fldcheninhalt und

Ly=(f() =1).

Dann kann man leicht sehen, dass fiir fast alle ¢t € [0;7] gilt:
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a) I'; ist eine n—1-dimensionale Mannigfaltigkeit und |I¢|p = > [T:NP;|p.

b) bei geniigend kleinem ¢ : die Menge (¢t < f(.) < t+¢)NP; hat entweder

die “Dicke” 7rcpy oderist @ (da f|p linear).

Folgende Uberlegungen funktionieren sogar bei ¢(0) # 0:
Fiir fast alle ¢ € [0; 7] :
5

‘(t<f(.)§t+€)ﬂH|I‘FtQB‘F‘m+O(E).

Folglich,
k
o) (8.13) E_I%\(t<f(.) ithg)ﬂPi‘qﬁﬂVf(xEPi)\)

i=1

so. o(IVf(z € P)l) oIV f1)

0 r,NP - s
23 N 7 r Yy T

fi. auf [0;7]. Also gilt
(IV
¢||v fu’; Dy (8.14)

woraus folgt
/ o(|V f])dz 27 / o ()dt "2 / a [ 2D g (8.15)
r, VS
Nach Definition ist ¢ : Br(0) — R Symmetrisation von f.

Sei
Gy :=0(g(.) > t). (8.16)

Wir konnen beweisen:

T
/ ¢(02|Vg|)d:p:/ ar [ 2elVal) o (8.17)
Br(0) 0 Gy

Tatséchlich,
0B — R mit g(t) = £(11).

Hierbei ist ¢ fallend und stetig (= ¢ existiert f.ii. auf [0;T]).
Sei
p(t) = ¢(cat).

Dann

/

R T / ¢
Valdr = Snfl / nfld Efaiend 90(|€ (7")|) Snfl de .
[, eTabde =151 [T e a2 [ SR i
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Sei jetzt &(r) =t. Wenn &'(r) #0 (das gilt fiir fast alle ¢), dann haben wir:

(9()=t)=5"" IVg(@)lzec, = [€'(r)].

Wir sammeln alle Resultate

£(r)= (If’( IVgl
Gilpd d
/BR(O) PV /t:O 1€'(r) | |F = / t/ct |V9|

_ (\V 1
_jGt wng s

G, B9

Mit anderen Worten,

T
[ otelvapar= [ ar [ LAVl g
Br(0) 0 ¢ Vg

Wir wollen jetzt beweisen, dass
1
|Vf]~'dS = lim = 1dt. (8.18)
I, 0 E Jicf(a)<tre

Fiir diesen Beweis setzen wir voraus, dass ¢(-) = 1.
Aber dann impliziert (8.12), dass

ron d
ww—a(ﬁ%fm)

und darum
1
IV I7tds "2 wt) = lim - 1dt.
e o~ T @i
el1 o=

Wenn Vg existiert und auf G; nicht verschwindet, dann
(da |Vg| = const auf G;) haben wir ebenso:

Da g(x) = &(l2l), t = &(r),

) 1 t+e
/|Wﬂﬂ5 - mwnw@uzhm—/ [
Gy =08 Je(r)=t
g <tto)
e—0 g
N VR )
e—0 £
9 U > D= > t+2)]
e—0 £
BN SEIEE
e—0

29 /|Vf| 1ds
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Also ist

|Vg|~'dS :/ IVf|~'dS  fiir fast alle ¢ € [0;7]. (8.19)
G Ty

‘Im Weiteren wird ¢ wie am Anfang des Satzes definiert. ‘

Sei
pw(z) = V(@)™ und at):= et . (8.20)

Aus der Konvexitdt von ¢ folgt die Konvexitdt von «. In der Tat:

(1) =~ L0 4 o)
/1 1
o(t) = ¢ E‘fg ) >0, wenn ¢ konvex, ¢ > 0.

Wir haben

/¢\Vf\ (815/ dt ﬂgfﬁ' ds = /dt/

Weil o : Rsy — R konvex ist, haben wir nach der Jensenschen Ungleichung

(vgl. 6, S.621]), dass
ﬁ/Aa@)dx > a (ﬁ/dl) |

Damit gilt fiir fast alle ¢ € [0;T]:

|F1|F /rt olule)) 45 - “ <|F1|F /rt ule) dS)

L o (1 [ Ve as)
|Ft|F Gt

G
(IVg| = const auf Gy) = a <||Ftt||§ Vg(z € Gt)|_1) :

Folglich,

[ atuteyas > e [ o (Gleig,1) g5 02 | o (lBk1vel)
a(p(x > o ? e Val)
Tt |Gt|F Gt |F | G |Vg|

Aber

Celr
Gl r

mit ¢ aus Lemma A.1 (diesen Fakt beweisen wir spéter).
Des Weiteren ist ¢ wachsend. Also gilt

>C2 f..

¢(e2|Vyl)
/n a(p(x))dsS > . st.
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Wir sammeln alle Resultate:

[ otwsa = [Ca alu(a)ds

T
[ [ 2V a0 [ vy,
0 e |Vg| Br(0)

v

Damit haben wir

/ oIV f])dz > / o(cal Vgl
w Br(0)

ITe| 7
|Gt|F

wo I'; Mannigfaltigkeit ist (also f.ii. auf [0;T]). Hierbei ist ¢y die Konstante
aus Lemma A.1.

Zum Beweis von Lemma 8.3 miissen wir nur noch zeigen: > ¢9 iberall

Sei jetzt Fy:= 0(f(.) > 1). (8.21)
Wir zeigen, dass
|Ft‘F ‘Ft|F
> 1 und > Co.
Gilr ~ Flr =
(Daraus folgt dann wegen \‘gﬂli = ﬁji . I‘gi‘li > ¢y die Behauptung).

foae FEE
Zeige: Gilr > 1.

Wir wissen: Fy = 9(f(.) > t), Gy = 9(g(.) > t), wobei

(£ > )] 2 |(g() > 1)] und (g(.) > ) eine Kugel ist.

Daher ist |Fi|r > |G¢|r, da eine Kugel den kleinsten Flicheninhalt unter
allen (nicht unbedingt zusammenhéngenden) Gebieten mit gleichen Volumen

hat. Also ist £~ > 1.
|Gt F

|Ft‘F >
Co.
[Fr = “2

Sei t fixiert,

Zeige:

G:=(f()>t), T:=0G\oW.
Man sieht leicht, dass
() ~
Ly=(f()=t) 20(f(.) >t)\OW =0G \ oW =T,
wobei (%) wegen f € C(W) gilt. Also haben wir
ITy|r > |T|p. (8.22)

AuBerdem ist G = (f(.) > t) und deshalb |G| < |trg f| < ¢1|W]| nach
Voraussetzung. Also ist

G C Wiirfel W, |G| < c|W| und T =0G\ oW.
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Dann folgt aus Lemma A.1: |[|p > ¢|0G]p.
=|0G|F

) (8.21) ) =~ =
AuBerdem ist 9G = 9(f(.) >t) =" F,. Darumgilt |[|p > ¢ |Fi|F.

(8.22)
Also ist |I'y|p > || > c2|Fi|p, mit anderen Worten, }Eji > ¢y, und

das Lemma ist bewiesen. O

8.2 Einfache Ergebnisse

Fiir die Sétze 6.1, 6.2 und 7.2 ist alles komplizierter. Wenn wir beweisen wollen,
dass

n—>\

R
o(|Vul)de < K——— VR <1/2 und /¢udm§K>:>
(megu D / [ o(ul)

Awwmg&

fiir bestimmte Funktionen ¢ und ¢ (¢ soll optimal sein), dann haben wir
schon bei ¢(t) = t* gesehen, dass die Abhingigkeit zwischen ¢ und 1) sehr
kompliziert ist. Es ist schwer, den Operator A zu finden, fiir den ¢ = A¢.

Das heifit, dass wir die Funktion ¢ konkretisieren miissen.
Wir werden das Symbol “~” benutzen, das hier folgendermaflen definiert ist:

Definition 8.1 Sei ¢, ¢ : R>g — R>o. Dann ¢ ~ 1), wenn
AT,C,c> 0, so dass Vt > T : cp(t) < p(t) < Co(t).

Man kann leicht zeigen:

Wenn entweder p=1, >0 oder p>1,acR,

dann existiert eine konvexe Funktion ¢ :Rso — Rso mit ¢(0) =0,
so dass ¢(t) ~ tP|log(t + 2)|*.

Wir kénnen dabei immer voraussetzen, dass ¢(t) # 0, wenn ¢ # 0 (damit
haben wir Garantie, dass ¢ invertierbar ist).

8.2.1 Der Fall “a+ 9 € [0,p)” (Satz 8.2)

Wir bekommen die “Orlicz-Variante” von Satz 6.1:

Satz 8.2 Sei ¢ : Rsg — Ry konvezr, ¢(0) =0, ¢(t) ~ t?|log(t + 2)|~.
Sei auch

n—p

R
/ o(|Vv|)de < K——ms VR < 1/2, /¢(\U|)d$§K
Br(zo)NQ “OgR‘ Q

und o+ € [0;p).
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Dann 33 >0, so dass

K.

IN

D
(ot D)
/eﬁvp A
Q

Beweis: Wegen des Erweiterungssatzes 8.1 kénnen wir Satz 8.2 so umfor-
mulieren:
Seir w:= FEv, FE ist der Erweiterungsoperator aus dem Satz 8.1. Wir be-
trachten eine konvexe Funktion ¢ : Rsog — R, ¢(0) =0, ¢(t) # 0, wenn
t#£0 und @(t) ~ t?]log(t + 2)|°.
Sei weiterhin

n—p

R
o(|Vu|)de < K—— VR <1/2, /(b Vul)de < K
/B eV o /2 [ o)

und a+19 € [0;p).

Dann

33>0: / P g < K
Q

Wir wissen: «:R" - R, trguC Q CcCR® QcC . Dann gilt

1

1 R
o (— |Vu|dx> < — o(|Vu|)de < Kj———.  (8.23)
|Br| J Bazo) |Br| J g (20) og R|?

Aber die Funktion ¢ ist invertierbar und wachsend. Auflerdem gilt
o(t) ~ t*[log(t +2)|* = ¢~ (t) ~ t"/7[log(t + 2)[ /7
= ¢ L(t) < CytM/P|log(t + 2)|/P + Cs.

Darum folgt aus (8.23) fiir jedes R € (0;1/2] :
1 -1
— |[Vulde < ¢ | K

+ K3
|BR| BR(aco)

R R<1/2 R
1719) < KQﬁ
| log R| |log R|» "%
Rn—l R<1/2 Rn—l

Br(xo) |log R|» "% |log R|» "%

Aus Satz 6.1 folgt:

2 1-(242 Satz6.1 _
Q Q

fir passendes > 0, weil a + 9 € [0;p) (& a/p+9/p € [0;1)). 0

SR =

Analog, wenn ¥ + o = p, dann gilt

n—p

R
(/ o(|Vul)dr < Kim——== VR <1/2 und HqugK) =
Br (o) | log R|
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/ e dz <K
Q

und, wenn ¥ + « > p, dann gilt
R"P —
/BR(m)m o(|Vul)dx < KW VR<1/2 = ueC(Q).
Bemerkung 8.1 Auch fir a+9 <0 gilt die Finbettung:

R
S(|IVuldr < K- VR<1/2 und |u SK)j
(/BR(xo)ﬁQ (| D “OgR‘ﬁ / ” ”1

p
—(a+9)
/e“'p e < Ky,
Q

aber dies wird erst in Satz 8.4 bewiesen.

Hierbei ist ¢ wie in Satz 8.2 definiert (insbesondere ¢(t) ~ t?[log(t + 2)]%).

8.2.2 Der Fall “a + 9 = p”(Satz 8.3)

Wenn « > 0 ist, kénnen wir auch die Satze 6.2 und 7.2 leicht in die “Orlicz-
Variante” iiberfiihren.

Satz 8.3 Sei v, Vv € LY(9).
Sei ¥ : Rsg — Ry konver, (t) ~t?|log(t+2)|*, p>1, a>0 und

n—>\

R
Y(|Vu|)de < K———=VR<1/2 und /w v|)dr < K.
J Ve < K v R <1 4ol
(8.24)
Dann gilt, wenn n=X=p und 9+ a € [0;n—1):
IK,3>0, sodass / Bl g < K
Q

und, wenn p< X, V+a>0, dann IK mit

@ _ 1 1 1
/|U|Q|1Ogv|q(ﬂj)dl‘§K fz'jr 1_1 1
@ g p A

Beweis: Sei u:= Ev, wobei E der Erweiterungsoperator aus Satz 8.1 ist.
Dann folgt aus Satz 8.1, dass (8.24) =

Rn—k
Y(c|Vu|)de < Kj——— VR<1/2 8.25
/BRW (e Vul)dr < Ky / (5.25)
fiir bestimmte ¢, K7 > 0.

Betrachten wir eine Funktion ¢, so dass: ¢ : Rsg — Rsq konvex ist, ¢(t) ~
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tllog(t +2)|*, ¢(0) =0, ¢(t) # 0Vt #0. (Insbesondere folgt hieraus,
dass ¢ invertierbar ist).
Eine Funktion ¢ dieser Art existiert fiir a > 0.

Weiter wissen wir, dass ¥(t) ~ t*|log(t + 2)|* ~ ¢(t*). Aber daraus folgt,
dass Vi > 0 : ¢(t?) < Ci(t) + Oy fur geeignete Konstanten Cp,Cy  (wir
benutzen, dass ¢ und ¢ wachsend sind). Fiir ¢ aus (8.25) haben wir, dass

1 S.0. 1
— o(P|VulP)de < —— C1¢(c|Vul)dz 4+ Cy
|BR| Br(zo) |BR| Br(zo)
(8.25) % R %
< .
> 2‘ IOgR‘ﬁ + 3
= ¢ ( ; | Vultd ) ¢(?|VulP)de < K L
ulPdx u|”)ar < Kor————=+K3.
|Br| JBg(z0) |Bg| B (o) | log R|?

Aber ¢ ist invertierbar und wachsend. AuBerdem, ¢(t) ~ t|log(t + 2)|* =
dH(t) ~ t|log(t +2)|7* = ¢~ (t) < Cst|log(t + 2)|7* + C,.

Darum haben wir fiir R € (0;1/2]:

= P|\VulPde < ¢! (K m + K. > <K L + K
5 1 & ulrar ~ 27T o 3 S NgT 9 5
| Br| Br(zo) |log, R|? |log, R|7*

CupPde < Kooy popn 2 g
= ul’dr < Kg + K7R" < 8T plita”
Br(x0) |log B[t | log B[t

Wenn n=p=Aund a+9 € [0;n—1), dann gibt es wegen Satz 6.2
G, K >0, so dass
/ Bl g < K
Q

Wenn p < A, dann gilt wegen Satz 7.2:

/|u| \logu|q( iz < K.
0

Damit ist Satz 8.3 bewiesen, denn nach Definition v = u|, ist. O

Analog kann man beweisen:
wenn n=p=A «a>0 und a+9¥=n-—1, dann

Rn—k
/ (\V'U\)dx<K VR <1/2 und /w(|fu\)dx§K =

/ e < K
Q
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und, wenn n=p=\, >0 und a+9v>n-—1, dann
Rn—k .
Y(|Vu|)de < K——— VR <1/2=0veC(Q),
[ v e < K / @

wobei ¥, p, « und €2 definiert sind wie in Satz 8.3.
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8.3 Hauptresultat (Satz 8.4)

Nun will ich zeigen, dass man die “Orlicz-Variante” von Satz 7.2 noch verbes-
sern kann. Allerdings wird der Beweis dann viel komplizierter.

Satz 8.4
a) Sei ) ein beschrinktes Lipschitzgebiet, und seien  p, \, ¥, fiziert,
wober

Y, a € (—o0; +00), 1<p<A<n,

!
PN
Sei ¢ :Rsg— Rsg konvexr, ¢(0)=0, o¢(t)#0Vt#D0,
o(t) ~ tP|log(t+2)|*.  (Folglich, der Fall “(p = 1, a < 0)” ist ausgeschlossen.)

Dann gibt es zu jeden K' ein K', so dass folgende Inklusion ¥ u € W1P(Q)
qgilt:

rT

1 A
Vrﬁ—,yER”:/ o(|Vu|) dr < K’ und/gbu dr < K’
(¥r <3 T o “nd [ olu) )

= / |u|?] log(|u] 4+ 2)|"dx < K.
Q

b) Seien ¢ und Q wie in Punkt a) definiert
(insbesondere ¢ : Rsg — Rso konvez, ¢(t) ~ tP[log(t + 2)]*),
wobes

‘1§p:)\<n und 9+« < 0.

0 [0; +00) fiir p =1,
’ (—o0;+00) firp>1,

Dann gibt es zu jeden K' ein K' > 0,0 > 0, so dass folgende Inklusion
Vue Whe(Q) gilt:

7"”_’\|19 und /ng(|u|)d:p§K'>

1
<‘V’T§—,yER”:/ &(|Vu|)dx < K’
2 B, (y)NQ | log 7

= / M gy < K
Q
Beweis: Wir verwenden wie bisher die Bezeichnungen @ :=[0;1]", Qg :=
[0; d]™.

Dieser Teil des Beweises betrifft beide Punkte von Satz 8.4, a) und b).
Nach Lemma 8.2 kénnen wir 0.B.d.A. voraussetzen, dass

= |al, wobei
Q—R (8.26)
lo, € FTo(Qq), u(z) =0V & int(Qq).

< 2

und
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(Erinnerung: v € FTp(Qq) = v stetig und stiickweise linear auf @y,
v(x) =0 Vo e d(Qq).)

Sei
d:= {/c; mit ¢; aus Lemma A.l. (8.27)
Dann gilt
ran
“Vr<1/2,y e R": o(|Vul|)dr < K’ 7
/ - (IVul) Tog 1|7

bei passender Modifikation der Konstante K’ > 0.
Diese Bedingung kann folgendermaflen umformuliert werden:

V Wiirfel W mit Kantenlinge r < 1: [, ¢(|Vul)dz < K\logr:i;jm’
insbesondere fir W =@ : fQ o(|Vul)dr < K.
(8:28)
Wegen (8.26),(8.27):
[trgu| < ¢.
Wir wiahlen R so, dass
|Br| = ¢1 (> [trgul ). (8.29)
Sei
g:x+— &(|z|) die Symmetrisation von wu, (8.30)
dabei ¢:[0;R] — R>o (wir wissen, dass ¢ fallend ist) '
Sei weiterhin
pi = &£R27'R) Vie NU{0} (8.31)
und T; = pip1—p (=T;>0, da ¢ fallend). (8.32)

Folgendes Lemma ist im Prinzip nur ein spezieller Fall von Lemma 7.3, aber
ich méchte den Beweis trotzdem préasentieren.

Lemma 8.4
Sei h:xw—n(lz)) mitn:[0;a] =R, nla)=0 (a>0 beliebig).
Dann gilt mit einer wachsenden Funktion

7:(0,1) >Ry :Vy € (0;1): / |Vh|dx > 7(y) - a" ' |n(ya)|.

Ba(0)

Beweis: In der Tat,

a

=:C o
[ ownide = 50 [ W@tz e ot [l
B, (0) Yya

ya
“d
— d
| gy

= 7w(y)a" Y n(vya)l,

> o (ya)"!
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und Lemma 8.4 ist bewiesen. O

Jetzt miissen wir T; (= p;1 — p;) abschétzen.

0 fiir u(z)< g,
Sei  wi(z) :=4q w(x)—p; fur p <u(x)< i, (8.33)
T; fiir w(z)> iy

Dann ist w; wohldefiniert (weil T; = p;41 — p;) und stetig (weil w stetig ist).

(8.30) (*)
ltrg ug| = [(u > )| =" [(g > pi)| < [Bo-irl,

(8.34)
hierbei folgt (*) aus:

13 fallend
(

g:w e &(lz]) und @ =&(27'R) =" (9(.) > pu;) C By-ip(0).

Wir schitzen T; fiir “2 > 1” ab.
Wegen (8.34) ist
ltrgu;| < |Bg| = c1.
Darum koénnen wir nach Lemma 5.3 int(trgu;) = (u;(.) > 0) mit Wiirfeln

{Ws| 8 € A;} tiberdecken, fiir die gilt:

VoeA 277 |Ws| <|trgu; N W5 < | Ws. '
Seien ¢ und 3 fixiert. Wir definieren f: W3 — R so:
Sei
fimuly, (SIsfISolV v (839) )y
und es sei gg: x — &p(|x|) die Symmetrisation von f. '
Sei Rz so gewdhlt, dass
trg gs = Br,(0). (8.37)
Sei
U(t) = o(cat)
mit ¢y aus Lemma A.1.
Dann haben wir nach Lemma 8.3, dass
und  gg stetlg 3 Sg(Rg) = 0.
Wir definieren:
K, = / (Vs )dz Vi > 0. (8.39)
Q
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Dann gilt Vi>1:

K, :=/Q¢<|Vui|>d 7Y [ et Nz > Z/ ¥([Vgs))da

BeA; BEA,
Somit
Vi>1: K; > Z/ V(| Vygs|)d (8.40)
pen;  Brg(0)
Wegen (8.33) ist fQ (IVu,|)d fu <u<piin o(|Vul)dz, darum
Yok, 2 Z/¢ V| dx—Z/ &(|Vu)dz
120 >0 i>0 Mz<u<ﬂz+1

/ o(|Vu)de 2 K.
Q

Also gilt insgesamt

Y K <K (8.41)

i>0
Bemerkung 8.2 Nach Konstruktion ist
|Br,| < [trg(u;)| < [By-igl.
Folglich hat man Rz < c-27" fiir eine Konstante c.

Weiter benutzen wir die Bezeichnung

K ani /A )
Ri ‘= min { (C/E ' Z'ﬁ ) ,C» 2_1} ) (842)

wobei ¢’ eine Konstante ist (die von ¢ und w nicht abhéngt) und
die Konstante ¢ aus Bemerkung 8.2 kommt.

Sei jetzt Rg > R;. Dann gilt

7"”_>\ (©) Rﬁn—k

[ wli9eshis "< [ oS K CK
gpl)dr < uif)dr < Ko———0 < s
B (0) ’ W | logyr — 1[” i

wobei 7 eine Kantenlénge des Wiirfels W3 ist.
Hierbei folgt (¢) aus:

1 27cir™ < BR < cyr” = ClR <r< CQR
gl - 8 B

2 R, <Rg<ec-27° zusammen mit (1) heifit das:
3
—C3i — Cy <logyr < —i+ C5)
3) r<1 (= logyr—1<—1).
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Tatséchlich, (1) =" < CRz" .
Und (1),(2),(3) = —Lyi <logyr —1 < —Lgi, wenn ¢ >1 mit passen-
den Konstanten L, Ly > 0.

Wir schéitzen &g(Rg/3) fir Rg > R, ab:

[ wvahde < cx®
Brg (0) L

1 R
¥(|Vgsl)dz < CK=2

|BR5| BRﬂ(O

=1 Vggldx < CK—
<|BR5| BRﬂ(0| 4 ) iv

Da 9 invertierbar und wachsend ist

1 . Ry~
Vgslde <o | CK—5— (8.43)
|BR5| B, (0) i
und

D(t) ~ 7 log(t +2)|* = &M (t) ~ tr|log(t +2)| 7
= 1) < Oytv|log(t +2)| % + C..

Daraus folgt:

+C5Rs"

J

A
R n—= R —A
(8.43) = |Vgs|de < CQ% 'log ( fﬁ )

Bry(0)

v~

<éi—e/P (%)

( (%) gilt wegen R; < Rg < c-279).
Wir benutzen nochmals die Tatsache, dass R < ¢-27%, und bekommen:

Rﬁn—/\/p
Vgslde < Cab_—_
/BRB 0) g §9/p+a/p

Aus Lemma 8.4 folgt:

. Rs 1-A/p
R(1/3)5(Re/3) < B [ [Vgplde < €S
Ry (0)
Wir sehen: wenn Rg > R;, dann
C. Ra1MP R.1-MP
€5(Rp/3) < —oe b = G520 (8.44)

7(1/3) i0/p+alp 5.9/ptalp
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Wir miissen beweisen, dass fiir eine geniigend groBe Konstante K gilt:

1-A/p

7
i ST
§O/pta/p = T

Dafiir miissen wir zeigen: Es existiert eine Konstante K, so dass die
Voraussetzung

1=A/p

(A
:9/p+a/p

<T;, fireini>1

zum Widerspruch fiihrt.

Wir wihlen K > C5 und nehmen an, dass diese Voraussetzung erfiillt ist.
Dann, wenn Rg > R, :

844)  RAMP clem RV
§p(Rp/3) < C5m < K- <T;.

Also,
&s(Rg/3) <T; ¥V mit Rg > R;

Weil &5 fallend ist, daraus folgt:
(95(.) > T;) C Br,3(0), wenn Rg > R,
= [(9s(.) > T;)| < |Bryysl, wenn Rz > R; (8.45)

Ap:={B e Al |(9s > T;)| <37"|Bg,|} und
A={B € Ai| |(95 > Ti)| > 37"|Br,|}

Betrachten wir jetzt die Mengen

Dann

(8.37) (8.34)
D Mgs=THI <3 B < 37"igu| < 37"|Byig
BEN, BEN,

und

Z (95 = T)| = [(ui = T3)| = [(u = priy1)| = |Ba-i-1p| = 27"|By-ig|

BeEA;
= 2 gs =Tl = > lgs =Tl = 22 [(gs = To)[ = (27" = 37")[ By-igl
BeA BEA; BeA,

(8-37) 2 (o-n —n
= 2 Brsl =" 2 trggsl = 32 |(9s 2 Ti)| = (27" = 37")[ By
BeN! BeEN! BeEN!

= > |Bg,| > (27" —37")|Bg|27" =27 (8.46)

BeEN! e
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Nach Definition, A} = {3 € Ai| |(9s > Ti)| > |Bg,/3|}, und darum

Kugel

"
Vi e A {fﬁ(Rﬁ/?)) >T; (da §eAf=(g9s>Ti)D Brys(0))
" LRs <R, (sonst wire 3 € A wegen (8.45))

Und

(8.40) = K; > Z/ V(| Vgg|)dx

genr ” Brg(0)

Wir wissen:

1

| Br,| B,y (0)

U(IVgsl)dz = ¢ < |Vgg|dx> VG e,

| Br,| B,y (0)

Aus den beiden letzten Ungleichungen bekommen wir:

ﬁEA// Rﬁ | BRﬁ (O
Weiter ist £5(Rg) =0, weil trg(gs) € Br,(0) (nach Konstruktion).
Und &3(Rg/3) > T, VB e A, wie bereits erwihnt.
Deshalb folgt aus Lemma 8.4:

|Vgg|dx> . (8.47)

| Vaslde = w3 6(R3) 2 7(1/3)RS"T
By, (0)

Dann folgt aus (8.47), dass

BeN

Rg <R
Z |BR5|77Z)

ﬁEA//

K, > ) [Bglv (
(=7

Somit folgt '
i 2K
T, < Biyo (—) | (5.43)

Wie bereits erwéahnt,

YL(t) < C1tP|log(t + 2)| 7P + C.
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Und aus (8.42) folgt: fiir jede Konstante C' > 0 existieren Konstanten A, B >
0, so dass

CR* K 9-ni\ YA
Aiﬁlog( ! +2)§Bz’ Vi>1, Rig(c’z.zﬁ)
Darum
R;<c.27?
M, Uwiichst R R VP (4 (5.42)) R—A/P
v ( o ) = w1<0 0 )§03j9j+0g < Ci—g
1 P 7 P
<CR;*/i?
Also,
(8.48) Rl A/p
E S C/ It+a
1 P

Dies steht im Widerspruch zu unserer Annahme, wenn wir die Konstante K >
C" gewahlt haben.

Also war unsere Annahme falsch, und

_Ri-Ap
T, <K

Vi>1
P
(fiir beide Punkte von Satz 8.4).

Fiir Punkt b) ist es einfach, 7; zu berechnen. In diesem Fall A = p, darum

p=A _
R_K

L<Km =g Vizl (8.49)
p 7 P

Wir wollen jetzt T; fiir Punkt a) abschétzen:

Wegen (8.42),
K 9™ /A ]
Rizmin{<c'?i' 7 ) ,6'2‘},

Weiter haben wir ¢ so definiert, dass % = % — i
1 A=
Folglich, - =22
q  pA
p=X 2
_R.? _R. ¢
= 7—; S K 79Z+o¢ - K 19Z+a
1P i

L 1 1y o L (K 2\ oo
Ga=3) = Foyamas (7 0) o |

1 P



Wir haben k= g +
Also

a
» gesetzt.

1 (K, 2"\Y7 23. ¢,
T<Kmax{z“([( c’) 5 (- (8.50)

7/ P

Nach den Bedingungen des Satzes ist A < n. Darum gibt es € > 0 mit
A<n—e.
Dann existiert eine Konstante C', so dass

1
q

K; —ei\ oni
fir Punkt a) T; (SEO) C((K +2)2)

— Vi>1, 2 (8.51)

i
=0
Wir schéitzen nun T ab. (8.32) = To = p1 — "po " = 1.
Weiter, wuo(z) = min{u(z), u;} nach (8.33).

(8
Wenn go =Symmetrisation von ug, dann [trgug| < |BR| = c1.

emma 8. ¢(t):¢(02t) 8.39
temma 83 [ (T go)de | < / (| Vuol)de *2 K.
Br(0) Q

AuBerdem ist go(z) =0 fir |z| = R, go(z) = 1 bei |z| = R/2 wegen
(8.31). Nach Lemma 8.4,

/ \Vgoldr > n(1/2)R" ;.
Br(0)

Wir haben
Ko > [ w(Valdr> |Balo ( Vanlds )
Br(0) |Brl| /B0
(1/2) L, =[BT c
> |B TT2) g B (— ) .
Folglich,
K, ) R ( K )
Ty = — < — — | = (.
° ¢ <|BR| ¢ v | Br| '
( dabei héngt C; von K, aber nicht von Ky ab ).
Jedenfalls konnen wir schreiben:
K, 1/q
T, <C (?0 + 1> .
2wir kénnten auch schreiben: 7T; < C <(%+632; )2) : , aber wir mochten die Formeln kiirzer ma-

i
chen.
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Wir haben fiir Punkt a):

K, 1/q (8.51) 4 9-¢i) gni 1/q
TogC(?OJrl) L Vi>1: T, < C(( H) ) . (852)
i
Und fiir Punkt b):
849) O
Th<C Viz>1: T < ——. (8.53)
)

Die weitere Uberlegungen betreffen ausschlieBlich den Punkt a).
Man kann leicht beweisen: es gibt eine Konstante ¢4 > 1, so dass die Funk-
tion

w(t) ==t log(t + c4)|*" (8.54)
bei ¢ >0 wéchst (sogar wenn k < 0).
Wir miissen jetzt w(p;) =w (Ji TZ) Vj > 1 abschétzen.
Wir definieren ¢; und A; fﬁrlzg, j € NU{0} folgendermassen
9t i
to:=1, Vi>1:t := o VjZO:Aj:;ti. (8.55)
Wegen (8.52) und (8.55)
= Y
pi=>» T,<C (? + 2“) t; Vi >0. (8.56)
i=0 i=0
w wachsend =
—1
olps) < w (c] (52 ) )
=0
Wir wissen: A < n —¢, und darum 3 — % > (0. Daraus und aus der

Definition von ¢; kann man leicht sehen:

7j—1

A(j+1) <log (CZ(K + 27 “)qti+c4> <B(j+1) Vj>1 (8.57)

fiir geeignete Konstanten A >0 und B >0, weil ¢4 > 1.
J
Wegen (8.55): i—lj > 0, z‘:oi_zj =1V >0. Darum

v (ai)i:0,1,2,... :

J
t;
< E Kjai|q (8.58)
i—0
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Wir bekommen:

7 1 j 1\ 4
K; —ei\? t; K gci q
() - (Z i)
=0 0
(8.58) ti K 5 .
< v e —E&
< ay (F+2)

= A“Zt( +2—“)

Wenn D = max{A%, B} (siche (8.57) ), dann

(8.56) I Kk N
wlp)) < w <C’Z (# + 2—51) ti>
C

(8.57) 3 K, o
< CIATTY (f +2 ) - D(1 + j)™.
=0

Daher gibt es eine Konstante K = K(K):

w(p;) 8_57) ji( ( +2—“> (1+ j)‘”‘). (8.59)

1=

0
Nach (8.30) ist g :z — §(|x\) Symmetrisation von u (= ¢ fallend)
und nach (8.31) p; = ¢&(27'R). Darum ist

Vo & By-i1 (0) - g(x) <ER27TR) = pjna. (8.60)

Nach Definition ist ~ w(t) = t9(log(t + ¢4))" Vit > 0.
Wir wissen, dass w(0) =0, w wachsend.

Deshalb
| 1l tog(ful + ey
Q@

:/woudxtrggC:BR(o)/ wogdx
Q Br(0)

(8 60) ,_/%
Z e ) e = BT Bad 3227l
B

p(0)=B,—j-1,(0) j=0
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-1 KZ —ei N\ gk

(8.59)
SRONED
=K iy, (B et (o4 e
kY (i () )
0<i<j<oo
(Ko S (A 2T B 2
) (Fer) () A
i=0 K =i 2a 29 927 q
< K i(ﬁjﬁm) supz < 2+]—) ) T (2
— K i>0 2% 2"(7(1 )
(K, . Ag- (24 0)F a1 t; (2+5)"
<cK — +2 Em) ~<su —n> - su — —].
\(%(K ’ gzlo) 2% 20\ 27 ; 9™
= =0 =(11)
. (8.61)

<=
Damit gilt / lul?(log(|u| 4 ¢4))*dx < cK - (1) (IT)
Q
Jetzt miissen wir beweisen, dass (/) < oo und (/) < 0.
( (I) und (II) sind Konstanten, da ¢; und A; nicht von u abhéngen, siehe

(8.55).) Wir wissen, dass
Vj>0.

(8.55) 4 J 2
i=0 i=1

) so, dass

9 1

Wir wéhlen i € N und d € (0;1
n 1\"
(t ) <1-d Yi>ip

ni T 1\" nm
Wenn m > > iy, dann %f = Qmi I 9"/ (‘7+ ) < 2mi (1—d)ym™
j=i J
2% 2%
= —<—0-d)™", wenn m>i>1 (8.62)
i m
(8.55) a 2q
Vm>ig: A, = 1+Z
Z ZO
(8.62) 2%
< - 1 _d m—1
c+ — Z( )
=19



9t . T
—m—i>0) < 1—d) =
(j=m=iz0) < c+mﬁj§;( Y=ct——
N————
=1/d
Also haben wir, dass
A, < — Vm > . 8.63
_C‘i‘mn.d m 21 (8.63)

Daraus folgt aber

A, - (2 K (8.63) 2 K 1/2 K
sup# < sup (c%jL—(ﬂ) ) =:T] < o0.
m>ig 270 m>io “a d m

AuBerdem ist klar, dass
A, - (2 "
max # =:T5 < 00,
0<m<io 2%
weil jede endliche Menge von Zahlen ein Maximum hat.
Somit gilt
A, (2 r
(I) =sup # < max{T},Tr} < occ.
m>0 2
Jetzt missen wir noch zeigen, dass (/) < oo.
Aber
ti = (24 )" =j ti = (24 L+ 0)"
(‘U) = SUb =5 Z ( n(j—i? = SUp —; %
i20 27q =i —q 12024;@0 27q

Wir schétzen a; fir ¢ > 0 ab:

-1 ¢=0 2q
Und Vi>1:
oo~ 20+ o (B 1)
i = T Z nt = Z nt
\24(1 , (=0 2 =0 ¢
Wir sehen: Vi>1 a; < — fir k<0,
ZOZOO 27a .
a; <Y CHED" iy g > 0.
=0 2a

Offensichtlich ist

(II) =supa; <oco VkeR.
i>0
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Fiir den Punkt a) fassen wir zusammen
o (8:61)
[ tutiogtiul + e ”ae < e (1) = K <o,
Q

damit hangt K’ nur von K ab.

Punkt b) ist einfacher:
Nach Definition von p; (siehe (8.31),(8.32)) haben wir

=0, Vi>1: TO+ZT "z C<1+Z M).

=117

Wir bekommen leicht:

p— (19+a)

i < C' i Vi>0

(wir benutzen dabei, dass ¥ + a < 0).
p
Sei w(t) = """ Dannist w(u,) < e’ =237 fiir cine geeignete
Konstante b > 0.

Wir wissen auflerdem: u» > 0, und g ist Symmetrisation von u. Wir be-
rechnen:

p
/eb|up(79+a) dr = /woudx trg(g);BR(O)/ wogdz
Q Q Br(0)
(8 60)
Z . ()
By—j r(0)=By—j-15(0)
/—/_
= (|Bi] = |Bipl) 22 w(pj+1)
< CZQ M2slt = ¢y "9730 K' < o0,
=0
und der Beweis ist abgeschlossen. O

8.4 Optimalitidt von Resultaten der Sitze 8.2 und 8.4

In den Séatzen 8.5 bzw. 8.6 wollen wir beweisen, dass die Abschitzungen, die
wir in Satz 8.4(a) bzw. (b) bekommen haben, optimal sind.
Resultat von Satz 8.2 ist auch optimal, was aus Satz 8.6 folgt.

Zuerst beweisen wir
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Lemma 8.5 Sei @ :=[0;1]". Sei auch p,\,¥,a fiziert,
1<p<A<n, «0€(—o0;+00) und %:%_

Weiter sei ¢ : Rsg — Rso  konvez, ¢(0) =0, ¢

> =

—~

£) ~ tP[log(t + 2)]°.

Dann gibt es eine Konstante Ko > 0 und eine Folge von Funktionen {u;};en,
fiir die gilt:

Vi:u € CSO(Q), u; > 0,
R

BR(zo) |
a(4+%)

n—>\

Tog B’ VR <1/2V xoVi und gleichzeitig

dr — oo fiir i — oo

/ (g log (u; + 2)]
Q

fir jede Funktion w :Rsg— Rsg mit lim w(t) = oco.

t—o0

Beweis:
Wir wéhlen G CC @ = [0;1]™ mit

Gl =1/2
sowie v € Cg°(R"™) mit
trg(v) CQ, VexeR": v(x) >0 und VzeG:v(x)=1.

Seien .
Do it e D1 8.64
J— nTATI T Jj |10g2 Dj|19/p+a/p‘ ( : )
Sei B=(7,...,Y;j)—Multiindex und VjeN:
A==€ 0, P~ 1V} (865)
Fir 6=,y 7):
1 - 8.66
vpi= (3. 3), We=ap+[0;27]" (8.66)
Man hat dann
Vit Q= Wa VBAEA, B Wan Wyl =o0.
ﬁEA]‘
Sei auflerdem
jo>1 so gewihlt, dass Vj>jo:D; <277 (8.67)
(solche jo existieren, da immer (8.64)= D; = 0(277) ).
Fir j > jo (siehe (8.67) ) definieren wir wu; € C5°(Q)
eWg
VBeA;, yel0;277]": wi(rs+y) =Ty (Di) . (8.68)
J



Es gilt dann wegen (8.67):
Vjzgo: vy € Cr(Q)
da trg(v) C Q, wve CPR").

Fiir die u; miissen wir beweisen:

Rn—A
<1/2: Ndz < Kg——— I
[VR_ / /BR(JJO)(b(‘VUJDdx_ 0|1OgR|19] )

fir eine Konstante K.
Dafiir geniigt es aber zu zeigen, dass Vu;, 7 > jo, Vi > 1:

vV Wiirfel W, 5 € A;, @ > 1 (siehe (8.66) ) gilt : i
fW (|Vu|)dr < Kit— |19, hier r=27" (I1)

\log
Denn man kann leicht sehen, dass (/1) = (I) fiir geeignetes K.

Sei a := max |Vu(x)|.
z€Q

Beweisen wir (II). Zuerst schitzen wir fW (|IVu;|)dx fir v € A; ab.
Nach (8.68),

W, A trg()] © a, + 05 D]
Daher gilt Vv € A;:

(8.68)
VuNdr =2 :
[ e S om0 (5)]) o
< Dj max ( |Vo(z ) = Dj¢ (a—)
ze[0:1]"

(8.64) 7/\/p
= Dn(b
( | 1Og2 D. |oz/p+19/p>

n/\ n/\

< 07+C4D < Cj
|log2D|

Wir haben dabei benutzt, dass 0 < D; < 1/2 und dass
o(t) < CitP[log,y(t + 2)]* + Co.

| 10%2 D; |

Also,
D=

~

(8.69)
Weiter gilt fir 7 > jo:

8.64),(8.67) = | D; <279 und D; = 2" wxI jass j? c-27b j? 2-Bi |
J J J
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wenn B > 0 grofl genug ist. Wir haben
j < 1og, Dj| < Bj. (8.70)
Wir sehen, dass fiir j > jo :
Dp men g ]

A —— =_.27,
| log, Dj|19 N cj?

@)

Daher folgt Vj > jo:

n—A>\

D; s.0. :
= < < -27M .
Vy el / o(|Vu;l) dx C|1og2D 7 C-2 (8.71)

Nun wollen wir weiter (II) im Fall j > jo beweisen
(dabei miissen wir j, eventuell vergrofiern).
Es gibt drei mogliche Falle fir ¢ 1 <1 < 3, D; < 27 < 277 und
27" < Dy
Fall1: 1<¢< 7.
Dann besteht jeder Wiirfel Wpg, 5 € A; aus 27=9)  Wiirfeln W,, v €A,
(siche (8.66)) und

(8.71)

VyeA: | o(|Vylde < C-27.
Wy
Daher ist
VBEA;: o(|Vu,|)de < 2"0=0 . C.27 = C .27, (8.72)
Ws
Weiter gilt fiir eine Konstante ¢ :
vro s m<d " (da A>0)
rel0;=]: r (— a :
12 ~ |logyr|”
Folglich, wenn r = 27% B € A;:
n—)\
o(|Vu d:c < Cr <007.
W, (‘ ]D ‘10g27"|19

Fall 2: D; <27 <27
Wegen “270 <2797 : V@eNA;: Ws liegt in einem W,, v € A;, darum
ss0) ., D~

C—————.
| log, D;?
(8.73)

Ve Iyel;: . ¢(\Vuj\)d:c§/w o(|Vu,|)d
B v
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Esgilt: D; <27'=:r
Wir wissen, 7 > 1. Das heifit, r=2"%<1/2.
Dann gibt es eine Konstante ¢, fiir die

D, DE S o e Y e A
> > = u;|)dx .
| log, | log, D;” C Jw, ’
n—>\
=VpEeA: &(|Vu;Nde < C——, r=27"
W (| JD |10g T‘ﬁ

Fall 3: r=2"°%< D;.

Wie frither, ist a = max |Vu| gesetzt. Wir berechnen:
S

: T; m—2— s
max | V| 9 max T;V v (%) ‘ = FJ max |Vo(z)| (.59 7 ¢ :
z€Q y J iz Dj |10g2 Dj|19/17+04/p

Aus Bedingungen dieses Satzes folgt ¢(t) < C1tP[logy(t + 2)]* + Cs.
Daraus folgern wir
Oy D;<1/2 C
\Y 4+ < . 8.74
2oVl = Do, D Y = Diegpyr O
Weiter berticksichtigen wir fiir gentigend grofles jo  (eventuell miissen wir 7jy
vergroBern), dass

. (867) . .
M logy t[” fiir ¢t € (0;277°] wichst und D; < 279 <270 Vj > j,.

Folglich gilt fiix  j > jo, r=2"<D;:
| log, r|” < D?|log, D;|”. (8.75)

Dann hat man fiir » =27% € A;:

—=rn

o(Vudr < Wi maxo(Vu(@)) < C
wde < -max wi(x < Pt
W J A T J DJ/\| 10g2 Dj|19
®7) C A
7"’\‘ lngr‘ﬁ B |10g27“\'9'

Wir halten fest: wenn r =27, 8 € A, :
= A

¢(IVu,|)de < Cm——ms

W | log, 7|
Folglich kénnen wir eine Konstante K so wihlen, dass in allen drei Fallen gilt:

n/\

o(IVuyl)dr < K

. W, wenn B €N, r=27" j>j.
5
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Damit haben wir (II) bewiesen.

GeméB den Bedingungen dieses Satzes, w :Rso— Rxo, tlim w(t) = oo.
Sei jetzt
9 a
W(t) = w(t)tflogy(t +2)]7G+5). (8.76)

Wir wollen zeigen:

/w(|u]|)d:p—>oo bei j — oo.
Q

Tatsachlich:

/Qwumdx S O IE(IEIEE

YEA;
_fW (Juj)dz ¥V vEA;

wiery = w oG

w=-2) = 2ipr /Q BT o())dy

Gl=1/2

. . 1
(v=1 aufG) > szD;/Gw(Tj)d 2V D} - S%(T5)

876)  ni o W) 9,0
L) 2Dy S T flogy(T; +2))'GF) = ().
Wegen (8.64) und p< A <mn:
T 77% 5o

J

Dabher ist
lim w(7}) = oo.

Jj—o0

Wir wissen, dass

p—A
(8.64) D" Ap
T, 8 d q= 22
7 Tlogy Dyl 1T A

Weiter folgt aus (8.70), dass |log, D;|” < Cj".
Man kann berechnen:

und



Dann folgt

- a9  qd _ —A -
Tollogy(T; + ) 5+) 2 oD P o D5 Do
[log, D, ¥ % [log; D
und somit
V4 D'i)\
Jim w(T}) =0 und T[logy (T} + 2" 1(3+5) > ¢ j; (8.77)

Daher gilt

J

[otuias > () = 290p - AL psog, 1, ¢ ot
Q

n—>\ —n
G0 (L) D5 sy 00 (T5) 2 75!
- 2 jﬂ 2 jﬂ
= gw(Tj) — oo fir j— oo.
Damit haben wir Lemma 8.5 bewiesen. O

Satz 8.5 Sei Q :=[0;1]" sowie p,\,V,« feste Konstanten mit

. ' ; 1_1_1
1<p<A<n, av€(—o0;+00). q seidefiniert durch =5
Ferner sei ¢ :Rsg — Rsq  eine konvere Funktion mit  ¢(0) =0, ¢(t) ~
tP[log(t + 2)|*.  (Folglich, der Fall “(p =1, a < 0)” ist ausgeschlossen.)
Dann gibt es zu jeder Konstante K > 0 eine Folge von Funktionen {u;};en,
fiir die gilt:

Vi:u; € CSO(Q), u; > 0,

n—A
/ o (Vs )z < K2
Br(zo)

Tog A7 VR <1/2V xzoVi wund gleichzeitig
¢ o($+%) .
w(u;)uilog(u; + 2)] dx — oo fir i— oo
Q
fir jede Funktion w :Rsg— Rso mit tlim w(t) = oo.

Beweis: Wenn K > K, aus Lemma 8.5, dann umfafit Lemma 8.5 bereits
den Satz 8.5.

Sei jetzt 0 < K < Kop. Wegen “¢ konvex, ¢(0)=0" gilt

¢<2><—wm Vi > 0. (8.78)

Nach Lemma 8.5 existiert eine Folge {v;};,en so dass

Rn—)\
Br(z0)

log R|
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und
/ w(v;) v [log(v; + 2)]q(§+%)dx — oo fir i— o0
Q

fiir jede Funktion @ : Rsg — R>o mit tlim w(t) = oo.

Sei o
K ar
. K , 19 a ~t Kt K q lOg<K—0t—|—2)
= ot wi=5eg 20 =o () () ( Totra
Dann folgt
K
[ owupas = [ o(|gva)) a
Br(so) Br(zo)  \I K0
878) K
< — o(|Vuy|) dz
Ko Br(zo)
K Rn—)\ Rn_>‘
< — K =K .
= Ky °|logR|? |log R|?

Wir berechnen:
limw(t) =00 = limw(t) = o0

t—o0 t—o0

und nach Definition von @ :

= w(u;)ulllog(u; + 2)]".
Daher gilt die Limesbeziehung

/ w(u;)ullog(u; + 2)]"dx = / w(v;)vilog(v; + 2)]%dx — oo fiir i — oco. O
Q Q

Satz 8.6 Sei ¢ :Rso— Rsg konver, ¢(0)=0, Vi#0: ¢(t) #0,
(t) ~ t[log(t + 2)]°.

(Folglich, entweder (p > 1, o € (—00; +00)) oder (p =1, a > 0).)

Sei —co<a+v<p<n.

Dann gibt es eine Kugel Bgr(0) mit R <1, fir die gilt:

VK >0 3 Funktion g € Wy"'(Bg(0)), so dass

n—p
und

Vr<1/2,2p € R": / o(|Vygl)de < K———=
By (20)NBr(0) |log R|”

Bgr(0)

fir jede Funktion w:Rso— Rso mit lim w(t) — oo.

t—o00
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Beweis: Wir betrachten eine Funktion g, die wie folgt definiert ist

p—(V+a)
9:Br(0) = Rxo, g(x) =¢(|z]), &) =K(/Int[ >
wobel ¢ so gewahlt ist, dass &(R) = 0.

— (879)

(R >0 und K werden spéter definiert). Nach Voraussetzung gilt 9+« < p,
und deshalb ist die Funktion £ fallend auf (0;1). Wir sehen:
Ky
€0 = —5=-
t|Int| >

Wir wihlen 0 < R <1 so, dass [£'| auf (0;R) fallend ist. R kann man
unabhéngig von K; wéhlen.

Wir wissen, dass die Funktion ¢ wichst. Darum lafit sich die folgende
Inklusion aus Lemma 6.1 ableiten:

(vreies [ ovahrsx )~

B.(0) |1 grl”

P
Vr<12,:p:/ o(|Vyg|)de < K— >
( / 0 B, (20) (| |) |1 gr|19

Wir bemerken: Wegen “¢ konvex, ¢(0)=0" gilt

o) (Et) —gb(t), wenn 0 < K < K.
Ko Ky

Deshalb folgt aus der Behauptung “fBr(O) o(|Vg|)dx < Koﬁ Vr<1/27,
dass Vr <1/2:

wenn K < Ko [y, 0,0 (V][9] |) do < & [, ) 6(1Vg]) do < K s,
wenn K > K : fB ) #(|Vyl) dx<Ko“ o SK‘ZZT‘%

Also miissen wir nur beweisen:

Wenn die Funktion g die folgende Form hat:

p—(a
9: Br(0) = R0, g(x) =£&(|2)), f(t) K(| Int| — ),
dann (a): 3K >0, Ky >0 mit: fB © \Vg\)dx<K0Han Vr<1/2

und (b): VK >0: fBR(O) ew(9)-97" P dx = 00
fir jede Funktion w:Rso— Rso mit hm w(t) = oo,

+9)

hierbei ist  ¢(t) < CtP[Int]* Vit > 2. ”
Beweis von (a):
a+9
Wenn  £(t) = K(| lnt| =5 _ ¢), dann
C'K C
€°(8)] = = :

Hnt|s  t/Int]5
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Wir wiahlen K > 0 so, dass
1€ (¢)| > 2 fir ¢t e (0;1/2).
Dann hat man Vt € (0;1/2):

, €’ >2 , , €'>2,>2 1
o€ = ClE@Pmg®l* < ClE@)Pn ]
CiC 1 CiC
tn i tp[Int]?

Wir berechnen

r , . r<1/2 T ¢n—p-l
o(Vehar = ¢ [ sqempea’ < o [T Sa
Br(0) 0 o |Int|

— (7 e 1 yn—p—l d
2 o [ = ()

Wenn 9 > 0, haben wir: fir 0 <r,y<1l. Darum

1 1
el = T

n—p 1 yP
do < S O — gy = Kp——
[ oVahdr < () < O [y = Kopi
weill n—p—1>—1.
Fiir 9 <0 gilt
| In(ry)|™” < C(|Inr| ™ + |Iny[ ).
Wir haben
P(IVg|)dr < (xx) <
B (0)
1 1
< Cr"P (/ y" Pl lnr\’ﬁdy +/ y" Pl 1ny|'9dy)
0 0

=" v+ < —.
r P (Cyf Inr| 2) < °|lnr|19

Beweis von (b): Nun miissen wir nur zeigen, dass fiir jedes K > 0 gilt:

P
/ e a” T gy = 00
Br(0)

fir jede Funktion w:Rsg— Rsg mit tlim w(t) = oo.
Sei ,
v(x) = K w(g(x)).
Man kann leicht sehen:
lim v(z) = oo.

z—0
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Daraus folgt:
FEs gibt eine solche Kugel B,,(0), dass v(x) >n Vx € B,,(0) und ro < R.

Folglich
/ l@)g T g / (@K 7T (lnfal|—c) 7.
B (0) Br(0)
> / @Iz =) g,
Bry (0)
7(2271 / en(— In \z\—c)dl,
Bry 0)
B 1 dr
" J B, (0) ||
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Kapitel 9

Abschitzungen fiir Funktionen u € L?(§2) mit:

Y Bialan)  sup f, ) M e < ol

In diesem Kapitel beweisen wir die Einbettung vom logarithmischen Nikolski-
Morrey-Raum in den Orlicz-Raum fiir einen Spezialfall, bei dem dim €2 = 2
und die Funktion u eine bestimmte Gestalt hat. Der allgemeine Fall eines
beschréinkten Lipschitz-Gebietes wird im néchsten Kapitel betrachtet.

Wir betrachten zunéchst den speziellen Fall:
Sei u € L*(A), und A C R? ein Winkel mit £A € (0°360°], der
Scheitelpunkt dieses Winkels sei (0;0) (siche Abbildung 9.1),

fir ein Ry >0 gelte  trgu C Bg,(0)N A (9.1)

|u(z+h)—u(x)]? K n
SUD [ oy i S gy YT S 1/2, 00 €R

und . (9.2)

mit heR? und AE:AQ(A—E)

Wir wollen beweisen, dass (9.1),(9.2) = [, [u|*[log(|u| + 2)]?~'*dz < K*,
K* = K*(K, ¢, Ro, A).

O.B.d.A. LA < 180°. (Andernfalls konnen wir den Winkel A in einige
Winkel A; mit £A; < 180° zerlegen.)
Wir wéhlen eine Basis {ej,ea} so, dass

1. A= {te; + ses|t,s € [0;00)}.

2. Wenn  Q* := {te; + ses|t,s € [0;1]}, dann trgu C @* und
rgul < 21

(0;0)

Abbildung 9.1:
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Dies ist moglich wegen (9.1).
O.B.d.A. ist uw > 0, denn wir kénnen |u(z)| statt wu(z) betrachten. Die
Ungleichung (9.2) ist damit offensichtlich immer noch giiltig. Weiter fiihren
wir eine affine Abbildung, durch die die Basis {ej,e2} in die Standardbasis
abbildet.

Also geniigt es, Folgendes zu zeigen:
Seien bzgl. der Standard-Orthonormalbasis

Q :=[0;1]", R% :=10;+00)". Dann definieren wir:

Definition 9.1 Die Menge B ist die Menge aller Funktionen u mit
we L*(R1), uw>0, trg(u)CQ wund [trg(u)] <1/2.

Unter Wiirfeln verstehen wir immer die Wiirfeln mit Kanten, die par-
allel den Koordinatenachsen sind.

Definition 9.2 Sei i € Nj.
L; ist die Menge von Wiirfeln W C Q mit Kantenlinge 27°.

Nun wollen wir beweisen

Satz 9.1 Sei ue B, sup [, . |u(m+he’;)_u(m)‘2d9€ < (iﬁ)m n=dim Q=2,
h>0,k ‘

imsbesondere  sup fQ wdx < K.
h>0,k

Dann gilt [, u*[log(u +2)]""'~*dz < K..

Beweis: Weiter setzen wir immer voraus, dass h > 0 ist. Auflerdem

beschréinken auf den Fall stetiges w € B. Der allgemeine Fall
durch Approximation beweisen kann.

Sei

(9.3)

i = 1inf{t > 0] |(u(-) > t)| <2771} fiir jedes i > 0 (9.4)

und  7; := g1 — p;. Man kann leicht sehen, dass po =0 (da u € B).
Wir miissen 7T; abschéitzen.

Sei
0 fiir u(x)< g,
ui(x) == ¢ w(x) —p fir p <u(@)< piga, (9.5)
T; fiir w(x)> fiy-

Wir betrachten ein Funktional J:
Definition 9.3 Sei W € L;, ¢:R} — R>o. Dann setzen wir

W N trg(g)|}.

Jw(g) == inf{t > o] 1(g(-) > ) N W] < y

138



L[ (9() > Jw(g)) n W] < Brogetl

Bemerkung 9.1 Daraus folgt { ) .
2 [(g(-) = Jw(g)) nW]| > el

Beweis von 1 und 2: Aus der Definition von Jy (g) folgt sofort, dass

LY6>0: [(g()> Jw(g)+)NW|< IWﬂng(g)l

= 10) > Awla) 0] =| [ U ) > o) + 8] 0w =

>0

iugl (9(-) > Jw(g) + ) nW| < Wl
>

2.V6>0: |(g9(-)> Jwlg) =) NnW|> IWﬁng(g)l
= 1(9() = Jwlg) N W] = | N (9() > Jwlg) =) NW| =

6>0

inf | (g(-) > Jw(g) — ) NW| > s

6>0 4

Aus der Definition von u; und p; folgt, dass

trg(ul) - Q)
[trgu;| <2771 <1/2.

Nach Lemma 5.3 kann man int(trgu;) mit einer Familie A; von Wiirfeln
iiberdecken, so dass

Wl,WQGAZ‘, Wl?éWQ = |W1ﬂW2|:O, (96)
VW e : EL|W| < trgu, nW] < LW

Lemma 9.1 Seien f:IR’}r —Rsy, H-<trgfNQ[ <1, f= fQ f(z)dx

und v(x) = f(z)— f. 3
Dann gilt Jo(f) < Cllvllr2@)-

Beweis: Wir berechnen zuerst f. Sei

Go = {z € Q|f(x) = 0}.

Es ist klar, dass |Gog| > 1/2 und Vz € Go: v(z) = —f.
Dann ist

- i
s = [ o> [ ez P =171 < Vbl
Q Go
Wir haben

1fllz2@) = v + Fllzz@) < Ivllzz@) + F < (1 + V2)||v]lr2(q)-

Nun betrachten wir die Menge
Gr=A{z e Qlf(z) = Jo(/f)}.
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Wir haben nach Bemerkung 9.1:

|trg f4ﬂ Q| > 2”

|G| > 3

= Cllvllzag) = /Qf2 dr > ; [z = [Jo(N) - 1Gi] = 272 [To(f)]*.

Mit anderen Worten, Jo(f) < Ciljv||r2(q)- O
Lemma 9.2 Sei. W € L;, g:R} — Ry,

" z+he
e e e

2(n—1)j/2
(j+ 1)

Beweis: Wir definieren xy € R} so, dass W = xy + 279Q).
Weiter ist

Dann gilt Jw(g) < C

f(x) = g(zg+2772), f:= /Qf(x) dxr und v(z) = f(x) — f.

Wir berechnen:

_ 2
sup/ |v(x + heg) — v(x)| ir — sup/ |f( x—l—hek f(x)? I
hi Jo h

. 2-J .
(y=zo+272) = sup/ lo(y + hek) 9 2" dy

- h
(h=2h) = 20 1Jsup/ \9y+ 1€k —9(y)? 0
hlk

2(n 1)j
(J+1)7

Nun ist aber fQ x)dr = 0, und fiir den Raum solcher Funktionen ist

1/2
(sup meQ_hek wdx) die Norm, die zu der Nikolski-Norm
h.k
||| ar1r22() dquivalent ist. Aber es ist bekannt, dass

N1/2,2(Q) SN LQ(Q)
Wir haben
1/2 (n—1)5/2
[o(a-+hex) —v() 2 2
||U||L2(Q) S CHUHNI/Q’Q(Q) S C (S}BE‘[Q A dl’) S C(]—f—l)ﬁ/z
Man kann leicht sehen, dass

Lemma9.1 9(n—1)j/2
Jw(g) = JQ(f) < CHUHL?(Q) < C(j + 1)19/2’
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und Lemma 9.2 ist bewiesen. O

Sei

2 1/e 2
£ dh |v(x + heg) — v(z)|
== dz. .
M (v) = ;/O VRS /W - v (9.7)
Aber da fol/e W =1 hat man

_ 2
Mw(v)ﬁsup/ |v(x + hey) — v(z)| .
hk Jw h

Wir definieren:

Nach (9.5),
0 fiir u(x)< g,
ui(z) = ¢ w(z) —p fir g <u(@)< piga,
T; fiir w(x)> fiy-

Es ist klar, dass
u(zx) = Zul(x) VreRyL.
i=0

Auflerdem gilt, dass

ui(x + hex) —ui(x) >0 Vi>0, wenn u(x+ hey)—u(z) >0,
und  u;(z + heg) —ui(z) <0 Vi>0, wenn wu(z+ hey)—u(z) <O0.

Wir sehen, dass |u(x + hey) — u(x)| = > |ui(x + heg) — ui(x)|.
i=0

Eine einfache Rechnung zeigt:

lu(z + hew) — u(z)]? = io iz + hew) — ui(z)]| > io lus(z + hey) — ws(2)]2.

Wir haben

2 1/e 2
£ dh |u(z + heg) — u(x)
K > = - d
> Mog(u) 5 ,;1/0 h|lnh|1+5/Q . x

o) 2 1/e 2
€ dh lu;(z + heg) — u;(z)]
> = d
= 222/0 h|1nh|1+e/Q h v
=0 k=1
= > Mo(u) =D K,
=0 =0
Also ist -
K>) K. (9.9)
1=0



Lemma 9.3 Sei W € L;, %|W| <|Wntrggl < %|W|

Dann [Jw(g)]? < C -2V (5 + 1) My (g).

Beweis: Wir definieren z € R so, dass W = zy+277Q.
Weiter sei

f(x) =g(xo+2772), f:= /Qf(x) dr und v(x) = f(z) — f.
Sei h € (0;1/e]. Dann folgt

. | Inh|>1
|In(277h)| =7+ |Inh] < (j+1)|Inh|

und

2 1/e 2
e dhy |g(z + hiex) — g(a)]
Mw(g) = 2;/0 hy|In by e /W hy du

2 2 /e 2

. . 62 dh / |f(y+ her) = WP,
r=x0+2" 7y, h1=2"7h = = 2(1 n)]d
(=20 o ) /o h[In( Q Y

2 &~ 2-7h)|1+e h
2 e
> E Z /1/ dh / ‘U(y + hek) — U(y>|22(1fn)jdy
T 24 )y hlIn(279R)|"E g h
9(1=n)j
(Jn(2-7R)|<G+1)|Inh]) > WMQ(’U).

Wir zeigen nun:

lu(y + hex) — v(y)]?
B1/2

Vhe (0:1/e]: Mo) > CE/ dy.
QNO—hey

Wir wissen: Seien t € (0;1/e), Qur:=QNE —te,. Dann folgt

e dn v(y + hey) — v(y)|?

0 h
und YV h € [0;¢] :
[u(y +tex) —v(y)|? [v(y + tex) — v(y + hey) |
/Q t1/2 dy S 2/Q t1/2 dy
tk tk
vy + hey) = v(y)[?
+2/Q 1/ dy
t,k
v(yr + (t — h)eg) — v(yy)?
PR TS AR
vy + hey) —v(y)[?
+2 /th 172 dy.
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Folglich gilt V¢ € (0;1/e]:
/‘|wy+ww—vwwyy§
Qt,k

t1/2
— — 2 —
/dh/ oy + (= h)es) = o) + [oly + hes) v
t1/2
vy + her) —v(y)?
/dh 7 dy

v e v 1/e v er)—v(y)|?
- Sll}/) fQ i | (y+tt11c/)2 W)? dy < 4f / th fQ lo(y+t kh) W)l dy < CMQ(’U).
t<l/e

Aber
/ v(x)dx = 0.
Q

1/2
Fiir den Raum solcher Funktionen ist | sup sup |, Ok Wdy)
k t<l/e

eine Norm, die dquivalent zur Nikolski-Norm |[v||yr1/4.2(¢) ist. Und

NVE(Q) = LX(Q).

Daraus folgern wir

und

Lemma 9.1

Mq)]'? > Clolyiaeg = Clivlizg = Clolf) = Clw(g).
Wir haben '
[Jw(g)]? < Cp - 2099 (5 + 1) My (g).

Der Beweis von Lemma 9.3 ist damit abgeschlossen. a

Wegen der Definition von p; und w; (siehe (9.4),(9.5) ) gilt
trgu;| <2777

Darum gilt fiir die Menge A; von Wiirfeln, die int(trgw;) iiberdeckt und in
(9.6) definiert ist:

VIV e 2771 > ftrgu;| > [trgu; N W] > 27" LW
= |[W| <2,

Andererseits ist
Wi <1=2"
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Die Kantenlinge von W ist {/[W| < min{1,2'~¥/"} und wir haben:
Aus “W e Az N ﬁj” fOlgt 7> max{(]; 1 _ 1}
n

Also
VW eANL;j: j+1>max{l,i/n}>c(i+1).

Weiter wollen wir solche R,; betrachten, fiir die

KR;(i + 1)1 R, ™"
(D)™ o R" (9.10)
271 (i4 1)
Wir berechnen: y
K 27t "
R=————+— ) 9.11
(5 o) 11
Sei jetzt W e A;NL;, 277 >R,;. Dann haben wir nach Lemma 9.2
27I>R,,
2= 1= jiazeitn R
[Jw (u)]* < o) d (9.12)

(j+1)? = Ol(H—l)ﬁ'

Wir haben dabei benutzt, dass 1—n <0, 9 > 0. Nun wollen wir beweisen,
dass

1—-n
(1+1)?
fiir eine Konstante K, die von K, aber nicht von der Funktion u abhingt.
_ 1—-n
Annahme: T? > K(lii—l)ﬁ fiir ein 7 > 0.

Wir werden K im Folgenden festlegen.

Die erste Voraussetzung ist: K > C; mit C; aus (9.12).
Dann gilt fiir jedes W € A;NL; mit 279 > R; :

_ R R (912
7> K—— > C;— > [Jw(w))
P> R 2 Oy 2 Ul
Wir haben
T; > Jw(u;) fir jedes W € A; mit Kantenlinge > R;. (9.13)

AN:={W e A;| Jw(uw;) <T;} und

Nach Definition von Al: W e Al =T, > Jy(u)

A; besteht aus zwei Teilen

Bemerkung 9.1 |trgul N W|
< —_—

= [ (u(-) 2 T) N W[ < | (wi(-) > Jw(ui) ) VW] 1
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Dann ist

trg u; 27t
S () > ynw| € el
4 8
WeA,
und A
(94) 270
an >T) W] L (s > Tl = I(w > pen)| > -

In (+) benutzen wir (9.3), und zwar (9.3) = [uist stetig] =

[u; sind stetig] = [ U W Dint(trgu;) D {zx € Q — IQ|u;(x) > 0}].
WeA;

Wir bekommen

> () 2 T)nWl= 3 [(w() = T)nWl= 3 [(u() = T)nW| = %

Wen/ WEA, WeA!,
= Z [trg u; 24.
- 8
WeAN]
Zum Schlufl
(9.6)
Z Wi > 2 Z |trg u; (9.14)
WeAY WeA}
Wir bezeichnen die Kantenldnge von W durch R(W). Dann
VW eAl: R(W) <R, (9.15)

denn [W € A” und R(W) > R;] &2

Sei 7:=1+4¢. Die Funktion

o(t) = t[ln <% + c4>]T

wéchst auf (0;+o0) fiir eine geeignete Konstante ¢4 > 1, denn

(1) = [ln <% +C4>}T—1 (ln <% —0—04) 1 —Ij—c4t> >0 Vt>0,

wenn Incy > 7.
Die Funktion

T, > Jw(u)] = W & AL,

b(t) = t[ log, (% + c4>]T — ¢ $(t)2)

wachst auch.

: 9.15
Sei WeAlNL;. Wir wissen, dass 277 = R(W) ( < ) R;. Deshalb

27+ 1)7 < 0(2) < 0(R) = Ri[logy (i +0) | < CRu 1)
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) 14e\ 1/n <1
hierbei folgt (%) aus: & ) (%@#) < C -2
Auch '

WeANNL = [\W\ —2 " und  Jw(uw)>T; .

Wir haben
Lemma9.3 (2*]’)’"‘*1

27j<R¢
G w (W) > O 7 2 O 17

(j+1 R;(i+1)1+e

My (u;)
Daraus folgt

K = Mo(w) = > Mw(u) > > Mw(u)
WeA; WeA!
T? 014 C (. T?
i CW;,,W'(( +1)”€R@-) - 4( (i + >1+€R)

G

Dies steht im Widerspruch zu unserer Annahme, wenn wir die Konstante K >
Co K gewihlt haben.
l—n

Also war unsere Annahme falsch, und T2 < KR Ty

(i+
0.11 i 1/n
Hierbei ist R, ©LV <%(H12)W> .

_ -1 _ (K, 21t 1/2
Wir berechnen fiir den Fall “n = 2”: T? < K R; K (K W)

iy i+ 1)
( )1/4
:>T<C( 1)19 — Vi>0.
v+
9—1-—
Sei jetzt ¢q:=4, k:= Ts Dann haben wir
K; —i/2) oi\1/4
Bi 4 2-i/2) 9
ﬂgc((K , )?) Vi > 0. (9.16)
(i+ 1)~

Die weiteren Berechnungen gehen fast wie in Satz 8.4:

2i/q J

t; = G Vi>0, Aj=>t; Vji>0. (9.17)
=0
Dann - -
N AT B S\ Ve
p=y T, < C (?%2—@/2) t; Vj>0. (9.18)
=0 1=0
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Wir definieren die Funktion w : R>y — R>( so:
w(t) := tlog(t + c4)]*", (9.19)

wobei man die Konstante ¢4 > 1 so wahlen muss, dass die Funktion w
wachsend ist (nicht vergessen: x kann negativ sein!)

Fiir den Beweis von Satz 9.1 ist das genug zu zeigen, dass wi(u) de < C*
fiir eine Konstante C*.

Wir wissen, dass t; = (Z.%:/Sm 0< % < 1. Es ist nicht schwer zu sehen,
dass
22q J 2 1/q Y
) S t; <(j+1)-27%. sup t;.
(J+1)" Z ( ) U+ 0<ics

1=

Darum gilt fiir ¢4 > 1:

K, 1/q
A(j+1) <log <CZ< +27 Z/2) ti+c4> <B(j+1) Vji>0 (9.20)

fiir geeignete positive Konstanten A >0, B > 0.
Die diskrete Variante der Hélder—UngleiChung gibt

! 1o\ a1 9.17) o 4
V(ai)icora.. (Z|ai\q'tiq) Zmz (Zt) 10 A1 g,

=0 =0 =0
Wenn  a; := (5 +277/2)¢; ist, haben wir:

J K. . 1/q g J K. A
(Z (? + 2—2/2> tl-) <Ay (? + 2‘“) ti. (9.21)

i=0 i=0
Sei D :=max{A%, B%"} (siehe (9.20) ). Die Funktion w wéchst, darum

(9.18) (K, o\ Ve
w(pjr1) < w (CZ (? + 21/2) ti
C

(9.21),(9.20)

Kurz gesagt, fiir geeignete Konstante K gilt
'K
-1 7 —1/2 . K -
wipie) KA (? + 27 ) L+ 1™ vj>0. (9.22)

1=0
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Weiter wollen wir ein solches R > 0 und eine Funktion ¢ betrachten, dass

g: BR(O) - RZOa |BR| = 1/2a
g(x) =&(|x]) die Symmetrisation von wu ist.!

Die Definition von p; und der Funktion ¢ zeigt, dass
p;=E@279"R) und ¢ fallend.
Darum gilt
V2 € Byimp(0) = By-Ganmg(0) 1 g(z) < pjyr (da |z >27UTVR),
Wir haben

/Qw(u(x))dx _
_ /BR(O) ) de < Z/ w(yer) dr

5—i/ng(0)=By—(j4+1)/n (0)

1 ] (9.22) A
= §|BR|ZQ_]W(,U«]‘+1 < K ZQ TNT 12 (— +2—Z/2) ti(j+1)"
=0
SOM IR C S ”2)tz-<j+1>w
0<i<j<oo

. AGHDN\TY o (G+1)F
= CZ (— + 27 /2> Z ( j - ) . > . e
AU+ N\t (D)
m/2 4 i
< CZ (— + 27 / ) (sup o7 > sSup —7 Z 9U—97/a

£>0 120 2 =i

J/ ~~ N J/

-~

<C <1+Zm20 Q—m/2> =C1

< Cy- (Iyt- (1),

Also ist / lul?log(|u+ c4)]*dx < Cy - (1) - (I1)
Q

mit ¢=4, gr=9—-1—c¢.
Nun miissen wir nur noch beweisen, dass (I) < oo und (I1) < oo
Zeige: (I) < oo. Wir wissen:

(9.17) 21/
A; t;, t;=
Z Z + 1)

ldiese Funktion war in unserem Fall eigentlich nicht notwendig, aber wir verkleinern den Koeffizienten
¢ in der Berechnung von fQ w(u(x)) dz.
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Wir wihlen iy € N und d € (0;1) so, dass

. 2 K
21M(“F) <1-d Yi>ip

i+1
Dann
t F+2\"
Vi > g :2*M<V%) <1-d
ti—l—l 1+ 1
Folglich ist
Vm>i>ig: t; <ty - (1—d)™"

Wir haben

VYm>iy: A, =

%0
=0 =1

Dann limsup?—;l" < lim (i + é)

m—00 m—0oo

=10

m>=20 tm
Zeige: (1) < oo.
B tion= G+ 1) =) 1 (+i+1)"
i ST S D D
wenn £ <0, dann  (11) = Y 57 < oo,
Es ist klar: =0
wenn k >0, dann (1) = > (Z;Z/lg < 00,

und der Beweis von Satz 9.1 ist abgeschlossen.
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Kapitel 10

Abschitzungen fiir Funktionen u € LP(Q) mit:
V Br(xo) : sup fBR(g;O) u(z+her)—u(z) |P de < K 22 RP—A
hk

he [log R|?

Zum Schlu} wird eine allgemeine Einbettung vom logarithmischen Nikolski-
Morrey-Raum in Orlicz-Raum beweisen. Das Resultat ist insofern “allgemein”,
als die Dimension von €2 beliebig sein kann. Die einzige Voraussetzung an 2
ist “beschrénkte Lipschitz-Gebiet”. Das Ergebnis, das wir in diesem Kapitel
bekommen, ist im Sinne der Definition 1.7 nicht optimal.

Wir wollen beweisen

Behauptung 10.1 Sei Q ein beschranktes Lipschitzgebiet, u € LP(€),
heR" Q;=QN0(Q—-7h), ac(0;1), YeR und ap<A<n.

Dann haben wir:

\u(erh )|P r n
A b Jognpuey M e < Kt Vr<1/2,m €R
us
und meB ‘u‘ dr < K|f0gr‘q9 Vr < 1/2, xo € R”
(10.1)
folgt, dass Ve > 0:
1 1 1 da  14e
ul?log(|u| + 2)|*"dx < K, mit —=-——, K=-—— .
[ ulogul + 2 < Koo mit 2=2- 1, k=221

Bemerkung 10.1 O.B.d.A. ist u >0,
denn wir konnen |u(x)| statt w(z) betrachten. Man kann das leicht sehen,
weil die Ungleichungen (10.1) damit immer noch giltig sind.

Seien Q:=10;1", R} :={(21,...,2,) €R" |2, >0}.

Definition 10.1 Wir sagen, dass die Funktion u € B liegt, wenn
uwe LP(RY), uw>0, trgu)CQ und |trg(u)| < 1/2.

Wir beweisen Behauptung 10.1 in zwei Etappen:
in Satz 10.1 — fiir den Fall {Q =R?%, u € B},
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und in Satz 10.2 — fiir alle andere Falle.

‘ Alle Wiirfeln, die im Folgenden entstehen, haben achsenparallele Kanten. ‘

10.1 Beweis fiir u € B (Satz 10.1)

Definition 10.2 Mit L; bezeichnen wir die Menge von Wiirfeln W C Q
mit Kantenlinge 27¢ i > 0.
Fiir das Spétere bendtigen wir

Satz 10.1 Seien « € (0;1), pe[l;00), ¥ € (—o0;+00) und ap < A <
n.

u(z+heg)—u(z)|P 2-H)n—A
Ferner gelte u € B, hsuopk Jwee, %d < Kﬁ,
|u(z+heg)
imsbesondere  sup fQ h+dx <K.
h>0,k
Dann gilt fQ uIllog(u+ 2)]%"dz < K., wobei % = 1—1) —% g=Pa_ 128

Beweis: Weiter setzen wir immer voraus, dass h > 0 ist. Auflerdem

machen wir unseren Beweis nur fiir stetiges u € B. Das ist

ausreichend, weil man den allgemeinen Fall durch Approxi- (10.2)
mation beweisen kann.
Sei A
i = 1inf{t > 0| |(u(-) > t)| <27} fiir jedes i > 0 (10.3)

und 7T} := g1 — ;. Man kann leicht sehen, dass po =0 (da u € B).
Wir miissen T; abschéitzen.

Sei
0 fiir u(z)< py,
wi(z) = ¢ u(z) —pw fir p <u(z)< g, (10.4)
T; fiir u(x)> fiy-

Definition 10.3 Se: W € L;, ¢:R} — Rso. Dann ist
Jw(g) == 1nf{t>0’| >t)mW|<M}
L [(g() > Jwlg)) nw| < el
Bemerkung 10.2 Daraus folgt { (g() > Jw(g)) N W] > |Wm§rg(g)|
Beweis von 1 und 2: Aus der Definition von Jy (g) folgt sofort, dass
LV6>0: [(g()> Jw(g) +6)nW| < gl
= 100) > Awla) 0] =| [ Ua0) > o) +8)] 0w =

6>0

sup| (g(+) > Jwlg) +0) N W] < W irg(o)]
>
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2.V6>0: |(g9(-)> Jwlg) =) NnW|> IWﬁng(g)l
= [(9() = Jw(g)) "W[=1N(9() > Jw(g) =) N W| =

6>0

inf | (9() > Jw(g) =) NW| = W argo)l

Aus der Definition von w; und p; folgt, dass

trg(ul) C Q)
[trgus] <21 < 1/2.

Nach Lemma 5.3 kann man int(trgu;) mit einer Familie A; von Wiirfeln
iiberdecken, so dass

Wl,WQEAZ’, Wl%WQ = \WlﬂWQ|:O, (105)
YWelN W< |trgu, "W < LW '

Lemma 10.1 Seien
2-n 1 - -
f R} — R, 5 < |trg fNQ] < 3 f = / f(z)dx und v(z) = f(x)—f.
Q

Dann gilt Jo(f) < Cl|v|l1eq)-

Beweis: Wir berechnen zuerst f. Sei

Go = {z € Q|f(x) = 0}.

Es ist klar, dass |Go| > 1/2 und Vz € Go: v(z) = —f.
Dann folgt aus

1 -
1ol = / wpde > [ [oPde > 217P,
LP(Q) Q Co 2

dass B
] < 2||v]|oq)-
Wir haben

1 fllzei@) = llv + Fflle@) < Ivlle) + 1] < 1+ V2)||v]| o)

Nun betrachten wir die Menge

Gi={z € Q[f(zx) = Jo(f)}-
Die Bemerkung 10.2 liefert: |G;| > ItrgiiﬂQl > %
= Cllvling = /Q fPdez | IfPde 2 [o(HP - 1Gi] 2 27" Ja(D)
1
Mit anderen Worten, Jg(f) < Ci||v||rr(q)- O
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Lemma 10.2 Sei W € L;, g:R} — Ry,

LW < Jtrgg W] < 3W, - sup fy, bt he)ol g, < @I

A

. o\ /p—a)j
Dann gilt Jw(g) < C’m.

Beweis: Wir definieren zy € R} so, dass W = xy + 279Q).
Weiter seien

f(z):=g(xo+2772), f:= /Qf(x) dr und v(x) = f(z) — f.

Wir wissen: ‘
o(A—=n)j

(J+1>

|g Y+ hieg)
sup

—g(y)P
bk h{?® ay < K
1,

Daraus folgt
sup/ |o( x—l—hek —’U( )P Iy — sup/ |f( x—l—hek — f(x)|P I

, 2 Ihey) — |
(y =20 +2792) = / oty + 6’“) 9 g1 gy
. h P
(h=2"hy) = 207 ap]sup |g v 1;];1; 9w dy
2(A—ap)j
<
VA SIS

Aber nun ist

1/p
und fiir den Raum solcher Funktionen ist (sup ) QNO—hey %de)
hok

eine Norm, die zu der Nikolski-Norm ||v||arer(qg) &quivalent ist. Es ist bekannt,
dass NP(Q) — L*(Q).

Somit haben wir

lv(z + hey) — v(z)P  \'?
ol < Cllllyergy < € (sup [ PR =0,

2(A/p—a)j
C——F.
(J + 1)o7
Man kann leicht sehen, dass

Lemma 10.1 9(A/p—a)j
Jw(g) = Jo(f) < O||v||m<@>§0m>
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und Lemma 10.2 ist bewiesen. O

Sei

e~ (Y dh |v(x + heg) — v(x)|P
= — dx. 10.6
”kz/o B o B[ /W v e 108
Aber [Me __dh__ _ %, SO ist

0  hllnht+e
<sup/ |vx+h€k _U( )P dx

Wir definieren:

K; = Mo(us). (10.7)
Nach (10.4),
0 fiir w(x)< g,
ui(r) = ¢ w(z) —p fir p <u(e)< piga,
T; fiir w(x)> fhig-
Es ist klar, dass  w(z) = > u;(x) Va e R}. Auflerdem gilt, dass
=0
ui(x + hex) —ui(x) >0 Vi>0, wenn u(x+ hey)—u(z) >0,
und uz(x + hex) —ui(x) <0 Vi> 0 wenn  u(x + hey) — u(z) < 0.

Wir sehen, dass  |u(z + hey) — u(z)| = Z |ui(x + hex) — wi(x)].

=0

Eine einfache Rechnung zeigt:

jula + hex) —u(@)? = | 3 Juste + hew) — us(@)l| > 3wl + hew) — wi(o)lP

=0 i=0

Wir haben

e~ [Y¢  dh lu(z + hey) — u(x)|P
> = d
Koz Mot =23 [ e [ .

£ e~ [V dh |ui(x + heg) — w;(z)|P
> e (2 (2 d
> 0 /0 h| In A1+ /Q hov v
=0 k=1
= ZMQ(Uz ZK
=0
Also ist .
K>Y K. (10.8)
i=0

Lemma 10.3 Sei W e L;, Z-|W| < |[Wntrgg| < W]
Dann gilt [Jw(g)]P < C - 200792 (5 + 1)1+ My, (g).
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Beweis: Sei zp € R so gewihlt, dass W =29+ 277Q.
Weiter seien

f(x) :=g(xo+2772), f:= /Qf(x) dr und v(x) = f(z) - f

wie zuvor definiert. Sei h € (0;1/e]. Dann schitzen wir ab:

. |Inh|>1
[m(277R)| =7+ [Inh| < (G+1)|Inhl

und
Exm (Ve dly lg(x + hiey) — g(o)]P
= - d
MW(Q) nkZ/ h1|lnh1|1+5 hap X
T =9+ 27jy7 _ E i /2'7/6 dh / |f(y + hek) B f(y)|p2(apfn)jd
hy = 2-9h w2 Jo  RmEIR)E how Y
£ [Ue dh [v(y + hey) —v(y)[? '
s & / 9lap—n)j 4
e
S.0. Q(O‘p n)j |U y+ hek - U( )|
>
) / A ), t
Q(ap n)j
Zeige:

h —
MQ(U) Z Cz—: sup / ‘ (y+ ek)/Q U( )‘ dy
he(0;1/e] J QNQ—hey, hep

Seien t € (0;1/e], Qi :=QNQ —tex. Wir haben:

¢ v —|—he —o(y
MQ(mzc/ hlap/2/|y Dol

0

Und Vh e (0;¢):
— — p
/ [vly +tew) —v@)P ) - 0/ [vly +ter) —vly +he) )

top/2 tap/2

+C/‘|<y+mw—v<ndy
Qt,k

tap/2

[o(y1 + (t — h)e) — v(y1)]?
tap/2 dyl

+C/‘|<y+mw—v<ndy

(y1 =y + hey) <

tap/2
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Folglich gilt Vt € (0;1/¢] :
JRLCEEN
t,k

top/2

S%{Awh/WMy+@—hkw—U@W%ﬂwy+h%%—wa®

top/2

t
vy + hex) —v(y)”
§20/ dh g Trap)? dy

vy + tex) — v(y)l” e Iv (y + tex) —v(y)l”
< CiMg(v)
Aber
/ v(x)dx = 0.
Q
1/p
Fiir den Raum solcher Funktionen ist sup sup |, Qur W#v(ydy

k t<l/e
eine zur  ||v||ya/2p(g) Aquivalente Norm. Schliesslich ist die Einbettung

Ne/2P(Q) «— LP(Q) bekannt.
Wir sammeln alle Resultate:
9(ap—n)j

My (g) > W

Mg(v), und

Lemma 10.1

(Mo@)]V? > Cllvllyarzaig) = Clivllng = Co(f) = Cw(g).

Wir haben ‘
[Jw ()P < Cy - 202P (i + 1)IF9) My (g).

Der Beweis von Lemma 10.3 ist damit abgeschlossen. a

Wegen der Definition von p; und w; (siehe (10.3),(10.4) ) gilt
trgu| <2777
Deshalb folgt fir die Wiirfelmenge A;, die int(trgu;) iiberdeckt (s. (10.5)):

VW e 2771 > trgu;| > [trgu; N W[ > 27" W]
= |[W| < 2"

Andererseits ist |W]| < 1.
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Die Kantenlinge von W ist {/[W| < min{1,2'~¥/"} und wir haben:
Aus “W e Az N ﬁj” fOlgt 7> max{(]; 1 _ 1}
n

Also
VW eANL;j: j+1>max{l,i/n}>c(i+1). (10.9)

Weiter wollen wir solche R,; betrachten, die die Gleichung

K-ROP(; + 1)1+e RoP—
(2 7 (Z + ) _ K 7

. = 10.10
2 (e4 1) ( )
erfiillen. Daher a
K 27
R=(———~— ) 10.11
(% o) (10.1)
Sei jetzt '
WelANnL;, 27>R, (10.12)
Dann rechnen wir nach, dass
K> i 1/A
: R; 57 1 27" ,
2*(]4’1) > - > - - > 2*0(14’1) v > O
) ) (Z + 1)19+1+5 - t=
Folglich gilt
J+1<Cl+1). (10.13)
Wir sehen:
(10.9),(10.13) = c(i+1) < j+1 < C@i +1).
Unter der Bedingung (10.12) folgt daraus
g p Lemrzalo.2 C(ij)apf/\ (.7+12>;>Z}?iijrl)ﬁ o Rf‘p_’\ 10.14
U; >~ . Na >~ e N9 .
i) R R
wobei wir ap — A < 0 benutzt haben.
_ ap—A
Nun wollen wir beweisen, dass 7} < K 2—1)0 Hierbei héngt die Konstante
K von K, aber nicht von der Funktion u ab.
_ ap—2XA
Annahme: 77 > Ka—m fir ein 7 > 0.

(Wir werden K im Folgenden festlegen).

Wir wihlen K so, dass K > C; mit C; aus (10.14).
Dann gilt fiir jedes W € A;NL; mit 277 > R;:

_ RorA RO (10.14)
T > K— >C ! >
R R N (S T
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Wir haben
T; > Jw(u;) fir jedes W € A; mit Kantenlinge > R;. (10.15)

A:={W e Ay | Jw(u;) <T;} und
AN={W € A;| Jw(u;) > T;} darstellen.

Nach Definition von Al: W e Al =T, > Jy(u;)

Bemerkung 10.2

A; kann man als Vereinigung von

= [ (wi() 2 T) N W[ <[ (wil) > Jw(w)) N W] < g DIV
Dann gilt '
s.o. |trg u, 27"
S lw) > Tynw| < g il
4 8
WeA,
und
(10.3) 2—1
S () =T W L = T) = (w2 )| 2

WeA;

In (4) benutzen wir (10.2), und zwar  (10.2) = [u ist stetig] =
[u; ist stetig] = [ U W Dint(trgu;) D {x € Q — 0Q | ui(z) > O}}

WeA;
Wir bekommen
S lw() =T)nW| = > [(w() = T)nW]|
WeA? WeA;

—1

= () =T)nW| >

WeA,
= Z [trgu; N W| > 24.
- 8
WeAy
SchlieBlich ist

(10.5)
S =2 Jtrgu (10.16)
WeA! WeA!

Wir bezeichnen die Kantenldnge von W durch R(W).
Dann hat man die folgende Implikation:

(10 15)

Dieser Widerspruch zeigt, dass
WeA! = RW) <R,
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Sei 7:=1+¢. Die Funktion ¢(t):= t[ln <% +C4>]T wéchst auf (0; +00)

fiir eine geeignete Konstante ¢4 > 1, denn

H(0) = [ln (% +C4>}Tl (m <% +C4> — 1+Tc4t) >0 Vt>0,

wenn Iney > 7.

Die Funktion (t) := t[log2 <% + 04)} R ¢(t/2) wichst auch.

Sei WeA/NL;. Wir wissen, dass 277 = R(W) < R;. Deshalb gilt

SC@E+1D)7 (%)

. . r 2 T
279(j + 1)7 < (279) < ¥(R,) = R [log2 <E n qﬂ < CR,(i + 1),
hierbei folgt (x) aus:
9 K. (i 1 I+1+e\ /A ﬁgl )
ﬁ(l():ﬂ)Z(_l('l‘i‘ ) ) KS 0'2017 > 0.

Nun benutzen wir die Inklusion

WeAnL; =[IWl=2" wd Ji(w) =T,

Wir haben
M) 2 T
Uj = YR Uj
w (j + 1)tte W
Wi p 2SR Wi
> , P> Cespprr——T7".
- 2—&pj(j_|_1)1+€ ? - RZ?CP(Z'+1)1+€ g
Daraus folgt
. (10.6)
K; g Mo(u;) > Z My (u;)
WeAy
TP (10.16) ¢ /. TP
> X W () = 5 (2 e
=z TR = 1+eR P
Wenr (1 + 1)*+°R; 4 (1 + 1)+°R;
Wir sehen, dass
Ki(i + 1)"=R® (10.10) RO
7 < C! 4 — =" O K— .
P 9-i 1)y

Dies steht im Widerspruch zu unserer Annahme, wenn wir die Konstante K >
Cy K gewihlt haben.
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Also war unsere Annahme falsch, und

ap—A
TP < K R .
(1 +1)?

R, (01 (K 2 "
v K; (i + 1)0+1+e )

Man setze diesen Ausdruck fiir R; in die obige Abschitzung fir 77 und
erhalte

Hierbei ist

A—ap

K; 2 >
_ R FAK (+1)

TP< K——— =
LT i+ 1) (i4 1) ’
deshalb .
T.<C (&-2) ~ Vi>0
t—= . Lff(lJrs))‘_;‘p -
(i+1) ;
Sei jetzt

PA ( 1 1 a) da  1+¢
q:= & . K

A—ap
Dann haben wir

(G20 (Ge+2?)2)"

T, <C2——— : Vi>0. 10.17
- (t+ 1) — (1+ 1)~ - ( )
Fiir weitere Rechnungen ist es wichtig, dass 1 < ¢ < oo.
(Diese Ungleichungen folgen aus % = % —< und A >ap).
Seien ,
20 v A J v
t = — ;> 0, = t; > 0. 10.18
(7/ + 1)5 t= J ; J ( )
Dann ist
j—1 j—1 1/q
(10.17) K ,
_ . 2 9-if2 . ;
,u]—;TZ < C;<K+2 ) t;, Vj>0. (10.19)

Wir definieren die Funktion w : Ry — Rxq
w(t) := t1log(t + c4)]%", (10.20)

wobei man die Konstante ¢4 > 1 so wahlen muss, dass die Funktion w
wachsend ist (nicht vergessen: x kann negativ sein!)
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Fiir den Beweis von Satz 10.1 geniigt es zu zeigen, dass fQ w(u)de < C* fir
eine Konstante C*. ,
Wir wissen, dass t; = 21/ 0< % < 1. Es ist nicht schwer zu sehen,

G+1)~°
dass

£+ J 1/q
22q K, A
: < L2} < (G4+1)-2Y9 . sup ¢
(J+ 1) _;(K ) U+ 0<ie;

Deswegen gilt fiir ¢4 > 1:

J 1/q
K
1=0

fiir geeignete positive Konstanten A > 0, B > 0.
Fir 1 < g < oo gilt eine diskrete Analogie der Holder-Ungleichung

J 1 g=1 q J J q-1 10.18 _ J
V(ai)i=o12,. (Z lag|a - t;° ) <> lail - ( > tm) = )A? P -
=0 =0 m=0 =0

Mit a; := (% + 2*i/2) t; haben wir:

oK, oY\ (K
(Z (?ZH—Z/?) tl-) <Ay (#w—“) ti. (10.22)

=0 =0

Sei D := max{A%, B?} (siche (10.21) ). Da die Funktion w monoton
wiichst, schitzen wir w(pu;11) wie folgt ab:

(10.19) (K, A\ Va
w(pjr1) < w (Cz (f + 21/2) ti
- q
C

(10.22),(10.21) . J K;
) b (5
i=0

Kurz gesagt, fiir geeignete Konstante K gilt

J
K; : : 4
wpj) KA (? + 2—1/2) ti(j+ 1) Vj>0. (10.23)

1=0

Wir betrachten die Mengen

Az:{$€Q|Mz<u§Mz+l}
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Aus Definition von p; (siehe (10.3) ) fogt

(10.3)
[Ail < [{z € Qulz) > pi}| < 277

Die Definition von A; zeigt auch, dass Vo € A; : u(z) < pig1.
So gilt

/Qw(u(x))dx:
= ;iO/Aj w(u(z Z w(Hj+1)

§=0
c
1 , 10 23) K,
<3 D 27w(pi) < ZQ N Z (— + 2‘1/2) ti(j + 1)
Jj=0 =0
) ERIVEI LS w) i+
0<i<j<oo
AGHDNT 0 G+ D"
_ /2 7 7
o CZ ( +277 ) Z ( 9i/4 ’ i/ ) 9U=/a
Jj=t
A0+ 1)\ i o= (4 1)
- m/2 £ 1
< mz ( +27 ) (Sggg ot > sg]é) o/ ; oG—0/a
~- 4 (7) ~ -
<C <1+Zm202_m/2>101 (H)
< Cy - (D) (1),
Also ist
/ |u|?[log(|u] + ¢4)]"dx < Cy - ()T - (1)
Q
: 1 _ 1 1 _ da 1+¢
mit g p N K—T_%

Nun miissen wir nur noch beweisen, dass (/) und (/) beschrankt sind.

Zeige: (I) < oo. Wir wissen:

2i/4

(1018 B
Z G

=0

Man wihle ig € N und d € (0;1) so, dass

. 2 K
9-1/4 <":[—1) <1—d Vi>ip
1
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Dann gilt fiir ¢ > g :

g (“2) <1-d.
ti—l—l Z—I—l

Folglich ist Vm >4 >ig: t; <tp-(1—d)™ . Wir haben

i0—1

Vm > i Zt+2t<c+tm21— m‘<c—i—%.

i=ig i=ig

=:C

Dann ist lim sup m < lim <i + é) = é < oo und somit

m—oo m—oo \tm
A
(I) = sup —— < occ.
m2>20 tm
Zeige: (I[)
. l K
(j+1)r L=j—i (f+i+1)% o~ (31D
([[) = sup 21/q 20—9)/a T sup (erl Z 2t/q - suP Z +214/q
i20 j=i i20 =0

Z(Z;/lg < oo fir k>0,

Es ist klar, dass (IT) = ¢ &°
> 2[% < 00 sonst.

Der Satz 10.1 ist damit bewiesen.
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10.2 Verallgemeinerung auf alle u € LP(Q)) (Satz 10.2)

Wir verallgemeinern nun Satz 10.1 auf beschranktes Lipschitzgebiet. Wie zu
Beginn des Kapitels sei

R} = {(z1,....3,) €R" |2, 2 0}, Q=[0:1]",
p€[l,o0), € (—00;+00), a€(0;1) und pa < A <n.
1

1 a — ol m

AuBlerdem wéhle man ¢ und k so, dass —-% K=5

Wir wiederholen an dieser Stelle die Formulierung des Satzes 10. 1 weil wir
daraus ein zu dem Satz dhnliches Resultat nur fiir andere Gebiete (fiir beheblge
beschrénkte Lipschitzgebiete) folgern mochten.

Zuerst seien die folgenden Funktionale eingefiihrt:

Sa(u) :=

mf{K > 0 hs%pkamBR(m) W;%dx < K\IRRRAW YR<1 ae Rn}
und
Sp(u) := [, [ul[log(|u| + 2)]*dz.

Fiir die Beschreibung der Menge B verweisen wir auf die Definition 10.1.
Satz 10.1: VK > 0 3K. > 0 mit der Eigenschaft, dass die Bediengung
[Sa(u) < K]
[Sp(u) < K.] fur ue B
impliziert.
Wir zeigen nun die folgende Behauptung:

Satz 10.2 Sei ) ein beschrdnktes Lipschitzgebiet,

h e R" und Qp =QN(Q—h), ¢ und K - wie oben. In Analogie zu den
oberen Uberlegungen fihren wir zwei Funktionale

SH(u) ==

u(z+h)—u(zx)|P n—X\ n
Sup meBR(mO) Md < K“R me VRS 3,20 €R
inf{ K>0/| hzo " )
R~ 1 n
und meBR(zO) |u( )|pd$ < K|10 R[? VR < 5, To € R
und

Sy(u) == [, |ul"log(|u| + 2)]""dx

ein.
Dann ezistiert fiir jedes K > 0 ein K. q > 0, so dass aus S}(u) < K

Sp(u) < K.q fir ue LP(2)
folgt.

Beweis: Sei Us(z) := int(Bs(z)). AuBerdem setzen wir voraus, dass u > 0
(s. Bemerkung 10.1). Zu zeigen ist:
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Fiir jedes z € Q existiert eine Umgebung Us(z) und Ki(z,K) >0 (K,

héngt von Us(z) und K ab, jedoch nicht von der Funktion w), so dass die

untengenannten Implikationen (A) und (B) gelten:

(Sru) < K19 [ve36>0: Sg‘(u(-)x%(z)(-» <Kz k)| £
[Sy(u) < K. g,

hier ist x, die charakteristische Funktion vom Gebiet G.
(B) folgt leicht aus dem Fakt, dass jede offene Uberdeckung von € eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.
Nun mochten wir die Implikation (A) beweisen.
Dazu sei die Funktion

n : 1 fir |z| <1,
¢ € C(R™;[0;1]) mit ((z) := { 0 fi ||x|| =,

eingefiihrt.
Wir definieren

r

Grrg (%) = ¢ (x ~ xo) .

Man kann leicht sehen, dass fiir v(x) := w(x)( 4 (2) gilt
Sa(v) < Gy - S5(u)

fiir eine Konstante C,, die nur von r abhéngt.
Sei z €. Man unterscheide zwei Félle z € int(2) und z € 99.
Fiir z € int(2), wéihlen wir ¢ so, dass

326(2) - Qv 0 < 1/4’ |BQ(5| < 1/27 U(ZL‘) = U(l’)g;’z(l')

Die Funktion v kann man als Funktion von der Klasse B betrachten. ! Deshalb
gilt die folgende Implikationskette:
Si(u) < K = [S.(v) < CsS(u) < Cs5K]|

Satz 10.1

5 (0000 () < Sil0) < Ka(6.K)

Wir wenden uns dem Fall z € 90 zu.

Wenn ¢ > 0 geniigend klein ist, dann existiert eine Orthonormalbasis
{e1,...,en_1,v}, V :=lin{ey,...,e,_1} und eine Lipschitz-Funktion

¥V — R, sodass fir z = (2/,2,) =2’ + x,v € Bas(2), ' €V, z,, € R gilt

T €Nz, >P). (10.24)

AuBlerdem setzen wir voraus, dass

1 1

6 <1/4, [Bys| <1/2 und Z:{i""’é’o}'

zur Erinnerung: w > 0. Das erreicht man durch eventuelles Verschieben der Standardbasis.

1

166



Man weiB, dass Si(u - (s5.) < CsSi(u) < Ky (die Abhéngigkeit K; von 0
wollen wir unterdriicken) und méchte Sj(w - (5.) berechnen.
Dazu sei u(x)(s.(x) wieder durch u(x) bezeichnet.

Wir miissen unsere Behauptung fiir dieses modifizierte u beweisen.
Seien V' und v wie zuvor definiert.
Jedes © € R"™ schreibe man als x = (', x,) =2’ +z,v, 2 €V, z,€R.
Wir fithren noch zwei weitere Bezeichnungen G und Q* ein:

G = (a7 €V, 30 > W)},
Q* = {17161 + ...+ Th16n1 | &€ S [Oa 1]}

u : G — R sei eine Funktion mit beschréanktem Trager, fiir den

trg(u) © {(#',20)[2' € Q" € [P(@'); (') + 1]} und |trgu] < 1/2
gilt (verkleinere § > 0, falls notig).
Schlielich sei

V(2 x,) = (2, 2, + ().

U ist eine Lipschitz-Funktion.

Wenn v :R? — R und v(z) =u(¥(z)), ist es klar, dass v € B.
Wir erkldren unsere Strategie:
Zuerst beweisen wir, dass S,(v) < C'- S¥(u) (C unabhéngig von u).
Wir wissen:

Sa(v) < C-Si(u) < CK;.

Satz10.1

Und S,(v) < K; "= Sp(v) < K., was S;(u) = Sp(v) < K. nach sich zieht.
Genau das wollen wir zeigen.

Fiir den Beweis unseres Satzes brauchen wir also nur S,(v) < C- S¥(u) zu
zeigen. Mit anderen Worten: es muss bewiesen werden, dass

_ P A P
sup/ lv(x + hey) — v(x)] o < Csup/ |u(z + he;) — u(x)| s
h,zo J Bg(z0)NR her hiiy J Br(y)NGh,; her

n
+

VR e (0;1/2)und Vk =1,...,n gilt, wobeil G := G N (G — hey), h > 0.

Man betrachte zuerst den einfacheren Fall £ = n. Dank ’8\;—?) = 1 folgt mit
der Substitutionsregel
he,) — P
Sup/ [v(@ + hen) —v(@)l
hyzo J By (zo)nRY her
v hen) — u(W¥ P
— () + hew) —uW
h:wo J Br(zo)R™N(R™ —hen ) her
he,) — P
:sup/ |u(z + he,) — u(x)| i,
hzo J (B (0)NGn hep
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Wir haben R} — he, D R verwendet.

Weil die Funktion W eine Lipschitz-Funktion ist, konnen wir W(Bg(xg))
mit N Kugeln Bg(y1),..., Br(yny) iiberdecken, dabei hangt N nur von der
Funktion W ab. Also gilt

_ p ) p
sup/ lv(x + he,;) v(x)] o < Nsup/ lu(z + hef u(z)| .
h,xo J Bp(xzo)NR’} hev hyisy J Br(y)NGh,i her

Sei nun k # n. Wir definieren

Mg s [2) V)

z,yeV |$ — |

9

um die Differenzenquotienten von ¢ wie folgt abzuschétzen:

Mh

[9(y + he) = d(y)l < =~

Nach wie vor wird jedes = € R" als z = (2/,x,) = 2'4z,v, 2/ €V, z,€R
geschrieben. Zur Abkiirzung unserer Formeln fithren wir noch einige weitere
Bezeichnungen ein:

() z + Y(2')en,

L(z) = x+ (Mh+y(x))en,

L(x) = x+hey+ (Mh+y(a))e,,
Ii(z) x + hey + (2" + hey)ey,

fiir ein festes h.
AuBerdem sei Bjy(xg) := Br(xo) N RY, Tgr(xo) := Y(Br(x)) NG.
Wir haben

/ lv(y + hey) — v(y)lpdy _ / lu(¥(y + hey)) — U(\I’(y))\pdy
By (wo) hep Bl (o) hep

L[ )y,
Bf(wo)

herp
Mit einer Nulladdition ist der letzte Ausdruck < C(J; + Jo + J3), wobei

_ u(la(y)) = ulls(y))|"
Jl = /BR(:EO) dy

hep
. [u(Is(y)) — u(L(y))|P

B /BR(zo> her W
. lu(Ix(y)) — u(Li(y)) |

B /BR(zo> hee w

168



Zuerst sei die Summe J 4+ J3 behandelt: Die Substitution = := I (y) bzw.
x = I(y) liefert

_ [u(l2(y) + hey) — u(lz(y))
h= /Bﬁa(m) W

hew

h _ P
Tr(zo)+Mhen

how

1 Mhe,) —u(l p
o [ b)) —hr,,
BR(xo)

_ p
_ Map/ lu(x + Mhe,) — u(z)| de.
Tr(zo)

(MPh)er

Nach dem schon angewendeten Schema wird Tg(zy) mit N Kugeln
Br(y1), - .., Br(yn) iberdeckt ( N = N(V) ), man sieht, dass

hes) — ()P
Tyt Js < N(Jsup/ [ue + he:) —u@)” |
Br(y)NGh i

hiiyy hep

Dann wird der schwierigere Term J; abgeschétzt.

yther) I [u(at(Mht(’ —her) —g(z))en)—u(@)|?
hor Tr (J}O +h6k) hop

u —u P =V (y+he
J, = fB%(mO)\ (I3(y)—u(la(y))| dy ytheg .,

folglich ist

hew

mit A:V =R, A(2) = Mh+ (2" — hey) — (2').

Sei U - die Orthogonalprojektion von Tg(z + heg) auf V| jeden Punkt
von R" bezeichnen wir durch (2/,x,). Die Funktionen f;, fo werden so
definiert, dass Tg(zo + hex) = { (2, 2,) | 2" € U, x, € [f1(2'); fa(2')] }.

A(a")en) — u()]?
le/ [u(z + Alen) = w(@)l” ) (10.25)
TR({L‘Q+h€k)

Ep = {(«/,x, + A()) | (', ) € Tr(xo + hey)} (10.26)
= diam Er < CR. '
Wir setzen
he;) — P
K(R) := sup/ et heg) — viz) dz. (10.27)
hyi,xo J Gy, ;NBR(z0) hev

Wegen |a+b|P < C(|alP + |b|P) kénnen wir J; wie folgt nach oben abschétzen:

Jl (10:25) fU fz(il?/) |u($/,$n+A(x/))7u(x/7x")|pdl‘n de‘/

P URE) e s A ) (o P 0 1) e )P
2(2") |u(a' ,xn+A@))—u(@ ,zn+t(x")|P+|u(z zn+t(z"))—ulz’ ,zn
< C [y da fi(a") hee dn,

wenn t(s) € [0; A(s)] VseU.
(10.28)
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Bemerkung 10.3 V' € V : A(a') € [ Mh; $Mh).

Beweis: M := 2 sup @YWl ynq A(z/) = Mh + (2’ — hey) — ().

lz—yl|
z,yeV
Mit den Bezeichnungen
F = i/Jgh ds/ d?[f’ /fQ(m/) |U(ZL‘/,ZL‘n —f-A(ZL’/)) —u(x’,xn —f-A(ZL’/) — S)|pd1;
1 - Mh » ho‘p n;
2 Mh Fa(") lu(z!, xp + 1) — (', z,) P
ry, = 3Mh/ dT/de‘/ o dz,,
fi(z’)
folgt:
Yn=2n+A(z')—s , , (10.26),(10.27)
0T g el gy, T 0 g (n)
0<s< M p fmsen
r e ke el gyt gy, S O K (R
‘= 0<f1<1£)1ﬂthR (zo+hey) hep LaTn = ( )

Wir substituieren ¢(z') := A(z’') —s in (10.28), integrieren die beiden Teile
der so entstandenen Ungleichung beziiglich s, s € [0; %h] und dividieren
durch MT}‘ Man bekommt

Jl < C(Aj Mh/2d fU dx’' ffz ) ) Ju(2’ zn+A(x")) hqi(:’,g;n—l—A(z/)_s)‘den_i_

2 Mh/2d fde fg(a: _

) Ju(x! anrA(:v) s) u(z’ ;) _
% Jo dxn)

')

Mh/2 fa(z’) Alx / 2
e A e ]
-5

s

Nun muss D abgeschétzt werden: Dafiir ersetzen wir A(2’)—s durch 7. 7 liegt
im Intervall [0; 2£h], denn A(2') € [£h; 32h] und s € [0; 2£h]. AuBerdem ist

o(r,z1,..., Tn)|
)8(8,2?1 ..... zn)| L.
D. h.
N F2(") lu(z, 2 + 1) — (', z,)|P
D<—— d d - 2 dx, = 30,.
_Mh/ T/x/m gk 2, = 3T
Insgesamt haben wir
Ji = O +30) <CiK(R)
he;) — P
= (O sup/ Jute + Zo?p u() dx.
h.i,xo BR(xO)mGh,i

Damit ist der Satz bewiesen. O
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Anhang A

Hilfsbehauptung

In diesem Anhang beweisen wir im Grunde das folgende Lemma:

Wenn das Gebiet G im Wiirfel W liegt und |G| < ¢;|W], dann gilt fiir die
Oberflache (0G — 0W) die Ungleichung:

0G — OW| > ¢,|0G.

Die Konstante ¢; und ¢y, werden unten berechnen.
Dieses Lemma ist fiir die Theorie von Symmetrisation von Bedeutung.

Lemma A.1 (Weiter |...|p :=Flicheninhalt)

Es gibt positive Konstanten c¢1, co, so dass folgende Aussage gilt:

Fiir jeder n-dim Wiirfel W mit G C W gelte |G| < ¢;|W|

(eventuell ist G nicht zusammenhdngend!), wund es sei I':= JG \ OW.
Dann gilt |T'|r > ¢|0G|F.

Beweis: Sei W =[0;R]", |G| <c|W|=c¢R" Esistklar, dass
Gl A
r= (1) (A1)
&1

Wir wissen, dass |0G|r > |0B,|r mit solchen r, dass |G| = |B,|=r"|B|
(G ist hier nicht unbedingt zusammenhéngend!) Wir berechnen:

r={ ﬁ
| B

- n— n— G n771 n=1
mszm&u=W?%wr1=wlw(ﬁﬁ) _5.16)=

Wir schatzen ab

mit einer Konstante 3. Wir halten fest

8- 1GI*% < |0G|p. (A.2)
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Sei jetzt Al :=0GN (x; =0), A% :=0GN (z; = R)Vi. Dann gilt

0G| = |Tlp+ ) (|Aj]r + [ARlr)- (A.3)

=1

Wir wollen jetzt |Aj|r abschiitzen.
Sei ¢ fixiert, und m;—orthogonale Projektion auf (x; = 0).

Sei
D2 = AZO\TFZ(P)

Offensichtlich gilt A} = Dy U Dy
und der Zylinder {z +te;|lz € Do, t € [0; R]} liegt in G
= |Dolp- R< |G| = |Dolp <& Folglich,

{Dl = AZOQTFZ(F)

|G| AD 1 e=(£)" 3 a1 (A2) 1
Dylp <— < ¢|G|= = —|GI= < —|0 A4
wenn wir c¢j = (%)n wahlen.

Weiter ist klar, dass |Di|p < |T'|p, weil Dy C m;(I'). Daher
<IT|r

i —~N— (A.4) 1
[Aolp = 1D1lp +|Dslp < |Vlr + 0G| .

Analog gilt |A%|p < |T|r + 5|0G|r (alle Flichen vom W sind gleichbe-
rechtigt).

Daraus folgt |0G|p (4 T|r+ Y (JALr + |A%|F) < (20 + 1)|T|p + 3|0G|F
i=1
= 510G|p < (1+2n)|T|p

= [Tlp > ef0G]r mit ¢ = g

B

Wir beweisen jetzt ein besseres Resultat: |¢; := (E)n, Cy = m .

Wir benutzen alle Bezeichnungen aus Lemma A.1. Jedoch wiederholen wir:

|G| < 1 |[W] mit ¢; = (%)n und v = (vq,...,v,) ist &uBere Normale von

G auf T'C G, auch A} :=90GN (z;=0), AL:=0GN (x;=R)Vi

D1 = A6 N Wz(r)
und { D2 = A%)\ﬂ-z(]-—‘)

Sei 7f:Dy—T, wf(z):=x+te; mit t:=inf {s> 0|z + se; € T'}.

(hier und weiter ist 7 fixiert).

=:A;(z); A;(z) endlich f.i.

Erklidrung: wenn |I'|p < oo, dann ist die Menge A;(x) endlich fiir fast alle x € Dy
(da [, #Ai(x)dS < |U|p < oo, hier ist # M~ Kardinalitit vom M )= = (x) € I' £.ii. auf D;.
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Aber da x € D, folgt aus der Definition von Dy, dass der Basisvektor e;
duBerer Vektor vom G im Punkt 7}(z) € 0G ist

= yi(mf(z)) = (v(m(z)),e;) >0 & 7f(x) el fii. auf Dy
= |Dilp = fﬂ;(Dl) v dS < fFﬂ(w(z)ZO) |vi| dS = fm(w>o) |vil dS.

(A.
Weiter gilt [Dylp < +|0G|p, man kann dies beweisen wie in Lemma
A.1. Somit ist

; 1
|Aglr = [Dilr + [ D2|F < / [vil dS + ~|0G] . (A.5)
'n(v;>0) n

Sei, wie in Lemma A.1,
AL = 0G N (z; = R).

Wir fithren die Abbildung 7': (xy,...,2,) — (R —x1,..., R —z,) ein.
Dabei ist

T(AY) =T(0G)N (z; =0), T(P)=—v (F—ein Vektor), T(W)=W.

Wir verwenden das Resultat (A.5) fiir 7'(G) anstelle von G :
Tw)=—v

[Aglr = T(AR)|r = TOG) N (2 =0)[r < [finys0 7ildS + 110Gk
— Jroeny WilaS+ 510G (145 4 Al < [ IwildS+ 510G )
= 0Glr = IPlr + Jo S (4lr +1451) S [Tlr + 3 (i 1nldS + 101 )
|F|F+fF |z/l|dS+ |0G| r

Wir wissen,
|+ e\ 242
<L T =
n B n n

= (|| +.. o+ ) <n=|n|+.. vl < Vi

Dabher ist

1
310G1e < (9 < [P+ [ Vi dS = (14 V)ITle. = [Tlr > 9G]
I

1
2(1++/n)

' _ 1
Wir ersehen daraus, dass ¢ = ST
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Zusammenfassung

Die Arbeit befafit sich mit Verfeinerungen der Einbettungsséitze von Morrey,
Marcinkiewicz-Stampacchia und Trudinger. Es geht um die Frage, inwieweit
Morrey-Bedingungen fiir die Ableitungen eine Funktion zu besseren, als die
Sobolevschen-Ungleichungen gegeben Integrabilitdtsexponenten fiithren. Ein
klassischer Satz (Marcinkiewicz-Stampacchia) kombiniert mit spéteren Ver-
besserungen, besagt, dass eine Funktion im Lebesguesche Funktionalraum L4
liegt, sofern die Ableitung der Morrey-Bedingung

/ |VulP de < KR
Br

gilt. Hierbei ist

1/g=1/p—1/X, A>np.
Von besonderen Wichtigkeit ist auch der Grenzfall “\ = p = n”, in diesem Fall
gelten Orlicz-Raum-Inklusionen fiir etwa das Resultat von Trudinger, dass in
zweidimensionalen Fall [, e®’dr < oo ausfillt, falls [, |[Vu|>dz < co.  (Q
ist begrenzt und erfiillt innere Kegelbedingung.)

Einbettungssétze sind fiir viele Fragen bei partiellen Differentialgleichun-
gen, etwa Regularitéits-, Stabilitdts- und Kompaktheitsfragen von Bedeutung.
Daher sind weiter gehende Verfeinerungen immer niitzlich und willkommen. In
der vorliegenden Arbeit stellen wir die Frage, inwieweit Morrey-Bedingungen
mit logarithmischer Storung, also Bedingungen der Gestalt

/ |VulPde < KR" logR|™’, R<1/2
Br

zu verbesserten Einbettungen fiir die Funktion u selbst fithrt. Es gelingt uns,
hierzu optimale Einbettungen und Abschétzen zu geben. In Detail sehen die
Ergebnisse folgendermaflen aus:

Im folgenden sei 2 ein beschrianktes Gebiet mit lipschitzstetigem Rand.
Wir behandeln die Frage: Sei ¢ : Ry — R eine konvexe Funktion mit
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¢»(0) = 0. Fiir welche Funktion ¢ gilt die Inklusion

Sup fBR(zo)mQ ¢(|Vul) de < KE— VR < 1/2 und fQ o(Jul)de < K
x0

[log R[”

= [ ¥(Ju])de < Ky bei passender Auswahl Ky = K;(K)?
(A.6)
Parallel betrachten wir die Frage betrifft der “Optimalitdt” unserer Resultate.
Wir meinen damit, dass die Inklusion (A.6) gilt, aber fiir jede Funktion w :
R>o — Ry mit tlim w(t) = oo und jede Auswahl K > 0, K; > 0 solches

u € WH(Q) existiert, dass

sup fBR(mo)ﬁQ O(|Vul) do < K‘ﬁnRAlﬁ VR<1/2 und [, ¢(|u|)dz < K,
xo

aber [ ¥(|ulw(ul)) dz > K;.

Es ist klar, dass auch sehr schwach wachsende Funktionen w zugelassen sind,
z.B. w(t) =clnln(t +e) fiir ein ¢ > 0.
Zum Zwecke den kompakten Darstellung verabreden wir, dass

das Symbol “/ 7 fir “sup/ 7 steht.
Br Zo BR(:E())(_]Q

Die Dissertation besteht in etwa aus drei Teilen:

Teil 1. ¢(t) = tP. (Selbstverstiandlich p > 1.)

Den Fall “p > A” findet man bereits in der Literatur. (In diesem Fall
u € C(Q)). Drei Moglichkeiten bleiben:

a) p=A<mn. Dann
[fB Vulpde < K22 YR <1/2 wnd -, |u|pd:p<K]

Tog R|?
alu\P e < Ky fiir 9 <
o€ r < Ky fir P
= fQ ey < K, fiir 9 = p und passende a > 0, K7 > 0.

u € C(Q) fiir ¥ > p.
Bemerkung: das gilt auch fiir negative 9. AuBerdem sind diese Resultate
optimal in unserem Sinne fiir ¥ € (—o0, p|, also iiberall, wo unsere “Optima-
litdt” hat einen Sinn. Wir zeigen

den Einbettungssatz in
Satz 6.1 (Fall “9 > 07), Satz 8.4(b) (Fall “¢ < 0”),

die Optimalitét in
Satz 6.3 (Fall “9 > 07), Satz 8.6 (Fall “9 < 07).

b) p=A=mn. Dann
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[fB |Vu|™ dr < RI“’ VR<1/2 und [, |u|”d:p<K]

fge‘”“‘”ﬁldeKl firo<d<n-1
= fg eea\u\_dx < K, fiir 9 = n — 1 und passende a >0, Ky > 0.
ue C(Q) fir J>n-—1.
(Der Fall “9 < 0” hat keinen Sinn.) Diese Resultate sind optimal in unserem
Sinne fiir 9 € [0,n — 1], n >2. Wir zeigen

den Einbettungssatz in  Satz 6.2,

die Optimalitit in
Satz 6.3 (Fall “9 > 07), Satz 6.4 (Fall “9 =07).

c) p<A<n. Dann
[fBR\VudegKR"RAW VR<1/2 und [ \u\pdx<K]

= o lulllog(ju] +2)] 5 dx < K,
hier ist ¢ definiert durch % = 1—1) — %, ¥ € R beliebig. Dieses Resultat ist
optimal iiberall mit Ausnahme des Falls “(n =\, ¥ < 0)”. Wir zeigen

den Einbettungssatz in
Satz 7.2 (Fall “9 > 07), Satz 8.4(a) (Fall “0 < 07),

die Optimalitit in
Sétze 7.3 & 7.4 (Fall “9 > 07), Satz 8.5 (Fall “J < 07).

Teil 2. (¥ und « kénnen sowohl positiv als auch negativ sein.)
Wir definieren zuerst Aquivalenzrelation: Seien ¢, 1) R>p — Rsp. Dann
¢p~1, wenn IT,Coc>0 mit: Vi >T: cp(t) < o(t) < Cu(t).

Betrachten wir konvexe Funktion ¢ : R>y — R>o mit
#(0) =0 und ¢(t) ~ tP[log(t + 2)]*
(das heisst, entweder (p =1, o > 0) oder (p > 1, o € (—00, +00)).)

Wir wollen den Fall “A = n” nicht betrachten. Der Fall “p > \” ist klassisch
und wird daher nicht behandelt. Deshalb bleiben zwei Varianten:

a) p=A<n. Dann

|y 0IVul) do < K2 ¥R <1/2 und [ é((ul) do < K

s |7
o eBlul?~ ) de < K, fird+a<p
= fQ "M < K, fiir 9 + o = p und passende § > 0, K; > 0.

u € C(Q) fir ¥ + a > p.
Das Resultat ist optimal in unserem Sinne mindestens fiir ¥ + a < p.
Wir zeigen
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den Einbettungssatz in
Satz 8.2 (Fall “9 4+« >07), Satz 8.4(b) (Fall “0+ «a < 07),

die Optimalitit in Satz 8.6.
b) p<A<mn. Dann
i 0(IVul) do < K2 YR <1/2 und [, é(ul) do < K

Tog R|?
= [ lul? log(|u| +2)]7%dr < K.
Hier é = % — X> K = g + % Resultat ist optimal. Wir zeigen

den Einbettungssatz in Satz 8.4(a),

die Optimalitét in Satz 8.5.
Teil 3. Sei ap < A <mn, €(0,1), pell,0), € (—o0,+00). Dann
|u(z+heg) )|P R n
fBR(zo)ﬂQﬂ(thek) h+d < Kroerm VR<1/2,Vxo € R" Vh >0
n—X n
und fBR(l'O) |u|Pdx < KHR e VR<1/2VzoeR
K 01 1 «a _ oy 14
= [, |ullog(|u] +2)]""dx < K. mit c=p % K= T_%

fiir jedes € > 0.

Es ist ziemlich offensichtlich, dass dieses letzte Resultat nicht optimal in
unserem Sinne sein kann. Wir beweisen

Einbettungsatz in Satze 10.1 und 10.2.
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