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Zusammenfassung

Die stochastischen Integralordnungen bilden eine Klasse von partiellen Ord-
nungen auf der Menge der Verteilungen reeller Zufallsvektoren. Diese Ord-
nungen konnen jeweils mittels einer geeigneten Klasse messbarer Funktionen
charakterisiert werden. Ist F eine solche Klasse messbarer und reellwertiger
Funktionen und sind X und Y Zufallsvektoren, so definieren wir X <r Y :&
Vfe F:Ef(X) < Ef(Y) und nennen <z die von F erzeugte stochastische
Integralordnung. Ein klassisches Beispiel ist die von den Indikatorfunktionen
1(,00),t € R, erzeugte gewdhnliche stochastische Ordnung.

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit nichtparametrischen Zweistichpro-
ben-Tests zur Uberpriifung der Hypothese H : X <7 Y gegen die Alternative
K : X £ Y im Fall der Laplace-Ordnung und der Konkordanz-Ordnung. Da-
bei werden die Grenzverteilungen der vorgestellten Testgroflen bei Giiltigkeit
der Hypothese und unter Folgen von benachbarten Alternativen bestimmt. Fiir
Teilhypothesen werden Effizienzvergleiche durchgefiihrt.

Es zeigt sich, dass die Grenzverteilung der Testgroflen bei Giiltigkeit der
Hypothese sowohl fiir die Laplace-, als auch fiir die Konkordanz-Ordnung nicht
verteilungsfrei ist. Ein Bootstrapverfahren wird vorgeschlagen und das Verhal-
ten der Testgroflen unter dem Einfluss des Bootstrap untersucht. Die resultie-
renden Tests sind konsistent gegen alle Alternativen und halten asymptotisch
das vorgegebene Testniveau ein. Die theoretischen Ergebnisse werden von einer

Simulationsstudie begleitet.

Schlagworter: Laplace-Ordnung, Konkordanz-Ordnung, Zweistichproben-
Tests.



Abstract

Integral stochastic orders form an important class of partial orders on the
set of distributions of real valued random vectors. These orders can be cha-
racterized by a suitable class of real valued measurable functions. To be more
precise, given such a class F of real valued measurable functions and two real
valued random vectors X,Y, we define X <r Y :&Vfe F:Ef(X) < Ef(Y)
and call <r the integral stochastic order generated by F. A classical example
is the usual stochastic order in the univariate case generated by the class of
indicator functions 1(; o), ¢ € R.

This thesis deals with the multivariate nonparametric two-sample problem
of testing the null hypothesis H : X <z Y against the general alternative
K : X L7 Y for both the Laplace transform order and the concordance order.
Kolmogorov-Smirnov- and Cramér-von Mises-type test statistics are considered
and the limiting distributions of the test statistics under the null hypothesis
and under contiguous alternatives are obtained. For specific alternatives the
relative approximate Bahadur efficiencies are computed.

Since the limiting distributions of the test statistics are not distribution-
free under the null hypothesis a bootstrap procedure is proposed to estimate
the critical values. The resulting tests are consistent against all alternatives
and asymptotically of the preassigned level.

Numerical results are given to illustrate the theoretical results.

Keywords: Laplace transform order, concordance order, two-sample tests.
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Kapitel 1

Die Laplace-Ordnung

1.1 Einfiihrung

Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Werten in R%o = [0,00)4. Die multivariate

Laplacetransformierte Lx von X = (Xq,...,Xy) ist definiert als
d
Lx(t)=FE (e_t X) =F (H e_tiXi>
i=1
firt = (t1,...,tq) € Ré()' Die Existenz der auftretenden Erwartungswerte fiir komponen-

tenweise nicht-negative Zufallsvektoren ist dabei wegen der Beschrinktheit von e~ trivial.
Mit Hilfe der (multivariaten) Laplacetransformierten lidsst sich eine partielle Ordnung auf
der Menge der Verteilungen d-dimensionaler Zufallsvektoren mit nicht-negativen Kompo-
nenten einfithren (siehe auch [Sto83]). Wir geben die Definition dieser Ordnung sogleich
an.

Zuvor vereinbaren wir zur Vereinfachung der Notation allerdings einige Schreibweisen:
Fett gedruckte Buchstaben bezeichnen in der Folge stets Vektoren und fiir Vektoren s =
(51,...,8q) t = (t1,...,tq3) € R? setzen wir auBerdem t > 0 :& ¢ € R‘io und s < t :&
sk < tx Yk € {1,...,d}. Hat der oben genannte Zufallsvektor X die Ve;teilungsfunktion

F', so schreiben wir fiir die (multivariate) Laplacetransformierte von X auch Lp.

1.1.1. Definition. Seien X und Y Zufallsvektoren mit Werten in R%O. Dann heifit X

kleiner oder gleich Y in der (multivariaten) Laplace-Ordnung, falls
Lx(t) > Ly(t) firallet>0 (1.1.1)

gilt. Wir schreiben in diesem Fall X </ Y und verwenden synonym auch die Bezeichnung
F <, G, falls X die Verteilungsfunktion F' und Y die Verteilungsfunktion G hat.

1



2 1.1 Einfithrung

Die Definition der Laplace-Ordnung ist in der Literatur nicht einheitlich. Einige Auto-
ren fordern in (1.1.1) die umgekehrte Ungleichung, siehe z.B. [Kle83] und [Den01]. Neben
der in 1.1.1 getroffenen Definition wird sich auch die dquivalente Definition der Laplace-
Ordnung als stochastische Integralordnung als niitzlich erweisen (vergleiche auch Kapitel
A des Anhangs). Es gilt offenbar X <, Y genau dann, wenn Ef(X) < Ef(Y) fiir alle
feF, mit F:={f,te R%O} und

RY SR
ft =

!
x — —et®

ist.

Der Vergleich von Laplacetransformierten ist in vielen Bereichen der Stochastik von
Interesse, wie etwa der Warteschlangentheorie, der Zuverldssigkeitstheorie oder der Nut-
zentheorie. Eine ausfiihrliche Auflistung verschiedener Anwendungen der Laplace-Ordnung
findet sich beispielsweise in [AKJ91] oder [Den01]. Wir beschréanken uns auf ein motivie-

rendes Beispiel im eindimensionalen Fall:

1.1.2. Beispiel. Wir betrachten das Wartesystem G /M /1 mit den unabhéngigen und
identisch verteilten Zwischenankunftszeiten Ty > 0,75 > 0, ..., und den davon und un-
tereinander unabhéngigen, je mit Parameter A > 0 exponentialverteilten Bedienzeiten
S1,52,.... Es gelte E(T1) < oo. Sei weiter @ := (Q(t),t > 0), wobei die Zufallsvariable
Q(t) fir jedes t > 0 die Anzahl der Kunden im System zum Zeitpunkt ¢ angebe. Ferner
sei A, := > p_ 1T, n € N, der Zeitpunkt der Ankunft des n-ten Kunden im System.
Bekanntlich ist dann (Y;,,n € N) mit

Y, = ltlir(l)l Q(An - t)

eine homogene, irreduzible und aperiodische Markovkette, die genau dann eine stationére

Verteilung m = (7, j € Ny) besitzt, falls % < 1 ist. Genauer ist dann
mp= 1=,  jeN, (1.1.2)

also 7 eine geometrische Verteilung mit dem Parameter n € (0, 1), welcher sich als die im

Intervall (0, 1) eindeutig bestimmte Losung der Gleichung
n =L, (A1 —n))

ergibt.



1.2 Eigenschaften von <p 3

Seien nun G/M/1 und G/M/1 zwei Wartesysteme mit je derselben Bedienzeitver-
teilung, sowie verschiedenen Zwischenankunftsverteilungen mit den zugehorigen Vertei-
lungsfunktionen F' bzw. F. Die Laplace-Ordnung der Zwischenankunftszeiten ldsst dann
Riickschliisse auf die stationéiren Verteilungen zu. Aufgrund der Monotonie der Laplace-
transformierten folgt aus F <, F nimlich sofort n > 7. Existieren die entsprechenden
stationdren Verteilungen 7,7, so implizieren die Ordnung der Parameter und (1.1.2) die

stochastische Ordnung m >4 7.

1.2 Eigenschaften von <,

Bevor wir uns im Hauptteil dieser Arbeit mit statistischen Tests fiir das Testproblem der
Laplace-Ordnung befassen, wollen wir zuvor der Vollstdndigkeit halber einige grundlegende
Eigenschaften der Laplace-Ordnung angeben. Einige dieser Eigenschaften werden bei den
spateren Betrachtungen benotigt, wohingegen andere von eigensténdigem Interesse sind.

Wir orientieren uns bei den folgenden Ausfithrungen vorwiegend an den Ergebnissen
in [Sto83] und [SSO7]. Die meisten dieser Aussagen sind evident und werden hier nicht
bewiesen, in den iibrigen Fillen geben wir kurz eigene Argumente an. Die elementaren
Gegenbeispiele, die in 1.2.6 gegeben werden, sind in dieser Form in der Literatur bisher
scheinbar nicht bekannt.

Zunichst ist die Relation <, reflexiv auf der Menge der Verteilungen nicht-negativer
Zufallsvektoren und aufgrund der Endlichkeit der Erwartungswerte F (e_t/X ) fiir alle
t € RS, und alle Zufallsvariablen mit Werten in R auch transitiv. Der Eindeutigkeits-
satz f'_lir Laplacetransformierte liefert ferner die A;ltisymmetrie von <p, so dass <, in
der Tat eine (partielle) Ordnung auf der Menge der Verteilungen von komponentenweise
nicht-negativen Zufallsvektoren definiert. Viele Eigenschaften der multivariaten Laplace-
Ordnung ergeben sich aus den entsprechenden Eigenschaften der univariaten Laplace-
Ordnung. Der Grund dafiir ist die folgende Charakterisierung von <, iiber die Ordnung
eindimensionaler Zufallsvariablen, die sich - wie auch die Aussage des darauf folgenden
Lemmas - direkt anhand der Definition verifizieren lésst.

Im Folgenden seien die betrachteten Zufallsvektoren stets komponentenweise nicht-

negativ.
1.2.1. Lemma. FEs gilt

X< YedX <pdY firalleacR%,
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1.2.2. Lemma.

a) Die Laplace-Ordnung ist abgeschlossen unter Marginalbildung: Fir Zufallsvektoren X =
(X1yo 0 Xa) Y = (Vi,...,Ya) gilt

X Sﬁ Y = (Xllaasz) Sﬁ (Y;p)}/lk)
fiir alle paarweise verschiedenen iy,..., i € {1,...,d}, k=1,...,d.

b) Die Laplace-Ordnung ist abgeschlossen unter Adjunktion: Fir unabhingige Zufallsvekto-
ren X1, ..., X, und unabhingige Zufallsvektoren Y1, ..., Y, mit dim(X;) = dim(Y;) =
kieNund X; <, Y, i=1,...,n gilt

(X17X27"‘7Xn) S,C (Yia}fQ77Yn)

¢) Die Laplace-Ordnung ist abgeschlossen unter Faltungen: Fiir unabhdngige, d-dimensionale

Zufallsvektoren X1, ..., X, und unabhdingige, d-dimensionale Zufallsvektoren Y1, ..., Y,
mit X; <, Y; firallei=1,...,n gilt

Zn: X; <¢ z”: Y.
i—1 i—1
]

Die Laplace-Ordnung impliziert auflerdem im folgenden Sinne die Ordnung zwischen

den Komponenten der Erwartungswerte der betrachteten Zufallsvektoren:
1.2.3. Lemma. Fs gilt

X=(X1,..,.X0) <, Y=1,...,.Yy) = EX;) <EY),i=1,...,d,
sofern die Erwartungswerte endlich sind.

Beweis. Das vorige Lemma liefert zundchst X; <, Y;,7=1,...,d, also auch

1-Lx,(t) _ 1= Ly (1)
t - t '

Vit >0:

Die Laplacetransformierten sind auf (0, c0) beliebig oft differenzierbar, so dass

1= ‘ch' (t) _ . /
AR 0
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folgt. Mit L (t) = —E (X;e7¥X¢) und dem Satz von der majorisierten Konvergenz ergibt
sich schliellich die Behauptung. O

Ahnliche Aussagen wie in Lemma 1.2.2 c¢) erhélt man ebenfalls fiir Summen mit einer

zufiilligen Anzahl von Summanden.

1.2.4. Lemma. FEs seien M = (My,...,My),N = (Ny,...,Ng) Zufallsvektoren mit
Werten in Ng.

a) Firjedesj =1,...,d sei {Xj;}ien eine Folge von unabhdngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen. Fir jedes j = 1,...,d seien M und {X;j }ien unabhdingig und fir jedes
j=1,...,d seien N und {X;;}ien unabhdngig. Set M < N. Dann gilt

M, My Ny Ng
(ZXM,---,ZXM) <z (ZXilw--aZXid)v
i=1 i=1 i=1 =1

wobei die leere Summe gleich Null gesetzt wird.

b) Seien {X;}ien, {Yitien zwei Folgen d-dimensionaler Zufallsvektoren mit X; <, Y;
fir alle i € N. Seien N, {X;}ien, {Yi}ien unabhingig. Es bezeichne X;; bzw. Yi;, j =
1,...,d, die j-te Komponente von X; bzw. Y;. Dann gilt

Ny Ng Ny Ny
(ZXi17~~-7ZXid> <z (ZYEL---,ZYM>,
i—1 i=1 i=1 i—1

wobei die leere Summe gleich Null gesetzt wird.

Beweis.
a) Wir berechnen zunéchst fir t = (t1,...,tq) € Réo
d M;
L e ) D = F | o0 | =D 05D Xy
7=1 1=1
M;
=[[E|E | [[exp(—t;Xi)| M;
j=1 i=1
d d y
= H E (eXp(—tJle)Mi) =F H (EXU ()™
J=1 J=1
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mit s; = Ly, (t;) € (0,1], 5 = 1,...,d. Nach Voraussetzung gilt M <, N, also
E (H;l:l e_tjMJ'> > F (H;l:l e‘tiNJ) fiir alle nicht-negativen Werte ¢;, j = 1,...,d.
Insbesondere folgt mit t; = —1Ins;, j =1,...,d, dass

d

d
E([[s" ]| =E Hlsj.vf
i

j=1

gilt. Zusammen mit (1.2.1) ergibt sich daher
> i >
B o) 2 (2 i ) () i alle t20

b) Der Beweis kann dhnlich zu Teil a) gefiihrt werden.

g

Der Beweis von Lemma 1.2.4 a) zeigt, dass fiir nicht-negative ganzzahlige Zufallsvek-
toren X, Y die Ordnung beziiglich <, die entsprechende Ordnung zwischen den erzeugen-
den Funktionen impliziert. Man iiberzeugt sich leicht, dass dariiber hinaus dann ebenso

die Riickrichtung, also insgesamt

d d
X<, Y&E <Htf(> >E (Htf)
=1

i=1
fiir alle t = (t1,...,tq)" € (0,1)% zutrifft.
Wir wollen im Folgenden <, in den Kontext anderer gidngiger stochastischer Integral-
ordnungen einordnen und weisen fiir die im nachstehenden Lemma verwendeten Notatio-

nen dazu erneut auf Kapitel A des Anhangs hin.

1.2.5. Lemma. Fs gilt
0) X<aV > X<,
) X < Y = X <, Y,
) X <ir-e Y=Y <X,
d) X <Y =Y <, X.

!

Beweis.  Die Behauptungen in a) und b) folgen sofort, da die Funktionen fi(x) = —e t®
offensichtlich fiir jedes t € Réo monoton wachsend und konkav sind. Die Aussagen c) und
d) folgen aus der Tatsache, dass die Funktionen gs(x) = e V' fiir jedes t € R%o aufgrund

2 o ) .
von #axjgt(a:) >0,1,5=1,...,d, komponentenweise konvex und supermodular sind. [
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Fiir bestimmte Verteilungsfamilien gilt in Teil b) des vorherigen Lemmas auch die

umgekehrte Relation, also in diesen Fillen die Aquivalenz der beiden Ordnungen <., und

<. Sind beispielsweise X ~ Exp(\) und Y ~ Exp(u) jeweils exponentialverteilt mit den
Parametern pu, A > 0, s0 gilt X <, Y < X <;, Y (es gilt offenbar X <, YV < X > p).

Im Allgemeinen ist die Laplace-Ordnung allerdings schwicher als <;.,, wie die folgen-

den Gegenbeispiele illustrieren.

1.2.6. Beispiel (X <Y # X <;, Y). Esseien X und Y diskret verteilte Zufalls-
variablen mit P(X = 1) = P(X =3) =03, P(X =4) =04 und P(Y = 1) = 0.2,
P(Y =2)=0.3, P(Y =4) = 0.5.

a)

Mit A(t) := Lx(t) — Ly (¢) fiir t > 0 gilt
A(t) =01(et —e ) +0.3(e 3t — e,

und A(t) > 0 fiir alle ¢+ > 0 genau dann, wenn p(s) := 0.1s — 0.1s* + 0.35% — 0.352 > 0
fiir alle s € (0, 1] gilt, was zu ¢(s) := 0.1 —0.15340.352 —0.35 > 0Vs € (0, 1] dquivalent
ist. Es ist ¢(0) = 0.1 > 0, ¢(1) = 0 und ¢/(s) < 0,s € (0,1), und daher X <, Y. Die
Funktion f(z) := min(0,x — 3) ist aber offensichtlich monoton wachsend und konkav
mit Ef(X) = —0.6 > —0.7 = Ef(Y), was auf X Zc, ¥ fiihrt.

(Wir merken aulerdem an, dass ebenfalls Y &;., X gilt, denn aus Y <;., X wiirde
aufgrund von Teil b) des vorherigen Lemmas bereits Y <, X, also X = Y folgen).

Das Beispiel aus Teil a) lidsst sich etwa auf die folgende Weise verallgemeinern. Sei
U ~ R([0,1]) gleichverteilt auf [0, 1], U unabhingig von X und Y. Wir betrachten die

Zufallsvariablen

Vei=X+eU, W.:=Y+¢eU,

mit € > 0. Mit Teil a) und der Aussage in Lemma 1.2.2 ¢) ergibt sich unmittelbar
V. <g W, € > 0. Fiir die Funktion f(z) := min(0, 2z — 3) gilt dann

—0.6e71, e>2,

1
Ef(V:) = (] mint0+ 0 =9)a) P =19 =
Vo= > /Omm( ey = 3)dy | P( ) 0156 — 0.6, <2,

ke{1,3,4}
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und
1
Ef(W,) = Z </ min(0, k + ey — 3) dy) P(Y =k)
ke{1,2,4} 0
—0.55¢71, e>2,
=490.1e-0.15e"1-04, e€][1,2],
0.25¢ — 0.7, e < 1.

Insbesondere gilt Ef(V:) > Ef(W;) fiir alle € < 1 und somit insbesondere V. Z;c,, We
fir alle e < 1.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch einige Beispiele géingiger Verteilungsfa-
milien angeben, bei denen die Ordnung geeigneter Parameter Riickschliisse auf die Laplace-

Ordnung der entsprechenden Zufallsvariablen zulésst.

1.2.7. Beispiele.

a) Sei X ~ MR([a,b]) gleichverteilt auf [a,b], 0 < a < b. Dann ist

—ta tb

e —e

t(b—a) ’
und es gilt fir X ~ R([a,b]) und Y ~ %R([c, d]) die Implikation

Lx(t) = t>0,

a<ceb<d=X<,Y.

b) Sei X ~ I'(a, 8) gammaverteilt mit den Parametern a, 8 > 0. Dann ist

60{
[ t>0,

und es gilt fir X ~ I'(a, ) und Y ~ I'(y, ) die Implikation

Lx(t) =

Im Spezialfall & = v = 1 ergibt sich die entsprechende Aussage fiir die Exponential-
verteilung und im Spezialfall o = v = §,n € N, § =0 = %, folgt die entsprechende

Aussage fiir x2 - die zentrale Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

c¢) Seien X ~ Wei(a, ),Y ~ Wei(vy,d) weibullverteilt mit den Parametern «, 3,7,d > 0.
Dann besitzt X die Dichte

f(z) = afz® e P x>0,
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und es gilt die Implikation
a<l~v, EX<FEY=X<,Y.

Im Fall der Weibull-Verteilung ist die Laplacetransformierte nicht geschlossen darstell-
bar. Zum Beweis der getroffenen Aussage und ebenfalls der folgenden Aussage in Teil
d) siehe [Tay83|.

Seien X ~ LogN(u1,03),Y ~ LogN(ug,03) jeweils logarithmisch normalverteilt mit
den Parametern u1, u2 € R, 0%, 03 > 0. Dann besitzt X die Dichte

L (@R
0= e (-R) e>0

und es gilt die Implikation

01> 09, EX<EY = X <, Y.

Sei X vom Gumbel-Morgenstern-Typ mit der bivariaten Verteilungsfunktion

Fy un(x,y) = Expy () Exp,,(y) (1 +9(1 — Expy(2))(1 — Exp,(y))) ,

r,y > Ovluv)‘ > 07?9 € [_171]> EXp)\(.iU) =1- exp(—)\x), EXp,u,(y) =1- eXp(_,uy)

Dann ist
A 7 2 A 2u 7
L t) = — 49 — — t>0.
Four (5:1) )\+su+t+ <2)\+s )\—I—s) (2u+t p+t)’ nh=
Wegen 2§is — )\j\rs > 0 fiir alle s > 0 und %—ﬁ > 0fiirallet > 0ist Fy ,x <z Fp
fur ¢ > 6.
Seien Yy, Y1, ..., Yy unabhéingige Zufallsvariablen mit den Dichtefunktionen

1 ﬁk—l -y
= — v kE=0,...,d.
fYk (y) F(Q?k)y € ’ Yy > 05 k > 07 07 )

Sei X, =Yoo+ Yy, k=1,...,d. Dann ist X = (Xy,...,Xy) d-dimensional multivariat
gammaverteilt mit den Parametern 9y, ..., Y4 (siche [KBJ00], S. 454 ff.) und es gilt

-0 d

d
EX(t):<1+Ztk> [T+t  t=(a,....ta) >0
k=1

k=1

Folglich ist £x(t) monoton fallend in 9%, kK =0,...,d.
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Kapitel 2

Test auf Laplace-Ordnung

2.1 Das Testproblem und die Testgrofien

In diesem Abschnitt sollen Testverfahren zur Uberpriifung der Hypothese der Laplace-
Ordnung aufgestellt werden. Nichtparametrische Tests auf Laplace-Ordnung sind dabei
nach Wissen des Autors in der Literatur bisher nicht untersucht worden.

Eine Ausnahme bilden die scheinbar unveroffentlichten Ansétze fiir nichtparametri-
sche Tests fiir das Einstichproben-Testproblem auf Laplace-Ordnung im univariaten Fall
in [Ben07]. Dort werden Testgrofien vorgestellt, die den hier untersuchten einseitigen
Kolmogorov-Smirnov und Cramér-von Mises-Testgréfen im Eindimensionalen entsprechen
(im Cramér-von Mises Fall wird allerdings auf Gewichtsfunktionen verzichtet). Das dort
vorgestellte Bootstrapverfahren scheint fiir die vorliegende Situation und fiir den Fall der
Supremumstestgrofle im Allgemeinen allerdings unbrauchbar zu sein.

Es seien im Folgenden X,Y Zufallsvektoren mit Werten in R%O. Wir betrachten das

Zweistichproben-Testproblem
H:X<,Y Vs. K:X<£:Y, (2.1.1)
was nach Definition 1.1.1 zu
H:Vvt>0:Lx(t)—Ly(t) >0 VS. K:3t>0: Ly(t)—Lx(t) >0

dquivalent ist. Es ist daher plausibel, die TestgroBen auf dem empirischen Aquivalent des
Abstandes Ly (t)— L x (t) basieren zu lassen. Seien dazu X1, ..., X,,, m € N, unabhingige
Zufallsvektoren mit je derselben Verteilung wie X und Yi,...,Y,, n € N, unabhéngige

und von X1, ..., X, unabhingige Zufallsvektoren mit je derselben Verteilung wie Y. Wir

11
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definieren die empirische Laplacetransformierte von Xy, ..., X,, als
1 m
£ X (t) = — D exp(—t'X;),  t=(t1,....ta) €RL,
i=1

und verwenden alternativ die Notation Lx ,,(t) := Lx,, . x,,(t). In analoger Weise be-

zeichnen wir mit Ly ,,(t) := Ly, .. v, (t) die empirische Laplacetransformierte der Zufalls-

vektoren Y7,...,Y,. Ist F' die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X;, so benutzen
wir gelegentlich auch die Schreibweise L, := Lx .

Es sei ferner

mn
m-+n

Amn(t) = (Ly n(t) — Lxm(®),  mmneN.

Um zu sinnvollen Testgroflen fiir das eingangs definierte Testproblem zu gelangen, bie-

ten sich dann beispielsweise Supremums- und Integraltyp-Testgroffen an. Dabei sind im

vorliegenden Fall lediglich einseitige Abweichungen von der Hypothese zu betrachten.
Diese Uberlegungen fiihren in natiirlicher Weise auf die folgenden einseitigen Varianten

der bekannten Kolmogorov-Smirnov- und Cramér-von Mises-Testgroen. Es sei

TR = sup Apn(t) (2.1.2)
t>0
und
ToM = Af (B w(t)dt (2.1.3)

R,
) o0
:/ / A;L’n(tl,...,td)w(tl,...,td)dtl...dtd,
0 0
mit einer integrierbaren Gewichtsfunktion w : R%o — Ry und
A;r%n(t) = max(0, Ay, n(t))

als Positivteil der Funktion ¢t — A, ,(t), t € Réo. GroBle Werte von T, ,{fﬁ bzw. Tg};M
sprechen gegen die Hypothese.

Wir bemerken, dass die Wahl w = 1 im Hinblick auf die gewiinschte Endlichkeit des
Integrals ng;lM im Allgemeinen X1, ..., X,,,Y1,...,Y, > 0 f.s. n6tig macht:
Fiir d =1 und mit

1
= k=1,...,n Y, k=1,...,n
C = " , Zy, =

—L k=n+1,...,n+m Xi—n, k=n—+1,...,n+m,

m’



2.2 Asymptotik 13

k=1,...,m+ n, gilt ndmlich beispielsweise

mn m—+n
Apn(t) = /m - > crexp(—tZy).
k=1

Die Funktion ¢t — A, ,(t) ist dann stetig auf [0, co) und hat im Fall A, ,,(¢) # 0 hochstens
m + n Nullstellen (siehe [PS70], Problem 76). Bezeichnen wir mit a1 < ... < ay, N €

{1,...,m + n}, die paarweise verschiedenen und der Gréfie nach geordneten Nullstellen

von Ay, (), so ist die Testgrofie TC”M von der Form

a+1
TC’UM Z/ J mn dt+ (/ Amn dt) (214)

jel
mit einer geeigneten gewihlten Indexmenge I C {1,..., N}. Hinreichende Bedingungen
fiir die fast sichere Endlichkeit von TC”M im Fall w = 1 sind daher beispielsweise die
Momentenbedingungen E (X ) < oo, B (Y ) < 00. Damit auf Bedingungen dieser Art
an die Zufallsvektoren X71,Y; verzichtet werden kann, beschranken wir uns im Folgenden

auf Gewichtsfunktionen mit den genannten Eigenschaften.

2.2 Asymptotik

Es seien im Folgenden fiir m,n € N stets X1,..., X, Y1,...,Y, unabhingige und d-
dimensionale Zufallsvektoren mit je nicht-negativen Komponenten, wobei X1,..., X,
identisch verteilt mit der Verteilungsfunktion F' und Y7,...,Y, identisch verteilt mit

der Verteilungsfunktion G sind. Wir setzen F' und G als nicht-degeneriert voraus. Sei

e — T €10, 1] fiir m,n — oo.
Wir wollen in diesem Abschnitt das asymptotische Verhalten der Testgrofien (2.1.2)
und (2.1.3) untersuchen, die sich jeweils als Funktionen des Prozesses (A, »(t),t > 0)

ergeben. Fiir A, ,(t) erhalten wir dabei offenbar die Darstellung

,/ V(LY n(t) = Ly (8) = [ (Lxn(®) — Lx(8)

(Ly(t) — Lx(t),  Vt>0. (2.2.1)

m+n

Setzen wir

Ly a(t) = Vit (Ly a(t) — Ly (8) = v (

3

Jt(Y5) — Eft(Y1)> ;

AR

1

(2

Z fe(Xi) — Eft(X1)> ;

=1

=

L n(t) = Vil (L n(®) — Lx(8)) = Vi (
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mit fp : RY, — R, fi(z) := exp(—t'z), so sind (Ly ,(t),t > 0) und (Lx (), > 0) un-
abhéingige_und durch die Funktionenklasse H = { f;t > 0} indizierte empirische Prozesse
(vergleiche Anhang B.2.1). Wegen |f¢| < 1 fiir alle ¢ > 0 lassen sich diese empirischen
Prozesse als Abbildungen mit Werten in [*°(H) oder ZOO(]R%O) auffassen. Bekanntlich kann
es bei der Interpretation des empirischen Prozesses als Abbildung mit Werten in speziellen
Funktionenrdumen zu Messbarkeitsproblemen kommen, wie etwa das klassische Beispiel
des zur Gleichverteilung auf [0, 1] gehérenden empirischen Prozesses, interpretiert als Ab-
bildung in den Raum der cddldg-Funktionen auf [0, 1], lehrt (siehe [Bil68], Kapitel 18). Im
vorliegenden Fall konnen diese Probleme allerdings vermieden werden; ein Sachverhalt der
im néchsten Lemma verdeutlicht werden soll.
Versehen mit der iiblichen Metrik

p(s,t) = |arctan(s) — arctan(t)|, s,t € [—00, ],
arctan(—oo) := —7/2, arctan(oco) := 7/2, fassen wir dabei im Folgenden die erweiter-
ten reellen Zahlen R = [—00, oc] und auch die nicht-negativen erweiterten reellen Zahlen

R>p = [0, 00] (versehen mit der entsprechenden Einschriinkung von p auf [0, 0o]) jeweils als
kompakten metrischen Raum auf. Dann sind auch die kartesischen Produkte (Rd, pq) und
(R, pa) mit pa(s,t) == 0, p(sk, ty) fiir 8 = (s1,...,84), t = (t1,...,1q) € R', kom-
pakte metrische Rdume. Fiir die folgenden Betrachtungen dieses Abschnitts definieren wir

ferner fiir ein t = (¢1,...,tq) € @io die Menge

I(t) :={je{l,...,d} : t; = c0}. (2.2.2)

2.2.1. Lemma. Fir ein t* = ({},...,t]) € Ry \ RL, sei

Lx m(t) = li Lx m(t), Lx(t*) = li Lx(t 2.2.3
X, (") tj%oo{rjlél(t*) X, (®) x(¥) tj%mfljiél(t*) x(t) ( )
ty=t7, j¢I(t") tj=t;, j¢I(t*)

und (C(@io), I'lloc) sei der metrische Raum der stetigen Funktionen auf der kompakten
Menge @io, versehen mit der Supremumsmetrik. Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und weiter { X }xen eine Folge unabhdngiger und identisch verteilter Zufallsvektoren
mit X : (2, A) — (R%O, %(Réo)), k € N. Dann ist die Abbildung

Lxm: Q2 — C(RZy)

w (\/ﬁ (;L th(Xi(W)) - Eft(Xl(w))) e Ri“)

=1

fiir jedes m € N (A, %(C(@io))) -messbar.
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Beweis. Die Funktion t — Lx () ist stetig auf RZ,, monoton fallend in jeder Kom-
ponente und nach unten durch Null beschrénkt, so dass die Limites in (2.2.3) existieren.
Mit der getroffenen Definition der Fortsetzung auf @io sind die empirischen Laplacetrans-
formierten Ly ,, somit stetig auf Rio fiir jedes m € N. Ebenso ist Lx stetig auf Rio- Die
Abbildung L, nimmt also Werte in (C(R2,), |-loo) an. Es ist (C(RLy), ||loo) separabel,
und Lx ,,,(t) ist fir jedes feste t eine reelle Zufallsvariable. Die Behauptung folgt dann
mit [VW96], Problem 1.7.1. O

2.2.2. Bemerkung. Beiden Untersuchungen der asymptotischen Eigenschaften der zu-
vor eingefiihrten stochastischen Prozesse und den damit verbundenen Testgroflien wollen
wir im Folgenden den allgemeinen Ansatz der Hoffmann-Jgrgensen-Theorie fiir schwache
Konvergenz nicht messbarer Abbildungen verwenden (vergleiche Kapitel B des Anhangs).
Setzen wir die empirischen Prozesse wie oben beschrieben stetig auf @io fort, so zeigt
Lemma 2.2.1 allerdings, dass dieser Grad der Allgemeinheit hier im Grunde noch nicht
notig ist. Aufgrund der Borel-Messbarkeit der Abbildungen Lx ,, und Ly, kann bei den
Grenzbetrachtungen ndmlich zunéchst der gewohnliche Begriff der schwachen Konvergenz
verwendet und mit Standardmethoden der Verteilungskonvergenz stochastischer Prozes-
se argumentiert werden. Vorgreifend auf empirische Prozesse, die durch Funktionen mit
analytisch schwicheren Eigenschaften indiziert werden - wie etwa die in Abschnitt 4 be-

trachteten - machen wir aber bereits hier von der allgemeineren Theorie Gebrauch.

Um Grenzwertaussagen fiir die empirischen Prozesse L x ,, und Ly ,, zu erhalten, wol-
len wir funktionale Grenzwertsidtze benutzen. Im Hinblick auf das vorherige Lemma er-
scheint es dabei zunéchst sinnvoll, die empirischen Prozesse Lx ,, und Ly , mit der in

(2.2.3) getroffenen Definition als Prozesse auf Rio aufzufassen. Mit

d
—d
Fi=X fr: R — [0,1][t € RS, felwr,. .. 2q) = [ [ £, (2))
j=1

und
exp(—t;x), t; €R,
ftj (l’) = ’ ’
1i0y(), tj = o0,
fir z € R>o, sind dann (Lx ,,,(t),t € ﬁio) bzw. (Ly ,(t),t € @io) die durch F indizier-
ten empirischen Prozesse der Zufallsvektoren X7i,...,X,, bzw. Y7,...,Y,. Das nichste

Lemma sichert die asymptotische Straffheit dieser Prozesse.
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2.2.3. Lemma. F ist eine VC-Funktionenklasse und gleichmdflig Donsker.

Beweis. Wir betrachten die Funktionenklasse G = {g,t € R%o} mit

Rio — RZO
gt ‘= - .
x — t'x
Der Subgraph von g fiir ein festes t € RZ €0 ist die Menge {(z, s) € RéOXRZO : t'e > s}, die
offenbar das Komplement eines Halbraums in R%l beschreibt. Die Menge aller Halbridume
in R™",n € N, ist bekanntlich eine VC-Klasse (siche [VW96], S. 152) und daher G eine VC-
Funktionenklasse. Die Funktion ¢ : R>g — [0, 1], ¢(z) = exp(—=z), ist monoton und daher
ist die Klasse ¢(G), definiert durch

¢(G) == {pogst € RLy}, (¢0gt)(x) = exp Ztﬂf] ;

gemifl [VWI6], Lemma 2.6.18 (viii), ebenfalls eine VC-Funktionenklasse. Mit I(t) wie in
(2.2.2) und H := F \ ¢(G) sowie

he(x1,...,xq H 10y () exp Z tizi |, (2.2.4)

jel(t) JEI()

gilt dann H = {hg,t € R>0 \ RY 0} Offenbar gilt I(t) # 0 fiir jedes t € ﬁio \ ]R%O
Bezeichnen wir mit Z die Menge sédmtlicher nichtleerer Teilmengen der Menge {1,...,d},

erhalten wir auflerdem die Darstellung

H=|JHs Hy={heH:I{t)=J}.
JeT
Fiir jedes feste J C Z gibt es dann aber aufgrund von (2.2.4) fiir jede Funktion hy € H
eine Funktion ¢(g¢) € ¢(G) mit der Eigenschaft, dass he(x) = [[;c; L0y (25)¢(g¢) () filr
alle & € R%, zutrifft. Insbesondere hingt die Funktion g(x) = [Iics Lio3(z;) in dieser
Darstellung bei fest gewéhltem J € Z nicht mehr von t ab.

Mit [VW96], Lemma 2.6.18 (vi), folgt, dass jedes der H s, J € Z, eine VC-Funktionen-
klasse ist. Somit ergibt sich F als endliche Vereinigung von VC-Funktionenklassen, was
schliefllich die erste Behauptung des Lemmas zeigt.

Wegen |f| < 1, Satz B.2.1.5 und Satz B.2.1.3 ist F dariiber hinaus Donsker fiir jedes
zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsmafl Q. 0
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Nach diesen vorbereitenden Uberlegungen erhalten wir schlieSlich das folgende Resultat

iiber das Grenzverhalten der zugrunde liegenden empirischen Prozesse.

2.2.4. Satz. FEs sei (]L(t),t € @‘;O ein zentrierter Gaufiprozess mit Pfaden in C(@io)

und der Kovarianzfunktion
p(s,t) = Cov(L(s),L(t) = mpa(s.t) + (1 —)pr(s,t),  s.teR,
wobei fir s, t € Réo
pr(8,t) == Lr(s+t) = Lr(s)Lr(t),  pc(s;t) :=La(s+t)— Lc(s)La(t)

18t.

Dann gilt

m n —d v —d
(, [ Ly a(t) (S L () t € RZ()) N (L(t),t e Rzo) ,

ur m,n — oo.
fir m,

Beweis. Nach Lemma 2.2.3 und Satz B.2.1.3 ist (Ly ,(t)),t € RiO) eine asymptotisch
straffe Folge von Abbildungen. Offenbar ist ferner fiir jedes t € @io ft € F quadrat-
integrierbar beziiglich jedes zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsmafles und es sind
ft(Y1), ..., fe(Yy) unabhingig und identisch verteilt. Wir erhalten deshalb mit dem mehr-

dimensionalen zentralen Grenzwertsatz, dass fiir beliebige t1,...,t; € Rzo
(Ly n(t1), -, Ly n(tx)) — Ni(0,%) (2.2.5)

mit X = (o'ij)lfi,jgk’ 05 = COV(fti(n),ftj(m)) gllt Gemifl Satz B.2.1 kOI’lVQI‘gieI‘t
(Ly n(t),t € @io) gegen einen straffen Grenzprozess (Ly (t),t € Rio) mit Pfaden in

loo(ﬁio), der wegen (2.2.5) ein zentrierter Gauflprozess mit der Kovarianzfunktion

pc(s,t) == Cov(Ly(s), Ly (t))

(
/fsfth /fsdG/fth)

= / e~ 4G (x) — / e " dG(z) / eV dG(x)
Rgo R%O R%O
— La(s+1) — La(s)La(t), st R,

ist. Nach Lemma 2.2.1 kann der empirische Prozess Ly , als Zufallsvariable mit Werten in

C (@;0) aufgefasst werden. Da jede gleichméflig konvergente Folge stetiger Funktionen auf
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einem kompakten metrischen Raum einen stetigen Grenzwert besitzt, ist (C (@io), IBIS)
eine abgeschlossene Teilmenge von (loo(@io), |*]lo0)-
Satz B.1.2 und <Ly7n(t), te @io) - (Ly(t),t e Eéo) implizieren daher

1 = limsup P (Ly}n € C(@i@) <P (LY € C(ﬁgo)) ;

n—o0

so dass der Grenzprozess ebenfalls als Abbildung mit Werten in C (ﬁio) aufgefasst werden
kann.

Analog erhalten wir
—d v —d
(Lxm(®),t € REg) 5 (Lx(2),t € RY),
mit einem zentrierten Gaufiprozess Lx mit Pfaden in C' (ﬁio) und der Kovarianzfunktion
—d
pF(S,t) == COV(Lx(S),Lx(t)) = ,CF(.S + t) - ,CF(S),CF(t), S,t S RZO’
Aufgrund der Unabhéngigkeit von Lx ,,,(¢t) und Ly ,(t) folgt schlieBlich wie behauptet

[ m
L
< m+n valt

fiir m,n — oo, mit

—d
| te R>O> (L(t).t € BY),

(L(t),t € RL,) := (\ELy(t) VI rLx(t),t e @io)
und
p(s,t) := Cov(L(s),L(t)) = 7E (Ly(s)Ly(t)) + (1 — 7)E (Lx(s)Lx (t))
— rpa(s,t)+ (1= T)pr(s,t),  s,teRY,. (2.2.6)
0

Die Resultate des letzten Satzes und die Zerlegung des empirischen Prozesses A, ,,(t)
in (2.2.1) zeigen, dass fiir ein festes t € @io das asymptotische Verhalten von A, ,(t) von
dem des Terms /" (Ly (t) — Lx(t)) beeinflusst wird. Bei Giiltigkeit der Hypothese

der Laplace-Ordnung von X und Y treten bei festem ¢ € Rio dabei offenbar die beiden
Falle

m,n — o0,
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auf. Mit
A={teRLyLy(t)=Lx(t)} uwnd A:={teRi;Ly(t)=Lx(t)}

erhalten wir die im folgenden Satz formulierten Grenzwertaussagen.

2.2.5. Satz. Bei Giiltigkeit der Hypothese (2.1.1) gilt fir m,n — oo

TKS — supL(t),

tcA
TC’UM /

Bei Giiltigkeit der Alternative ist fiir m,n — oo

P
TKS — 00, TEM 25 o,

Beweis. Setzt man

—d

m-+n ’ m-+n
so ist (L, n(t),t € @io) nach Satz 2.2.4 verteilungskonvergent mit dem straffen und
Borel-messbaren Grenzwert (IL(t),t € Rio)-
Es existieren daher nach Satz B.1.6 auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) Zufallsvariablen H;m,n, L:Q— C(ﬁio) mit Iﬁm,n = Lyyn, m,n € N, sowie LZL
und Iﬁmn — L fast sicher fiir m,n — oo.

Wir betrachten den Kolmogorov-Smirnov-Fall: Offenbar gilt

Tg‘z =sup A, n(t) = sup Ay n(t)

20 R,

und

Sup Apmn(t) < sup (im,n(tw mn (cy(t)cx(t))>, m,n € N.
teﬁ‘éo te@io "

Nach Konstruktion gilt ferner

Himn — ]LHOO = sup ‘]Lmn( ) — I[,(t)’ =0, m,n— oo,
teR%,
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und die Funktion t — L(t), t € @io, ist stetig. Bei Giiltigkeit der Hypothese der Laplace-
Ordnung X <, Y ist wie bereits bemerkt h(t) := Ly (t) — Lx(t) < 0 fiir alle t € ﬁio.
Mit Satz D.3.2 folgt somit

: - mn -
lim sup <1Lm,n(t) + (Ly(t) — Ex(t))> = supL(t)
min—oo "o m+n 4
>0
fast sicher. Daher ist
TKS—>supL( t), m,n — 00,
teA

wie behauptet.
Wir betrachten nun die Testgrofle T gﬁlM . Mit den eingangs definierten Zufallsvariablen

]Lm,na L erhalten wir

+
TCWM L /R d (]fdm,n(tw e (cy(t)_.cx(t))> w(t) dt.

Die Integranden sind fiir jedes m,n € N fast sicher beschrinkt und es gilt wegen

L(t)w(t), te A,
—00, te{te R>0; h(t) < 0},

mn
m-+n

lim (me(t) -

m,n—00

ht)) w(t) =

. + .
fast sicher auch limy, 00 (Lm,n(t) + /2 h(t )) w(t) = LT(t) w(t)14(t) fast sicher fiir

m-+n
jedest € @io. Bei Giiltigkeit der Hypothese folgt daher mit dem Satz von der majorisierten

Konvergenz schliellich

+
~ mn
li Lo, (t h(t t) dt
im R%( A0+ 0wl

_ /R hm <1Lm,n(t)+ mmfnh(t)>+w(t)dt

fast sicher und daher die behauptete Verteilungskonvergenz fiir ng;lM bei Giiltigkeit der
Hypothese.

Bei Giiltigkeit der Alternative existiert zumindest ein ¢ € R% So mit A(t) > 0, was die
Behauptung TK S B o fiir m,n — oo im Kolmogorov-Smirnov-Fall zeigt. Aufgrund der
Stetigkeit von A gilt dann aulerdem h( ) > 0 in einer Umgebung von ¢, so dass schliefflich

TC’UM

fiir m,n — oo die Behauptung — oo im Cramér-von Mises Fall folgt. O
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2.2.6. Bemerkung. Die Zufallsvariablen sup, 4 L(t) und sup;c 4 L.(t) haben im All-
gemeinen nicht dieselbe Verteilung, denn aufgrund von Satz 2.2.4 und der Definition der
Fortsetzung der Laplacetransformierten auf Rio in Lemma 2.2.1 wird deutlich, dass fiir
ein t € A\ A auch Var(L(t)) # 0 zutreffen kann. In der Tat, fiir jedes t € Rio \ R‘éo

erhalten wir

Lxt)=E| [] 1x,—opexp [ - D 14X, (2.2.7)
JEI(t) JEI(t)
und somit im Allgemeinen nicht Lx(t) = 0 fiir t € @io \R‘éo.
Gilt P(X} = 0) = 0 fiir alle Komponenten X1, ..., Xy von X, so folgt aus (2.2.7) aller-
dings Var(L(t)) = 0 fiir alle t € A\ A. Insbesondere haben die Zufallsvariablen sup, 4 L(t)
und supgc 4 L(t) dann dieselbe Verteilung und es gilt bei Giiltigkeit der Hypothese

TES 25 supL(t), m,n — oo.
’ teA

Die Grenzverteilung der vorgestellten Testgroflen héngt also sowohl {iber die Kovari-
anzfunktion der Grenzprozesse als auch iiber die Mengen A bzw. A von den zugrunde
liegenden unbekannten Verteilungen der Zufallsvektoren X, ..., X,, bzw. Y7,...,Y,, ab.

Die analytischen Eigenschaften der Laplacetransformierten liefern allerdings die im
folgenden Satz formulierte Eigenschaft der Menge A in dem Fall, dass die Verteilungen
der Zufallsvektoren X und Y nicht gleich sind. Diese Eigenschaft wird sich besonders im

Zusammenhang mit dem Cramér-von Mises-Test als niitzlich erweisen.

2.2.7. Satz. Fs sei ' # G. Dann ist A C R‘éo eine Nullmenge beziiglich des d-

dimensionalen Lebesque-Borelschen Majes.

Beweis. Die Laplacetransformierten Lz (t) und L (t) sind jeweils analytische Funk-
tionen auf RY;, = (0,00)¢ und somit ist die Differenzfunktion A(t) = Lp(t) — La(t)
analytisch auf Rio. Wegen F # G ist A(t) £ 0. Es ist Rio C R? offen, so dass die Menge
A° = {t e R¢;: A(t) = 0} nach Satz D.3.1 das d-dimensionale Lebesgue-Mafl Null hat.
Ferner ist R%O \ Rio als endliche Vereinigung von Hyperflichen im R? ebenfalls vom d-
dimensionalen Lebesgue-Maf3 Null, also auch A vom d-dimensionalen Lebesgue-Mafi Null.

O

Der letzte Satz und die Aussagen in Satz 2.2.5 liefern daher das bemerkenswerte Re-

sultat, dass die Grenzverteilung der Cramér-von Mises-Testgrofle in sémtlichen Fillen, in
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denen F' <, G und F # G gilt, die Einpunktverteilung im Nullpunkt ist. Naturgemé&f im-
pliziert dieses Resultat ein spezielles Verhalten der Giite bei der Durchfiithrung des Tests.
Wir werden diesen Sachverhalt am Ende des néchsten Abschnittes prézisieren.

Wegen L(0) = 0 fast sicher und 0 € A stellt sich ebenso die Frage, ob aus F <,
G und F # G stets die Degeneriertheit der Grenzverteilung der Kolmogorov-Smirnov-
Testgrofle folgt. Zunéchst ist klar, dass sich etwa fiir reelle Zufallsvariablen X, Y mit den
Verteilungsfunktionen F, G und den Eigenschaften X <, Y sowie F' # G sofort

‘C(X,O) (t) - ‘C(Y,O) (t) =0 fir alle t € {(O,t) (e Rzo}

ergibt. Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass aber auch Zufallsvariablen mit X <, Y,
F # G und P(X = 0) = P(Y = 0) = 0 existieren, fiir die die Grenzverteilung der

Kolmogorov-Smirnov-Testgrofle nicht degeneriert ist.

2.2.8. Beispiel. Wir untersuchen die diskret verteilten Zufallsvariablen XY mit

1 24 2 35
67453 + 67465 + @57 + @59,

1 9 2 26 26
Y ~ aél + @53 + @55 + 67457 + 67459'

9
X~ 25
610t

Dann gilt

2
A(t) = Lx(t) — Ly () = exp(—1) <; _ %exp(—?t) + zexp(—4t)> >0,

Es folgt X <Y und ferner gilt A(t) = 0 fiir ¢t > 0 genau dann, wenn ¢ € {0, 2 In(3)} ist.
Also ergibt sich A = {0, 3 In(3)}. Abbildung 2.1 zeigt den Plot von A(%) fiir ¢ € [0,4]. Fiir
Zufallsvariablen mit der angegebenen Verteilung konvergiert die Kolmogorov-Smirnov-
TestgroBle nach Satz 2.2.5 also nicht gegen eine degenerierte Verteilung, denn mit den

dortigen Bezeichnungen gilt fiir jedes t € A

Var(L(t)) = 7 (Ly (2t) — Ly (t)*) + (1 — 1) (Lx(2t) — Lx()?)
= 7Ly (2t) 4+ (1 — 7)Lx(2t) — Lx(t)?,

so dass sich hier Var(L(31In(3))) # 0 fiir alle 7 € [0, 1] ergibt. Folglich erhalten wir in
diesem Fall wegen P(X = 0) = P(Y = 0) = 0, sowie mit ¢y := 5 In(3)

Tfn(fl — sup L(¢) L LT (to), m,n — oo.
te{0,3 In(3)}
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Auf der Basis der Zufallsvariablen X,Y lassen sich auflerdem sofort weitere Zufallsva-
riablen konstruieren, die nicht rein diskret verteilt sind und ebenfalls Beispiele fiir das
oben genannte Verhalten liefern. Ist etwa Z eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilung
und Werten in R>g, Z unabhéngig von X und Y, so folgt aus Satz 1.2.2, Teil c¢), sofort
X+ Z <,y Y + Z. Ferner beriihren sich die Laplacetransformierten von X + Z und Y + 7
in t = 3 1In(3).

Der oben beschriebene Sachverhalt zeigt erste Unterschiede im asymptotischen Ver-
halten der beiden vorgestellten Testgrofien bei Giiltigkeit der Hypothese auf. Die Grenz-
verteilung der Cramér-von Mises-Testgrofe ist in einem grofleren Bereich der Hypothese
degeneriert, denn die Grenzverteilung der Kolmogorov-Smirnov-Testgrole ist genau dann
die Einpunktverteilung im Nullpunkt, wenn Var(IL(t)) = 0 fiir alle t € A gilt. Ist F = G
(also A = @io), so ist die Grenzverteilung der Kolmogorov-Smirnov-Testgrofle aufgrund
der vorausgesetzten Nichtdegeneriert der Verteilungsfunktionen F' und G daher nicht de-
generiert.

In den folgenden Abschnitten werden sich weitere Unterschiede im Verhalten der beiden
TestgroBen herausstellen. Obwohl sich die Cramér-von Mises-Testgréfle an dieser Stelle in
dem zuvor dargelegten Sinne der Kolmogorov-Smirnov-Testgrofie gegeniiber in gewisser
Weise als vorteilhaft erweist (die Degeneriertheit der Grenzverteilung der Cramér-von
Mises-Testgrofle in einem grofleren Bereich der Hypothese ldasst hoffen, dass der darauf
basierende Test das Testniveau eher einhilt), werden wir speziell im Hinblick auf eine
praktische Umsetzung der Testverfahren spéter auch Vorteile der Supremumstestgrofie
erkennen.

Zuvor wollen wir im néichsten Abschnitt aber zunéchst die fiir die Durchfithrung der
Tests notwendigen kritischen Werte bereitstellen. Wie bereits erwahnt, hingen die Grenz-

verteilungen der TestgrofSen bei Giiltigkeit der Hypothese, also die Groéflen
THS .= sup L(¢) und TOM .= / L(t)Tw(t) dt,
teA A

dabei iiber die Kovarianzfunktion des Prozesses (L(t),t € @io) und iiber die Identitéts-
mengen A bzw. A von den zugrunde liegenden unbekannten Verteilungen der Zufallsvek-
toren X und Y ab.
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0.0025 —

0.0020 —

0.0015 —

0.0010 —

0.0005 —

Abbildung 2.1: Plot der Differenz A(t) der Laplacetransformierten von X und Y. Es ist
X <, Y und A = {0,31n(3)}, die Laplacetransformierten haben daher einen von Null

verschiedenen Berihrpunkt.
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2.3 Kritische Werte iiber den Bootstrap

Die Aussagen des letzten Abschnitts zeigen, dass die Grenzverteilungen der Testgréflen bei
Giiltigkeit der Hypothese nicht verteilungsfrei sind. Die Quantile dieser Grenzverteilungen
sind also nicht ohne Weiteres verfiigbar, so dass es sinnvoll erscheint die kritischen Werte
zur Durchfithrung des Tests iiber ein Bootstrap- und Simulationsverfahren zu ermitteln.
In diesem Abschnitt soll dazu ein mdogliches Bootstrapverfahren vorgestellt werden.

Wir bemerken zunichst, dass das Vorliegen von Ordnungsbeschréankungen im Bereich
der Hypothese dazu fithren kann, dass das Standard-Bootstrapverfahren im Zweistich-
probenfall, also das Resampling anhand der Gleichverteilung auf der zusammengelegten
Stichprobe, kritische Werte liefert, die auch asymptotisch zu einer Nicht-Einhaltung des
vorgegeben Testniveaus fithren (siche [BG09]). Seien

1 — 1 @
Fin(t) = — D 1wy (Xk),  Gl(t) = . D 1oy (Vi)
k=1 =1

die empirischen Verteilungsfunktionen zu Xy, ..., X,, bzw. Y7,...,Y,, und
n m
Hypn(t) := Fo(t Gn(t), teR% 2.3.1
malt) i= — P (6) + " Ga(t), te (23.1)

Bei gegebenen X, ..., X, Y1,..., Y, seien ZN1, ey ZNN, N = m+n, unabhéngige Zu-

fallsvariablen mit der Verteilungsfunktion H,, ,,. Dann ist Z Nlyeros Zyn fiir jedesm,n € N
ein Resample von X4,...,X,,,Y1,...,Y,. Fir feste m,n € N bezeichnen wir mit CAJNm
die empirische Verteilungsfunktion zu Z Ny« Z ~Nn und mit E ~N,m die empirische Vertei-
lungsfunktion zu ZN(n+1), cees Znn. Ferner seien
I~ _ypz 1o~ _yz
ey, (B)=— Yot Ly (t)= — ) et AN
k=1 k=1
die zu ZNl, e Znn und ZN(n+1), ce Znn gehorigen empirischen Laplacetransformier-

ten. Wir definieren

Amn(t) = <EGN,n (t) L, . (t)) . t>0,

sowie
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Die nachstehende Grenzwertaussage liefert das asymptotische Verhalten der Testgrofien

unter dem Einfluss des vorgeschlagenen Bootstrapverfahrens.

2.3.1. Satz. Sei (Ly(t),t € @io) ein zentrierter GaufSprozess mit Pfaden in C(ﬁio)

und der Kovarianzfunktion
pr(s,t) = Lu(s+1) — Lu(s)Lu(t),  s,teRe,

mit L als der stetigen Fortsetzung der Laplacetransformierten der Verteilungsfunktion
Ht) = (1-71)F(t)+71G(t), t € R%o: auf den Bereich Rio' Dann gilt fir fast alle
XlaX2a"'7Y'1)lf25"'

Tnﬁ — sup Ly(t), m,n — 0o,
teRe
TgﬁlM - g L (t) w(t) dt, m,n — oo.
>0

. . N —=d . . .
Beweis. Wir betrachten den Prozess A,, , erneut als Prozess auf Rzm indem wir die
empirischen Laplacetransformierten gemaf (2.2.3) stetig fortsetzen. Fiir ¢ € @io ist dann

zunichst

Bnl®) = v/ (L ()= L1, (9) =

Fiir festes m,n € N und fi(x) := exp(t'z) ist

mi —Vm <£ﬁN,m (t) = Ln,,., (t)) :

vn (EGN,n (t)— L, ., (t)> =/n (i th(ZNi) - Eft(ZN1)> ;
=1

also (\/ﬁ (EGN (t) - Lu,.,. (t)) ,te @io) der durch F indizierte empirische Prozess der
Zn1, ..., Znn. Nach Lemma 2.2.3 und Satz B.2.1.5 erfiillt F die Entropiebedingung (B.2.1)
aus Kapitel B.2.1. Es ist £ = 1 eine Envelope von F. Offenbar ist £ quadratintegrierbar
beziiglich jedem H,,, mit der Eigenschaft, dass fast sicher
Ve >0: limsup EQ(:L')I{E%\/E} dHp, n(z) =0,
m,n—oo JRd -
fir fast alle X1, Xo,...,Y1,Y>,... ist. Es gilt dann mit dem Satz von Glivenko-Cantelli
in der Form von Satz B.2.1.6
Ve eRYy:  lim Hp,(t)= lim (”Fm(t) + mGn(t)>

m,n—o0 mmn—o0 \ M + n m-+n

(1-=7)F(t) + 7G(t)



2.3 Kritische Werte iiber den Bootstrap 27

fur fast alle X1, Xo,...,Y1, Yo, ..., so dass im Hinblick auf Satz B.2.2.1 und Bemerkung
B.2.2.2 zu zeigen bleibt, dass fiir fast alle X1, Xo,...,Y7,Yo,...

sup ’LQ(Hm,n)Oc - g) - LQ(H)(f - g)‘ — 07 m,n — o0,
f.9eF

zutrifft. Es ist

sup |La(Hmn)(f —g) — L2(H)(f — 9)|
f.9eF

= Su r) — xXr 2 xr —
= sup. ( /R , (@) =gl ditna >> ( _

= st s\T) — x))? m,n{L 5_ s\L) — x))? x
_s,teﬁ%o (/Rd (fs(@) — fe(2)) dH,()) </Rd (fs(x) = fe())? dH( ))

>0 >0

N|—=

1
2

J.

(f(@) = g(x))? dH(%‘))

2

Wir setzen abkiirzend hg ¢ () = fs(x)— fr(x) fur alle s, t € Rio- Dann gilt wegen |hg¢| < 1
auch [pa h24(x) dHpp(x) < 1und [pe b2, (x)dH(z) < 1firalles,t € @io- Damit folgt
>0 ’ >0 ) =

su 2e(x T 5— 2 (x T
sg:eﬁ?‘;o (/Rd hig 4 () dHpp,n ( )) </Rio h?y(x) dH( ))

1

2

[

< sup W2 (@) (@) — | B2, (x) dH (@)
—d Rd Rd
s,teR> >0 >0

N|=

—| s | B@ dt@) - [ 8 @) dH ()

steR%, [V RS0 >0

Auflerdem erhalten wir

J

hz,t(m) de’n(m) = £Hm,n (2t) - 2£Hm,n (t + S) + ‘CHm,n (28)

L.

Es ergibt sich schliellich

d
>0

und

h2 (@) dH (@) = L (2t) — 2Ly (t + 8) + L (25).

sup / hi}t(m) de’n(ar:)—/ hiyt(m)dH(m) < sup ‘EHm’n(Qt)—EH(%)‘
s,teﬁio R%o Réo te@go
+2 sup |Ly,,.(s+t)—Ly(s+t)|+ sup |Ln,, ,(28) - Lu(2s)|.  (23.2)
d

—d —
s7tERZO SGRZO
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Die Laplacetransformierte von H,, , konvergiert fiir m,n — oo nach Satz B.2.1.6 fast
sicher gleichméBig gegen die Laplacetransformierte von H, so dass der Ausdruck in (2.3.2)

fiir m,n — oo fast sicher gegen Null konvergiert. Wir erhalten also mit Satz B.2.2.1, dass
(Vi (L6, ® = Lo, (1)t € RE) = (Lu(t)t € REg),  myn— oo,

fiir fast alle X1, Xo,...,Y1,Ys,... gilt und der GauBiprozess (Ly(t),t € @io) die Kovari-

anzfunktion
pst/fsfth /fsdH/fth)
hat. Analog erhalten wir fiir den zweiten empirischen Prozess
—d v —d
(Vi (Liy,,® = Lo, (1)t € REg) = (Lur(t) t € Rag),  mym— oo,

fur fast alle X1, Xo,...,Y7,Ys,.... Aufgrund der Unabhéingigkeit der empirischen Prozes-
se bei gegebenen X1, Xs,...Y1,Ys,... folgt

(Am,n(t); te Rio) LN (Ly(t),te ﬁio), m,n — 0o,

fiir fast alle X1, Xo,...,Y1,Y5,.... Analog zu Satz 2.2.5 ergeben sich durch Heranziehen
fast sicher konvergenter Versionen der betrachteten Prozesse dann die Behauptungen fiir
T,ff Sund T gﬁlM . Aufgrund der Stetigkeit der Pfade von Ly und da R%o - @io dicht ist,
ergibt sich ferner SUDgerd Ly (t) = SUD, g Lu(t). O

Fiir die im vorherigen Satz auftretenden Grenzverteilungen setzen wir im Folgenden

TKS .= sup Ly(t), T°M .= / L1 (t) w(t) dt.
Rd

d
teRL,

Die in der néchsten Bemerkung zusammengefassten Uberlegungen rechtfertigen dann die

getroffene Wahl des Bootstrapverfahrens in (2.3.1).

2.3.2. Bemerkung. Der Prozess Ly(t) aus Satz 2.3.1 hat die Kovarianzfunktion

pu(s,t) =1 —7)Lp(s+1t)+7La(s+1)
— (= 1)Lr(s) + 7L6(9)) (1 = LR + TLa(H))
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fiir s,t € ﬁio und fiir die Kovarianzfunktion des Prozesses Il gilt nach Satz 2.2.4

p(s,t) = (1 —1)Lr(s + 1)+ 7Lc(s + t)
- ((1 —TVLr(8)Lr(t) + Tﬁg(s)cg(t)>, s,t €Y.

Aus diesen Darstellungen der Kovarianzfunktionen erhalten wir pg(s,t)|3 = p(s, )|,
also mit Lemma B.2.2 (L(¢),t € A) = (Lg(t),t € A). Als Konsequenz ergibt sich, dass die
TKS und Tg”nM stochastisch

in Satz 2.3.1 erhaltenen Grenzverteilungen der Testgrofien 77,7

grofer sind als die Grenzverteilungen der Testgrofien Téfﬁ und TSZT;LM bei Giiltigkeit der

Hypothese, denn es gilt

L

sup L(t) = supLy(t) <s sup Lg(t) sup Lg(t)
teA tcA teﬁ‘éo teRY,

und somit 755 <, TES  AuBerdem ist

TEM — / L¥(t) w(t) dt < / Lf(t) w(t)dt = TOM.
A R,

Gilt X £ Y, so haben TES und T5S bzw. TCM und TCM insbesondere die gleiche Ver-
teilung. Diese Uberlegungen zeigen, dass die iiber das vorgeschlagene Bootstrapverfahren
erhaltenen Quantile der Groflen Tn{f S und ngM asymptotisch kritische Werte liefern, die
die Einhaltung eines vorgegebenen Testniveaus bei der Durchfithrung der Tests gewéhr-
leisten.

Es zeigt sich ferner erneut eine Besonderheit des Cramér-von Mises-Tests. Aufgrund
von Satz 2.2.7 erhalten wir bei Giiltigkeit der Hypothese nur die beiden Fille T¢"M = f.s.

TCOWM Z pCuM g mogliche Grenzverteilungen der Testgrofle, so dass fiir den Cramér-

und
von Mises-Test ebenso das eingangs erwdhnte Standard-Bootstrapverfahren zuléssige kri-

tische Werte liefert. Wir formulieren diesen Sachverhalt in folgendem Korollar.

2.3.3. Korollar. Bei gegebenen X1,...,X,,,Y1,...,Y, sei

m n

HAY (1) = Fn(t Gyn(t), teR?
m,n() m4n m()+m+n n()a ’
und fiir jedes m,n € N seien ZA]‘é,lf, ey ZAf,l]'{,, N = m+n, unabhéingige Zufallsvariablen mit
der Verteilungsfunktion H;ﬁffl Es sei Tﬁ};{‘““ die auf den Zufallsvariablen ZA]‘é[lf, cey ZAfe,%

. , . .. . —d . .
basierende Cramér-von Mises-Testgrofe. Es sei (Lyan(t),t € R5() ein zentrierter Gauf-

prozess mit Pfaden in C (@io) und der Kovarianzfunktion

pra(8,t) = Lyawn(s +t) — Lyaw(8)Lan(t), s, te Rio,



30 2.3 Kritische Werte iiber den Bootstrap

und L die Laplacetransformierte der Verteilungsfunktion
HA(t) :=7F(t)+ (1 -7)G(t), teRL,

Dann gilt
TCvMAlL Y, / L () w(t) dt, m,n — oo,
’ RY,

fur fast alle X1, Xo,...,Y7,Ys, .. .. O

Der Beweis der Grenzwertaussage verlauft vollkommen analog zu Satz 2.3.1 und wird
an dieser Stelle nicht gefithrt. Die Prozesse L4 und L haben im Fall der Gleichheit der
Verteilungen von X und Y dieselbe Kovarianzfunktion und daher dieselbe Verteilung.
Wegen Tnclfle P50 fir m,n — oo, falls F' <, G und F # G gilt, ergibt sich so bei
Giiltigkeit der Hypothese

TOM <y / L Lipau(t)w(t) dt. (2.3.3)
>0

Aufgrund der vorangegangenen Betrachtungen fiir den Cramér-von Mises-Test liegt
die Frage nahe, ob das im vorherigen Korollar verwendete Bootstrapverfahren, basierend
auf dem Resampling anhand der Gleichverteilung auf der zusammengelegten Stichpro-
be, auch fiir die Supremumstestgréfie im Allgemeinen zu brauchbaren kritischen Werten
filhrt. Anders als im Fall von 7¢"M ist die SupremumstestgroBe T n{f 5 gemif Beispiel 2.2.8
allerdings bei Giiltigkeit der Hypothese und dem Vorliegen verschiedener Verteilungen
der Zufallsvektoren X und Y asymptotisch nicht zwangsldufig die Einpunktverteilung
im Nullpunkt. Ein stochastischer Vergleich im Stile von (2.3.3), der die Grenzverteilung
von T, 15 S unter dem Einfluss der durch H;glﬁb beschriebenen Resamplingvorschrift mit der
Grenzverteilung 755 in Bezichung setzt, ist daher nicht ohne Weiteres moglich. In der
Tat ist nicht zu sehen, warum die so gewonnenen kritischen Werte stets eine Einhaltung
des Testniveaus gewihrleisten sollen. In [Ben07] wird im Einstichprobenfall und fiir d = 1
ein Moving-Block-Bootstrapverfahren fiir beide Testgroflen vorgeschlagen.

Die Resultate in Satz 2.3.1 und die anschliefende Bemerkung rechtfertigen zumindest,
dass die Quantile, die mit Hilfe des durch (2.3.1) beschriebenen Bootstrapverfahrens ge-
wonnen werden, brauchbare kritische Werte fiir beide Testgroflen liefern. Wir beschrianken
uns bei den weiteren Untersuchungen daher auf diese kritischen Werte und das damit
verbundene Bootstrapverfahren und untersuchen im Folgenden Eigenschaften der so er-

haltenen Tests. Es seien dazu

iKS (@) :=inf{geR: P(TWIL{‘Z >q) < a}, a€(0,1),

qmm,
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i*%(a) :==inf{g e R: P(T®S > ¢) < a}, ac(0,1),

die (1 — a)-Quantile von T,ffﬁ und 755, sowie
@g@f’%(a) =inf{g e R: P(TSZM > q) < a}, ae(0,1),

" M(a) :=inf{g e R: P(T"M > ¢) < a}, ac(0,1),

die (1 — a)-Quantile von 7’ gﬁlM und 7€M | Es seien

Lo Ton > dha(e),
PR (X1, X, 11, YY) = e TIZ;
sowie
1’ TCvM > qACvM(a ,
oS (X, X, YA, YY) = i
0’ TCvM < ACvM(

)
a).
Wir verwerfen die Hypothese (2.1.1) also fiir ein gegebenes Testniveau « € (0, 1), falls die
Werte der Testgrofien die iiber das Bootstrapverfahren gewonnenen (1 — «)-Quantile der
Groflen waf’ ~ bzw. T,%YZM iberschreiten. Der folgende Satz liefert die ersten Resultate fiir

die vorgeschlagenen Tests.

2.3.4. Satz. Die Tests o9 und goC”M sind fiir das Testproblem (2.1.1) konsistent gegen

alle Alternativen und halten asymptotzsch jedes vorgegebene Testniveau o € (0, %) ein.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall des Tests gpﬁ% Aufgrund von Satz 2.3.1 gilt
P(Ly € C(RYy)) = 1. (2.3.4)

Da die Pfade von Ly fast sicher stetig sind, ist Ly ein separabler Prozess (vergleiche
D.2.2) und

TKS = sup Ly(t) = sup Lg(t)

teRe, teﬁio
kann als Supremum abzéhlbar vieler normalverteilter Zufallsvariablen angesehen werden,
die nicht sdmtlich die Varianz Null besitzen. Nach Satz D.1.1 ist die Funktion z —
P SUP, g Ly(t) < x| fir

ap := inf xER:P( sup ]LH(t)<ac> >0
te@‘éo
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stetig auf (ap,o0) und die Dichte zu sup - Ly (t) ist auf (ag,00) fast iiberall definiert
und positiv.

Wir wollen ag bestimmen. Mit den Sétzen D.1.2 und D.1.3 folgt zunéchst, dass die
Zufallsvariable |Ly|lcc = sup teRl, |L(t)| eine streng monoton wachsende Verteilungs-

funktion auf [0, 00) hat, also ist
P(|Lglloo <) >0, x>0.

Es ist 755 < Lo, so dass ag < 0 folgt. Fiir die TestgroBe Téfi = SUPg>q Amn(t)
gilt wegen A, ,(0) = 0 fast sicher offenbar T}ﬁfg > 0 fast sicher und daher mit dem
Portmanteau-Theorem B.1.2 P(T55 > 0) > lim SUDy 1 —500 P(Tnlfi > 0) = 1. Es folgt

P | sup Ly(t) <z | =0, x <0,
te@éo
und somit schliefflich ap = 0. Mit den Vorbetrachtungen erhalten wir daraus, dass die
Verteilungsfunktion von 759 streng monoton wachsend auf [0, 00) ist.

Es gilt TKS TES m,n — oo, fiir fast alle X1,Xo,...,Y7,Y,,.... Zusammen mit
der gezeigten strengen Monotonie der Verteilungsfunktion der Grenzverteilung auf [0, co)
und

Va € (0,1)Vm,n € N : qKS >0,

fur fast alle X1, Xo,...,Y7,Ys, ..., folgt daher

lim G o(a) = ¢"%(a), (2.3.5)
m,n—00

fast sicher (siche [WMF95], Satz 6.66). Nach Satz 2.2.4 gilt bei Giiltigkeit der Alternative

TKS L o fiir m,n — oo und mit (2.3.5) folgt daher

lim P (ef5(X1,..., Xm,1,...,Y,) = 1| K) =1,

m,n—o0

also die behauptete Konsistenz von gog*% gegen alle Alternativen.
Wir untersuchen die Einhaltung des Testniveaus: Der Grenzprozess Ly hat die Vari-
anzfunktion
Var(Ly (t) = p(t,t) = L (2t) — L (t)?, t € R,
Nach Voraussetzung sind die Verteilungsfunktionen F' und G nicht-degeneriert. Wir finden
folglich ein tg € R%o mit 03 := Var(Ly(ty)) # 0. Die Zufallsvariable Ly (¢o) ist daher von
der Form Ly (tg) = U mit U ~ N(0,03), 08 > 0. Wegen T55 > Ly (t9) erhalten wir so

¢®%(a) > inf{ge R: P(U > q) < a}, a € (0,1),
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wobei die rechte Seite fiir a € (0,3) groBer als Null ist. Bei Giiltigkeit der Hypothe-
Tgﬁ in Verteilung gegen den Grenzwert T = sup,4 L(t). Mit dem
JKS

se konvergiert
gleichen Argument wie fiir erhalten wir aus Satz D.1.1 fiir den Fall, dass die Grenz-
verteilung T5° nicht-degeneriert im Nullpunkt ist, dass T eine auf (ag,o0), ag :=
inf {x : P(suptez L(t) < :L') > 0} , stetige Verteilungsfunktion hat. Da die Verteilungen

der Prozesse L und Lz nach Bemerkung 2.3.2 auf A gleich sind folgt

THS = supL(t) = sup Ly (¢)

tcA teA
<sup|Ly(t)| < sup [Ly(t)
tcA teﬁéo
= HLHHOO’

und daher wie oben ag = 0. Die so im Fall der Nichtdegeneriertheit von T5° erhaltene
Stetigkeit der Verteilungsfunktion von 759 auf (0, 00) liefert mit (2.3.5) dann

lim P (TES > g5 ()| H) = P (TXS > ¢%5(a)) < P (TKS > QKS(Q)) =a,

m,n—00

fiir alle o € (0, 3) und somit in diesen Fillen die Einhaltung des Testniveaus. Ist 755 = 0,
so gilt
lim P (TES > gh5 (o) H) =P (T55 > ¢"%(a)) = 0,
m,n—00 ’ ’
fiir alle o € (0, %), so dass (,05% auch in diesen Féllen das Testniveau einhélt.

CvM
m,n

ses Ly sind fast sicher beschrénkt und daher ist die Funktion ¢ — Ly (t) w(t),t € R%m
fast sicher integrierbar beziiglich des Lebesgue-Mafles auf R%. Ist @ ein Wahrscheinlich-

Wir betrachten nun den Cramér-von Mises-Test ¢ . Die Pfade des Grenzprozes-

keitsmafl mit der Lebesgue-Dichte w, so kénnen wir den stochastischen Prozess Ly, durch
Einschrdnkung der Pfade von Ly auf den Bereich ]R%O, daher als Abbildung mit Wer-
ten in (Lé(R‘éO), H||Lé2) auffassen. Dabei bezeichnet (Lb(Réo)a HHLé) den Raum der
beziiglich Q integrierbaren, reellwertigen Funktionen auf R%O versehen mit der Lb—Norm
||33||Lé2 = [ga |2(t)]dQ(t). Wir wollen analog zum Fall des Tests @[3 verfahren und
>0 )
stellen
TOM = | LE(t)w(t)dt

d
RS,

dazu zunéchst als Supremum abzéhlbar vieler normalverteilter Zufallsvariablen dar. Es ist
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(Lb(Réo), HHLb) ein separabler Banachraum mit dem Dualraum (L%O(Réo), H-||LoQo),
L%O(Rio) ={f:R%, — R: f Borel-messbar und esssup |f| < oo},
> > Re,

esssup | f| :=inf{z € R>¢ : |f| < x Q-fs.},
d

RSq

1llzzs = esssup ],
d
>0

wobei jedes g € LOQO(RiO) via g(f) :== [pa f(t)g(t)dQ(2), f € L}Q(Rio), ein lineares und
> 4 >
stetiges Funktional auf Lb(Réo) definiert. Als Folgerung des Satzes von Hahn-Banach

(siehe z.B. [Rud91], Corollary 3.3) erhalten wir fiir die Norm eines Elements f € Lb (R‘éo)
die Darstellung

Il = [, IF01QE) = sw {Rd f(t)g(t)dQ(t)}~ (236)

>0 QELZQO(R‘EO),HQHLOQOZl

Die einfache Identitidt 2 max(0,z) = || + z,z € R, und (2.3.6) liefern dann
Li(t)dQ(t) = /Rd (ILa @) + La(t) dQ(t)

R%O >0

= su L d . ]
9€L3<R§O>Pg||%o:1{/ugo 1 (t)g(t) Q(t)}+ /R | La(t)dQ(t)

>0

_ sup { / (1+ g(t))Li(t) d@(t)} .
9eLF (RL), H9||L°Q°:1 RY,

Nach Satz D.3.3 kann dieses Supremum als ein Supremum iiber abzéhlbar viele Elemente

aus Ly (R‘éo) angesehen werden. Die Zufallsvariablen fRé . (14g(t))Lg(t) dQ(t) sind ferner

normalverteilt (siehe z.B. [Vak79], Theorem 1 fiir einen Beweis) und haben offenbar den

Erwartungswert Null. Erneut mit Satz D.1.1 ergibt sich, dass P ( Jra L) w(t)dt < J;)
>0

stetig auf (ag, 00),

aO::inf{xER:P(/
R

ist, wobei mit Satz D.1.2 und Tg%M > 0 fast sicher, wieder ag = 0 folgt. Nach Satz 2.2.4

L (£) w(t) dt < x) > 0} ,

d
>0

gilt bei Giiltigkeit der Alternative Tg};M L o fiir m,n — oo und mit der Konvergenz

der Quantile erhalten wir daher analog zu oben

im P (o5 (X, X, Y0, V) = 1] K) =1,

m,n—oo
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CoM
m,n

TYM im Falle der Nichtdegeneriertheit eine auf (0, occ)

also die behauptete Konsistenz von ¢ gegen alle Alternativen. Ebenso erhalten wir
dann in Analogie zu oben, dass
stetige Verteilungsfunktion hat. Die Stetigkeit der Verteilungsfunktion der Grenzverteilung
und die Konvergenz der Quantile in (2.3.5) liefert dann erneut

lim P (T5M > g5 (a)| H) = P(T9M > @M (a)) < P (TCUM > sz”M(a)) = a,

m,n— o0

fir alle a € (0, %), also die behauptete Einhaltung des Testniveaus von Lp%’é‘/] st TOM =

0 degeneriert, so gilt schlieflich

lim P (TS0 > G800 (0)| H) = P (194 > 0 () =0,

m,n—00

fiir alle a € (0, 3).

O

Bei Giiltigkeit der Hypothese lédsst sich das Verhalten der Tests mit den im letzten

Beweis verwendeten Argumenten noch genauer beschreiben. Es ist klar, dass die Mengen

A und A die Gestalt der Grenzverteilung der TestgroBen mafBgeblich bestimmt. Mit den

Ergebnissen in Satz 2.2.7 und den anschlieenden Ausfithrungen liefert Teil ¢) des néchsten

Korollars insbesondere das bereits zuvor erwihnte Resultat, dass der Cramér-von Mises-
Test im Fall F' </ G, F # G, asymptotisch den Fehler erster Art Null hat.

2.3.5. Korollar. Sei a € (0, %) Bei Giiltigkeit der Hypothese der Laplace-Ordnung
X <, Y erhalten wir:

a) Ist F' =G, so gilt

im P (o5 (X1,.... X, Y1,....Y,) =1) =a

m,n—00
und

lim P (oS (X0,. o X, Y1, V) = 1) =a.

m,n—00 @m,n
b) Ist A = {0}, so gilt

lim P (efS(X1,.... Xm Y1,...,Y,) =1) =0

m,n—00
c) Ist F # G, also A nach Satz 2.2.7 eine Lebesgue-Nullmenge im R%O, so gilt

lim P (o5 (X, X, Y0, V) =1) =0

m,n— oo
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Beweis. Die Aussagen in b) und c) folgen sofort aus der Tatsache, dass in den an-
gesprochenen Féllen aufgrund von Satz 2.2.4 die Grenzverteilungen der Testgrofen Ein-
punktverteilungen im Nullpunkt sind. Die Aussage in Teil a) folgt, da nach Bemerkung
2.3.2 die Grenzverteilungen T5% und TES bzw. TCM ynd 7€M im Fall F = G gleich
sind. Die im letzten Satz bewiesene Stetigkeit der Verteilungsfunktion von 755 auf (0, c0)
liefert dann

im P (e5S(Xy,..., X, Vi, V) = 1) = P (TKS > (jKS(a)> — a.

m,n— 0o

Analog lésst sich fir 7€M argumentieren. O

2.4 Invarianz des Testproblems

Invarianzeigenschaften des Testproblems sind insbesondere im Hinblick auf die Praktika-
bilitét der hier bereitgestellten statistischen Verfahren von Interesse. Dieser Sachverhalt
fithrt in natiirlicher Weise auf die Frage nach geeigneten Transformationen ¢ : R%o — R‘éo
der Zufallsvektoren X ,Y, beziiglich denen das urspriinglich betrachtete Testproblem H :

X <, Y invariant ist, fiir die also
X <Y & o(X) <, oY) (2.4.1)

fiir alle R‘io—wertige Zufallsvektoren X, Y zutrifft. Das Resultat dieses Abschnitts liefert
eine Klass:e von Transformationen mit dieser Eigenschaft. Der folgende Satz gibt dabei so-
gar eine Charakterisierung aller HomGomorphismen ¢ : Rio — R‘io an, die die Bedingung
(2.4.1) fiir alle R‘éo—wertigen Zufallsvektoren X,Y erfiillen. B

Bevor wir die Aussage formulieren, erinnern wir zuvor an den Begriff der Permuta-
tionsmatriz. Fir n € N sei dazu &,, die symmetrische Gruppe vom Grad n, bestehend
aus siamtlichen Permutationen der Menge {1,...,n}. Es seien ferner ey, k = 1,...,n, die

n-dimensionalen Einheitsvektoren. Dann setzen wir fiir jedes m € &,,
P, = [eﬂ(l), ceey eﬂ(n)] S Rnxn7
und nennen P, die zu 7w gehorige Permutationsmatrix.

2.4.1. Satz. FEs sei ¢ : Réo — R%O ein Homdomorphismus mit der Figenschaft, dass
X <Y & ¢(X) <g oY) fiir alle RL,-wertigen Zufallsvektoren X,Y zutrifft. Dann ist
¢ von der Form B

o(x) = Az, x € R%O, (2.4.2)
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mit einer geeigneten d X d-Matriz A. Ferner existiert fir jede Matriz A in (2.4.2) eine

Rdxd

Diagonalmatriz D € mit positiven Diagonaleintrdigen und eine Permutation m € Sy,

so dass
A =DP,

gilt. Insbesondere hat A in jeder Zeile und in jeder Spalte genau einen von Null verschie-

denen (und damit positiven) Eintrag.

Bewetis. Essei ¢: Réo — ]R‘éo ein HomGomorphismus mit der Eigenschaft, dass
X <Y & 6(X) <z oY) (24.3)

fiir alle Rio—wertigen Zufallsvektoren X,Y gilt.

Zunécl?lst folgt mit der Jensenschen Ungleichung X <, F(X) fiir alle komponenten-
weise beschrénkten R%O—Wertigen Zufallsvektoren X und somit ¢(X) <, ¢(E(X)). Nach
Lemma 1.2.1 ist ¢(X) <z ¢(E(X)) dquivalent zu a’¢(X) <. a’¢(E(X)) fiir alle a € RZ,,.
Wir erhalten B

Vi 0Va e RY, ;B (0] > p (oo EO0)),
was wiederum
1 /
d - lim- —ta’ (H(X)—¢(E(X))) ) _
Va € RS : %g%t(E(e ) 1)20,

impliziert. Der Grenziibergang ¢t — 0 liefert mit dem Satz von der majorisierten Konver-
genz daher

VaeRY:  a' (9(E(X) — E(6(X))) =0,
und folglich ¢(E (X)) > E(¢(X)) fiir alle beschrénkten R%O-Wertigen Zufallsvektoren X.

Wir wenden dieses Resultat auf Zufallsvektoren X mit P(X = x;) =p, P(X =x2) = 1-p
fir p € [0,1] und @1, x2 € Réo an. Dann folgt

d(px1 + (1 —p)xa) > po(x1) + (1 — p)P(x2), p € [0,1]. (2.4.4)

Es sei ¢ = (¢1,...,¢4), mit den Komponentenfunktionen ¢ : RL, — Rsg, k =
1,...,d. Aufgrund von (2.4.4) sind die Funktionen ¢y, k = 1,...,d, kon_kav. Wir zeigen,
dass sdmtliche ¢y, k =1, ..., d, auBerdem monoton wachsend sind in dem Sinne, dass aus
r<yc R%O bereits ¢r(x) < ¢r(y) folgt. Angenommen, eine der Funktionen ¢, ..., ¢k
- etwa ¢ - ist nicht monoton wachsend. Dann existieren xq,yg € Réo mit &y < yo und

o1(xo) > P1(yo). Aufgrund der Konkavitidt von ¢ gilt zunéichst

Ve, y e R Vp € 0,1 ¢1((1—p)x +py) > (1 —p) ¢1() + pd1(y).
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Ist fiir ein p > 1 und ¢,y € R%o auch z := (1 —p)x + py € R%O, so ergibt sich daraus

o) = n (524 2] 2 Lo + L o)

Somit erhalten wir, dass fiir jedes feste p > 1 die Ungleichung

$1(z) = ¢1((1 = p)z +py) < (1 —p)p1(x) +pd1(y)

fiir alle ¢,y € R‘éo mit Eigenschaft (1 — p)x + py € ]R‘éo zutrifft. Fiir jedes p > 1 ist aber
wegen g < yo auch (1 —p)xg + pyo € R%O. Wir erhalten daher fiir jedes p > 1

¢1 (1 =p)zo +pyo) < (1 —p)d1(xo) + p P1(yo)
= ¢1(xo) +p (d1(yo) — P1(x0)) = —00, p — 00,

im Widerspruch zur Bijektivitdt von ¢ auf ]R%O. Somit sind alle Komponentenfunktionen
or - Rio — R>p, k = 1,...,d, monoton wachsend. Folglich ist auch ¢ monoton wach-
send in_dem Sinne, dass ¢ - bei jeweils festgehaltenen {ibrigen Komponenten - monoton
wachsend in jeder Komponente ist.

Gilt (2.4.3) fiir eine Funktion ¢ mit den genannten Eigenschaften, so gilt diese Aussage
offenbar auch fiir die Umkehrfunktion ¢~!. Fiir einen beschrinkten Zufallsvektor X ist
ferner auch der Zufallsvektor ¢ ~!(X) beschriinkt, so dass analoge Argumente wie eingangs
fiir ¢, angewendet auf ¢!, schlieflich ¢~!1(E(X)) > E(¢~!(X)) fiir alle beschrinkten

R%O—wertigen Zufallsvektoren X und somit insbesondere

¢H(E(6(X)) = E(¢~(6(X))) = E(X)

liefern. Wenden wir auf diese Ungleichung die monoton wachsende Funktion ¢ an, so ergibt
sich daraus ¢(E(X)) < E(¢(X)) fiir alle beschriankten R‘éo—wertigen Zufallsvektoren X,
was fiir diese Zufallsvektoren schlieflich die Identitéit ¢p(E(X)) = E(¢(X)) impliziert.

Wir untersuchen nun die Funktionalgleichung

P(E(X)) = E(o(X)), (2.4.5)

fir alle beschrankten R‘io—wertigen Zufallsvektoren X und fiir Homdomorphismen ¢ :
R%o — R‘éoz Zunéchst ist_ aufgrund der Bijektivitdt und da ¢ monoton wachsend ist offen-
bar ¢(0) = 0. Bezeichnet man ferner erneut mit e, k = 1,...,d, den k-ten Einheitsvektor,
so liefert (2.4.5) angewendet auf diskrete Zufallsvektoren X mit P(X = ey) = pg, pr > 0,
k=1,...d, Egzlpk =1, dass

d d
¢ (ZPk%) = prd(er) = Ap,
k=1 k=1
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mit p = (p1,...,pq) und der Matrix A = (¢(e1),...,p(eq)) € R¥*9 gilt. Ferner folgt aus
(2.4.5), dass fiir o € [0,1] und x € R‘éo

¢lax) = ¢ (ax + (1 — )0) = ad(x) + (1 — @)¢(0) = ag(x)

zutrifft. Ist o > 1, so ergibt sich fiir € R%o offenbar ¢(z) = ¢ (Lax) = L¢(ax), also
schlieBlich
Va > 0V € R%O o ¢lax) = ap(x).
Sei nun x = (z1,...,24) € R%m x # 0, beliebig. Dann hat der Vektor
1
Zi:l Tk v

die Eigenschaft pp, > 0, k=1,...d, Zzzl pr = 1. Es folgt

S N A

fiir alle x € R%O. Somit hat ¢ die Gestalt ¢(x) = Az und A hat aufgrund der Bijektivitit

von ¢ nicht-negative Eintrage. Um die im Satz behaupteten Eigenschaften von A zu zeigen,

b= (plv v 7pd)/ =

betrachten wir zur Matrix A = (a4j)1<ij<d4 mit nicht-negativen Eintrdgen die inverse
Matrix A~ = (bik)1<1,k<a- Offenbar gilt aufgrund der Bijektivitét dann auch by, > 0 fiir
alle 1 <[,k < d. Wir nehmen an, dass A in einer Zeile oder einer Spalte mehr als einen

positiven Eintrag hat. Ohne Einschrinkung seien ai1,a12 > 0. Aus

d
VkE{Q,...,d}: Zaljbjkzo,
j=1
folgt dann aber bix = 0 und by, = 0 jeweils fiir alle £k = 2,...,d, so dass die ersten

beiden Zeilenvektoren von A~! linear abhiingig sind - im Widerspruch zur Bijektivitit
von ¢. Also hat A in jeder Zeile und in jeder Spalte genau einen von Null verschiedenen
positiven Eintrag. Jede derartige Matrix ergibt sich durch Vertauschung der Spalten einer
Diagonalmatrix mit positiven Eintrdgen, was schlussendlich die Behauptung zeigt.

O

Die Matrizen A mit der Eigenschaft, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte genau ein
von Null verschiedener, positiver Eintrag steht, lassen sich geometrisch interpretieren. Im

Spezialfall d = 2 etwa kommen nur die Matrizen

Az(a O> und Az(o a),
0 p 8 0
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mit o, 8 > 0 in Frage, die zu Streckungen bzw. Spiegelungen in R? korrespondieren.

Als Folgerung ergibt sich auflerdem, dass mit den genannten Abbildungen in der Tat
eine Gruppe von Transformationen vorliegt, beziiglich der das Testproblem auf Laplace-
Ordnung invariant ist. Wir bezeichnen dazu fiir aq,...,aq € R mit diag(ay,...,aq) die

d x d-Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrdgen aq,...,aq4.
2.4.2. Korollar. Die Klasse
G:= {qb : Réo — R‘éolgb(m) =DP,x, 7 € 64,D = diag(ai,...,aq),ar >0,k =1,.. .,d}

der im letzten Satz betrachteten Transformationen ist beziiglich der Komposition von

Abbildungen eine nicht abelsche Gruppe.

Beweis. Die Assoziativitdt und die Existenz eines neutralen Elements sind offensicht-
lich. Um die Existenz eines inversen Elements in G zu zeigen, sei ¢ € G beliebig. Wir de-
finieren dann zu ¢ mit der Darstellung ¢(x) = DPrx, x € R‘éo, mit D = diag(ay, ..., aq),
ap > 0,k = 1,....d, und 7 € &y die Abbildung 1(z) = DP,z, & € RL;, mit

D= diag(a;(ll), e a;(ld)). Offenbar ist ¥ € G.
Fiir einen beliebigen Vektor & = (z1,...,24) € R%o und eine beliebige Permutation
T e Gy gilt
1 .’L'ﬂfl(l)
Prx = |:67T(1)7 SRR e?‘(‘(d)] =
Tq Jjﬂfl(d)
Daher erhalten wir fiir beliebiges @ = (z1,...,24) € R%O
Lr=1(1)

$((x)) = (DP,-1 ) (DPra) = DP,—:D

Lr=1(d)
A1 Tr-1(1) Ar(1)T1
=DP__, =D
AdTr—1(q) Ar(d)Td
= &.

Es folgt ¥ (o(x)) = « fiir alle € R%o und somit ¢ = ¢~ . Mit dhnlichen Uberlegungen

iiberzeugt man sich schlielich davon, dass fiir beliebige ¢, € G auch ¢ oy € G gilt.
Also ist G wie behauptet eine Gruppe. Im Allgemeinen ist allerdings DP, # P,.D,

also ist G nicht abelsch. (Fiir d > 2 ergibt sich dieser Sachverhalt alternativ aus der
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Tatsache, dass die symmetrische Gruppe fiir d > 2 bekanntlich nicht abelsch ist und somit
im Allgemeinen P;P, = Proy # Pror = PoPr,m,0 € &4 gilt.) O

2.4.3. Bemerkung. Das Testproblem auf Laplace-Ordnung der Zufallsvariablen X,Y

ist zwar geméfl Satz 2.4.1 invariant unter den dort angegebenen Transformationen, die-

ser Sachverhalt trifft aber bei fest gewéhlter Gewichtsfunktion w offenbar nicht auf den

Cramér-von Mises-Test zu. Wir wollen einige moégliche Modifikationen der bisher unter-

suchten Cramér-von Mises-Testgrofle erwdhnen, die die Invarianz des Tests unter den ge-

nannten Transformationen gewéhrleisten kénnen.

2)

Unter zusétzlichen Integrabilitdtsvoraussetzungen an die Zufallsvariablen X,Y kann
als Integrator beispielsweise das Lebesgue-Maf, also die Gewichtsfunktion w = 1 gewahlt
werden (vergleiche Abschnitt 2.1). Nach dem Transformationssatz erhalten wir dann
die Invarianz des Cramér-von Mises-Tests beziiglich der in Satz 2.4.1 genannten Trans-

formationen ¢ in dem Sinne, dass

P (X150 X, Yis oo, Ya) = 000 (0(X0), -, (X)), 6(Y1), -+ (V7))

fast sicher gilt. Die Argumente und Beweisfithrungen die Asymptotik der Testgrofle
betreffend, miissen in diesem Fall an einigen Stellen modifiziert werden (vergleiche z.B.

[BGO9] fiir eine dhnliche Situation im univariaten Fall).
Seid=1und fir k=1,...,m + n sei

Yk, kzl,...,n,

Zk =
Xi—n, k=n4+1,...,n+m.
Wir setzen ferner Z = ﬁ S Zy baw. ¢(Z) = m}rn v 6(Zy), sowie bei gege-
benen Xi,..., X, Y1,...,Y,
Wi (t) == Zexp (—tZ), t>0.

Im eindimensionalen Fall sind die Transformationen aus Satz 2.4.1 von der Form ¢(x) =
cx, mit einem geeigneten ¢ > 0. Wihlen wir als Gewichtsfunktion der Cramér-von

Mises-Testgréfle die anhand der empirischen Daten gebildete Funktion wy, ,,, so erhalten
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wir durch eine einfache Substitution offenbar

m+n J n mi4
_ [mn [ l o to(Y) _ Z o t6(X) ﬁe—tm dt, m,ncN
o i n 2 3 ) )

fiir jedes beliebige ¢ > 0, also die Invarianz der Testgrofie

: / Af () wmn(t) dt

unter den genannten Transformationen. Bei asymptotischen Betrachtungen ist hierbei

die Zufalligkeit der Gewichtsfunktion w,, , zu beachten.

Es gilt mit 0 := (7E(X) + (1 —7)E(Y))

Vt>0: lm  wpn(t) = w(t) := oexp(—ot)

m, n—oo
fast sicher.

Abschlielend sei bemerkt, dass sich in der d > 2-dimensionalen Situation die Angabe
eines geeigneten empirischen Mafles, welches im oben genannten Sinne eine Kompen-
sation der Transformationen der Form ¢(x) = Ax bewirkt und so zu einer unter diesen
Transformationen invarianten Testgrofle fithrt, ohne Weiteres aus der eindimensionalen

Situation verallgemeinern ldsst.

Statt wie in Teil a) beziiglich eines festen Mafles zu integrieren, oder wie in Teil b) eine
empirische Modifikation der Exponentialverteilung als Integrator zu verwenden, bietet
sich auch die - in Zweistichproben-Problemen h&ufig iibliche - Integration beziiglich
einer diskreten Verteilung auf der zusammengelegten Stichprobe an.

Fir gegebene X1,..., X, Y1,...,Y, sei dazu

f]m7 m+nmz x,. + mn nZ(syk, m,n € N,
und
T, = A (8) dHyp, 0 (t)
Rgo ’
= SN LX) ST AL (YR (2.4.6)
m(m + n) — " n(m+n) —
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Offensichtlich liefert (2.4.6) in diesem Fall eine einfach zu berechnende Darstellung der
TestgroBe. Im Hinblick auf die Konsistenz dieses Verfahrens ist allerdings zu bemerken,
dass das betrachtete Abstandsmaf}

[, (Eva® ~ Lxan®)" dnn(®

Rd

>0

auch bei Giiltigkeit der Alternative asymptotisch den Wert Null annehmen kann. Bei-

spielsweise gilt im Fall d = 1 und fiir Zufallsvariablen X und Y mit den Verteilungsfunk-

tionen F bzw. G und den Zweipunktverteilungen P¥ = %50—1—%51 bzw. PX = %5 1 —I—%é 2,
3 3

dass mit

1
to:= —3In (18 (\/373 - 7)) ~1.13,

zunéchst Ly (t) — Lx(t) <0 fiir t € (0, o] und ferner Ly (t) — Lx () > 0 fur t > ¢y ist.
Somit ergibt sich X £, Y. Wegen to > 1 ergibt sich allerdings (Ly (t) — Lx(t))T =0
fiir alle ¢ im Triager des zu H = (1 — 7)F 4+ 7 G gehérenden Mafles. Folglich gilt in

diesem Fall

[ v - 2xto)* amo ~o

2.5 Simulationen

Bei der Durchfithrung der Tests mit konkreten Daten ist aufgrund des vorgeschlagenen
Bootstrapverfahrens und der theoretischen Resultate in Satz 2.3.4 asymptotisch im Allge-
meinen mit einer Unterschreitung des vorgegebenen Testniveaus, also einem konservativen
Verhalten der Tests zu rechnen. Wir wollen in diesem Abschnitt einige Simulationsergeb-

nisse auffiithren.
TKS

m,n und T,S};M anhand von Beobachtungen der Zu-

Zur Berechnung der Testgrofien
fallsvektoren X1,..., X, Y1,...,Y, muss zum Einen das Supremum und zum Anderen

das Integral der Differenz der empirischen Laplacetransformierten

mn
m-—+n

Amn(t) = (Ly n(t) = Lxm(t)),  mneN,

auf ]R‘éo bestimmt werden. Die Funktion ¢ — A,, ,(t) ist stetig und differenzierbar, so
dass bekannte und implementierte Verfahren zur numerischen Berechnung mehrdimen-
sionaler Integrale und Algorithmen zum Auffinden von Maximalstellen stetiger Funktionen

verwendet werden koénnen um die Testgréflen zu berechnen.
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Die Simulationsergebnisse dieses Abschnitts wurden im Fall des Cramér-von Mises-Tests
fiir die Cramér-von Mises-Testgrofie mit Gewichtsfunktion w(t) = exp(— ZZ:l tr) beob-
achtet.

Die Bestimmung der empirischen Giiten beider Tests wurde anhand der folgenden

Vorgehensweise durchgefiihrt.

i) Es werden m Zufallszahlen a1, ..., x,, zu einer vorgegeben Verteilungsfunktion F' von
X und n Zufallszahlen y1,...,y, zu einer vorgegebenen Verteilungsfunktion G' von
Y erzeugt und daraus die Werte der Testgrofien Tn{i 5 (bzw. TgﬁlM ) berechnet.

ii) Anschliefend werden m + n Zufallszahlen zi, ..., Zy4, zur Verteilung
T
m+nm m’“ m+nn Yk

erzeugt und der Wert der Testgrofe Trf,fg (bzw. TEZM ) basierend auf z1,...,2Zmin

berechnet.

iii) Schritt ii) wird R € N Mal wiederholt, so dass sich R Werte (Trfig)(l), e (Tn]{ﬁ)(m
(bzw. (TAg%M)(l), cee (nglM)m)) ergeben.

iv) Fiir ein vorgegebenes Testniveau a € (0,3) wird das empirische (1 — a)-Quantil

g5 (a) von (Tn[ii)(l), ey (Tnﬁg)(R) (bzw. das empirische (1 — a)-Quantil ¢5° (a)
von (TgﬁlM)(l), e (TgﬁlM)(R)) bestimmt.

v) Die Hypothese wird verworfen, falls T,ffi > cjgfl(a) (bzw. Tg};LM > (jﬁ“y(a)) ist.

vi) Die Schritte i)-v) werden anschlieBend S € N Mal wiederholt und es wird die relative
Haufigkeit der Ablehnungen der Hypothese notiert.

Die Tabellen 2.2 und 2.3 enthalten Simulationsergebnisse der empirischen Giiten der Tests
cpf,if";l und gpgl%/[ bei Giiltigkeit der Hypothese (Tabelle 2.2) und bei Giiltigkeit der Alter-
native (Tabelle 2.3) fiir jeweils ausgewihlte eindimensionale Verteilungen. Es wurde bei
den Simulationen stets S = 1000 und o = 0.05 gewéhlt. Erste Simulationen zeigen dabei,
dass sich im Hinblick auf eine Einhaltung des Testniveaus ein relativ geringer Umfang R
von Bootstrap-Wiederholungen als ausreichend erweist und ein héherer Umfang nicht zu
signifikanten Verbesserungen fiihrt. Die Ergebnisse in den Tabellen 2.2 und 2.3 ergaben
sich stets fiir R = 50.
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Beide Tests zeigen bei Giiltigkeit der Hypothese vergleichbare Resultate. Bei Gleichheit
der Verteilungen F' und G erhalten wir fiir die empirischen Giiten Werte in der Groflenord-
nung des vorgeschriebenen Niveaus. Gilt F' <, G und F' # G, so zeigt sich eine deutlichere
Unterschreitung des Testniveaus, was in vielen Féllen die theoretischen Ergebnisse aus Ko-
rollar 2.3.5 widerspiegelt. Auch bei Giiltigkeit der Alternative verhalten sich beide Tests
in den simulierten Fillen dhnlich. Die benétigte Zeit fiir die Berechnung der Testgrofle
ist im Fall des Kolmogorov-Smirnov-Tests allerdings deutlich geringer als die numerisch
aufwindigere Berechnung der Integraltestgrofie Tg}le .

Um ein unterschiedliches Verhalten der beiden Tests zu beobachten, kommen wir noch-

mals auf die in Beispiel 2.2.8 untersuchten Zufallsvariablen X, Y mit

2 1 24 2 35
= 67461 + a53 + a55 + a(57 + adg,

1 9 2 26 26
PY = — 6+ —03+—05+ —07+ —0
61 B T e T e T e

zuriick. Wir hatten dort gesehen, dass X <; Y und A = {t > 0: Lx(t) = Ly (t)} =
{0, % In(3)} gilt, und die Grenzverteilungen der beiden TestgréBen 5% und Tn(;jglM somit

m,n

PX

nach Satz 2.2.4 verschieden sind. Tabelle 2.1 zeigt die empirischen Giiten der beiden Tests
fiir diese Verteilungen fiir R = 50 und S = 1000.

KS CvM
Pm,n Pm.n

a) b) c) a) b) c)
PX PY | 0.040 0.040 0.036 | 0.023 0.027 0.022

F G

Tabelle 2.1: Empirische Giiten anhand der Verteilungen von X und Y aus Beispiel 2.2.8
fiir « = 0.05 und a) m = n = 1000, b) m = 800,n = 1200, ¢) m = 1200, n = 800.
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. a P Prn

a) b) c) a) b) c)
%1([0, 1)) %1([0, 1)) 0.057 0.052 0.064 | 0076 0062 0062
%R([1,2]) %([1,2)) 0.062 0.059 0.073 | 0071 0063 0062
2%([10,20])  9%([10,20]) | 0.054 0.064 0.056 | 0045 0060 0059
R([r,27])  N([r27]) | 0.058 0.067 0.061 | 0057 0055 0058
%1([0, 1)) R([L,1]) 0.000 0.000 0.000 | 0.000 0.000 0.000
R([0,1]) R([3,4]) 0.000 0.000 0.000 | 0.000 0.000 0.000
N([3, 4]) %R([5,6)) 0.000 0.000 0.000 | 0.000 0.000 0.000
R([r,27])  M([4,10) | 0.000 0.000 0.000 | 0.000 0.000 0.000
Exp(1) Exp(1) 0.040 0.039 0.080 | 0.060 0.063 0.054
Exp(2) Exp(2) 0.076 0.056 0.055 | 0.069 0.085 0.063
Exp(10) Exp(10) 0.063 0.051 0.071 | 0.049 0.076 0.043
Exp(1.1) Exp(1) 0.034 0.032 0.030 | 0.032 0.027 0.038
Exp(15)  Exp(l) 0.008 0.008 0.011 | 0.007 0.003 0.001
Exp(2) Exp(1) 0.001 0.000 0.000 | 0.000 0.001 0.000
Exp(10) Exp(1) 0.000 0.000 0.000 | 0.000 0.000 0.000
(2,2) r(2,2) 0.068 0.051 0.075 | 0.065 0.068 0.066
r(2,1) r(2,1) 0.063 0.057 0.058 | 0.073 0.066 0.074
X% Exp(1) 0.010 0.005 0.007 | 0.017 0.010 0.010
X% I'(3,2) 0.000 0.000 0.000 | 0.000 0.000 0.000
I'(2,2) I'(2,3) 0.000 0.002 0.001 | 0.000 0.000 0.000
(2,2) [(2.1,21) | 0.057 0.046 0.058 | 0.032 0.024 0.035
Weib(2, 2) Weib(2, 2) 0.069 0.053 0.059 | 0.057 0.070 0.082
Weib(2,3)  Weib(2,3) | 0.067 0.051 0.070 | 0.057 0.054 0.081
Weib(10,10) Weib(10,10) | 0.059 0.061 0.071 | 0.053 0.058 0.084
Weib(2,2)  Weib(2.1,2) | 0.053 0.045 0.064 | 0.059 0.045 0.061
Weib(2,2)  Weib(2.5,2) | 0.037 0.024 0.040 | 0.022 0.032 0.033
Weib(2, 2) Weib(10,2) | 0.002 0.001 0.001 | 0.001 0.000 0.000
LogN(0,1) LogN(0, 1) 0.059 0.052 0.052 | 0.063 0.069 0.058
LogN(1,1)  LogN(1,1) |0.063 0.054 0.046 | 0.060 0.068 0.083
LogN(1,1.1) LogN(2,1) 0.000 0.000 0.000 | 0.000 0.000 0.000
LogN(1,1.5) LogN(2,1) 0.000 0.000 0.000 | 0.000 0.000 0.000
LogN(1,2)  LogN(2,1) |0.003 0.000 0.001 | 0.000 0.000 0.000
LogN(1,2)  LogN(3,4) |0.015 0.015 0.011 | 0.007 0.007 0.003

Tabelle 2.2: Empirische Giiten von gpmn und goC”M bei Giiltigkeit der Hypothese fiir o =
= 30,n = 20.

0.05 und a) m

=20,n =20, b) m

=20,n =30, ¢) m
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. a P P

a) b) c) a) b) c)
R(0,1])  %R(0,1) 0.812 0.856 0.849 | 0.903 0.964 0.925
21([0, 1]) %((0,0.8]) | 0211 0195 0.205|0.278 0.320 0.307
21([0,1]) 21([0,0.99]) | 0.054 0.060 0.075 | 0.048 0.065 0.074
R([2,3)) R([1,4)) 0210 0.210 0.283 | 0.229 0.240 0.317
R([2,3]) R([1.5,3.5]) | 0.120 0.118 0.134 | 0.135 0.120 0.150
R([2,3]) 2R([1.9,3.1]) | 0.076 0.064 0.076 | 0.066 0.055 0.076
Exp(1) Exp(L5) | 0276 0.320 0.320 | 0.316 0.331 0.357
Exp(1) Exp(1.4) 0.238 0.236 0.205 | 0.239 0.268 0.255
Exp(1) Exp(1.3) 0.268 0.172 0.192 | 0.192 0.221 0.217
Exp(1) Exp(1.2) 0.128 0.145 0.139 | 0.138 0.146 0.159
Exp(1) Exp(1.1) 0.087 0.094 0.099 | 0.098 0.115 0.108
r2.1,1) r'2,1) 0.108 0.092 0.102 | 0.027 0.090 0.111
r(2.2,1) (2,1) 0.130 0.137 0.151 | 0.145 0.153 0.196
I(2.5,1) T(2,1) 0.320 0.350 0.389 | 0.337 0.354 0.396
Exp(1) % 0.330 0.359 0.441 | 0.201 0.263 0.217
Weib(2.1,1) Weib(2,1) 0.066 0.065 0.082 | 0.068 0.071 0.085
Weib(2.2,1) Weib(2,1) | 0.089 0.073 0.088 | 0.051 0.066 0.072
Weib(2.3,1) Weib(2,1) 0.085 0.080 0.102 | 0.069 0.086 0.092
Weib(2.4,1) Weib(2,1) | 0.083 0.095 0.097 | 0.071 0.076 0.095
Weib(2.5,1) Weib(2,1) 0.101 0.087 0.112 | 0.090 0.094 0.123
Weib(1, 2) Weib(1,1.9) | 0.069 0.076 0.076 | 0.073 0.077 0.093
Weib(1,2)  Weib(1,1.5) | 0.187 0.188 0.226 | 0.197 0.248 0.227
Weib(1,2)  Weib(1,1) | 0.560 0.632 0.647 | 0.578 0.647 0.629
LogN(0,1) LogN(0,1.1) | 0.057 0.068 0.070 | 0.064 0.061 0.074
LogN(0,1)  LogN(0,1.5) | 0.094 0.108 0.114 | 0.053 0.071 0.064
LogN(0,1)  LogN(0,2) |0.185 0.222 0.265 | 0.268 0.244 0.169

Tabelle 2.3: Empirische Giiten von goﬁi und cpC”M bei Grltigkeit der Alternative fiir
a = 0.05 und a) m = 20,n =20, b) m = 20,n =30, ¢) m = 30,n = 20.
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Kapitel 3
Benachbarte Alternativen

Neben dem in Kapitel 2.2 untersuchten Verhalten der Testgrofle bei Vorliegen einer festen
Alternative F' £, G, stellt sich auch die Frage nach dem Verhalten der Testgrofien bei
Vorliegen einer Folge von Alternativverteilungen, die - in noch zu prézisierendem Sinne -
gegen eine Hypothesenverteilung konvergieren. Dies fithrt auf den bekannten Begriff der
benachbarten Alternative (vgl. Kapitel C).

Es seien im Folgenden fiir jedes m € N X1, . . . , Xy unabhéngige, identisch verteilte
und Rio-wertige Zufallsvektoren mit der Verteilungsfunktion F' und fiir jedes n € N seien
Y.1,. ._.,Y,m, unabhéngige, identisch verteilte und Réo—wertige Zufallsvektoren mit der
Verteilungsfunktion G. Seien X1, ..., Xpmm, Yal,-- -, Yon unabhingig. Wir fassen dabei

Xmi, Ynj, i =1,...,m, j=1,...,n, fiir feste m,n € N als die auf

m-+n

® (R%O’%(R%O)) = ((R‘éo)mﬂl, (%(R%O))nwn)

=1

definierten Koordiantenprojektionen

Xt ((RLo)™™, (BRL)™") = (Rly, BRS))

(1, oy T, Y1y -y Yn) > T
und
Yoo ((RL0)™", (BRL)™™) - (RLy BRLy))
(T1, T, Y15+ Yn) = Y
auf.

49
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Es sei F' <, G. Die gemeinsame Verteilung von X,,1,..., X;mm, Yni,---, Ynn auf
(RLy)™ ", (B(RL,))™ ™) ist dann gegeben durch

plm+n) — é) F® é} G.
=1 =1

Wir wollen Folgen von Alternativen der Form

QU™ = Q) Frnp @ R) G, m,m €N, (3.0.1)
i=1 =1
mit
~ hmn
dFmn= |1+ : dF, m,neN, (3.0.2)
m+n
und
dGmn=[1+-220 ) 4G, mneN, (3.0.3)
m-+n

betrachten. Dabei seien hp, p, G : (R%O,%(R%O)) — R Folgen integrierbarer Funktio-
nen mit den fast sicheren Grenzwerten h und ¢ unter P+ Ohne Einschriinkung sei

Ry Gmn Z 0 fast sicher fiir alle m,n € N. Offenbar gilt

J

fir alle m,n € N. Aulerdem halten wir an dieser Stelle fest, dass an Lr G’m,n genau

hmn(x) dF(x) = / Gmn(x) dG(x) =0 (3.0.4)

d d
>0 Rzo

dann der Fall ist, wenn ein ¢, , € R%o existiert mit

J

3.1 Asymptotisches Verhalten

mn
m+n

G ()¢ EnnYd Gly)— / hn(@)e b d F(a) > (Lr(tmn) — Lo(tmn)).-

d d
>0 R0

Das zu untersuchende Konvergenzverhalten der Testgrofien in der einleitend beschriebenen
Situation hingt von der Art der in (3.0.1) definierten Alternativen, also insbesondere von
den Funktionen h,,, und g¢,,, ab. Bei geeigneter Wahl dieser Funktionen ist zu hoffen,
dass die Folgen der Verteilungen {P™+™},. cy und {QU""™},, ey benachbart sind.
Eine in diesem Zusammenhang iiblicherweise getroffene Voraussetzung ist die gleichméBige
Beschranktheit der Funktionenfolgen {hp, n}mnen und {Gm.n}tm.nen, eine Bedingung die

in vielen typischen Anwendungsbeispielen allerdings nicht gegeben ist.
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Wir unterstellen im Folgenden die schwichere gleichméflige Beschréanktheit der vierten
absoluten Momente der Folgen {h, n}m nen und {gm.n tm.nen, also

sup E(hb (X)) <00, sup E(gh(Y)) < o (3.1.1)
m,neN m,neN

fir X ~ F bzw. Y ~ G. Fiir viele géngige Verteilungsfamilien sind diese Bedingungen
erfiillt (siche [Tah09], 4.2, fiir den Einstichprobenfall).

3.1.1. Satz. FEs gelte (3.1.1) und -2~ — 7 € (0,1). Dann sind die Folgen der Wahr-

m—+n
scheinlichkeitsmape { P}, ey und {QMH ™M}, nen definiert durch

P(m+n) = é F® é G, Q(m+n) = é Fm,n & é Gm,na
i=1 =1 =1 i=1

und (3.0.2) sowie (3.0.3) benachbart.

dQ(m+n)

Bewets. Wir betrachten den Log-Likelihood-Quotienten A, , = log FFaICEoR

der Unabhingigkeit der X,,;, Yy,; fiir feste m,n € N ist

Aufgrund

Am,n(me RN Xmmv Yn17 v 7Ynn)

dQ(m+n)(Xm17 cee 7Xmm7 Yn17 ey Ynn)
= log
dP(m+n)(Xm17 cee 7Xmma Ynla e 7Ynn)

d

P AP (Xm) 4

= log

m n
P (X Y,.;
S g [ 1 o) } S [ )
[ _mn /_mn
i=1 m+n Jj=1 m+n

Wegen (3.1.1) kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass 1 + %W{i’m) und 1 +

m—+n
9”“17532”) fiir alle m,n € N jeweils positiv sind. Eine Taylorentwicklung liefert dann fiir die

m—+n

Summanden in der letzten Gleichung die Darstellung

B (Xomi B (Xmi) 1 hi (X
log | 1+ m,n(mnmz) — m,n(mnmz) = m,nﬂ(W mi) + Ro(hmn(Xmi)), m,neN,
m-+n m+n mtn

mit dem Restglied Ry (hp, n(Xmi)). Unter den getroffenen Annahmen an die Funktionen
B gilt mit entsprechenden Uberlegungen wie in [Tah09)]

ZRQ(hmﬂl(Xmi)) = 0p(m+n) (1), fiir m,n — oo.
i=1
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Analog erhalten wir durch eine Taylorentwicklung der Summanden log (1 + Im "(Y’”)>

Vtn

Y, Y,) 162, (Y
log 1 + gm’n( n]) = gm’n( m) - *gm’n( nj) +R2(gm,n(Ynj))a

mn mn 2 R
m+n m+n m+n

mit Ro(gm,n(Yn;)) als Restglied der Taylorentwicklung mit der Eigenschaft

n
Z RQ(gmﬂ(Ynj)) = Op(m+n) (1)7 fir m,n — oo,
j=1

und daraus somit die Darstellung

Am,n(X Z - 5 mn

i=1 m+n m+n

2
g 1 g n(Yas)
+§ : mnmn] L Im,n +0P(m+n)(1).

n 9 mn
A\ o mtn m-+n

Wir betrachten den ersten Summanden. Zunéchst implizieren die fast sichere Konvergenz

B — hym,n — oo, und (3.1.1) die Konvergenz von hy, ,, gegen h in L?, d.h., es gilt

lim  Var(hy (X)) = Var(A(X1)) = /R W(@)dF().

m,n—00

Die Bedingung (3.1.1) impliziert fiir die Zufallsvariablen Ay, ,(Xmi), ¢ = 1,...,m, ferner

die Ljapunovbedingung, denn

m 2 m
lim (Z Var(hm,n(Xmi))> Z E (W (Ximi)) = 0.
' i=1 i=1

Mit -~ — 7 und 03 := fRd h%(x)d F(z) liefert der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg-

Feller fur m,n — oo

m+n 1 «— 1
thn mi) LN N 002 <O T TU%),

unter P+ AuBerdem ergibt sich

1 " p2 P 1 1
m*“z s X) et maoec
-7
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Mit dem Lemma von Slutsky ergibt sich daraus zusammenfassend, dass

“ mnsz 1h3nnXml v 1 1 1
3] (L) B S R

—~———— 09, — O m,n — o0
, mn 2 o 21—72’1—72>’ ’ ’
=1 man m-+n

(m+n)

unter P gilt. Analog schliefit man

i gmn(Ynj) _}g?n,n(Y"j) L)N(—ll 2 1 2

— 5 Tmm 27_01,7_01>, m,n — 00,
=1\ \/ m+n men
unter P+ mit ¢? := Jre 9(x)*d G(x). Aufgrund der Unabhiingigkeit liefert dies
>0

v 1
Ann( X1 -+, Yop) =5 N (—202, 02> , m,n — 0o, (3.1.2)

(m+n)

unter P , mit

1 1
2 2 2
=—o] + . 1.
o —oit 0 (3.1.3)

Wir wenden schliefllich Satz C.2 an und erhalten aus (3.1.2) so
v Lo >
A (X1 .., Yon) — N 50 o7, m,n — 0o,

unter Q™+ sowie die behauptete Benachbartheit von { P(™+™)}, oy und {Q™+™},, nen.
]

Wir wollen nun die Grenzverteilung der Testgrofien

TIS = sup g (8)
t>0

und

TCM = [ A (@) w(t)dt,

d
R¢,

unter der Folge der benachbarten Alternativen {Q(m+”)}m7n€N untersuchen. Es bezeich-
ne erneut Ay, = Ay (Xon1 - .., Yan) den Log-Likelihoodquotienten aus dem vorherigen

Satz. Ferner unterstellen wir im Folgenden den Spezialfall F' = G.

3.1.2. Satz. Firty,...,t; € R%o: kN, seicd = (c(ty),...,c(ty)) € R¥, mit

;) = /Rd e 8% (g(x) — h(x)) dF (z),  i=1,... k.

>0
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Weiter sei o® = Lo? + 103 definiert wie in (3.1.3) und ¥ = (0ij)1<; j<k € RF** habe
die Eintrage o;; = p(ti, t;), wobei
p(S,t) :pF(Sat)v S t€R>07

die Kovarianzfunktion des Grenzprozesses I aus Satz 2.2.4 im Fall F = G bezeichnet.
Dann gilt unter der Folge der Verteilungen {P(m+”)}m7neN

0
v 2 C
(Am,n(tl)a ERE Am,n(tk)y Am,n) — Nk+1 ) s m,n — Q.
0 ¢ o2
—Lo?

Beweis. Nach Satz 3.1.1 hat A, ,, dieselbe Grenzverteilung wie

in: mn mz) . lh%l,n(XmZ) + Zn: gm,n(Ynj) . 1972717n(Ynj)

2 mn i 2 mn
m+n m+n Jj=1 m-+n m+n

Die Behauptung ist nach dem Lemma von Cramér-Wold (vgl. z.B. [WMF95], 5.69) dqui-

valent dazu, dass fiir jedes @’ = (z1,...,7511) € RET und #1,... . € R‘éo
0
: (2 c
sz mon( +56k+11\mn N |2 X T (3.1.4)
0 cd o2
g2

unter Pm+1) oilt. Es ist

5 xz mn +xk+1Amn

" 2
E E 1Y, lg Y,
- xz\/i e tiYnj — Ly, (t:) | + a1 gmn(Y, J -5 m:zn(n nj)
| > NE

k m m 9
T L LN ux T (X)L B2 (Xow)
2N\ n (‘CXml(ti) - > et m”) + T Y TR 5 mn

/ mn —
v=1 v=1 m+n m+n

+ Z 2 mmfn (Ly,, (t:) — Lx,, (t:)).
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fur alle t1, ...t € R%O. Da nach Voraussetzung F' = G ist, verschwindet der letzte Term

im obigen Ausdruck fiir alle ¢; € R‘éo- Wir erhalten daher die Darstellung

k n m
~ 1 1
Z xiAm,n(ti) + Thp1Amn = —= Z Cfv%,)n(YNj) +—= Z Cg}n(Xmu)
i=1 vn j=1 vm v=1
mit
k
m
), (Vo) = Z;xz‘\/ e (exp(=t;Yn;) — Ly, (t:))
/m-+n Im+n 7
—_ Y, Y,
+Tg11 ( m gm,n( nj) 9 mf Im n( ))
und
k
(2) — . n _ !
CD (X ) = Z;:E e (L0 () = exp(— X))

[m+n 1m+n ,
hmn sz/ — a hmn sz/ :
+$7€+1< n , ( ) 9 \/ﬁn , ( ))

Die Ausdriicke ﬁ 2?21 Cfnl,)n(Ynj) und ﬁ ooy Cﬁf?n(me) sind stochastisch unabhéngig.
Wir betrachten zunéchst C’,g,)n(Ynj). Mit (3.0.4) ist

1m+n .
E <C(1) (Ynj)) = —$k+1§m7\/ﬁEg,,27%n(Yn1), v] = 1’ . ,n,
so dass mit der L?-Konvergenz von g, ,, fiir jedes j = 1,...,n

lim Vil (C,(%y)) =~ L B (¥,)

m,n—o00 2 T

folgt. Aulerdem ist fiir jedes j =1,...,n

Var( Z xrxs

" Cov (78 — Ly, (8), ¢ B — Ly, (1)

r,s=1
m-+n 1(m+n
o Var<gm,n<Ynj>>+asz+l4( ) Var(g?, o (i)
m+nm+n
szrl m COV (gm n(Yaj), gm n(Ynj))
m-+n
+2Zxrka/ MF Cov (¢%%5 — Ly, (8,). gnlYi))
m-+n £,
—kaﬂ o e Cov (€7 = Ly (), (i)

(3.1.5)



56 3.1 Asymptotisches Verhalten

Es gilt
Cov (7% = Ly, (t), €Y = Ly, (t)) = Lr(t + 1) = Lr(t:)Lr(t,)
= pPF (tT7 ts)

fir allen € N,;j =1,...,n, und auerdem ist

Cov <€_tlynj — Ly, (t)agm,n(Ynj)) =L (exp(_t/Ynj)gm,n(Ynj)) :

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

ofy(t) = lim E (exp(—t'Ypj)gmn(Ynj)) = / . exp(—t'y)g(y) dF (y).

m,n—00 R
>0

m

Die gleichméBige Beschrinktheit der vierten Momente von g, , und 2=

mit (3.1.5) und o} = Eg¢?(Y,1) dann

— T, ergeben

k
. 1
o1 = lim Var(C’T(,i)n(Ynl)) = E T xsTpp (b, ts) + wiﬂ;af

m,n—00

r,s=1
k
+2 Z :Eribk_HO'(Ql) (tr)
r=1

unter P(™+7) Mit dem zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller folgt

1 . v Tt 1
% ‘;Cg’)n(Yn]) — N (— 2+ TU%,OQ) s m,n — oo,
unter P+ Analoge Betrachtungen fiir 07(73,)”( X, fithren mit 03 = ER?(X 1),

oty (t) = lim B (exp(—t' X)) hmn(Ximy)) = / exp(—t'z)h(z) dF(z)
m,n—00 R%o

und
: ; (2) - 2 I
a2 = m}rllrgoo Var(Cp (X)) = Zl zrxs(1 = 7)pp(tr, ts) + Ty 1_,92
r,s=
k
—2) @100yt
r=1
auf

1 & 1
\/> ZC?(?%)n(XmV) L> N <_xk2+1 1 0-37 O(2> ) m,n — o0,
m ' -7
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unter P+ Mit ¢(t) wie im Satz definiert, erhalten wir die Darstellung ¢(t) = 0(21)(t) -

0(22) (t),t e R%O. Dann ist

k k
1 1
o1+ g = E o xspp(tr,ts) + xk“ ( 0‘2 + — Ta%) + 22k E xrc(ty,
r,s=1 r=1

und es folgt daraus

T 1 1
Zml mn +:Ek+1Amn—>N< k2+1 ( %+ TO'%),OQ—I—OQ), m,n — o9,

unter P(™+7) Mit der im Satz definierten Matrix ¥ rechnet man schlieBlich nach, dass fiir

alle ' = (21,...,71) € RF!

0
o _ Tk (Lo o2
0 2 T 1 1 2 Y
12
DI
€T , 9 T = o1 + Qg,
c o
gilt, was die Behauptung in (3.1.4) zeigt. O

Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir das Hauptresultat dieses Abschnitts formu-

lieren.

3.1.3. Satz. Unter der Folge {Q(m+")}m,neN von benachbarten Alternativen gilt

TKS 5 sup (L(t) +c(t)), m,n— oo,
teRy,

und
TC”M —>/ t)Tw(t)dt, m,n— oo,

mit
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Beweis.
Wie bereits gezeigt sind {P(m”‘)}m’neN und {Q(m“‘)}m,neN benachbarte Folgen von

Wahrscheinlichkeitsmaflen und es ist

die Grenzverteilung des Vektors (Ap, n(t1), ..., Amn (i), Amn), t1,... t, € R%O, unter
{P(m+")}m7n€N. Nach Satz C.3 konvergiert daher (A, n(t1),. .., App(ty)) fiir t1,..., ¢ €

R%o unter Q) gegen die Normalverteilung

c(t1)
N, s bt ER%O- (316)

c(tr)

Die Konvergenz der Randverteilungen und ein Straftheitsargument wie in Satz 2.2.4 liefert
dann mit den dortigen Bezeichnungen und der Funktion c¢(t),t € Rio, aus dem vorigen
Satz B

(Amm(t),t = Rgo) N (L(t) Fe(t),te R%O) . myn— oo,

unter Q™1™ Mit dem Satz von der stetigen Abbildung folgt die Behauptung fiir die
Testgrofen. O

Im Kapitel 2.3 hatten wir bereits gesehen, dass die (1—«)-Quantile cjfn(fl(a) von T}ff S fiir

F = G gegen den Grenzwert ¢ (a) konvergieren, wobei ¢ (o) das entsprechende Quan-

TKS ~CoM

til der Grenzverteilung ist. Ebenso konvergiert die Folge der Quantile g;,"; () gegen

den Grenzwert ¢°"M (). Die Benachbartheit der Folgen der Verteilungen{P("*+™}, .y

)

und {Q(m“’)}m’neN liefert dann sofort die entsprechende Konvergenz der Quantile unter
{Q(m+n)}m,nEN-

3.1.4. Korollar. Es seien (jf,gi(a) bzw. qﬁf’%(a} die (1 — «)-Quantile der Testgrofien
Tn{iﬁ bzw. Tg};IM Sei F' = (. Dann gilt

. Qumim
KS qKS(a)

- Qumtm
Gmn(@) "— o (@) M a),

und Qo —

fiir myn — oo und a € (0,1).
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Beweis. Wie bereits gesehen gilt unter P(m+m)
X X plm-+n) X X plm+n)
dmn(@) =" %(@)"—" 0 und G55 (@) =M (@) — 0

Da P(™m*7) und Q™™ benachbart sind, gilt dies nach Definition auch unter Q™™ O

3.1.5. Bemerkung.

a) Fiir die Shiftfunktion

c(t) == /R e ' (g(x) — h(z)) dF(z),  teR%,

d
>0

aus dem vorherigen Satz gilt offenbar c(t) > 0, falls g(z) > h(z) fiir alle x € R? ist.
Somit gilt dann fiir o € (0, %) unter Q(m+n)

lim Q(m+”) (ijﬁ > (jﬁii(a}) =P (sup (L(t) + c(t)) > chS(a)>

m,n—7r0o0 teRd

> P (sup L(t) > QKS(a)>

Der Test ist fiir diese benachbarten Alternativen also asymptotisch unverfilscht.

b) Wir betrachten exemplarisch ein Kontaminationsmodell. Es seien dazu F' und G gege-

ben und die Folge von benachbarten Alternativen sei definiert durch

. 1 1

Fon=|1- F+ Hy, m,n € N,
mn mn
m—+n m-+n

und

R 1 1

Gmn=11- G+ ——— Ho, m,n € N,
mn mn
m+n m+n

fiir beliebige Verteilungen Hy, Ho mit jeweils existierenden Radon-Nikodym-Ableitungen

dHy dH> :
G ‘ac- Dann gilt

R 1 dH,
dFpn=114 —}m= | — —1 dF,
’ + mn <dF )

m+n
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dGmn = 1+1<dH2 1> daG.

’ mn G
m+n
Setzen wir voraus, dass die vierten Momente von Ay, () := %(w) -1, xe Réo, und
Gmn(x) = %(m) — 1, z € RY, beschrinkt sind und ferner F' = G gilt, so ergibt sich

fiir die Shiftfunktion c(t) offenbar

t) = [exni-to) (g @) - @) dF@
= ‘CHQ (t) - ‘CHl (t)

Wie wir in Teil a) eingesehen haben, ist ¢(t) > 0, ¢ > 0, eine hinreichende Bedin-
gung dafiir, dass der Kolmogorov-Smirnov-Test unter den hier definierten benachbar-
ten Alternativen unverfilscht ist. In diesem Fall ist ¢(t) > 0, t > 0, dquivalent zu
Ly, (t) > Ly, (t) fiir alle t > 0, was auf Hy <, H; und daher auf Fy,,, >¢ Gy, fiir
alle m,n € N fiihrt.

3.2 Approximative Bahadursteigungen fiir eine Teilhypo-
these

In diesem Abschnitt wollen wir exemplarisch eine Effizienzuntersuchung fiir den auf der
Supremumstestgrofe

T,ffﬁ = sup Ap n(t)
>0

basierenden Test auf Laplace-Ordnung durchfithren. Wir legen zu diesem Zweck kurz
den auf Bahadur (1960) zuriickgehenden Begriff der relativen approrimativen Bahadur-
Effizienz im Zweistichprobenfall dar.

Es seien X7, X5, ... unabhéngig und identisch verteilt mit der Verteilungsfunktion F
und Y7,Y5,... unabhingig und identisch verteilt mit der Verteilungsfunktion G. Es sei-
en X1, Xo,..., Y1,Ys,... unabhingig. Ferner sei (my, ng)gen, mi,nk € N, derart, dass
limy, oo % = 7 € (0,1) gilt. Wir betrachten Teilmengen B1,B> C {F : R? —
[0,1] | F Verteilungsfunktion} und setzen © := B x Po. Fiir jedes k € N sei T}y, », eine
auf den Zufallsvariablen X;,..., X,,,,Y1,...,Y,, basierende Teststatistik fiir eine Hypo-
these H : (F,G) € ©g, mit geeignetem 0y C ©. Grofie Werte von T}, », sprechen dabei
wie iiblich gegen die Hypothese. Die folgende Definition geht fiir den Einstichprobenfall
auf Bahadur selbst zuriick (siche [Bah60b]).
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3.2.1. Definition. Die Folge der Teststatistiken (T, n, )ken heiBt Standardfolge fiir
die Hypothese H : (F,G) € Oy, falls die folgenden Bedingungen gelten:

i) Fiir alle ¥ € ©q gilt

lim P (T, n, <) =T(x), z € R,

k—o0

mit einer nicht von 9 abhéngenden Verteilungsfunktion ¥ auf R.

ii) Es gibt ein a € (0, 00) mit

lim —2log(1 — ¥(x))

= a.
T—00 1‘2

iii) Es gibt eine Funktion b: © \ ©g — (0, 00) mit der Eigenschaft, dass fiir alle ¥ € 0,

lim P <’, iy b(ﬂ)’ > :c> —0, >0,
k—o0 MmEnk '

In der urspriinglichen Definition der Standardfolge wird zusétzlich die Stetigkeit der in

gilt.

Bedingung i) genannten Verteilungsfunktion gefordert. Auf die Stetigkeit der Verteilungs-
funktion ¥ kann aber fiir die folgenden Betrachtungen verzichtet werden (vergleiche [KK95],
Bemerkung zur Definition 2).
Wir definieren dann die approzimative Bahadursteigung der Folge (T, n, )ken fur die
Hypothese H als
0, ¥ € O,

c(9) ==
ab®(¥), ¥ €0\ 0.

Dann lassen sich die Tests (T}, n, )ken fiir die Hypothese H mittels des Ausdrucks (1), €
O\ O¢, bewerten. (Wir verzichten an dieser Stelle auf eine detailliertere Darstellung sowie
auf anschauliche Interpretationen der Bahadursteigungen und verweisen fiir weitere Darle-
gungen der Begriffe auf die Standardarbeiten [Bah60b] und [Bah60a]. Fiir eine Diskussion
dariiber, inwieweit approximative Bahadur-Effizienzen gute Approximationen der exakten
Bahadur-Effizienzen liefern, siche [Bah67]).

Aufgrund der nicht vorhandenen Verteilungsfreiheit der Grenzverteilung von Tf,f, 5 bei
Giiltigkeit der Hypothese beschrinken wir uns an dieser Stelle bei der Wahl von ©g auf
eine fest gewidhlte Verteilungsfamilie und betrachten dazu ausgewéhlte Skalenalternativen.

Exemplarisch gehen wir davon von der Familie der Exponentialverteilungen auf R>q aus.
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Der Fall anderer Verteilungsfamilien und der zugehorigen Skalenalternativen kann vielfach
ghnlich behandelt werden.

Sei © := {(F,G) : F = Exp(1), G = Exp(1+9), Y € [0,00)} und ©g = {(F,G) : F =
G = Exp(1)}. Dannist ©1 := ©\0g = {(F,G) : F = Exp(1), G = Exp(1+¥), ¥ € (0,00)}.
Dabei sei Exp(A),A > 0, erneut die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung mit
Parameter A\. Wir identifizieren ©; mit der Parametermenge (0, c0) und untersuchen das
Testproblem

H: (F,G) €0 VS. K: (F,G) € ©,.

Es gilt fir t > 0
Lixp1)(t) = %H Lexp(149)(t) = ngfﬁ)’
so dass fiir (F,G) € ©g auch F </ G und fir (F,G) € O entsprechend F £, G gilt.
Wir wollen nun die approximative Bahadursteigung von Tf,fg berechnen und {iber-
priiffen zu diesem Zweck, ob es sich bei (Tn{ig)m,neN um eine Standardfolge handelt.
Zunéchst erfiillt Tﬂlfg aufgrund von Satz 2.2.5 offensichtlich Bedingung i). Fiir jedes

¥ € (0,00) erhalten wir dariiber hinaus bei Giiltigkeit der Alternative

m-+n KSs P
\/ W Tm,n - 212113 (EExp(l-H?) (t> - £Exp(l) (t))

140 1 N
=S — m,n Q.
o\A+o)+t 1+t)° ’

- R ) 1
Fir f(t) s e e g t 2 O, fOlgt

gf(t) o (+v -t

dt” " (1+ 9+ )2 (1 +1)%

so dass f(t) fir t = /14 ¢ auf (0, 00) maximal wird. Insgesamt erhalten wir so fiir alle
RS @1

mn
KS
Tm,n
m-+n

mit der Funktion b;(9) := f(v/1+ ). Fiir den Nachweis von Bedingung (iii) verwenden

wir das folgende klassische Resultat iiber die Verteilung der Suprema von Gaufiprozessen.

i b1(¥), m,n — oo,

3.2.2. Satz ([AdI90], S. 43). Sei ) # T C R? und (Xy,t € T) ein zentrierter und
separabler Gaupprozess mit fast sicher beschrinkten Pfaden und 0? := sup,eq Var(Xy) > 0.

Dann gilt
5 log P (supyer Xy > ) 1

lim =

T—00 1'2 0-2
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Nach Satz 2.2.5 hat Tnffi bei Giiltigkeit der Hypothese die Grenzverteilung sup;~q L(t),
wobei der zentrierte Gaufiprozess (L(t),t > 0) fast sicher beschréinkte Pfade und die

Varianzfunktion

1 1
142t (141)2

PExp(1) (t7 t) = EExp(l)(Qt) - (‘CExp(l) (t))Q

hat. Es folgt
1 1
T 1= argmax,sg Pexp(1)(t,t) = 3 + 5\/5

und daher fiir o aus dem letzten Satz

1 1
= — ~ 0.09017.
1+27 (1+471)2

02 = pExp(l)(T)

Somit ist (7755 )mnen eine Standardfolge. Mit a; := 0~2 ist dann ¢;(9) = a1 [b1(9))? die
approximative Bahadursteigung von T, ,{f fl fiir die Hypothese H.

Wir wollen die approximative Bahadursteigung von T, ,ff S mit der approximativen Ba-

n
hadursteigung von anderen Tests fiir das beschriebene Testproblem vergleichen. Seien
U=X1+...+4 X, V:=Y14+...4Y, und

mn Ly
T,Sll)n:: T -1, m,n € N.
’ m-+n EV
Dann ist der Test
1, Tml,)n > Cmyn;
(X1, Xy Y1,...,Y,) = D
0, Tm,n < Cm,ns

mit geeignet gewéhlten Konstanten ¢, ,, > 0,m,n € N, der gleichmé8ig beste unverfilschte

Test fiir das allgemeinere Testproblem
H*: (F,G) € O VS. K*: (F,G) € Oy,

wobei ©g = {(F,G) : F = Exp(\), G = Exp(¥), A\ < 9} und ©; = {(F,G) : F =
Exp()\), G = Exp(¥), A > ¥} ist (siehe [Leh86], Section 3, 14.6. Dort wird ein dquivalen-
ter Test fiir den Fall vorgeschlagen, dass zusétzlich Lageparameter zugelassen sind. Die
Konstanten ¢, , ergeben sich dann iiber die Quantile von Fy,, 2, - der F-Verteilung mit
2m Freiheitsgraden im Zahler und 2n Freiheitsgraden im Nenner. Im Fall F' = G ist Fo, 25,
die Verteilung des Quotienten (LU) / (2V)).

n
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Wir verwenden diesen Test als Test fiir das eingangs beschriebene Testproblem. Es
folgt dann bei Giiltigkeit der Hypothese H

mn %U min\/ﬁ(%[] - 1) - mnln\/ﬁ(%v - 1)
m-+n %7‘/ ) 1y
v N ,1
— ©0,1) = N(0,1), m,n — oo,

1

also T,(nl)n 5 N(0,1) fiir m,n — oo. AuBerdem folgt mit dem starken Gesetz der grofien
Zahlen bei Giiltigkeit der Alternative K fiir jedes ¥ € (0, 00)

i 1
mm—i;znTé},%ﬁ)I—lzﬁ, m,n — oo.
1+9

Setzen wir also bo (V) := 9,60 € (0,00) und

“2log (P (T,E%?n > :13))

ag := lim 5 =1,
T—00 T
so ergibt sich cy(9) = ag (ba(1))? = 92 als approximative Bahadursteigung fiir T,(nl)n
Wir definieren die relative approximative Bahadur-Effizienz der Testgrofie T,ff;s; relativ
zur Testgrofe T,Szl)n als
NIES, 2
a®) a @) ™ ((um@)(um))

erel (T L) (9) =

m,n’ - m,n

O 92

Die folgende Tabelle zeigt die relative Effizienz ege) (7, nlf ST, 7(,11)71) fiir ausgewéhlte Werte von
9. Dabei wird
eret (T, TS (0) = Sy erel(Tn o, TS (9)
ﬁ

m,n> - m,n m,ns - m,n

gesetzt.

9 | 0 1 2 5 10 o
eRel(Tgi,TﬁL)(ﬁ) \ S+ 5V5 0326 0.199 0.078 0.031 0

Abbildung 3.1 zeigt dariiber hinaus die Entwicklung von ege (TXS Tg)n)(ﬁ) fiir 9 € [0, 10].

m,n’

Erwartungsgeméfl schneidet der gleichméflig beste unverfilschte Test beziiglich der appro-

ximativen Bahadursteigungen besser ab als Tﬁ i
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0.6 1

0.5 1

0.4 1

0.3 1

0.2 4

0.1

0O 2 4 6 8 10

Abbildung 3.1: Relative approrimative Bahadur-Effizienz eRel(T,ff’fL,Tg,%)(ﬁ).
Wir wollen eine weitere Vergleichs-Testgrofle heranziehen, und betrachten zu diesem

Zweck die klassische einseitige Kolmogorov-Smirnov-Testgrofie

Tr(n2)n — mn sup (Gn(t) — F(t)) .

m-+n t>0

Bekanntlich gilt bei Giiltigkeit der Hypothese

T},i)n s supL(¢), m,n — oo,

t>0

in [*°(R>¢), mit dem zentrierten Gaufiprozess L mit der Kovarianzfunktion
p(s,t) = F(min(s,t)) — F(s)F(t), 5,t>0.

Alternativ ergibt sich diese Grenzwertaussage als Spezialfall der im Abschnitt 5.1 présen-
tierten Ergebnisse beim Test auf die sogenannte Konkordanz-Ordnung. Bei Giiltigkeit der
Alternative erhalten wir fiir jedes ¥ € (0,00) dann

7@ Lo, sup (exp(—t) —exp(—(1+9)t)), m,n — .

mn T t>0

Mit g(t) = exp(—t) — exp(—(1 + 9)t) folgt

d In(1+9)

—g(t)=0 & t= 5 ¥ € (0,00),
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und daher
o B In(1+9)
b3 (V) = iggg(t) =g (0 )
—(1+0)7 (1= (1+9)71), 9 € (0,00).
Aus

Var(L(t)) = F(min(¢,t)) — F(t)F(t) = exp(—t) — exp(—2t)

fiir alle ¢ > 0 folgt sup;>q Var(L(¢)) = Var(L(In(2))) = I und mit Satz 3.2.2 schlieflich

—2log <P (Tr(n%)n > x)) .

T—00 12

Wir erhalten, dass (Tr(ri%)m,neN eine Standardfolge ist und somit

1

es(9) = a(bs(9))? = 4 (1 +0) 7 (1= L+ 9) )’

als die approximative Bahadursteigung fiir (TT(,L2 )n)m,neN. Die relative approximative Bahadur-

Effizienz der Testgrofie T,(n% ), relativ zu T, s S ist dann der Quotient

_1 _ —1 2
7@ pKSy9) - B30 _ 4 ((1 +9)7 (-1 +9) ))
6Rel( m,n’ m,n)( )_ 01(19) - 9T 2
((1+19+\/1+q9)(1+\/1+19)> a

Fiir einige Werte von ¢ ist die relative Effizienz in der folgenden Tabelle vertafelt.

9 o0 1 2 5 10
erat(Thn TES)(9) | 0781 07675 0.744 0692 0.640 0.360

Der auf den Laplacetransformierten basierende Kolmogorov-Smirnov-Test 7.5 S weist

,n
also fiir die untersuchte Teilhypothese eine bessere approximative Bahadur-Effizienz auf

als der klassische einseitige Kolmogorov-Smirnov-Test.
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0.781

0.76 1

0.74+

0.724

0.70+

0.68

0.66

0O 2 4 6 8 10

Abbildung 3.2: Relative approximative Bahadur-Effizienz € ge

T(Q) TKS

m,n; tm,n

)(9).
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Kapitel 4

Die Konkordanz-Ordnung

4.1 Grundbegriffe

Bei der mathematischen Modellierung von Risiken in hoheren Dimensionen spielt hiufig
der Grad der stochastischen Abhéngigkeit der betrachteten Zufallsvariablen eine zentrale
Rolle. Die in diesem Abschnitt zu definierende Konkordanz-Ordnung liefert eine Ordnung
von Zufallsvektoren, die einen Vergleich der Abhéngigkeiten der Komponenten dieser Zu-
fallsvektoren ermdoglicht.

Es sei X = (Xy,...,Xy) ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit reellen Komponenten

und der Verteilungsfunktion Fx, sowie der Uberlebens-Funktion
Fx(t)ZP(Xl>t1,...,Xd>td), tZ(tl,...,td)ERd.

Betrachtet man die gewthnliche stochastische Ordnung < von Zufallsvariablen im Ein-
dimensionalen, so ist X <y Y wegen Fx(t) = 1 — Fx(t),t € R, dquivalent zu Fx(t) <
Fy(t),t € R. Fiir d > 2 besteht dieser Zusammenhang offenbar nicht mehr. Vielmehr
gilt mit A; = {X; > t;} fur j = 1,...,d, und F)(Z—l’“"ik) als Verteilungsfunktion von

(Xi,, ..., X;, ) mit paarweise verschiedenen i1, ... i € {1,...,d}, k < d, dass

Fx(tl,...,td):P(Alﬂ...ﬂAd):1—P(A§U...UA§)

d
=1-> (-1 > PAS NN A%

k=1 1<ir<...<ip<d
d
=1-Y (-0t ST EE (L) (4.1.1)
k=1 1<ii<..<ip<d

ist. Diese Uberlegungen fithren auf die folgende Definition.

69
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4.1.1. Definition. Es seien X = (X1,...,Xy) und Y = (Y1,...,Yy) Zufallsvektoren
mit Werten in R?, d > 2, und den Verteilungsfunktionen F' und G. Dann heifit X kleiner
oder gleich Y in der Konkordanz-Ordnung, in Zeichen X <.Y, falls jeweils fiir alle t € R¢

Ft)<G(t) und F(t) <G(t)
zutrifft.

Anders als die zuvor betrachtete Laplace-Ordnung, die sich in natiirlicher Weise als
Verallgemeinerung einer univariaten stochastischen Ordnung ergibt, macht die getroffene
Definition der Konkordanz-Ordnung erst in einer multivariaten Situation Sinn.

Es gilt X <. Y genau dann, wenn Ef(X) < Ef(Y) fiir alle f € {1(_4),t € R4 U
{l(t,oo),t € R?} ist, wobei die Indikatoren wieder in der Weise 1(—oot] = L(—oo,t1]x...x(—00,ta]
zu lesen sind. Wir schreiben synonym F' <, G statt X <. Y, falls X bzw. Y die Ver-
teilungsfunktionen F' bzw. G haben. Beziehungen zu verschiedenen anderen Ordnungen
werden in Abschnitt 4.2 aufgezeigt. Ein elementares Beispiel zweier beziiglich <. geord-
neter Verteilungen geben wir sogleich an. Weitere Beispiele und eine Klassifikation von
elliptisch symmetrischen Verteilungen mittels der Konkordanz-Ordnung werden in Ab-

schnitt 4.3 betrachtet.

4.1.2. Beispiel ([Joe90]).
Es seien x1,xo € R? und x3 := @1 A @3 bzw. x4 = 1 V z2 das (komponentenweise
gebildete) Minimum bzw. Maximum von xj,xs. Es sei F' die Verteilungsfunktion des

diskreten Wahrscheinlichkeitsmafles

4
P=> pida,,
=1

mit p; > 0, Z?lei = 1. Fiir ein 0 < ¢ < min(py, p2, 1 — p3, 1 — pyg) sei G die Verteilungs-

funktion von
Q = (pl - 5)5w1 + (p2 - 5)5w2 + (p3 + 5)5w3 + (p4 + 5)5z4‘

Es folgt F(t) < G(t) und F(t) < G(t) jeweils fiir alle t € RY, so dass F' <. G gilt.
Abbildung 4.1 verdeutlicht diesen Sachverhalt am Beispiel der Verteilungsfunktionen

im Fall d = 2 und fiir Punkte @1 = (711, 212)" und xs = (w91, 222)” mit x17 < w91 und

T12 > To9 . In diesem Fall nimmt eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion G die

Werte x3 und x4 jeweils mit groflerer Wahrscheinlichkeit an, als eine Zufallsvariable mit
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) )
0 5 p1+ p3 : 1 0 : p1+ p3 : 1
e - wi | e - i
0 p3 p2 + p3 0 p3+e p2 + p3
0 e :w.Q._...O 0 e :mém()
T T

Abbildung 4.1: Werte von F(xz,y) (links) und G(x,y) (rechts) fir d = 2.

der Verteilungsfunktion F'. Die Abbildung zeigt die Werte, die die Verteilungsfunktionen
F und G in den entsprechend markierten Bereichen annehmen. Beispielsweise ist die Ver-

teilungsfunktion F' konstant auf dem Rechteck
R:={(z,y) ER®: 21y <z <291, 222 <y < 12} \ {4}

mit dem Funktionswert p3. Das Verhalten der Uberlebensfunktionen F und G macht man

sich auf analoge Weise klar.

4.2 Eigenschaften und Beziehungen zu anderen Ordnungen

Wir wollen hier einige wichtige Eigenschaften der Konkordanz-Ordnung auffithren, die die
einleitend bereits angedeutete Charakterisierung von <. als Multivariate Abhdingigkeits-
ordnung (eingefiithrt in [KS87]) begriinden. Es zeigt sich, dass der bivariate Fall dabei von
gesondertem Interesse ist.

Eine erste offensichtliche Beobachtung ist, dass im Falle von F(t) < G(t),t € RY, fiir
die eindimensionalen Randverteilungsfunktionen auch F®(t) < GO(t),t € R, fiir jedes
i = 1,...,d gilt. Analog folgt aus F(t) < G(t),t € R? dass FO(t) > GO(t),t € R,
fiir jedes i = 1,...,d ist. Zusammengefasst ergeben diese Uberlegungen das nachstehende
Resultat.

4.2.1. Lemma. Fssei X <,Y. Dann gilt X; =Y;, i=1,...,d.
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Die folgenden elementaren Eigenschaften ergeben sich durch dhnliche Uberlegungen oder
direkt anhand von Definition 4.1.1.

4.2.2. Lemma.
a) Die Konkordanz-Ordnung <. ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch.

b) Die Konkordanz-Ordnung <. ist invariant unter wachsenden Transformationen, es gilt

also
(X1, Xa) <c (Y1,....Yy) = (f1(X1),..., fa(Xq)) <c (fi(Y1),..., fa(Ya))
fiir alle reellen und monoton wachsenden Funktionen f1,..., fq4.
¢) Die Konkordanz-Ordnung <. ist abgeschlossen unter Marginalbildung, es gilt also

Yi)

fiir alle paarweise verschieden iy, ... i, € {1,...,d}, k=2,...,d.

X SCY:> (X“,,sz) <c (K

190

d) Seien X <. Y, U <.V, X,U unabhingig, sowie Y,V wunabhingig. Dann ist X +
UZL.Y+V.

Beweis. Die Aussagen a)-c) sind offensichtlich. Eigenschaft d) folgt aus

HX+U§ﬂ:/

P(X <t—wu)dPY(u) < / P(Y <t—u)dPY(u)
Rd

Rd

:panJsﬂ:/mﬂUSt—yWPWW

Rd
<[ PWV<t—ydPY(y)=P(Y+V <t), tecR%
Rd
Der Fall der Uberlebensfunktion kann analog behandelt werden. O

Die folgende Charakterisierung der Konkordanz-Ordnung geht auf Bergmann ([Ber91])

zuriick.

4.2.3. Satz ([Ber91], Prop. 3.1. und 3.2.). Fs gilt X <.Y genau dann, wenn

d d
E(Hh&@)SEOIMﬁO
k=1 k=1

fiir simtliche monoton wachsenden reellen Funktionen f1,..., fo, fr =0, k=1,...,d, und
sdamtliche monoton fallenden reellen Funktionen f1,..., fq, fr > 0,k =1,...,d, gilt.
Ist d = 2, so folgt aus X <.Y, dass E(f1(X1)f2(X2)) < E(f1(Y1)f2(Y2)) fiir alle

monoton wachsenden reellen Funktionen fi, fo ist.
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Aus dem letzten Satz ergeben sich erste Konsequenzen im Hinblick auf den Vergleich
der Kovarianzen der Komponenten von Zufallsvektoren. Im folgenden Korollar formulieren

wir die zu Beginn dieses Abschnitts angedeutete Monotonieeigenschaft der Kovarianzen.

4.2.4. Korollar. Essei M := {f : R — R; f monoton wachsend} die Menge der monoton

wachsenden reellen Funktionen. Dann gilt

a) X <. Y = Cov(f(X;),9(X;)) < Cov(f(Yi),g(Yj)), fur alle i # j und alle f,g € M

fiir die die Kovarianzen existieren.

b) Ist d = 2 und haben X,Y die gleichen Randverteilungen, so ist die Implikation in a)

sogar eine Aquivalenz, es gilt dann also

X <Y <= Cov(f(X1),9(X2)) < Cov(f(Y1),9(Y2)) Vf,geM

fiir die die Kovarianzen existieren.

Beweis. a) Aus X <. Y folgt wegen Lemma 4.2.2 b) und c) zunéchst (X;, X;) <.
(Y;,Y;) fur alle ¢ # j. Mit Satz 4.2.3 und der Tatsache, dass X und Y dann die gleichen
Randverteilung haben, folgt die Behauptung.

b) Im Falle der Gleichheit der Randverteilungen ist wegen (4.1.1) X <. Y #quivalent zu
F(t1,t2) < G(t1,t2) fiir alle t1,ty € R. Die Beziehung F(t1,t2) < G(t1,t2) folgt dann aus
der Eigenschaft

VigeM:  Cov(f(X1),9(Xz)) < Cov(f(Y1),9(Yz)),

durch Wahl von f :=1(_ 4 und g := 1(_ 4] =

Insbesondere folgt aus X <. Y also Cov(X;, X;) < Cov(Y;,Y;) Vi # j falls die Ko-
varianzen existieren. Die Konkordanz-Ordnung <. liefert also den eingangs behaupteten
Vergleich der Abhéngigkeiten der Komponenten von Zufallsvektoren mit gleichen Rand-
verteilungen.

Im bivariaten Fall ist die Konkordanz-Ordnung unter einer Zusatzvoraussetzung dariiber
hinaus sogar die einzige stochastische Integralordnung zwischen Zufallsvektoren mit glei-
chen Randverteilungen die sowohl invariant unter monoton wachsenden Transformationen
ist, als auch Cov(X;, X;) < Cov(Y;,Y;) Vi # j impliziert (vergleiche [MS02], Theorem
3.8.3).
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4.2.5. Bemerkung. Monotonien in der Form von Korollar 4.2.4 bleiben unter der
Konkordanz-Ordnung auch fiir andere Korrelationsmafle erhalten. Die Gleichheit der Rand-
verteilungen liefert zun#chst, dass - Existenz der entsprechenden Gréflien vorausgesetzt -
aus X <.Y bereits px; x, < py,y; fiir alle i # j folgt, wobei
COV(XZ', X])
PXi,X; =
v/ Var(X;)Var(X;)

den Korrelationskoeffizienten von X; und X; und analog py; y; den Korrelationskoeffizi-
enten von Y; und Y; bezeichnet.

Wir werden diese Eigenschaften im Hinblick auf Korollar 4.2.4 b) spéter dazu verwen-
den kénnen, um in einigen parametrischen Spezialfillen alternative Testgréfien genauer
zu untersuchen. Weitere Korrelationsmafle fiir die sich dhnliche Resultate ergeben sind
etwa Kendall’s 7 und Spearman’s p (siehe [YO69]). Verallgemeinerungen dieses Sachver-
halts auf multivariate Varianten von Kendall’s 7 und Spearman’s p, und entsprechende

Monotonieeigenschaften im Bezug auf die Konkordanz-Ordnung finden sich in [Joe90].

Auch im Fall der Konkordanz-Ordnung wollen wir Beziehungen zu einigen anderen
gidngigen multivariaten stochastischen Integralordnungen anfiihren. Satz 4.2.3 liefert dabei

zunéchst die Beziehung zur eingangs betrachteten Laplace-Ordnung;:

4.2.6. Korollar. Seien X, Y komponentenweise nicht-negativ. Dann gilt X <. Y —
Y <, X.

Beweis. Fiir feste t; > 0,7 =1,...,d, sind die Funktionen f;, : x + exp(—t;x) nicht-

negativ und monoton fallend. Satz 4.2.3 liefert die Behauptung. O

Wie wir einleitend bereits festgehalten haben, unterscheidet sich die Definition der
Konkordanz-Ordnung fiir d > 2 von der iiblichen gew6hnlichen stochastischen Ordnung
Das folgende Beispiel zeigt, dass im Allgemeinen weder die Konkordanz-Ordnung die
gewOhnliche stochastische Ordnung, noch umgekehrt die gewohnliche stochastische Ord-

nung die Konkordanz-Ordnung impliziert.

4.2.7. Beispiel.

a) Seien x; = (1,0),x2 = (0,1), y1 = (0,0),y2 = (1,1) und X, Y Zufallsvektoren mit
P(X =a) = P(X = @) = P(Y = y1) = P(Y = yp) = L. Dann gilt X <. Y. Wir
betrachten die Funktion f : R2—— R, f(z,y) = 1p(z,y), mit

M = {(z,y) € R* 2,y > 0}\{(0,0)}.
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Es ist f monoton wachsend in jeder Komponente (bei jeweils festgehaltener anderer
Komponente) und auBerdem beschréinkt. Ferner ist Ef(X) = 1, Ef(Y) =  und somit
X gst Y.

b) Seien &1 = (0,0),z2 = (1,1), y1 = (2,2),y2 = (3,3) und X, Y Zufallsvektoren
mit P(X = x1) = P(X = 22) = P(Y = y1) = P(Y = y2) = 3. Dann gilt
fiir alle monotonen und beschrinkten Funktionen Ef(X) = 3(f((0,0)) + f(1,1))) <
$(£((2,2)) + £((3,3))) = Ef(Y) und daher X <, Y. Es ist aber z.B. P(X < z) =
% > P(Y < x1) = 0 also insbesondere X %, Y. Ebenso erhilt man mit diesen Uber-
legungen ¥ £, X.

Neben der erwiahnten Beziehung zur Laplace-Ordnung ist besonders der enge Zusam-
menhang der Konkordanz-Ordnung zur supermodularen Ordnung <, interessant, die vor
allem bei der Bewertung und dem Vergleich von Risiken und in der Nutzentheorie eine
Rolle spielt (siehe [Den05]).

4.2.8. Satz. Im bivariaten Fall (d = 2) stimmen die supermodulare Ordnung und die

Konkordanz-Ordnung tberein. Fir d > 2 gilt
X Ssm Y = X SC Y

Beweis. Fiir den ersten Teil der Behauptung verweisen wir auf [MS02] Theorem 3.8.2.
Der zweite Teil folgt aus der Charakterisierung der Konkordanz-Ordnung als Integralord-
nung und der Tatsache, dass die Funktionen 1(_.,; und 1( ) offensichtlich fiir jedes

feste t € R? supermodular sind. O
4.2.9. Bemerkung.

a) Fiir d > 3 stimmen <, und <. nicht mehr iiberein, d.h., im Allgemeinen folgt aus
X <. Y nicht X <, Y. Siehe [Sca00] fiir ein Beispiel.

b) Ein zentraler Grund fiir die Bedeutung der supermodularen Ordnung <, im Risiko-

management ist die Implikation
d d
X<mY = ) Xi<iw ) Y (4.2.1)
i=1 i=1

Im Kontext der Nutzentheorie ldsst sich auf diese Weise das Entscheidungsverhalten
risikoaverser Entscheidungstriger beschreiben (vergleiche etwa [DG96] fiir Details).
Ein statistisches Verfahren zur direkten Uberpriifung der Hypothese Z?Zl X <iex
Zle Y; fiir nicht-negative Zufallsvariablen findet sich in [BG09].
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¢) Im bivariaten Fall gilt fiir die Konkordanz-Ordnung wegen Satz 4.2.8 auch die Impli-
kation in (4.2.1). Fiir d > 3 folgt aus X <.Y im Allgemeinen aber nicht Zle Xi <ica
S Y;. Siehe dazu [Miil97].

4.3 Elliptisch symmetrische Verteilungen

Fiir Verteilungen, die gewissen Symmetrien unterliegen, lésst sich die Konkordanz-Ordnung
héufig durch die Ordnung bestimmter Parameter beschreiben. Die folgende Aussage ist

auch als Slepiansche Ungleichung bekannt.

4.3.1. Lemma ([Ton80], S. 8). FEs seien X ~ Ng(u1,21) und Y ~ Ng(ua,X2) d-
dimensional normalverteilt mit Erwartungswertvektoren iy, po € R und £, = (Uz‘lj)lgi,jgd;
Yo = (0%)15i7j§d als Kovarianzmatrizen. Sei p1 = po und ol = o2, i = 1,...,d. Ist
Uilj < afj firallel <4,57 <d, sogqgilt X <.Y.

Lemma 4.3.1 ergibt sich als Spezialfall eines &hnlichen Resultates fiir elliptisch symme-
trischen Verteilungen (zuerst eingefiihrt in [Kel70]), welches wir in Satz 4.3.3 formulieren
werden. Zur Bedeutung von elliptisch symmetrischen Verteilungen im Risikomanagement

siehe z.B. [EMS02].

4.3.2. Definition. Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Werten in R%, u € R¢,
¥ € R¥4 symmetrisch und positiv definit und ¢ : [0,00) — R eine Funktion mit der
Eigenschaft, dass die Funktion ¢ : (t1,...,t3) — ¢ (Z‘Ll tf) die Fouriertransformierte
eines d-dimensionalen Zufallsvektors ist. Es heifit X dann d-dimensional elliptisch sym-
metrisch verteilt mit den Parametern p, ¥ und dem charakteristischen Generator ¢, in

Zeichen X ~ Ey(u, %, ¢), falls X die Fouriertransformierte
pox(t) =t o (t'St), teR? (4.3.1)
hat.

Elliptisch symmetrische Verteilung ergeben sich als lineare Transformationen sphérisch
symmetrischer Verteilung: Sei dazu Y sphérisch symmetrisch, d.h., es gelte Y = PY fiir
alle orthogonalen Matrizen P. Fiir t1,t; € R%, ¢; # to, mit ||t1| = ||t2]|, existiert dann
eine orthogonale Matrix @) mit Qt; = to. Es folgt fiir die Fouriertransformierte ¢y von
Y, dass

by (ts) = E (eitgy> - F (ei(Qtl)’Y) - B (eit’lQ’Y> - F (eit’lY) — Yy (t1).
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Somit hingt die Funktion vy (t) nur von der Norm von t ab. Wegen Y = —Y ist ¢y
auBerdem reellwertig, so dass ¥y von der Form 1y (t) = ¢(||t||?) mit einer wie in Definition
4.3.2 betrachteten Funktion ¢ ist.

Ist dann p € R? und ¥ = AA’ die Cholesky-Zerlegung der positiv definiten Matrix 3,

so hat der transformierte Zufallsvektor
X =p+AY (4.3.2)
die Fouriertransformierte
ex(t) = PR ) (eit/AY> = eit'n 1) (t'AA’t) = ¢it'n 10) (t/Z t) )

Also ist X ~ Ey(p, X, ¢). Umgekehrt kann jede elliptisch symmetrische Verteilung als
Verteilung eines transformierten Zufallsvektors mit sphéarisch symmetrischer Verteilung
gemdf (4.3.2) erhalten werden, siche dazu [FKN87], Kapitel 2.5.

Falls X ~ E4(p, X, ¢) eine Dichte fx besitzt, so ist diese von der Form

fx(t) = cq B 2g((t— p)S7 Nt —p),  teR?, (4.3.3)

mit einer Funktion g : R>g — R>¢ mit der Eigenschaft fooo ygflg(y) dy < oo und einer

Normierungskonstanten
['(d/2)

T R [ A () dy
(vergleiche [FA90], (iii)]). Die Funktion g heiit auch der Dichtegenerator von X.

Den Zusammenhang zur Konkordanz-Ordnung liefert der folgende Satz und das sich

anschlieBende Korollar. Wir bezeichnen dabei erneut eine reellwertige Funktion f : R —
R, (x1,...,2q) = f(z1,...,24), als monoton wachsend in z;, falls die Funktion z; —

f(z1,...,xq) fiir festgehaltene xy, k # j, monoton wachsend ist.

4.3.3. Satz ([Joe90], Theorem A.2). Sei Y = (Y1,...,Yy) sphdrisch symmetrisch
und ¥ = (045)1<ij<da eine symmetrische und positiv definite Matriz mit oy = 1 fir i =
1,...,d und der Cholesky-Zerlegung ¥ = AA’. Sei X = (X1,...,X4) von der Form X =
AY . Dann ist die Funktion P(X; < t1,...,X; < tq) fiir jedes feste t € R% monoton

wachsend in jeder Komponente 055, i # j.

4.3.4. Korollar. Seien X ~ Ey(u,X1,¢0) und Y ~ Eg(u, X2, ¢) mit X1 = (Uilj)lgi,jgd,

_ 2 . 1 _ 2 o . 1 2 . . . .
Yo = (O'ij)lgi7j§d7 sowie 0;; = 07, 1= 04, i = 1,...d, und o;; < o; fiir alle i # j. Dann ist

X< Y.
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Beweis. Wir definieren die Diagonalmatrix

Q
. —_-
=
D=
o

und die Zufallsvektoren X = D(X — ), Y = D(Y — ). Es gilt
px(t) = B (WP} = P hgu (D) = g(¢'Sat),  teRY,

mit $1 = (6})1<ij<a = DE1D. Es ist X1 positiv definit, so dass X ~ E4(0,%1, ¢) folgt.
Analog erhiilt man Y ~ E4(0, 32, ¢) mit 3o = (&zzj)lﬁi,jﬁd = D¥3D. Esist 6} =62 =1,
}j < 6’% genau dann, wenn ol-lj < 01-2]- ist. Satz 4.3.3
liefert dann zunschst P(X < t) < P(Y < t) fiir alle t € R% Wegen

i =1,...,d, und ferner fiir 1 # j &

folgt —X ~ E4(0,%1,¢) und ebenso —Y ~ F,4(0, %y, ¢). Daher ist die Funktion P(—X <
t) = P(X > t), wieder aufgrund von Satz 4.3.3, fiir jedes feste t € R¢ monoton wachsend
in &ilj. Wegen

higp(f( >t—el)=P(X >1t),
3

ist auBerdem ebenfalls P(X > t) monoton wachsend in 6}3» und somit gilt P(X > t) <
P(Y > t) fiir alle t € R Es folgt X <. Y. SchlieBlich liefert Lemma 4.2.2 b) die
Behauptung fiir X und Y. O

4.3.5. Beispiele.

a) Gleichverteilungen: Wir definieren fiir ¢ > 0 den Dichtegenerator g(t) := cqljg c2|(?)

und die zugehorige Familie von Dichtefunktionen
1
F#) = cal®[ 721 (=) E—p),  teR,

der Gleichverteilungen auf der Menge {t € R%; (¢ — p)'X 1 (¢t — p) < 2}, Fiir d = 2
und g = 0 erhilt man mit Korollar 4.3.4 insbesondere das anschauliche Resultat,
dass eine Gleichverteilung auf dem Kreis mit Radius ¢ im Sinne der Konkordanz-
Ordnung kleiner ist, als die Gleichverteilung auf den Ellipsen {(¢1,%2) € R?;#2 + 12 —
2bt1ta < (1 —b%)c?}, b € (0,1), deren Hauptachsen auf der Ursprungsgeraden mit
dem Richtungsvektor (1, 1) liegen.
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b) Kotz-Typ: Wir betrachten den Dichtegenerator g(t) = cgt" !exp(—rt®), r,s > 0,

2n + d > 2 und die zugehorige Familie von Dichtefunktionen

F#) = ca(t — ) STHE— W BT exp (—r[(E— )BT E - p)]Y),  teERY

mit

sf‘(d/2)r(2”+d_2)/2S
T RART((2n + d - 2)/2s)
Eine Zufallsvariable X mit der Dichte f heiflit vom Kotz-Typ mit Parametern n,r, s.
Speziell fir n =s=1und r = % ergibt sich die multivariate Normalverteilung mit
Erwartungswertvektor p und Kovarianzmatrix 3. Satz 4.3.3 ist somit eine Verallge-

meinerung der Slepianschen Ungleichung in Satz 4.3.1.

c¢) Pearson-Typ VII: Der Dichtegenerator

B I'(n) t\ " d
9(t) = (7m)4/2T (n — d/2) <1 * m) ’ ne g 0

fithrt zu symmetrischen Verteilungen von Pearson-Typ VII mit den Freiheitsgraden
m,n. Speziell fir m € N und n = %(d -+ m) ergibt sich die multivariate ¢-Verteilung

mit m Freiheitsgraden und der Dichte

I'((d4+m)/2)
(xm) 2T (1 2)

) —(d+m)/2

f(t) = S (1 - ) . temd

Firm=1und n = %(d + 1) fithrt das auf die multivariate Cauchyverteilung.

d) Logistische Verteilung: Der Dichtegenerator g(t) = Cdﬁ fiihrt auf multivariate

symmetrische logistische Verteilungen.

Weitere Beispiele zu elliptisch symmetrischen Verteilungen finden sich in [FC84].
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Kapitel 5

Test auf Konkordanz-Ordnung

5.1 Supremums- und Integraltestgréfien

Wir wollen in diesem Abschnitt nichtparametrische Testverfahren fiir die Hypothese der
Konkordanz-Ordnung bereitstellen und erneut deren asymptotische Eigenschaften untersu-
chen. Die im letzten Kapitel begriindete Interpretation von <. als multivariate Abh#ngig-
keitsordnung auf der einen Seite und deren Charakterisierung iiber die Ordnung von Para-
metern bestimmter Verteilungsfamilien auf der anderen Seite, legen verschiedene Ansétze
fiir parametrische Verfahren nahe. In [CDS04] findet sich beispielsweise im Einstichpro-
benfall ein parametrisches Verfahren um die Hypothese der Konkordanz-Ordnung in dem
Fall zu tiberpriifen, dass die parametrische Klasse der zugrunde liegenden Kopulas der
Zufallsvektoren X, Y bekannt ist. Bisher ist der Literatur nach Wissen des Autors kein
nichtparametrischer Test auf Konkordanz-Ordnung bekannt.

Es seien im Folgenden X und Y d-dimensionale und komponentenweise reellwertige
Zufallsvektoren mit den Verteilungsfunktionen F' und G und den Uberlebensfunktionen F

und G. Wir untersuchen das Zweistichproben-Testproblem
H:X<.Y Vs. K: X<ZY. (5.1.1)

Aquivalent dazu liegt die Hypothese vor, dass die Verteilungsfunktionen und die Uberle-

bensfunktionen jeweils punktweise geordnet sind, also

H:VteRY: F@#)<G{t) AN F(t) <Gt
K:3teRY: F(t)>G({t) Vv F(t)>Gt),
gilt. Seien X71,..., X, m € N, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvektoren mit

81
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der Verteilungsfunktion F' und Y7, ..., Y,, n € N, unabhingige und identisch verteilte Zu-
fallsvektoren mit der Verteilungsfunktion G. Es seien X1, ..., X,,, Y1,..., Y, unabhingig,
sowie I, G stetig. Es seien Fy,, G, die empirischen Verteilungsfunktionen zu F, G und

m n

_ 1 — 1
Fun(t) = — 3 L) (Xi). t €RE, Tut) =~ Lp0) (Vi), t €RY,
i=1 i=1
die empirischen Uberlebensfunktionen zu F und G.
Wir setzen ferner fiir t € R und m,n € N
mn — mn — —

Ay n(t) ==

(Fin(t) — Gu(t)), Am,n(t) =

(F'm(t) — Gn()) -

m—+n m-+n

Ahnlich zum Test auf Laplace-Ordnung scheinen auch hier einseitige Varianten von Supremums-
und Integraltestgrofien, die auf diesen empirischen Abstdnden beruhen, plausible Kandi-

daten fiir Testgroflen zu sein. Wir definieren daher die Testgréfien

Cglﬁ = sup Ay, n(t) + sup me(t),

teRd teRd
und
KS N
Cpln = max | sup A, n(t), sup A ()
teRd teR4
sowie

coutt = [ (Afalt)+ By (0)) wit)dt.
Rd

erneut mit einer integrierbaren Gewichtsfunktion w : R — Rsg. Die definierten Test-
groflen kénnen als einseitige Varianten der klassischen Kuiper-, Kolmogorov-Smirnov- und

ut

Cramér-von Mises-Testgroflen angesehen werden. Grofie Werte von C,fin

respektive C’fnﬂz
oder Cg”,f\/[ sprechen gegen die Hypothese.
5.1.1 Ein parametrischer Test

In parametrischen Situationen liefern die Ergebnisse des letzten Kapitels Ansétze fiir al-
ternative Testgroffen. Wir wollen diesen Sachverhalt anhand eines Beispiels illustrieren.

Seien X = (X1, X2),Y = (Y1,Y3) zweidimensionale Zufallsvektoren mit den Verteilungen

XNNQ (M721>7 YNNQ (M722)7 (512)
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fiir ein 1 € R? und den positiv definiten Kovarianzmatrizen

2 2
o] 012 g1 Ti12
Z1 = 2 ) 22 = 9 |

02,05 > 0, 012 = Cov(X1,X3), 112 = Cov(Y7,Ys). Dann haben X und Y elliptisch
symmetrische Verteilungen mit denselben Randverteilungen. Nach Korollar 4.2.4 a) und
Satz 4.3.3 ist daher die Ordnung der Kovarianzen eine dquivalente Bedingung fiir die
Konkordanz-Ordnung von X und Y, das heifit es gilt 010 < 10 & X <. Y.

Es seien px = px,,x, und py = py;y, die Korrelationskoeffizienten von X bzw. von
Y. Da X und Y die selben Randverteilungen haben, gilt 012 < 775 genau dann, wenn

px < py ist. Ferner ist px < py genau dann, wenn
1 1 1 1
~Jog +px < Liog + Py
2 1-px 2 1 —py

o Z?:l (Xkl _Y-l) (Xk:Q _Y-Q) 1 i .
X,m = _ k]7 =
P— 2 P—
VI (X = X0) S (X~ Xa)” H=
mit unabhingigen Zufallsvariablen X7 = (X11, X12),..., X;m = (X1, Xim2), m € N, je

ist. Wir definieren

mit derselben Verteilung wie X. Es ist px ,,, der empirische Korrelationskoeffizient der
Zufallsvariablen X1, ..., X,,. Analog bezeichnen wir mit py , den empirischen Korrelati-
onskoeffizienten der Zufallsvariablen Y7, ...,Y,.

Zur Uberpriifung der Hypothese H : px < py gegen die Alternative K : px > py

scheint dann die Testgrofle

T _ mn 110 1+ PX.m B 110 1+ oY n
N m 4+ \ 2 & 1—-pxm 2 & 1—pyn

plausibel. Wir schreiben
1 1 1
o a7 (sve (20 v (555
’ m-+n 1—pxm 2 1-px
1 1 1
f( ( +pY’n>—log< +py>>
m+n 1—pyn 2 1—py

1 1 1 1
mn (2 log tex)_ 2 log il 4 . (5.1.3)
m-+n \2 1-px 2 1-—py
Bekanntlich gilt

1 1 1 1
vm (log (+pxm> — —log <1+px)> 5 N(0,1), m — oo,
PX, -

1.4
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(siche [WMF95], Beispiel 5.111). Das Konvergenzverhalten der Testgrofie wird daher vor-
wiegend durch den letzten Term in (5.1.3) bestimmt. Wir erhalten direkt die nachstehen-

den asymptotischen Aussagen.

5.1.1. Lemma.

a) Sei px = py. Dann gilt Ty, 5, 5 N(0,1) fiir m,n — oo.
b) Sei px < py. Dann gilt Ty, IS fiir m,n — oo.

c) Sei px > py. Dann gilt Ty, p, RN fiir m,n — oo.

Bezeichnet man mit u,, o € (0,1), das (1 —«)-Quantil der Standard-Normalverteilung,

so liefert das letzte Lemma, dass der Test

1) T > u s
Soicz(Xh...,Xm,le,...,Yn) = m,n «a

0, Tm,n < Ugq,

asymptotisch jedes vorgegebene Testniveau o € (0,1) einhilt und im zugrunde liegen-
den Modell konsistent gegen alle Alternativen ist. Die Tabellen 5.1 und 5.2 zeigen die
bei einigen Simulationen erhaltenen empirischen Giiten dieses Tests. Es bezeichnet F' die
Verteilungsfunktion von X und G die Verteilungsfunktion von Y.

Die Diagonalelemente in Tabelle 5.1 und 5.2 représentieren den Fall, dass F' = G ist;
unterhalb der Diagonalen wird der Fall F' £. G behandelt. Oberhalb der Diagonalen ist
F<.Gund F #G.

In Tabelle 5.1 wurde fiir die Verteilungen in (5.1.2) stets u = (0,0) und 0? = 03 = 1
gewiihlt. In Tabelle 5.2 ist fiir die Verteilungen in (5.1.2) stets u = (15,—10) und o? =
0.5,05 = 3.

Es zeigt sich in beiden Fillen eine leichte Uberschreitung des Testniveaus fiir die Si-
tuation F' = G, wihrend das Testniveau im Fall F' <. G, F' # G, deutlich unterschritten

wird.
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a = 0.05 G
Ti2=0 Ti2=1 Ti2=1 T={ T=41
012 =0 0.056 0.005 0.000 0.000 0.000

012 % 0.298 0.056 0.000 0.000 0.000
Foop= % 0.855 0.552 0.062 0.000 0.000
o12 = % 0.995 0.947 0.467 0.059 0.000
o12 = 1% 1.000 1.000 0.996 0.926 0.056

Tabelle 5.1: Empirische Giite fiir oL fir die Verteilungen in (5.1.2) mit p = (0,0) und

m,n

0? = 02 =1 bei 1000 Durchliufen. Es ist m = n = 50.

a=0.05 G
T2=0 Ti2=1 T2=% T=1 TR=1
012 =20 0.061 0.010 0.000 0.000 0.000
o192 = % 0.162 0.054 0.005 0.000 0.000
F o= % 0.593 0.345 0.055 0.005 0.000
o102 = % 0.896 0.666 0.241 0.060 0.004
o129 = 1% 0.993 0.948 0.677 0.350 0.056

Tabelle 5.2: Empirische Giite fiir o fiir die Verteilungen in (5.1.2) mit pu = (15, —10)

m,n

und 03 = 0.5,03 = 3 bei 1000 Durchliufen. Es ist m = 50,n = 30.
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5.2 Asymptotik

Wir kehren zur eingangs beschriebenen nichtparametrischen Ausgangssituation und den
vorgestellten einseitigen Testgroflen zuriick. Die Testgrofien Cnfﬁjﬁ,cg,i und C’nc;”é\/f aus
Abschnitt 5.1 ergeben sich dabei offenbar jeweils als Funktionale von (A, ,(t),t € RY)
und (A, n(t),t € RY).

Geméf der im letzten Kapitel angemerkten Charakterisierung von <. als stochastische
Integralordnung gilt X <. Y genaudann, wenn Ef(X) < Ef(Y) fiir alle f € F := F1UF,
mit

Fi={l_ gt R},  Foi={lp) t R} (5.2.1)
ist. Seien P, = % Yo, 0x, und @, = %2221 dy, die empirischen Mafle der Zufallsvek-
toren Xq,...,X,, bzw. Y1,...,Y,. Wir betrachten den durch F indizierten empirischen

Prozess
mn

m-+n

Gm,n::(Gm,nfafef):< (Pan)f,f€F>

Offenbar lasst sich Gm,n‘ 7 mit A, , und Gm,n‘ 7 mit me identifizieren. Der empiri-
sche Prozess wird durch die oberen und unteren Indikatorfunktionen indiziert, also durch
Funktionenklassen, die bekanntlich VC-Funktionenklassen sind. Wir formulieren dieses

Resultat der Vollstéandigkeit halber in folgendem Lemma.

5.2.1. Lemma. Die Funktionenklasse F = F1 U Fy mit Fi, Fo wie in (5.2.1) ist eine
VC-Funktionenklasse und auferdem gleichmdjf$ig Donsker.

Beweis. Die Mengensysteme {(—oc,t], t € R4} und {(t,0), t € R?} sind VC-Klassen
(vgl. [VW96], 2.6.1 und 2.6.17 1)) und die Funktionenklassen F, F» daher VC-Funktionen-
klassen. Aufgrund der Beschrianktheit sémtlicher Funktionen f € F; U Fs sind 7 und F»
insbesondere gleichméflig Donsker. Dann ist F als Vereinigung von F; und JF3 ebenfalls
eine VC-Funktionenklasse und wegen [VWO96], 2.10.7, ist F ferner gleichméBig Donsker.

O

5.2.2. Bemerkung. Bei den weiteren Uberlegungen werden teilweise auch die durch
die Funktionenklasse F = F; U Fa,

— —d — —d
F1:= {1(—oo,t]7t eR }, Fo = {1(t,oo)7t eR },

indizierten empirischen Prozesse betrachtet. Mit #hnlichen Uberlegungen wie in Lemma

5.2.1 folgt, dass F ebenfalls eine VC-Funktionenklasse und gleichm#Big Donsker ist.
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Im Folgenden sei wieder -7 — 7 € [0, 1]. Bei Giiltigkeit der Hypothese werden sich
die Bereiche A = {t € R? : F(t) = G(t)} und B = {t € R? : F(t) = G(t)} erneut
als relevant fiir das Grenzverhalten der Testgrofien herausstellen. Bevor wir die Resultate
zum asymptotischen Verhalten der Testgréflen formulieren, fithren wir zunéchst noch einige
Notationen ein:

Es seien im Folgenden P bzw. @ die Verteilungen der Zufallsvariablen X; bzw. Y7.
Es seien Cp := (Cpf,f € F) und Cg := (Cqf, f € F) stochastisch unabhéngige und
jeweils zentrierte und straffe GauBiprozesse mit Pfaden in [*°(F) und den zugehorigen

Kovarianzfunktionen
Cov(Crf,Crg) :==Pfg—PfPg,  Cov(Caf,Cqag):=Qfg—QfQy,
fur f,g € F. Wir setzen
= (Cf.feF)=(V1-7Crf-VTCaf,f €F)

und bezeichnen die Restriktion des Prozesses C auf die Teilmengen F; bzw. Fo mit C bzw.
C. Genauer sei
C=(C(t),teR?Y), mit C(t) :=Cl_oy,

sowie

C=(C(t),teRY), mit C(t) :=Clyn).
Dann ist C(t) = (C(t),t € R?) ein zentrierter GauBprozess in [°°(R?) mit der Kovarianz-
funktion

Cov(C(s),C(t)) = (1 — 7) [F(min(s,t)) — F(s)F(t)]
+ 7 [G(min(s, t)) — G(s)G(t)], s, t € R%
und (C(t),t € RY) ein zentrierter Gaufiprozess in [°°(R?) mit der Kovarianzfunktion
Cov(C(s),C(t)) = (1 — 7) [F(max(s,t)) — F(s)F(t)]
+ 7 [G(max(s,t)) — G(s)G(¢)] s, t € R%

5.2.3. Satz. Bei Giiltigkeit der Hypothese gilt fiir m,n — oo
O /C+ w(t) dt+/ CT(t)w(t)dt
B

Bei Giiltigkeit der Alternative ist

C’C”M—>oo m,n — oo.
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Beweis. Fiir ein f € F ist

Gmnf =

mn
f\ar @u-Q)f

" (P-Qrf. (5.2.2)

m-+n

Aufgrund des vorhergehenden Lemmas sind die durch F indizierten empirischen Prozesse
( me(p.—P)f,f€ .7-") und (, [ (Qn — Q) [, f € f) jeweils asymptotisch straffe

m+n
Folgel:lL von Abbildungen mit Werten in (I°°(F), ||-||ec). Die d-dimensionalen Randvertei-
lungen dieser empirischen Prozesse konvergieren aufgrund der Quadratintegrierbarkeit der
Indikatorfunktionen auflerdem nach dem mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz ge-
gen d-dimensionale Normalverteilungen.

Etwas genauer formuliert, konvergieren die d-dimensionalen Randverteilungen von
( e (P = P) f, f€F ) in Verteilung gegen zentrierte Normalverteilungen Ny (0, X),
mit ¥ = (04)1<ij<a und o;; = Cov(fi(X1), fj(X1)) fiir geeignete f;, f; € F, und es

konvergieren die d-dimensionalen Randverteilungen von ( e (Qn—Q) f, f € .7'“) in

Verteilung gegen zentrierte Normalverteilung Ng(0,%), mit ¥ = (04j)1<i j<a und o;; =
Cov(fi(Y1), fj(Y1)) fir geeignete f;, f; € F.

Die asymptotische Straffheit der empirischen Prozesse ergibt dann

( mn (Pm—P)f,fe]-">i>(\/1—rCFf,fe}“), m,m — 00,
m-+n

in [°(F).
Fiir Funktionen fs = 1(_ o g); ft = 1(_oo,) € F1 ist insbesondere

Cov(CrfuCrti) = [ fu@)fu@) iF(@) = [ fu(@)dF(@) [ fila)dPla)
= /Rd 1 (o0, (®)1(—oo,g) () dF ()

[ M@ dF@) [ 1 wg(@)dF ()
Rd Rd
— F(min(s, 1)) — F(s)F(t), (5.2.3)

wobei das Minimum komponentenweise zu bilden ist. Analog ist fiir Funktionen gs =

1(s.00) 9t = L(g,00) € F2

Cov(Crgs, Crgs) = F(max(s,t)) — F(s)F(t). (5.2.4)
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Mit der gleichen Argumentation ergibt sich fiir den zweiten empirischen Prozess

< mmfn (@n=Q)f. ] € f) > (VTCaf,f€F),  mn— o,
in (°°(F) mit

Cov(Cafs, Cafe) = G(min(s,t)) — G(s)G(t),  falls fs, fi € F1, (5.2.5)
und

Cov(Cggs, Cage) = G(max(s,t)) — G(s)G(t), falls gs, gt € Fa. (5.2.6)

Aufgrund der Unabhéngigkeit folgt schlielich

m-+n

( m” ((Pm—P)f—(Qn—Q)f>,f€f> — (VI=7Cpf =VTCef.f € F)

=(Cf,feF), m,n— oo,
in [*°(F). Es ist

Cov(Cf,Cg) = Cov (\/1 —7C0pf —V7Cqf,V1—-7Cpg — ﬁng)
= (1_T)COV(CFfchg)+TCOV(CGf70Gg)7 fngF'

Eingeschrinkt auf F; = {f;,t € R? : f; = 1(_} hat der Prozess (Cf,f € F) also
dieselbe Kovarianzfunktion wie (C(t),t € R?) und somit nach Lemma B.2.2 dieselbe Ver-
teilung. AuBerdem hat (Cf, f € F) eingeschrinkt auf Fo = {fs,t € R? : f; = 1ito0) )
dieselbe Kovarianzfunktion wie (C(t),t € R?) und somit dieselbe Verteilung.

Wir wollen nun das Verhalten der Testgrofie C’,(;;”,y selbst untersuchen und definieren
zu diesem Zweck zunichst fiir t € RY und m,n € N die Hilfsprozesse (Cy,n(t),t € RY)
und (Cpmn(t), t € R?) durch

Cimn(t) =\ | 2 (Bn(t) = F(8)) = | (G(t) = G(8))
Conn(8) =\ [ (Fon(t) = F (1)) =y | -2 (Ga(t) = G(1))

Die Prozesse Cy, , und C)y, 5, konnen dann als Einschrénkungen von

m-—+n

< mn ((Pm—P)f—(Qn—Q)f),fef>
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auf die Bereiche F; bzw. F2 angesehen werden und konvergieren nach den Vorbetrachtun-
gen in Verteilung gegen die Gauflprozesse C und C.
Ferner betrachten wir das Funktional
TOM . %(F)— Rxg

* *

T x+(1(oo,t])du(t)+/ 2 (L(t,00)) dp(t),
Rd Rd

wobei ;i ein WahrscheinlichkeitsmaB auf R? ist, welches die eingangs definierte Gewichts-

funktion w als Lebesgue-Dichte hat, und [ * dp das duBere Integral beziiglich u bezeich-

net. Dann ist TOM(G,,,) = Cg”,f\/[ . Bei Giiltigkeit der Hypothese H gilt auflerdem

F(t) < G(t) und F(t) < G(t) jeweils fiir alle t € R?, so dass dann
TCUM(Gm n)

— [ Gt sn) dutt)+ [ Gl dut)

/ Afa®) du(®)+ [ K50 (8) du(t)

N +
- /{ ooy G @@+ [ (Cualt) + [0 - G ) aute)

.
-, _ _
t [ G+ [ (Contt) + [ PO -Gt

gilt. Aufgrund von Satz B.1.6 finden wir auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum
Abbildungen C’mn,C mit Cmn ~ Cmn, C ~ C und ||C’mn CHOO — 0 fast sicher fiir
m,n — oo und ebenso Abbildungen Cmn,C mit Cmn ~ Cmn, C ~ C und HCmn —

C'||Oo — 0 fast sicher fiir m,n — oc.

Ferner ist

0< /{ * (ém,n<t>+ =r (F(t)—G(t))>+du(t)

F<G} m-—+n

. +

~ mn

< sup Cpn(8) + (F(t)—G(t)) | du(t)
/{F<G} (seRd m+n

und supgegd Crnn(8) g supgega C(8) fiir m,n — oo (zur Definition von ’ i'*>‘ siehe Defi-

nition B.1.5). Mit

fiir das duBere Integral (swhe auch [VW96], S. 13)

* +
/{ <sup Crnn(8) + mn (F(t) — G’(t))) du(t) Ist,

F<G} \ seRrd m+n
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fiir m,n — oo. Analog erhalten wir

/{* (sup 57””(3) + mn (F(t) —

F<G} \ serd m+mn

Ql

.
<t>>) du(t) 23 0,

fir m,n — oo.
~ =+
Die Funktionen t — C,f ,,(t) und t — C,, ,,(t) sind nach Konstruktion f.s. gleichméBig

beschrankt in m,n € N, so dass wir erneut mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

([ Chavanty+ [ Cra@ann) =5 [ crwaue + [ ¢ @auto

fiir m,n — oo erhalten. Zusammengefasst gilt

/{ ) Cih () du(t) + /{ ) (Cy,l,n(t)Jr o (F(t)—G(t))>+ dp(t)

F=G} F<G} m+mn

+/* o (8) dis(t) + / <ém7n(’5)+ L (F(t)_G(t))>+ R

F=G} {F<G} m-+n

/C’+ ) du(t) /C ) du(t)

fir m,n — oo. Es folgt
TCUM(Gmn —>/C’Jr du(t) / cr m,n — oo.

Bei Giiltigkeit der Alternative existiert mindestens ein ¢y € R? mit F(ty) > G(to) oder
F(to) > G(ty). Aufgrund der Stetigkeit von F und G und der daraus resultierenden Ste-
tigkeit der jeweiligen Uberlebensfunktionen gilt diese Beziehung dann in einer Umgebung
von tg, so dass fiir mindestens eines der Integrale
A () w(t) dt, AL @) w(t) dt,
Rd ' R
die stochastische Konvergenz gegen unendlich folgt.
O
Als Folgerungen ergeben sich die entsprechenden Grenzwertaussagen fiir die anderen

TestgroBen. Wir setzen dazu
A={tcR : Fit)=Gt)), B:={teR" :Ft)=0G(t).
Offenbar sind A und B stets nicht leer und es gilt auBerdem

sup Apun(t) = sup Ay n(t) und  sup Apyn(t) = sup A n(t).
teR teR* teR? teR*
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5.2.4. Satz. Bei Giiltigkeit der Hypothese gilt

Cf,f};f s CBY = sup O(t) + sup O(t), m,n — oo.
teA teB
Bei Giiltigkeit der Alternative ist

;P
Cﬁ“n’—ﬂxv, m,n — oo.

Beweis. Es seien Cy, (), Cpyp(t) wie im Beweis des vorherigen Satzes und
TR 1(F)—R

T+ Supx + supx.
Fi1 F2

Dann ist C’;’n{% = TE%(G,,,) und es gilt

TKM(GWJL) = sup Gm,nf + Sup Gm,nf

fer feFs
= sup (Cualt) + [0 - i)
# 5 (Cnt) 42 (F0) - 600

Die auftretenden (empirischen) Verteilungs- und Uberlebensfunktionen lassen sich in natiirli-
cher Weise auf R” fortsetzen. Mit dieser natiirlichen Fortsetzung auf R? ist aufgrund
von Bemerkung 5.2.2 offensichtlich, dass der entsprechend fortgesetzte Prozess Gy, :=
(Gnf, f € F) auBerdem in lm(@d) in Verteilung gegen einen straffen Grenzwert konver-
giert. Die auf R’ fortgesetzten Prozesse (Cp,pn(t),t € @d) und (Cpn(t),t € @d) konver-
gieren dann als entsprechende Einschrankungen von @m,n auf die Teilmengen F; und Fa
ebenfalls in l“(@d) gegen die straffen und Borel-messbaren Grenzwerte (C(t),t € @d) und
(C(t),t € ﬁd). Der Grenzprozess C' hat wegen Satz B.2.5 fast sicher gleichméfig stetige
Pfade beziiglich der Semimetrik

p2(s,t) = (E(C(s) - C(t))?)

=

—d
, s, teR,

auf R”.

Die Kovarianzfunktion von C' aus Satz 5.2.3 ist aufgrund der Stetigkeit von F und G
stetig auf R*xR”. Die Stetigkeit der Pfade beziiglich der Semimetrik ps und die Stetigkeit
der Kovarianzfunktion liefern zusammen, dass die Pfade ¢t — C(¢) fast sicher stetige Funk-
tionen auf R? sind (vergleiche dazu [Ad190], S. 2-3). Analog lésst sich fiir den Grenzprozess

C argumentieren.
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Erneut nach Satz B.1.6 finden wir dann auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum
loo(@d)—wertige Abbildungen C’mn,é mit der Eigenschaft é’mn ~ Cpn, C ~ C und
Hé’mn — C~’||§Q — 0 fast sicher, sowie Abbildungen 5,,”“5 mit 5m,n ~ Con, 5 ~ C
und Hémn - 5”’50 — 0 fast sicher. Da die fast sicher konvergenten Versionen Cp,,, und
C nach Satz B.1.6 so gewéhlt werden konnen, dass sie keine anderen Werte als C),, ,, und
C annehmen, iibertragen sich die zuvor genannten Stetigkeitseigenschaften auf die Pfade
von C'm,na C.

Bei Giiltigkeit der Hypothese gilt F'(t) — G(t) < 0, t € ﬁd, und es ist etwa oo -1 €
{t e R?: F(t) = G(t)}. Wir wenden Satz D.3.2 an und erhalten

s (Conl®) [0 (O - G) ) 255 s Ct
teR* m+n (teR%: F(£)=G(t)}

fiir m,n — oco. Analog folgern wir

sup (ém,n(t)+ T (F(t) —G(t))> Ly sup ),
teR? (teRY:F(t)=G(t)}

fiir m,n — oo und somit

C{,?j; BN sup C(t)+ sup C(t), m,n — oo.
(teR:F(H)=G(t)} {teR“F(t)=G(t)}

Bei Giiltigkeit der Alternative finden wir wieder ein to mit F(ty) > G(to) oder F(tg) >
G(to), so dass mindestens einer der Summanden supycgd Appn(t) oder supyegpa A, (t) fiir

m,n — 0o gegen unendlich konvergiert. O

Schliellich erhalten wir fiir den Kolmogorov-Smirnov Fall die folgenden Grenzwertaus-

sagen:

5.2.5. Satz. Bei Giiltigkeit der Hypothese gilt
Cﬁi 5 CKS .= max [ sup C(t), sup C(t) |, m,n — 0o.
teA teB
Bei Giiltigkeit der Alternative ist

P
C’nfi — 00, m,n — oo.
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Beweis. Es bezeichne zVy das Maximum von z und y. Aus dem Beweis zum vorherigen

Satz, ergibt sich dann bei Giiltigkeit der Hypothese sofort

mn

m-+n

(F () —G(t))) v sup (ém,nm ] F —G(t)))

sup (C’mn (t) + P .
teR

teR*
753 max sup C’(t), supé(t) )
teA teB

fiir m,n — oo. Daraus folgt ebenfalls bei Giiltigkeit der Hypothese

max (sup Ay n(t), sup Am’n(t)> —5 max (Sup C(t), sup C(t)) ,  m,mn — 00,
teR” teR? teA teB

und daher die Behauptung.
O

5.2.6. Bemerkung. Die Ergebnisse dieses Abschnitts zur Asymptotik der Testgrofien
ergeben sich alternativ auch durch alleinige Betrachtung der Asymptotik des empirischen
Prozesses Gm,n‘ 7 und unter Zuhilfenahme der Darstellung der Uberlebensfunktion mit-
tels der Verteilungsfunktion in (4.1.1). Mit &hnlichen Argumenten lésst sich die empirische
Uberlebensfunktion mittels der empirischen Verteilungsfunktion ausdriicken. Demnach er-
gibt sich der Prozess (A, ,(t),t € RY) als Funktion des Prozesses (A, n(t),t € RY).

5.3 Konsistenz und Einhaltung des Testniveaus

Analog zum Test auf Laplace-Ordnung wollen wir auch fiir die Tests auf Konkordanz-
Ordnung ein Bootstrapverfahren angeben, um die zur Durchfithrung des Tests notigen
kritischen Werte zu simulieren. Sei dazu

n m

Fn(t) +

m—+n m—+n

Hypn(t) == Gn(t), teR%

und bei gegebenen X1,..., X, Y1,...,Y,, seien ZNl, e ZNN, N = m+n, unabhéngige
Zufallsvariablen mit der Verteilungsfunktion H,, . Es sei H(t) := (1 — 7)F(t) + 7G(t),

t € R, Weiter setzen wir

m N
- 1 A A 1 N
Fn(t) = =3 1ocg(Zm),  Gal®)=— > 1 oog(Znw)
v=1 v=m-+1
und
-~ 1 m ~ 2 1 ~
Fn(t)=—> 140 (Zny),  Ga(t) = - > L) (Zaw)
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Fiir t € R? sei auBerdem

~ mn

Apmn(t) = (Fm(t) _ Gn(t)> , Apnlt) = (ﬁm(t) - én(t))

m-+n

und fiir m,n € N definieren wir

CA'n]g,unZ — sup Am,n(t) + sup me(t),
teRd teRd

én]ii = max <Sup Am,n(t)a sup Am,n(t)> )
teRd teRd

~ ~ -~ 4+
C,?;j;y = / <A;tw(t) +Am7n(t)> w(t) dt.
Rd

Das Verhalten der empirischen Prozesse (A, (t),t € R?) und (Km,n(t),t c RY) fiir
wachsende m,n € N liefert die folgenden Grenzwertaussagen fiir die Testgrofien unter dem
Einfluss des Bootstrapverfahrens. Ein Vergleich dieser Aussagen mit den Resultaten des
letzten Abschnittes zeigt, dass die iiber das vorgeschlagene Bootstrapverfahren erhalte-
nen kritischen Werte verwendet werden koénnen, um eine Einhaltung des Testniveaus zu

gewiihrleisten (vergleiche auch Bemerkung 2.3.2 fiir den Fall der Laplace-Ordnung).

5.3.1. Satz. FEs sei ((ff, f € F) ein zentrierter Gauflprozess mit Pfaden in [°°(F) und
der Kovarianzfunktion Cov(éf, ég) =Hfg—HfHg, f,ge F. Sei

Cy=(Cu(t),teRY),  Cyt):=Cl_, 4 teR,

und
Cu=(Cu(t),teR?),  Cu(t):=Cly), teR

Dann ist (C(t),t € RY) ein zentrierter Gaufprozess mit fast sicher beschrinkten Pfaden
und der Kovarianzfunktion pcy, (s, t) :== H(min(s,t)) — H(s)H(t) und (Cu(t),t € RY) ist
ein zentrierter Gauflprozess mit fast sicher beschrinkten Pfaden und der Kovarianzfunk-

tion pg, (s,t) = H(max(s,t)) — H(s)H(t) und es gilt fiir fast alle X1, Xo,...,Y1,Yo,...

a)

CKui Y, GRui .~ sup Cy(t) + sup C(t), m,n — oo.
' teRd teRd

b)

éfg;i 5 CKS .= max [ sup Cg(t), sup Cy(t) |, m,n — oo.
teR4 teR?
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Cout = €O o [ (CH) + Te)w(t) e, mon o,
Rd

Beweazs.

Wir definieren bei gegebenen Xi,...X,,, Y1,...,Y, die empirischen Mafle Pm =

1 m A 1 N .
i 210z und Qn =5 > ,_ 165 und den Prozess

mn

Gm,n:(@?m,nfafef) ::< m+n(Pm_Qn)faf€f>

— (o (B ) £ [ (@ Hn) £ € F)

m-+n m—+n

Wegen |f| < 1 fiir alle f € F ist E = 1 eine Envelope von F und nach Lemma 5.2.1 erfiillt
F daher die Entropiebedingung (B.2.1). In Analogie zu Satz 2.3.1 und im Hinblick auf
Satz B.2.2.1 und Bemerkung B.2.2.2 untersuchen wir den Abstand

sup_|Lo(Hpmn)(f —g) — L2(H)(f — 9)|
f.9eF

N[ =

1

2

= sup
f,9eF

9

</Rd(f(«’v) —g(w))Qde,n(m)) _ ( [ () _g(m))gdH(w)>

und zeigen, dass fiir fast alle X1, Xs,...,Y7,Y>,...

lim sup ‘LQ(Hm,n)(f _g) - LQ(H)(f _g)| =0

m,n—0o0 f gE]—'

gilt. Die Funktionen f, g € F sind Indikatorfunktionen. Mit |1 4—1p5| = 144 p fiir beliebige
Ereignisse A, B, folgt daher (14 — 15)% = 13‘ Ap = laap. Ist Z eine Zufallsvariable mit
der Verteilungsfunktion H, ergibt sich daher

sup |Lo(Humn)(f — g) = La(H)(f — 9)| = sup |P(Zn1 € A)7 — P(Z € A)2
f.9eF AeD

-

< <Sup P(Zy € A)—P(Z e A)D °
AeD

mit
D= {AAB LA, B € {(—00,t],t € R U{(t, 00),t € ]Rd}} .

Fiir ein beliebiges A € B(R?) gilt bei gegebenen X1,... X,,, Y1,...,Y,
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und

P(ZecA) =(1-71)P(X, € A)+7P(Y; € A).

Das Mengensystem D ist eine VC-Klasse (vergleiche etwa [VW96], Lemma 2.6.17 1)-iii))
und die Menge der Indikatorfunktionen {14, A € ©} somit eine VC-Funktionenklasse. Der
Satz von Gilvenko Cantelli in der Form von Satz B.2.1.6 liefert dann, dass fiir fast alle
X1, Xo9,....1,Ys, ...

N N 1
sup P(ZNleA)—P(ZeA)‘gsup 2N 14(X) - (1- 7)P(X; € A)
AeD Aep (M +nm i~
m 1
SN 1Y) —TP(Yi € A
e 2 1) — TP € )
— 0, m,n — 00,

gilt. Mit Satz B.2.2.1 und den Vorbetrachtungen ergibt sich daraus schliellich fiir m,n —
oo und fast alle X¢, X5,...,Y7,Ys,...

( mmfn<Pm_Hm’")f’fE}—>L((l_T)CAfafe}—), m,n — 00,

mit dem zentrierten GauBprozess (Cf, f € F) mit Pfaden in [°°(F) und der Kovarianz-
funktion Cov(Cf,Cg) = Hfg— HfHg, f,g € F. Analoge Argumente fiihren auf

( mn (Qn—Hm,n)f,fe}">L(r@f,fe}'), m,n — 0o,

m-+n

fiir fast alle X1, Xs,...Y1,Ys,.... Aufgrund der bedingten Unabhéngigkeit der empiri-
schen Prozesse bei gegebenen X1, Xo,...Y7,Ys, ... gilt daher @mn 25 C in I™°(F) fiir
m,n — oo und fast alle X1, Xs,...Y1,Y5,....

Eingeschréankt auf F; hat C dieselbe Kovarianzfunktion wie Cy und eingeschrankt
auf Fy hat C dieselbe Kovarianzfunktion wie Cpy. Um die behaupteten Aussagen fiir

CvKui OKS

ACvM . e .. .
s Cmy und Cpt% zu erhalten, gehen wir schliefilich wie in den Beweisen zu den

Sétzen 5.2.3 - 5.2.5 vor, indem wir die entsprechenden Funktionale auf fast sicher konver-

gente Versionen der Prozesse G, und C anwenden. O

Um Resultate beziiglich der Konsistenz der vorgestellten Verfahren zu erhalten, benoti-
gen wir wieder analytische Aussagen iiber die Verteilungsfunktionen der Grenzprozesse un-

ter dem Einfluss des Bootstrapverfahrens. Begriindet durch die Ergebnisse des vorherigen
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Satzes definieren wir die Tests

1 CES > ¢KS ()

ehS (X1, X 1, Yy) = ’ ’;; ’;S" ’

07 Cm,n < Cm,n(a)7

' 1 CKui > éKm(a)

eRU(X, . X, Y, Y) = ’ JO ’

0, Chom < cm’“;f(oz),

und
CvM 17 C??’L?T{VI > égll,)fll\/[(a%
Prom (X1,...,. Xm, 11,...,Y,) = Coll ot

07 Cm?n < Cm?n (Oé)

mit den jeweiligen (1 — a))-Quantilen

¢BS (o) :=inf{c e R: P(CES > ¢) < a}, aec(0,1),

m,n

E9a) ==inf{ceR: P(CXS >¢)<a}, aec(0,1),

sowie
éﬁ%(a) =inf{c e R: P((AZ’T,I?TQZ > ¢) < a}, ac(0,1),
&R () = inf{ce R: P(C’K“i >c) < a}, a e (0,1),
und
S (a) i=inf{c e R: P(CS"M > ¢) <a},  a€(0,1),
M) :=inf{ce R: P(CM > ¢) <a}, ae(0,1).

Die folgenden Sétze liefern die gewiinschten Eigenschaften der Tests.

5.3.2. Satz. Fir a € (0,1) ist gofg:% ein konsistenter Test zum Niveau « fiir das

2
Testproblem (5.1.1).

Beweis.

Wir betrachten wieder den Gauflprozess (é f, f € F) aus Satz 5.3.1 mit der Kovarianz-
funktion COV(éf, ég) = Hfg—HfHyg, f,g € F. Dasich C als Grenzwert eines durch eine
VC-Klasse indizierten empirischen Prozesses ergibt, ist C eine straffe und Borel-messbare
Zufallsgrofle mit Werten in [°°(F). Die Parametermenge F ist nach Satz B.2.5 totalbe-

schriinkt beziiglich der Semimetrik ps und die Pfade von C sind fast sicher gleichméfig
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stetig beziiglich pp. Wir kénnen € somit als Zufallsgrofe mit Werten in (C*(F), ||-||so)

auffassen. Nach Satz D.2.2 ist C ein separabler Gauprozess. Ferner gilt

C*S = max sup éf, sup éf = supéf.
fer feFs feF

Aufgrund der Separabilitéit von C kénnen wir dieses Supremum als Supremum von abzihl-
bar vielen Zufallsvariablen ansehen, wobei die Varianzen Var(é f), f € F, aufgrund der
vorausgesetzten Nichtdegeneriertheit von F' und G nicht sémtlich Null sind. Die Anwen-
dung von Satz D.1.1 gibt dann die Stetigkeit der Verteilungsfunktion von C*S im Bereich
(ap, 00), mit

ao :zinf{xER:P(snpéf<x) >0}.

feFr

AuBerdem ist die Wahrscheinlichkeitsdichte von ¢’ nach Satz D.1.1 in diesem Bereich
positiv.

Wir verfahren wie im Beweis zu Satz 2.3.4: Es ist (C"(F), ||-||~) ein separabler Banach-
raum (siehe Satz D.3.4). Mit Satz D.1.2 erhalten wir dann, dass die Verteilungsfunktion

der Norm ||C||se = sup feF |Cf| streng monoton wachsend auf [0, 0o) ist. Damit ergibt sich
P (el <) >0,

fiir alle 2z > 0. Mit C*% < [|C||oo folgt daraus zuniichst agp < 0 und zusammen mit
P(CKS > () =1 also ag = 0 und die Stetigkeit der Verteilungsfunktion von C*° im Be-
reich (0, 00). Wegen CA%‘Z 5 supfeféf fiir m,n — oo und fast alle X1, Xo,...,Y1,Y5,...,

sowie
Va € (0,1)¥m,neN: ¢k9 >0, (5.3.1)

fir fast alle X1, Xo,...,Y1,Yo, ..., ergibt sich aus der strengen Monotonie der Vertei-
lungsfunktion von CX5 auf [0,00), dass fiir fast alle X1, Xo,...,Y],Ys, ...

lim 59 () = é89(a), (5.3.2)

mn—oo 0T
ist. Das Verhalten der Testgrofie Cnlgfl bei Giiltigkeit der Alternative liefert somit die
Konsistenz von gofn(b,; gegen alle Alternativen.
Sei @ € (0,1). Dann ist ¢59(a) > 0, da die Dichte von CKS nach Satz D.1.1 nach
unten durch die Dichte einer normalverteilten Zufallsvariablen mit nicht-negativem Er-
wartungswert beschriankt ist. Wir betrachten dann den Grenzwert

CKS = max [ sup C(t), sup C(t) (5.3.3)
teA teB
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der Kolmogorov-Smirnov-TestgroBe aus Satz 5.2.5 bei Giiltigkeit der Hypothese. Ist C*S =

0 degeneriert, so hat C*% die Verteilungsfunktion P(C*S < z) = 19 ,)(2), = € R, so

~KS

dass aufgrund der fast sicheren Konvergenz der Quantile ¢,,%, (o) gegen einen positiven

Grenzwert
lim P (CKS > K8 ()| H) = P (CKS > &%5(a)) = 0,

m,n—00 m,n
fiir alle « € (0, %) folgt. Ist die Verteilungsfunktion von C**S nicht-degeneriert, so ist C*S

wegen (5.3.3) von der Form

CKS = sup Cf,
feF*

mit F* = {f € F: Pf = Qf}. Ein Separabilititsargument fiir (Cf, f € F) und Satz D.1.1
liefern dann analog zu oben die Stetigkeit der Verteilungsfunktion von C*9 auf (0, 00).
Wegen ¢%5(a) > 0 fiir a € (0, 5) und (5.3.2) ergibt sich somit erneut

lim P (CKS > &5 ()| H) = P (C"S > é55(a)) < P (éKS > éKS(a)> = a,

m,n
m,n—00 ’

fiir alle a € (0, 3). O

5.3.3. Satz. Fir a € (0, %) ist wﬁ% ein konsistenter Test zum Niveau o fir das
Testproblem (5.1.1).

Beweis. Wir betrachten erneut den Gaufiprozess (é f, f € F) und dessen Einschrénkun-
gen auf die Bereiche F; und F. Dann ist der Prozess C|r, +C |z, := (Cf +Cg,(f.9) €
F1 x Fa) ein straffer GauBiprozess, der wegen Satz B.2.5 als Zufallsvariable mit dem Wer-

tebereich C*(Fy x Fa) interpretiert werden kann. Es ist

CKY = sup Cf+ supCg= sup (Cf+Cg),
fer geEF2 (f,.9)EF1XF2

und dieses Supremum kann aufgrund der Separabilitdt von (é fyf € F) als Supremum
abzéhlbar vieler Elemente angesehen werden. Es gilt offenbar

OKUi < sup ‘éf +(?g| = ” é|f1 +é |]:2”007
(f,.9)eF1xF2

mit [|||c als Supremumsnorm auf C*(F; x Fa).

Mit Uberlegungen wie im vorherigen Satz, erhalten wir dann mit den Sitzen D.1.1
und D.1.2 die Stetigkeit der Verteilungsfunktion von CEui guf (0,00) und die strenge
Monotonie auf [0, 00), woraus die Konsistenz des Tests gegen alle Alternativen folgt. Die

Darstellung

ckuvi — sup (éf+ég),
(f.9)EFTxF3
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mit den Teilmengen Fj = {f € F1: Pf = Qf}, Fj = {f € Fa: Pf = Qf}, liefert ferner
erneut die Stetigkeit der Verteilungsfunktion von CK% auf (0,00) im Fall der Nichtde-
generiertheit der Grenzverteilung analog zum Beweis des letzten Satzes und somit die

Einhaltung des Testniveaus fiir a € (0, 1).
O

Schlieflich erhalten wir fiir den Cramér-von Mises-Test:

5.3.4. Satz. Fir o € (0, %) 18t cp,%”,llw ein konsistenter Test zum Niveau o fir das
Testproblem (5.1.1).

Beweis. Es ist

COM — [ (Cf(t) + O (b)) w(t) dt.
R4

Die Pfade t — C(t)w(t),t € R, und t — U;; (t)w(t),t € RY sind integrierbar beziiglich
des Lebesgue-Borelschen MaBes auf R%. Bezeichnet @) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R¢
mit der Lebesgue-Dichte w, so kénnen wir Cy und Cp jeweils als Zufallsvariable mit
Werten in (Lb(Rd), I|]I Ly ) auffassen. Wir argumentieren dann dhnlich wie im Beweis zu
Satz 2.3.4 indem wir mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach und der Identitit 22T =
2max(0,z) = |z| + x,x € R, die Darstellung

Q@CvM:Ad<\cH(t>\+cH(t)) dQ(t)Jr/Rd(!CH(t)HCH(t)) dQ(t)

= s {[ arseicawan]

FeLs (R, £l =1

s s [ asgwcam o)

g€ Ly @), lgll =1

= sup {/ (L4 f@®)Cu () + (1 +9(t)Cu(t)) dQ(t)}
(f,g)ELOQO(Rd)xLOQO(Rd) R4
\IfIILOQo=HgHL0Qo:1
erhalten, so dass sich COvM gls Supremum iiber abzéhlbar viele normalverteile Zufallsva-

riablen ergibt.
Mit dem Ma$ p := dg + 61 auf P({0, 1}) definieren wir ferner den Mafiraum

(7.6.Q) = (B! x {0.1}, BR) @ B({0,1}),Q @ 1)

sowie den Prozess Z = (Z(s,t),(s,t) € T) mit Z(s,0) := Cy(s), Z(s,1) := Cy(s). Dann

ist Z ein Gauflprozess mit Werten im separablen Banachraum Lé} (T') und es gilt mit dem
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Satz von Fubini
12l = [, (C(®) + [Ca(t)) dQ(®) 2 C.

Also ist CC“M stochastisch nach oben durch die Norm eines Banachraum-wertigen gauf3-
schen Zufallselements beschrinkt. SchlieBSlich liefert dann die Kombination der Satze D.3.3,
D.1.1 und D.1.2 fiir die Verteilungsfunktion von C““™ erneut die Stetigkeit auf (0, co) und
die strenge Monotonie auf [0, c0).

Analog wie zuvor schlieflen wir aus
Va € (0,1)Vm,n e N: e > 0,
fir fast alle X, Xo,...,Y7,Y5,... und

lim ¢S (a) = €M (),
m,n—00 ’

fast sicher und fiir alle « € (0, 1), dass bei Giiltigkeit der Alternative K : X £, Y

im P (o5 (X,. . X, Y1, Y,) = 1| K) =1

m,n— 00

ist. SchlieBllich ist die Grenzverteilung der Testgrofie Cﬁt{” entweder degeneriert im Null-

punkt, oder von der Form
CC”M—/C+(t)w(t) dt+/ CT () w(t) dt,
A B

mit ) # AU B C R% Wir verwenden dann die gleichen Argumente wie zuvor um die
Stetigkeit der Verteilungsfunktion der Grenzverteilung auf (0, co) einzusehen und erhalten
wiederum

lim P(C’ﬁf’,{” > é%ljéw(a”H) -p (CC’L}M > éC’vM(a)> <P (C«CUM > éC’vM(a)> =a,

m,n— 00

fiir alle o € (0, 3). O

Alle drei Tests halten asymptotisch jedes vorgegeben Testniveau o € (0, %) ein. Im Fall
der Degeneriertheit der Grenzverteilungen der Testgrofien CKS, CKv oder CCM ergibt
sich mit den vorherigen Ergebnissen ferner, dass die Tests in diesen Fillen dariiber hinaus
sogar asymptotisch einen Fehler erster Art von Null haben, denn es ist dann etwa

lim P (C5M > eSuM ()| H) = P (COM > ¢““M(a)) =0,

m,n—00

fiir o € (0, 3).
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5.4 Implementierung und numerische Ergebnisse

Die Berechnung der Testgroflen erfordert vor allem die Berechnung der Differenz der em-

pirischen Verteilungsfunktionen

mn

Apn(t) = (Fin(t) — Gu(t)), te R

m+n
und die Differenz der empirischen Uberlebensfunktionen

Bon(t) = | — (Fp(t) — Gu(t)),  teRL

m-+n

Offenbar sind die Funktionen A, ,,(t) und A, ,(t) "stiickweise” konstant und nehmen
jeweils nur endlich viele Werte an. Die im néchsten Lemma zu formulierende Aussage
prézisiert diesen Sachverhalt und gibt, bei gegebenen Beobachtungen zu den Verteilungs-
funktionen F und G, explizit die Punkte an, an denen die Funktionen A, ,(t) und A,;, ,,(t)
auszuwerten sind.
Seien zunéchst wieder X7 = (Xi1,...,X14)s.-, Xm = (X1, -+, Xna),m € N, un-
abhingig und identisch verteilt mit der Verteilungsfunktion F und Y; = (Y11,...,Y14),
. Y, = (Yo1,...,Y5), n € N, unabhiingig und identisch verteilt mit der Verteilungs-
funktion G. Seien X1,..., X, Y1,...,Y, unabhéngig. Sei Z1 = (Z11,...,214),..., ZN =
(ZN1y---sZNd), N = m + n, definiert durch Zy = X, k= 1,...,m, und Zy = Yy_,p,
k=m+1,...,m+n.
Ferner vereinbaren wir in diesem Abschnitt fiir s = (sy1,...,54) € R4, ¢ = (t1,...,tq) €

R< die Schreibweisen

X =

d d
[S’t} = [Slﬁtk}v [Svt) = X [3k7tk’)a (S,t] = X (Skatk]'
k=1 k=1

k=1

Das folgende Resultat liefert die Grundlage fiir eine einfache Berechnung der Testgrofien.

5.4.1. Lemma. Seien Z1 = (ZH,...,Zld),...,ZN = (ZNl,...,ZNd),N = m-+n,
gegeben und fir (i, ... iq) € {1,...,m +n}? sei

V(i1,...,id) = (Z(il)l’ RN Z(id)d)a (5.4.1)

wobei Z ;). fir jedes feste k =1,...,d die j-te Ordnungsstatistik der Zg, . .., Zny bezeich-

ne, j =1,...,m+n. Dann nimmt A, ,, die hichstens (m + n)?® verschiedenen Werte

A (VELiady Gy gy e {1, m+n}e,
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an. Wir setzen ferner fiir ein fest gewdhltes € > 0 und (iy,...,iq) € {1,...,m +n}?
Vvs(ihm’id) = (Zal)h ) Z(Eid)d)a

mit Z(El)k =Zayy—¢& k=1,....,d, und Z(Ej)k =ZG 1k, J=2,...,m+n, k=1....d.

Dann nimmt A, ,, die héchstens (m + n)? verschiedenen Werte
A (Vo)) iy, ig) € {1, om+ n}d,
an. Dabei kann € > 0 beliebig gewdhlt werden.

Beweis. Die Werte von A, ,(t) &ndern sich héchstens dann, wenn sich mindestens
einer der Werte F,,,(t) oder G, (t) &dndert. Es ist fir ¢t = (¢1,...,%q)

1 m
Fn(t) = — > 11X <tr,. .., Xja < ta). (5.4.2)
k=1

Zunéchst ist offenbar
F,.(t) =0, YVt = (t1,...,tq) : Fk € {1,...,d} mit ¢ < X(l)k~

Wir bezeichnen im Folgenden mit Ry;, k = 1,...,m, j = 1,...,d, den Rang der j-ten
Koordinate X; von X}, in Xj,..., X;n;. Dann erhalten wir direkt aus (5.4.2), dass Fi, ()
fiir ein beliebiges (i1, ...,iq) € {1,...,m}¢ auf der Rechteckmenge

Mil,n.,id = [Xille(Ri11+1)1) X ... X [Xidd7X(Ridd+1)d) (543)

konstant gleich F, (X1, ..., Xj,q) ist, wobei wir X(Ry;+1); 1= 00 setzen, falls Ry; = m gilt.
Es gilt F,,(t) > 0 fiir ein t € R? genau dann, wenn ein k € {1,...,m} existiert mit X}, < t.
Somit gibt es fiir jedes ¢ € R? mit F,,(¢) > 0ein (i1,...,iq) € {1,...,m}¢mitt € M;, .
Wir finden daher fiir jedes t € R? mit F,,,(t) > 0 ein Tupel (i1,...,iq) € {1,...,m}¢ mit
Fn(t) = Fu(Xiy1,. -+, Xi,q4). Ebenso schlieBen wir fiir G,,(t), dass fiir jedes ¢ € R? mit
Gn(t) > 0 ein Tupel (iq,...,iq) € {1,...,n}¢ existiert mit G,,(t) = Gn(Yiy1,-- -, Yia)-

Aus diesen Voriiberlegungen fiir F,,, und G, folgt, dass die Differenz F,,(t) — G, (¢t),
t € R, (und daher auch die Funktion A, ,(t), t € R?) auf den Rechteckmengen

[V i)y (itLesiatl)y (i1,...,iq) € {1,...,m+n}?,

Indizes (i1,...,iq) € {1,...,m + n + 1}¢ erweitern, indem wir Z(i;41d = 00 setzen,
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falls i = m gilt. Also existiert fiir jedes t € R? ein (iy,...,iq) € {1,...,m + n}? mit
Wir betrachten nun die Funktion ¢ — A, ,(t). Aus

Fm(t) = Zl(Xkl >t1,...,Xkd>td)

k=1

1
m
folgt zunéchst

Fm(t) =0, YVt = (t1,...,tq) : Fk € {1,...,d} mit t;, > X(m)k,

so dass A, ,(Via)) = 0 gilt, sobald ein k € {1,...,d} existiert mit i, = m + n. Mit
dhnlichen Uberlegungen wie im Fall der Verteilungsfunktionen, macht man sich auBerdem

klar, dass F',,(t) fiir ein beliebiges (i1, .. .,i4) € {1,...,m}? auf der Rechteckmenge

Miy....iq = [Xint, X(ry401) X oo X [Xigds X(R, g41)d)

konstant gleich Fy,(Xj,1,...,Xi,q) ist, wobei wir erneut X(Ry;+1)j = 0o setzen, falls
Ry; = m gilt.

Im Fall der Uberlebensfunktion ist F',,(t) allerdings im Allgemeinen auch fiir solche
t=(t1,...,tq) € R? positiv, fiir die ein k € {1,...,d} mit t < X1y, also ty = Xy — ¢
fiir ein & > 0, existiert. (Beispielsweise gilt fiir g := (X(1y; —¢,..., X(1)q — €) mit einem
beliebigen £ > 0 offenbar F,,(ty) = 1, aber es ist ty & M;, .. i, fir jedes (i1,...,iq) €
{1,...,m}%)

Fiir jedes t € R? mit ¢}, < X (1)), fiir mindestens ein k € {1,...,d} und jedes feste ¢ > 0,
gibt es dann aber ein Tupel (i1, ...,4q) € {1,...,m}¢ und einen Punkt (X¢ SCRREE X(eid)d),

(i1
X(El)k =Xk — &, X(Ej)k =Xk J=2,...,m, k=1,...,d, mit

Font) = Fon( X5, X5 pa)-

Analoge Uberlegungen fiir G,,(t) liefern dann schlieBlich die im Lemma formulierte Be-
hauptung fiir A, ,,(t).
]

5.4.2. Bemerkung. Die Ergebnisse des vorherigen Lemmas erlauben eine einfache Be-
rechnung der Supremumstestgrofen C’n{fﬁf und CEX *?L Aus der vorliegenden zusammengeleg-

ten Stichprobe Zi, ..., Zy sind lediglich die Funktionswerte von A, ,(t) in den Punkten
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Vv (i1,ia) ynd die Funktionswerte von Apn(t) in den Punkten Vg(il"”’id) fiir ein beliebi-

ges € > 0 zu berechnen. Anschlieffend ergeben sich die Werte der Testgrofien Cf,?fj und

CKS

m,n

als entsprechende Maxima dieser Werte. Bevor wir diesen Sachverhalt im néichsten

Korollar formulieren, schliefen wir zunéchst einige Bemerkungen an.

a)

Die Menge der Punkte {V(ta) (i1, ... i) € {1,...,m 4+ n}?%} ist offensichtlich mit
der Menge der Punkte {(Zi,1,..., Zi,a), (i1,-..,iq) € {1,...,m + n}?} identisch. Die
Differenz A, ,,(t) muss also hichstens an sdmtlichen Punkten ausgewertet werden, die
sich im Sinne von Lemma 5.4.1 aus Mischungen der Komponenten der Zufallsvektoren
Zy, ..., Zy ergeben. Offenbar ist ferner jedes Vg(il’“"id)
fiir alle k = 1,...,d gilt, mit einem Punkt V' Ut-34) identisch. Die Differenz Ayt

wird also zusétzlich noch an solchen Punkten ¢ € R? ausgewertet, fiir die fiir mindestens

mit der Eigenschaft, dass iy #£ 1

eine Komponente ¢, k= 1,...,d, die Beziehung ¢, < Z(1); besteht.

In der Situation von Lemma 5.4.1 sind die Verteilungsfunktionen F' und G stetig und
die iiber die Ordnungsstatistiken definierten Punkte V(1) und Vg(il’“"id) somit
wohldefiniert. Bei der Durchfithrung des Bootstrapverfahrens aus Abschnitt 5.3 zur
Ermittlung der benétigten kritischen Werte, sind die Beobachtungen zu den Zufalls-
vektoren Z1,..., Zy im vorherigen Lemma allerdings mit positiver Wahrscheinlichkeit

nicht paarweise verschieden.

In diesen Fillen sind die aufgefithrten Ordnungsstatistiken und Rénge nicht wohldefi-
niert und die Definition der Punkte V(i) ynd Vg(il"“’id) in Lemma 5.4.1 in dieser
Form nicht sinnvoll. Die Punkte, an denen die Funktionen A, () und A, ,,(t) dann
ausgewertet werden miissen, ergeben sich aber weiterhin durch Mischung der Koordi-

naten der Zufallsvektoren Z1,..., Zy:

Préziser formuliert, seien Z1 = (Z11,...,214d)s---5 ZN = (ZN1y-- -y ZNd), N =m +n,
gegeben und es seien Uy = (Uy1,...,U14), ..., Un = (Uprt,y -+, Una), M < N, definiert
als die paarweise verschiedenen Zj. Der Beweis zu Lemma 5.4.1 zeigt, dass im Fall der
Funktion A, ,(t) nur die Funktionswerte von A,, ,(t) in den Punkten (Z;,1,..., Zi,q4),
(i1,...,iq) € {1,..., N}¢ relevant sind. Die Menge der Punkte

{(U(i1)1> .. '7U(id)d)a (’il, .. .,id) S {1, - ,M}d}

ist aber identisch mit der Menge der Punkte

{(Zi117"'7Zidd)7 (il,...,id) S {1,...,N}d},
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so dass die Funktion A, ,,(t), basierend auf den Zufallsvariablen Z, ..., Zy, also keine

anderen Werte als
Am,n(U(il)la RN U(id)d)7 (i1,...,19) € {1,..., M}d,

annimmt.

Mit dem gleichen Argument ist offensichtlich, dass die Funktion A,, ,,(t), basierend auf

den Zufallsvariablen Zi, ..., Zy, keine anderen Werte als
A (Ugiy1s -+ UG pa)s (i1, ... iq) € {1,...,M}4,

annimmt, wobei € > 0 beliebig und U(el)k = Uny, — €, sowie U(Ej)k = Ugj—1) fiir
j=2,...., M, k=1,...,d ist.

Bei Vorliegen von nicht zwingend paarweise verschiedenen Beobachtungen der Zufalls-
vektoren Z1, ..., Zy sind die folgenden Aussagen dieses Abschnitts daher in der Weise
zu verstehen, dass sich die Punkte V(i) und VE(“""’”) in der oben dargelegten

Weise aus den paarweise verschiedenen Zufallsvektoren Uy, ..., Uys ergeben.
Insbesondere reduziert sich in diesen Féllen die Anzahl der zu berechnenden Funkti-

onswerte.

AbschlieSend bemerken wir, dass die Funktionen A, , und Zm,n in vielen Fillen jeweils

deutlich weniger als (m + n)? verschiedene Werte annehmen.

Als Folgerung des letzten Lemmas erhalten wir eine einfache Darstellung der Supremums-

testgroflen.

5.4.3. Korollar. Es seien X7 = (X11,...,X14),---, Xm = (X1, -+, Xona), m € N,
und Yy = (Yi1,...,Y14),-- -, Y = (Y1, ..., Yna), n € N, gegeben. Sei I := {1,...,m+n}%
Dann gilt fiir ein beliebiges € > 0

Cﬁ@‘f: max Am,n(V(i1 """ ZAd))—l— max Amm(V(il’""id)),
’ (i1,...,id)61 (i17...,id)el

und

Cf,fizmax( max Am,n(V(il"“’id)), max Amm(V(il"“’id))).
’ (il,...,id)EI (il,...,id)el
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Tabelle 5.4 enthilt erste Simulationsergebnisse zur geschitzten Giite des Kolmogorov-

Smirnov-Tests cp,KnS;L im Fall einiger bivariater Verteilungen. Zwecks der besseren Ubersicht

1
1@ ::( ?) ae(-1,1),
«

und I := I©) gesetzt. Mit Ny(a,Y) bezeichnen wir wie gewohnt die bivariate Normalver-

wurde abkiirzend

teilung mit Erwartungswertvektor a und Kovarianzmatrix . Ferner bezeichnet t,(a, X),
n € N, die bivariate t-Verteilung mit n Freiheitsgraden im Sinne von Beispiel 4.3.5 ¢). Das
generelle Vorgehen bei der Durchfithrung der Simulationen wurde bereits in Abschnitt 2.5
dargelegt. Die folgenden Ergebnisse ergaben sich stets fiir R = 50 Bootstrapwiederholun-
gen.

Die Zeilen 1-3 im ersten Block von Tabelle 5.4 représentieren Verteilungen bei Giiltig-
keit der Hypothese (vergleiche Satz 4.3.4 und die Beispiele in 4.3.5), die Zeilen 4-8 représen-
tieren die Alternative. Analog reprisentieren Zeilen 1-3 des zweiten Blocks Verteilungen
bei Giiltigkeit der Hypothese fiir die t-Verteilung, und die Zeilen 4-8 die Alternative. Es
zeigt sich, dass das Niveau bei Giiltigkeit der Hypothese in den Fillen X = Y leicht
iiberschritten wird, wohingegen in den Fillen X <. Y und PX # PY das Niveau auch
bei den Simulationen bereits stets eingehalten wird. Bei Giiltigkeit der Alternative wer-
den Lagealternativen offenbar leichter aufgedeckt als Skalenalternativen. Der dritte Block

reprasentiert Verteilungen bei Giiltigkeit der Alternative bei denen nicht Y <. X gilt.

Kui

Tabelle 5.5 zeigt die Simulationsergebnisse in diesen Féllen fiir den Kuiper-Test ¢;,,",.

Kui
m,n

Auffallig ist, dass ;% in fast allen Féllen ein konservativeres Verhalten zeigt, im Fall der

Lagealternativen aber eine deutlich hohere empirische Giite als go,ﬁi aufweist.

Wir wollen nun eine leicht zu implementierende Darstellung der Integral-Testgrofie
CSM angeben. Die Tatsache, dass die Funktionen A, »(¢) und Ay, (t), wie bereits oben
dargelegt, jeweils konstant auf geeignet gewéahlten und von den Daten abhingenden d-

dimensionalen Quadern sind und ferner offenbar
Am’n(t) =0, Vt = (tl, R ,td) : dk € {1, R ,d} mit 1 < Z(l)kza
und
Apn(t) =0, Yt = (t1,...,tq) - Ik € {1,...,d} mit tgx > Zgin)k

gilt, reduziert die Berechnung der Cramér-von Mises-Testgrofle auf die Berechnung von
endlichen Summen. Wir illustrieren diesen Sachverhalt zwecks der besseren Ubersicht an-

hand der zweidimensionalen Situation.
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Seien X7 = (Xi11,X12),..., Xm = (X1, Xim2),m € N, unabhéngig und identisch
verteilt mit Verteilungsfunktion F und Y7 = (Y11, Y12),...,Yn = (Y1, Ya2),n € N, un-
abhéngig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion G und Z; = (Z11, Z12),...,ZN =
(Zn1, ZN2), N = m + n, seien unabhéngig.

Dann ist A, ,(t) jeweils konstant in den Bereichen
[V(i’j), V(Hl’jﬂ)) = [Z(i)l,Z(i—l—l)l) X [Z(j)% Z(j—l—l)Za)
(i,7) € {1,...,N — 1}?, sowie in den Bereichen [Z(;,4n)1,20) X [Zk)2, Zis1)2), k =

L...,N =1, und [Zuy1, Z1)1) X [Zimn)2:00); k = 1,..., N — 1. AuBerdem gilt of-
fenbar A, ,(V(m+mm+n)) — (. Betrachten wir die Testgrofe

Crun’ = (Aﬁm(tHELn(t)) w(t) dt, (5.4.4)
Rd

und ist @ ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 auf den Borelmengen des R? mit der Lebesgue-

Dichte w, so erhalten wir fiir das erste Integral in (5.4.4) die folgende handliche Darstellung.

5.4.4. Korollar. In der oben beschriebenen Situation gilt

N-1
Al ®wt)dt = 3 AL (V) Q ([VED, Vi)

d
R ij=1

N-1

+ ) ALLVENQ (261, Zsn) X [Zimany2: )
=1
N-1 |

+ Z Ajr_z,n(v(m-i—n’])) Q ([Z(m—l-n)lv o0) X [Z(j)Q, Z(j+1)2)) .
=1

0

Um eine dhnliche Darstellung fiir den zweiten Integralterm in Cg%\/[ zu erhalten,
bemerken wir zunichst, dass Ay, (t) in den Bereichen [V(41) V+Li+h) mit (4,5) €
{1,...,N —1}? konstant gleich A,,, (V@) in den Bereichen der Form [Z(iy15 Z(it1)1) ¥
(=00, Z(1y2),i=1,..., N —1, konstant gleich A s(i’l)) und in den Bereichen der Form
(=00, Zan) X [Ziiyas Zjany2)sd = 1,+ ., N — 1, konstant gleich A, (VA7) ist.
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5.4.5. Korollar. In der oben beschriebenen Situation gilt

/Rd Z;m(t) w(t)dt = Z Zj};’n(v(m)) Q ({V(i,j), V(i+1,j+1))>
ij=1
N '
+ Z Am,n(vs(l’l)) Q ([Zi—1)1, Z(in) x (=00, Z(1)2))
=2

N
+ Z Am,n<Vs(1’J)) Q ((—00, Zpy) % 1Z¢i-1)2, Z(j)2)) »

dabei kann € > 0 beliebig gew&hlt werden. O

Die beiden letzten Korollare ermoglichen eine einfache Implementierung der Cramér-
von Mises-Testgrofie im bivariaten Fall. Mit h6herem formalen Aufwand lassen sich analoge
Darstellungen ebenfalls in Dimensionen d > 3 angeben. Wir verzichten darauf an dieser
Stelle und weisen statt dessen auf den Einfluss der Wahl der Gewichtsfunktion w, bzw.

der des zugehorigen Mafles (), auf die numerischen Berechnungen hin.

Auf die Voraussetzung w(t) > 0 fiir alle ¢ € R? kann zuniichst nicht ohne Weiteres
verzichtet werden. In der Tat existiert bei Giiltigkeit der Alternative aufgrund der voraus-
gesetzten Stetigkeit von F' und G eine Umgebung U (to) mit F(t) > G(t), t € U(tp), oder
F(t) > G(t), t € U(ty). Fiir U(tp) € R?\ supp(w) kann das betrachtete Abstandsmaf
im Fall der Cramér-von Mises-Testgrofle a priori asymptotisch den Wert Null annehmen

(siehe 2.4.3, c), fiir das vergleichbare Problem beim Test auf Laplace-Ordnung).

FEine naheliegende Wahl fiir w ist etwa die Dichtefunktion der d-dimensionalen Standard-
Normalverteilung ¢4. Tabelle 5.6 enthélt Simulationsergebnisse fiir die empirische Giite

von gogfé\/[ mit w = ¢4. Im Vergleich zu den Ergebnissen fiir gof,(li und gofgqﬁ ncf,]l‘/f

scheint ¢
bessere Resultate zu liefern. Im Fall der Gleichheit der Verteilungen wird das vorgegebene
Testniveau in den Simulationen besser eingehalten, als bei den Supremumstests gaﬁ% oder

4,07},(1% Ferner zeigt sich fiir Verteilungen mit X <. Y und PX # PY, dass der Fehler

CvM

zweiter Art bei ¢, %)

schneller gegen Null zu konvergieren scheint, als bei den anderen
Tests. Im Bereich der Alternative liefert @%“T]LV[ dariiber hinaus in den simulierten Fillen

eine hohere Giite.

Tabelle 5.3 zeigt allerdings ebenfalls die empirische Giite des Tests wgv% fir « = 0.05

und m = n = 20 anhand eines Beispiels aus dem Bereich der Alternative.
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F G | P =1
N(100,109) | Ny(100,7) | 0.000

CoM
mmn

Tabelle 5.3: Beispiel zum Einfluss der Gewichtsfunktion auf o

Die Ursache fiir dieses Verhalten scheint offensichtlich: Wegen lim 4o ¢4(t) = 0, wer-
den die zu berechnenden Werte @ ([V(i’j), V(”l’j*l))) aus den beiden vorherigen Lem-
mata im Fall der Dichte der Normalverteilung fiir betragsméfig grofle Beobachtungen
X1,...Xm, Y1,...,Y, sehr schnell sehr klein und werden von géngigen Computeralgebra-
Systemen nicht mehr von Null unterschieden. Dieser Sachverhalt fiihrt dazu, dass die Hy-
pothese nicht mehr verworfen wird. Um dieses Problem zu umgehen, ist die Transformation
der vorliegenden Daten vor der Durchfiihrung des Tests niitzlich. Die folgende Aussage ist
wegen F%X(t) = Fx(at) und F%X(t) = Fx (at) evident.

5.4.6. Lemma. Seia>0. Dann gilt X <. Y & 1X < 1y, O

Die Daten konnen also beispielsweise zunichst auf den Bereich {t € R? : ||t| < 1}

transformiert werden, ohne dass das Testproblem verindert wird.
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Verteilungen

F G a) b) c)
No(0,1) No(0,1) 0.074 0.094 0.090
Ny(0,1) Ny(0,105)) 1 0.033 0.046 0.044
Ny (10, 1) No(10,1009)) | 0.034 0.044 0.036
Ny (0, 1(0-2) N(0,1) 0.098 0.128 0.134
Ny (0, 1(0%)) Ny(0,1) 0.176 0.302 0.227
Ny (0, 1(09) N(0,1) 0.639 0.824 0.750
No(1,1) N»(0,1) 0.444 0.603 0.628
N5 (100, 109 | Ny(100, I) 1.000 1.000 1.000
t2(0, 1) t2(0, 1) 0.076  0.094 0.091
t2(0, 1) t2(0, 105y 1 0.041 0.052 0.043
t2(10,1) t2(10,7109)) | 0.032 0.045 0.042
t2(0, 1(0-2)) t2(0, 1) 0.107 0.135 0.101
t2(0, 1(05)) t2(0,1) 0.179 0.248 0.186
t2(0, 1(0-9)) t2(0, 1) 0.572 0.754 0.653
t2(1,1) t2(0,1) 0.387 0.474 0.487
N»(0,1) t2(0,1) 0.183 0.247 0.241
t1(0,1) Ny (0, 1) 0.069 0.091 0.085
No(-1,1) t1(0,1) 0.836  0.927 0.929

Tabelle 5.4: Empirische Giite von cpﬁ% im Fall o = 0.05 und a) m = 20,n = 20, b)
m = 20,n = 30, ¢) m = 30,n = 20.
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Verteilungen

F G a) b) c)
No(0,1) N (0, 1) 0.058 0.081 0.083
N(0,1) Ny(0,105)) 10.053 0.048 0.052
Ny(10,1) No(10,7109)) | 0.031 0.041 0.041
Ny (0, 1(0-2) Ny(0,1) 0.092 0.115 0.108
Ny (0, 1(09)) Ny(0,1) 0.140 0.175 0.158
Ny (0, 1(09) N(0,1) 0.279 0.404 0.397
No(1,1) N»(0, 1) 0.938 0.979 0.972
N5 (100, 109 | Ny(100, I) 1.000 1.000 1.000
t2(0,1) t2(0, 1) 0.074 0.078 0.069
t2(0, 1) t2(0, 105y 1 0.041 0.043 0.045
t2(10,1) t2(10,1(09) | 0.045 0.048 0.038
t2(0, 1(0-2)) t2(0, 1) 0.080 0.102 0.112
t2(0, 1(05)) t2(0,1) 0.110 0.162 0.146
t2(0, 1(0-9)) t5(0,1) 0.263 0.385 0.408
t2(1,1) t2(0,1) 0.780 0.842 0.857
N»(0,1) t2(0,1) 0.108 0.152 0.140
t1(0,1) Ny (0, 1) 0.054 0.049 0.064
No(-1,1) t1(0,1) 0.896 0.948 0.962

Tabelle 5.5: Empirische Giite von goffl% im Fall o = 0.05 und a) m = 20,n = 20, b)
m = 20,n = 30, ¢) m = 30,n = 20.
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Verteilungen

F G a) b) c)
Ny (0,1) N»(0,1) 0.057 0.057 0.044
Ny(0,1) N(0, 1009 | 0.007 0.008 0.007
N»(10, 1) N(10,1(95) | 0.003 0.025 0.000
Ny(0,102) N»(0,1) 0.115 0.136 0.095
Ny (0, 1(0-5)) N (0, 1) 0.252 0.373 0.292
Ny (0, 109) Ny(0,1) 0.664 0.790 0.753
Ny(1,1) Ny(0,1) 0.982 0.998 0.991
N(100, 109) | Ny(100, 1) 0.000 0.000 0.000
t5(0,1) t2(0,1) 0.004 0.064 0.044
t2(0,1) t2(0,100%)) | 0.005 0.002 0.007
t2(10,1) t2(10,105)) | 0.003 0.000 0.003
t2(0, 1(0-2)) t2(0,1) 0.112 0.142 0.111
t2(0, 1(0-5)) t2(0,1) 0.262 0.347 0.284
t2(0, 1(0-9) t2(0, 1) 0.665 0.769 0.717
t2(1,1) t2(0,1) 0.849 0.905 0.892
N»(0,1) t2(0,1) 0.059 0.051 0.064
t1(0,1) Ny(0,1) 0.070 0.093 0.066
No(-1,1) t1(0,1) 0.969 0.955 0.959

Tabelle 5.6: Empirische Giite von ng“M im Fall « = 0.05 und a) m = 20,n = 20, b)
m = 20,n = 30, ¢) m = 30,n = 20 sowie w als Dichtefunktion der d-dimensionalen

Standard-Normalverteilung.



Anhang A
Stochastische Integralordnungen

Es sei S ein polnischer Raum und 8 die Borelsche o-Algebra auf S. Weiter seien w : § —
[1,00) eine messbare Abbildung und B, die Menge aller messbaren Funktionen f : S — R
mit der Eigenschaft

£ (s)]
= sup ——=— < Q. All
Il = sup 22 (A.11)

Ferner bezeichne 9, die Menge der WahrscheinlichkeitsmaBe P auf B mit [wdP < oc.

A.1. Definition ([MS02], Definition 2.3.1). Fiir festes w sei F C B,,. Dann definie-
ren wir fiir P, Q € P,

PS;Q:@/fdngfdQ fiir alle f € F, (A.1.2)

und nennen <z die von F generierte stochastische Integralordnung auf B,,.

Die Menge F heifit Generator von <z. Sind X und Y S-wertige Zufallsgroien, so
setzen wir auBerdem X <r Y :& PX <z PY.

Im Spezialfall (S,%8) = (R, B(R?)) sind in Theorie und Praxis verschiedene stochas-
tische Integralordnungen von Interesse. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung stochastischer
Ordnungen und deren Eigenschaften verweisen wir auf die Standardwerke [MS02] und
[SS07]. Wir geben in Tabelle A.1 lediglich eine Auflistung der in dieser Arbeit relevanten
stochastischen Integralordnungen an.

Die Ordnungen <, und <,,,m betrachten wir dabei fiir komponentenweise nicht-
negative Zufallsvektoren. Wir bezeichnen ferner eine reellwertige Funktion f : RY —

R, (z1,...,2q) = f(z1,...,24), als monoton wachsend in z;, falls die Funktion z; —
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f(x1,...,xq) fiir festgehaltene x, k # j, monoton wachsend ist. Die Funktion f heifit
monoton wachsend (oder schlicht wachsend), falls f monoton wachsend in jeder Kom-
ponente ist. Fiir t = (t1,...,tq) € R? setzen wir 1—oot] = Li—ooti]x.x(—o0yty Und

1(t,00) = L(t1,00)x... X (t4,00)-
Eine Funktion f : R — R heiit supermodular, falls

fl@ny)+ flwVvy) > f(=)+ fly), =x,yecR’

gilt. Dabei bezeichnet x A y das (komponentenweise zu bildende) Minimum von @ und
y und x V y das (komponentenweise zu bildende) Maximum von « und y. Ist f zweimal
stetig differenzierbar, so ist f genau dann supermodular, falls

92

VreRIVI<i<i<d:
re ST<Js 89;,835]

flx) =0

gilt. (Vergleiche [B&u97))
Eine Funktion f : R? — R heifit direkt konvex, falls sie supermodular und - bei jeweils
festgehaltenen anderen Komponenten - konvex in jeder Komponente ist.

Schliefllich setzen wir
M = {fr, k€ N}fk R—=R, f(z) = xk}

Fiir eine feste Gewichtsfunktion w und F C B, definieren die Integralordnungen aus
Tabelle A.1 (partielle) Ordnungen auf der Menge B,,. Im Fall der Ordnung <., ist bei-
spielsweise w(t) = 1 + [|t|| und somit B, die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe mit
endlichem Erwartungswert. Vergleiche auch [MS02], Abschnitt 2.6.

Abbildung A.1 veranschaulicht die Beziehungen zwischen den einzelnen Ordnungen.
Dabei bedeutet die Notation <;— <o, dass P <1 ) = P <5 @ gilt und <;--» <o, dass
P <1 Q = Q <5 P gilt. Die Implikation <.--+ <, gilt fiir nicht-negative Zufallsvekto-
ren, die Implikation <;.,— <;om fiir Zufallsvektoren mit Werten in Ng. Beziehungen und
Eigenschaften der Ordnungen <, bzw. <. werden ausfiihrlicher in den Kapiteln 1 bzw. 4
behandelt.
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Symbol | Generator

<st {f:R? = R; f monoton wachsend}

<ica {f :R? = R; f wachsend und konvex}

<iw {f:R? = R; f wachsend und konkav}

<sm {f:R? = R; f supermodular}

<dgir—cz | {f : R? = R; f direkt konvex}

<r {fe : R = Rt € RL; fe(®) = —exp(—t'z)}
<. {1 oot t € R U {1y o0, t € R}

<mom | {f R = R; f(@) = [IL, filw:), fi € M}

Tabelle A.1: Generatoren gingiger stochastischer Integralordnungen

Sst Ssm

Sdirfcz

—mom

Abbildung A.1: Beziehungen zwischen multivariaten stochastischen Ordnungen.
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Anhang B

Hoffmann-Jgrgensen-Theorie

B.1 Schwache Konvergenz
Es sei (Q, A4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. X : Q— R eine Abbildung. Es heifit
E*(X) :=inf{EY)|Y : (2,A) = (R,B(R)), Y > X, E(Y) existiert}

der dufere Erwartungswert von X. Fiir alle B C Q ist P*(B) :=inf{P(A): B C A € A}
die dufiere Wahrscheinlichkeit von B. Ferner definieren wir den inneren Erwartungswert
bzw. die innere Wahrscheinlichkeit als E.(X) = —E*(—X) bzw. P.(B) =1 — P*(B°).
Fiir eine beliebige Funktion f :  — R bezeichne f* : Q — R die kleinste messbare
Magjorante von f, also die fast sicher eindeutig bestimmte, messbare Funktion mit den
Eigenschaften f* > f f.s. und f* < ¢ f.s. fiir alle messbaren g : @ — R mit g > f fs..
Jedes f : © — R besitzt eine kleinste messbare Majorante (vgl. [VW96], Lemma 1.2.1).

Wir schreiben f* fiir jede Version der kleinsten messbaren Majorante.

Im Folgenden sei (D, pp) ein metrischer Raum, B(D) die Borelsche o-Algebra auf D,
also die von den offenen Teilmengen von D erzeugte o-Algebra auf D. Ein Ma8 x4 auf B(D)
heifit Borelmaf. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf B(D) heifit straff, wenn es zu jedem
e > 0 eine kompakte Menge K gibt, so dass P(K) > 1 — ¢ gilt. Ferner nennen wir eine
Zufallsvariable X : Q — D straff, falls das Bildma8l PX straff ist. AuBerdem nennen wir P
separabel, falls eine separable Teilmenge M € B(D) mit P(M) = 1 existiert.

Maf3geblich fiir die weiteren Begriffe ist die folgende Definition der schwachen Konvergenz.

B.1.1. Definition. Sei (2, Ay, Py)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsraumen und
Xp : Qy — D, n €N, eine Folge von Abbildungen. Dann heifit {X,, },,en schwach konver-
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120 B.1 Schwache Konvergenz

gent gegen ein Borelmafl P auf ®B(D), falls
E*f(Xn)H/fdP, n — 0o,

fiir jede stetige und beschrinkte Funktion f : D — R gilt. Wir schreiben dann X,, ~ P.
Ist P die Verteilung einer Zufallsvariablen X, so schreiben wir auch X,, — X.

Mittels des duleren Erwartungswerts wird auf diese Weise Verteilungskonvergenz auch

fiir solche Abbildungen formuliert, die selbst nicht Borel-messbar sind.

B.1.2. Satz ([VW96], Theorem 1.3.4). Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, X,, X : Q@ = D, n € N, X Borel-messbar. Die folgenden FEigenschaften sind dqui-

valent:
a) X, — X;
b) liminf,, o Pi(X, € G) > P(X € G) fiir alle offenen Mengen G C D;

¢) limsup,,_,.. P*(X,, € G) < P(X € G) fiir alle abgeschlossenen Mengen G C D.

B.1.3. Definition. Eine Folge {X,,},cn von Abbildungen heifit asymptotisch messbar,
falls fiir n — oo und jede stetige und beschrinkte Funktion f

E*f(X,) — E.f(X,) =0

gilt. Die Folge der Abbildungen {X,, }en heiBt asymptotisch straff, falls fiir alle € > 0 eine
kompakte Menge K existiert, so dass fiir jedes § > 0

liminf Py(X, € K°) >1—¢
ist. Dabei ist K° = {z € D: pp(z, K) < §}.
B.1.4. Lemma ([VW96], Lemma 1.3.8). Seien X,,, X : Q@ — D Abbildungen. Dann
gilt
a) Ist Xy, 25 X, so ist { X tnen asymptotisch messbar.

b) Sei X,, — X. Es ist {X,}nen genau dann asymptotisch straff, wenn der Grenzwert
X straff ist.
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B.1.5. Definition. Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X,,, X : © — D seien
Abbildungen. Dann konvergiert X,, fast gleichmifig gegen X - in Zeichen X, — X -
falls gilt:

Ve>03A € A: P(A) > 1—¢ und sup pp(Xp(w), X(w)) — 0.
w€eA

AuBerdem schreiben wir X, Leg X, falls pp(Xy, X)* — 0 f.s. gilt.

Ist X Borel-messbar, so ist X,, —% X #quivalent zu X, Lst x (vgl. [VW96], Lemma
1.9.2).

B.1.6. Satz ([VW96], Theorem 1.10.4). Seien (2, An, Pn)nen, (2, A, P) Wahr-
scheinlichkeitsrdume und fir n € N seien X, : Q, — D, X : Q — D Abbildungen. Sei
X,, — X und PX separabel. Dann existieren ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q,fl, P) und
Abbildungen X,, X : 0 = D, n € N, mit der Eigenschaft

a) Xn =5 X,

b) E*f(X,) = E*f(X,) und E*f(X) = E*f(X) fir jedes n € N und alle beschrinkten
Funktionen f: D — R.

Dariiber hinaus kénnen die Abbildungen X, bzw. X derart gewdhlt werden, dass sie keine
anderen Werte als die Abbildungen X, bzw. X annehmen. Ist ferner fiir ein n € N die
Abbildung X,, messbar, so kann X,, messbar gewdhlt werden und ist die Abbildung X
messbar, so kann X messbar gewdhlt werden. (vgl. [VW96], Addendum 1.10.5).

Fiir zwei Abbildungen X: Q- Dund X : Q — D, die die im letzten Satz genannte

Eigenschaft erfiillen, dass E* f(X) = E* f(X) fiir alle beschréinkten Funktionen f: D — R

zutrifft, verwenden wir auch die Schreibweise X~ X.

B.2 Empirische Prozesse in [*(T)

Sei T eine Menge, [°°(T") der Raum der beschrinkten und reellen Funktionen auf 7. Dann
ist (I°°(T), p) mit p(x,y) := || —y|/c ein metrischer Raum. Das fiir uns wichtigste Beispiel
von Abbildungen mit Werten in [*°(T") ist das des empirischen Prozesses:

Sind X7i, Xo,... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in
einem Messraum (R, &), P = PX1, P, = %Zzzl dx,, und ist F eine Menge messbarer

und beziiglich P quadratintegrierbarer Funktionen f: R — R, so heifit

(an,fe}") = (\/E(Pn_P)fvfGJ:)



122 B.2 Empirische Prozesse in [*°(T")

der durch F indizierte empirische Prozess der X1, ..., X,. Dabei setzen wir Pf := f fdP.
Ist F = {fi;t € T} so sprechen wir auch vom durch 7' indizierten empirischen Prozess.
Die endlichdimensionalen Randverteilungen von F, konvergieren nach dem mehrdimen-

sionalen zentralen Grenzwertsatz gegen eine Normalverteilung. Genauer gilt fiir beliebige

fl,---;fk e F
(Frfis. s Fufr) — Ng(0,%), n — 0o,

mit ¥ = (3)1<ij<k, 2ij = P ((fi — Pfi)(fj — Pf;)). Nach dem Existenzsatz von Kol-
mogorov existiert ein zentrierter Gaufiprozess G der die Verteilungen Ng(0,%) mit ¥ =
(Xijh<ij<k, 2ij = P((fi — Pfi)(fj — Pfj)), als k-dimensionale Randverteilungen hat.
Unter der Bedingung

sup |f — Pf| < o0
ferF

kann die Pfadmenge von F, und G als Teilmenge von [*°(F) aufgefasst werden. Das

Grenzverhalten von Abbildungen mit Werten in [°°(T") ist daher von besonderem Interesse.

B.2.1. Satz ([VW96], Theorem 1.5.4). Sei X,, : Q, — [°°(T), n € N. Dann kon-
vergiert { X, }nen genau dann schwach gegen einen straffen Grenzwert, wenn X,, asympto-
tisch straff ist und (X, (t1),... Xp(tx)) fir simtliche Auswahlen {t1,...,tx} C T, k € N,
schwach konvergiert.

Ist { X, }nen asymptotisch straff und konvergiert (X, (t1),... Xn(tg)) fir simtliche Aus-
wahlen {ti,...,tx} C T, k € N, schwach gegen die Randverteilungen (X (t1),...X(tx))
eines stochastischen Prozesses X = (X(t),t € T), so existiert eine Version von X mit
beschrinkten Pfaden und X, — X.

B.2.2. Lemma ([VW96], Lemma 1.5.3). Seien X und Y straffe Borel-messbare
Abbildungen in 1°(T). Dann sind die Mafle PX und PY genau dann gleich, wenn alle

endlichdimensionalen Randverteilungen von X undY gleich sind.

B.2.3. Definition. Es sei p eine Semimetrik auf 7.

a) Die Menge T heiit total beschrinkt beziiglich p, falls es fiir jedes € > 0 endlich viele
Elemente ti,...,t, € T gibt mit der Eigenschaft, dass T = (J;_, B(tx,¢) gilt, wobei
fir k=1,...,n B(tg,e) ={t € T : p(t,t) < e} die e-Umgebung von ¢y, ist.
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b) Eine Folge X, : Q, — I*®°(T),n € N, heifit asymptotisch gleichgradig gleichmdfig p-
stetig in Wahrscheinlichkeit, falls fiir alle e, > 0 ein § > 0 existiert mit

lim sup P* ( sup | X, (s) — Xp(t)| > 5) <.

n—r00 p(s,t)<o

B.2.4. Satz ([VW96], Satz 1.5.7). FEine Folge X, : Q,—1°°(T) ist genau dann
asymptotisch straff, wenn X, (t) asymptotisch straff in R fiir jedes t € T ist und eine
Semimetrik p existiert, so dass (T, p) total beschrdnkt ist und X, asymptotisch gleichmdfig
gleichgradig p-stetig in Wahrscheinlichkeit ist.

Das folgende Resultat charakterisiert die Straffheit von Gaufiprozessen mit Pfaden
in [°°(T), die haufig als Grenzwerte von Folgen von Abbildungen mit Werten in [*°(T")
auftreten. Ein stochastischer Prozess (X (t),t € T') heifit bekanntlich GauBprozess, falls alle
endlichdimensionalen Randverteilungen (X (¢1),..., X (tx)), tx € T, k € N, k-dimensionale

Normalverteilungen in R¥ sind.

B.2.5. Satz ([VW96], 1.5.10). FEin Borel-messbarer GaufSprozess X mit Pfaden in
1°°(T) ist genau dann straff, falls fiir

1
po(s,1) = (E|X(s) — X(O)P)™w | steT,0<p< oo,

gilt: (T, pp) ist total beschrinkt und die Pfade von X sind fast sicher gleichmdfig py-stetig
fir ein (und somit fir alle) 0 < p < co.

B.2.1 VC- und Donsker-Klassen

Die Bemerkungen des letzten Abschnittes und die Aussagen in Satz B.2.1 zeigen, dass fiir
die Existenz eines straffen und Borel-messbaren Prozesses G mit F,, — G die asympto-
tische Straffheit von (F, f, f € F) entscheidend ist. Fiir empirische Prozesse hingt diese
Eigenschaft eng mit der Funktionenklasse F zusammen. Funktionenklassen, fiir die ein sol-
ches G existiert nennen wir Donsker, oder priziser P-Donsker um die Abhéngigkeit vom
zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsmafl zu unterstreichen. Ist F Donsker beziiglich
jedem P, so heifit F gleichméflig Donsker.

Die Grofle der Funktionenklasse F ist bestimmend fiir die asymptotische Straffheit
des empirischen Prozesses. Eine Moglichkeit die Grofle von Funktionenklassen zu messen

sind sogenannte Uberdeckungszahlen. Dazu definieren wir zunéchst eine Envelope von F
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als eine Funktion F' mit der Eigenschaft, dass fiir alle  und alle f € F die Beziehung
F(z) > |f(x)| besteht. Wegen [f(z)| < F(z) := supser f(z) fiir alle z existiert immer

eine Envelope von F.

B.2.1.1. Definition. Sei (F,|-||) ein normierter Raum, e > 0 und F' eine Envelope von
F. Die Uberdeckungszahl N (e, F,|-||) ist die kleinste Anzahl von offenen e-Umgebungen

mit denen sich F iiberdecken ldsst, d.h. es ist

k
NG F ) =inf {keN|3fi,... fi: R RSl <00, F < (Jlo: I~ all <)}
j=1

Es sei @@ ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(R) und fiir » > 1 sei L. (Q)(f) := || fllor =
1
([ |f|" dQ)~. Die Entropiezahl von F beziiglich L, ist definiert als

sgp log N(e||F|lgr, F, L (Q)),

wobei das Supremum iiber alle Wahrscheinlichkeitsmafle @ mit 0 < QF" < oo gebildet

wird.

B.2.1.2. Definition ([VW96], Definition 2.3.3). Sei F cine Klasse messbarer re-
eller Funktionen definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Fiir ein festes
n € N sei (Q", A", P") die P"-Vervollstindigung des Produktraums (", A", P") und fiir
(e1,...,en) € R™ sei

Hey.ocn: (2", A" P") 5 R

n

> eif ()]

=1

(1,...,Tp) — sup
feF

Dann heifit F P-messbare Klasse, falls He, ..., fir jedesn € N und alle (eq, ..., e,) € R"
(A", B(R))-messbar ist.

Fiir unsere Zwecke haufig ausreichend ist die Tatsache, dass eine Klasse F messbarer
reeller Funktionen dann eine fiir jedes P P-messbare Klasse ist, falls eine abzihlbare

Teilmenge G C F existiert mit
VfeFHgntnen CGVZ € R: ILm gn(x) = f(2).

Siehe dazu [VW96], 2.3.4. Insbesondere trifft das Letztgenannte etwa auf Klassen von (auf

kompakten metrischen Réumen definierten) stetigen und reellwertigen Funktionen zu.
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B.2.1.3. Satz ([VW96], Theorem 2.5.2). Sei F eine Klasse messbarer Funktionen.
Bs seien {f —g: f,9 € F||f — gllpa < 8} und {(f — )2 : f,g € F} P-messhare Klassen
fir alle 6 > 0. Gilt fiir eine beziiglich P quadratintegrierbare Envelope F von F

/ sgp \/log N(e||Fllg,z,F, L2(Q)) de < o0, (B.2.1)
0

so 1st F P-Donsker.

Die Bedingung (B.2.1) ist insbesondere fiir die kombinatorisch motivierten sogenannten
VC-Funktionenklassen erfiillt:

B.2.1.4. Definition. Sei M eine Menge und € C P(M). Fiir z1,...,z, € M sei
A (€, 21, .., my) = jj{Cﬂ{J:l,...,:cn} :C e C}

und

V(€) =inf{n e N: max A,(¢,z1,...,2,) < 2"}, i%f = 00.

T1yeesTpy

Ist V(€) < o0, so heifit € eine VC-Klasse vom Index V (€).

Sei F eine Menge messbarer Funktionen f : M — R. Dann heiit 7 VC-Funktionenklasse,
falls die Menge der Subgraphen {{(z,t) € M xR :t < f(z)}, f € F} eine VC-Klasse in
M x R bilden.

B.2.1.5. Satz ([VW96], Theorem 2.6.7). Sei F eine VC-Funktionenklasse mit mess-
barer Envelope F'. Dann erfillt F die Bedingung (B.2.1) fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafs
Q mit |Fllgz > 0.

Der folgende Satz ergibt sich aus [VW96], Theorem 2.4.3, und der zugehorigen Bemer-
kung auf Seite 125 in [VW96].

B.2.1.6. Satz. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 und P, das zugehdrige empirische
Maf. Sei F eine P-messbare V C-Funktionenklasse mit messbarer Envelope F. Es gelte
PF < o00. Dann gilt

<sup (P — P)f‘) — 0 fast sicher.

feFr
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B.2.2 Konvergenzverhalten bei Dreiecksschemata

Fir jedes n € N seien X1, ..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
je mit der Verteilung P, und Werten in (R, S). Sei P, = 1 37 | 6x,, das empirische Maf
zu Xpi, ..., Xpn. Wir definieren fiir f,g € F pp(f,g) := pp(f — g) mit

1
pp(f) = (P(f = Pf)?)2.
Es ist pp eine Semimetrik auf F.

B.2.2.1. Satz ([VW96], Theorem 2.8.9). Sei F eine Klasse messbarer Funktionen.

Seien {f —g : f,g € F,|\If —gllp2 < 6} und {(f —9)* : f,g € F} fiir jedes n € N
P,,-messbare Klassen fiir alle 6 > 0. Sei F' eine beziiglich jedem P, quadratintegrierbare

Envelope von F und sei P,F? = O(1). Es gelte (B.2.1),

Ve>0: limsup P, F2{F > e\/n} =0,
n—o0
und
sup |pp,(f,9) — pr(f,9)| =0,  n— o0 (B.2.2)
[9eF

fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf S. Dann gilt
(V(Bn = Po)f, f € F) = (Gf, f € F) in I®(F),
mit einem zentrierten Gaufprozess G mit Kovarianzfunktion Cov(Gf,Gg) = Pyfg —

POfPO.gvf’gef'

B.2.2.2. Bemerkung. Im Fall, dasssupcz |Pnf| < oo fiirallen € Nund supscr |Pof| <
oo ist, ldsst sich die Bedingung (B.2.2) im obigen Satz durch die Bedingung

sup |Lo(P)(f —g) — La(Po)(f —9)| = 0,  n— o0,
f9eF

ersetzen. Vergleiche dazu [VW96], Problem 2.1.1-2.1.3.



Anhang C
Benachbarte Alternativen

Es sei (R, 6y), n € N, eine Folge von Messrdumen und fiir jedes n € N seien P, und @,
Wahrscheinlichkeitsmafle auf &,,.

C.1. Definition. Die Folge {Qy }nen heiit benachbart zu { P, }nen, falls fiir jede Folge
{4, }nen von Ereignissen mit Ay € Sy, k € N, gilt:

lim P,(4,) =0 = le Qn(Ay) = 0.

n—oo

Die Folgen { P, },en und {Q), }nen heilen (beidseitig) benachbart, falls {Qy, }nen benachbart
zu { Py }nen und { P, }en benachbart zu {Q), }ren ist.

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Mafle 2, und P, fiir jedes n € N von einem
o-endlichen Maf3 p,, dominiert werden (z.B. p, = P,, + @Qn, n € N). Es seien fir n € N
jeweils g, := (dQ”) und p, = (dP”) die py-Dichten von @, bzw. P, und weiter sei fiir

d pin dpn
allen e N

n/Pny  Pn >0,
Ay, :=log(Ly), Ly,:=<1, Gn = pn =0,
00, qn >0, p, =0.
Dann ist A,, der Log-Likelihoodquotient von P, und Q.

Im Zusammenhang mit dem zentralen Grenzwertsatz liefern die folgenden Le Cam

Lemmata héufig niitzliche Hilfsmittel um die Benachbartheit von Maflen zu verifizieren:

C.2. Lemma ([WMF95], Korollar 6.124). Gilt in der oben beschriebenen Situation
fiir oo > 02 >0 .
A, — N(—§0'2,O'2), n — 0o,

127
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unter P, so ist {Qn}nen benachbart zu { P, }nen. Auferdem gilt dann
1
Ay, —— N(502,02), n — oo,

unter Qp, und { Py, }nen ist benachbart zu {Qp }nen.

C.3. Satz ([VW96], Theorem 3.10.7). Fir jedes n € N seien P, und Q, Wahr-
scheinlichkeitsmafle auf &, und X, : R, — D eine Abbildung mit Werten im metrischen
Raum (D, p). Es sei {Qn}nen benachbart zu { P, }nen und es gelte fiir eine Zufallsvariable
(X,Y) mit Werten in D x R

dQn v
Xn’ X7Y7 )
< dP”)H( ) n — 00

unter { P, }nen. Dann gilt PXn ~~ L unter {Q, }nen, mit einem Borelmap L aufD, definiert
durch L(B) = E(1p(X)Y) fir alle B € B(D). Ist X straff oder separabel, so auch L.
Ist speziell X, : (R, &,) — (R, BY) und gilt unter P,

v x
(Xna An) — Nd+1 IL ) ¢ P n — 0o,
—30? d o?

fiir geeignete Vektoren a,c € R?, eine symmetrische und positiv definite Matriz ¥ € R4*¢

und o > 0, so gilt unter Q,

X, = Ng(a+¢,%), n—oo.



Anhang D

Verschiedenes

D.1 Gauflimafle

D.1.1. Satz ([Tsi75]). FEs sei {Xp}nen eine Folge von Zufallsvariablen mit Xj ~
N(Mk,ai), wobei pr > 0 fir alle k € N und a,% # 0 fiir mindestens ein k € N gel-
te. Dann ist die Funktion F(a) := P (suppey Xk < @), a € R, stetig, aufler eventuell im
Punkt ag := inf{a : F(a) > 0}. Die Funktion F ist absolut stetig auf (ap,00) und fir die
auf (ag,00) fast iberall definierte Ableitung F' gilt

C C

]_ —
F’(m)2¢’<x Cl), z € (ag, ),

fast diberall, mit ® als Dichte der Standardnormalverteilung und ¢ := supjcy Var(Xg),
sowie ¢1 = limyyy (F1(p) — c® (p)) € [0, 00).

Fiir die im Folgenden benétigten Definitionen des abstrakten Wienerraums und des
Wienermajles, sowie der in diesem Kontext verwendeten Begriffe Inklusionsabbildung und
kanonisches Gaufmap siehe z.B. [Kuo70]. Wir fiihren hier aus Griinden der Ubersichtlich-

keit nur die verwendeten Resultate auf:

D.1.2. Satz ([BM86], Proposition 2). FEs sei (i, H, B) ein abstrakter Wienerraum.
Sei P das kanonische Gaufimaf auf B. Dann hat die Verteilungsfunktion der auf B defi-
nierten Normabbildung x — ||z|| unter P auf [0,00) eine Dichte und eine auf [0, 00) streng

monoton wachsende Verteilungsfunktion.

129
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D.1.3. Satz ([Kue70]). Sei B ein separabler Banachraum und P ein Gaufmaf auf B
mit P(M) > 0 fiir alle offenen Mengen () # M C B. Dann existiert ein reeller separa-
bler Hilbertraum H, so dass (i,H,B), i : H — B die Inklusionsabbildung, ein abstrakter

Wienerraum ist und P ein Wienermaf§ auf B ist.

Ist die Bedingung P(M) > 0 fiir alle offenen Mengen () # M C B im vorherigen Satz
nicht erfiillt, ist folgendes Resultat niitzlich (siehe [Sat69], Theorem 2):

Ist By C B der Triger von P, also der kleinste abgeschlossene lineare Teilraum von B
mit P(By) = 1, so ist P(M) > 0 fiir alle offenen Mengen () # M C By. Die Aussage des
Satzes trifft dann fiir das auf die Borelsche o-Algebra von By eingeschrinkte Gaufimafl P

zu, welches dann ein Gaufimaf} auf By ist.

D.2 Separable Prozesse

Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiter sei S ein kompakter metrischer
Raum, & die Borelsche o-Algebra auf S und T Teilmenge eines separablen metrischen

Raums.

D.2.1. Definition ([AGT75], 4.1.2). Es sei X = (X(¢),t € T) ein stochastischer
Prozess, X(t) : (Q,A) — (S,6), t € T. Dann heifit X separabler stochastischer Prozess,
falls es eine abzdhlbare dichte Teilmenge Ty C T und eine P-Nullmenge N € A gibt, so
dass fiir alle w ¢ N und alle t € T eine Folge {tp}ren C To existiert mit tp, — t und
X(tg,w) = X(t,w) fir k — oo.

D.2.2. Satz ([AG75], Theorem 4.1.5). FEs sei X = (X(t),t € T) ein stochastischer
Prozess, X (t): (Q,A) = (S,6),t € T. Sei N € A eine P-Nullmenge mit der Eigenschaft,
dass fir alle w ¢ N die Abbildung t — X(w,t) stetig ist. Dann ist X ein separabler

stochastischer Prozess.

D.3 Hilfssiatze

D.3.1. Satz. Sei f : R? = R eine analytische Funktion, f #0. Sei A = {t € R%: f(t) =
0)}. Dann hat A das Majf$ Null beziiglich des d-dimensionalen Lebesgue-Borelschen-MajSes
A es gilt also A (A) = 0.
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Beweis. Fiir fithren den Beweis per Induktion iiber d. Sei d = 1. Angenommen A ist
iiberabzéhlbar. Dann hat A als iiberabzéhlbare Teilmenge der reellen Zahlen einen reellen
H&ufungspunkt. Daraus ergibt sich bereits f = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also ist A abzihlbar und somit A'(A) = 0. Sei nun die Behauptung fiir d € N bereits
gezeigt und sei
f:RxR?= R
(z,t) = f(z,1)
analytisch und nicht identisch Null. Wir setzen
Ay = {t e R:: f(x,t) = 0}, z €R.

Da f analytisch ist, ist auch die Funktion f(z,-) : R¢ — R fiir jedes feste 2 € R analytisch
und hat die Nullstellenmenge A,. Es folgt

AM(A) =0 VzeR: f(z,-) #0.

Sei nun N :={z € R: f(x,-) = 0}. Wir zeigen A(N) = 0: Wegen f # 0 existiert zunéchst
ein tg € RY mit f(-,¢9) # 0. Es ist f(-, o) analytisch mit

Vee N: f(x,ty) =0,

also ist N Teilmenge der Nullstellenmenge der analytischen und nicht identisch verschwin-
denden Funktion f(-,%p). Aus dem Induktionsanfang folgt A(N) = 0. SchlieBlich erhalten

wir mit dem Satz von Fubini

d+1 _ d T
AI(A) = /R" (A,) dA(x)

:/ ,\d(Ax)d/\(x)—F/ A(A;) dA(x)
v .

was zu zeigen war. O

Wir bemerken, dass die gleichen Argumente des vorherigen Satzes auch auf reellwer-
tige Funktionen angewendet werden koénnen, die analytisch auf einer offenen Teilmenge
D C R? sind. Eine &hnliche Aussage wie die des letzten Satzes, allerdings fiir analytische
Funktionen f : D — C, D C C? offen, findet sich in [GR65], Chapter I, Corollary 10.

Der dortige Beweis kann allerdings nicht ohne Weiteres auf die hier vorliegende Situa-

tion iibertragen werden.
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D.3.2. Satz. FEs sei (K,p) ein kompakter metrischer Raum, {an}nen C Rso eine Folge
positiver reeller Zahlen mit lim, o a,, = 00. Seien f, : K — R eine Folge von Funktionen,
f,h: K — R stetig, h <0, mit limy, oo SUpe g | fn(t) — f(£)| = 0. Sei A:={t € K; h(t) =
0} # 0. Dann gilt

lim sup[fu(t) + anh(t)] = sup f(t).
N0t K teA

Beweis. Seie > 0 gegeben. Wegen der gleichméfligen Konvergenz der f, gegen f finden
wir dann ein ng € N derart, dass —e + f(t) < fn(t) < f(t) + ¢ fur alle t € K, n > ny, gilt.

Daher erhalten wir

lim inf sup[f,(t) + anh(t)] > liminf sup[f(t) + a,h(t)] — €

n—00 4c K n=0 e K

> liminfsup[f(t) + anh(t)] — €

n—oo tcA

= sup f(t) —¢,
teA

und somit

lim inf sup[f,, (t) + anh(t)] > sup f(t).
n—o0 4 teA

Zum Beweis der Gleichheit definieren wir zunichst fiir ein ¢ € K und Teilmengen () #
B C K den Abstand dist(t, B) := inf{p(t,s); s € B}. Die Abbildung t — dist(t, B) ist
gleichméfig stetig auf K und daher sind die Mengen

As = {t € K; dist(t, A) <}

By :={t € K; dist(t, A) > d}
fiir alle § > 0 abgeschlossene und somit kompakte Teilmengen von K. Stetige Funktionen

nehmen auf kompakten Mengen ihr Maximum an. Wir erhalten deswegen fiir jedes § > 0,

hinreichend grofie n € N und mit supy := —oo

Sup[fn(t) + anh(t)] < max <sup [f(t) + anh(t)]’ Sup [f(t) + anh(t)]> te
teK teAs teB;

< max <sup f(t), sup[f(t) + anh(t)]> +e

tEAs teBs

< max | sup f(t), sup f(t) + an sup h(t) | +¢,
tEAs teBs teBs

wobei sup;cp, h(t) < 0 ist. Es folgt zusammen mit der Stetigkeit von f auf K

lim sup sup[fy(t) + a,h(t)] < sup f(t) +¢e N\ sup f(t) +¢, fiir 6 — 0.
n—oo teK teAs teA
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Da € > 0 beliebig war, folgt

lim sup sup[f (1) + anh(t)] < sup f(1)
n—oo tekK teA

und somit die Behauptung. O

D.3.3. Lemma. Sei (B,|-||) ein separabler Banachraum. Sei (B*,||-||*) der zugehori-
ge Dualraum, versehen mit der iiblichen Operatornorm. Dann existiert eine abzéhlbare
Teilmenge B C {f € B*: ||f||* <1} := K, so dass fiir alle x € B gilt

lz]l = sup f().
feB;

Bewets. Der Satz von Hahn-Banach ([Rud91], 3.3) liefert fiir jedes x € B die Darstel-
lung ||z[| = sup e f(). Fiir ein festes 2 € B sei M C K eine abzihlbare Teilmenge mit
der Eigenschaft, dass

|zl = sup f(x)
fem;

gilt. Sei By C B eine abzéhlbare dichte Teilmenge. Dann ist By := J,¢ B, M; ebenfalls

T

abzahlbar mit der Eigenschaft
Ve € By: |z|| = sup f(z).
feBy

Sei # € B beliebig. Offenbar ist supscx f(z) > supseps f(x). Andererseits existiert fiir
jedes € > 0 ein wp € By mit ||z — xo]| < §. Es folgt

g g
Izl < flzoll + 5 = sup f(zo) + 5
feB;

< sup (f@@)+5) +5

wobei die letzte Abschéitzung daraus folgt, dass jedes f € Bj ein stetiges und lineares
Funktional auf B mit |f(z)| < ||z| ist. Da € > 0 beliebig war, erhalten wir somit fiir jedes
r €D

sup f(z) = sup f(z).

feBg feK
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D.3.4. Satz. Es sei (F,p) ein totalbeschrinkter metrischer Raum, C*(F) :={f: F —
R ‘ f gleichmifsig stetigy. Dann ist (C*(F),||"||s) €in separabler Banachraum.

Beweis. Essei F die bis auf Isometrie eindeutig bestimmte Vervollstindigung des metri-
schen Raums F. Dann ist F nach Konstruktion vollstindig und F eine total beschrinkte,
dichte Teilmenge in F, also ist insbesondere F selbst total beschrinkt und somit kom-
pakt. Sei nun f € C*(F) beliebig. Nach [Die71], 3.15.6, existiert fiir jedes f € C*(F) eine
eindeutig bestimmte, (gleichmiBig) stetige Fortsetzung von f auf F, also ein f* € C(F)
mit f*|7 = f. Es ist (C(F),|||lsc) separabel und vollstéindig. Ist dann A C C(F) eine
abzéhlbar dichte Teilmenge, so ist A|r := {f|r: f € A} eine abz#hlbar dichte Teilmenge
in C*(F) und somit C*(F) ebenfalls separabel.

Bleibt die Vollstindigkeit von C*(F) zu zeigen: Sei dazu {f,}neny C C%(F) eine
Cauchyfolge. Dann gilt

Ve >03dn(e) e NVEk, L >n(e):  ||fi — filloo < e.

Wir betrachten die Folge der Funktionen {f}},eny C C*%(F), wobei fir jedes n € N f*
die eindeutig bestimmte Fortsetzung von f,, auf F sei. Da jedes f* gleichmiflig stetig und
F C F dicht ist, gilt fiir alle k,l € N

sup | f () — fi'(2)] = sup | fi (x) — f{ (x)] = sup | fr(2) — fil2)],
zeF zeF

zeF

und daher, dass die Folge { f},en € C%(F)) eine Cauchyfolge ist. Aufgrund der Vollsténdig-
keit von (C(F),|||le) existiert ein f* € C(F) mit || f} — f*[loc — 0, n — oo. Es folgt
||f;|; - f*}]:Hoo = |[fn — f*}fHoo — 0. Folglich konvergiert die Cauchyfolge {fy}nen
gleichmiflig gegen die Restriktion f* ‘ 7 Esist f* gleichméBig stetig und somit auch f* ‘ F
gleichméfig stetig auf F O
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