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Resumo

O classico método de elementos finitos misto dual, empregado na simulacio de escoamentos de
fluidos em meios porosos, é baseado em espagos de aproximagdo do tipo H(div;Q) que garan-
tem a continuidade das componentes normais sobre as interfaces dos elementos para a varidvel
vetorial e aproximagdes descontinuas em LZ(Q) para a varidvel escalar. Neste caso, as propri-
edades de estabilidade e convergéncia sdo obtidas por uma combinacio especifica dos espacos
de aproximag¢do. Os métodos de elementos finitos mistos estabilizados surgem com uma alter-
nativa para contornar este delicado balanco. A principal proposta desta Tese € apresentar uma
metodologia para a obten¢do de aproximagdes de elementos finitos de alta ordem a problema de
Darcy, baseada na combinacao de uma formulacgdo estabilizada, incondicionalmente estdvel em
H(div;Q) x H'(Q) , com uma estratégia de construcio de bases hierdrquicas dos tipos H'(Q)
e H(div;Q). A formulagdo estabilizada escolhida é livre de parAmetros dependentes da malha
e permite uso de espacos de diferentes ordens para o fluxo e a pressdo. Adicionalmente, é es-
tudado o emprego desta metodologia em problemas parabdlicos, com a respectiva aplicacdo ao

problema de transporte linear em meios porosos altamente heterogéneos.

Palavras Chaves: M¢étodo de elementos finitos, problema de Darcy, método incondicional-

mente estdvel, bases hierdrquicas, espacos de aproximagio de H(div;Q) .



Abstract

The classical dual mixed finite element method for flow simulations is based on H(div;Q) con-
forming approximation spaces for the porous media flow, what guarantees continuous normal
components on element interfaces, and discontinuous approximations in L*(Q) for the pressure.
However, stability and convergence can only be obtained through the use of compatible approx-
imation spaces. Stabilized finite element methods may provide an alternative stable procedure
to avoid this kind of delicate balance. The main purpose of this thesis is to present a high-
order finite element methodology for solving the Darcy problem, based on the combination of
a unconditionally stable mixed finite element method with a hierarchical methodology for con-
struction of the conforming finite dimensional subspaces of H(div;Q) and H'(Q). The chosen
stabilized method is free of mesh dependent parameters and allows for the use of different high
order finite element approximations for velocity and pressure. It is also presented the applica-
tion of the stabilized methodology in the simulation of the linear transport problem in highly

heterogeneous porous media.

Keywords: Finite element method, Darcy problem, stabilized finite element, hierarquical fi-

nite elements bases, H (div; Q) approximating spaces.
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Capitulo 1

Introducao

O escoamento de um fluido incompressivel em um meio poroso saturado leva a
formulacdo do cldssico problema de Darcy [43]: determinar a velocidade de Darcy #« (que

também denominamos de fluxo) e a pressdo p tais que

u =—Kgrad p em Q, (Lei de Darcy) (1.1)
dive =f em Q, (Conservacao de Massa) (1.2)
p=0 sobre dQ, (Condicao de Contorno) (1.3)

onde Q C R? é um dominio aberto com fronteira Lipschitz I' = dQ, representando um meio
poroso heterogéneo, f € L*(Q) é uma funcio que representa a existéncia de fontes/sumidouros
de massa e K € um tensor simétrico definido positivo que representa a permeabilidade da matriz
porosa dividida pela viscosidade do fluido. Esse tensor é composto por fungdes em L= (Q2), com

constantes 0 < Kpin < Kmax tais que

2 2
Kmin”&”z < gTKg < Kmax,‘&“za

para todo & € R?. Sendo K um tensor definido positivo, sua inversa A = K~! estd bem definida.
Por simplicidade, consideramos condi¢des de contorno de Dirichlet homogéneas, mas outros

tipos de condi¢des de contorno podem ser impostas.
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Diferentes formulagdes de elementos finitos para a resolugcdo deste problema mo-
delo podem ser encontradas na literatura, sendo essencialmente baseadas ou na equagdo dife-
rencial eliptica de segunda ordem escrita em termos da pressao (varidvel primal), a qual € obtida
pela substitui¢do de (1.1) em (1.2), ou no sistema de primeira ordem (1.1)-(1.2) onde a pressado e
o fluxo (varidveis primal e dual, respectivamente) sdo aproximados simultaneamente, nas assim

chamadas formulacdes mistas [34, 85, 18].

A aproximacio da pressio usando o método de Galerkin H'(Q)—conforme [34]
conduz a solu¢des com ordem 6tima em H'(Q). Contudo, o calculo do fluxo demanda o em-
prego de uma estratégia de pds-processamento. O objetivo das técnicas de pds-processamento
¢ a obtencdo de campos de velocidades que garantam a continuidade das componentes nor-
mais entre elementos vizinhos e boas propriedades de conserva¢do da massa. De uma forma
geral, o pos-processamento pode ser efetuado de forma direta através do calculo do gradiente
da pressdo com o respectivo emprego da lei de Darcy (1.1), ou através da formulacdo de um
novo problema, que pode ser definido sobre um conjunto de elementos (macro-elementos) ou
sobre o dominio como um todo [73, 50, 39]. Uma outra estratégia amplamente empregada para
a resolucdo do problema de Darcy, tanto em sua forma primal (equacdo da pressdo) quanto
mista (sistema pressdo-velocidade) € a definicdo de métodos de Galerkin Descontinuo (DG, do
inglés Discontinuous Galerkin) [12, 35, 5, 29, 64, 2]. Os primeiros métodos de Galerkin para
equacdes elipticas de segunda ordem baseados em espacos descontinuos foram apresentados
nos anos setenta, no contexto de métodos de Penalidade Interna, com continuidade entre ele-
mentos imposta de forma fraca, através de penalidades [11, 94]. A partir desta €poca, diversos
métodos DG para equacdes elipticas foram definidos e analisados [6, 26, 22, 72]. Uma interes-
sante andlise unificada de métodos de Galerkin Descontinuo para problemas elipticos pode ser

encontrada em [5].

Nesta Tese estamos interessados no emprego de formulagdes mistas para o pro-
blema de Darcy. Os métodos de elementos finitos mistos sdo caracterizados pela aproxima-
cdo simultinea dos campos de velocidade e pressdo com o uso de diferentes espagos para
cada varidvel. Na formulacdo mista dual cldssica [85], o fluxo é uma fungdo vetorial em

H(div;Q) e a pressio pertence a L*(Q) , resultando no problema de determinar o par {z , p} €
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H(div;Q) x L*(Q) tal que

(Aw,v)—(p,dive) =0 Ve € H(div;Q), (1.4)

(divee,q) = (f,q) VgeL(Q), (1.5)

onde (-, -) representa o produto interno em L*(Q) [21, 18].

As fungdes vetoriais em H(div;Q) se caracterizam pela continuidade da compo-
nente normal, uma propriedade fundamental para avaliacdo de aplica¢cdes de transporte de com-
ponentes em um meio poroso [50]. Como serd destacado na revisao apresentada no Capitulo 2,
a definicdo de métodos de elementos finitos mistos estdveis para o problema de Darcy requer
o emprego de subespacos compativeis de H(div;Q) e L*(Q), no sentido de que tais espacos
devem satisfazer duas condi¢des de compatibilidade: a condi¢c@o de elipticidade no nicleo e
a condigdo inf-sup [21, 18]. A construgio de subespacgos H (div;Q)—conformes ji é por si s6
uma tarefa de alta complexidade, principalmente quando comparada com a complexidade da
constru¢do de subespacos H l(Q)—conformes [80, 81, 47, 48]. Neste sentido, as condi¢des de
compatibilidade representam uma complexidade adicional para a defini¢do de aproximagdes
estdveis para o problema de Darcy, exigindo um compromisso a ser satisfeito entre os espagos

utilizados para a aproximag¢do de cada uma das varidveis.

Desde o trabalho de Raviart e Thomas [85], diversas técnicas de construcao de es-
pacos de elementos finitos compativeis para a formulacdo mista do problema de Darcy vém
sendo propostas na literatura [23, 24, 80, 81, 3, 1]. Para algumas destas familias de espagos,
as varidveis #, p e dive sdo aproximadas com a mesma ordem, assim como nos espacgos de
Raviart-Thomas [85]. Em outras familias, p e div# sdo aproximadas com uma ordem a me-
nos que z, assim como nos espacos de Brezzi-Douglas-Marini [23]. De uma forma geral, a
construcdo das funcdes vetoriais nos elementos geométricos se dd com o uso da transformacgao
de Piola [85, 3], embora no caso de elementos gerados por transformagdes afins, tal construgao
possa se dar diretamente nos elementos geométricos. Em relac@o a problemas em duas dimen-
soes sobre malhas quadrilaterais gerais, o uso de elementos de Raviart-Thomas, mapeados pela
transformacdo de Piola, pode gerar uma perda de consisténcia na aproximacao divergente do
fluxo, com a consequente perda de uma ordem de convergéncia. Este problema foi resolvido

por Arnold, Boffi e Falk em [3] através do enriquecimento do espaco da velocidade e, mais
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recentemente, por [1] e por [54] usando diferentes estratégias. Existem construgdes hierdrqui-
cas de espacos de elementos finitos baseados nas propriedades do diagrama de Rahm, como
¢ descrito em [90, 46], ou também em metodologias baseadas em elementos finitos exteriores
[8, 7] que podem ser usados na construcio de discretizacdes estaveis de uma grande variedade
de problemas. Neste trabalho, estamos particularmente interessados na metodologia hierdrquica
para a construcdo de subespagos de H'(Q) e H(div;Q) desenvolvida em [89] e ampliada em
[30, 54]. Uma variacao desta metodologia serd apresentada no Capitulo 3, onde as varidveis ve-
toriais sdo definidas sobre um elemento padrao e depois mapeadas para o elemento geométrico

com o uso da transformagao de Piola.

Uma forma de contornar a necessidade da construcdo de espagcos compativeis € o
emprego de formulacdes de elementos finitos mistas estabilizadas. A ideia por tréds de tais for-
mulacdes estd na combinacdo consistente de residuos das equagdes do sistema (1.1)-(1.2) com
a formulac@o mista cldssica (1.4)-(1.5), de forma a contornar uma das ou ambas as condi¢des
de compatibilidade [55, 25, 77, 17, 40]. No trabalho [25] é proposta uma formulagdo mista mo-
dificada para o problema de Darcy que satisfaz automaticamente a condi¢do de elipticidade no
nucleo, possibilitando o emprego de espacgos de elementos finitos estdveis para o problema de
Stokes tais como os elementos de Crouzeix-Raviart [41] e os elementos Taylor-Hood [93]. Ja
em [40], os autores apresentam uma formulag@o incondicionalmente estavel para o problema de
Darcy, construida a partir da combinagao residuos de minimos quadrados da lei de Darcy (1.1)
e da equagdo de balango da massa (1.2) com a formulagao mista (1.4)-(1.5). Tal formulagdo
pode ser vista como uma extensdo natural da formulacdo de [25] e satisfaz automaticamente
ambas as condi¢des de compatibilidade, permitindo assim o emprego de quaisquer subespagos

H(div;Q)—conformes para a velocidade e H'(Q)—conformes para a pressio.

Apesar da flexibilidade na escolha dos espacos para a velocidade e a pressao, garan-
tida pela estabilidade incondicional da formula¢do, em [40] os autores focam apenas no uso de
interpolagdes lagrangianas continuas (nodalmente continuas) tanto para o fluxo quanto para a
pressdo. Tal escolha se justifica para problemas nos quais a permeabilidade € uma fungdo suave
(ver [40]). Contudo, em problemas com coeficientes descontinuos, comuns em meios porosos
heterogéneos, o uso de aproximagdes continuas para o fluxo tal como em [77, 17, 40] pode
resultar em solucdes nao fisicas [39, 72]. Nestes casos € necessdrio o emprego de subespagos

H (div;Q)—conformes para a velocidade, o que abre possibilidade para o uso dos espagos veto-
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riais de Raviart-Thomas [85], Brezzi-Douglas-Marini [23], Brezzi-Douglas-Fortin-Marini [24],
Arnold-Boffi-Falk [3], Arbogast-Correa [1], dentre outros.

Neste sentido, esta Tese contribui com a area da analise numérica de elementos fi-
nitos e da simulacdo de escoamentos em meios porosos através do desenvolvimento de uma
metodologia incondicionalmente estdvel para a aproximacao numérica do problema de Darcy,
que permite a combinacdo de espacos de elementos finitos H (div;€)—conformes para a velo-
cidade e H'(Q)—conformes para a pressio, de quaisquer ordem, hierarquicamente construidos.
Tal metodologia é composta por dois ingredientes principais: (i) uma formulacdo de elementos
finitos mista que possibilite combinacdo de espagos ndo necessariamente compativeis e (ii) uma
estratégia consistente para a construgdo hierdrquica de subespagos conformes. Como primeiro
ingrediente, escolhemos a formulacdo incondicionalmente estavel de Correa e Loula [40], que
¢ revista no Capitulo 4, e como segundo ingrediente adotamos a varia¢do do trabalho de Si-
queira, Devloo e Gomes [89] para a construcio de subespacos de H'(Q) e H(div;Q), que é
apresentada no Capitulo 3. O resultado desta metodologia € a definicdo de métodos de elemen-
tos finitos flexiveis, com grande potencial para simulacdes de escoamentos em meios porosos
altamente heterogéneos permitindo o uso de aproximacdes de alta ordem para as varidveis do
fluxo e da pressdo, sem nenhum requerimento de compatibilidade, como € requerido em formu-
lagdes mistas para este tipo de problema. Tal flexibilidade € demonstrada através de uma série
de experimentos numéricos, descritos nos Capitulos 5 e 6. Em especial, o Capitulo 6 apresenta
aplicacdes da metodologia desenvolvida na simulacdo de escoamentos saturados em meios po-
rosos heterogéneos. Um esquema de decomposi¢do de operadores é empregado para desacoplar
a parte advectiva do transporte da parte difusiva. Para a resolug@o da parte difusiva, é empre-
gada uma extensio para problemas parabdlicos da metodologia proposta para a resolucdo do
problema de Darcy. Para a parte advectiva, € empregado um método de Galerkin Descontinuo
explicito baseado na reconstrucio do gradiente [49, 53], onde as informagdes utilizadas para a

reconstru¢do sdo baseadas nos nos.

Organizacao da Tese O texto da Tese estd organizado como segue. No Capitulo 2, forma-
lizamos as notacdes adotadas e resumimos alguns resultados cldssicos que embasam a anélise
numérica das formulagdes estudadas. Um estudo detalhado da estratégia hierarquica para a
construgdo de subespacos de H'(Q) e H(div;Q) de [89] é realizado no Capitulo 3, onde é feita

a adaptacdo da metodologia original para o uso da transformacgdo de Piola. No Capitulo 4 dis-
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cutimos algumas estratégias de estabilizacdo da formulacdo mista, iniciando pela formulagdo
condicionalmente estavel de [25] e concluindo com a formulacao incondicionalmente estavel de
[40], com o objetivo de esclarecer em como as estabiliza¢des podem circundar de forma parcial
ou total as condi¢des de estabilidade do Teorema de Brezzi. No Capitulo 5 sdo apresentados
experimentos numéricos para o estudo da precisdo e da estabilidade da metodologia proposta,
através do emprego de diferentes espacos na aproximacdo de problemas com permeabilidade
homogénea e heterogénea, com solucdes exatas conhecidas. Finalmente, aplicacdes ao escoa-
mento saturado em meios porosos heterogéneos sao apresentadas no Capitulo 6 e no Capitulo 7

apresentamos as conclusdes da Tese, tecendo comentdrios finais.

Sobre a Implementacido Numérica Todos os experimentos numéricos presentes nesta Tese
foram realizados a partir de cddigos computacionais implementados pelo autor em linguagem
C+, com o uso da biblioteca Eigen para a resolu¢@o de sistemas lineares, de forma direta. As

figuras foram geradas pelo software livre Gnuplot.



CAP{TULO 2. Notacdes e Conceitos Bésicos 9

Capitulo 2

Notacoes e Conceitos Basicos

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢des, formulagdes variacionais e teore-
mas presentes na teoria de elementos finitos e, em particular, na solu¢ao de problemas de valor
de contorno elipticos lineares. Na primeira se¢ao € estabelecida a natureza do dominio onde é
definido o problema de contorno, assim como sua aproximag¢ao por um conjunto de elementos
geométricos agrupados em uma malha. Na sequéncia e a partir de uma malha de elementos é
definida uma malha de arestas usada na formulacdo de métodos de aproximag¢do ndo confor-
mes. Posteriormente, um conjunto de espacos de Hilbert sdo definidos junto com suas normas
e semi-normas associadas, o quais sao fortemente usados na teoria de elementos finitos. Por
fim, é postulado um conjunto de formulac¢des variacionais de um problema eliptico linear pa-
drdo, caracterizando os espagos de solucdo, assim como os condicionamentos necessarios para
obter solucdes estdveis, no sentido do teorema de Brezzi, seguido de um estudo do método dos
elementos finitos usado para aproximar solucdes de problemas de valores de contorno e de uma
discussdo sobre questdo da compatibilidade de espagos na definicao do problema Misto Dual

discreto.

2.1 Notacoes

Seja © C R? um conjunto aberto poligonal, limitado com um contorno I':=9dQ

suficientemente regular, que pode ser decomposto em partes I'p, I'y tais que I'pUI'y =T"e
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I'p NI’y = 0. Considere as seguintes notagdes:

2(Q) representa o espaco das fungdes ¢ : Q — R infinitamente diferencidveis com su-

porte em Q.
C(Q) fungdes continuas com suporte em Q.

CP(Q) representa o conjunto das fungdes continuas que possuem p > 0 derivadas conti-

nuas.

)V representa um espaco de funcdes reais definidas sobre Q.

V' representa o espago dual associado ao espago V.

O produto dual definido sobre V' é denotado por (-, -)o: V' xV — R.

O produto interno definido sobre V' é representado da forma (-, -):V xV — R.

O operador div (+) é definido sobre as fungdes z : Q — R? como

onde ¢ = {v;,n}.

O operador grad (-) é definido sobre fungdes g : Q — R como,
2
dq
gradq::Z—ni,
= Ixi

onde {ni}% representam os vetores unitarios.

A seguir s@o definidos alguns espacos funcionais normalmente usados na teoria de

elementos finitos.
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Definicéo [2.1]. Espacos L/(Q)
Definimos a colecdo de funcoes de valor real mesurdveis g em um dominio €, com 1 <

p < oo, com a norma
1/p
ldlha=| [ laPax] " <=

como o espago LP(Q).

Definicao [2.2]. Derivada Fraca
No sentido das distribuicoes consideram-se f e g localmente integrdveis em L. Definimos

g a o-ésima derivada fraca da f como

| romgax=(-1) [ goax voeca).
Q Q

onde
2%

(04] (0%)
dx;' dx,

0% = com |o|=o0y+ 0.

Assim, definimos o espago de fun¢des escalares de Sobolev como segue.
Definicao [2.3]. Espacos de Sobolev
Seja k um inteiro néo negativo e p € [1,0]. O espago de Sobolev W*P(Q) em um dominio
aberto Q C R™ é o conjunto de todas as funcées q € LP(Q) tal que para cada indice o com

\a| <k, a a-ésima derivada fraca d%q existe e d%q € LP(Q). A norma no espago W*P(Q)

é dada por
(
1/p
[ ) HBO‘CIII’;] ,  1<p<e,
|| <k
49l pa =

max ||d%q|| , p=oo.
|o| <k
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Em particular se p = 2, tomamos HP(Q) := W*%(Q) e sua restrigdo H} (Q) dada por
H)(Q) = {q € H'(Q)|g = 0 sobre F} )

com a norma dada por || - ||, o = || ||y 2.q € @ semi-norma

o= Y [ 10%Pdx.

o=k

Se a fronteira I" é considerada suficientemente suave é possivel mostrar que existe
um operador linear continuo y: H'(Q) — LXT') tal que ¥(q) coincide com a restrigio de ¢ sobre

I, assim y(g) é conhecido como o trago da fun¢do ¢ sobre I

Teorema 2.1.1 (Operador Traco) Seja Q limitado com contorno suave por partes. Existe um

mapeamento linear e limitado

1
Y:H'(Q) = H(T) talque |[Y(@)llor > 4l o

onde ¥(q) = q|r para todo q € C'(Q).

Demonstracao. Ver referéncia [19].

A partir do Teorema 2.1.1 € possivel definir de forma natural os espagos de Sobolev

de indices fracionarios k = % (ver [20, 18]) como

1 .
HAD)=y(H'(@)) com gy = inf [plgq:
p

eH(Q)
v(p)=q

Na referéncia [20] € apresentado um resumo geral dos espacos funcionais mais
usados no contexto do método dos elementos finitos e na referéncia [9] € abordado este tema

sobre o ponto de vista da andlise funcional cldssica.
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Seja o par de espacos (L*(Q))? e H(div;Q) definidos como:
Definicio [2.4]. Espacos (L*(Q))?

Considerando os espagos LP(Q) definidos em [2.1], definimos o espagco (L*(Q))? como
(LH(Q))*:= {v € (L3(Q))? | v = {vi, v} com vy, vy € LXQ) },
e a norma definida a partir do produto interno

(u,v)::/u-vdx Vu, v e (LA(Q))?,
Q
dada por ||1;H§Q =(z,v).

Definicao [2.5]. Espacos H(div;Q)

Considerando a Definigcdo [2.4], definimos
H(div;Q):= {v € (LXQ))? | dive € LX(Q) } ,

com a norma

2 R TD)
[2l[aiv.0 = 2"+ [divel|".

Sendo | -| a norma definida em (L*(Q))?* ou em L(Q) conforme o espago.

No restante deste texto de forma a ndo usar uma notagdo sobrecarregada, conside-
ramos a notagdo [|q||o e |g|g como a norma e a semi-norma, respectivamente associadas ao

espaco funcional Q, onde reside a fungdo ¢, a menos que seja indicada de outra forma.



CAP{TULO 2. Notacdes e Conceitos Bésicos 14

2.2 Formulac¢oes Variacionais

Nesta secdo apresentamos algumas formulagdes variacionais comuns na teoria de
método dos elementos finitos para fornecer uma solugdo para problemas de valor de contorno.
Para isto, sem perda de generalidade, tomamos K = I e definimos um problema modelo geral
descrito por um operador diferencial linear de segunda ordem sobre um espago de funcdes em

um domino €2, junto com uma condi¢@o de contorno nio homogénea.

Problema Poisson

Dados g e f, queremos determinar a fungdo de valor real p, tal que
—Ap=f em Q 2.1)
com condicoes de contorno

dp -
—gem I , — =hem Iy,
pP=28 D on N

com n o vetor unitdrio normal definido sobre Iy,

onde x representa a varidvel espacial dada pelo par {x;,x,} em duas dimensdes. Por simpli-
cidade, consideramos apenas condi¢des de contorno de Dirichlet homogéneas, ou sejaI'=1"p
e g =0. Se tomamos I'y =I" o problema passa a estar sujeito a condicdo de compatibilidade

dada por er hdl’ =0, [19].

Na verdade, neste caso, f € H~!(Q), mas consideraremos f € L*(Q). Se p é a
solu¢do do problema de Poisson e ¢ uma func¢ado suficientemente regular tal que g = 0 sobre I,

usando a integracao por partes podemos definir formalmente o problema variacional:
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Problema Primal

Determinar p € P, tal que

c(p,q) =f(q) e VqeP (2.2)

onde

c(p,q):= /Qgradp -gradgdx, f(q):= /qudx, (2.3)

com P =H}(Q) e f € L{Q).
O Problema Primal estd definido no espago de dimensdo infinita P. O método
de Galerkin consiste na escolha de um subespaco P, C P de dimensdo finita, reduzindo o
Problema Primal a um problema discreto, que pode ser apresentado na forma algébrica Ax = b,
sendo A € RP*P_ x, b € RP, onde p representa a dimensdo de uma base associada a P,. O
Problema Primal representa a forma fraca do Problema de Poisson e a existéncia e unicidade
da solugdo é determinada pelas propriedades da forma bilinear ¢(+,-) e do funcional linear f(-),

segundo o Teorema de Lax-Milgram.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Lax-Milgram) Seja P um espago de Hilbert com norma || - |

P>

c(-,-) uma forma bilinear continua e coerciva sobre P e b(-) um funcional linear continuo em

‘P, entdo, existe uma tinica solucdo p € P do problema

c(p,q)=flq) , Vq€P,

onde temos a seguinte estimativa de estabilidade

)

Ipllp < —,
P=p
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com & a constante de continuidade do operador linear e p a constante de coercividade da

forma bilinear.

Demonstracao. Ver referéncia [65] .

Se a forma bilinear c(-,-) € simétrica, a solu¢do p do Problema Variacional também

representa um minimo global do funcional

J(a) = 5e(g.0)~ /(a).

definido sobre P, que faz parte dos problemas variacionais equivalentes ao problema de valor

de contorno , estudados em [61, 34, 65, 83].
Casos mais gerais nos quais o espaco de busca P difere do espaco de fungdes teste

Q sdo analisados pelo Teorema de Babuska [13].

Teorema 2.2.2 (Teorema de Necas ou Teorema de Babuska) Considere dois espacos de Hil-
bert reais, P e Q, um operador bilinear c: P x Q =R el € Q. Supondo a existéncia de duas

constantes M > 0 e o« > 0 tais que

lc(p.g)l <Mliplipllalle > ¥{p.qr ePxQ e

c )
sup (p.9) >a|pllp VpeP, supc(p,q) >0 Vg#0€ Q.
4+0e0 llallo peP

Entdo existe uma tinica solugdo p € P do problema

c(p,q)={tq) YqeQ.

Demonstracao. O teorema acima representa um pilar na teoria dos elementos finitos, para sua

demostragdo podem ser consultadas as referéncias [9, 13, 19, 79].
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Em casos onde, além da varidvel primal p, € de interesse a avaliacdo precisa de sua
variacdo espacial grad p, é desejavel o emprego de uma formulag@o variacional que envolva a
varidvel dual 2 = —grad p. No problema de Darcy, « representa a velocidade média de um
fluido escoando em um médio poroso, ou simplesmente velocidade de Darcy. Assim, partindo

de um problema de minimizagdo com restricdes definido sobre um espago U ; dado por
Up= {v € H(div;Q) | dive — f = O} ,

e seguindo o procedimento detalhado no trabalho de Ciarlet (ver [34]) para a solucdo de pro-
blemas variacionais a partir da teoria da dualidade, um novo problema variacional associado ao

Problema de Poisson homogéneo € definido como,

Problema Misto Dual

Determinar o par {= ,p} € H(div;Q) x LAQ) tal que

/u-vdx—/pdivvdx =0 Ve € H(div;Q), (2.4)
Q Q

/qdivudx - /fqu Vg elXQ). 2.5)
Q Q

Definindo U = H(div;Q) e P = L*Q), podemos escrever este problema na seguinte forma

abstrata:
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Problema Misto Dual Abstrato

Dados os funcionais m e n em U' e P’ respectivamente, determinar o par {w ,p} em

U x P tal que
a(w,v)=b(e,p) = (m,v) , YVvel, (2.6)
b(w,q) = (rn,q) , VYqeP, 2.7)
com
a(u,v)::/ﬂu-vdx , b(v,p)::/gpdivva’x, (2.8)
(m,v):=0 e <n,q>1=(f,q)=/gfqu- (2.9)

Uma das principais caracteristicas da formula¢do mista dual € a aproximagao si-
multinea dos campos %« e p, implicando na necessidade de compatibilidade entre os espagos
empregados [14, 18, 38]. Tal compatibilidade é representada pelas hipdteses do Teorema de
Brezzi, utilizado para o estudo da existéncia e da unicidade da solu¢do de problemas neste tipo,

CcComo veremos a seguir.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Brezzi) Sejam os espacos de Hilbert U e P, os funcionais limi-
tados lineares m e n sobre U' e P’ respectivamente, e as formas bilineares a(-,-) e b(-,-)
sobre U x U e U x P, respectivamente. Supondo que as formas bilineares a(-,-) e b(-,-) sdo

continuas, isto é, que para algum par de constantes 04, 0y, < oo,

a(w,v) < og|ul|yllely, Ye,vcecld (2.10)
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b(v,p)é(bupHp“‘(}Hu, VpEP,vGU. (211)

Além disso, a(-,-) é coercivo no niicleo Ng de B, isto é,

inf sup A% g 2.12)
vENpwENp HuHquHu
onde B, > 0, e b(-,-) satisfazem a condi¢do inf-sup
b
inf sup _blwp) By, (2.13)

vett pep [Pllpl2lly

onde By, > 0. Entdo o Problema Misto Dual Abstrato tem uma tinica solu¢do {w« ,p} € U x P
e que satisfaz

Ipllp+lelly <Cl7lly +lzlp), (2.14)
de tal forma que a solucdo depende continuamente dos dados listados no problema.

Demonstracao. O teorema acima representa um uma parte fundamental na teoria dos elementos

finitos mistos e seu estudo pode ser consultado nas referéncias [21, 24, 18].

2.3 Aspectos Basicos de Elementos Finitos

O método dos elementos finitos em sua forma mais simples € caracterizado por trés
aspectos fundamentais na constru¢do do subespago de aproximagdo Py,: primeiro € estabelecido
uma malha de elementos 7, a partir do dominio Q. Em um segundo passo, € definido a natureza
de P}, consierando fungdes polinomiais por partes p € P}, definidas sobre cada elemento K &
T . Finalmente, define-se uma base sobre P, com fungdes com suporte nos elementos [34, 84,

83, 10, 65].
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2.3.1 Discretizacao Espacial

A seguir sdo definidas as carateristicas fundamentais no processo de constru¢do de
subespagos conformes na teoria de elementos finitos. Dado um % > 0, define-se 7, uma malha

de elementos geométricos sobre o dominio £ como segue.
Definicao [2.6]. Malha de Elementos Geométricos
Seja Q o dominio poligonal dado, T}, representa uma malha de elementos geométricos se

as condigdes a seguir sdo satisfeitas.
T Q,:= | K=Q.
KeTy
T2) Para cada elemento K € Ty, o interior do elemento definido por K é néo vazio.
T3) Sendo K, e K, dois elementos pertencentes a T}, entdo K 1N Io(z =0.

T4) Para cada elemento K € Ty, a fronteira dK é Lipschitz-continua.

A malha T}, dize-se regular se dado um o > 0 existe um circulo de raio p; com
pn > h/ o, tal que para todo elemento K € T, este encontra-se contido completamente. No
restante do texto, seram consideradas malhas conformes no sentido ; C Q. Junto a defini¢dao
de uma malha uniforme, € definido uma malha de arestas usando a notacdo apresentada por

Dipietro e Ern em [49].

Definicao [2.7]. Malha de Arestas

Seja Ty, uma malha do dominio Q C R?. Dizemos que um subconjunto A, de Q é uma
malha de arestas se E tem um medida de Hausdorff positiva 1 e se nesta satisfaz uma das
seguintes condicoes.

A1) Existem dois elementos distintos K; e K> de T}, tais que E = 0K, N JK>; neste caso

E é chamado de interface e pertence ao conjunto A}q .
A2) Existe um K € T, tal que E = dK N dQ; neste caso, E é chamada de aresta de

contorno e faz parte de um conjunto denotado por AZ .

No decorrer deste trabalho, consideramos malhas de elementos e malhas de arestas regulares.

A construgio e o desenvolvimento deste tipo de malhas sdo estudados a profundidade em [91,
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92,71, 66, 68].

2.3.2 Subespacos Finitos Conformes

A partir da discretizagdo Qj do dominio €2, € importante estabelecer os critérios
que garantem a validade da inclusdo Pj, C P, vinculada a um problema variacional, propiedade
chamada conformidade do espago. A no¢do de conformidade em espacos de elementos finitos
se encontra fortemente relacionada com as propriedades de interpolagdo entre espacos, tal que
considerando a defini¢do de elemento finito [34] e de um elemento finito interpolante [90], os
requerimentos de conformidade global para o par de espagos de Hilbert H'(Q) e H(div;Q) sdo

formulados nos Lemas 2.3.1 e 2.3.2, respectivamente.

Lema 2.3.1 (Conformidade em H'(Q},)) Sejam o dominio Q C R? e sua discretizacdo Ty,
Uma fungdo q € H'(Qy,) se somente se

H1-C1) ¢ K € H'(K) para cada elemento K € T, .

H1-C2) Para cada aresta E;j € A'}q definida a partir de um par de elementos K;,K; € Ty, o par

de tragos q|yk, e g5 K; devem ser coincidentes sobre Ejj.

2

Demonstracio. =). Seja = € (C5(Q))” com p:=dive. Seja um elemento K € T, e tome

q € H'(K) de forma que

/pqu:<u-n,q>aK—/u-gradqu, (2.15)
K K

obtida através da formula de Green e sendo n o vetor normal ao contorno de K. Somando sobre

todos os elementos geométricos de 7, temos que

Z/pqu = — Z/u-gradqu+/qu-ndf+ Z <u-n,q>E.
K K T

KeTy, KeTy, EcAl

Usando a conformidade da malha 7, e pela nulidade da componente normal de z
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em I,

/ pqu:—/ w-gradgdx+ Y (w-n.q),. (2.16)
Qy Qy i
EcA,

Sem perda de generalidade € razodvel afirmar que dados

Pii={dlg € Q4 comg € H'(K)VK € T, | 2.17)
€
Pyi= q‘qeph, Y (w-nq), =0V e Hy(div:Q) p , (2.18)
E€A}

onde Hy(div; Q) se encontra definido em (2.5), entdo P, C H'(Qy,).

<). Se assumimos p € H'(Q,) temos que p|x € H'(K), mostrando ((2.3.1)).
Agora, usando do Teorema do Trago (2.1.1) e a conformidade da malha de elementos, temos
que

Y. {a.p), =0, (2.19)

EcAl
para todo ¢ € C*(;,). Desta forma H'(Q;) C P), e em particular se g|yx = # - n|yx com

v € Hy(div; Q) , H'(Q)) C Py, (ver referéncias [90, 28, 34, 89]) .

Lema 2.3.2 (Conformidade em H(div;Q)) Sejam o dominio Q C R?, a discretizacdo Q, e o

espaco funcional definido como
U,:= {1} |2 € (L)%, v|k € H(div;K) VK € ’Th} : (2.20)

A funcdo v € U, pertence a H(div;Q) se e somente se
Hd-C1) ¢|x € (HY(K))? para cada elemento K € T,

Hd-C2) Para cada interface E; j = dK;NIK; com K;, K; € T}, o trago do componente normal

©-n|g, e v-nlg; sobre E; ; coincidem, sendo m o vetor normal associado a E; ;.
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Demonstracao. =-). Tome uma funcio g € Lz(Qh) por partes com suporte em cada elemento
K € T}, tal que

gl =dive|x com v €Uy (2.21)

Tomando uma funcdo teste & € C*(€;,) e aplicando a férmula de Green para cada

elemento K,

/ pqdx = Z /pdlvvdx— Z (v-n,p)g Z /v grad pdx. (2.22)

KeT, KeTy KeT,

Usando a decomposicao da malha geométrica, entre arestas internas € no contorno

temos

Y <v~n,p)K:/pv-ndF+ Y (zonp), (2.23)
Fh

KeTh E€A]

mas considerando as propriedades da funcao teste temos que

/ pgdx = —/ v - grad pdx, (2.24)
Qh Qh
deste modo
Y (znp)=0 VpeC”(Q). (2.25)
EcAl

Sem perda de generalidade, considere p € H}(Q;,) D C(£;) junto com o espago

Up={v|velycom Y (znp);=0YpeH)(Qy) (2.26)
EcAl

é possivel afirmar U, C H(div; Q).

). Se v € H(div;Qy,), para cada elemento K em 7, temos ¢|x € (H'(K))?,

mostrando (2.3.2).Tomada uma fungédo p € C*(€,), podemos afirmar

Y (znp)p=0 (2.27)
EcAl
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se a malha geométrica é conforme, aplicando o teorema do traco. De forma geral, se p €

H}(Qy) D C=(Q;), temos que H(div; Q) C U, (ver referéncias [18, 90, 34, 20, 89]).

2.4 Problema Misto Dual Discreto

Uma vez definido um par de subespagos conformes U, C U e P, C P, podemos

definir o seguinte problema variacional, em dimensao finita:

Problema Misto Dual Discreto
Dados os funcionais 1 e 7 em U' e P’ respectivamente, determinar o par {wy, ,p,} em

U}, X Py tal que

a(wp,vp) —b(en,pn) = (m,vn) , Ve el (2.28)

b(wn,qn) = (7.qn) - VYqEPn, (2.29)
O Problema Misto Dual Discreto deve satisfazer as contrapartidas discretas das hi-
poteses (2.10)-(2.13) do Teorema 2.2.3. Desta forma, dizemos que os subespacos conformes

U}, e Py, sdo compativeis [19] segundo a defini¢do:

Definicao 2.4.1 (Subespacos Compativeis) Um par de subespacos U}, e Py, finitos dimensi-
onalmente sdo compativeis, se dado um par de constantes o« > 0 e B > 0 independentes do

pardmetro de malha h, valem:

C1 Elipticidade no niicleo:

a(vh,vh) > O‘thH%{ Vv, €Ky, (2.30)

com Ko = {vj, € Up,b(w,qn) = 0 Vg € Ph}.
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C2 Condicdo Inf-Sup:

b
sup MZM%H paratodo g € Py, (2.31)

wpctt, 2l

sendo a(-,-) e b(-,-) os operadores definidos a partir do problema variacional misto dual.

Se o par de subespacos U, e Pj, sdo compativeis e as condi¢des do Teorema de
Brezzi sdo validas para o problema misto dual, € possivel garantir pelo Teorema 2.4.2 que a
solucdo do problema discreto constitui a melhor aproximagdo do problema Variacional Misto

Dual Abstrato (Capitulo 2).

Teorema 2.4.2 (Melhor Aproximacao) Supondo que as condicoes do Teorema 2.2.3 sdo sa-

tisfeitas e o par de subespacos Uy, e Py, sdo compativeis, existe uma constante C > 0 tal que

— + || — <C« inf — + inf || —v . 2.32
P —pallp, + | nll, < {qhethP anllp, vheuhH hHuh} (2.32)

Demonstracao. A demostracio deste teorema esta em forma detalhada nas referéncias [34, 19].

U

2.5 Problema Algébrico

A formulacdo mista dual discreta € a representacdo funcional mais préxima a solu-
¢éo do problema de Dirichlet em sua forma fraca e a discretizagido dos espacos U e P através
de U}, e Py, respectivamente, tem por finalidade definir um sistema linear de equagdes. Em

termos gerais o sistema de equacOes tem a forma da Equagao (2.33).

A B U C
= (2.33)
B 0 P D
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onde A € R™" B € R*, U,C e R", P,D € R". A matriz A corresponde a discretizacdo
do operador a(-,-), B € a discretizagdo do operador b(-,-), P agrupa os m graus de liberdade
relacionados a varidvel primal #, assim como U os n graus de liberdade associados p. Os

vetores C e D sdo produto da discretizacdo dos operadores 7z € 72.

Em refinamentos do tipo /p usando elementos hierarquicos H (div; Q)—conformes,
a estrutura primadria do sistema linear é mantido, mas em cada passo do refinamento, sao adicio-
nados novos graus de liberdade que geram um sistema maior em termos de dimensdes, embora
compartilhe véarias de suas componentes do sistema inicial. Isto reduz o nimero de operacdes
de ponto flutuante [47, 90, 67] e permite uma implementacao mais eficiente. O uso de estra-
tégias de condensacdo dos graus de liberdade é comumente empregado na resolucio deste tipo
de problemas devido, resultando em um sistema de menor dimensdo e, em geral, mais bem

condicionado [18].
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Capitulo 3

Bases Hierarquicas em H'(Q) e H(div;Q)

Para a aproximacdo simultdnea das varidveis primal e dual, segundo a formulacao
Mista Dual, € necessdria a definicdo de subespacos conformes e compativeis, no sentido de que
as contrapartidas discretas do Teorema 2.2.3 sejam satisfeitas. A principal referéncia na cons-
trucdo de espacos compativeis € o trabalho de Raviart-Thomas [85], apresentado em 1977, onde
uma base vetorial em H (div; Q) é construida de forma a garantir a continuidade da componente
normal da varidvel dual nas arestas de elementos vizinhos em uma discretizagdo, satisfazendo as
regras de conformidade em H (div;Q). A compatibilidade é garantida pela defini¢cdo adequada
de uma base escalar em L%(Q) para a variavel primal. Como dito na Introdugio, desde o trabalho
de Raviart e Thomas [85], diversas técnicas de constru¢do de espacos de elementos finitos com-
pativeis para a formulagdo Mista Dual vém sendo propostas na literatura [23, 24, 80, 81, 3, 1].
Usualmente, bases vetoriais polinomiais sdo construidas em um elemento padrio e transfor-
madas ao elemento geométrico da particdo com o uso da transformacgdo de Piola. Nos casos
de mapeamentos geométricos nao-afins, este procedimento pode criar erros de consisténcia na
aproximacao do divergente da varidvel vetorial, resultando em perda da qualidade da aproxima-
cdo. Este problema foi estudado por Arnold, Boffi e Falk em 2005, [3] e corrigido pela definicao
de novos elementos compativeis e, mais recentemente, por Arbogast e Correa [1] e por Farias

et al. em [54] usando diferentes estratégias.

Objetivando o estudo e a descri¢do de subespagos conformes para a aproximagao de

formulacdes mistas, neste capitulo nos dedicamos a construg¢do de bases polinomiais hierdrqui-
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cas em H'(Q) e H(div;Q). Além de sua aplicacio na aproximagio do problema Primal [14],
a construgio hierdrquica de subespagos de H'(Q) é uma das bases para o desenvolvimento da
metodologia hierdrquica para a construgio de subespacos de H(div;Q) desenvolvida em [89] e
ampliada em [30, 54]. Aqui, introduzimos uma variagdo da metodologia original apresentada
em [89], onde as varidveis vetoriais sdo definidas sobre um elemento padrdo e depois mapeadas
para o elemento geométrico com o uso da transformac¢do de Piola. Além disso, os subespacos
H'(Q) sdo empregados na aproximagio da varidvel escalar na metodologia hierdrquica estabi-

lizada que serd apresentada no Capitulo 4.

3.1 Bases Polinomiais em H'(Q)

Seja Pj, um subespaco de H 1(Qh) aproximado por um subespago polinomial P}’j

dado por
Pri= U 0p(K), 3.1)
KE7—h
e 0p(K) definido como
0y(K):={010(K):=¢oF ' (K), § € O,(K) } . (3:2)
onde
N A A Al A P . ~
0, =0,(K):=10|d=Y ai;En', (En)eKCR . (3.3)
i,j=0

F representa uma transformacdo continua entre um elemento geométrico K e um elemento

padrdo K. De forma particular, uma transformada afim é definida como
{F:I%—ﬂ(\x:AKiH—bK vXeK,ﬁek}, (3.4)

com Ag € R?*? det(Ag) #0,bx e R?ep > 1.

O emprego de elementos referéncia na construcao subespacgos polinomiais tem por

objetivo o baixo custo e um menor grau de complexidade na implementagdo computacional
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de elementos finitos. Diversos elementos de referéncia K podem ser definidos a partir das
carateristicas do problema de contorno e dos espagos funcionais. Logo, no caso de um problema
em duas dimensdes, um dos elementos de referéncia mais comuns € o elemento quadrilateral

definido como,

Kr:{(é,n)eRz\—lgé,nél}, (3.5)
e representado na Figura 3.1.
n
Vi ol o V2
it (0.0) I ¢
F3 I'
v %
0% T, —q & V1

A

Figura 3.1: Elemento quadrilateral de referéncia em duas dimensdes, K.

O subespacgo 73}’; definido na Equacdo (3.1) ndo satisfaz as condi¢Oes de subespa-
¢os conformes em H'(€),) (ver Lema 2.3.1), uma vez que nio foram impostas condig¢des para
a continuidade das fungdes. Uma primeira escolha como base polinomial de Qp ¢ a bem co-
nhecida base Lagrangiana [84], comumente chamada de base nodal, que ndo permitem uma
construgdo hierdrquica. Como alternativa a base nodal, e tentando empregar a ortogonalidade
entre as fungdes base, sdo propostas as bases modais. As funcdes modais t€ém uma relagdo di-
reta com um conjunto de polindmios ortogonais, permitindo a geracdo, de forma hierdrquica, de
um conjunto ortogonal de fung¢des. Isto representa uma grande vantagem em relacio as funcdes
nodais, principalmente em algoritmos de refinamento do tipo p [90]. Deste modo, nos focamos

em formular nas secdes a seguir as carateristicas fundamentais das funcdes base do tipo modal.
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3.1.1 Bases Modais Hierarquicas em H'(Q)

Segundo o elemento de referéncia quadrilateral, as funcdes modais sdo separadas

em trés grupos: funcdes vértice, fungdes aresta e funcdes internas.

Funcdes Vértice

Sao funcdes lineares definidas no elemento K como

0(&.m) =
o/(E.m) =
0(&.m) =
$3(&.m) =

1
J-80-m),
1
L0480 -m),
A8+,

Ja-&0+m),

(3.6)
(3.7
(3.8)

(3.9

com a propriedade ¢ (v;) = & para i, j = 1,...,4, sendo & ; a delta de Kronecker. O espago

de fungdes vértices P, € definido como

de dimensao dim(®,) = 4.

Funcoes Arestas

(3.10)

Seja p > 1 e um fungéo polinomial O : [—1,1] — R de grau p — 1. As fungoes

aresta definidas no elemento K sio:

6 &M = G
o' (&) = P&
b(Em) = N(Em
o (EmM) = (&

G1(Em)+ (5
$3(&.m)+9(E.m
diEm)+diEn
B3(E.m)+91(Em

3.11)
(3.12)
(3.13)
(3.14)
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O conjunto de fungdes { %}, k < p — 1 representa uma base ortonormal de fungdes
polinomiais, que podem ser da classe Legendre, Lobatto, Chebyshev de segundo grau, entre
outros [86], porém, como escolha particular tomamos os polindmios de Chebyshev [47]. Assim,

¢ definido o espaco de funcdes aresta formado pelas funcdes
o= {66168} ikl =0,..p—2, (3.15)

de dimensio

dim(®)) =4(p—1). (3.16)

As fungdes aresta sdo identificadas pelas propriedades expostas em na referéncia

[89] e dadas por:

SubH1-C1) Anulam-se em todos os vértices do elemento de referéncia K. (ﬁkr (vj) = & para

todo {vj}§:0 ck.

SubH1-C2) é{’ L= 0 para todo i # j. Além disso, gﬁ,{i\ri ¢ um polindmio de grau k+2 < p.

i
Funcoes Internas

As fungdes internas ou também conhecidas como bolha sdo nulas tanto nas arestas

I" como nos vértices v do elemento de referéncia.

s 1
91;(&m):=1(1-E)(1-n")%i(§)%;(n) com 0<ij<p-2, (17
com dimensdo
dim(®},) = (p— 1), (3.18)

sendo <I>Ii, o subespaco conformado pelas funcdes internas.

De forma ilustrativa, na Figura 3.2 € apresentado um conjunto de func¢des hierarqui-
cas. O conjunto de fung¢des hierdrquicas constituem uma bases de fun¢des polinomiais de grau

p sobre o elemento K.

Proposicio 3.1.1 (Base Hierdrquicas de O, (K)) Seja p > 1 tal que o conjunto de fungées de-
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(a) Fungdo Vértice pertencente ao espago P". (b) Funcio Aresta pertencente ao espaco @' .
|
¢3,3

0,125

(c) Fungio Interna pertencente ao espaco @',

Figura 3.2: Exemplos de Funcdes Hierarquicas definidas num elemento padrdo quadrilateral de
referéncia.

finidas em (3.6), (3.11) e (3.17) conformam uma base hierdrquica do espaco Qp (1% ) [90, 84].

7z

Demonstraciio. E direto mostrar que o conjunto de fungdes P’ é um conjunto de funcdes

linearmente independentes. Sejam g € C*(K) e sua projecio ¢” em ®"(K) dada por,

3
¢ =Y a'dl (3.19)
i=0

onde o; = g(v;) paratodoi=0,...,3.

Define-se o residuo r:=¢q — q" tal que r(v;) = 0 em cada i-ésimo vértice e r|r; €
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C*(T'j) para cada j-ésima aresta de K. Seja p > 1 tal que o subespaco <I>£ esteja bem definido,

assim r pode ser projetado no subespago das fungdes aresta restritas a cada I'; como,
p—2
; T +T; .
=Y a’¢’ Vji=0,..3. (3.20)
k=0

) ~ AT ) . . ) . T
Sendo o conjunto de fungdes {¢, '} uma base polinomial, os coeficientes de interpolagio o, ’

sdo unicos e, portanto, a projecao do residuo r sobre as arestas do elemento K € dada por,

3
¢ =Y r. (3.21)
=0

J

Usando a interpolagd@o nas arestas e nos vértices do elemento, é reescrito o residuo
ri=q—¢q"—q" de forma que se anula em todo o contorno do elemento K. O r é representado

de forma tnica usando fung¢des internas na forma

r=q—q —q ~ Z of 9}, (3.22)
i+j<p-2

Sem perdida de generalidade, expressa-se as fungdes g € QAP(IQ) com p > 1 que

aproximam & fungdo ¢ € C*(K) de forma tinica como

3 3 p—
G=Y a6 +Y. Y o b+ ), ol bl (3.23)
i=0

2
i=0 k=0 i+j<p—2

Teorema 3.1.2 (Bases Hierarquicas H'(Q)—conformes) Sejam T}, uma discretizacdo de Q e
BP(I%) = {cbv’q)};,@},} um base hierdrquica de Qp(le), com p > 1. Seja Py, um espaco de
funciones q, com ¢'| k; € Qp(Ki) (Equagdo (3.3)). Suponha que os coeficientes multiplicadores

nas expansoes de q' e q’, associadas as fungoes de vértice e de aresta das bases B,(K;) e

B, (K;), referentes a interface comum E;; entre os elementos K; e K, sejam iguais. Entdo Py, é
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um subespago H'(Q)—conforme de ordem p.

Demonstracao. Ver referéncia [89, 90].

3.2 Bases Polinomiais de H(div;Q)

Do mesmo modo que foi feita a andlise do comportamento do espaco H'(Q) refe-
rente a discretiza¢do do dominio Q usando um conjunto de elementos em 7, a seguir analisa-
mos a construcdo de um subespaco de H(div;Q). Lembrando os requerimentos impostos sobre
o subespaco U, de H(div;Q) apresentados no Lema 2.3.2, o subespaco finito deve manter a

continuidade das componentes normais nas interfaces dos elementos.

A primeira tentativa na constru¢cao do espacos vetoriais € a extensao bidimensional
do espaco de polindmios de grau total p, Qp. Seja uma transformada vetorial G, o subespaco

U, é definido como

U= J 9,(x), (3.24)
KeTy
sendo
Q,(K):= {w) v = (v, ¥,) com y(K):=G ' (K)-¥re e }(12)} : (3.25)

0,K)={ 0= (0. 12} 1. 1€ 0k | (3.26)
Com a transformagao vetorial
A A A 1
{G:K%K‘VWGQP(K) = l[/(x)::J ® DF(X)- (%), X:F(fc)}. (3.27)
F

A primeira variacdo da transformagdo F' € representada por DF e seu jacobiano por Jr.

A existéncia da transformagio inversa G~! é mostrada a partir do fato de F ser uma
transformacdo continua, no caso particular de F' ser afim, a primeira variacdo DF corresponde

a matriz Ak associada e Jr seu determinante. Considerando a definicdo de Transformacdo de
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Piola, as componentes normais e tangenciais sdo independentes da orientacdo do elemento, o

que permite construir elementos H (div ;<) globalmente conformes de forma eficiente [87] .

O espago Z/Iﬁ definido em (3.24) satisfaz as condicdes de conformidade apresentadas
no Lema 2.3.2. A continuidade das componentes normais das funcdes vetoriais definidas nos
tracos dos elementos € satisfeita através da transformacio de Piola mas, para a aproximagao
da formulagdao Mista Dual, ainda € necessdria a constru¢do de um espaco compativel para a
varidvel primal. De uma forma geral, esta compatibilidade se d4 pela relacdo divU’ = Pﬁ .
Desta forma, a construgio de um par de subespacos de H(div;Q) e L%(Q) tais que satisfazem
as condicdes discretas inf-sup € objetivo de vdrios trabalhos tais como os apresentados por
Raviart-Thomas (R7) em 1977 [85], Brezzi-Douglas-Marini (BDM) em 1985 [23], Brezzi-
Douglas-Fortin-Marini (BDJF M) em 1987 [24], Arbogast e Correa (AC) em 2016 [1], dentre

outros.

3.2.1 Elementos de Raviart-Thomas

Dentre os inimeros espagos compativeis citados, destacamos aqui os compostos
pelos elementos de Raviart-Thomas [85]. Tais elementos sdo construidos a partir da defini¢do
de um subespaco vetorial polinomial de ordem p com suporte em um elemento de referéncia
retangular (ou triangular) e posteriormente transformado a um subespaco sobre um elemento
quadrilateral (triangular) convexo via a transformacgdo de Piola. Para um elemento quadrilateral
K e dois niimeros inteiros k,1 > 0, notamos por P 1 o espago de todos os polindmios de duas

varidveis & e 1 da forma,

k,1
W(En) =) a;En! com a;eR. (3.28)

i,j=0

Defina-se o espaco de Raviart-Thomas de ordem p como.

R’Tp::{ﬁ/

V= (§1, ;) com Yy €Fpripe € Pp7p+1}- (3.29)

De forma direta, para toda {y € R7, é caracterizada por:
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RT-C1) divy =25+ %0 €0,

RT-C2) A restricdo de - n sobre qualquer aresta {I';} de K, é um polinémio de grau < p.

Assim, se RTP € substituido por Qp em (3.25), Z/li é transformado em um subes-

paco H(div;Q)—conforme com a inclusao
divlU), C Py, (3.30)

sendo satisfeita nos elementos K € T,.

Os elementos R7T,, apresentam convergéncia 6tima em malhas triangulares, com
taxas de convergéncia da ordem p + 1 tanto na varidvel escalar como no divergente da varidvel
dual na norma L*(Q). Em malhas regulares 7, compostas de elementos retangulares é bem

conhecido que no caso dos espagos R7 sdo vdlidas as estimativas [18]
e — whl|20) < chtl |y, [1div(ee —wp)ll2q) < Cth\divu]HpH(Q) , (3.31)

sendo ;, € RT , com p > 0 e C uma constante positiva. Porém, no caso de elementos quadri-

laterais gerais [3], o melhor resultado corresponde a

22 — 2| 21y < CH | [ o)+ hl divee | googy | (3.32)

|| div (u — uh) ||L2(Q) S Cl’lp| divu|Hp+1(Q) . (333)

Tentando melhorar os resultados apresentados na solu¢do do problema misto dual
em malhas quadrilaterais, foram postulados diversos mecanismos para definir novas bases H (div; Q)
conformes, por exemplo, em [3] baseado no trabalho exposto em [4] € apresentado um conjunto
de fungdes vetoriais baseadas nos espacos de Raviart-Thomas modificados. Algumas outras

estratégias de construcdo deste tipo de bases sdo estudadas nas reférencias [4, 88, 54, 1].
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3.2.2 Bases Hierarquicas H(div;Q)—conformes

Como alternativa as bases tradicionais dos subespacos do H(div; ), foram desen-
volvidas as bases conformes hierdrquicas, que dispensam o uso da transformada de Piola no
caso de elementos geométricos obtidos via um isomorfismo linear, [89]. Esta nova base, pre-
serva a continuidade das componentes normais nos tracos dos elementos e localmente presenta
um subespaco de H(div;<) tal que as condi¢des de conformidade sdo satisfeitas. Além de
preservar as carateristicas como subespago H (div;Q;), € uma extensdo das bases hierdrquicas
modais apresentadas na Secao 3.1.1 e apresenta a possibilidade de implementar o refinamento

tipo p, pouco estudado na solug@o de problemas variacionais mistos.

A estratégia de construc@o de bases hierarquicas de H(div; Q) foi definida em [89]
a partir do uso de uma distribuicao especifica de um conjunto de vetores dispostos para cada ele-
mento geométrico de 7. A metodologia apresenta limitantes em malhas ndo-afins: as fun¢des
vetoriais ndo mantém componentes normais as arestas dos elementos ndo afins, por exemplo

em elementos trapezoidais.

No contexto de um modelo bidimensional, as bases hierdrquicas H(div;)—con-
formes sdo definidas sobre uma malha de elementos 7, partindo de uma distribuicéo especifica
de vetores sobre um elemento padrdo retangular, como é apresentado na Figura 3.3a, para pos-
teriormente serem transformados via uma transformacgdo de Piola definida sobre cada elemento
K € T}, resultando em uma distribuicéo de vetores conforme indicado na Figura 3.3b. Em cada
vértice do elemento {v,-}?zo ¢ definido um par de vetores como extensao das arestas que compar-
tilham o mesmo vértice; seguido deste conjunto de vetores, em cada aresta € definido um vetor
normal unitdrio disposto no ponto central da referida aresta. O conjunto de vetores distribuidos

no contorno sio chamados como vetores externos.

Conjuntamente ao conjunto dos vetores externos, € definido um conjunto de vetores
no interior do elemento K chamados vetores internos. O grupo interno de vetores € composto
de quatro vetores unitdrios no centro das arestas e paralelos a cada uma delas. Além disto, sd@o

definidos dois vetores unitdrios perpendiculares, alinhados aos eixos e perpendiculares entre si.
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(a) Elemento de referéncia K. (b) Elemento geométrico K.
Figura 3.3: Distribui¢do de vetores necessdrios para a construgdo das bases

H (div;Q)—conformes hierdrquicas.

Funcoes Externas

As fungdes vetoriais externas de ordem p sdo definidas em um elemento K € T, a

partir da distribuicao vetorial da Figura 3.3b junto com as fun¢des nodais e de aresta definidas

nas Sec¢oes 3.1.1 e 3.1.1. Assim,

Vo=@ Vo,
Vii=0|vs,
Ve =0V,
Vo =93 vy,

4

=

X

Vv
Yio

=¢|vy,
=0, vy,

Z:¢§)V7,

r
=04vio, V=0, Vi,

0 r
l[/l]: :—_¢;0V2a
r
l}/rl :_¢klv ,
. T
Wrz-_(]) 2y ’

(3.34)

onde ¢ (K):=¢" o F~1(K), ¢)k”::(]3k”oF_1(K), sendo m,n=0,...,.3ek=0,....p—2. A

dimensdo deste conjunto de fungdes é 4(p+1).
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Funcoes Internas

A defini¢do das func¢des internas vetoriais de ordem p no elemento K € direta a partir

das funcdes aresta e internas modais, Secdes 3.1.1 e 3.1.1, respectivamente.

. _— P
=0, viz, YWli=0,'vi3, ll/;f-z V14, V/;( —¢ Vis,

(3.35)
Vii=olme Vii=olv.
O conjunto de fungdes internas vetoriais hierarquicas é de dimensio 2 (p? + 1).
E possivel afirmar que o conjunto de func¢des
By(K):={w' v", vl } (3.36)

¢ um conjunto linearmente independente e span(,(K)) C H(div;K). O nimero total de fun-

¢des em B,(K) é2[(p+1)>+2].

Teorema 3.2.1 (Bases Hierarquicas de Q,(K)) Seja K € T}, As fungoes externas e internas
definidas nas Equagoes (3.34) e (3.35) formam um conjunto linearmente independente de fun-

¢oes vetoriais em H(div;K).

Demonstracio. Seja y definida em K € T, escrita na forma

p—2 3
y=Y oyl +ZZB,kwk +ZZy,kwk+Z Y C,,,zw:l,, (3.37)
tGI =4 i+j<p-2
Fungoes Externas Fungoes Internas

onde I = {0,1,3,4,6,7,9,10}.

Considerando y = 0, € suficiente mostrar que ¢;, B x, ¥jx € G j,1 830 zero para afir-
mar que o conjunto ¢é linearmente independente. Seja I, uma aresta do elemento K e
q junto B,(K) é1 te independente. Seja I ta do el to K

n,, seu vetor normal. Empregando as propriedades das fun¢des externas, y - n,, pode ser escrito
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(a) Funcdo Externa y/y. (b) Func¢ao Interna l;/if.
y

(c) Funcao Externa l[ll;. (d) Funcéao Interna l//ii 4
y

(e) Funcao Externa Vlgz. (f) Funcéo Interna ‘I’Jzé 4

Figura 3.4: Exemplos de Fungdes H (div;Q)—conformes definidas num elemento padrdo qua-
drilateral K com sdo definidas nas Equagdes (3.34) e (3.35), usando uma transformada afim

entre o elemento padrdo K e o elemento geométrico K.

restrito a aresta I, como

V-ny,

)
m

-2
L =Y (67 0F ()] . +l;)/3m7k (6moF (k)]
i€l -

(3.38)
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de forma que ¥ - ny,|r, = w! coincide com uma funcdo escalar hierarquica definida pela base
de funcdes @' . Assim, na aresta '), se V|r,, =0implica &/ =0e B,y =0parak=0,...,p—2
e i €1,. Aplicando o andlises anterior para as arestas restantes do elemento K, conclui-se que

oef ;& sdo identicamente zero em (3.37) se ¥ = 0.

Considere-se as fun¢des definidas nas arestas l//;j definidas em (3.37). Sendo 7,, o

vetor tangencial a I,

3 (3.39)

T
14 L,

p—2
= Z'}’m,k [ékm OF_I(K)}
k=0

L

e ¥ =0, concluindo em ¥, , = 0 para cada aresta I';, com k < p —2 . Finalmente, seja o par de
funcdes vetoriais internas l,l/;Z - Se € avaliado o produto interno Y -vi4 € Y -v17, para cada fun¢ao
resultante € direto afirmar que pertencem ao subespaco de fungdes internas definidas em (3.17)

as quais definem um conjunto linearmente independente, de forma que ; j; = 0 em (3.37).

As componentes normais das fungdes internas e externas sobre as arestas dos ele-
mentos satisfazem as condi¢des de conformidade impostas no espago Uﬁ C H(div;Qy) sobre

as condi¢des do Teorema 3.2.2.

Teorema 3.2.2 (Bases Hierarquicas H(div;Q)—conformes) Usando a defini¢do das fungdes
base vetoriais H(div ; K)—conformes, Equagdes (3.34) e (3.35), espacos H(div; Q) —conformes
podem ser criados com um conjunto de funcoes Y impondo Y < € H(div;K), se e somente se

a soma dos diferentes coeficientes associados as arestas do elemento vizinho ao K é zero.

Demonstracio. A prova deste teorema pode ser realizada em forma direta considerando dois
elementos K e K> com uma aresta E1, em comum e duas fung¢des v, e y,, H(div; K)—conformes.
Levando em conta as componentes normais das func¢des vetoriais sobre a aresta E15, a conformi-
dade em H(div; Q) tem relacio direta com a conformidade dos espagos H'(Q). A conformidade
de elementos modais em H 1(Q) pode ser consultada em na referéncia [90, 86] e sua extensdo

para bases H (div ; Q)—conformes, em [89].
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Capitulo 4

Meétodos dos Elementos Finitos

Estabilizados para Problemas Elipticos

A conformidade dos subespacos P, C LA(Q) e U;, C H(div;Q) nio garante apro-
ximacoes estaveis para o problema de Darcy, sendo também necesséria a verificacdo da com-
patibilidade entre esses subespacos. Uma forma de contornar a necessidade da construcio de
espacos compativeis € o emprego de formulacdes de elementos finitos mistas estabilizadas.
Neste capitulo, discutimos algumas estratégias de estabilizacdo da formula¢do mista, iniciando
pela formulacdo condicionalmente estavel de [25] e concluindo com a formula¢do incondicio-
nalmente estdvel de [40], com o objetivo de esclarecer como as estabiliza¢des podem circundar
de forma parcial ou total as condicdes de estabilidade do Teorema de Brezzi. A formulagdo
incondicionalmente estavel de [40] satisfaz automaticamente ambas as condi¢des de compati-
bilidade, permitindo assim o emprego de quaisquer subespacos H (div;Q)—conformes para a
velocidade e H'(Q)—conformes para a pressio e serd a base para a construgio da metodologia

de elementos finitos mista hierdrquica para a resolu¢ao do problema de Darcy.
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4.1 Estabilizacoes em Formulacoes Mistas
Iniciamos reescrevendo o problema modelo misto dual abstrato (2.28)-(2.29) apre-
sentado no Capitulo 2, na seguinte forma discreta

Problema G

Dado o par {m ,n} € U' x P, determinar {w;,,py} € Uy X P}, tal que

Be({zn,pn}i{enan}) =Le({zn.an}) V{enqn} € Uy x Py, 4.1)
sendo
B ({wn,pn}i{en.an}) :=alwn, v1) — b(wn, pr) — b(wn,qn) (4.2)
e
Lo({zn,qn}) = (m ,03) — (7 ,qn). 4.3)

A existéncia e unicidade da solucdo deste problema abstrato foram expostas no Capitulo 2
e caracterizadas no Teorema de Brezzi, implicando nas condi¢cdes de compatibilidade entre os
espacos de aproximacao. Diversas formulacdes estabilizadas podem ser definidas, no sentido de
contornar uma das ou ambas as condi¢des de compatibilidade. Em particular, grande interesse
¢ dedicado as formulacdes estabilizadas do tipo Galerkin Minimos-Quadrados, onde residuos
de minimos quadrados das equacdes constitutivas do problema sdo combinados a formulagdo
mista dual cléssica (4.1). Em geral, coeficientes de estabilizacdo dependentes do parametro de
malha & sdo associados a estes residuos [58, 75, 74, 59, 58, 56, 57]. A seguir, estudamos dois
métodos estabilizados que sdo livres de termos dependentes do parametro de malha: o método
condicionalmente estavel de Brezzi, Fortin e Marini [25] e o método incondicionalmente estavel

de Correa e Loula, [40].
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4.2 Formulacao Condicionalmente Estavel

A ideia fundamental do trabalho [25] € apresentar uma formulagao estabilizada que
satisfaca de forma automatica a condi¢@o de elipticidade no nicleo (2.30), deixando como uma
restricdo de compatibilidade a pela condi¢do inf-sup (2.31). Para tal, os autores assumem regu-

laridade suficiente, tomam o gradiente do balanco de massa
grad (divee) = grad f
e consideram a equagao
K % — grad(dive) = —grad p — grad f. 4.4)

Ap06s a multiplicagdo por uma fungdo teste, integragdo no dominio €2 e integracdo por partes, €

definida a seguinte formulacdo estabilizada, posta em termos dos espacos discretos:
Problema BFMEh
Dado um par de subespagos Py, C LA(Q) e Uy, C H(div;Q), determinar {=;,, p,} € U}, x
Py, tal que

(K_luh,vh)+(divuh,divvh)—(ph,divvh) = (f,divey) , Ye,elU,
4.5)

(qn,divee,) = (f,qn) . Vqn € P

O problema acima € consistente no sentido variacional, ou seja: a solu¢do exata do
problema original {z, p} satisfaz o problema variacional modificado (4.5). O ponto principal é

que, definindo o operador bilinear @ : U, x U,

alwp,vp) = (K*Iuh,vh) + (divuh, divvh) , (4.6)

temos que o problema € ndo apenas eliptico no niicleo, mas sim eliptico em todo o espago U ,.
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Em outras palavras, a tnica restri¢do existente para a compatibilidade entre os espacos U, e Py,
€ que eles sejam inf-sup estaveis, segundo a condicdo (2.31). Este resultado pode ser expresso

pelo teorema:

Teorema 4.2.1 Seja P), C LX(Q) e Uy, C H(div;Q) um par de subespagos de elementos finitos

eum B > 0 tal que

di
sup (Qh , A1V vh)

> Bllgnll  Van € Pp. 4.7)
wcu, el

Entdo, o Problema BEMEh tem um tinico par solug¢do {wy,,py} com

TvhE

e —wnl| +1lp—pull <y{ inf [[ee =4[+ inf [[p—aqnll ¢, (4.8)
uy an€Py

sendo Yy ndo dependente do h.

Demonstracao. A prova ¢ direta apartir da defini¢ao dos espacos inf-sup estaveis e do Teorema

de Brezzi [25].

Exemplos de espacgos estdveis para esta formulagdo sdo os espagos de elementos
finitos estaveis para o problema de Stokes tais como os elementos de Crouzeix-Raviart [41] e
os elementos Taylor-Hood [93]. Tais elementos nao sdo interessantes do ponto de vista prético,
uma vez que impdem continuidade nodal para a velocidade, impossibilitando a simulagdo de
escoamentos em meios porosos heterogéneos. Neste sentido, na secdo a seguir estudamos uma
formulacgdo incondicionalmente estavel que emprega subespagos H (div;Q)—conformes para a

velocidade, adequados para a representacdo de fluxos em meios heterogéneos.

4.3 Formulacao Incondicionalmente Estavel

Ao invés de trabalhar com uma nova equacao em sua forma forte, tal como a (4.4),

Correa e Loula propdem em [40] a combinagao residuos de minimos quadrados da lei de Darcy
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(1.1) e da equacdo de balanco da massa (1.2) com a formulag¢ao mista (1.4)-(1.5). Tal formula-

¢do é posta nos espacos U = H(div;Q) e P = H'(Q) e é dada por
Formulac¢ao Incondicionalmente Estavel

Determinar o par de funcées {w ,p} € U x P tal que

IB3GLS({ZL 7p}a{1}7q}) = LGLS({vaq}) V{‘(},q} € u X 7)7 (49)

com
Bors({z,p}i{z,q}) = (K'w,z)—(dive,p)—(dive,q) (4.10)
- %(K[K—1u+gradp]7[K—1v+gradq]) (4.11)
+ %(KT dive , dive) (4.12)

e
1

Lows({z.q}) == (f,q) +5 (K" f, dive), (4.13)

onde K7 = (Kpin) .

Tal formulacdo pode ser vista como uma extensdo da formulacio de [25] e satisfaz
automaticamente ambas condi¢des de compatibilidade, permitindo assim o emprego de quais-
quer subespacos H (div;Q)—conformes para a velocidade e H'(Q)—conformes para a pressio.
A anélise de existéncia e unicidade da solucdo se da a partir do Teorema de Babuska (2.2.2) e

foi estudada em [38, 40], segundo o teorema:

Teorema 4.3.1 (Unicidade da solucao do Problema Incondicionalmente Estavel) Sendo Bgrg
uma forma bilinear que satisfaz as condigcbes do Teorema de Babuska, (Teorema 2.2.2), com

Lgrs uma forma linear continua. O problema incondicionalmente estdvel tem solucdo tinica.
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Demonstracao. A prova € direta a partir dos lemas a seguir.

Lema 4.3.2 (Continuidade de Bg;5) Existe uma constante positiva B tal que para todo par

{w,p} e U XP e{v,q} €U X P tem-se

Bozs({z,p}i{e.q})| < Bil{w. p}Hluxpll{z, a} lyxp- (4.14)

Demonstracao. Integrando por partes Bgrs,

|]B3GLS({u,p};{v,q})| = %‘(K1u,v)+(v,gradp)+(u,gradq)

~ (Kgradp, gradq) + (K dive , div v)‘ 4.15)

Empregando a desigualdade de Cauchy

A

1
Bous({w.philo.a))| < 5 Khullwll o]+ o] [ gradpl
+ 1l [ eradg |+ K | grad p | radg]

+ Ko || divee| || dive|

IN

1 .
5 Bu{llll+ [ divee|| + | pl| + [l grad pl| }

x {llell+Idive| +lq] + || gradq||}

IN

2 2 2 2
Biv/ Il + 11 /il + lals
onde By = 2 { K, Kinax} € {[[2]| + || divel| + 1pl| - | grad pll} < v2[[{, p}lggep-

Lema 4.3.3 (Estabilidade de Bg;s) Seja{#,p} € U x P, existe uma constante 3, > 0 tal que

wp  Bos((w.p):lo.q)

= Bafl{w . p : (4.16)
(waeuxr e aHluxp 2l{ . P}y
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Demonstracdo. Sempre é possivel definir um par {#,G} = {#,—p} paratodo {z ,p} € U x

P, assim
_ 2 . 2 2
Bos({w.ph:(8.3) 1wl +ldivel® 1 |amadp] w“
{23 H yxp 20 Hz.pHlup 2 {we.PHuxp
2 . 2 2
Ve LalP+ldval 1 endpl?

N [ P e TN e

Sendo p € H& (Q) caso sejam consideradas condigdes de contorno de Dirichlet homogéneas ou
p € H'(Q) com média nula sobre caso sejam consideradas condi¢des de contorno de Neumann

homogéneas,

B Pra?,q
sup GLS({;LL _p} {'U' q}) > Bz”{ﬂ/,P}HuXp; (419)
{w,p}eUxP ||{v7Q}||U><'P

para todo {#,G} € U XP, sendo B, = % min{KmimK;in}. A continuidade do operador Lgyg
¢ avaliada considerando f de quadrado integrdvel e portanto completando a demonstracdo do

teorema de existéncia da solucao do problema GLS.

A base da demostragdo da U x P —coercividade da formulacdo estabilizada se dé
pela escolha {#,G} = {w,—p}. Tal escolha é sempre possivel no caso discreto e dai decorre a

estabilidade incondicional do método:
Método Incondicionalmente Estavel

Determinar o par de funcées {wy,,pp} € {Uh X Ph} tal que

Beors({wn,pn}ti{en.an}) = Los({zn.qn})  V{en,qn} € {UnxPi}, (4.20)

comU, CU e Py, C P sendo Bgrs e Lgrs definidos em (4.10) e (4.13).

4.4 O Emprego de Subespacos Conformes

Uma vez que a formulagdo incondicionalmente estivel ndo impde condi¢des de

compatibilidade entre os espagos de aproximacdo, para a obtencao de solucdes estdveis, basta
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definir a construcdo de subespagos conformes U, C U e Pj, C P. Neste ponto, entra a constru-
cao hierdrquica definida no Capitulo 3, fechando assim a defini¢do da metodologia hierarquica

para a aproximacao do problema de Darcy proposta nesta Tese.

Estimativas de Erro De uma forma geral, o resultado de melhor aproximagdo exposto no
Teorema 2.4.2 e os resultados de [3] podem ser usados para a definicdo de estimativas de erro
para a formulag¢do incondicionalmente estdvel. O subespaco Pj, C 73,’; e seja p € H*H(Q) [3]
segue diretamente que

”P_QhHHl(Q) SChk|P|k+1 . 4.21)

Se Bj(K) D S; sendo S; o espago de codimensdo um de R7,(K) com os campos
vetoriais (711’ 0) e (0,E/n!*!) substituidos pelo tinico campo vetorial (E/F!n!, —&in*1),

o resultado apresentado por Arnold et.al em [3], a estimativa do erro na varidvel do fluxo é
l .
1 — vl aivi) < Ch (hlze]ier + |dive|i). (4.22)
Usando o Teorema 2.4.2 a estimativa de erro para o Problema Misto Discreto &,

P = qnll 1y < CR™M R (4.23)

12 = 2l (aiv ) < CR™M R (4.24)

Assim, obtemos taxas 6timas de convergéncia para o fluxo na norma H(div;Q) e na norma

H'(Q) para a pressio se sdo construidos subespacos de aproximacdo da mesmo ordem, k = 1.
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Capitulo 5

Estudos Numéricos

Neste capitulo, apresentamos uma série de experimentos numéricos para o estudo
da precisdo, da estabilidade e da convergéncia da metodologia proposta, com o uso de subes-
pacos conformes U ﬁl x Pk, com I,k > 1, gerados pelas bases hierdrquicas para quadrilateros
descritas no Capitulo 3. A titulo de comparacdo, resultados obtidos pela formulagdo mista clés-
sica com os elementos de Raviart-Thomas também serdo apresentados. Por simplicidade de
notacao, nas figuras e nas tabelas designamos por U; x Py o método incondicionalmente estavel
e por RT;x Qy, para k > 1 o método misto com os espagos de Raviart-Thomas. Em todos
os casos, condi¢des de Dirichlet foram prescritas e as solu¢des foram calculadas sobre duas
sequéncias de malhas distintas. A primeira é uma malha uniforme de n? elementos quadrados e
a segunda é uma malha ndo afim de n? trapézios de base & e lados verticais paralelos de altura
0,75h e 1,25h, como proposto por [4] e apresentado na Figura 5.1. No primeiro conjunto de
experimentos, aproximamos o problema de Darcy em um meio poroso homogéneo com perme-
abilidade constante e solugdes exatas suaves. O segundo conjunto estd relacionado a um meio
poroso anisotropico heterogéneo onde o tensor de permeabilidade tem uma interface de des-
continuidade. Adicionalmente, incluimos um estudo de convergéncia em fun¢do do nimero de
graus de liberdade ndo condensados, apds a aplicacdo da estratégia de complemento de Schur

para o sistema de ponto de sela obtido.
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y y
8 8
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0 X 0 - > X
012 3 456 7 8 012 3 456 7 8
(a) Modelo de Malha Retangular (b) Modelo de Malha Trapezoidal

Figura 5.1: Sequéncias de malhas utilizadas nos estudos de convergéncia

5.1 Meio Homogéneo

Neste primeiro experimento numérico, resolvemos o problema de Darcy em um
dominio quadrado unitdrio Q = [0,1] x [0, 1] com permeabilidade homogénea K = I e fungdo
de fonte

f(x,y) = 2% sin(7x) cos(my).

A solucdo exata € dada por

p(x,y) =sin(mx)sin(my) e w(x,y)=-7 cos(ex) sin(7ry)
sin(7x) cos(7y)

As solugdes aproximadas com o espagco U x P; para malhas de 16 x 16 elementos quadrados

e trapezoidais sdo apresentadas nas Figuras 5.2 e 5.3, respectivamente.
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3,0

1,4

(uh)y -0,2
-1,8

(c) Distribuigdo da componente (z;), do fluxo.

Figura 5.2: Meio Homogéneo: Distribui¢ao da pressdo pj, e das componentes (), € (%),
obtidas a partir da aproximacao do Problema Homogéneo definido sobre um dominio quadrado
unitario, obtida com o espaco U x P; e uma malha de 16 x 16 quadrados.
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3,0

1,4

(%n)y -0,2
-1,8

(c) Distribui¢do da componente (uh)y do fluxo.

Figura 5.3: Meio Homogéneo: Distribui¢ao da pressdo pj, e das componentes (), € (%),
obtidas a partir da aproximacao do Problema Homogéneo definido sobre um dominio quadrado
unitério, obtida com o espaco U x P e uma malha de 16 x 16 trapézios.
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Os erros e taxas de convergéncia para ||p — pyl|, || grad (p — pn)||, ||ze — 2n]| €
||div (2 — %) || para diferentes espagos e malhas retangulares sdo apresentados nas Tabelas 5.1
e 5.3. Na formulagdo mista cldssica de Raviart-Thomas com espacos de aproximagdo compati-
veis RT i x Qy com k = 1,2, a pressio é descontinua, portanto niio pertencente a H'(Q). Neste

caso computamos

|grad (p— pu) > =Y |grad (p— i)l (5.1)
KeTy

sO a titulo de comparacdo. Baseados nas estimativas de erro (4.23) e (4.24), organizamos 0s
resultados em dois grupos: o de ordem um definidos por min {k,/} = 1, que estdo apresentados
nas Tabelas 5.1 e 5.2 e os de ordem dois, definidos por min {k,/} = 2, que estdo apresentados

nas Tabelas 5.3 e 5.4 .

Para o caso de malhas quadradas, os resultados para espacos de aproximagdo U x
P1, U x Py e RT1x Q) apresentam taxas de convergéncia lineares no gradiente da pressao e
de segunda ordem na pressdo, o fluxo e no divergente do fluxo. A Unica excecdo € o espago
U, x P>, que fornece aproximacdes de segunda ordem para o fluxo, o divergente do fluxo e
o gradiente da pressdo e aproximacdo de terceira ordem para a pressdo. Os resultados para

min {k,/} =2, sdo consistentes com os obtidos para min{k,/} = 1.

Para o caso de malhas trapezoidais, 0 R7] x Q| mantem aproximacdes de segundo
grau na pressao e no fluxo, mas perde uma ordem de convergéncia no divergente do fluxo. Este
resultado € consistente com a teoria de [3]. No caso do par U; x Py, o fluxo é afetado levando a
taxas de convergéncia menores que dois. O emprego dos espacos U, x P que recobra o ordem
dois no divergente mas também sofre da ndo otimalidade da convergéncia do fluxo na norma
[L*(Q)]%. E importante ressaltar que em [3], os autores analisam o emprego de malhas quadri-
laterais gerais em um problema de minimos quadrados para a equacdo de Poisson € mostram
que neste caso a baixa qualidade da aproximac¢do do divergente do fluxo afetando diretamente
a aproximacgdo do fluxo. Como a formulagdo estabilizada faz uso de residuos de minimos qua-
drados, a ndo otimalidade do fluxo parece ter a mesma causa. No caso min{k,/} = 2 sobre
malhas trapezoidais, os resultados apresentam o comportamento semelhante ao exposto no caso

min{k,/} = 1 e sdo apresentados na Tabela 5.4.
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Tabela 5.1: Meio Homogéneo em malhas de quadrados. Erros na norma L*(Q) e ordens de

convergeéncia obtidos pela formulagdo incondicionalmente estavel, com os subespagos de apro-
ximagdo U x Py, U; x P> e Up x Py e pela formulagdo mista cldssica com os subespagos de
aproximagdo R71 x Q;.

1p—pal Terad(p—pill | Jwe—wall | Ndiv(we—wn)]
n Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem
u1 X Pl
4 | 2,36e-02 5,01e-01 5,14e-02 3,18e-01
8 16,0303 1,97 |2,52e-01 099 | 1,28¢-02 2,01 | 8,0le-02 1,99
16 | 1,51e-03 1,99 | 1,26e-01 1,00 | 3,19¢-03 2,00 | 2,01e-02 2,00
32 13,79¢-04 2,00 | 6,30e-02 1,00 | 7,99¢-04 2,00 | 5,02e-03 2,00
RT1xQ
4| 1,61e-02 5,01e-01 5,10e-02 3,18e-01
8 | 4,05e-03 1,99 | 2,52¢-01 1,00 | 1,28e-02 2,00 | 8,00e-02 1,99
16 | 1,02e-03 2,00 | 1,26e-01 1,00 | 3,19e-03 2,00 | 2,00e-02 2,00
32 | 2,54e-04 2,00 | 6,30e-02 1,00 | 7,98¢-04 2,00 |5,01e-03 2,00
u1 X 'Pz
4 | 2,04e-03 5,44e-02 5,10e-02 3,18e-01
8 |250e-04 3,03 | 1,31e-02 2,05 | 1,28e-02 2,00 | 8,00e-02 1,99
16 | 3,10e-05 3,01 | 3,23e-03 2,02 | 3,19¢-03 2,00 | 2,00e-02 2,00
32 1 3,86e-06 3,01 |8,03¢e-04 2,01 | 79804 2,00 |5,01e-03 2,00
UQ X Pl
4 | 2,35e-02 5,01e-01 6,90e-03 2,99¢-02
8 16,0203 1,96 | 2,52¢-01 0,99 | 8,19¢-04 3,08 | 598e-03 2,32
16 | 1,51e-03 1,99 | 1,26e-01 1,00 | 1,52¢-04 2,43 | 1,39¢-03 2,10
32 13,79¢-04 2,00 | 6,30e-02 1,00 | 3,49e-05 2,12 | 3,41e-04 2,03
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Tabela 5.2: Meio Homogéneo em malhas de trapézios. Erros na norma L*(Q) e ordens de
convergéncia obtidos pela formulagao incondicionalmente estavel, com os subespagos de apro-
ximacdo U x Py, Uy x P> e U> x P e pela formulagdo mista cldssica com os subespagos de

aproximagdo R7 | x Q.
1P — pal | grad (p — pa)| |2 — 2| [div (2 — ;)|
n Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem
Lll X ’Pl
4 | 3,49e-02 6,17e-01 8,38e-02 5,76e-01
89,8303 1,83 | 3,18-01 096 |2,67e-02 1,65 |2,32¢-01 1,31
16 | 2,54e-03 1,95 | 1,60e-01 0,99 | 8,55e-03 1,64 | 1,08¢-01 1,11
321 643e-04 198 | 8,05e-02 0,99 |2,80e-03 1,61 |527¢-02 1,03
RT1xQ
4 1 1,87e-02 5,65e-01 5,42e-02 4,77e-01
8 |4,73e-03 1,99 | 2,85¢-01 0,99 | 1,35-02 2,00 | 1,79¢-01 1,42
16 | 1,18e-03 2,00 | 1,43e-01 1,00 | 3,38¢-03 2,00 | 7,99¢-02 1,16
32| 2,96e-04 2,00 | 7,15e-02 1,00 | 8,45e-04 2,00 | 3,87¢-02 1,05
Lﬁ X 7)2
4 12,97e-03 8,50e-02 5,80e-02 5,75e-01
8 | 4,04e-04 2,88 | 2,10e-02 2,01 1,44e-02 2,00 | 2,32¢-01 1,31
16 | 6,07e-05 2,73 | 5,23e-03 2,01 | 3,61e-03 2,00 | 1,08¢-01 1,11
32| 1,13e-05 243 | 1,30e-03 2,00 |9,0le-04 2,00 | 5,27¢-02 1,03
UQ X 'Pl
4 1 3,51e-02 6,17e-01 5,97e-02 7,69e-02
819,89%-03 1,83 | 3,18-01 096 |223e-02 142 | 1,78e-02 2,11
16 | 2,56e-03 1,95 | 1,60e-01 099 | 7,77e-03 1,52 | 4,37e-03 2,03
32| 647e-04 1,98 | 8,05e-02 0,99 |2,67e-03 1,54 | 1,09¢-03 2,01
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Tabela 5.3: Meio Homogéneo em malhas de quadrados. Erros na norma L*(Q) e ordens de
convergéncia obtidos pela formulagdo incondicionalmente estavel, com os subespacos de apro-
ximagdo Uy x P,, U x P53 e Uz x P, e pela formulagdo mista cldssica com os subespagos de

aproximagdo R7T, x Q».
Ip—pal Terad(p—pml | Tee—wall | ldiv(z —wn)]
n Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem
u2 X 'Pz
4 1 1,92e-03 5,09e-02 3,68e-03 2,18e-02
8 |245-04 297 | 128e-02 2,00 |4,36e-04 3,08 |2,68¢e-03 3,02
16 | 3,07e-05 2,99 | 3,19e-03 2,00 | 5,34e-05 3,03 | 3,34e-04 3,01
32 | 3,85e-06 3,00 | 7,98e-04 2,00 | 6,64e-06 3,01 |4,17e-05 3,00
RT2x Q>
4 1 1,07e-03 5,55e-02 3,38e-03 2,11e-02
8| 1,35e-04 299 | 1,40e-02 1,99 | 4,23e-04 3,00 | 2,66e-03 2,99
16 | 1,69e-05 3,00 | 3,49e-03 2,00 | 5,30e-05 3,00 | 3,33e-04 3,00
32| 2,11e-06 3,00 | 8,74e-04 2,00 | 6,62¢-06 3,00 |4,16e-05 3,00
UQ X 733
4 1 9,08e-05 3,47e-03 3,40e-03 2,17e-02
8 |5,62e-06 4,02 |427e-04 3,02 |4,25e-04 3,00 | 2,68e-03 3,02
16 | 3,50e-07 4,01 | 531e-05 3,01 | 5,30e-05 3,00 | 3,33e-04 3,01
32| 2,18¢e-08 4,00 | 6,63e-06 3,00 | 6,62e-06 3,00 |4,16e-05 3,00
U3 X 772
4 1 1,92e-03 5,09e-02 1,46e-03 2,18e-03
8 |245-04 297 | 128e-02 2,00 | 1,04e-04 3,81 |2,53e-04 3,11
16 | 3,07e-05 2,99 | 3,19¢e-03 2,00 | 7,10e-06 3,88 | 3,10e-05 3,03
32 | 3,85e-06 3,00 | 7,98e-04 2,00 |4,76e-07 3,90 | 3,85¢-06 3,01
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Tabela 5.4: Meio Homogéneo em malhas de trapézios. Erros na norma L*(Q) e ordens de
convergéncia obtidos pela formulagdo incondicionalmente estavel, com os subespacos de apro-
ximagdo Uy x P,, Uy x P53 e Uz x P, e pela formulagdo mista cldssica com os subespagos de
aproximagdo R7T, x Q».

P — pall | grad (p — pp)| |2 — 24| | div (ze —23)]|
n Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem
u2 X 'Pz
4 | 3,13e-03 8,10e-02 7,31e-03 7,09¢-02

813,99-04 297 |2,05-02 198 | 1,14e-03 2,67 | 1,55e-02 2,20
16 | 5,02e-05 2,99 | 5,15e-03 1,99 | 1,8%9e-04 2,60 | 3,72¢-03 2,06
32 6,29¢-06 3,00 | 1,29e-03 2,00 | 3,23e-05 2,55 | 9,19¢e-04 2,02
RT2x Qs

4 | 1,49¢-03 7,44e-02 4,08e-03 4,61e-02

8 11,88e-04 2,99 | 1,88-02 1,99 |5,12¢-04 3,00 |9,70e-03 2,25
16 | 2,35e-05 3,00 | 4,71e-03 2,00 | 6,41e-05 3,00 |2,29e-03 2,08
32 | 294e-06 3,00 | 1,18e-03 2,00 | 8,0le-06 3,00 | 5,65e-04 2,02
UQ X 733

4 | 1,98e-04 7,69e-03 4,93e-03 7,09e-02

8] 1,25e-05 3,98 |9,63e-04 3,00 |6,16e-04 3,00 | 1,55e-02 2,19
16 | 7,82e-07 4,00 | 1,20e-04 3,00 | 7,89e-05 2,97 | 3,72¢-03 2,06
32 1 4,89¢-08 4,00 | 1,51e-05 3,00 | 1,08e-05 2,87 | 9,19e-04 2,02
U3 X 772

4 | 3,13e-03 8,10e-02 5,48e-03 6,35e-03

813,99%-04 297 |2,05-02 198 |9,71e-04 2,50 | 7,59e-04 3,07
16 | 5,02e-05 2,99 | 5,15e-03 1,99 | 1,73e-04 2,49 | 9,37e-05 3,02
32 6,29e-06 3,00 | 1,29e-03 2,00 | 3,06e-05 2,50 | 1,17e-05 3,00
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Erro em funcao do Nimero de Graus de Liberdade na forma Condensada A proposta
agora € apresentar o estudo de convergéncia em funcdo do numero de equagdes a resolver,
apos a aplicacdo de uma estratégia de condensacdo estitica. Na formulacdo mista, os graus
de liberdade podem ser dispostos em componentes externas e internas para o fluxo, e no caso
da pressdo, os graus podem se organizar em internos e de valor constantes por partes. Assim,
a condensacdo estdtica pode ser aplicada sobre os graus de liberdade internos, para reduzir o
sistema linear a ser resolvido, ao conjunto de funcdes definidas nas arestas dos elementos no

caso do fluxo e das fungdes constantes por partes no caso da pressao.

No caso da formulagdo incondicionalmente estdvel, a classificacdo de funcdes ve-
toriais como externas e internas para as bases hierarquicas [54], o processo de condensagdo
pode ser aplicado, com uma ligeira modificacdo para a varidvel escalar p;, devido sua natu-
reza continua no dominio (pertencente H'(Q)). Neste caso os graus associados aos vértices e
as arestas dos elementos geométricos nao permitem a condensagdo, restando unicamente seus

pares internos.

As erros em fun¢do dos graus de liberdade para o caso de malhas quadradas sdo
apresentados na Figura 5.4 no caso min{k,/} = 1 e na Figura 5.5 para min{k,/} = 2. Para
malhas trapezoidais os resultados sdo exibidos nas Figuras 5.6 e 5.7. Para malhas quadradas, os
espacos Uy x Py.1 levam a melhores aproximagdes para a pressdo e seu gradiente; entretanto
0s espagos U1 x Py sdo mais precisos na aproximagao do fluxo e seu divergente, mas com
um custo superior em termos do nimero de graus de liberdade. A melhor aproximacdo para a
pressdo e seu gradiente empregando U x Py € corroborado no caso de malhas trapezoidais,
ndo entanto no caso do fluxo em espagos Uy, X Py os resultados ndo sdo concluintes. Os

resultados indicam melhores aproximacgdes do divergente mas com uma queda no erro do fluxo.

Nestos testes, as aproximagdes de Raviart-Thomas apresentam resultados pouco

mas consistentes como o esperado.
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Figura 5.4: Meio Homogéneo com malha de quadrados. Erro na norma L*(Q) como fungio do
nimero de Graus de Liberdade (GdL) na forma condensada para o caso min{k,/} = 1.
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5.2 Meio Heterogéneo

Nesta secdo € apresentado um conjunto de experimentos numéricos em um meio
poroso anisotrépico heterogéneo onde o tensor de permeabilidade tem uma interface de des-

continuidade em x = 0. Em este experimento proposto por Crumpton et.al [42], o dominio é

quadrado Q = [—1,1] x [—1,1] e o campo de permeabilidade é dado por
1 0 2 1
K| = x<0, K= x>0. (5.2)
0 1 1 2

A solucdo analitica é dada por

2sin co
p(x,y) = [2sin(y) +cos(y)]x+sin(y) w(x,y) = 0) +eosy) sex <0

[2cos(y) —sin(y)] x4 cos(y)

2sin
pley) =exp(@)singy) wloy) =expe) | O T s,
sin(y) +2cos(y)

As solugdes aproximadas com o espago U X P para malhas de 16 x 16 elementos
quadrados e trapezoidais sdo apresentadas nas Figuras 5.8 e 5.9, respectivamente. As faces dos
elementos sdo alinhados a interface de descontinuidade em x = 0, tanto em elementos quadrados
como trapezoidais. De forma semelhante ao problema homogéneo, organizamos os resultados
em dois grupos: o de ordem um definidos por min{k,/} = 1, que estdo apresentados nas Ta-
belas 5.5 e 5.6 e os de ordem dois, definidos por min{k,/} = 2, que estdo apresentados nas
Tabelas 5.7 € 5.8 . Para o caso de malhas quadradas, os resultados para espacos de aproximacao
U <Py, Uy xPy e RT x Qy apresentam taxas de convergéncia lineares no gradiente da pres-
s@o e de segunda ordem na pressao, o fluxo e no divergente do fluxo. A unica exce¢ao continua
sendo o par U x P,, que fornece aproximagdes de segunda ordem para o fluxo, o divergente do
fluxo e o gradiente da pressdo e aproximacdo de terceira ordem para a pressdo. Os resultados
para min {k,/} = 2, sdo consistentes com os obtidos para min {k,/} = 1. Para o caso de malhas

trapezoidais, o R7| x Q@ mantem aproximagdes de segundo grau na pressio e no fluxo, mas
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perde uma ordem de convergéncia no divergente do fluxo.

2,0

1,0

Ph 0,0
.10 F
-2,0

(uh)x

(c) Distribuigdo da componente (z;), do fluxo.

Figura 5.8: Meio Heterogéneo: Distribui¢do da pressdo pj e das componentes (%), € (uh)y
obtidas a partir da aproximacdo do Problema Heterogéneo definido sobre um dominio quadrado,
com o espaco U X P; e uma malha de 16 x 16 quadrados.
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Figura 5.9: Meio Heterogéneo: Distribui¢do da pressdo p;, e das componentes (), € (%),
obtidas a partir da aproximac¢do do Problema Heterogéneo definido sobre um dominio quadrado,
com o espaco U x Py e uma malha de 16 x 16 elementos trapezoidais.
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Tabela 5.5: Meio Heterogéneo em malhas de quadrados. Erros na norma L*(Q) e ordens de
convergéncia obtidos pela formulagdo incondicionalmente estavel, com os subespacos de apro-
ximagdo U x Py, U x P, e U, x Py e pela formulagdo mista cldssica com os subespagos de

aproximagdo R7T | x Q.
Ip—pal Terad(p—pml | Tee—wall | ldiv(z —wn)]
n Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem
Ll1 X 'P]
4 | 2,70e-02 2,99¢-01 2,77e-01 6,07e-02
8 |6,63¢-03 2,03 | 148e-01 1,02 | 7,60e-02 1,86 | 1,50e-02 2,02
16 | 1,64e-03 2,02 | 7,37e-02 1,01 |2,03e-02 1,91 |3,73e-03 2,01
32 | 4,07e-04 2,01 | 3,68e-02 1,00 | 5,34e-03 1,93 |9,31e-04 2,00
RT1xQ4
4| 1,87e-02 2,92e-01 5,53e-02 5,70e-02
8 |4,73e-03 198 | 1,47e-01 0,99 | 1,39¢e-02 1,99 | 1,43e-02 1,99
16 | 1,19¢-03 2,00 | 7,35¢-02 1,00 | 3,48e-03 2,00 | 3,58e-03 2,00
321 297e-04 2,00 | 3,68¢-02 1,00 | 8,69e-04 2,00 | 8,95¢-04 2,00
Z,ll X ’Pz
4 1 1,89¢-03 2,56e-02 5,64e-02 5,70e-02
8|23%-04 299 |6,29-03 2,03 | 1,40e-02 2,01 1,43e-02 1,99
16 | 2,99¢-05 3,00 | 1,56e-03 2,01 | 3,49e-03 2,01 | 3,58e-03 2,00
32 | 3,74e-06 3,00 | 3,88e-04 2,01 | 8,70e-04 2,00 | 8,95¢-04 2,00
u2 X 7)1
4 | 2,69e-02 2,99¢-01 3,03e-01 3,32e-02
8|6,62e-03 2,02 | 14801 1,01 |9,19e-02 1,72 | 7,07¢e-03 2,23
16 | 1,64e-03 2,02 | 7,37e-02 1,01 |2,83e-02 1,70 | 1,65e-03 2,10
32 | 4,07e-04 2,01 | 3,68e-02 1,00 | 8,98e-03 1,65 |3,99¢-04 2,04
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Tabela 5.6: Meio Heterogéneo em malhas de trapézios. Erros na norma L%(Q) e ordens de

convergéncia obtidos pela formulagdo incondicionalmente estavel, com os subespacos de apro-
ximagdo U x Py, Uy x P, e Uy x Py e pela formulagdo mista cldssica com os subespagos de

aproximagdo R7T | x Q.
Ip—pal Terad(p—pml | Tee—wall | ldiv(z —wn)]
n Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem
Ll1 X 'P]
4 1 6,26e-02 5,20e-01 3,16e-01 1,50e-01
8| 1,66e-02 191 |266e-01 097 |1,01e-01 1,65 |6,49e-02 1,21
16 | 4,25¢e-03 1,97 | 1,34e-01 0,98 | 3,22e-02 1,65 | 3,10e-02 1,07
321 1,07e-03 1,99 | 6,76e-02 0,99 | 1,05e-02 1,62 | 1,53e-02 1,02
RT1xQ4
4 | 2,66e-02 4,13e-01 6,01e-02 1,10e-01
8 |6,63¢e-03 2,00 |2,07e-01 1,00 | 1,51e-02 1,99 | 4,79¢-02 1,20
16 | 1,66e-03 2,00 | 1,04e-01 1,00 | 3,78e-03 2,00 | 2,30e-02 1,06
32 | 4,14e-04 2,00 | 5,18¢-02 1,00 |9,43e-04 2,00 | 1,14e-02 1,02
Z,ll X ’Pz
4 1 2,78e-03 4,03e-02 6,69e-02 1,38e-01
8 |3,67e-04 292 |986e-03 2,03 | 1,68e-02 2,00 |6,30e-02 1,13
16 | 5,61e-05 2,71 | 2,44e-03 2,01 | 4,18e-03 2,01 | 3,07e-02 1,04
32| 1,08e-05 2,38 | 6,07e-04 2,01 1,04e-03 2,00 | 1,53e-02 1,01
u2 X 7)1
4 16,27e-02 5,20e-01 3,61e-01 7,25e-02
8| 1,67e-02 191 |2,66e-01 097 | 1,20e-01 1,59 | 1,82¢-02 1,99
16 | 4,26e-03 1,97 | 1,34e-01 0,98 | 3,98¢-02 1,59 | 4,53e-03 2,01
321 1,07e-03 1,99 | 6,76e-02 0,99 | 1,34e-02 1,57 | 1,13e-03 2,00
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Tabela 5.7: Meio Heterogéneo em malhas de quadrados. Erros na norma L*(Q) e ordens de
convergéncia obtidos pela formulagdo incondicionalmente estavel, com os subespacos de apro-
ximagdo Uy x P,, U x P53 e Uz x P, e pela formulagdo mista cldssica com os subespagos de

aproximagdo R7T, x Q».
Ip—pal Terad(p—pml | Tee—wall | ldiv(z —wn)]
n Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem
u2 X 'Pz
4 1 1,90e-03 2,51e-02 1,75e-02 2,70e-03
823%-04 299 | 62203 2,01 |286e-03 2,62 |3,31e-04 3,03
16 | 2,99e-05 3,00 | 1,55e-03 2,00 | 4,82¢-04 2,57 |4,08¢e-05 3,02
32 | 3,73e-06 3,00 | 3,87e-04 2,00 | 8,28¢-05 2,54 |5,07e-06 3,01
RT2x Q>
4 | 1,04e-03 2,71e-02 2,70e-03 1,98e-03
8| 1,31e-04 3,00 | 6,78¢-03 2,00 | 3,38e-04 3,00 | 2,51e-04 2,98
16 | 1,63e-05 3,00 | 1,69e-03 2,00 | 4,22e-05 3,00 | 3,15e-05 3,00
32 | 2,04e-06 3,00 | 4,24e-04 2,00 | 5,28e-06 3,00 |3,94e-06 3,00
UQ X 733
4 | 4,22¢-05 8,14e-04 2,71e-03 2,02e-03
8 |2,64e-06 4,00 | 1,0le-04 3,01 | 3,38e-04 3,00 | 2,52e-04 3,00
16 | 1,65e-07 4,00 | 1,26e-05 3,01 | 4,222e-05 3,00 | 3,15e-05 3,00
32| 1,03e-08 4,00 | 1,57e-06 3,00 | 5,28¢-06 3,00 | 3,94e-06 3,00
U3 X 772
4 1 1,90e-03 2,50e-02 1,99¢-02 2,26e-03
823%-04 299 | 62203 2,01 |341e-03 2,55 |2,64e-04 3,10
16 | 2,98e-05 3,00 | 1,55e-03 2,00 | 591e-04 2,53 | 3,15e-05 3,07
32 | 3,73e-06 3,00 | 3,87e-04 2,00 | 1,03e-04 2,52 | 3,84e-06 3,04
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Tabela 5.8: Meio Heterogéneo em malhas de trapézios. Erros na norma L%(Q) e ordens de
convergéncia obtidos pela formulagdo incondicionalmente estavel, com os subespacos de apro-
ximagdo Uy x P,, Uy x P53 e Uz x P, e pela formulagdo mista cldssica com os subespagos de

aproximagdo R7T, x Q».
Ip—pal Terad(p—pml | Tee—wall | ldiv(z —wn)]
n Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem Erro Ordem
u2 X 'Pz
4 1 2,70e-03 3,90e-02 1,95e-02 9,93e-03
813,39-04 299 |9,66e-03 2,01 |342e-03 251 |2,22e-03 2,16
16 | 4,24e-05 3,00 | 2,41e-03 2,00 | 6,0le-04 2,51 | 537e-04 2,05
32 | 5,30e-06 3,00 | 6,02e-04 2,00 | 1,06e-04 2,50 | 1,33e-04 2,01
RT2x Q>
4 | 1,40e-03 3,62e-02 3,20e-03 5,84e-03
8| 1,74e-04 3,01 | 9,00e-03 2,01 |4,0le-04 3,00 | 1,38¢-03 2,08
16 | 2,17e-05 3,00 | 2,25e-03 2,00 | 5,00e-05 3,00 | 3,39¢e-04 2,02
32| 2,71e-06 3,00 | 5,61e-04 2,00 | 6,24e-06 3,00 | 8,44e-05 2,01
UQ X 733
4 | 8,47e-05 1,58e-03 4,06e-03 9,64e-03
8 |517e-06 4,03 | 1,93e-04 3,03 |5,11e-04 2,99 |2,20e-03 2,13
16 | 3,20e-07 4,02 | 2,39e-05 3,02 | 6,61e-05 2,95 | 536e-04 2,04
321 1,99e-08 4,01 | 297e-06 3,01 |9,40e-06 2,81 1,33e-04 2,01
U3 X 772
4 1 2,70e-03 3,89e-02 2,54e-02 3,20e-03
8 13,3904 299 |9,65e-03 2,01 |445e-03 2,51 | 3,78¢-04 3,08
16 | 4,24e-05 3,00 | 2,41e-03 2,00 | 7,84e-04 2,50 |4,51e-05 3,06
32 | 5,31e-06 3,00 | 6,02e-04 2,00 | 1,38¢-04 2,50 | 5,49e-06 3,04
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Erro em funcao do Nimero de Graus de Liberdade na forma Condensada Os erros em
fun¢do dos graus de liberdade para o caso de malhas quadradas do problema heterogéneo sao
apresentados na Figura 5.10 no caso min{k,/} = 1 e na Figura 5.11 para min{k,/} = 2. Para
malhas quadradas, os espacos Uy X Py levam a melhores aproximagdes para a pressdo e seu
gradiente; entretanto os espacos U1 X Py sdo mais precisos na aproximacdo do fluxo e seu
divergente, mas com um custo superior em termos do nimero de graus de liberdade. A melhor
aproximagdo para a pressdo e seu gradiente empregando U X Py, é corroborado no caso de
malhas trapezoidais, nao entanto no caso do fluxo em espagos Uj. | x Py os resultados ndo sido

conclusivos.
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Figura 5.10: Meio Heterogéneo com malha de quadrados. Erro na norma L*(Q) como fungio
do nimero de Graus de Liberdade (GdL) na forma condensada para o caso min {k,/} = 1.
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Figura 5.11: Meio Heterogéneo com malha de quadrados. Erro na norma L*(Q) como fungio
do nimero de Graus de Liberdade (GdL) na forma condensada para o caso min {k,/} = 2.
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5.3 Problema com Tensor de Permeabilidade Altamente Ani-

sotropico

O principio de preservacao do maximo é uma das propriedades fundamentais na so-
lucdo de equacdes diferenciais de segunda ordem [51]. A preservacdo desta propriedade € um
indicativo de confiabilidade do modelamento numérico, e especialmente em problemas elipti-
cos com coeficientes difusivos com variacdes extremas. Os métodos cldssicos de elementos
finitos e volumes finitos ndo satisfazem o principio da conservacdo do maximo ao considerar
um tensor de difusdo anisotropico [70], porem alguns métodos satisfazem este principio limi-
tando os coeficientes do tensor e restringindo a discretizac@o espacial a um certo conjunto de

malhas geométricas. Neste experimento estudaremos o caso

K(x,y) = (5.3)

cosO sin6 Ki O cos@ —sinH
K (x,y):= (5.4)
—sin® cos@ 0 K sin@ cosO
e
2 2
yi+é&x —(I—¢&)xy1y
Koey)im | 1TET (e (5.5)

—(1—gxiy1  xi+ey]

onde 6 = Z, Ky = 100,0, K> = 0,01, € = 10>, x; =x+ 1072 e y; = y+ 10>. As condigdes de

contorno sdo impostas na varidvel da pressao p;, como:

pr(x,y)=0 se (x,y)el't e puplx,y)=2 se (x,y)€ln. (5.6)

Na solucdo do problema de Queiroz, nos consideramos um sequéncia de malhas

quadradas comecando em uma malha de 16x 16 elementos, seguido de uma de 32x32 elemen-

tos e finalizando em 64 x 64 elementos. O problema foi implementado seguindo a formulagao
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1,0

08 +
0,6 +
K I::Irz K>

04 +

02 4

0,0 1 1 1 1 X
00 02 04 06 08 10

Figura 5.12: Configuragdo de € para o problema com o tensor de permeabilidade K altamente
anisotrépico.

incondicionalmente estavel empregando subespacos hierdrquicos de aproximag¢do com combi-

nagdes da forma U x Py, Uy x P> e U, x P, sobre cada uma das malhas propostas.

O problema ndo possui solucdo analitica por tanto ndo € direta uma andlises do erro
via taxas de convergéncia, mas, ao considerar a anisotropia do tensor K a avaliacdo dos valo-
res maximos € minimos de pj, junto com a consisténcia dos resultados apresentados em forma
gréfica, podem nos proporcionar uma ideia da precisdo que o método atinge. Nas Figuras 5.14a
e 5.14b sdo apresentados os resultados obtidos em uma malha de 16x 16 elementos quadrados
com uma combinagdo de subespagos U; x Py e U| x P,, respectivamente. A distribui¢do da
pressdo p;, em os dois casos € consistente com o resultado apresentado em [44] empregando
o método referenciado como MPFA-FPS, e os valores maximos e minimos da variavel escalar
apresentados na Tabela 5.9, encontram-se préximos aos limites fisicos do problema, ao con-
siderar a tamanho do parametro de malha. Nas Figuras 5.14c e 5.14d, sdo apresentados os
resultados das configura¢oes U; x Py e U; x P,, respectivamente, em uma malha de 32x32
elementos quadrados. Como esperado, os resultados continuam sendo consistentes mas o prin-
cipio de preservagao do valor mdximo ndo € mantido de forma exata. Se bem os resultados da
escolha U; x Py apresentam um afastamento importante no valor phmin ~ —0,5, este erro € corri-
gido com a escolha U x P,. Nas Figuras 5.13a e 5.15a sdo apresentados os resultados obtidos
para uma malha de 64 x64 subdivisdes, onde o par U; x P, teve o melhor desempenho dentro

min max

dos métodos avaliados ao considerar os resultados de p;"" e p;*** apresentados na Tabela 5.9.

Ao considerar a combinagdo de subespagos U, x Py os resultados para do problema de Queiroz
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sdo apresentados na Figura 5.15. Sendo esta combinagao, caraterizada por um niimero maior
de graus de liberdade do fluxo, os valores de pgﬁn e pp'™* nao sdo muito diferentes dos obtidos
com a combinag¢do U x P;. Desta forma, é possivel concluir que o emprego de formula¢des
incondicionalmente estaveis com bases hierdrquicas gera solu¢des consistentes para problemas
difusivos com altas varia¢des nas entradas do tensor associado, mas sem satisfazer de forma

exata o principio do maximo.

Tabela 5.9: Valores mdximos e minimos da pressdo pj, para diferentes ordens polinomiais dos
espacgos U; x Py e densidades de malha retangulares adotadas.

Val min Val max
Num. de Elementos a0t Pi 401 Pi
U x Py U <P, U, x P, U xPr | UIXxPy | UrxPy
16x16 -0,521877 | -0,004159 | -0.521883 | 2,004108 | 2,004124 | 2.004142
32%x32 -0,488180 | -0,011384 | -0.488177 | 2,088198 | 2,001542 | 2.073254
64 x64 -0,364865 | -0,000896 | -0.364865 | 2,141965 | 2,000623 | 2.133568
Pressao py, Pressao py,
— 2,0 1,0
1,5 0,8
= 1,0 0,6
N >
0,5 04
00 0,2
_095 0,0
00 02 04 06 08 1,0 00 02 04 06 08 1,0
X X

(a) Subespagos U; x Py, malha de 16 x 16 elementos.

(b) Subespacos U x P,, malha de 16 x 16 elementos.

Figura 5.13: Distribui¢do da pressdo pj obtida para um problema heterogéneo e muito aniso-
tropico com furo quadrado. Malha quadrada e uniforme.
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Pressao py, Pressdo py,

— 1,5

- 1,0
| 0,5

0,0
0

(a) Subespagos U; x Py, malha de 32x32 elementos.  (b) Subespacos U x P,, malha de 32x32 elementos.

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1,
X X

Pressao py, Pressao py,

— 1,5

— 1,0
I 0,5

0,0
0

(c) Subespacos U; x Py, malha de 64 x 64 elementos. (d) Subespagos U; x P, malha de 64 x 64 elementos.

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1,
X X

Figura 5.14: (Continuacao). Distribui¢do da pressdo pj, obtida para um problema heterogéneo
e muito anisotropico com furo quadrado. Malha quadrada e uniforme.
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Pressao py,

— 2,0

— 1,5

T
1

1,0

0,5

0,0

00 02 04 06 08 10
X

(a) Subespacos U, x Py, malha de 32 %32 elementos.

Pressao py,

- 2,0

— 1,5

0,5

0,0

00 02 04 06 08 10

X

(b) Subespagos U, x P, malha de 64 x 64 elementos.

Figura 5.15: Distribui¢do da pressao pj, obtida para um problema heterogéneo e muito aniso-
trépico com furo quadrado. Malha quadrada e uniforme.
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Capitulo 6

Aplicacoes em Escoamentos em Meios

Porosos

Neste Capitulo apresentamos a aplicagao da metodologia hierarquica desenvolvida
nesta Tese ao problema do transporte advectivo-difusivo linear em meios porosos saturados. A
dindmica do escoamento € determinada pela velocidade de Darcy, calculada através da solu-
cdo do problema eliptico, tal como estudado nos experimentos do Capitulo 5. J4 a equacao do
transporte, consiste numa equacdo parabodlica que pode assumir caracteristicas hiperbdlicas no
regime predominantemente advectivo [76, 33]. Aqui adotamos um esquema de separacdo de
operadores do tipo de Godunov (Godunov Splitting) no qual as partes parabdlica e hiperbdlica
da equacdo do transporte sao resolvidas em passos fraciondrios, por métodos numéricos espe-
cificos para o transporte difusivo e o transporte advectivo, respectivamente. Para a resolucao da
parte difusiva, propomos uma variacdo da metodologia hierarquica incondicionalmente estavel
em H(div;Q) x H'(Q), adaptada para problemas parabélicos. Para a resolugio da parte advec-
tiva, utilizamos uma formulacao de Galerkin Descontinuo baseada na reconstrug¢do do gradiente
[37, 53], com o emprego de esquemas de Runge-Kutta explicitos para a integracdo no tempo.
Finalmente sdo apresentadas simulagcdes numéricas do transporte linear em meios porosos para

diferentes condi¢des de contorno e diferentes graus de heterogeneidade.
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6.1 Transporte Advectivo-Difusivo Linear

Na descri¢do de um escoamento em um meio poroso € importante caracterizar a
maneira como os poros estdo preenchidos com as fases que escoam [62]. De uma forma geral,
uma fase é definida como uma porcao do sistema que € separada das outras por uma interface
bem definida na escala dos poros. Uma fase pode ser composta por mais de uma espécie (com-
ponente) que € miscivel na fase, como por exemplo dgua e sal. Quando ha mais de uma fase di-
vidindo os espacos vazios, temos um escoamento multifasico, como por exemplo o escoamento
imiscivel de dgua e 6leo em um reservatorio de petréleo. Consideremos agora o escoamento
de uma fase que satura os poros de um meio poroso rigido (escoamento monofasico saturado).
Nesta fase podem ser transportadas diferentes espécies. Consideraremos ainda, sem perda de
generalidade, a concentragdo de uma determinada espécie como sendo uma fungéo c(x,t), onde
t denota a varidvel temporal. Sob determinadas hipéteses [62, 76], tal concentracdo € governada
pela equacdo

¢% +div(czwe) —div(Dgradc) = g em Qx(0,7) (6.1)

com condi¢des de contorno e iniciais

c=¢(x,t)  sobre I'.x(0,7), (6.2)
(Dgradc)-n=0  sobre T',;x(0,7), (6.3)
c(x,0) = co(x) em Q, (6.4)

onde 7 > 0 é um nimero fixo, 0 < ¢(x) < ¢* é a porosidade do meio poroso, g é uma fungio
de fonte, = € a velocidade de Darcy, dada pela resolucdo do problema eliptico (1.1)-(1.2) e

['=T,.UI,. A forma geral do tensor de difusio-dispersdo D € dada por
D =D(%) = ayl + || [alE(u)Jra,Ei(u) 6.5)

com

E(#)=——u®u, E'(u)=1-E(u), (6.6)

2]
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onde oy, oy € 04 sao os coeficientes de difusao molecular, dispersao longitudinal e dispersao

transversal, respectivamente [95].

6.2 Estratégia de Decomposicao de Operadores

A Equacdo (6.1) pode ser escrita como
(1)3—: +div ot = ¢ em Qx(0,7) (6.7)
onde 7o € 0 fluxo mdssico total, composto pelo fluxo advectivo
Ja=cu (6.8)
e pelo fluxo difusivo-dispersivo (que chamaremos simplesmente de fluxo difusivo)
Za = —Dgradc. (6.9)

Devido a natureza distinta destes mecanismos de transporte, a solucdo da Equacdo (6.1) é for-
temente dependente das relacOes entre a velocidade e os coeficientes de difusdo-dispersdo, a
traves do nimero de Peclet. De uma forma geral, podemos dizer que a solucdo tende a ser
suave em regides de baixa velocidade, caracterizando uma solugdo tipica de problemas para-
bdlicos, podendo apresentar altos gradientes em regides de alta velocidade, caracterizando uma
solucdo tipica de problemas hiperbdlicos. Sendo assim, do ponto de vista numérico, faz sentido
a decomposi¢do da Equacgao (6.1) em uma equacao difusiva e uma equagao advectiva, de forma
que métodos numéricos especificos para cada uma destas equacgdes possam ser empregados.
Para tal, iniciamos com a parti¢do do intervalo I = (0,7') em n passos de tamanho A¢" de forma
que

A" =" " com Y A" =T.
n

A estratégia consiste em resolver de forma sequencial, para cada intervalo (¢",#"*1) os dois

subproblemas a seguir:
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Problema Difusivo Dada a solugio ¢(x,"), encontrar a solugdo auxiliar ¢*(x,) tal que

*

9
05 —div(Dgrdc) =g em Qx (") 6.10)

com condig¢do inicial

(%, 1) = e(x, 1)

e condi¢des de contorno

*=¢(x,1)  sobre Tex ("), (6.11)

(Dgradc*) -n=0  sobre T ,x (",f"""), (6.12)

Problema Advectivo Dada a solugdo auxiliar ¢*(x,"!), encontrar a solugdo c(x,t) tal que
86 . n n+l1
d)g—kdlv(cu):O em Qx (", ") (6.13)

com condi¢do inicial

c(x, ") = ¢*(x, 1)

e condi¢do de contorno

c=c* sobre I x ("),

onde I~ é a parte de I’ com z -n < 0.

Esta estratégia consiste em um esquema de passos fraciondrios do tipo de Godunov [69]. Nas
duas préximas sec¢Oes apresentaremos os métodos numéricos utilizados para a resolugdo de cada
subproblema. Para a resolucdo do problema difusivo, propomos uma varia¢do da metodologia
hierarquica incondicionalmente estével em H (div;Q) x H'(Q), adaptada para problemas para-
boélicos enquanto a resolucao do problema advectivo se dd com o emprego de uma formulagdo

de Galerkin Descontinuo.
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6.3 Método Estabilizado para o Problema Difusivo

Para introduzir a formula¢do mista semidiscreta (continua no espago) do problema
difusivo, consideramos I"' = I';, utilizamos o método de Euler implicito na Equacao (6.10),
multiplicamos por uma fungdo teste ¢, integramos no dominio € e integramos um termo por

partes, obtendo:

Formulac¢ao Mista do Problema Difusivo

Determinar o par { 74,c} € H(div;Q) x L*(Q), tal que

(D' 74,2) —(c,dive) =0 Vo cH(div;Q), (6.14)

(A%W)Hdiu}uq):(A%c”,qﬂ(g,q) VqeLXQ), (6.15)

n+1 +1

onde, por simplicidade de notagdo, escrevemos g4 = 7, ec=c""".

Assim como apresentado em [45], a formulacdo estabilizada segue a partir da combinagdo da

formulacao (6.14)-(6.15) com os seguintes residuos
—01 (D_loz'd +gradc, v +Dgradg) =0

o Loe— ") div 7y —g. dive +4) =0

com 0y, & > 0 resultando na seguinte formulacdo semidiscreta
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Formulac¢ao Mista Estabilizada do Problema Difusivo

Determinar o par { 74,c} € H(div;Q) x H(Q), tal que

(1— 51)(D_1J'd,v) — (c, divv) — 61(gradc,v) —1—52(%0, divv) +52(divcz'd, divv) =

&(ﬁcn‘f‘& dive) VvocH(div;Q)
(6, — 1)(%&‘]) + (62 — 1)(diV,,Z'daQ) - 51(,1'4, gradq) — 51(gradc,Dgradq) =
(62— 1)(%;"0"+g,q) VqgeH\(Q).

A discretizacdo deste problema segue pela construcéo hierdrquica dos espagos conformes J ;, C

H(div;Q) para o fluxo difusivo e C, C H'(Q), exatamente como no caso eliptico

6.3.1 Experimento Numérico

Nesta se¢do apresentamos um experimento numérico para estudar a convergéncia
do método incondicionalmente estdvel proposto para o problema difusivo, tomando &; = &, =
1/2. E considerado um dos problemas formulados em [45], onde o tensor D € heterogéneo,
e sdo calculadas as taxas de convergéncia para a varidvel escalar ¢, seu gradiente gradcj, a
varidvel vetorial 7 e seu divergente div 7, 5, usando a norma L*(Q). Sio utilizadas as bases

hierarquicas conformes em H (div;Q) e H'(Q), estudadas no Capitulo 3.
Dominio e Solugio Analitica Nesse estudo, o dominio Q = [—1,1] x [—1,1] é subdividido

em duas partes Q = Q; UQ,, com Q; = [—1,0] x [—1,1] e Q = (0,1] x [—1, 1] tal como no

experimento heterogéneo do caso eliptico. No subdominio € definimos

D(x,t) = se xeQx(0,7),
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o termo de fonte

f(x,t)=1[d(t)—B(a—b)e "][2sin(y) +cos(y)]x+sin(y) em Qx(0,T)

comd(t) = (a—b)e "+ b e pardmetros a = 3, b = 1, além da condig¢do inicial

co(x) = a [2sin(y) +cos(y)| x+sin(y), x€ Q.

A solugdo analitica em Q] € dada por

c(x,1) =d(t) [2sin(y) +cos(y)| x+sin(y) €Q;x(0,7T)

. —d(1) [ZSin(y) +cos(y)]
Za(x,1) = e Q% (0,T).

—d(t) [2cos(y) — sin(y)] x — cos(y)

No subdominio €, definimos

D(x,7) =d(t) se xe€Qyx(0,T),

o termo de fonte

f(x,t) =—=2d(t)e*cos(y) em Qpx(0,7T)

e a condi¢ao inicial

co(x) =€'sin(y), x€ Q.

A solugdo analitica em Q, € dada por

c(x,t) =e'sin(y) € x(0,T)
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2sin(y) + cos(y)
Za(x,1) = —d(t)e" e Q% (0,T).

2cos(y) —sin(y)

Convergéncia no Espaco O primeiro estudo realizado diz respeito a convergéncia das apro-
ximagdes no espago. Para tal, tomamos 7 = 10~ com uma parti¢io uniforme de 10 passos
de tempo At = 10~#, de forma que os erros associados 2 discretizacio temporal nio afetem o
estudo de convergéncia no espaco. Os resultados para malhas de n” elementos quadrados com
as combinacdes de subespagos J | x C; sdo apresentados na Tabela 6.1. As taxas de convergén-
cia na norma L*(Q) sio quadrdticas para as variaveis cy, Za € div 74, e linear para a varidvel
grad cy,. Jé os resultados para os subespacos J» x C;, apresentados na Tabela 6.2, indicam taxas
sub-6timas menores que trés para as varidveis ¢, € 74 j, € taxa dois para grad c. Ja o resultado
para o divergente do fluxo foi inconclusivo, uma vez que os erros passaram a ser influenciados

pelos oriundos da discretizagdo temporal.

De uma forma geral, os resultados apresentam um comportamento consistente com
as aproximacdes obtidas usando espacos hierdrquicos conformes H(div; Q) e H'(Q) na formu-

lacdo incondicionalmente estavel para o problema eliptico heterogéneo estudado no Capitulo 5.

Convergéncia no Tempo Para o estudo da convergéncia no tempo, tomamos uma malha fixa
de 1024 elementos quadrados com o par de subespagos J» x C», o tempo total 7 = 1 e uma
discretizacdo temporal uniforme. Os resultados apresentados na Tabela 6.3 mostram que, para
todas as varidveis de interesse ¢y, 7Zq4h, gradcy, e div 7,4, as taxas de convergéncia lineares

caracteristicas do método de Euler implicito foram obtidas.
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Tabela 6.1: Resultados problema difusivo em malhas de quadrados, convergéncia espacial. Er-
ros na norma L*(Q) e ordens de convergéncia obtidos pela formulagio incondicionalmente es-

tavel, com os subespagos de aproximacdo J | x Cj.

n llc— cpl] Ordem 12— Zil Ordem

4 1,4676e-01 - 1,3135e+00 -

16 3,3989¢-02 2,110 3,2112e-01 2,032

64 8,2382e-03 2,045 7,7103e-02 2,058
256 2,0429¢-03 2,012 1,8907e-02 2,028
1024 5,0954e-04 2,003 4,6400e-03 2,027

n || grad (¢ —cp)|| Ordem |div (7 — Z3)l Ordem

4 1,0251e+00 - 1,1835e+00 -

16 4,9644e-01 1,046 3,8622¢-01 1,616

64 2,4606e-01 1,013 9,7267e-02 1,989
256 1,2271e-01 1,004 2,4624e-02 1,982
1024 6,1313e-02 1,001 6,2371e-03 1,981

Tabela 6.2: Resultados problema difusivo em malhas de quadrados, convergéncia espacial. Er-
ros na norma L*(Q) e ordens de convergéncia obtidos pela formulagio incondicionalmente es-
tavel, com os subespacos de aproximacédo J, X C;.

n llc —cal| Ordem |z — Zll Ordem

4 1,9037e-02 - 1,8532e-01 -

16 2,8522e-03 2,739 3,5192e-02 2,397

64 3,7653e-04 2,921 6,5741e-03 2,420
256 4,8023e-05 2,971 1,1990e-03 2,455
1024 8,8368e-06 2,442 2,1844e-04 2,457

n || grad (¢ —cp) || Ordem |div(Z7— Z3)l Ordem

4 1,7060e-01 - 4,4689¢-01 -

16 4,0456e-02 2,076 4,7689¢-02 3,228

64 9,9567e-03 2,023 2,7897e-03 4,095
256 2,4804e-03 2,005 4,8274e-04 2,531
1024 6,2026e-04 2,000 4,4256e-04 0,125
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Tabela 6.3: Resultados problema difusivo em malhas de quadrados, convergéncia temporal.
Erros na norma L%(Q) e ordens de convergéncia obtidos pela formulagio incondicionalmente
estavel, com os subespagos de aproximagdo J » x Cs.

At llc — cpl] Ordem |z — Zil Ordem
1,0000 5,0367¢-02 - 1,5156e-01 -
0,5000 2,5373e-02 0,989 7,5254e-02 1,010
0,2500 1,2528¢-02 1,018 3,6917¢-02 1,027
0,1250 6,1648e-03 1,023 1,8122e-02 1,027
0,0625 3,0465e-03 1,017 8,9486e-03 1,018
| grad (¢ — cp)|| Idiv (z = Z)|

1,0000 1,34851e-01 - 5,45263e-01 -
0,5000 6,54405e-02 1,043 2,49492e-01 1,128
0,2500 3,15978e-02 1,050 1,17474e-01 1,087
0,1250 1,53893e-02 1,038 5,66654e-02 1,052

0,0625 7,58128e-03 1,021 2,77863e-02 1,028
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6.4 Meétodo de Galerkin Descontinuo o Problema Advectivo

Os métodos de Galerkin Descontinuo sao uma classe de métodos de elementos fini-
tos na qual as func¢des de aproximagao podem ser descontinuas entre elementos vizinhos, sendo
especialmente interessantes na resolucdo de problemas hiperbdlicos, onde o Método de Galer-
kin cladssico ndo produz bons resultados [27, 52, 36]. Nesta secdo, descrevemos brevemente o
método de Galerkin Descontinuo proposto em [37] para a resolucdo de problemas com advec-
cdo dominante. Este método € baseado na reconstrugdo explicita do gradiente para a obten¢do
de ordem mais alta no espago combinada com o uso de esquemas de Runge-Kutta para a reso-
lucdo do sistema de EDOs resultante da discretizacao espacial, sendo conhecido como RKDG
(do inglés, Runge-Kutta Discontinuous Galerkin). Este esquema foi utilizado em [53] para a

resolucao do transporte advectivo em no contexto de escoamento em meios poro-elasticos.

6.4.1 O Método RKDG

Segundo [37], a constru¢c@o de um método RKDG se da a partir de trés passos: (i) a
discretizacao espacial pelo método de Galerkin Descontinuo, (ii) a discretizagdo no tempo por
um método de Runge-Kutta e (iii) o emprego de projecdes tais como o uso de limitadores de

inclinacao.

No primeiro passo, uma solucio aproximada descontinua cj, para a Equagdo (6.13) é
procurada de forma que sua restricdo a um elemento K € 7T, pertenca a um espago de dimensao
finita Cj,(K), tipicamente um espaco de polindmios. Esta solugio é definida pela imposicdo de

que para todo v, € C(K),

dc .
(¢a_th i)k — (wen, gradvy) g + /aKJa(ch) nv,dl’ =0 (6.16)

onde ja(ch) denota um fluxo numérico, como fungdo de ¢;. A estabilidade do método esta
diretamente relacionada a escolha deste fluxo numérico. Neste trabalho utilizamos uma fun¢do

de fluxo do tipo upwind [83].

Uma vez que a aproximacdo € descontinua, a matriz de massa associada é bloco

diagonal, podendo ser facilmente invertida. Com isso, a discretiza¢do conduz a um sistema de
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equagoes diferenciais ordindrias na forma

d

—c, =L(c 6.17
= (cn)- (6.17)
Este sistema pode ser resolvido com o uso do seguinte método de Runge-Kutta-Explicito de neg
estagios:

1. Faca cglo) =Cj;

2. Parai=1,... ney calcule as fungdes intermedidrias:
il .
& =Y owl! (6.18)
1=0
com
il ﬁll n
w), —ch + At L( ) (6.19)

n+1 __ Mes
3. Fagac,” =¢,*".

()

Por fim, um operador de projecdo nao-linear Ay, deve ser escolhido de forma que se ¢, =II,v,

() (i)

para alguma fung@o vj, entdo o mapeamento ¢, — W, ~ € estdvel, isto &, ] < |c \ Com

1sso o algoritmo de evolugdo fica escrito como:

1. Faga c](10) =

2. Parai=1,... ney calcule as fungdes intermedidrias:
i—1 ;
1
= Ah Z OC,'[Wh
=0
com
il Bll

wil =c 4+ lAt”L( 0y
l

n+1 __ Mes
3. Fagac;,” =¢,*.
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6.4.2 A Formulacao Semidiscreta

Seja o espago CZ tal que

= {ch € LX) ’ch|K e P,(K),VK € Th} (6.20)
com
p .
P(K):={ ¢ ‘ 0= ajxiy, (xy) €K . 6.21)
i+j=0

A partir de uma malha de arestas A, (Defini¢do 2.7) e da formulacéo variacional
local (6.16), como primeira opc¢ao para obter uma formulagado estdvel do problema advectivo é

definido sobre cada aresta E|p € A}l o fluxo numérico monétono j£ do tipo upwind

uc}l sew-n! >0,

3t (en) = (6.22)

uc% sez-n! <0.

A ideia desta escolha particular € obter a informagdo necessdria para o cdlculo da varidvel ¢,
ao procurar na dire¢do da qual vem a informacao [27]. Outros exemplos de funcdes de fluxo
numéricos largamente empregadas na literatura sao o Fluxo de Godunov, o Fluxo Engquist-

Osher e o Fluxo de Lax-Frederichs [83, 69].

Sendo assim, a formulac¢ao semidiscreta do problema advectivo torna-se: encontrar

cp € CJ) tal que,

an(cn,vi) + by (cn,vi) = Fo(v),  Yvn €Cj, (6.23)
com
dc
an(env) = ) {(¢a—f,vh)K— (wen, gradvh)K} : (6.24)
KeTy

bh(ch,vh): Z Z /Ejg-nvhdr s Fh(vh):— Z /u~nc*vhdF. (6.25)

KeTLEEOK EcAPNI— E

A constru¢do da solu¢do do problema anterior € baseada na hipéteses de separacdo
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de varidveis e que conduz a um sistema de EDO’s. A solu¢do aproximada cj, restrito a um
elemento K € construida em termos das funcdes polinomiais locais dependentes apenas das va-
ridveis espacias e de coeficientes locais dependentes do tempo. Assim, sendo N :=dim{P,(K)},
se para cada elemento K é denotado por {¢; f\; , a base de fungdes definida para P,(K) e por
{c,-}f.\[: | 0s coeficientes dependentes do tempo £, a solugdo local ¢, restrita ao elemento K €

escrita como,

N
en(x,1)] = Y cilt) ¢i(x). (6.26)

i=0

Desta forma, a formulacao semidiscreta do problema advectivo € reescrita como,

d
A, d—:’ +B,c=F,, (6.27)

onde ¢ = {cX} é um vetor que contém as incégnitas globais, construido a partir das incégnitas

& ={ci(r)} para cada elemento K, e as matrizes sdo dadas por

N
Ap=diag{d®}. af=) (090:.9))x. (6.28)
i,j=0
N
B,={bf}. b= [ / iz (90) -n%dﬂ — Y (woi gradg))x,  (6.29)
Ecok VE i.j=0
com o vetor de carga escrito como
F, = block{ fX} , f]K =— Z / w-nc*¢;dl. (6.30)
E€ AP
K

A matriz Ay, € inversivel por blocos pois suas entradas a;; sdo produtos internos do espaco

ij

L*(Qy,). Assim, nosso sistema de EDO’s pode ser escrito como:

&c:L(c) onde L(c)=A"'(F,—Byjc). (6.31)

O sistema de equagdes ordindrias junto com um vetor ¢y que agrupa os coeficientes
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obtidos pela projecdo ortogonal da condicio inicial do problema advectivo no subespaco C?,
define um problema de evolucdo temporal que € resolvido através de um esquema explicito de
Runge-Kutta de multiplos estagios. Assim, considerando n.; = 2 nas Equagdes (6.18)-(6.19),
o método de Runge-Kutta para resolver o problema temporal de EDO’s € obtido considerando

os coeficientes [37], B e & como
o10=1, Bio=1 no primeiro estigio,

B21 =1 no segundo estigio.

1
, Bo=0, =7

N =

o=

O método de Galerkin Descontinuo utilizando espacos de aproximacao de grau p =
1 sdo instdveis e apresentam solugdes fisicamente inadmisiveis, como € descrito no Teorema de
Godunov [69], além disso, o numero de graus de liberdade envolvidos no célculo da solugao
¢, usando um espaco P (K) é maior referente a solucdo equivalente obtida através de Py(K).
A seguir apresentamos uma estratégia de reconstrugdo a partir do espaco Py(K), que conduz a

solucdes mais precisas cy,.

6.4.3 Reconstrucao Linear do Gradiente

A ideia do processo de reconstru¢do consiste em aproximar uma solucdo constante
por partes por uma fung¢do linear por partes para cada elemento K, de modo de obter um esquema
de segunda ordem em precisdo. Usando o procedimento formulado em [53] e [63], seja ¢j, a
solugdo restrita ao elemento K, obtida usando um método de Galerkin Descontinuo de grau zero

com

1

Cpi= Vol(K)/Kcth onde Vol(K):= /de. (6.32)

E definida uma reconstrugio linear por partes ¢z, de c; como,
cLi=¢n+8k (X—xg), (6.33)

onde gx € um vetor da forma gg = <g§ , gf ) e Xg = (xg,yk) € o centroide do elemento K dada
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por

| 1
_ [ rdx yx = dx. 6.34
K= Vol (K) /Kx X YK = Nol(K) /Ky X (6.34)

O processo para obter gx comega ao considerar uma malha de elementos 77, tal que,

para cada elemento K € T,

N(K), é o conjunto formado pelos indices dos elementos vizinhos do elemento K. Con-

sideramos os elementos que compartilham arestas e nds simultaneamente.
* n:=dimN(K), nimero de elementos que compdem N(K).

* V(K), conjunto de indices que agrupam os elementos vizinhos que compartilham vérti-

ces.
* X; = (x;,yi), é o baricentro dos elementos vizinhos N(K).
. E}i, representa a média celular no i-ésimo vizinho do elemento K, com i € N(K).
e I IJ;, representam os pontos médios de cada aresta do elemento K .

A ideia consiste calcular o vetor gx de forma que a solucdo local c¢; também leve
em conta as solugdes c;, dos elemento vizinhos. Sendo assim, obtém-se o sistema linear sobre-
determinado:

¢ —cp =gk (xi—xg) VieN(K). (6.35)

A Equagio (6.35) caracteriza um sistema retangular com n equagdes sobre as varidveis gk e gf .
Geometricamente o sistema gerado pode ser interpretado como a busca pelos valor gX e gf que
minimizam a diferenga |c.(x;) — ¢} |?, para cada i € N(K), [63]. O sistema pode ser resolvido
no sentido de minimos quadrados ponderados, a partir da multiplicacdo de cada equacao por

pesos w;, [53], para penalizar a distancia entre os baricentros vizinhos e o baricentro de K, dada

por
L —d
W= N(}'{’;’ X , (6.36)
Z Xt — X |4
k=1

onde Xx,, representam a posi¢do do vértice do elemento K mais préximo ao baricentro Xxx. No
caso de d = 0 se tem o cldssico método de quadrados minimos mas o valor de d = 1 ou 2 pode
depender da distor¢do da malha ou da razdo de aspecto (aspect ratio) dos elementos: quanto

mais distorcida for a malha maior sera o valor de d, [53].
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Logo, usando os pesos {w;} e considerando uma troca de nota¢do de Ax; = x; — x;,

e Ayi=yi—ymcomi=1,...,N(K) postula-se o problema de quadrados minimos ponderados
wiAx; wiAy] wi (E}I_Eh)
woAxy wiAy; gk w2 (5% —
= (6.37)
gy '
N(K) -
WaAXN (k) Wi1AVN(k) w2 (Ch ) _ Ch)

que pode ser resolvido via equacdes normais através do método Householder, [60].

Limitadores de Inclinaciao

A nova solucdo linear restrita a cada elemento K, ¢, ndo necessariamente satis-
faz as condi¢des de monotonicidade necessarias em esquemas formulados para problemas de

transporte linear [15]. Por isso, a formulacao 6.33 pode ser reformulada na forma

CL=cp+ PBrgk- (X—xXk), (6.38)

onde Bk representa um limitador a ser calculado e de valor no intervalo [0, 1]. Empregando as

defini¢des de &M% e ¢™" em [53] e [63],

M= max {é,¢/} , &™":= min {é,c/ 6.39
e max (@E) o= min (@,6) (639)
o limitador da pendente Bg se define como,
min {1, chh(xj)_—cgh } ., secr(xj) > ¢y
= min ; ey = A 6.40
K vjepk)rxyy | ™0 { L, cL(xj)_eh} . secr(X;) < cp (6.40)
1 , Se CL(Xj) =Cp.
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Onde {V(K),I'(K)} é o conjunto formado pelos vértices de K e os pontos médios das arestas
do elemento. Deste modo, a reconstrucdo linear do gradiente (6.33) € estdvel com a o uso do
limitador de inclinagdo (6.40). De acordo os estudos apresentados por [15], para o caso ndo
linear da equacgdo do transporte, (6.40) pode gerar oscilagdes espurias na solu¢do reconstruida
devido a sua nao diferenciabilidade. Sendo assim, uma forma suave de (6.40) é obtida ao

substituir min {1, x} pela funcéo [53]

2
x°+2x
(x) =5———= 6.41
0 =55, (641)
Outras diversas op¢Oes de funcdes suaves para este tipo de problemas sdo estudadas com regu-

rosidade em [15].

6.4.4 Exemplo Numérico

Para estudar o comportamento do esquema de reconstru¢do, consideramos um pro-
blema de transporte linear definido em Q = [0, 1], com ¢ = 1, % = (1,0), condi¢do de contorno
cp(0,¢) = 1 para todo ¢ > 0 e condi¢do inicial ¢;(x,0) = 0. Os resultados obtidos sdo apre-
sentados na Figura 6.1, onde sdo comparadas as aproximagdes obtidas através do método de
Galerkin Descontinuo com o uso de aproximagdes em Py(K), sem reconstru¢do, com as obti-
das pelo emprego do método RKDG com reconstrugdo do gradiente. Para obter um esquema
explicito estdvel na integracdo temporal , foi tomado como pardmetro de controle o nimero de

Courant C, tal que,
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Reconstrucao Linear ¢,

1,0
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0,6 TE
c
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(a) At.
Reconstrucao Linear ¢,
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08 SR
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0,6 TE
c
ho4
02
0,0
00 02 0.8 1,0
(c) 60A?.
Reconstrucao Linear ¢,
1,0
0.8
o 08
hoa
02
0,0
00 02 08 1,0

(e) 120Ar.

Ch

Ch

Ch

1,0 =

0,8
0,6
0,4
0,2
0,0

Reconstrucao Linear ¢,

SR
RG
TE

T

0,0

1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
0,0

0,2 04 X 06 0,8 1,0

(b) 30At.

Reconstrucao Linear ¢f,

0,0

0,2 04 X 06 0,8 1,0

(d) 90Az.

Reconstrucao Linear ¢f,

1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
0,0

0,0

0,2 04 X 06 0,8 1,0

(f) 150A¢.

Figura 6.1: Problema de Transporte /D. Resultados numéricos obtidos para diferentes tempos
t do problema de advectivo usando o método de reconstrucdo linear (RG) e o método sem
reconstrucdo (SR), comparados com a solucdo analitica (TE). Passo de tempo satisfazendo a
condi¢do C, = 1/2, At =5,0- 1073 para uma malha de 20 elementos.
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6.5 Simulacoes do Transporte Advectivo-Difusivo

Nesta secdo € apresentado um conjunto de testes numéricos relativos a solu¢do do
problema de Adveccao-Difusdao usando o esquema de separacdo de operadores como foi apre-
sentado na Secdo 6.2, combinado ao emprego do método de elementos finitos hierdrquico para

a equacdo de difusdo e ao emprego do método RGDG para a equagdo do transporte advectivo.

6.5.1 Problema com Barreiras

Definimos um problema de advecao-difusdo sobre um dominio € quadrado unitario
(Figura 6.2), com um tensor de difusdo-dispersao D com constantes caracteristicas oy = 1070,

oy =0 e a; =0, condigdo inicial ¢(x,0) = 0 e condi¢do de contorno

dc(x,t)
on

c(x,t)=1 se xeI3, e =0 se xeI'\I (6.42)

para todo ¢ > 0 sendo a porosidade do meio ¢ = 1.

Definimos para o calculo do fluxo #« do problema advectivo, um problema de Darcy

como,

divee =0 se xeQ (6.43)

com

u=—-Kgradp se x€Q, (6.44)

onde K descreve a permeabilidade do meio poroso na forma,

107 se xeQ,
Kx)=a(x)I, com a(x)= (6.45)

1 se x <€ Q).

e condicdes de contorno,

p=1 se xe€lz, p=0 se xe€lI|1 e w-n=0 se xelyUly, (6.46)
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y
1,0 L
Q
0,8
Q
0,6 +
I3 Q I
04 +
Q)
02 +
Q)
0,0 1 1 1 1 X

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 6.2: Primeira configuracio de € para o problema de advecc¢ao-difusao.

Usando uma malha composta por 50 x 50 elementos quadrados uniformes e uma
combinagdo de espagos U, x Py para o cdlculo das varidveis do fluxo e da pressdo, os resul-
tados do problema de Darcy sdo apresentados nas Figuras 6.3b,6.4a e 6.4b. Empregando o
resultado do célculo do %, aplicado o método de separacdo de operadores para o problema
advecdo-difusdo, os resultados numéricos obtidos sao apresentadas nas Figuras 6.5 e 6.6. Para
o problema difusivo, foi empregada uma combinagao de espagos J | X C; e um passo de tempo

em funcdo de considerar a condi¢do CF L dada por

h¢

9
\Juitud

na discretizagdo do problema advectivo ao tomar passos Az da ordem 1072, [83]. Os resultados

1
At < 3 (6.47)

indicam alta precisdo tanto para o problema de Darcy quanto para o problema do transporte. No
caso do problema do transporte uma pequena oscilacdo na ordem de 1% do valor da concentra-

cdo € verificada, contudo a estabilidade global do problema ndo € afetada[63].
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(a) Distribuigdo da pressdo py.
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(b) Distribuicao do fluxo z, .

Figura 6.3: Resultados Problema de Barreras. Resultados Obtidos para o problema de Darcy,
nas varidveis p(X) e % (xX) necessario no calculo do problema de advegao-difusao.
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(a) Distribui¢ao da componente (z;), do fluxo.
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(b) Distribui¢do da componente (uh)y do fluxo.

Figura 6.4: Resultados Problema de Barreras (Continuacdo). Resultados Obtidos para o pro-
blema de Darcy, nas varidveis p(X) e #(x) necessdrio no calculo do problema de advecdo-
difusdo.
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Concentragdo ¢, Concentragdo ¢,

(a)t =40At. (b)r =120At.

Concentragdo cy, Concentragdo ¢y,

(c)t =200At. (d) r =400At.

Figura 6.5: Resultados Problema de Barreras. Distribui¢do da varidvel concentragio c(x,¢) em
diferentes valor de ¢t do problema de advecado-difusao.
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Concentragdo ¢y, Concentragdo ¢,

J

00 02 04 06 08 1,0 00 02 04 06 08 1,0
X X
(@)t =10Az. (b)t =120Az.
Concentragdo ¢y, Concentragdo ¢y,
; 1,0 ! 1,0
~ 0,8 — 0,8
— 0,6 — 0,6
— 0,4 — 0,4
10,2 — 0,2
U 0,0 ' U 0,0
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1,0
X X
(c)t =240Az. (d) t = 480A:.

Figura 6.6: Resultados Problema de Barreras. Contorno da distribui¢do da varidvel concentra-
¢éo c(x,t) em diferentes valor de ¢ do problema de advecgio-difusao.
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6.5.2 Problema do Tipo Five-Spot

Neste experimento numérico € considerado o problema do tracador passivo em um
escoamento de injecao-producdo do tipo um quarto de five-spot. O problema matematico con-
siste em resolver o problema de Darcy para a pressao e o fluxo em um dominio quadrado unita-
rio com poco de inje¢do na origem (0,0) e pogo de producdo em (1,1). Os pogos de injecado e
de producao, com magnitude sdo +1 e —1, respectivamente, foram tratados como condi¢do de

fluxo prescrito [40].

Considerando a simetria do problema, as condi¢des de contorno sdo de fluxo zero
nos contornos para o problema de Darcy sem termo fonte com um tensor K ndo homogéneo
dado por, K=1,18 - 107Isex € Q) e K= 10T se x € Q, usando como referéncia a Fi-

gura 6.7. Considere-se para o problema de adve¢do-difusdo com condi¢do inicial e de contorno,

y

I
1,0 2

0,8 4
Q

0,6 1
F3 Ql F]
04

02 1+

0,0 1 1 = 1 1 X
00 02 04 %06 08 10

Figura 6.7: Configuracao Problema do tipo Five-Spot.

c(x,0)=0, c(x,5)=1 se x€(0,0), %:O se xeI'\(0,0), (6.48)

respectivamente, para todo ¢ > 0.

Usando uma malha composta por 50 x 50 elementos quadrados uniformes e uma
combinacdo de espagos Uy x P para o célculo das varidveis do fluxo e da pressdo. No caso do
problema difusivo foi aplicada uma combinagio de espacos J | x C; e para o problema advec-
tivo foi empregado um esquema RKDG modificado com condi¢do CFL satisfeita ao considerar

At <1071, Os resultados da aproximacio sio apresentados na Figura 6.8 .
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Concentragdo cp, t = 1,0. Concentragdo ¢y, t = 50,0.
1,0 1,0 1,0
l l
= 0,8 0,8 - 0,8
- 0,6 0,6 - 0,6
N
- 0,4 0,4 - 0,4
= 0,2 0,2 = 0,2
U 0,0 0,0 U 0,0
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0
X X
Concentragdo cj, t = 100,0. Concentragao ¢, t = 150,0.
1,0 1,0 1,0 1,0
I I
0,8 = 0,8 0,8 = 0,8
0,6 - 0,6 0,6 - 0,6
~ N
0,4 = 0,4 0,4 - 0,4
0,2 = 0,2 0,2 = 0,2
0,0 U 0,0 0,0 U 0,0
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0
X X
Concentracgdo cj, t = 200,0. Concentragdo cj, t = 250,0.
1,0 1,0 1,0
1
0,8 W O’S 078
0,6 N 096 0’6
~ N
0,4 - 0,4 0,4
0,2 = 0,2 0,2
0,0 U 0,0 0,0
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0
X X

Figura 6.8: 1/4 Five-Spot . Resultados obtidos para o problema de configurag¢do do tipo um
quarto de five-spot (Figura 6.7) usando a formulacao incondicionalmente estavel no calculo do
fluxo de Darcy e uma esquema de passo fracionado no problema de advecg¢ao-difusao.
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6.5.3 Problema do Tracador em um Meio Altamente Heterogéneo

Finalmente nos experimentos numéricos do problema de advec¢do-difusdo, apre-
sentamos os resultados obtidos para um problema do tracador passivo em um meio poroso
altamente heterogéneo [33, 82, 31, 16, 32]. Seja um fluxo escoando em um meio poroso com-
pletamente saturado descrito a partir de um tensor de condutividade hidrédulica K tal que sua
componente principal expde uma distribuicdo como € apresentada na Figura 6.9: o meio € iso-

tropico mas heterogéneo.

1,0 r : - r 25,0
08 kb 3 20,0
L, - E

0,6 M 150
N
0,4 | & T : 10,0
02 F .1 . 5,0
0,0 Lo L L 0,0
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Figura 6.9: Distribuicdo da componente principal do tensor K de condutividada hidrédulica para
um problema altamente heterogéneo [78].

As condic¢des de contorno e iniciais para o problema, coincidem as usadas no pro-
blema de barreiras. Nas simulac¢des foi usada uma malha de 60 x 60 elementos quadrados, com
uma configuragdo U, x P no cdlculo do fluxo de Darcy, J| x C; para o problema parabdlico e

uma reconstrucgdo linear do gradiente no método RKDG modificado para o transporte.

Dois testes sdo realizados. No primeiro, a porosidade ¢ homogénea ¢ = 1 (apenas
a titulo de teste) e no segundo a porosidade ¢ (x) é correlacionada com a distribui¢do de perme-
abilidade K via a inversao da relacdo de Kozeny-Carman, como realizado na referéncia [78].
Os resultados para o primeiro teste, apresentados nas Figuras 6.10 e 6.11, e os resultados para
o segundo teste, apresentados nas Figuras 6.12 e 6.13, indicam boa estabilidade e precisao das
solu¢des numéricas obtidas pela metodologia proposta. Em ambos os casos foi adotado o passo

de tempo At =5-1072.
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Concentragdo cy,

0 0,5 1,0 1,5 2,0
X
(@)t =1At.

Concentragdo cy,

0 0,5 1,0 1,5 2,0
X
(b) t =100Az.

Concentragao cy,

0 0,5 1,0 1,5
X
(c)t =200At.

Figura 6.10: Resultados Meio Altamente Heterogéneo. Resultados obtidos para a varidvel de
concentracdo c(x,t) para diferentes valores de ¢ no problema do tracador em um meio altamente
heterogéneo com porosidade homogénea.
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Concentragdo cy,

(a)t =300Az.

Concentragdo cy,

0 0,5 1,0 1,5 2,0
X
(b) t =400A¢.

Concentragao cy,

0 0,5 1,0 1,5
X
(c)t =500A¢.

Figura 6.11: Resultados Meio Altamente Heterogéneo (Continuagdo). Resultados obtidos para
a varidvel de concentrac@o c¢(x,7) para diferentes valores de # no problema do tragador em um
meio altamente heterogéneo com porosidade homogénea.
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Concentragdo cy,

0,0 0.4 0,8 1,2 1,6 2,0
X
()t =1At.

Concentragao cy,

0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0
X
(b) t =21At.

Concentragdo cy,

0,0 0,4 0,8 1,2 1,6
X
(c)t = 41At.

Figura 6.12: Resultados Meio Altamente Heterogéneo. Resultados obtidos para a varidvel
de concentragdo c¢(x,?) para diferentes valores de 7 no problema do tragddor num meio alta-
mente heterogeneo. A porosidade apresenta uma correlagdo com a permeabilidade do meio via
Kozeny-Carman.



CAPITULO 6. Aplicacdes em Escoamentos em Meios Porosos 110

Concentragdo cy,

0,0 0.4 0,8 1,2 1,6 2,0
X
(a)t =T71At.

Concentragao cy,

0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0
X
(b) t =91At.

Concentragdo cy,

0,0 0,4 0,8 1,2 1,6
X
(€)1 = 121At.

Figura 6.13: Resultados Meio Altamente Heterogéneo (Continuacdo). Resultados obtidos para
a varidvel de concentragdo c¢(x,?) para diferentes valores de ¢ no problema do tracddor num
meio altamente heterogeneo. A porosidade apresenta uma correlacdo com a permeabilidade do
meio via Kozeny-Carman.
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesta tese foi proposta uma metodologia de elementos finitos para resolver o pro-
blema de Darcy através de uma formulacdo incondicionalmente estdvel combinada com uma
construgio hierdrquica de bases polinomiais conformes para os espagos H (div; Q) e H'(Q). Os
resultados obtidos empregando a formulacdo incondicionalmente estdvel confirmaram a pos-
sibilidade de escolher graus de aproximacao iguais para os subespagos do fluxo e da pressao,
escolha ndo admissivel no contexto de elementos finitos mistos cldssicos. Para esta escolha
particular de mesmo grau polinomial para os subespacgos, foram obtidas taxas de convergéncia
6timas para a pressio, o fluxo e o divergente do fluxo na norma L*(Q) e sub-6timas no gradiente
da pressao na norma LZ(Q) a partir do emprego de uma sequéncia de malhas afins quadradas.
No caso de malhas ndo afins, os resultados para o divergente do fluxo apresentam consisténcia
com os esperados a partir do emprego dos espagos de Raviart-Thomas para formulagdes mistas
duais do problema misto dual, contudo o fluxo também passa a apresentar taxa de convergéncia

sub-6tima em L%(Q)

A formulag¢do incondicionalmente estdvel ainda permite o emprego de combinagdes
distintas de aproximacao para o fluxo e a pressao, resultando em aproximagdes estaveis com um
menor erro de aproximacgao, comprovando os resultados das estimativas de erro a priori. Outras
combinagdes de subespacos hierarquicos foram consideradas. Subespacgos da forma U x P
apresentam estimativas de erro de ordem min{k,/} sendo / o grau associado ao subespago do

fluxo e k o grau associado ao subespaco da pressdo. Em particular, tais espacos podem ser
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empregados em trabalhos futuros que busquem esquemas de segunda ordem para problemas

parabdlicos, empregando esquemas de segunda ordem na integracdo temporal.

Como aplicacdo direta do esquema proposto, foram implementados problemas onde
¢ fundamental o calculo preciso de um campo de velocidades do tipo Darcy. O esquema de
separacdo de operadores do tipo de Godunov empregado para a resolucdo da equagdo do trans-
porte advectivo-difusivo linear decompds a equagao original em dois problemas auxiliares: um
problema parabdlico, que foi resolvido com uma extensao da metodologia desenvolvida para o
problema eliptico, e um problema hiperbélico que foi resolvido com um esquema de Galerkin
Descontinuo de alta ordem, consistentes com a fisica do problema. Assim, a metodologia in-
condicionalmente estdvel proposta possui grande potencial na solu¢do de problemas de maior
complexidade em escoamentos de fluidos em meios porosos. Embora os resultados ndo foram
apresentados no texto, um esquema de passo fraciondrio tipo Strang, também foi implementado
empregando a formulag@o proposta com resultados numéricos proximos aos apresentados pelo

esquema Godunov, mas com um maior custo computacional.

Trabalhos Futuros. Espera-se que os resultados obtidos nesta tese, além de oferecer um es-
quema alternativo para a resolu¢do da formulagdo mista do problema de Darcy para a formu-
lagdo mista dual, sejam utilizados como parte de uma metodologia para resolver problemas
de maior complexidade. A seguir, apresentam-se os trabalhos e direcionamentos possiveis do

trabalho desenvolvido.

Esquemas de Alta Ordem, Problemas Parabdlicos
Como extensdo da metodologia apresentada em esta Tese, € possivel analisar problemas
parabdlicos como esquemas de alta ordem na integrac@o temporal ao considerar esquemas

incondicionalmente estdveis com bases hierdrquicas na semidiscretiza¢ao espacial.

Escoamento Bifdsico em Meio Poroso
Escoamentos onde duas fases coexistem em um mesmo fluxo, sdo comuns em muitos
processos industriais tais como plantas de produgdo e transporte de 6leo e gas [33]. Para
este tipo de escoamentos, modelados através de um sistema onde o problema do fluxo e
do transporte sao acoplados, o emprego da metodologia hierdrquica de alta ordem pode

ser interessante na busca de solucdes precisas.
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Refinamento & — p
O refinamento # — p adaptativo € um dos métodos mais eficientes para aproximar equa-
¢oes diferenciais parciais por elementos finitos [48]. O principal motivo para que esta
técnica ndo seja ainda muito difundida € a complexidade da sua implementacdo em um
codigo de elementos finitos, assim, considerando as caracteristicas das bases hierarqui-
cas em H(div;Q) e H'(Q) e seu emprego em uma formulagio incondicionalmente esta-
vel, o refinamento # — p em um problema de advecao-difusao linear com um tensor de

dispersao-difusdo, pode ser considerado como uma extensao do esquema estudado.
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