Metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

UNICAMP

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacdo Cientifica

LILIAN FERREIRA BERTI

Reducao de lteracoes dos Métodos de Pontos
Interiores com lteracao Continuada

Campinas
2016


https://core.ac.uk/display/296884099?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Lilian Ferreira Berti

Reducao de lteracoes dos Métodos de Pontos Interiores
com lteracao Continuada

Tese apresentada ao Instituto de Matematica,
Estatistica e Computagao Cientifica da Uni-
versidade Estadual de Campinas como parte
dos requisitos exigidos para a obtencao do
titulo de Doutora em Matematica Aplicada.

Orientador: Aurelio Ribeiro Leite de Oliveira

Coorientadora: Carla Taviane Lucke da Silva Ghidini

O arquivo digital corresponde a ver-
sao final da Tese defendida pela aluna
Lilian Ferreira Berti e orientada pelo
Prof. Dr. Aurelio Ribeiro Leite de Oli-

veira.

Campinas

2016



Agéncia(s) de fomento e n°(s) de processo(s): FAPESP, 2011/20623-7

Ficha catalogréfica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Berti, Lilian Ferreira, 1988-
B462r Reducao de iteragbes dos métodos de pontos interiores com iteragédo
continuada / Lilian Ferreira Berti. — Campinas, SP : [s.n.], 2016.

Orientador: Aurelio Ribeiro Leite de Oliveira.

Coorientador: Carla Taviane Lucke da Silva Ghidini.

Tese (doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matemética, Estatistica e Computacédo Cientifica.

1. Métodos de pontos interiores. 2. Programacao linear. 3. Métodos
numeéricos. I. Oliveira, Aurelio Ribeiro Leite de,1962-. Il. Ghidini, Carla Taviane
Lucke da Silva,1976-. lll. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica. IV. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Interior point methods iteration reduction with continued iteration
Palavras-chave em inglés:

Interior-point methods

Linear programming

Numerical methods

Area de concentrac&o: Matematica Aplicada
Titulagc&o: Doutora em Matemética Aplicada

Banca examinadora:

Aurelio Ribeiro Leite de Oliveira [Orientador]
Francisco de Assis Magalhdes Gomes Neto

Marta Ines Velazco Fontova

Roberto Quirino do Nascimento

Jair da Silva

Data de defesa: 25-01-2016

Programa de Pés-Graduacgao: Matematica Aplicada



Tese de Doutorado defendida em 25 de janeiro de 2016 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). AURELIO RIBEIRO LEITE DE OLIVEIRA

Prof(a). Dr(a). FRANCISCO DE ASSIS MAGALHAES GOMES NETO

Prof(a). Dr(a). MARTA INES VELAZCO FONTOVA

Prof(a). Dr(a). ROBERTO QUIRINO DO NASCIMENTO

Prof(a). Dr(a). JAIR DA SILVA

A Ata da defesa com as respectivas assinaturas dos membros
encontra-se no processo de vida académica do aluno.



Aos meus pais...



Agradecimentos

Agradeco imensamente a orientagdo do Prof. Aurelio e da Profa. Carla, pelo
apoio, pela paciéncia, pelo auxilio prestado através de suas sugestoes e por sempre estarem

dispostos a discutirem sobre os assuntos desta tese.
A Deus, por estar sempre abencoando minha vida, me amparando nesta jornada.
Aos meus pais, Sérgio e Luci, a minha irma Larissa que sempre me apoiaram.

A Yuri por sempre estar do meu lado, me ajudando a superar todos os obsté-

culos.

Aos professores da banca pelas sugestoes que ajudaram a melhorar a redagao

final do manuscrito.

Aos amigos, Luiz Fernando, Luciana, Francielle, Lucas, Junior, Gislene, Akemi,

Aline, Camila e Fabio pelo apoio e pela ajuda.
A Universidade Estadual de Campinas por propiciar a realizacio deste trabalho.

A FAPESP - Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo, pelo

apoio financeiro.



Resumo

Os métodos de pontos interiores tém sido extensivamente utilizados para
resolver os problemas de programacao linear de grande porte. Entre todas as variagoes de
métodos de pontos interiores, o preditor corretor com multiplas corre¢oes de centralidade
apresenta um grande destaque, devido a sua eficiéncia e rapida convergéncia. Este método
necessita resolver sistemas lineares, em cada iteragao, para determinar a direcao de busca,
correspondendo ao passo que requer mais tempo de processamento. Neste trabalho, a
iteracao continuada é apresentada e introduzida no método preditor corretor com multiplas
correcoes de centralidade, com objetivo de reduzir o nimero de iteragoes e o tempo
computacional deste método para determinar a solucdo de problemas de programacao
linear. A iteracao continuada consiste em determinar uma nova direcdo combinada com
a direcao de busca dos métodos de pontos interiores. Apresentamos duas novas dire¢oes
continuadas e duas formas diferentes de utiliza-las, propondo um aumento no tamanho
dos passos a serem dados na direcao de busca, acelerando a convergéncia do método. Além
disso, utilizamos o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas para determinar
melhores pontos iniciais para o método de pontos interiores em conjunto com a iteracao
continuada. Experimentos computacionais foram realizados e os resultados obtidos ao
incorporar a iteracao continuada com o método de pontos interiores preditor corretor e as
multiplas corregdes de centralidade sdo superiores a abordagem tradicional. A utilizagao do
algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas na nova abordagem leva a resultados

semelhantes.

Palavras-chave: métodos de pontos interiores, programacao linear, métodos

numéricos.



Abstract

The interior point methods have been extensively used to solve large-scale linear
programming problems. Among all variations of interior point methods, the predictor
corrector with multiple centrality corrections is the method of choice due to its efficiency
and fast convergence. This method requires solving linear systems, to determine the search
direction corresponding to the step that requires more processing time, in each iteration.
In this work, the continued iteration is presented and introduced to the predictor corrector
method with multiple centrality corrections, in order to reduce the number of iterations
and the computational time to determine the linear programming problems solution. The
continued iteration consists of determining a new direction combined with the search
direction of the interior point methods. Two new continued directions and two different
ways of being used, increasing of the steps sizes taken in the search direction, speeding up
the convergence of the method. In addition, we use the optimal adjustment algorithm for p
coordinates to determine the best starting point for the interior point method in conjunction
with the continued iteration. Computational experiments were performed and the results
achieved by incorporating the continued iteration in the predictor corrector interior point
method and multiple centrality corrections outperform the traditional approach. Using

the optimal adjustment algorithm for p coordinates leads to similar results.

Keywords: interior point methods, linear programming, numerical methods.
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Capitulo 1

Introducao

A programacao linear é uma das areas da pesquisa operacional mais utilizadas,
devido ao grande ntimero de problemas de otimizacdo que podem ser modelados nesta
forma. Um problema de programagao linear consiste em determinar uma solugao que
maximize ou minimize uma funcao linear, conhecida como funcgao objetivo, sujeita a
um conjunto de restrigdes, que podem ser equagoes e/ou inequagoes lineares. Problemas
modelados como problemas de programacao linear sao encontrados em diversas areas, para
determinar lucro maximo, custo minimo, fluxo maximo, caminho minimo, alocacao de
recursos, entre outros. Assim, o desenvolvimento de métodos eficientes e robustos para

resolucao destes problemas é necessario, desde a muitos anos.

O método simplex foi o primeiro método proposto para resolver problemas de
programagao linear, desenvolvido por Dantzig em 1947. A regiao limitada pelas restrigoes
lineares do problema é denominada politopo. Como essas restri¢oes lineares formam uma
regiao convexa, a busca pela solu¢do 6tima de um problema de programacao linear passou
a ser limitada a pontos extremos da regiao do politopo. No pior caso que todos os pontos
extremos sao pesquisados para determinar a solucao, o algoritmo apresenta complexidade
exponencial [25]. No entanto, o método proposto por Dantzig tem baixa complexidade por
iteracao e para os problemas reais da época convergia em um nimero relativo pequeno de

iteracoes.

Em 1979, um algoritmo polinomial foi desenvolvido por Khachiyan [24], uti-
lizando elipsoides. O método das elipsoides teve um grande impacto sobre a teoria de
programacao linear, porém nao foi uma alternativa competitiva com o método simplex,
devido aos problemas de estabilidade numérica e o comportamento igual ao pior caso para
todos os problemas. Em 1984, Karmarkar [23] divulgou um artigo com resultados formais
sobre um novo método com uma complexidade menor do que o método das elipsoides,
utilizando a nocao de fungao potencial para garantir uma reducao da distancia para a
otimalidade em cada iteracao. Este método, inicialmente, nao teve um bom desempenho.

As primeiras experiéncias computacionais, que indicavam que as ideias de Karmarkar
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poderiam levar a um algoritmo tao ou mais eficiente que o simplex, foram obtidas com o
método dual afim escala, apresentado em 1989 [2]. Embora uma iteracao deste método seja
cara em comparacao com o método simplex, a otimalidade é alcangada em um nimero
relativamente pequeno de iteragoes em problemas de grande porte. Este método atraiu
um grande interesse dos pesquisadores em otimizagao, que desenvolveram novos estudos,
compreendendo melhor essa teoria [22,26,27,29,31,32] e dando origem a uma nova classe

de métodos, os métodos de pontos interiores.

O estudo dos métodos de pontos interiores para resolucao de problemas de
programacao linear tem sido uma das mais interessantes areas de pesquisa em otimizacao
nas ultimas décadas, devido aos grandes avangos nesta area [20]. Cédigos computacionais
sofisticados baseados nesses métodos vém se apresentando como alternativas eficientes para
a solucao de problemas de grande porte com estruturas genéricas [1,6,7,13,17,35,36,39].
Os métodos de pontos interiores do tipo primal dual tem sido base para novas variagoes
dessa classe de métodos. Entre todos os métodos do tipo primal dual, o preditor corretor
desenvolvido por Mehrotra [31] apresenta destaque devido a sua eficiéncia e convergéncia
rapida. Na maioria das implementagoes o esfor¢co computacional do método preditor
corretor esta concentrado na resolucao de dois sistemas lineares com uma mesma matriz de
coeficientes em cada iteragdo, para determinar a dire¢do de busca. Para resolver os sistemas
envolvidos, é feita uma eliminacao de variaveis de forma a obter um sistema de equacoes
normais cuja matriz é simétrica e definida positiva. Dessa forma, a fatoracao de Cholesky é
utilizada para determinacao da solugao. As multiplas correcoes de centralidade, propostas
por Gondzio [20], para o método de pontos interiores preditor corretor é considerada por
muitos pesquisadores uma das varia¢oes mais eficientes dos métodos de pontos interiores.
Isto porque as multiplas corregoes de centralidade fazem com que o método prossiga
na vizinhanca da trajetoria central, proporcionando melhoria da convergéncia. Neste
trabalho, apresentamos a abordagem iteragao continuada e o algoritmo de ajustamento
6timo para p coordenadas desenvolvido por Silva [38], na busca de reducao de iteracoes e,

consequentemente, de reducao de tempo total do método de pontos interiores.

Inicialmente, a iteragao continuada foi desenvolvida para o método dual afim
escala [34] e depois estendida para o método de pontos interiores preditor corretor [4].
Esta abordagem consiste em determinar uma nova direcao combinada com a direcao
de busca do método de pontos interiores com o objetivo de acelerar a sua convergéncia.
Neste trabalho, apresentamos a diregao preditora corretora continuada [4] e novas dire¢oes
continuadas: moderada e simples. As dire¢oes continuadas tém como caracteristica um
esforco menor comparado a uma iteragao do método. Desta forma, pode-se obter uma
reducao no nimero total de iteracoes que, potencialmente, pode ser refletido na redugao
de tempo computacional. Duas formas de combinacao da direcao de busca do método com
a direcao continuada sao apresentadas. Além disso, uma anéalise é realizada para encontrar

critérios para a utilizacdo desta abordagem no método de pontos interiores. A abordagem
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proposta apresenta resultados computacionais superiores ao método preditor corretor com

multiplas corregoes de centralidade nos experimentos numeéricos realizados.

O algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas é uma generalizacao
do algoritmo de ajustamento pelo par 6timo [19], que tem como caracteristica principal a
simplicidade, pois envolve apenas multiplicacao de matriz por vetor e resolve um sistema
linear com uma matriz definida positiva de dimensao pequena. Este algoritmo poderia ser
utilizado para resolver um problema de programacao linear, mas sua convergéncia é lenta.
Como a convergéncia dos métodos de pontos interiores é sensivel ao ponto inicial, entao
decidimos utilizar o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas para determinar

melhores pontos iniciais, como realizado em [37].

A combinagao da iteragdo continuada e o algoritmo de ajustamento étimo
para p coordenadas foi feita buscando a melhora da convergéncia dos métodos de pontos

interiores.

O texto estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, apresentamos os
métodos de pontos interiores para resolucao de problemas de programacao linear. No
Capitulo 3, a iteracao continuada e as diferentes formas de utiliza-la sdo desenvolvidas para
a incorporagao no método preditor corretor com multiplas corre¢oes de centralidade. O
Capitulo 4 aborda uma estratégia para determinar pontos iniciais melhores para o método
de pontos interiores utilizando o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas.
No Capitulo 5, os resultados dos experimentos computacionais realizados com diversos
problemas selecionados de diferentes cole¢oes sao apresentados. Além disso, uma anélise
é feita comparando os resultados obtidos do método de pontos interiores com e sem a
iteragdo continuada e o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas. No Capitulo

6, apresentamos as conclusoes. Por fim, estao as referéncias bibliograficas.



14

Capitulo 2

Métodos de pontos interiores

Neste capitulo, apresentamos os métodos de pontos interiores do tipo primal
dual para resolucao de problemas de programacao linear, destacando o método de preditor
corretor, uma vez que este tornou-se base para a sofisticacdo dos métodos de pontos

interiores.

2.1 Problemas de programacao linear

Um problema de programagao linear (PPL) consiste em determinar uma solugao
que minimiza ou maximiza uma funcao linear, denominada funcao objetivo, sujeita a um
conjunto de equagoes e/ou inequagoes lineares [11]. A forma padrao para o problema de

programagao linear com varidveis canalizadas [3,28] é dada por:

minimizar cr
sujeito a Ax =10
) (2.1)
r+s=u
(x,s) =0,

em que A € R™" é a matriz dos coeficientes de posto completo m, ¢ € R" é o vetor
de coeficientes da fungdo objetivo (vetor de custo), z € R™ é o vetor das varidveis de
decisao, s € um vetor coluna de dimensao n de variaveis de folga primais, u é o vetor dos
limitantes superiores das variaveis de decisao e b € R™ é o vetor de termos independentes.
Este problema (2.1) é denominado problema primal, ao qual tem-se associado o seguinte

problema dual:

maximizar bly — ulw
sujeitoa Ay +2z—w =c (2.2)
(z,w) =0,

em que y € R™ representa o vetor das variaveis duais livres, z € R" representa o vetor das

variaveis de folga duais e w é o vetor coluna de dimensao n de variaveis duais.
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Nos problemas primal e dual, o ponto (z, s, y, z, w) é interior quando (z, s, z, w) >
0. Além disso, o ponto interior (x,y,z,w) é factivel se satisfaz Axr = b, v +s = u e

Ay +2z—w=c

O gap de dualidade é a diferenca entre os valores das fungoes objetivo dos
problemas primal e dual, e é dado por v = c'z — b'y + v'w que se reduz a v = z'z + s'w,

para pontos primais e duais factiveis.

Teorema 2.1.1. Um ponto (z, s,y, z, w) é um ponto étimo para os problemas primal e
dual se, e somente se, satisfaz as condi¢oes de otimalidade de primeira ordem (Karush-

Kuhn-Tucker) do par de problemas primal e dual (2.1) e (2.2), que sdo dadas por [40]:

(i) Factibilidade primal
Ax—b=0, (x,s) =0,
r+s—u=0,
(ii) Factibilidade dual
Ay+z—w—-c=0, (z,w)=0,
(iii) Complementaridade
XZe =0,
SWe =0,
em que X = diag(z), Z = diag(z), S = diag(s)eW = diag(w) ¢ e € R", tal que
e=(1,1,.., 1)

Os métodos de pontos interiores do tipo primal dual utilizam variantes do
método de Newton para seu desenvolvimento. Assim, uma breve descricao deste método é

apresentada a seguir.

2.2 Meétodo de Newton

Seja F': R" — R",

Fi(x) 1
F2 i i)
F(z) = ( ) e T =

O método de Newton é um método iterativo para encontrar uma solugao
aproximada z* € R" de F(z) = 0 [14]. Dada uma aproximacao inicial x € R", o método
busca uma diregao d de forma que F(x + d) se aproxime do vetor nulo. Expandindo a
funcdo F' em série de Taylor na vizinhanca de um ponto x, pelos dois primeiros termos,

temos:

F(z+d) ~ F(z) + J(x)d,
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em que J(z) é a matriz Jacobiana no ponto z, dada por:

VFl (l’)
gy = | VP

VE,(x)
Impondo a condi¢ao F(x) + J(z)d = 0, temos:

J(z)d = —F(x). (2.4)

Dessa maneira, o processo iterativo do método de Newton é dado por:
" = b b

em que a diregdo d é a solugao de (2.4). O processo iterativo é aplicado até que um critério

de convergéncia seja satisfeito.

Observagao 2.2.1. A direcao d em (2.4) é conhecida como a diregao de Newton.

O método de Newton, sob condigdes adequadas envolvendo 2°, F(z) e J(x),
produz uma sequéncia {ack } que converge a z* com taxa quadratica. Os resultados de
convergéncia obtidos sido locais, de forma que z° deve estar suficientemente préximo de

x*. Para mais detalhes sobre a convergéncia deste método, veja [14].

2.3 Método de pontos interiores do tipo primal dual

O método de pontos interiores do tipo primal dual é um método iterativo que
inicia com um ponto interior e calcula um novo ponto interior em cada iteracao. O método
encontra uma solucao para o problema aplicando o método de Newton a F'(x, s, y, z,w) = 0,
sendo esta equagao formada pelas condigoes de otimalidade do PPL (2.3), desconsiderando
(x,8,z,w) = 0. Além disso, o método modifica o tamanho de passo de Newton para que a
desigualdade (z, s, z,w) > 0 seja satisfeita, ou seja, para que se obtenha um ponto interior.

Dessa maneira, os problemas primal e dual sao resolvidos simultaneamente.

Considere:
Ar —b 1 i Tp i
r+s—u Ty
F(z,s,y,z,2w)=| Aly+z—w—-c | =—1| rq |, (2.5)
XZe Ta
| SWe | |
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em que 1y, Ty, Td, Ta, Tp Sa0 0s residuos primal, dual e os produtos complementares, respec-

tivamente.

Entao, determinar a solugao 6tima do PPL consiste em obter (x, s,y, z, w) tal
que F(x,s,y,z,w) = 0, pois teremos as condigdes de otimalidade (2.3) satisfeitas. Assim,

o método de Newton ¢ utilizado para determinar a solugao.

O processo iterativo do método de Newton utilizando a funcao F' dada em
(2.5), é dado por:

(karl’ SkJrl’yk‘Jrl’ Zk+17wk+1)t _ ( k7 sk,yk,zk,wk)t + CZk
em que
d" = —[J(z*, s* yF, 2K wh) ) TR (", 85, gk, 2R, k)
e
[ A 0 0 0 |

AT T
0 X" 0
o w0 o0 5% |

~

S O N O
(@]
(@]
o

Ignorando o indice k£ por simplicidade de notacao, temos o seguinte sistema de

equagoes lineares:

A0 0 0 0 dx T
I I 0 0 0 ds T

0 0 A" I —I dy | =1 r |, (2.6)
Z 0 0 X 0 dz Tq

[0 W 0 0 Tldw | | m
ou seja,

Adz =1, (2.7)

dr +ds =1, (2.8)

Atdy + dz — dw = 1y (2.9)

Xdz + Zdx = r, (2.10)

Sdw + Wds = 1. (2.11)

A direcio d, solucdo do sistema (2.6), também é conhecida como direcao afim

escala.
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Resolvendo o sistema de equagoes (2.7) a (2.11) por eliminagao de varidveis,

encontramos a solucdo (dz, ds, dy, dz, dw). Pelas equacoes (2.10) e (2.11), temos:

dz = X Yry — Zdz), (2.12)

dw = S~ (r, — Wds). (2.13)

Pela equacao (2.8), obtemos:

ds = r, — dz. (2.14)

Substituindo ds, dz e dw em (2.9), temos :

Atdy + X N(ry — Zdz) — S~ (ry — W(r, — dz)) = 14
Aldy — X' Zdw — ST Wdr = rg — X g+ Sy — ST W

Assim,

Aldy — (X7'Z + S7'W)dr = rqg— X7y + Sy — S7' W, (2.15)

Definindo D = (X 'Z + S™'W)~! e reescrevendo a equacio (2.15), obtemos:

Aldy — D' e = rg — X 'ra + 87y — STUW . (2.16)

Desta forma, por (2.7) e (2.16), temos um sistema aumentado dado por:

e llE ][
- = : (2.17)
A0 dy Tp

emque 7 =19—X ‘r,— Sy, — ST Wr,.

Eliminando a varidvel dz em (2.17), que é dada por:

dx = D(Aldy — 7),
obtém-se
AD(Aldy — 7) = r,,

ou seja,

ADA'dy = r, + ADF. (2.18)

Como a matriz A tem posto completo, entdo ADA" é simétrica definida positiva e a

fatoragao de Cholesky pode ser utilizada para a resoluc¢ao do sistema (2.18).
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Logo,
dy = (ADA")™Y(r, + ADF). (2.19)

Portanto, a direcao afim escala dos métodos de pontos interiores primal dual é

dada por:

dy = (ADAY Y (r, + AD(rqg — X Y1y + S7'ry — S71Wr,)),

dr = D(Aldy — g+ X Yy — S~y + S71Wy,),

ds =r, —dz,
dz = X Yry — Zdx),

dw = S7Y(r, — Wds).

Para manter o ponto interior em cada iteracao do método de pontos interiores,
o tamanho do passo de Newton, possivelmente de valor 1, necessita ser reduzido. Desse
modo, os métodos de pontos interiores do tipo primal dual sdo métodos iterativos cujo

novo ponto é dado por:

"t =k + ozch:I;k,
sFT = sF 4 ozchsk,
v =yt + aady”,
2P =2k 4 ozdd~zk,
Wkt = wk + agda®,

em que d* = (dz*,ds*, dy*, d=*, dw®) é obtida do sistema linear (2.6). Os tamanhos dos

passos primal e dual, «;, e ayg, respectivamente, sao calculados da seguinte forma:

a, = min{l,Tmax {a b + ade® > 0 e sF + ads® > 0}},
(2.20)

g = min{l,Tmax{a D2+ adZ > 0 e wf 4+ adw” > 0}},

em que 7 € (0,1).
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Considere:

= min
Pz 1<i<n

Ps = Min

p, = min

Pw = min

Podemos reescrever (2.20), como:

Q; = min {L TPz Tps} )
(2.21)

ag =min {1, 7p,, Tpw} -

Variagoes deste método calculam uma combinacao de outras diregoes que
satisfazem sistemas que tem a matriz dos coeficientes de (2.6), como veremos mais adiante

no caso do método de pontos interiores preditor corretor.

Critério de parada

O critério de parada dos métodos de pontos interiores é baseado nas condig¢oes
de otimalidade (2.3).

Sejam €,, €4 € €, tolerancias de factibilidade primal, factibilidade dual e

otimalidade, respectivamente, entao o critério de parada é dado por:

5l _
L+ o] =77
Il
L fu| — "
7%
1+ e =%
kNt Lk kNt, ,k
+
() + (et

1+ |ctak|
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Observacao 2.3.1. Na pratica, geralmente, a factibilidade primal e dual é obtida antes

que a otimalidade seja satisfeita.

2.3.1 Método de pontos interiores preditor corretor

No método de pontos interiores preditor corretor, desenvolvido por Mehrotra
[31], determina-se uma dire¢ao, denominada preditora corretora, que é composta por trés
componentes: direcao afim escala, direcao de centragem e direcao de corre¢ao nao linear. A
direcao afim escala (diregdo de Newton) ¢é encontrada como descrito anteriormente em (2.6).
A direcao de centragem se justifica porque os produtos complementares x;z; e s;w;, que
formam os residuos r, e r,, podem convergir para zero com velocidades diferentes, fazendo
com que o método falhe ou progrida lentamente. Assim, um parametro p é acrescentado ao
residuo das condigdes de otimalidade, de forma que na diregdo obtenha-se x;z; = s;w; = p.
Este parametro é atualizado em cada iteragao e além disso, deve tender a zero a medida
que o método se aproxima de uma solucao. O valor de u é calculado apds o calculo da

diregao afim escala (2.6), avaliando o gap da dualidade,
5 = (x + apdz) (2 + apdz) + (s + apds)t(w + apdw),

que resultaria ao utilizar a direcao afim escala. Caso a reducdo de 7 seja grande em
relacdo a v = 2’z + s'w entdo o valor de p é pequeno, caso contrario, esse valor é grande.
Procura-se, assim, obter produtos complementares mais préximo entre si, ou seja, pontos

mais centrais.

Uma proposta de Mehrotra [31] para o calculo de p é a seguinte:

;5/ p
n= <) ﬂ?
Y
= (3)
emque gt = (— ).
2n
Observagao 2.3.2. Geralmente, o valor de p é 2 ou 3 [31].

Caso um tamanho de passo completo (o, = a4 = 1) seja dado, entdo uma

motivagao para a correcao nao linear é que obtemos a factibilidade primal e dual, isto é,
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sao obtidos 1, = r, = 14 = 0. De fato, de (2.7) - (2.9), temos:

ritl = b — A" = b— A(2F + da*) =k —rh = 0.
PRl — g — g R =y — (2P 4 k) — (F + dsh) =k =k = 0.

phtl — ¢ — AfyPtL L bt — e AN yE 4 dyF) — (2F + d2F) + (0" + dut) =

= c— AlyF — 28 4 wh — Aldyt — d2F + dw® =k -k = 0.
Porém, os novos pares de produtos complementares sao dados por:

(i + dry) (2 + dz) = 232 + 2idz; + zdx; + dogdz;,

(s; + Jsi)(wi + le) = s;w; + s;dw; + wids; + ds;dw;,
emquet=1,..n.
Como segundo (2.10) - (2.11), —x;2; = zidz + zidr; e —spw; = s;dw; + wids;,
segue que:
(i + dz;) (2 + dz;) = didz;,
(s; + Jsi)(wi + cZw,-) = ds;dw;.

Desta forma, como estes valores sao diferentes de zero, uma corre¢ao nao linear

é realizada na tentativa de compensar estes desvios, pois sabemos que rf“ = —DzDze
e ¥l = —DsDwe, em que Dz = diag(dz), Dz = diag(dz), Ds = diag(ds) e Dw =

diag(dw), quando a, = ag = 1.

Em vez de resolver dois sistemas lineares, para determinar a dire¢ao de centra-
gem e corre¢ao nao linear separadamente, apenas um sistema linear adicional é resolvido

para determinar a combinagao dessas duas diregoes, sendo dado por:

A 0 0 0 dz | 0
I I 0 0 ds 0
0 0 A I —I dy | =10 [, (2.22)
Z 0 0 X 0 dz o
0o W 0 0 S || dw | 7

em que 7, = pe — (DxDz)e, 7, = pe — (DsDw)e. Como X, S, Z e W nao sdo alterados
ao calcular a direcao afim escala, podemos observar que temos a mesma matriz do sistema

linear (2.6). Denominamos a diregao d = (Jx,d_s,cZy,d_z, Jw) como direcao corretora.
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Através de eliminagoes de variaveis, encontramos a solucao:

dy = (ADAY'AD(—X ", + S7hy),

dr = D(A'dy + X~ 'r, — S7',),

ds = —dz,

dw = S7' (7, — Wds),

dz = X Y(ry — Zdx).

Entdo, a direcdo preditora corretora é a combinacio das direcdes d e d obtidas

em (2.6) e (2.22), respectivamente, ou seja, d = d + d.

Observacgao 2.3.3. A direcdo d = d + d pode ser interpretada como a solucao do sistema

linear:
[ A 0 0 11 dz ] i T'p
I I 0 ds Ty
0 0 A" I —I dy =1\ rq
Z 0 0 X 0 dz Ty
| 0O W 0 0 || dw | |7y

em que 7y =7, + 7, ey =1y + Tp.

(2.23)

O método preditor corretor com variaveis canalizadas é resumido no Algoritmo
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Algoritmo 1 Método Preditor Corretor

Parametros

7 =0,99995, ), eqeco;

Inicializacao

k=0, (2°s%9° 2% w®), com 2° > 0, s > 0, 2° > 0, w® > 0;

,_)/0 _ (xO)tZO + ($0>tw0;
0

0,0 t,0 0 0
r,=b—Ar" rg=c— Ay — 2" +w,r

Processo Iterativo
i el Irél 7

1. Enquanto (1 Ty >¢g, ou T+ [u] > €, ou T+ ] > g4 OU T+ [oab] > 80) faca

2. Encontre a diregao afim escala d resolvendo o sistema (2.6);

3. Encontre a direcdo de centragem e correcio nao linear d resolvendo

o sistema (2.22);

4. Faca d = d + d;
. Encontre os tamanhos dos passos primal e dual por (2.21);
6. Atualize o ponto
Rl — gk 4 apdx;
M= 6%+ a,dz;

0

w =

u—a° — s

(@)

IR

k+1 k i
y =y + oady;
2= 2R agdz;
W = wk + agdw;

7. Calcule os residuos e 11

T.Ié-‘rl =ph— Al,k-i-l;
+1 t, k+1.
rg T =c— Ay

AR
k+1 _ (o k+13t k+1 k+1yt, k41,
7= @) ()

8. Atualize k = k + 1;
9. Fim enquanto

Observagao 2.3.4. A infactibilidade primal e dual é reduzida por (1 — «,) e (1 — ag),
respectivamente, em cada iteragdo dos métodos de pontos interiores do tipo primal dual.
De fato, de (2.23), temos:

’f’k+1 —b— A$k+1 —p— A(gjk + apdxk) =pH— A;Bk — Oszd.Tk = (1 — Oép)T];.
LR LS e (l,k + apd:ck) _ (sk + apdsk) =

= u—a* — s* — oy (da* + ds*) = (1 - a)rk.

PRl = ¢ — Ay M T = e — ANYR - agdy) — (2F + agdsF) + (WP + agdu®) =

=c— Atyk — bk — ad(Atdyk +d2b — dwk) =(1- O‘d)rs-
(2.24)
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2.3.2 Mudltiplas Correcoes de Centralidade

As multiplas corregbes de centralidade propostas por Gondzio [21] e estudadas
com mais profundidade em [12], consistem em determinar novas dire¢oes de corregoes
resolvendo sistemas lineares do tipo (2.22), com dois propositos: alcangar passos maiores
nos espacos primal e dual e melhorar a centralidade da iterada atual. Dessa forma, ocorre
uma redugao da infactibilidade primal e dual, melhorando a convergéncia. Em [21], Gondzio
enfatiza que as multiplas corre¢oes de centralidade nao tem como meta a reducdo do
gap da complementaridade, uma vez que este é potencialmente reduzido ao obter passos
maiores na proxima iteracdo. Apresentamos a seguir como é realizado o calculo da diregao

de correcao de centralidade.

Considere a direcao preditora d, sendo a direcao preditora corretora d. Suponha
que os maiores tamanhos de passos (q, e a4) que podem ser dados nesta direcao d e
que mantém o ponto interior tenham sido calculados. Como o propodsito das multiplas

correcoes de centralidade é aumentar os passos, entao é tomado
&, =min{o, + 06,1} e ag = min{ag+ 0,1}, (2.25)
para ¢ € (0,1) e o seguinte ponto é avaliado:

T =x + qpdux;

=5+ dchs;

VAR

zZ+ ddcz,z;

Y
I

w = w—l—&dciw.

Como esse novo ponto, dificilmente os produtos complementares X Ze e SWe sdo iguais a
it Além disso, possivelmente Z, 5, Z e w violam a nao negatividade, gerando componentes
negativas nos produtos complementares. Assim, uma dire¢ao de correcao é calculada para
compensar esses desvios, movendo o ponto de forma que, os produtos complementares

satisfacam

em que ¢ = 1,...,mn, ou seja, o ponto esteja na vizinhanga da trajetéria central.

A direcdo d é obtida resolvendo o seguinte sistema linear:

[ A0 0 0 |[ dz] [ 0 ]

I I 0 0 ds 0

0 0 A" 1 —I dy | =10 [, (2.26)
Z 0 0 X 0 dz Ta
0 W o 0 S || dw | N
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em que 7, 7, € R", para [l = 1,...,n sdo dados por:

( — ~ ~ ~ o~ —
ou— T2, se Tz < op

(Fa)l = A O'_lﬂ—i’lfl, Se i’lfl = O'_lﬂ

0, caso contrario,

\

(2.27)
( aﬁ—élwl, se gﬂz)l<0'ﬂ

— 717 ~ o~ ~ o~ 717
(1)1 = o 'f— 38w, se §w =0 [

0, caso contrario,

em que o € (0,1).

O sistema linear (2.26) ¢é similar ao (2.22), somente sendo alterados os valores
de 7, e 1. Assim, s@o resolvidos de maneira analoga, utilizando eliminagoes de variaveis, e

a fatoracao de Cholesky ja calculada de ADA?! para determinar dy.

A direcdo final é dada por d = d + d. Os tamanhos dos passos sdo calculados
para a direcdo d. Caso os valores sejam aumentados, dentro de uma certa tolerancia
estabelecida, entdo o ponto é atualizado. Caso contrario, utiliza-se somente a direcio
preditora corretora calculada no método preditor corretor. Pode-se realizar mais de uma
correcdo, nao havendo a necessidade de atualizar o ponto e tomando a direcao preditora d
como a diregao d. O processo é repetido até que um ntimero maximo de corregoes seja

atingido [21] ou finalizado se nao ocorrer um aumento no tamanho dos passos.

Essa abordagem nao altera os resultados de complexidade polinomial obtidos

em [40], assim obtém melhores resultados na pratica mantendo os resultados teéricos [12].

As multiplas correcoes de centralidade sdo dadas resumidamente no Algoritmo
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Algoritmo 2 Muiltiplas Corregoes de Centralidade

Entrada
(x,8,y,2z,w) e (dr,ds, dy, dz, dw);
Parametros
6, Bmim 6maxa O'GK;
Inicializagao
k= 0;
(Jx, ds,dy, dz, Jw) = (dx,ds,dy,dz, dw);
Encontre «, e oy dados em (2.21)
Processo Iterativo
1. Enquanto k < K faga
2. Encontre &, e a4 dados em (2.25);

3. Calcule
T =2+ dpdx;
5= s+ qpdz;
Y =y + aqdy;
Z =2z 4+ agdz;

W= w + qgdw;
. Encontre a direao de corregdo d resolvendo o sistema (2.26);
. Faca d=d+ J;
. Encontre os tamanhos dos passos primal e dual, &, e ay;
.Se &y = oy + 00 e &g = g + 00 entdo
(czx,cis,czy,czz,ciw) = (cfm,czs,czy,czz,czw);
k=Fk+1,;
8. Caso contrario
(dzx,ds,dy,dz,dw) = (Jx,ds,dy,dz,de);
termina o processo iterativo
9. Fim se
10. Fim enquanto

~ O Ot &~

O maior esfor¢o computacional, em cada iteragdo, do método de pontos interi-
ores preditor corretor estd na resolucao dos dois sistemas lineares com a mesma matriz
dos coeficientes, para determinar a direcao. Utilizando eliminagoes de variaveis, temos o
sistema de equagbes normais e uma abordagem muito utilizada para resolvé-lo é a fatoragao
de Cholesky. Para muitos problemas, esta fatoragao é muito cara, gerando um alto custo
computacional em cada iteracdo. Ao utilizar as multiplas corregoes de centralidade, o
método preditor corretor obtém uma direcao de busca que possibilita que o método prossiga
na vizinhanca da trajetoria central, que tamanhos de passo maiores sejam dados e que
uma melhoria na convergéncia seja obtida. Dessa forma, muitos pesquisadores consideram
essa variacao dos métodos de pontos interiores a mais eficiente. Buscando uma outra
abordagem para a melhoria do método preditor corretor, além das multiplas correcoes de

centralidade, apresentamos no capitulo seguinte a iteracao continuada.
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Capitulo 3

Iteracao Continuada

A iteragdo continuada consiste em determinar uma nova direcao para o método
de pontos interiores a fim de reduzir o niimero de itera¢oes necessarias para obter uma
solucao 6tima do problema e, consequentemente, diminuir o tempo computacional total
de resolugdo. A nova dire¢ao é obtida combinando a dire¢do de busca do método com
a direcdo continuada a ser calculada. Como, em cada iteracao dos métodos de pontos
interiores, as infactibilidades primal e dual sado reduzidas por (1 — ;) e (1 — ay), a
proposta é determinar uma dire¢ao continuada com menor alteracao possivel em relacao
a direcao de busca d. Isso permite aumentar o tamanho dos passos dados nesta direcao,
reduzindo as infactibilidades. A proposta inicial da iteracao continuada foi desenvolvida
para o método dual afim escala [34] e depois estendida para o método de pontos interiores
preditor corretor [4]. Neste tltimo caso, uma diregdo continuada é calculada com as
mesmas caracteristicas da direcao preditora corretora, resolvendo os dois sistemas lineares,
porém de forma aproximada. No calculo desta direcao continuada, embora seja utilizada a
fatoracao de Cholesky ja calculada, para alguns problema de grande porte pode-se elevar
o custo computacional, uma vez que mais sistemas lineares devem ser resolvidos. Neste
trabalho, propomos novas dire¢oes continuadas que exigem menor esforco comparado a
dire¢do desenvolvida em [4], sendo utilizadas com o método de pontos interiores preditor
corretor com as multiplas corre¢oes de centralidade. Como ao utilizar as multiplas corre¢oes
de centralidade determinamos um ponto préximo da vizinhanca central e nao desejamos
que isso seja perdido ao utilizar a iteragao continuada, entao a utilizamos apds o cédlculo

da direcao preditora corretora.

Para apresentar as dire¢oes continuadas, necessitamos das componentes de
bloqueio definidas a seguir, pois somente quando elas existem é que o passo maximo nao

foi dado, podendo dessa forma ser aumentado.
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3.1 Componentes de Bloqueio

As componentes de bloqueio sao as componentes que indicam quanto o tamanho

do passo completo de Newton deve ser reduzido para manter o ponto interior.

Sejam o ponto e a dire¢ao preditora corretora na iteracao k do método dados

por (zF, 5% o 2 wk) e (do*, ds*, dy*, d=", dw®). Considere:

k k k k

_ : S _ : Ay Wiy
h, = min — = e hg= min — T T (o

helylels ( dxy~  dsj, IseLslacLy ( dzp,  dwy,

em que

k k
Ly = argmin {—dxxlk\xf +drf < O} , L3 =argmin {—;lk|zlk +dzf < O} ,

1<i<n l 1<i<n 2

k k

. S . w

L2 = argmin ——lk ’5? —+ dséC <0 , L4 = argmin ——lk\wl’“ + dwf <0;.
1<i<n dSl 1<i<n dwl

Considere ¢; a cardinalidade de Ly, ou seja, ¢, = |L|, para t = 1,2,3, 4.

Se h, = —xfl /da:fl, entdo L1 é o conjunto das componentes de bloqueio no
espaco primal que estdo na direcdo dz*. Se hy = —sfz /dsfz, entao Lo ¢ o conjunto das

componentes de bloqueio no espaco primal que estdo na direcio ds”.

Os conjuntos das componentes de bloqueio no espago dual sao definidas de
forma similar. Se hy = —zﬁ /dzl’z , entao L3 ¢ o conjunto das componentes de bloqueio
no espago dual que estdo na direcio dz*. Se hy = _wz]i /dwﬁ, entao Ly é o conjunto das

componentes de bloqueio dual que estdo na direcao dw”.

Dados os conjuntos das componentes de bloqueio L;, definimos as matrizes
E; € R™% formadas pelos vetores candnicos nas colunas e com valor um na posi¢ao I,
para todo [ € L;, desde que L; seja conjunto das componentes de bloqueio. Observe que E;
corresponde a F,, F,, F, ou F,, parat = 1,...,4, respectivamente. Utilizaremos adiante

estas matrizes para determinar as dire¢oes continuadas.

Com os conjuntos das componentes de bloqueio definidas, podemos reescrever

o tamanho de passo dado em (2.21) como
a, = min{l,7h,},
ag = min {1, 7hs} .
Dessa forma, se existirem as componentes de bloqueio, os tamanhos dos passos maximos

que podem ser dados sao:
ap=7hy, <1 e og=7hy<1,

mantendo interiores todas as componentes do ponto. Porém, para as componentes que

nao realizam bloqueio poderiamos aumentar o tamanho de passo, tomando

a,+90,<1 e ag+ds<1,
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para 9, > 0 e 64 > 0, ainda mantendo o ponto interior. Dessa forma, com a iteracao
continuada no caso do ponto primal, buscamos encontrar o seguinte ponto

( . .

xﬁ + Q;dxﬁ, sel = [y € Ly realizou bloqueio em dz*:
Akt

l'l - <
[ 2) + sz:cf, caso contrario;

(3.1)

( . .
si + QIl,dsZ, sel = Iy € Lyrealizou bloqueio em ds*:

gt = <
ko 27k
L s +0,ds), caso contrario;
1 _ 1 2 _ 2 1 2 _
em que 0, = a, —0, < oy e, =a,+0,>a, sendod, =>0ed, >0, paral=1,...,n.

Podemos reescrever (3.1) como:

L gk 0> (de — E,ELdx) + 0, E, E.dx,

§H = &% 4 62 (ds — E,E'ds) + 0 E,Eds,
ou

01
g =2k 1 0 [1 — ( — p) EmEt] dr,
02 z

01
e [[ — ( — p) EsEt] ds.
02 ®
P
O mesmo ocorre para as demais variaveis z e w, que podem ser escritas como:
91
gl = ok g2 [I - ( — g) EZE§] dz,
03
(3.3)

1
DF = wk + 63 [1 — ( — Zg) EwEfU] dw,
d

em que 0 = ag — 0y < ag e 05 =ag+6; > ag, sendo 6 =0 e §; > 0.

Como a variavel y é livre, o tamanho de passo pode ser aumentado sem restricao,

sendo dado por:
G = yF + 05dy. (3.4)

Os valores de (511,, 512,, 65 e 07 dependem de qual forma de utilizacdo da direcio
continuada estamos considerando. Antes de apresentar as formas de utilizagdo, apresenta-

remos as dire¢des continuadas propostas e depois como utiliza-las para obter os tamanhos
de passos (3.2) e (3.3).

Neste trabalho, consideramos que existe ao menos uma componente de bloqueio
em cada espaco, primal e dual, ou seja, h, # J e hy # J. Optamos, dessa maneira, por

um avango nos espagos primal e dual, para facilidade de exposicao das ideias.
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3.2 Direcoes Continuadas

A,

As diregbes continuadas (d) devem proporcionar a menor alteragao possivel
em relagao a direcao preditora corretora d, de modo que a combinacao, d + &Z, 6>0
possibilite encontrar as varidveis dadas em (3.2) e (3.3). Como a diregao d é solugdo tinica
do sistema linear (2.23), entao calculamos d como solucao aproximada deste sistema linear.
Além disso, como nao pode ocorrer aumento no passo das componentes de bloqueio na

direcao d, devemos ter

Eldr =0, E'ds=0, (3.5)
Eldz=0 e E!'dw=0. (3.6)

Apresentamos a seguir, as propostas para as dire¢des continuadas.

3.2.1 Direcao preditora corretora continuada

A direcao preditora corretora continuada proposta em [4] procura calcular uma
direcao d muito préoxima de d. Entao, determina d resolvendo aproximadamente os mesmos
sistemas lineares (2.6) e (2.22), que permitiram calcular a diregdo d. Assim, no célculo
dessa diregao, determinamos uma direcao afim escala e depois uma direcdo de centragem

e corre¢ao nao linear, conforme descrito a seguir.

Calculo da direcdo afim escala continuada

A direcao afim escala continuada, d, deve ser solugao aproximada do sistema

linear que determina a dire¢ao afim escala (2.6), ou seja,

A0 0 0 0 ][ doe] [, |
I I 0 0 0 ds Tu
0 0 A I —I dy | ~| ra |, (3.7)
Z 0 0 X 0 dz T
0o W o 0 S || dw |y |

em que dz,ds,dz e dw € R", dy € R™. Além disso, d deve satisfazer

Eldr =0, E'ds=0, (3.8)
Eldz=0 e FE!'dw=0. (3.9)

Para encontrar d, primeiramente, determinaremos dz utilizando um problema

auxiliar, com a equagio Adz = r,, do sistema linear (3.7), com (3.8) e (3.9).

Observacao 3.2.1. Quando E; nao estd definido, f; para t = x,s, também nao esta
definido. O mesmo é valido para o vetor g. Além disso, caso haja somente uma componente

de bloqueio no espago primal, f é um escalar. O mesmo é véalido no caso dual.
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Formulamos um problema auxiliar da seguinte forma:

1 1~
min §|\D_§d:v - D_%d[EH2

Eldx = f
chzx =g,

emque D= (X"'Z+S'W),
Ez:[Ex Es:la Ej:[Ez Ew:|7

_| S
-1

ara f, € R", f, e R2, g, € R® e g, € R*. Na funcao objetivo, introduzimos a matriz
p g g ¢ J

(3.11)

Dz para obtermos a matriz AD A" na resolucdo do problema. Desse modo, a fatoracio de
Cholesky ja calculada é novamente utilizada para resolver os sistemas lineares envolvidos.

Os valores de f e g sao determinados a seguir.

a) Determinando o valor de f = [f% f{]".

e Devemos ter E'dz = 0 entdo f, = 0.

e Para obter E'ds = 0, devemos encontrar os valores das componentes E’dx corres-

pondentes. De (3.7), temos a relacao:

dr = ru—Js.

Logo,
El'dr = E'r, — E'ds.

Como E'ds = 0, devemos ter:

fs = Eldx = E'r,.
b) Determinando o valor de g = [¢, ¢%]".

e Para que EicZz = (, encontramos o valor da componente Ech:E correspondente pela
equacao Zdr + Xdz = r, de (3.7). Usando (2.5), temos:

dr = Z7Yr, — Xdz) =
=7 Y -XZe— Xdz) =
= —Xe - Z'Xdz.
Entao,

Eldr = —Elz - E'Z'Xdz =
— —Elx — E'Z7'XE.E'dz.
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Como E'dz = 0, devemos ter:

g. = Eldr = —FE'x.
e Para que E!dw = 0, encontramos o valor da componente E!dz correspondente
através das equacdes Wds + Sdw = r, e dx = r, — ds de (3.7). Usando (2.5), temos:

ds =W, — Sdw) =
— WY (=SWe — Sdw) =
= —Se — W' Sdw.

Logo,

Elds = —E's— E.W™'Sdw =
= —E's — B} W 'SE,E! dw.

Como E dw = 0, devemos ter:
Elds = —E's.

Além disso, como temos dz = r,, — ds, multiplicando essa equacao por E,, e substi-

tuindo o valor de E! ds encontrado, obtemos:

Juw = Efvcix = B! (r, + s).

Logo, o problema auxiliar para determinar dz é dado por (3.10), em que

0
_ 3.12
B (3.12)
g = . :
| Ey(ru +5)

Observacao 3.2.2. As componentes de bloqueio devem ser diferentes entre si, pois, por
exemplo, caso 3 realizasse bloqueio na direcao dxr e dz, teriamos no problema auxiliar
dxg = 0 e dvg = —xg, o que nao pode ocorrer. O mesmo pode ser verificado com as

componentes de bloqueio na direcao ds e dw.

Como este é um problema quadratico, utilizamos a func¢ao Lagrangiana para

encontrar a solucado. A funcao Lagrangiana é dada por:

5 1 ~ 1 ~ 1 ~ ~ ~
l(dx,v,p,q) = 5(D_%dm—D‘ﬂlac)t(D_%dx—D_de)—i—vt(Adx—rp)+pt(Efdx—f)+qt(EJt-dx—g),
(3.13)
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em que v = (v1,V2,...,0,) ER™epe RITE ge RBTH,

Pela condicao necessaria de primeira ordem, temos VZ(CZ;U, v,p,q) =0, ou seja,

(D7'de — D7 'dz + A'v + E;jp + Eiq=0 (3.14)
Adz —r, =0 (3.15)
3 ~
Eldr — f=0 (3.16)
e
| Ejdz — g = 0. (3.17)

Inicialmente, vamos considerar que existe somente uma componente de bloqueio
¢ no espago primal e outra j no espago dual. Dessa forma, F; = ¢;, I; = ¢; e p, ¢ sao

escalares.

Por (3.14),
D7 'dx = D7 'dx — A'v — pe; — qe;.
dr = dx — DA% — pDe; — qDe;.
Logo,
dr = dx — DA% — pdje; — qd;je;. (3.18)
Por (3.15) e (3.18),

rp, = Adr = Adx — ADA% — pdy A; — qdj; A;.

Como 7, = Adz, temos:

Visto que a matriz ADA" é simétrica definida positiva, entdo:

Por (3.16) e (3.18),

Substituindo o valor de v em (3.20), temos:

(23 3

Logo,

22
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Entao,
- . At A Y
. dr; — f + qd;;d;; A{(ADA") 1 A; (3.21)
Por (3.17) e (3.18),
g = Cij = dxj - djjAé’U - dej. (322)
Substituindo o valor de v, dado por (3.19), em (3.22) temos:
Logo,
g = daj + pdyd;; AS(ADAY) P A; + qd3 AL (ADAY) A — qdy;. (3.23)
Considere:

Reescrevendo (3.23) e substituindo o valor de p, dado por (3.21), obtemos:

g =dz; + [ (= dlﬁ-;] ]] disd;i0i + qd3;0; — qdj.
dz; — f)d;:0;: qdiidz.ef.
g = du; + [( T _J;?.QJ.J J] [ g | et — ads.
Assim,
d..d2.02 (dx; — f)d;;0:;
g | 22T 2 . = drs — : SAL 24
Seja:

dsid; ;0%
E=1- [1 _Zeﬂ] —dj;0;.

Reescrevendo a equagao (3.24), temos:

(d$i - f)djjeij
1 —d;;0; .

qd;;§ = drj — g + l

Logo,
oy — g + [t

d;;€

q:
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Entéo, teremos 2 sistemas lineares envolvendo a matriz ADA" no célculo de

dzr. Sdo eles:

v = (ADAt)ilAZ
Vo = (ADAt)_lAj.

Considere agora o caso geral em que podemos ter mais de uma componente de

bloqueio primal e/ou dual.

Por (3.14),
D7 'dx = D7 'dz — Alv — E;p — Eiq.
Logo,
dr = dr — DA'v — DE;p — DEjq. (3.25)
Por (3.16) e (3.25),
f = Eldx = Eldx — E!DA'v — E!DE;p, (3.26)
pois EfDEj = (0. Entao,

E'DEjp = Eldx — f — E!DA".

Temos que D, = EfDEZ- é uma matriz diagonal de ordem (q; + ¢2) % (1 + ¢2)

sendo (d;); = dy, em que [ é a componente que realiza bloqueio no espago primal

(le Lie/oul € Ly). Como D; é uma matriz diagonal ndo nula, entdo existe D;'. Assim:

p=D;'(Elde — f — E!DA%). (3.27)

Por (3.17) e (3.25),

g = Eidr = Edx — E;DA'v — E;DEjq. (3.28)

Temos que D; = E;DE;, é uma matriz diagonal de ordem (g3 + q4) % (gs + q4)

sendo (d;)y = dy, em que [ é a componente que realiza bloqueio no espaco dual (I €

Lse/oul e Ly). Assim, Dj ¢ uma matriz diagonal nao nula, logo existe [)j_l, entao:

q= D;l(Eid:c —g— EDA"). (3.29)

Por (3.15) e (3.25),

rp = Adx = Adr — ADA'w — ADE;p — ADE;q.

Como r, = Adzx, temos:

ADA'w = —ADE;p — ADEq. (3.30)
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Substituindo os valores de p (3.27) e ¢ (3.29) em (3.30), obtemos:

ADA = —ADE;D;'(Eldz — f — E!DA") — ADE;D; " (E;dx — g — E;DA") =

= [ADE;D;'E!DA" + ADE'D;"E;DA"\v — ADE;D; " (E}dx — f)—
—ADE;D; ! (Eydz — g).

(3.31)
Logo,
[ADA" — A(DE;D;'E{D + DE!D;'E;D)A"lv = —ADE;D; " (Eldz — f)—
—ADEij*l(Ejdx —g).
Considere:
D = DE;D;'E!D + DE!D;'E;D. (3.32)
Entao:
[ADA' — ADA"v = —ADE;D; '(Eldx — f) — ADE;D; ' (E;dz — g). (3.33)
Temos que:

D = diag(1/(d;)u), 1 =1, ..., (q1+q2) e ljj_l = diag(1/(d;)u), 1 =1, ..., (g3+qu).

Logo, lA?z = DEiﬁflEfD ¢ uma matriz diagonal de ordem n x n sendo que:

N d [ realiza bl i imal;
(di)”:{ u, se l realiza bloqueio primal; (3.34)

0, caso contrario,

em que !l = 1,...,n. Da mesma forma, ﬁj = DE’jﬁj_lE;D ¢ uma matriz diagonal de ordem

n x n sendo que:

(cij)” _ { dy, se l realiza bloqueio dual, (3.35)

0, caso contrario,
emquel=1,..,n.

Podemos expressar D; e D; como:
D; = E;D,E",
3 3 t
D; = E;D,E!.
Assim, podemos reescrever (3.32) da seguinte forma:

D = E;D;E! + E;D,E! = EDE", (3.36)
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em que
- D; 0
E-|E E|eD- 2l
0 D,

Substituindo (3.36) em (3.33), temos a seguinte matriz de coeficientes:
ADA'— ADA' = ADA' — AEDE'A".

Observacao 3.2.3. A matriz D = D — D é uma matriz diagonal formada pelos elementos

da matriz D exceto que (d); = 0 se | é componente de bloqueio primal ou dual. Na

prética, é improvavel existirem inimeras componentes de bloqueio, de forma que ADA! =
ADA" — AD A" é nao singular.

Pela Férmula de Sherman-Morrison-Woodburry, se U e V' sdo matrizes de
ordem n x k tais que (I + V'C'U)™! existe, entdo:

1

(C+uv) " =ct—cU (1+VieTto) T vie (3.37)

Assim, retornando & equacdo (3.33), como a matriz ADA" é simétrica definida

positiva e admite a fatoragdo de Cholesky, tomando
U=—-AED?,

V = AED?,

e considerando B = ADA" e I a matriz identidade de ordem (q; + ¢z + ¢3 + q4), pela

férmula (3.37), temos que:

Observacao 3.2.4. Como ADA' = ADA'—ADA' é nao singular, entao <I — D%EtAtB’lAED%>
¢ nao singular. Para calcular a matriz inversa desta matriz simétrica e indefinida pode ser
utilizada a fatoragao de Bunch-Parlett [8] do tipo LDL!, em que D é uma matriz bloco

diagonal, com blocos 1x1 e 2x2.

Dessa forma, a solugao para (3.33) é dada por:
~ ~ ~ -1 _
v=— [B—l + B'AED:? (1 - D%EtAtB—lAED%) DéEAtB—l] o, (3.38)

em que w = [ADE,;D;(Eldx — f) — ADEij(E;fda: -9)].

Assim, temos o seguinte sistema linear a ser resolvido:

v, = B~ 1w,
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=

e para cada coluna A; da matriz A = AED2, 1 =1,...,(q1 + ¢2 + ¢s + q4), no célculo de

(I — D2E'A'B"YAED?)™", resolvemos:
v = BT'A,
ou seja, teremos no total (¢ + g2 + g3 + g4 + 1) sistemas lineares a serem resolvidos com a

matriz B = ADA", no célculo de v.

Portanto, a partir de (3.13), encontramos dz, um ponto critico para l(d~x, U, D, q)-
Analisaremos a matriz Hessiana da funcao Lagrangiana neste ponto, para verificar que dz

¢ o minimo para (3.10).

Counsidere:
f(dr) = S|D"4de — Db,
h’tl( ~$) = d~xt1 - (f)tl’
htz( Nm) = ~xt2 - (g)tzv
ge(dz) = Apdx — (1)1,

em que Ay é alinha k damatriz A, 1<k<m,1<ti <qg+qpel <ty <qg+qs Entdo,
a matriz Hessiana de I(dz, v, p,q) é dada por:

q1+q2 q3+q4

L(dz) = F(dz) + iuka(ch) + > puHy(de) + ) g H,(d),

k=1 t1=1 to=1

em que F(dz), Gy(dz), Hy, (dz) e Hy,(dz) sio matrizes Hessianas de f(dz), gi(dz), he, (dz)

e hy,(dz), respectivamente.

Temos que:
CZZEl — d.I‘l
~ CZZ'Q — d.CEQ ~ ‘ ~ ~
Vf(dz) =D : , Var(dx) = (Ag)', Vhy (dx) = ey, Vhy,(dx) = ey,.
ci:cn —dz,
Logo,

F(Ja:) =D, Gk(cim) = Htl(dx) = Hy,(dx) = Opxn,

paratodo 1 <k <m, 1 <t; <q +q el <ty <qs+q. Assim, L(dz) = F(dx). Como
F (czx) é definida positiva para todo valor de dz, temos que dz é um ponto de minimo

global. Portanto, a direcdo dz encontrada é a solu¢do minima do problema.

Retornando ao sistema (3.7), encontramos as diregoes:

ds = r, — dz,
dz = X Y(r, — Zdz),
dw = S~ (r, — Wids).
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Além disso, encontramos a equacio Aldy = rq — dz + dw que, multiplicando por D2 e

resolvendo por quadrados minimos, resulta em:

dy = (ADAY Y AD(ry — dz + dw).

Direcdo corretora continuada

Calculando a pertubagao pu, realizando a correcao nao linear e resolvendo o
sistema linear (2.23) aproximadamente, com Eic?x =0, Ezczs =0, Echz =0e Efuciw =0,
determinamos a direcao preditora corretora continuada d. Entao, a direcao d satisfaz

aproximadamente o seguinte sistema linear:

_ — — N — — —

A0 0 dx Tp
I I 0 0 0 ds T
0 0 A I -—I dy | ~| rq |, (3.39)
Z 0 0 X 0 dz T
0o wo 0 S || dw| N

em que dz,ds,dz e dw e R™, OZy e R™,
Eldr =0, E'ds=0

Ezczz =0 e Efuciw =0.

De modo andlogo ao sistema (3.7), primeiramente, determinarmos dz utilizando

um problema auxiliar do tipo (3.10), sendo os valores f e g determinados a seguir.

a) Determinando o valor de f.

e Para obter Eicf:c = 0, tomamos f, = 0;

e Para que E'ds = 0, devemos encontrar o valor da componente E'dx correspondente.

De (3.39), temos a equagao:

dr = ru—cis.

Logo,
Eﬁa?m = E'r, — Eﬁcis

Como Eﬁds = 0, devemos ter:

fs = Etdz = E'r,.

b) Determinando o valor de g.
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e Para que E:‘,cfz = 0, encontramos o valor da componente E.dx correspondente pela
equacdo Zdx + Xdz = r,. De (3.39) e (2.23), temos:

dz —ers dz) =

Logo,

Eldr =

Zl
—Xe—Z7'Xdz+ Z N (pe —

(

Z Y ry + e—DDe—Xdz)
Z Y =XZe + pe — DyD.e — Xdz)
(=

XZe — Xdz) + Z7 (pe

D) -
b.b.0)

—E'Xe— E'Z\XE.E'dz + E'Z e — E'Z7'D,E.E'D.e.

Como E'dz = 0, devemos ter:

g=FE'dr = —FE'z+ E'Z 'ye — E'Z7'D,E,E'dz.

Ja que temos Eiczz = 0, segue que:

g. = —FE'x + uE'Z "e.

e Para que Efuciw = 0, encontramos o valor da componente Efucix correspondente
através das equacoes Wds + Sdw = r, e dz = 1, — ds de (3.39). De (2.23), temos:

/\

Entao,

W=
W=
=W"

-1

(ry — Sdw) =

1(rb+,ue—D Dye — Sdw) =

Y(—SWe + pe — DyD,e — ScZw) =
Y(—SWe — Sdw) + W (e — DyDye) =

—Se — WSdw + W (e — D Dye).

E'ds = —F'Se— E' W™ 'SE,E!dw+ E' W e — B8 W' D,E,E! d,.

Como Efucfw =0 e E' dw = 0, devemos ter:

E'ds = —E' Se + uE! W™ 'e.

Como dx = r, — ds, entdo E'dr = E'(r, — ds). Substituindo o valor de E'ds

encontrado, obtemos:

Juw = Efu(ja: =Elr, +ESe—pE.W™!
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Logo, o problema auxiliar para determinar dz é dado por:

1 N
min §|\D_%dx - D_%dxH2

s.a ACZZC =7y (3.40)
Eidx = f
E;Jx =g,
em que
0
fo= i, ] :
) (3.41)
| —EatuEZ e
9= Elr, + E!Se — uE! Wle ]

Observe que o problema (3.40) é similar a (3.10), sendo alterados apenas os

valores f e g. Logo, calculamos dz da mesma forma, obtendo a seguinte solucio:

dr =dx — DAY — DE;p — DEjq,
p = (EfDEi)_l(Efdx — f— E!DA"),

q = (E'DE;) ' (Ejdz —g— E!DA"),

@ = |[ADE;D;(Eldx — f) — ADE;D;(E!dx — g)] .

Neste caso, é necessario somente resolver novamente o sistema linear envolvendo
amatriz B~' = (ADA")™!, para calcular o, = B!, j& que f e g sdo alterados. Os sistemas
. _ 1% . . , ~1 _ S o
lineares v, = B~ A;, que sio resolvidos no célculo de (I —D2E*A'B~'AED?2)™!, na direcao

preditora continuada, ndo sdo alterados. Assim, nao é necessario resolvé-los novamente.

Retornando ao sistema (3.39), encontramos as diregoes:

A A

ds = r, — dz,
dz = X '(ry — Zdx),
dw = S~ (r, — Wds).
Além disso, encontramos a equacao At(jy =ry—dz + dw que, multiplicando por D? e

resolvendo por quadrados minimos, fornece a solugao:

dy = (ADAYYAD(rq — dz + dw).
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Portanto, a dire¢ao preditora corretora continuada é solugdo do seguinte sistema

linear: B L B B B B
A0 0 0 O dx Tp
I T 0 0 0 ds T
0 0 A I -—I dy | = ra [+ s |, (3.42)
Z 0 0 X 0 dz Ty
0o w o 0 S || dw | L | [ 0]

em que r3 = rq — Athy —dz + d;vu, ou seja, o residuo da projecao de quadrados minimos.

3.2.2 Direcao Moderada

A direcao continuada d, definida nesta subsecao, ¢ determinada de forma
que a alteracao para a direcao preditora corretora d calculada seja a menor possivel.
Assim, o sistema linear (2.23) que calcula a dire¢do d é resolvido novamente, de forma
aproximada, para determinar d. Além disso, devemos ter Eicix =0, Eﬁcis =0, Eicfz =0e
Efﬂdx = 0. A proposta dessa direcao é similar & direcao preditora corretora continuada,
porém acreditamos que nao é preciso calcular uma nova direcao do tipo preditora corretora,
pois ja temos d que é uma direcao deste tipo. Assim, somente um sistema linear adicional
é resolvido para determinar d. Esta direcao continuada é denominada moderada, sendo

solucdo aproximada do sistema linear (3.39).

Assim, calculamos a direcao moderada da mesma forma, utilizando o problema

auxiliar (3.40) em que D = (X~ 'Z + S7'W)™; dz, dz € R™; E; € R0+ ¢ F; ¢

R”X(QS+q4);

[0
f - E‘zru ] )
| Bz,
g Elr,—E.W™lr, |

A solugao é dada por:

dr = dr — DA — DE;p — DE;q,
p = (E'DE;) Y (Eldx — f — E!DA"),

q = (E;DE]-)—l(E;dx —g— E!DA),

v =—|B '+ B YAED

Nl=
~
|
=
S|
b
=
.
ey
o
NI
|
i~
sl
N
=
|

w = [ADE;D;(E!dx — f) — ADE;D;(Eldx — g)] .
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Como visto na Subsecao 3.2.1, no caso de haver somente uma componente de
bloqueio primal e dual, dois sistemas lineares adicionais envolvendo a matriz AD A" sdo
resolvidos no calculo de v. No entanto, no caso em que ha mais de uma componente de
bloqueio em cada espago, temos (g1 + g2 + g3 + ¢4 + 1) sistemas lineares adicionais a serem

resolvidos.

As demais diregoes sao dadas por:

ds = r, —dzx,

A

dz = X V(r, — Zdz),
dw = S (r, — Wds),
dy = (ADAY YAD(rq — dz + dw).

A direcao moderada pode ser interpretada como solugao do sistema linear

(3.42), em que r3 é o residuo da projecao de quadrados minimos para determinar cZyk.

3.2.3 Direcao Simples

Sejam a diregao preditora corretora (d) e as matrizes E,, E,, E, e E, ja
determinadas. A dire¢ao simples d é a mesma d, porém fixando em zero as componentes de
bloqueio da direcao d, ou seja, considerando Eiczat =0, Ezcis =0, Eiciz =0e Efccfa: =0.

Assim, a direcao d = (cix, cis, cZy, cZz, cZw) é determinada da seguinte forma:

dr = dr— E.E'dzr,
ds = ds— E,E'ds,
dz = dz— E,Eldz,
dw = dw— E,E!dw,

dy = dy.

Para determinar a dire¢ao simples nao ¢ necessario resolver sistemas lineares

adicionais com a matriz AD A", ao contrario da direcdo moderada. Além disso, esta direcdo
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pode ser interpretada como a solucao do seguinte sistema linear:

A4 0 0 0 0][ dz] K AE,E!da

I I 0 0 0 ds T E,Eldx + E,E'ds

0 0 A I —I dy | =|re |-| E.E'dz—E,E'dw

Z 0 0 X 0 dz re ZE,E'dx + XE.F'dz
oW 0 0 S || dw | | | WE,Elds + SE,E! dw |

Portanto, propomos dire¢oes continuadas d como soluc¢oes aproximadas do

sistema linear que possibilitou o célculo da direcao preditora corretora, ou seja:

A 0 0 0 0]/ de] KN
I I 0 0 0 ds T Ty
0 0 A I —I dy | =1 ra |+ r |,
Z 0 0 X 0 dz Ty T4
| 0O W 0 0 S__cfw_ | | 75 |
com Eici:c =0, Eﬁczs =0, Eiafz =0e EfUcZw = 0.

Logo, as solucoes d sdo dadas da seguinte forma:

(dz,ds) = (dz,ds) — (E,Eldx, E,Elds) + (€, €,),

(3.43)
(dy,dz,dw) = (dy,dz, dw) — (0, E.Edz, E,E dw) + (€, €, €u),
em que €, €, €, €, € R", Ele, =0, E'e, =0, E'e, =0 e Ele, = 0.
No caso da dire¢cao moderada, temos |ry| = |72 = |ra| = ||rs] = 0 e |r3] # 0.

Além disso, €] # 0, |es| # 0, |e.|| # 0, ||ew| # 0. Por outro lado, na diregao simples,
temos |11 # 0, ||ra] # 0, |rs]| # 0, [ral| # 0, |75] #0 e e, = €5 =€, = €, = 0.

3.3 Formas de utilizacao da direcao continuada

Com as dire¢oes continuadas definidas, apresentamos duas formas de utiliza-las
e avaliamos o novo ponto ao utilizar a nova direcao resultante da combinagao da direcao
preditora corretora e a direcao continuada para obter os novos pontos primal e dual dados
em (3.2) e (3.3). Se uma melhoria no método é obtida, a dire¢do continuada é utilizada e,
em seguida, as multiplas correcoes de centralidade sao realizadas, as quais fornecem mais

um possivel aumento dos tamanhos dos passos.

3.3.1 Forma avancada

Na forma avancada, avaliamos o novo ponto resultante ao utilizar uma nova

direcao d, dada pela combinagao da direcao preditora corretora e a direcao continuada
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(d = d + d) da seguinte forma:
(2L 85N = (2, ) + ay(da® + da®, dst + dsb),
(3.44)
(9L, 2R Ry = (yF 2R W) + ag(dy® + dyF, d2 + d2F, dw® + duw®).

Para a direcio d dada em (3.43), obtemos o ponto primal:

ok + ayp (de — E,E'dr + ex) =

i,k+1 _
k A 1 t A
= "+ 2ap I — iEﬂ?Ex dx + CYpéx = (345)
— k A dp t A
= 2"+ 24, l[ — <1 - — EIEI) dx] + Qs
20y,
De modo analogo, obtemos os demais pontos s, z, w:
g = sF 24, |1 - (1 — O‘}’ > ESE§] ds + GQpes.
L Qp
Rl = k26, [T — <1 — Oid ) EZEZt] ds + Gge.,. (3.46)
| Qad
D = Wk + 24y ll _ (1 _ aAd > EMEL] dw + Gq€,.
20éd

Comparando (3.45) e (3.46) com (3.2) e (3.3), temos:

1 A
0, = &y,
2 _ A
0> = 24,
€
1 A
ed - ad7
2 N
0: = QOJd

Desse modo, analisamos os valores de &, verificando se 911, <ape 9; > . O

mesmo € feito para dg.
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Andlise do tamanho do passo &,,

Por (3.45) e (3.46), podemos escrever o ponto primal na seguinte forma:

xfl + &pdxfl, sel = l; € Ly realizou bloqueio em dz,
i’éﬁ_l o
zf + 26,dxf + d,(e,);, caso contrério,
(3.47)
SZ + &pdsi, sel = ly € Ly realizou bloqueio em ds,
§§c+1 _

sy + 2a,dsF + d,(es); caso contrario,

Para manter os pontos primais interiores, o tamanho de passo &, é determinado

da seguinte forma:
&, = Tmax {64 c 2P+ a(de® + da¥) > 0es® + a(ds® + ds*) > 0} . (3.48)
Assim, para o ponto primal dado em (3.47), podemos reescrever (3.48) como

&, = Tmin {p,, ps},

em que
.
k k
. Z . Ly k k
=min { ——3 min ———rxy + 2dx; + (€,); <0
Pa dIﬁ’ 1<i<n, { 2d1‘;€+€m ! ! <w> = ’
L L# 1
(3.49)
.
5], 5? k k
=min<{ ——3 min ————— 1§ + 2ds] + (€5); <0
Ps dSZ’ 1<l<n, { 2d8éc+€5 t ! (8) =
_ l #1>

Observacao 3.3.1. O valor de &, nao pode ser um, pois a iteragao continuada ¢ realizada
se existe ao menos uma componente de bloqueio nos espago primal e dual, ou seja, temos

a, < 1, visto que o, é calculado da seguinte forma:

. x Si
ap =Th, = Tmin{ ———, ——= 1. (3.50)
dxll dSl2
Logo,
Ill Slg
b d(l?ll h d812 ’

ou



Capitulo 3. Itera¢io Continuada

48

S i
la < l1

d812 d3l1 ’

ap = —T

~

Vamos a andlise dos valores para &, :

k k
® Se &y, = —del}f e/ou &, = —Td;i entao, por (3.50), segue que:
ll l2
by = Q.
k
A xz -
o Se & = L em que :Ef + def + (€z); < 0, sendo [ # [y, entao:

_T2d$é€ + (ex)l

k
A Z

&y = —T———— < Tmin —xll —Sl2 = (v
P 2d$§€ + (Gx)l d%ll ’ dSl2 b

Assim,

by < .
Por outro lado, considerando (e,); = 0 e |dz;| > (e,);, temos:

k k
I Z

_TQda:f + (€)1 _Tdef'

A

ap =

Pela definicao de componente de bloqueio, temos que:

_ A M
dl"ll dl’l’
em que z; + dx; < 0. Logo:
k k
20, = —T—xl > —T T «
p = % w = Qp
dz; dxy,
k
5

o Se &y = , em que sf + 2dsf + (e,); < 0, sendo [ # Iy, entdo:

_Tstf + (65)1

k
~ S

Gy = 71— < rmind b S l_,
P 2dsy + (e5); dr;,’  dsy, b

Além disso, considerando (€;); = 0 e |ds;| > (€5);, temos:

Qp=—T i T o
P 2dsf + (e,); —  2dsf’

A

Pela definicao de componente de bloqueio, segue que:
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Entao, em todos os casos teremos, &, < o, < 2d&,. De modo andlogo, para o

tamanho do passo dual, obtém-se as conclusoes equivalentes, g < ag < 244.

Portanto, nas componentes de bloqueio mantemos ou reduzimos o valor tamanho

)
de passo de o, para &, e nas demais componentes aumentamos o tamanho de passo dado
para 2¢&, > oy,. O mesmo ¢ realizado nas componentes de bloqueio dual, em que o tamanho
do passo é &g < ag, e nas demais componentes aumentamos o tamanho do passo dado
para 244 > a4. Caso 2&4, > 1 e 2a44 > 1, para manter igual a 1 o maior tamanho do passo

dado em uma direcao igual a 1, adotamos &, = 1/2 e &4 = 1/2.

Multiplas iteracdes continuadas

Quando a primeira iteragdo continuada é realizada, por (3.44), concluimos que

a nova direcao é dada por:
(da®, ds®) = (da* + da*, ds® + ds*),
(3.51)
(dy*, dz*, dw®) = (dy* + dy*, d=* + d=F, dw® + dw").

Ao realizar a iteragdo continuada na iteracdo do método, potencialmente,
2¢, < 1e2dy4 < 1. Dessa forma, o célculo de novas direcoes continuadas pode ser realizado,

calculando componentes de bloqueio na nova diregao d (3.51), aumentando 2&, e 2d,.

Na primeira iteracio continuada, considere L} e L} os conjuntos das componen-
tes de bloqueio em x e s, respectivamente, e Er e E! as matrizes formadas pelos vetores
canonicos correspondentes a [ e [y, para todo [; € L% ely € L%. Entao, obtemos a primeira

direcdo continuada dz', ds' :

da' = dv — EX(E})'dx + €b = [I — EX(E})']dx + €,

ds' = ds — EN(EN'ds + ¢ = [I — EX(EY)!]ds + €.

S

Adotamos a notagao dx* e ds* como a direcao final que é dada apds cada

iteracao continuada.
A nova direcdo apds a primeira iteracao continuada é dada por:
dz* = dx + dz* = [2] — EX(E})]dx + €.,
(3.52)
ds* = ds + ds* = [2I — EX(E})"]ds + €.
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Dessa forma, caso somente uma iteracao continuada seja realizada, obtemos o

ponto 8+t = zF 4 Gpdz” e ghtl — gk 4 G,ds™ em que:
(2F + A dat se | =1, €L} realizou bloqueio em dx
Iy pllyy s =40 1 q
gt o=
xf + 2a,dxl + ,(el);, caso contrario
\ i pYL p €z )1, )
[ sF + a,ds? se | =1,e L) realizou bloqueio em ds
lo p lo» — 2 2 q
gt = 3
k+2Adk+A(1) trari
s G,ds;) + dy(ey);, caso contrario.

Caso 2¢,, < 1, realizamos a segunda iteracao continuada, determinamos os
novos conjuntos das componentes de bloqueio L7 e L3 referentes a direcdo (3.52). Fixamos
em zeros as componentes de bloqueio da segunda dire¢ao continuada da?, possibilitando
que um aumento do tamanho de passo seja dado na nova direcao dz* + dz?. A segunda

direcao continuada ¢é dada por:

de? = dx — EX(E?)'dx + ¢ = [I — E2(E?)"dx + €.

ds? = ds— E(E?)'ds + €2 = [I — E2(E?)"|ds + €.

Logo, a nova direcao apés a segunda iteracao continuada é dada por:

dz* = do* + dz* = [3] — EX(E})' — EX(E?)!]dx + €: + €

ds* = ds* + ds* = [3] — EN(EN! — E2(E?)"]ds + €} + ¢

Assim, temos o ponto ¥ = ¥ + Gpdz” e ghtl — gk 4 &,ds”, sendo que:
(2} + dyda) l=1eL} realizou bloquei d
x) + Gpday, se [ =1, € Ly realizou bloqueio em dx
Akt A A . : 5
o= S a2l + apda) + dylel ), se [ =1 e L? realizou bloqueio em dx'
koo~ 2k | Alp(l 2 -
(2] + 3apdr) + [ (e, ) + (€;)1], caso contrario,
(s}, + dyds), l=1lye Ly realizou bloquei d
sy, + Gpdsy se | =1ly€ Ly realizou bloqueio em ds
skl _ koA gk oA (] _ 2 - - 5.1
5 = 3 s+ Gydsy, + Gyl se [ =lye L3, realizou bloqueio em ds
s¥ 4+ 3a,dst + a,[(e}), + (€2);], caso contrério.
\ ! Pl PL\*s s

Assim, sucessivamente, podemos calcular as novas dire¢oes continuadas en-
quanto (k. + 1)&, < 1, em que k. é o niimero de iteracoes continuadas realizadas em uma

iteracao do método.
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Considere E., E', E' e E!, as matrizes formadas pelos vetores candnicos corres-
pondentes as varidveis x;,, s;,, 21, € w;, que realizam bloqueio, respectivamente, em cada

iteragdo continuada [ realizada, para [ =1, ... k..

As novas diregoes apo6s o cédlculo das iteragoes continuadas podem ser escritas

como:
ke ke
dv = dr+ ) dr' =dv+ ][I — EL(EL) ]dx + €,
=1 =1
ke ke
ds = ds+ stl =ds + Z[I — EL(EYds + €,
=1 =1
ke ke
dz = dz+ ) di' =dz+ ) [T - EN(E!)]dz + €., (3.53)
=1 =1
ke ke
dw = dw+ Z dw' = dw + Z[I — B (B! dw + €,
=1 =1
ke
dy = dy+ > dy' = (k. +1)dy.
=1
E o novo ponto primal x passa a ser:
T =x+ Gpdr =

=z + Gy[dx + [[ — EX(ED))dz + [I — E2(E2)dx + - - + [[ — EF(EF)dz] + €, =

=z + (ke + DI — EXN(EYN' + E2(E2) + - -+ + EF(EF)"dx + &,

ke
em que €; = Qpé; = &pZeé.
=1
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De forma geral, o novo ponto é dado por:

kc
& = a4 & (ke + 1)I = Y EL(EL) dx + &,

=1

w>
Il

kc
s+ [ (ke + 1)I = Y EL(EL)"|ds + &,

=1

k()
2+ agl(ke + )T = Y EL(EL)]dz + €.,

2\ prm
=1
ke
W = w+ aal(ke + DI = Y EL(EL) dw + €,
=1
g = y+ (ke +1)dady,
ke ke ke
em que €, = Z&pei, €, = deelz €€y = Z@ddu'
=1 =1 =1

Andalise dos Novos Residuos

Nesta secao, analisamos os novos residuos, verificando se é necessaria alguma
restricao para aplicacao da iteracao continuada ao método para garantir menores residuos

em cada iteracao.

Em cada direcao continuada [ calculada, para [ =1, ..., k., temos
A 0 0 01/ do ] _rp_ _frll—
I I 0 0 0 ds' Tu r
0 0 A I —I dy' | =1 ra | +]| % |,
Z 0 0 X 0 d7 Ts rh
0 W 0 0 S__cfwl_ | 7| _Tl5_

“w o~

Adotamos a notacao 7 para os novos pontos e residuos obtidos com a
utilizagao da iteracao continuada. Assim, fé representa o residuo primal utilizando a

direcao dada em (3.53) com o caleulo de d' e ¥+

» € oresiduo primal sem utilizar a direcao

continuada. Temos, entao:
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Po=b— ApF =

!
=b—-A xk—i-ézp dmk—i-Zchq =

q=1

!
=rkF —a, Adx* — & Adg? =
=7 . » -

q=1
l
= (1= Gy) 1l =y > (rk +09) =
q=1
l
= [1— (I +1)a,]rk - apzrg.
q=1

De forma similar, para os demais residuos, temos:

l
o= [1— (1 +1)ay]ry — @pZTga

l
Py = [1— (1 + D)ag]rh — &, Y i,

Q
Il
—

Observe que, quando [ = 1, temos:
iy = (1= 26,) 1, — Gyry.
Logo, se r1 = 0, como ocorre pela direcio moderada (3.42), teriamos
1731 < (1= 2d,) [yl < (1= ap) Iyl = Iy

Assim, o novo residuo Hf;H obtido na primeira iteragao continuada seria menor do que

k+1”
Y

residuo [r, obtido se esta abordagem nao estivesse sendo utilizada.

Na segunda iteracao continuada, ou seja, para [ = 2, obteriamos:
fIQ, = (1-34,) r;f — dp(r% + 7).
Logo, visto que r1 = 0, caso r? = 0, terfamos
[P0 < (1 =3a,) [ryl < (1= 2d) [yl = [17,].

Assim, o residuo apos a segunda iteracao continuada seria menor que o anterior. O mesmo

pode ser verificado para os demais residuos. No entanto, podemos ter:

l
Z rill # 0,
q=1
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l
Z rill # 0,
q=1

l
Z ra|l # 0.
q=1

Desse modo, nao temos garantida a redugao dos residuos. Entao, considerando

N N k A0 k . ~ . . ~
Fy = (1—ap)ry, fy = (1—ap)ry e 7y = (1 —ag)ry. Na iteragao continuada I, a nova direcio

¢é utilizada se:

75l < 17,7,

7l < 17,

I7all <7,

paral=1,2,..., k..

A forma avancgada de utilizar a iteracao continuada é dada resumidamente no

Algoritmo 3.
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Algoritmo 3 Iteracao continuada pela forma avancada

Parametros
dx, ds, dy, dz, dw;
Oép, A,
Tpy Tus Td;
Inicializacao
=1,
(dz,ds,dy,dz, dw) = (dz, ds, dy, dz, dw)
7= (1—ap)ry, 7y =(1- ap)ru, ) = (1 — ag)rg;
Qp = Op, Og = O,
Processo Iterativo
1. Enquanto a, <1 e a4 <1 faga
2. Encontre as componentes de bloqueio na diregao d;
3. Calcule a direcao continuada d:
4. Faca
(dz,ds) = (dz,ds) + (dz, ds);
(dy,dz, dw) = (dy, dz, dw) + (dy, dz, dw);
5. Encontre os tamanhos dos passos primal e dual (&,, &4) na diregdo d;
6. Calcule os residuos
PR, P
7. Se 7] < |77, I < 77| 7)< |75 entdo
Atuahze a direcao
(dz,ds) = (dz, ds)
(dy,dz,dw) = (dy, dz, dw);
Calcule
a, = (I+1)a,
ag = (I+1)ay
8. Caso contrario
A iteracao continuada é finalizada;
9. Fim se
9. Atualize [ =1 + 1;
10. Fim enquanto
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3.3.2 Forma atrasada

Na forma atrasada de utilizar a dire¢ao continuada, a nova direcao d é dada
por d = d + dd, em que § € (0,1) e depende de a;, e oy, tamanhos dos passos maximos

que podem ser dados na direcao preditora corretora.
Considere:
&y, = min {I,Tmax {a c2F 4+ ada® > 0e s" + ads® > O}} ,
(3.54)
Qg = min{l,Tmax {a 2P+ ad® > 0 e wh + aduw” > 0}} ,
em que 7 € (0,1).
O novo ponto ao usar a forma atrasada da dire¢do continuada é

O, o
(2 8 = (2%, 8F) + o l(da:k, ds*) + al(dxk, dsk)] :
p

(3.55)

07 A ~ o
(0108 = () + | () 4 2L )
Qyq

em que 9, = Gy, — Q, € 0g = Qg — Qq.

Dessa forma, a nova direcao d é dada por:

0, A o
(da®,ds*) = (da*, ds*) + L (da*, ds®),

Qp

(3.56)

07 ~ ~
(dy", dz", dw®) = (dy, d=*, dw®) + a—i(dyk, d2*, dw").

Entao, para a direcao dr = dx — E,E! + ¢, obtemos o ponto primal:

)
F = 2t ldwk + L (da* — E,Elda® + ex)] -
Qp

= 2"+ (qp + 6,) da¥ — 5, (B, ELda" + ¢,) =

(3.57)

)
P EwEi> dz + 0p€s =

+4

a p

= 2" + (o + 6p) (I—

p

Qp

+4

p

= 2" + (o + 6p) {I — <1 - ) EmE;] dz* + 6,€,.
p
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De modo similar, para os demais pontos s, z e w, temos:

O] [ L ey PPN

a, +9,

SR = R (g4 69) | T — <1 G > EZEE] dz" + d4¢.,

Qg + (Sd (358)

D" = w4 (ag + 0g) [I — <1 __ad ) EwEfU] dw® + 646,
g + 4

Comparando (3.57) e (3.58) com (3.2) e (3.3), temos

2
0, =a,+0,
Gcll:ad,
‘9?[ = ap+6d,

em que 0, = &y — q, € 0g = Qg — aq. Entdo, devemos verificar se d, > 0 e 4 > 0, ou seja,
Qp > Qp € Qg > 0q.

Analise do tamanho de passo &,

Pela forma atrasada (3.55) obtemos os pontos primais dados em (3.57) e (3.58),
que podem ser escritos na seguinte forma:s:

xfl + ozpda:fl, se | =1y € Ly realizou bloqueio em dx;
= 3

| 2} + Gp[dx} + (e,)1], caso contrério.

k k . . 7 A
sy, + apdsy, se t =1Iy€ Ly realizou bloqueio em ds;
ak+1

| s} + Gp[ds) + (e5)1], caso contrério.

Para garantir que este ponto (:2]”1, §k+1) seja interior, o tamanho do passo &,
¢é dado por:

OAép = min {17 Tpxa Tps} )

em que
. xf i .
Pz = 1312,”7 {_CM . l‘l + d.Tl —+ <€z)l < O} ,
- ! (3.59)
= dian {_dsl’“i(es)l psp o+ dsp o+ (6 < 0}_

[ # 1o
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Casos a considerar:

o (&, =1.
Nesse caso, &, > a, e d, = G, —a, =1 — .

)
e
dxf + (€2);

Considerando (e,); = 0 e |dzF| > (e,);, segue que:

o 4, =Tp, = , em que xf“ + dxf + (€)1 < 0.

k k
x x
l > l

Cdrb 4+ () T dxF

Pela definicado de componente de bloqueio, temos

o __m
Y
de’ll dl’l
em que z; + dx; < 0.
Dessa forma:
. i i 77,
Qp = TPy = —T—% Z = > T 2= Q.
dz} + (€2); dx; dxf,
Logo, 6, = &, — a;, > 0.
St
A k k
¢ () =Tps = —T——F—,emque s +ds; + (&), <O0.
p s dsk + (es)l’ l l ( S)
l
Considerando que (e5); = 0 e |ds)| > (e5);, entdo:
k k k
_871 > _i _ Sl?
k = k k-
Assim,
k k
S Sy
Qp = Tps —T 5 = 0.

- _7—d$fC + (€s) = s

la

Logo, 9, = &, — a;, > 0.

A mesma andlise é feita para o tamanho do passo dual final, obtendo-se,

similarmente, &g > ag e 04 > 0.

Portanto, nas componentes de bloqueio primais mantemos o tamanho do passo
em «, e nas demais componentes aumentamos o tamanho do passo dado para a, + d, < 1.
O mesmo ¢ realizado nas componentes de bloqueio duais, em que mantemos o tamanho do
passo em g, enquanto nas demais componentes aumentamos o tamanho do passo dado

para ag + 04 < 1.
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Multiplas iteracdes continuadas

Ao realizar uma iteragdo continuada no método preditor corretor, os tamanhos
dos passos a;, + 0, € aq + 04 podem ser menores que o passo de Newton. Nesse caso, novas
direcoes continuadas podem ser realizadas, calculando componentes de bloqueio na nova
direcao ja obtida

(da®,ds®) = (dz*, ds*) + 5—]3(33:]“, ds"),

Qp

(df A, ) = (a2, o) + O (g, =, ),
d

aumentando 6, e 04 desde que o, +0, < 1e g+ g < 1.

Na primeira iteracdo continuada, considere Li e Lj os conjuntos com as com-
ponentes de bloqueio em z e s, respectivamente, e E. e E! as matrizes formadas pelos
vetores canonicos correspondentes a [y e [y para todo [y € L% elye L%. Entao, obtemos a

primeira direcao continuada:

(da',ds") = (dw, ds) — (E3(E})'de, B;(E})'ds) + (e €,).

Se &, ¢ o maior tamanho de passo que pode ser dado em (z,s) na direcao
(dz',ds") entdo 8, = Gy — o,
Logo, a nova direcao ao final da primeira iteracao continuada, que denotaremos
por (dz*,ds*), é dada por:
1

oo
(dz*,ds*) = (dx,ds) + L (dx', ds"). (3.60)

Qp

Se somente uma iteracdo continuada é realizado, o ponto 2! = z* + a,dz” e

g = s + a,ds* ¢ dado na seguinte forma:

( xfl + ozpdmfl, se | =1, €L realizou bloqueio em du,
Akl
gt o= A
L 2] + (o + 6,)[da} + (e,)]], caso contrério.
() + apds) l=1lye L lizou bloquei d
L T opdsy, se | =1y€ Ly, realizou bloqueio em ds
skl
s; + (ap + 6))[ds] + (€5);], caso contrério.

\

Caso (o, + (5;) < 1, a segunda iteragao continuada ¢ realizada, calculando-se
as componentes de bloqueio na dire¢ao (3.60) e obtendo L e Lg. A segunda direcao

continuada ¢é dada por:
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(d2*,ds®) = (da', ds") — (E2(ED)'dw, B(E?)'ds) + (&5, €0).

Se &, é o maior tamanho de passo que pode ser dado em (z,s) na direcdo
(dz?, ds?), entdo 62 = &, — vy — 6
I ) P P P P

Logo, a nova direcao ao final da segunda iteracao continuada tem a seguinte

forma:
oL 62 . s
(da*,ds*) = (dz,ds) + L (dx', ds') + 2 (dz?, ds?).
p @p
Assim, temos o ponto £" = 2% + a,da* e 5 = ¥ + a,ds* em que:
( xﬁ + ozpdxﬁ, se I =1, €L realizou bloqueio em dx
o= 3 af + (ap + 0))da + 0)(en)u,, se | =1, e€L? realizou bloqueio em dz'
[ 2} + (o + 6 + 62)day + 0)(€n); + 62(€2), caso contrério,
( SZ + ozpdsi, se [ =1lye Ly realizou bloqueio em ds
gt o= A sp, + (ap + 5;)dsf2 + 5;(6;)12, se | =1lyeL? realizou bloqueio em ds'
(58 + (ap + 0, + 62)dsy + 6, (eb)y + 62(e2);, caso contrario.

Logo, estamos aumentamos ainda mais o tamanho do passo nas componentes que nao

realizaram bloqueio.

Assim, sucessivamente, podemos calcular novas dire¢oes continuadas enquanto
1, 52, 53
ap+0,+0,+0,+..<L
Considere Efc, Eé, EieEfu as matrizes em que cada linha é formada pelos
vetores candnicos correspondentes as variaveis x;,, s;,, 21, € w;, que realizam bloqueio,
respectivamente, em cada iteracao continuada [ realizada, para [ = 1, ... k., sendo k. o

numero de iteragoes continuadas feitas em uma iteracao do método. Realizando multiplas
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iteracoes continuadas, a nova direcao pode ser escrita como:

1 & s
dr = dm—i——Zé]lgdxl,

p i3

1 130
ds = d3+a—25pds,

Pi=1
1<, s

dz = dz+ —Z(Sﬁldzl, (3.61)
Xd 15

1 &, -
dw = dw+ — Y ohduw',
Oéd; d

ke
dy = dy+ ). 6dy',

=1

em que
de' =da"™' — EL(EL) 4 €

O novo ponto primal = passa a ser:

T =x+apdr =
oL . 62 . ke
=z + ap[dr + Ldat + Ldr® + -+ Lda] =
Qp p p

=+ aydr + 5;[1 — EX(EN dx + 53[1 — BXEND — E2(E*)"do+

ke 1/ 1 2/ 12 ke ( ke =
+o 0l — Ey(E,) — EXED) — - — Eye(Ey)']de + &,

ke
em que €, = Z (5;6;,.
=1
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De forma geral, utilizando a direcao continuada pela forma atrasada, o ponto é

dado por:
ke !
B o= z+opdr+ ) 01— EYE) |dr + &,
=1 q=1
ke l
§ = s+ozpds+26é[l ZE )flds + &,
=1 q=1
ke I
2 = z+agdz+ ) 041 EYENdz +é., (3.62)
=1 q=1
ke l
W = w+ agdw + Y 04[1 Z Y dw + &,
=1 q=1
ke
§ = y+(ag+ ) 60)dy,
=1
ke ke ke
em que €; = 25; LE = 25d6 e €y = Zéﬁleﬁu
=1 =1 =1

Andalise dos Novos Residuos

Analisando os novos residuos, verificamos possiveis restricoes para a aplicacao

da iteragao continuada ao método preditor corretor.

Em cada direcao continuada [ =1, ..., k. calculada, temos
[ A 0 0 01/ do* ] _rp_ [l ]

I I 0 0 0 ds' Ty rh

0 0 A" I —I ciyl =\ rqs | + ré

Z 0 0 X 0 dz Ts r
| 0 W 0 0 __cZwl_ | | _'ré_
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Dessa forma:

Po=b— AgF! =

@ \m

“))-

!
=b— A[x +ap<dac Z

!
= 7"/; — oszdxk — Z 6;Adxq =

g=1

!
=(1 —ozp)rl; — 253(1“54-7"‘17) =

q=1

l l
— [1— <ap+2(sg>]r’;—2(sgr§.
qg=1 q=1

Definindo 7 7" = rkH =(1- ap)r;f, temos

plo=pl= 5l(r +rh),

paral =1, ..., k..

De forma similar, obtemos os demais residuos. Para 7+ = 75" = (1 — a,)rF e

k1 _ k :
P9 = rkth = (1 — ay)rk, temos:

o=t ok ),
A (=

paral =1, ..., k..

Note que, quando [ = 1, para o residuo 7 7“ , temos:

Pro=F— 6 (rk + 1) =
= (1 —ap)rk — otk — 5]1)1"% =
=[1-(a, + (5;)]7’]; — (511)7“}.

Assim, caso |r!| = 0, terfamos:

I < [1 = (ap + 0]yl + Gl <

< (1= ap)|ryll.
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No caso [ = 2, temos

P2= 0 =5 (rh ) = O2(rk + 1)) =
= (1—ap)rk — (6} + o)rk — oor) — 620 =
= [1— (o + 0 + 63)|rh — Spr1 — 0o}
Logo, se HTM = Hr%” = 0, obtemos:

1751 < [1 = (ay + 8, + )]y + S i) + 03 r] <

< (L=ap +6)|ryl =17,

ou seja, estariamos reduzindo ainda mais o residuo primal leo na segunda iteracao continuada,
comparado com a primeira continuada realizada.

l

O mesmo pode ser verificado para os demais residuos 7, l

e 7, em relacdo a rh e
7. No entanto, nao é garantido que |r}|| = ||r5| = |4 = 0 para todo I = 1,2, ..., k.. Logo,

na iteracao continuada [, a nova direcao é utilizada se:
I/l = 17" = &, (ry + )l < 17,7

ull =177 )

|7 = 0 (r + )| < |7y

HAl 1 Al— IH

I7all = = Gg(rg +13)| < |7
A forma de utilizar a direcao continuada atrasada é dada resumidamente no

Algoritmo 4.
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Algoritmo 4 Iteracao continuada pela forma atrasada

Parametros

dx, ds, dy, dz, dw;

Oy, O

Tpy Tus Td;

Inicializagao

=1,

(dx,ds,dy, dz,dw) = (dz,ds, dy, dz, dw);

7?2 = (1= ap)ry, o= (1= ap)ry, 7g=(1—ag)ra;
510 = 0, 5d = 0;

Processo Iterativo
1. Enquanto «, + gp <1 e ag+64<1faca
2. Encontre as componentes de bloqueio na diregao d;
. Calcule a dire¢do continuada ci;
. Encontre os tamanhos dos passos primal e dual na direcao d;
. Calcule

Ot = W

épz@p—apjgp,_(sd:@d_ad_gd;
5p=5p+5p, 5d:5d+5d;
6. Faca
o o S .
(dz,ds) = (dz,ds) + -2 (dz,ds);
Qp
- - - 07 A~ A A
(dy, dz,dw) = (dy, dz,dw) + —* (dy, dz, dw);
d
7. Calcule os residuos
fé?f%’fi; ! 1 -1 ! -1
8. Se 7| < |7, I7al < 17l I7all < 757 entao
Atualize a diregao
(dv,ds) = (dr,ds);
(dy, dz, dw) = (dy, dz, dw);
9. Caso contrario
A iteracao continuada é finalizada.
10. Fim se
11. Atualize | = [ + 1;
12. Fim enquanto
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3.4 Critério para utilizacao da direcao continuada

Considere:
N A 'z + s'w
A== e A=
1+ |z 1+ |ctz|
Possivelmente, ao utilizar a dire¢do continuada tanto na forma avangada quanto
na forma atrasada, a reducao dos residuos primal e dual e os produtos complementares
nao ocorre simultaneamente. Dessa forma, sugerimos o critério a seguir para utilizacao da

iteragao continuada, buscando uma melhoria nos residuos e nos produtos complementares

de forma simultanea:

Al A1
Tp Tp
Al A1
7 7

Yl <w| ¥ , (3.63)
Al Al—1
Tq Tq

A A

2 2

em que w € (0,1).

Observagao 3.4.1. Vale ressaltar que as duas formas de utilizacao da direcao continuada
resultam em aumento dos tamanhos dos passos nas componentes das diregoes que realizaram
bloqueio. No entanto, nas componentes diferentes do bloqueio, enquanto a forma avancgada

reduz os tamanhos dos passos a, e a4, a forma atrasada mantém estes valores.

O método de pontos interiores com as multiplas corre¢des de centralidade
utilizando a iteracao continuada é descrito no Algoritmo 5. Observe que nos passos 6 e 7

representam as alteragoes no método preditor corretor em relagao a abordagem proposta.
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Algoritmo 5 Método preditor corretor com multiplas correcoes de centralidade utilizando
a iteragao continuada

Parametros
7 =10,99995, €), eqeco;
Inicializacao
k=0, (2°s%9° 2% w®), com 2° > 0, s° > 0, 2° > 0, w® > 0;
,YO _ (JZO)tZO + (SO)two;
7“2 =b— Az’ ) =c— A" — 2"+’ 1l =u—2° -5
Processo Iterativo
751 Ir%] 7% +
1. Enquanto (1 1] > g, ou T+ [u] > g, ou T+ ] > g4 ou W > 50> faca
2. Encontre a diregao afim escala d resolvendo o sistema (2.6);
3. Encontre a direcdo de centragem e correcio nao linear d resolvendo
o sistema (2.22);
.Faca d = d + d;
. Encontre os tamanhos dos passos primal e dual por (2.21);
. Faga a iteracdo continuada (Algoritmo 3 ou 4);
. Faga as corregoes de centralidade (Algoritmo 2);
. Atualize o ponto
M= b 4+ agdr;
M= 6% + a,dz;
kL _ ok 4 oudy:
R — 2k 4 agdz;
= w* + agdw;
9. Calcule os residuos e y**1
T£+1 =ph— Al’k_H;
B _ o Aty

0 ~J O Ot W~

w8

IS

k+1

g

Td = )
PRl gy gkl kL

k+1 _ k+1\t Jk+1 k+1Nt, k+1,
7= (@) 4 () et

10. Atualize k = k + 1;
9. Fim enquanto
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Capitulo 4

Pontos iniciais para o método de

pontos interiores

Para utilizar os métodos de pontos interiores somente é necessario fornecer um
ponto inicial que satisfaga as condi¢oes de nao negatividade. Por outro lado, a convergéncia
do método é sensivel a este ponto. Assim, o desempenho dos métodos de pontos interiores
pode melhorar se um bom ponto inicial for utilizado. Neste capitulo, apresentamos o
algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas combinado com uma heuristica
proposta por Mehrotra [31] para determinar melhores pontos iniciais para os métodos de

pontos interiores.

4.1 Algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas

O algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas foi proposto por Silva [38]
e ¢ uma generalizacao do algoritmo de ajustamento pelo par 6timo [19]. Estes sao algoritmos
baseados nas ideias do algoritmo de von Neumann, proposto para encontrar uma solucao

factivel para o seguinte conjunto de restrigoes:

Bx = 0
eler = 1 (4.1)
x = 0,

em que B e R™" reR" eeR" é o vetor com todas as coordenadas iguais a um e toda

coluna B; de B, j =1,...,n, tem |B,|| = 1.

O problema (4.1) pode ser interpretado, geometricamente, como encontrar um
ponto em uma hiperesfera m dimensional com raio unitario e centro na origem. Além
disso, resolver esse problema pode ser visto como atribuir ponderagoes x; nao negativas as

colunas B; de modo que, depois de reescalado, seu centro de gravidade seja a origem.
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As vantagens do algoritmo de ajustamento para p coordenadas para resolver
o problema (4.1) sdo possuir um avango inicial rapido e ser simples, uma vez que este
algoritmo envolve apenas multiplicagao de matriz por vetor e solucao de um sistema linear
com uma matriz definida positiva de dimensao pequena. Além disso, sua convergéncia
¢ mais rapida que do algoritmo de ajustamento pelo par 6timo e do algoritmo de von

Neumann, embora ainda seja lenta.

Todo problema de programacao linear pode ser reescrito na forma (4.1) [18,19].
Essa transformacao é apresentada a seguir. Assim, podemos utilizar o algoritmo de

ajustamento para p coordenadas para resolver problemas de programacao linear.

Transformacdo do problema de programacdo linear para a forma (4.1)

Considere o par de problemas primal e dual, dados em (2.1) e (2.2). Obter uma
solucao otima para este par de problemas é equivalente a obter uma solucao factivel para

o seguinte problema:

Axr = b
r+s = u
Aly+z—w = ¢ (4.2)

de —by—uw =
T, S, 2, w =

Como y é uma varigvel livre, podemos escrever y = y* —y~, para y™ > 0 e

y~ = 0. Dessa forma, reescrevemos (4.2) como segue:

Az = b
r+s = u
Ayt — Ay~ vz —w = ¢ (4.3)
dr—byt +blyT —ulw =
vos Yty nw >
Escrevendo (4.3) na forma matricial, temos:
Az = b
r = 0,
em que
-
A0 0 0 O s b
N I I 0 0 O + “
A= ca=|Y | eb=|"
0 0 A" —A" I -1 - c
o = b 0 —u z 0
w
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Teorema 4.1.1. Considere a regiao factivel definida pelas restri¢oes

A

Y
&>
|

>
\%

0,

Y
('0{* 5
o
+
S S
ol
o
—~
i
(@)
S—

\.(&3 >
>
WV
uO

em que v € R.

A 7

(i) Se Z,0, em que 0 # 0, é uma solugao factivel para (4.5), entdao T = &/ é

uma solucao factivel para (4.4).

ii) Se # é uma solucao factivel para (4.4) entdo, para 0 = 1/e'Z + 1, & = 07 é
(ii) G p . P :

uma solucao factivel para (4.5).
Demonstracao.

(i) Seja 2,0, em que 9 # 0, uma solucio factivel para (4.5). Entdo, Az — bd = 0. Como
b # 0, segue que A(2/0) = b. Além disso, como 2 = 0, § > 0, entdo & = /0 é uma

solugao factivel para (4.4).

(ii) Seja Z uma solucao factivel para (4.4). Entdao, de A% = b, segue que A0z — 0b = 0,
para © > 0. Além disso, €' (%) + © = (e'Z + 1)0. Dessa forma, para = 1/(e'% + 1),

temos e’ (9%) + 9 = 1. Logo, £ = & é uma solucao factivel para (4.5). O

Pelo Teorema (4.1.1), uma solugao factivel do problema (4.4) é solu¢ao do

problema (4.5) e vice-versa. Entao, consideremos o problema (4.5), que pode ser reescrito

COmao: 5
i = 0
e = 1, (4.6)
i =0

_ . t
emqueA:[A —b]eﬁcz[:ﬁt 17].
No problema (4.6), para cada coluna flj da matriz A, j = 1,...,7, em que

n = 4n + 2m + 1, consideremos:

Y

<.

o

<.

Entao:

Sy
K|
|

o

ez = 1 (4.7)

5]
WV
(@)
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em que

g
[
<
8T
~
th
o0
N~—

S

e

z,s, 2z,weR" y ,yt eR"evelR.

Pelo Teorema (4.1.2) a seguir, uma solugao factivel do problema (4.6) é solucao

do problema (4.7) e vice-versa. Assim o problema na forma (4.1) é obtido.

Teorema 4.1.2. Considere a regiao factivel definida pelas seguintes restrigoes:

i = b

er = 1, (4.9)
r =0

Br = 0

cr = 1, (4.10)
r =0

(i) Se & é uma solucao factivel para (4.10), entdo T ¢ uma solugao factivel para

(4.9), em que

(ii) Se & é uma solugao factivel para (4.9), entdo = é uma solucao factivel para
Tj = (@'HAJH)/ <2 kokH) :
k=1

(i) Sejam x uma solucao factivel para (4.10) e

s (3) / (Z “ZO |

(4.10), em que

Demonstracao.
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Entao:

Jj=1 |
1 1A
<< — Z ~] .f'j = 0
i 7\ =4l
= 1Akl
n Aj ) n T
e el S =
;1 |45 ]/ <,; Ak!)
e A7 =0
Além disso,
eF = Yi; = ( % ) L
JZ_I ! ]Zl | A;] ;;1 | Akl
1 LN
SR (Z ||Aj||>
=1 1Al
= 1.
Como z; > 0, para todo j = 1,...,n, segue que Z; > 0. Entao, & é solugao factivel

de (4.9).

(ii) Sejam & uma solucao factivel de (4.9) e

Tj = (fj!fle)/ <l§fk!/1k!!) :
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Entao,

Logo, como Z; > 0, para todo j = 1,...,n, segue que z; > 0. Portanto, = é solugao
factivel de (4.10). O

O algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas

O algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas é uma generalizagao
do algoritmo de ajustamento pelo par 6timo para resolver o problema dado em (4.1). O
algoritmo de ajustamento pelo par étimo é um método iterativo baseado na ideia de que,
a partir de um z° inicial, o residuo b*~!' = Bz*"!, k = 1,2, ..., pode ser movido de tal
forma a aproximar-se da origem 0. Isto é feito aumentando um peso z; de alguma coluna

B; e reduzindo um peso z; de certa coluna Bj, sendo as demais varidveis ajustadas de
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acordo com z; e x; determinados. Para o residuo b*, é esperado que esteja mais préximo
da origem comparado com o residuo anterior *~!. Entdo, o algoritmo de ajustamento pelo
par 6timo identifica as colunas By, e By de B que formam o maior e o menor angulo
com o vetor b1, respectivamente, depois determina xf L e a:’;_ que minimizam a distancia
de b* a origem satisfazendo a convexidade e as restricdes de néo negatividade do problema

(4.1).

O algoritmo de ajustamento para p coordenadas, generaliza este algoritmo
identificando as s; e sy colunas da matriz B que fazem o maior e o menor angulo com

b*=t = Bz*7! respectivamente, de forma que, para o nimero de colunas p a

o vetor
ser priorizada, se tenha s; + so = p. Depois, um subproblema de otimizacao é resolvido
buscando minimizar a distancia de b* = Bz* & origem, satisfazendo a convexidade e as
restrigoes de nao negatividade. A resolucao do subproblema é realizada utilizando método

de pontos interiores. Apresentamos em 6, de forma resumida, este algoritmo.
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Algoritmo 6 Algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas
Parametros
B, 2' >0, com ez’ =1
Inicializacao
v = Bz
Processo Iterativo
1. Para k =1,2,3, ...
2. Encontre:
s1 colunas de B que formam o maior dngulo com "' : {an’ Bn;, ey anl}
so colunas de B que formam o menor angulo com "' : {Bm_’ B%—, ,an—z} tais que
xf’l >0,i=mn7,...,1,,-
"7l = min  BLb!
T=M1,..yMs7
3. Se v*7! > 0 entdao PARE. O problema (4.1) é infactivel
4. Resolva o subproblema:
min [b]?
S1 S92
k—1 k—1 k=1 k—1
s.a )\0<1—me+ —anj+> Z)\ Z)\ =
i=1 j=1
)\7’;:_1 = 07 parai =My Msys
)\k 1 >0 .
n- = y palaj = M, ... 1sy;
em que
S1 S1
7 k—1 k—1 k—1 k—1 k—1
b=\ (b Zx B,HZJ: !B, >+2)\ni+Bm++2/\%_an.
i=1 i=1
5. Atualize:
S1
b = Zxk 1Bn+2xk 'B, >+Z>\,’jﬁan++Z)\k ‘B,
i=1
)\Oxé?ila J ¢ {771+7 s 77751'*'7771—7 s 77752—}
xf: >\77i+7 j=77i+71217--~,317
)‘nj+7 j:njfaj:]-v"w‘s?a
k=k+ 1.

6. Fim
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No Passo 3 do Algoritmo 6, se v;_; > 0, entao todas as colunas b; da matriz
B estao do mesmo lado do hiperplano que passa pela origem e é perpendicular ao vetor
b*~1. Desse modo, néo é possivel encontrar nenhuma combinacdo convexa das colunas da

matriz B que resulte na origem. Assim, o problema é infactivel.

O subproblema do Passo 4 de (6) pode ser resolvido utilizando métodos de

pontos interiores. Considere:

0 = [qu+ B,: “.B@ B, B, “.Bﬁ,]
g = b — szileTﬁ — Z x’:]jIan]f,

i—1 j=1
N (I S e e T

a = (1ix Zxk+1,1,...,)
i=1

Entao, podemos reescrever o subproblema como:

o1

min 1 [QA?

sa a'l=1 (4.11)
~) <0,

As condigbes de KKT para subproblema (4.11) sao dadas por:

Q'Q\+al —v = 0,
v = 0

’ 4.12

ax—1 = 0, ( )
-2 < 0

em que Q'Q € RP*DXP+D ¢ & Jivre, v = 0 sdo os multiplicadores de Lagrange.

Aplicando o métodos de pontos interiores a (4.12), obtemos o seguinte sistema

linear para obter a dire¢ao em cada iteracao do método:

Q'Q a —I d\ Tq
vV 0 U g | =1 n (4.13)
ad 0 0 dv Te

em que V = diag(0), U = diag(v), 7, = v —al — Q'Q\, 1, = —vl er. = 1 —a’'\.
Pela segunda equagao de (4.13), temos:
Vdo + Udv = ry,.
Como U, é uma matriz diagonal positiva, segue que:

dv=UYry, — V).
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lineares:

Pela primeira equagao de (4.13), temos:

Q'Qd\ + adf — dv = 1.

Substituindo o valor de dv, obtemos:

Q'Qd\ + adf — U (ry — V) = r,. (4.14)

Segue que:

(Q'Q+UV)d\ =14 + U ry — adh.

Desse modo,

A\ = (Q'Q+U'V) ry + U 'ry — adb.

J& pela ultima equagao de (4.13), temos

atd\ = r,.
Logo,
re = a'd\ = a"(Q'Q + U'V)  (ry + U1y, — adf).
Entao,
a(Q'Q+U W) add = a" (Q'Q +U V) (ry + Uty — ).
Portanto, para calcular as dire¢oes é necessario resolver os seguintes sistemas

QQ+U V) = a
QQ+U'V)u = ro+U'r,.

Visto que a matriz Q'Q + U 'V é definida positiva de ordem (p + 1) x (p + 1),

resolver estes sistemas lineares nao apresenta dificuldades para valores pequenos de p. Caso

p seja um numero grande, determinar o fator de Choslesky para esta matriz requer um

alto custo computacional e resolver estes sistemas lineares dessa forma néao é recomendado.

Em [37], é proposta uma escolha do pardmetro p, sendo dada por:

p=ovmn,

em que p é uma constante de ajuste, m é o nimero de linhas e n é o niimero de colunas

da matriz do problema de programagcao linear a ser resolvido. Em [37], o valor usado para
o foi 2.1072.
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Como a convergéncia deste método é lenta, em vez de utilizarmos este algoritmo

até encontrar um solucao 6tima para os problemas de programacao linear, podemos utiliza-

lo até que os residuos satisfacam uma certa tolerdncia. Dessa forma, a aplicacdo do

algoritmo de ajustamento para p coordenadas pode ser utilizada para determinar melhores

pontos iniciais para os métodos de pontos interiores. No entanto, este algoritmo também

necessita de um ponto inicial, podendo a heuristica de Mehrotra [30] ser utilizada para

determinar este ponto inicial. Mehrotra propée uma heuristica para o determinar o ponto

inicial de modo que este seja centralizado, conforme apresentado, a seguir.

4.2 Heuristica de Mehrotra

A heuristica de Mehrotra, utilizada para determinar um ponto inicial para o

método de pontos interiores no cédigo do PCx, é dada resumidamente no Algoritmo 7.

Algoritmo 7 Heuristica de Mehrotra para o calculo do ponto inicial

1.

Calcule os pontos:
B AYAAY (20 — Au) +u

o 2
S=u—2I
j=(AA) T Ac
. c—Aly
2 = —

2
W= —3

. Encontre os valores §, e 04 tais que (x,s) + (d,,6,) € (2,w) + (4, 04) sejam nao-negativos:

d, = max {—1.5min 7;, —1.5min §;, 0}
dg = max {—1.5min Z;, —1.5 min w;, 0}
T % 0 0 .0 0

. Determine 9, e 4 tais que os pontos z°, s, 2" e w" sejam centralizados:

< 1(Z 4 6,e)" (2 + dge) + (5 + dpe)’ (0 + dqe)
0p = 0p + = 5

I

2 D5+ i+ 264)
i=1
< 1 (2 4 6,e)" (2 + 6ge) + (5 + dpe)’ (0 + dge)
5d = (Sd + 5 n )
Z ((i’z + 5; + 26d)
. Calcule os pontos imicialisz1
2 =7+ 5;,
O =5+ (5~p
A =z4 Nd
wo =w + 5~d
y'=79
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Como o Algoritmo 7 calcula pontos centralizados no Passo 3 e a centralidade é
importante para os métodos de pontos interiores, entao algumas itera¢oes do algoritmo de
ajustamento 6timo para p coordenadas sao realizadas antes da etapa de centralizacao, ou
seja, entre o Passo 2 e o Passo 3. Mais detalhes sobre a heuristica de Mehrotra podem
ser encontrados em [31] e sobre o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas
em [16,37].
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Capitulo 5

Experimentos computacionais

Neste capitulo, apresentamos os experimentos computacionais realizados ao
incorporar a iteracao continuada no método de pontos interiores preditor corretor com
multiplas correcoes de centralidade e utilizando o algoritmo de ajustamento 6timo para p

coordenadas para determinar bons pontos iniciais para o mesmo método.

5.1 Codigo PCx

O c6digo PCx [13], desenvolvido no Optimization Technology Center at Argonne
National Laboratory and Northwestern University, ¢ uma implementagao do método de
pontos interiores preditor corretor com miultiplas corregoes [21]. A maioria das suas rotinas
estd implementada na linguagem C. As rotinas responsaveis pela solucao dos sistemas
lineares, que utiliza uma fatoragao esparsa de Cholesky desenvolvida por Ng e Peyton [33],
estao implementadas em FORTRANT7. O PCx utiliza os problemas de programacao linear
no formato MPS, podendo os problemas conter restricoes de igualdade e desigualdade,
variaveis canalizadas ou livres. Uma rotina de preprocessamento do PCx converte os
problemas em um formato padrao, e apds a solucao ser determinada, esta é transformada

em termos da formulagao original.

5.2 Implementacao

A dire¢ao continuada em suas diferentes formas de uso, tanto com a diregao
moderada quanto com a direcao simples, foi implementada em linguagem C e incorporada

ao cddigo do PCx [13] com a opc¢ao das miltiplas corregoes ligada.

Os experimentos computacionais foram realizados em um processador Intel
Core i7, 8 GB RAM, 1TB HD e Sistema Operacional Linux.

O parametro adotado para que a iteracao continuada seja utilizada de acordo
com o Critério (3.63) é w = 0,96. O valor default do PCx para otimalidade é ¢, =
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10710, €p = 1078 e ¢4 = 1078, Para o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas
¢é utilizado p = 0,025y/m + n, o nimero maximo de iteracoes ¢ igual a 2 e a tolerancia é

1074,

5.3 Problemas teste

Os experimentos computacionais foram realizados com problemas de livre
acesso na internet. Foram selecionados 38 problemas de médio a grande porte. Na maioria
deles, o PCx leva mais de cinco segundos para encontrar uma solugdo étima. Os problemas

teste pertencem as seguintes colegoes:

o Netlib [9]

Nesta colegao, selecionamos o problema dfl001, um problema de atribuicao de frota

de uma companhia aérea, disponivel em:

http://www.netlib.org/lp/

e Mészaros
Os problemas selecionados desta colecao estao disponiveis em:

http://www.sztaki.hu/~meszaros/public_ftp/lptestset/

e PDS: Patient distribution (evacuation) system, [10].
Disponivel em:

http://plato.asu.edu/ftp/lptestset/pds/

e Fome
Disponivel em:

http://plato.asu.edu/ftp/lptestset/fome/

e Watson originario de programacao linear estocastica.
Disponivel em:

http://plato.asu.edu/ftp/lptestset/misc/

Na primeira coluna da Tabela 1, estd o nome dos problemas selecionados,
na segunda coluna, a dimensao dos problemas (nimero de linhas e colunas) apds o
pré-processamento do PCx e na terceira coluna, estd a densidade do fator de Cholesky,
fornecida pelo PCx, que realiza um reordenamento procurando que este fator seja esparso.

A ultima coluna mostra a cole¢do a que o problema pertence.


http://www.netlib.org/lp/
http://www.sztaki.hu/~meszaros/public_ftp/lptestset/
http://plato.asu.edu/ftp/lptestset/pds/
http://plato.asu.edu/ftp/lptestset/fome/
http://plato.asu.edu/ftp/lptestset/misc/
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Tabela 1 — Problemas Teste

Problema Dimensao Densidade | Colecao
Linhas | Colunas

baxter 23871 30122 0,02064 | Mészaros
dano3mip 3202 15851 0,21235 | Mészaros
dbicl 34205 | 174457 0,00316 | Mészaros
dbirl 14032 38763 0,02556 | Mészaros
dbir2 14107 38838 0,02825 | Mészaros
ex3stal 17442 17515 0,16834 | Mészaros
1p22 2958 16392 0,21515 | Mészaros
Ipl1 34125 89383 0,00162 | Mészaros
nsct1 15278 26430 0,04636 | Mészaros
nsct2 15360 26512 0,04779 | Mészaros
rlfprim 57422 61268 0,18400 | Mészaros
route 20894 43019 0,01422 | Mészaros
seymourl 4827 6082 0,38727 | Mészaros
slptsk 2861 3347 0,99846 | Mészaros

south31 17983 35686 0,03502 | Mészaros
Ts-palko 22002 47235 0,06484 | Mészaros

tp-6 142752 | 1014301 0,00280 | Mészaros
degme 185501 | 659415 0,00325 | Mészaros
dfioo1 5984 12143 0,09132 | Netlib
pds06 9156 28472 0,01395 | PDS
pds10 15648 48780 0,01372 | PDS
pds20 38722 | 106180 0,01357 | PDS
pds30 47968 | 156042 0,01271 | PDS
pds40 64276 | 214385 0,01363 | PDS
pdsH0 80339 | 272513 0,01293 | PDS
pds60 96514 | 332862 0,01247 | PDS
pds70 111896 | 386238 0,01257 | PDS
pds80 126120 | 430800 0,01185 | PDS
pds90 139752 | 471538 0,01136 | PDS
pds100 152300 | 498530 0,01036 | PDS
fomell 11968 24286 0,04566 | Fome
fomel2 23936 48572 0,02283 | Fome
fomel3 47872 97144 0,01142 | Fome
fome20 32287 | 106180 0,01357 | Fome
fome21 64574 | 212360 0,00679 | Fome

Watson-1 | 119782 | 233426 0,00024 | Watson
Watson-2 | 209614 | 411177 0,00014 | Watson

5.4 Resultados computacionais

Para analisar o desempenho do PCx ao incorporar a iteracao continuada, foram
realizados testes com as formas avancada e atrasada da dire¢do continuada, tanto com a

direcdo moderada quanto com a direcao simples.
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Considere:
AVDM: PCx com a forma avangada da direcdo moderada.
ATDM: PCx com a forma atrasada da direcao moderada.
AVDS: PCx com a forma avancada da direcao simples.

ATDS: PCx com a forma atrasada da dire¢ao simples.

5.4.1 Comparacdo AVDM, ATDM , AVDS e ATDS

Inicialmente, foi realizada uma comparacao com os métodos AVDM, ATDM ,
AVDS e ATDS para decidir qual deles pode ser o mais competitivo com PCx. Na Tabela
2, as colunas de AVDM, ATDM, AVDS, ATDS contém o ntiimero total de iteragoes (k)
realizadas pelos métodos, e o tempo total de resolugao dos problemas em segundos (t),

além do nimero de iteragoes continuadas (ic) realizadas.

Observacao 5.4.1. Nos estudos iniciais da iteragao continuada, em que consideramos
somente uma componente de bloqueio no espaco primal e outra no espago dual, a utilizacao
da direcao moderada nao apresentava resultados competitivos com a dire¢ao simples. Ao
existir a possibilidade de ter mais de uma componente de bloqueio em cada espaco e
analisar a dire¢ao moderada, verificamos que mais de dois sistemas lineares com a matriz
ADA" seria resolvidos, tornando ainda mais caro computacionalmente o célculo desta
direcdo continuada comparado com a dire¢ao simples. Entao, nao foi considerado em nossa
implementacgao o caso que pode ocorrer mais de uma componente de bloqueio no espago
primal e dual, na direcao moderada, pois ao realizar os experimentos computacionais foi
verificado que somente em 10 dentre os 38 problemas teste poderia ocorrer este fato. Assim,

estes problemas foram excluidos da comparacao da Tabela 2.
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Tabela 2 — Comparacao AVDM, ATDM , AVDS e ATDS.

Problema AVDM ATDM AVDS ATDS

k| ic t(s) k| ic t(s) | k| ic t(s) k| ic t(s)
baxter 26 | 2 24,09 | 28 | 2 25,88 | 26 | 14 23,30 | 26 | 12 24,34
dano3mip * 119 * 131 7 7,89 19 *131 |13 7,70
dbicl 43 | 19 13,49 | 44 | 18 13,59 | 46 | 20 12,93 | 46 | 22 12,77
dbirl 241 0 28,76 | 24 | O 2894 | 21| 3 25,29 | 24 | 7 28,34
dbir2 25| 5 3525 | 26 | 1 36,28 | 25 | 12 34,75 | 26 | 8 35,91
ex3stal 8| 8 133,12 71 1| 117,36 81 0 131,43 8| 2 131,30
1p22 5 | 4 10,06 | 35 | 4 6,32 | 48 | 8 805|129 | 7 5,20
nsctl 22 | 2 82,42 | 22 | 2 83,12 | 22| 4 81,43 | 21 7 78,13
nsct2 30| 5 112,09 | 31 1 117,70 | 28 | 12 106,04 | 26 | 10 99,22
rifdual 141 0 6,12 | 14| 0 6,28 | 14| O 6,06 | 14 | 0O 6,05
seymourl | 15 ) 21,88 | 15 3 21,72 | 16 8 22,72 | 16 8 22,73
slptsk 20| 4 3494 | 18 1 31,60 | 19 | 14 32,42 | 20 | 12 34,20
south31 15| 2 3330 | 15| O 33,64 | 16 | 7 35,10 | 15 | 10 33,00
rlfprim 10| 1| 5704,09 | 10 | 1 | 5706,79 9| 0] 5185,99 9| 0] 519592
fome21 48 | 0 27729 | 47 | 1 27597 | 47 | 5 271,33 | 46 | 4 268,21
Ts-palko 19| 7 134,23 | 18 | 5 126,53 | 18 | 11 125,06 | 19 | 13 130,10
tp-6 27 | 24 58855 | 26 | 8 | 554,14 | 21 | 11 448,00 | 23 | 17 486,99
degme 27 | 13 143449 | 24 | 9 | 1271,96 | 24 | 4 | 1266,44 | 25 | 23 | 1308,58
karted 15| 5 461,79 | 15| 7| 460,58 | 15| 5 457,10 | 15 | 13 455,30
dfloo1 38 1 13,31 | 43| 1 1563 | 42| 5 14,31 | 38 | 4 12,97
pds-20 44 | 2 128,17 | 43 | 0| 129,01 | 42 | 3 125,31 | 40 | 5 120,09
pds-40 50 | 6 961,77 | 50 | 1| 964,09 | 50 | 4 954,11 | 49 | 11 933,71
pds-70 57 | 2| 4898449 | 53 | 1 | 457897 | 54 | 3 | 4637,79 | 52 | 5 | 4475,60
pds-80 51 1] 6300,83 | 51 | O | 6307,07 | 55 | 7 | 6743,84 | 52 | 14 | 6388,71
pds-90 51 2| 775429 | 52 | 3| 7901,77 | 51 | 2 | 7723,56 | 53 | 9 | 8001,88
pds-100 53 | 3| 8925,26 | 54 | 2 | 9083,84 | 54 | 10 | 9051,68 | 54 | 7 | 9055,51
Watson-1 | 83 | 23 11,68 | 82 | 13 1144 | 79 | 17 9,16 | 83 | 19 9,34
Watson-2 | 66 | 28 18,57 | 66 | 19 17,72 | 67| 7 14,68 | 66 | 8 14,08

*
O método nao resolveu o problema

Na Tabela 2, temos os melhores resultados em destaque entre os métodos.
Observe que somente ATDM e ATDS resolvem todos os problemas testes. ATDS é o
que apresenta o maior nimero de problemas em destaque, resolvendo 13 problemas teste
em menor nimero de iteragoes e tempo total. Este bom desempenho de ATDS pode
ser confirmado nas Figuras 1 e 2, com o perfil de desempenho em relacao ao nimero de
iteracoes e tempo total, respectivamente, dos resultados da Tabela 2. Pelas Figuras 1 e 2,
concluimos que ATDS e AVDS sao robustos para esses problemas testes. No entanto, o
mais eficiente ¢ ATDS, resolvendo aproximadamente cerca de 58% dos problemas testes
em menor numero de iteracoes e 52% em tempo total reduzido. Dessa forma, ATDS é o
mais competitivo entre os métodos propostos. A seguir, apresentamos a comparacao entre
PCx e ATDS.
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AVDM

Problemas Resolvidos

ATDM
03—

02l AVDS

. ATDS

01—

i i i i i i i i
1 1.4 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 18 1.9 2
Taxa de Desempenho

Figura 1 — Numero de iteracoes.

— AVDM

Problemas Resolvidos

. ATDM

AVDS

. ATDS

1 1 1 1 1 1
1.4 1.5 16 17 18 1.9 2
Taxa de Desempenho

Figura 2 — Tempo total.

Observagao 5.4.2. A iteracao continuada utilizando a diregdo preditora corretora conti-
nuada é proposta em [4] para PCx sem multiplas correcoes de centralidade. Ao utilizar
as multiplas correcoes de centralidade no PCx, esta dire¢do nao proporciona resultados
satisfatérios, pois dificilmente é realizada. Desta forma, esta direcdo continuada nao se

aplica para o PCx com multiplas correcoes de centralidade.

5.4.2 Comparacdo PCx e ATDS

Na Tabela 3, temos a comparagao dos resultados obtidos por PCx e ATDS em

todos os problemas teste.
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Tabela 3 — Comparacao entre PCx e ATDS.

Problema PCx ATDS

k t(s) | k t(s) | ic
baxter 28 24,92 | 26 24,34 | 12
dano3mip | * * 131 7,70 | 13
dbicl 45 11,87 | 46 12,77 | 22
dbirl 24 27,66 | 24 28,34 | 7
dbir2 26 35,06 | 26 3591 | 8
ex3stal 8 131,72 | 8| 131,30 | 2
1p22 56 9,24 | 29 5,20 | 7
nsct1 21 78,40 | 21 78,13 | 7
nsct2 28 105,88 | 26 99,22 | 10
rifdual 14 5,94 | 14 6,05 0
route 20 3,31 | 18 3,02 | 4
seymourl | 15 21,45 | 16 22,73 | 8
slptsk 19 32,60 | 20 34,20 | 12
south31 15 33,10 | 15 33,00 | 10
rlfprim 9 | 5185,61 91 519592 | 0
fomell 45 30,62 | 47 31,96 | 4
fomel2 43 58,94 | 40 54,77 | 4
fomel3 42 115,16 | 39 | 107,46 | 4
fome20 43 127,03 | 40 | 120,94 | 5
fome21 48 275,98 | 46 | 268,21 | 4
tspalko 18 | 124,53 | 19 130,10 | 13
tp-6 21| 412,05 23 486,99 | 17
degme 24 | 1267,40 | 25 | 1308,58 | 23
karted 16 484,64 | 15| 455,30 | 13
dfloo1 45 15,26 | 38 12,97 | 4
pds-06 29 2,44 | 29 2,48 | 10
pds-10 33 12,70 | 31 12,12 | 7
pds-20 43 126,81 | 40 | 120,09 | 5
pds-30 45 | 316,73 | 46 32287 | 5
pds- 40 50 961,21 | 49 | 933,71 | 11
pds-50 53 | 1701,76 | 50 | 1649,00 | 6
pds-60 54 | 295994 | 51 | 2798,58 | 6
pds-70 54 | 4648,39 | 52 | 4475,60 | 5
pds-80 51 | 6283,01 | 52 | 6388,71 | 14
pds-90 52 | 7875,59 | 53 | 8001,88 | 9
pds-100 55 | 9211,17 | 54 | 9055,51 | 7
Watson-1 | 80 9,08 | 83 9,34 | 19
Watson-2 | 66 14,18 | 66 14,28 | 8

*
O método nao resolveu o problema
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Note que ATDS obtém reducao no nimero de iteragoes em 18 problemas teste,
além de resolver o problema dano3mip, que nao é resolvido por PCx. A maior redugdo no
numero de iteragoes é de 27 iteracoes no problema 1p22, correspondendo a uma taxa de
aproximadamente 48%. A maior reducao no tempo total é de 172,79 segundos no problema
pds-70, correspondendo a uma taxa de reducao de aproximadamente 4% do tempo total.
No entanto, a maior taxa de reducao do tempo total, que é de aproximadamente 44%,
ocorreu no problema Ip22 com reducao de 4,04 segundos. Embora 1p22 obtenha uma
alta taxa reducao de tempo total, este problema é relativamente pequeno. Problemas
com maiores tempo de resolugao, como pds-70, sdo os que fornecem as maiores redugoes
de tempo quando pelo menos uma iteracao é reduzida por ATDS. Por outro lado, 10
problemas teste tém o ntmero de itera¢des aumentado em no maximo duas iteragoes.
Além disso, os resultados mostram que 16 problemas tém o tempo total aumentado a uma
taxa aproximada de pelo menos 1%. A maior taxa de aumento do tempo total foi em torno
de 18% no problema tp-palko. Nos problemas teste que nao tiveram alteracao no nimero
de iteragoes, houve um aumento no tempo total de no méximo 2.5%. Na Figura 3, temos
o perfil de desempenho em relacao ao nimero de iteragoes e na Figura 4 em relagao ao

tempo total dos resultados da Tabela 2.

PCx

Problemas resolvidos

02l ATDS ||

1 1 1 1 1 1 1
[
1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4

Taxa de desempenho

Figura 3 — Ntmero de iteragoes.

Pela Figura 3, observamos que ATDS é o mais eficiente, resolvendo cerca de
71% dos problemas teste em um menor nimero de iteracoes. Além disso, é o mais robusto,
visto que ATDS resolve todos os problemas teste. Em relagdo ao tempo total, podemos
observar na Figura 4 que ATDS é também mais eficiente, pois encontrou a solugao étima
mais rapidamente em torno de 58% dos problemas teste, enquanto que o PCx foi mais

rapido em aproximadamente 42% dos problemas.
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PCx |

Problemas resolvidos

02— ATDS [

1 1 1 1 1 1 1
0
1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 13 1.35 14

Taxa de desempenho

Figura 4 — Tempo total.

Observamos nos experimentos numéricos que na média o nimero de correcoes

de centralidade é menor para o ATDS em comparagdo com o mesmo nimero para o PCx.

Portanto, de acordo com o perfil de desempenho apresentado nas Figuras 3 e
4, podemos afirmar que o ATDS ¢é mais eficiente e robusto que o PCx considerando os

problemas testados.

5.4.3 Comparacao ATDS e o Algoritmo de ajustamento 6timo para p coorde-

nadas combinado com ATDS

Nesta subsecao, apresentamos os resultados computacionais obtidos ao combinar
o algoritmo de ajustamento 6timo com o ATDS, o qual referenciamos por ATDS-AJ. Na
Tabela 4, é feita uma comparacgao dos resultados obtido, em relacdo ao niimero total de
iteragoes (k), o tempo total de resolugao (s) e o nimero de iteragoes continuadas realizado
(ic). O valor de w em (3.63) para ATDS-AJ é w; = 0,94, pois assim ATDS-AJ obtém

resultados mais competitivos com ATDS, que utiliza w; = 0, 96.
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Tabela 4 — Comparacao entre ATDS e ATDS-AJ.

Problema ATDS ATDS-AJ

k t(s) | ic| k t(s) | ic
baxter 26 24,34 | 12 | 26 23,33 | 6
dano3mip | 31 7,70 | 13 | 30 7,42 | 11
dbicl 46 12,77 | 22 | 45 12,51 | 11
dbirl 24 2834 | 7| 24 28,32 | 4
dbir2 26 3591 | 8|25 34,89 | 5
ex3stal 8 131,30 | 2| 8| 130,39 | 2
1p22 29 5,20 | 7| 45 757 1 1
nsct1 21 78,13 | 7| 22 81,04 | 6
nsct2 26 99,22 | 10 | 28 105,88 | 6
rifdual 14 6,05 | 0] 15 6,42 | 0
route 18 3,02 | 4] 19 3,14 | 4
seymourl | 16 22,73 | 8| 16 22,67 | 8
slptsk 20 34,20 | 12| 20 3432 | 9
south31 15 33,00 | 10 | 16 3492 | 5
rifprim 91 519592 | 0| 9| 5184,32 | 0
fomell 47 31,96 | 4|43 29,31 | 3
fomel2 40 54,77 | 4| 39 53,66 | 4
fomel3 39| 10746 | 4| 42 11473 | 3
fome20 40 | 120,94 | 5| 41 123,04 | 3
fome21 46 | 268,21 | 4| 47 27281 | 3
Ts-palko 19 130,10 | 13 | 18 | 123,96 | 5
tp-6 23| 486,99 | 17 | 23 487,59 | 17
degme 25 | 130858 | 23 | 23 | 1209,60 | 8
karted 15| 455,30 | 13| 15 455,31 | 7
dfloo1 38 12,97 | 4| 38 13,06 | 3
pds-06 29 2,48 110 | 29 2,47 | 8
pds-10 31 12,12 | 7| 32 12,60 | 5
pds-20 40 | 120,09 | 5| 41 122,31 | 3
pds-30 46 32287 | 5|44 | 310,88 | 4
pds-40 49 933,71 | 11 | 49| 932,21 | 5
pds-50 50 | 1649,00 | 6 | 50 | 1645,82 | 6
pds-60 51| 279858 | 6 | 50 | 2746,56 | 6
pds-70 52 | 4475,60 | 5| 56 | 479280 | 4
pds-80 52 | 6388,71 | 14 | 51 | 6264,31 | 5
pds-90 53 | 8001,88 | 9| 53 | 8008,47 | 5
pds-100 54 | 905551 | 7|52 |8727,85 | 4
Watson-1 | 83 9,34 119 | 78 9,01 | 10
Watson-2 | 66 14,08 | 8 | 65 1421 | 5
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Observe que no ATDS-AJ ocorre reducdo no numero de iteragoes em 13
problemas teste, comparando com ATDS. A maior reducao foi de 4 iteragoes no problema
fomell, correspondendo a uma taxa de aproximadamente 8,5%. Além disso, este é
o problema que apresenta a maior taxa de reducao de tempo entre os 13 problemas
que tiveram o tempo reduzido, com aproximadamente 8,3%. Embora com uma taxa
menor de reducao do tempo total, os problemas degme, pds-60, pds-80 e pds-100, que
apresentam maiores tempo de resolucao, sao os que obtém as maiores redugoes de tempo,
com aproximadamente 99, 52, 124 e 327 segundos, respectivamente. Por outro lado, 12
problemas testes tiveram o ntimero de iteragoes e o tempo total de resolucao aumentados.
O maior aumento foi no problema 1p22, de aproximadamente 55% no ntimero de iteracoes
e 45% no tempo total. Nos demais problemas testes, que tiveram o nimero de iteracoes
inalterados, o aumento ou redu¢ao no tempo nao foi superior a 1%. Note que ATDS-
AJ obtém, na maioria dos problemas teste, um ntimero menor de iteragoes continuadas

realizadas comparado com ATDS.

05—

Problemas Resolvidos

ATDS

ATDS-AJ

0 | | | | | | |
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8
Taxa de Desempenho

Figura 5 — Ntimero de iteragoes.
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Problemas Resolvidos

ATDS

ATDS-AJ

| | | | | | | | |
0
1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4 1.45 1.5
Taxa de Desempenho

Figura 6 — Tempo total.

Pela Figura 5, observamos que a diferenca de desempenho entre os dois métodos
é muito pequena. Note que, ATDS-AJ é ligeiramente mais rapido se considerarmos a taxa de
desempenho igual a 1. Esta relagdo se inverte para taxa de desempenho aproximadamente
1,05. Além disso, ATDS é ligeiramente mais robusto para esses problemas testes. A partir

da Figura 6 podemos chegar as mesmas conclusoes com relacao ao tempo total.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, aperfeicoamos o método de pontos interiores preditor corretor
com as multiplas correcoes de centralidade. O maior esfor¢o computacional, em cada
iteracao deste método, esta na resolugao de dois sistemas lineares para determinar a diregao
preditora corretora e sistemas lineares adicionais dependendo do niimero de correcoes de
centralidades realizadas, com uma mesma matriz dos coeficientes. Utilizando eliminagoes
de variaveis para resolver estes sistema lineares, obtemos um sistema de equagoes normais.
Uma abordagem muito utilizada para resolvé-lo é determinando a fatoracao de Cholesky
da matriz de coeficentes. Ao utilizar as multiplas corre¢oes de centralidade, o método
preditor corretor obtém uma direcdo de busca que possibilita que o método prossiga na
vizinhanca da trajetéria central, que passos maiores sejam dados e que uma melhoria na
convergéncia seja obtida. Dessa forma, muitos pesquisadores consideram essa variacao
dos métodos de pontos interiores a mais eficiente. No entanto, para muitos problemas a
fatoracao de Cholesky é muito cara, aumentando custo computacional em cada iteracao

do método de pontos interiores.

Propomos uma nova abordagem para a melhoria do método preditor corretor,
além das multiplas correcoes de centralidade, apresentamos a iteracao continuada. A
iteracao continuada para o método de pontos interiores preditor corretor com as multiplas
correcoes de centralidade é apresentada, com o objetivo de reduzir o nimero de iteracoes
e o tempo computacional que este método utiliza para resolver problemas de programacao
linear de grande porte. A iteracao continuada é utilizada quando os tamanhos dos passos a
serem dados em uma iteracao sao menores que o passo de Newton. Ela tem como proposito
calcular uma direcao continuada que, combinada com a direcao preditora corretora, resulte
em tamanhos de passos maiores para determinadas componentes, nao violando a condigao
de ponto interior. Esta abordagem nao garante que o ponto esteja préoximo da trajetéria
central. Dessa forma, é utilizada antes que as multiplas corre¢oes de centralidade sejam

realizadas.

A direcao continuada é mantida muito préxima da diregao preditora corretora,
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de forma que possibilite 0 aumento dos tamanhos dos passos primal e dual, reduzindo as
infactibilidades, melhorando a convergéncia. Duas formas de utilizar as dire¢oes continuadas
foram propostas, a direcdo moderada e a direcao simples. A direcdo moderada é determinada
satisfazendo aproximadamente o sistema linear que encontra a dire¢do preditora corretora,
anulando as componentes da direcao que realizaram bloqueio. Além disso, a fatoracao de
Cholesky j& calculada na iteracao do método é utilizada para resolver sistemas lineares
adicionais envolvidos com a matriz ADA'. Por outro lado, a direcdo simples recebe os
valores da direcao preditora corretora calculada, anulando as componentes que realizaram
bloqueio. Esta direcao tem a vantagem de nao exigir a resolucao de sistemas lineares
adicionais. Duas formas de utilizar as dire¢oes continuadas foram apresentadas, as formas
avancada e atrasada, diferindo entre si pela combinacao feita entre direcao preditora
corretora e a direcao continuada. Uma anéalise dos residuos foi realizada com as formas
avancada e atrasada, impondo critérios para a utilizagao da direcao continuada para

melhoria do método de pontos interiores.

Os experimentos computacionais realizados mostraram que a forma atrasada da
direcao simples para a iteracao continuada, ATDS, foi a que apresentou melhores resultados
entre as formas de utilizacao e as diregoes continuadas apresentadas. Comparando PCx
e ATDS, os resultados mostraram que ATDS é mais eficiente e robusto que PCx, pois
determina a solugao dos problemas testados rapidamente, além de resolver um problema
teste nao resolvido pelo PCx. Ao introduzir o algoritmo de ajustamento 6timo para p
coordenadas ao ATDS, um método tao eficiente quanto o ATDS é obtido. Embora os
problemas teste de maior tempo de resolucdo nao fornecam a maior taxa de reducio
de tempo, estes apresentam uma economia de tempo total maior ao ter ao menos uma

iteragao reduzida.

Portanto, a iteracao continuada pela forma atrasada da dire¢ao simples com-
binada com o método de pontos interiores preditor corretor com multiplas corregoes
resultou em um método de pontos interiores eficiente e robusto. Utilizando o algoritmo de

ajustamento 6timo para p coordenadas, obtemos um método tao eficiente quanto o ATDS.
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Apéndice A

Funcao Lagrangiana

Considere o problema:
min f(x)
sa  hi(x)=0 i=1,...,m.
em que f(z):R" >R, hi(z) :R" >R, i=1,...,m.

(A1)

Por conveniéncia de notagao, assumimos a fungdo h(z) : R" — R™, em que

h=(h1,... ¢y

A funcdo Lagrangiana [(x, ) : R" x R™ — R associada ao problema (A.1) é
dada por [5]:
l(z,\) = f(x) + Nh(z).

Proposicdo 1 (Condigbes necessarias de 1¢ e 2% ordem) Seja z* um

ponto de minimo local de f sujeito a h(z) = 0 e assumindo que Vhy(z*),..., Vh,(z¥)
sao linearmente independentes. Entdo existe um tinico vetor A* = (X}, ..., A\* )’ tal que:
m

V(@) + ) A Vhi(2*) = 0.

i=1
Os elementos \* sdo chamados de multiplicadores de Lagrange.

Assumindo f, g € C?, temos:
Y (V2 () + Y AV hi(a®)) y = 0,
i=1

para todo y € M(z*), em que M(2*) = {y | Vhi(z*)'y =0, i =1,...,m}.
Podemos escrever esta proposicao de forma compacta, sendo que:

Se z* é um minimo local e Vhy(x¥),..., Vh,(x*) sdo linearmente independen-

tes, entao:
Vo l(x*, %) =0 e Vyl(z*,\*) =0, (A.2)
y'L(z*)y = 0 Yy e M(z*), (A.3)
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em que L(z*) = V2f(2*) + 2 NV2hy(x*).
i—1

A condigao (A.2) é conhecida como condigao necesséaria de primeira ordem e a

condigao (A.3) como condigao necessaria de segunda ordem.

Proposicao 2 (Condicdes suficientes de 2% ordem) Sejam f, g e C?, z* €

R™ e A* € R™ que satisfazem:

V(@A) = 0 e Vl(z*,\*) = 0;
y'L(z*)y =0 Yy # 0 com Vh(z*)'y = 0.

Entao z* ¢ um minimo local estrito de f sujeito h(x) = 0.
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Apeéndice B

Perfil de Desempenho

O perfil de desempenho é uma ferramenta para avaliar e comparar o desempenho
de métodos em otimizacao, introduzido por Dolan e Moré [15]. Considerando que temos
ns métodos e n, problemas, podemos comparar os métodos em medidas diferentes de
desempenho, por exemplo, tempo de processamento, nimero de iteragoes, entre outros,
que denominamos custo. Considere S o conjunto de métodos e P conjunto de problemas,
o desempenho do método s para resolver um problema p é comparado com o melhor
desempenho de qualquer método s € S com respeito a este problema, para isso é utilizada
a taxa de desempenho dada por:

tp75
min{t,,: se S}’

Tps =

em que ¢, s ¢ o custo necessario para resolver o problema p pelo algoritmo s. Considerando
o parametro 7y, fixo, r,, = r, s para um p escolhido, temos que, r,, = r, s se s nao resolve

o problema p.

A funcao de distribui¢ao acumulada ps; para a taxa de desempenho 7, é
definida [15] por:
ps : R—[0,1]
1
s =— | B 5
pulr) = — | B

p
em que | B | é a cardinalidade de B = {p € P|r, s < 7}. Entao, ps é a probabilidade do

método s € S resolver um problema a um fator 7, da melhor taxa de desempenho.

Assim, para um dado 7, o melhor método é o que possui o maior valor de ps(7).
Se estamos interessados no método mais eficiente, necessitamos somente comparar os
valores da funcdo de cada método quando 7 = 1. Considere 7, s € [1,7,,], em que 7, 5 = 7y,
somente quando algum problema p nao é resolvido pelo método s. Tomando ps(r,,) =1, a
probabilidade que o método resolve um problema é dada por:

P: = lim ps(T)'

T—Tm
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Logo, se estamos interessados somente no método mais robusto, necessitamos comparar os

valores de p} de todos os métodos e escolher o de maior valor.
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