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Resumen
Los disipadores de energía son elementos pasivos que se in
orporan a edi�
ios y a otras
onstru

iones que, pueden estar sometidas a a

iones dinámi
as, espe
ialmente movimientossísmi
os. Su �nalidad es absorber la mayor parte de la energía introdu
ida en la estru
turapor la ex
ita
ión, protegiendo de esta manera la estru
tura prin
ipal. Estos dispositivos sonrelativamente ajenos a la estru
tura, en el sentido que no parti
ipan en la resisten
ia a 
argasverti
ales y, por tanto, son fá
ilmente reemplazables después de sufrir daños importantes. Se
one
tan a la estru
tura a proteger de forma que 
uando ésta sufre la a

ión del terremoto, segeneran deforma
iones importantes en los disipadores produ
iéndose de esta manera la absor
iónde energía.En estru
turas de edi�
a
ión, los disipadores se 
olo
an en pórti
os; habitualmente en barrasde arriostramiento 
on
éntri
o entre plantas, (generalmente diagonales o en V invertida) ya que,al produ
irse desplazamientos relativos entre plantas (� interstory drift �), apare
en deforma
ionesapre
iables en estos elementos. Se han propuesto distintos tipos de disipadores para estru
turas deedi�
a
ión. Los basados en plasti�
a
ión de metales, 
ono
idos habitualmente 
omo histeréti
os,desta
an por su sen
illez, e
onomía y robustez; de entre éstos las denominadas barras de pandeorestringido han 
ono
ido un notable desarrollo por poseer ventajas relevantes. Bási
amente sonbarras 
on
éntri
as de arriostramiento, 
onstituidas por un nú
leo delgado de a
ero que serodea de un revestimiento, generalmente de mortero y/o a
ero. Es de vital importan
ia queexista una interfaz, entre el nú
leo y el revestimiento, que permita el deslizamiento entre ambospara evitar que parte de las tensiones del nú
leo se trans�eran al revestimiento. Cuando labarra es tra

ionada o 
omprimida el nú
leo se plasti�
a, ya que el revestimiento impide supandeo; estos 
i
los de plasti�
a
ión por tra

ión y 
ompresión 
onstituyen los lazos de histéresisa través de los 
uales se disipa energía. A pesar de la notable experien
ia, tanto a nivel deinvestiga
ión 
omo de apli
a
iones prá
ti
as, que existe sobre las barras de pandeo restringido,aún quedan numerosos interrogantes abiertos. En parti
ular, no ha sido propuesto ningún modeloiii



iv Resumennuméri
o que simule 
on exa
titud y �abilidad su 
omportamiento estru
tural, ya que, éste esnotablemente 
omplejo, debido al trabajo 
onjunto y multiaxial de distintos materiales (a
erodel nú
leo, mortero y a
ero del revestimiento). Esta ausen
ia impide 
omprender a fondo losfenómenos 
omplejos que su
eden durante la opera
ión de estos elementos, y di�
ulta el desarrollode solu
iones innovadoras, ya que no es posible 
ono
er 
on exa
titud su 
omportamientoestru
tural. Este trabajo pretende mejorar el 
ono
imiento sobre el 
omportamiento de estosdispositivos, desarrollando un modelo numéri
o amplio que abra las puertas a futuros desarrollos.El modelo numéri
o desarrollado en este trabajo simula el 
omportamiento de barras de pandeorestringido formadas por un nú
leo de a
ero, una interfaz deslizante y un revestimiento de morteroeventualmente rodeado por una funda exterior de a
ero.En el modelo numéri
o propuesto, el a
ero tiene un 
omportamiento elastoplásti
o 
onendure
imiento 
inemáti
o e isótropo. Para el mortero que le rodea se ha desarrollado un modeloisótropo de daño. La parte de a
ero del revestimiento (funda) se homogeneiza al mortero. Lainterfaz entre el nú
leo de a
ero y el mortero se representa mediante un modelo de 
onta
tode penaliza
ión, en el 
ual, el nú
leo de a
ero puede penetrar en el mortero. En el presentetrabajo, estos modelos se implementan en subrutinas del programa Abaqus/Expli
it, permitiendo
omprobar el fun
ionamiento del modelo que se propone. Los resultados obtenidos, 
on estemodelo numéri
o, se 
ompararon 
on los resultados experimentales obtenidos en la Universidadde Girona y en la Universidad de California.



Abstra
t
The energy dissipators are passive 
omponents that are in
orporated into buildings and otherstru
tures undergoing dynami
 ex
itations, espe
ially earthquakes. Its purpose is to absorb thegreatest part of the input energy, thus prote
ting the main stru
ture. These devi
es are not apart of the main load-
arrying system and therefore 
an be easily repla
ed after su�ering seriousdamage. These devi
es are 
onne
ted to the stru
ture to be prote
ted in su
h a way that theyexperien
e large strains under the a
tion of the earthquakes; su
h strains produ
e the energyabsorption. In building stru
tures, the dissipators are installed in frames, usually in 
on
entri
bra
ing bars (either diagonal or 
hevron bra
es) sin
e the interstory drifts generate signi�
antdistortions in these elements. Various types of dissipators have been proposed for buildingstru
tures. Those based on yielding of metals, 
ommonly known as hystereti
, are distinguishedby their simpli
ity, e
onomy and robustness; among them, the so-
alled bu
kling restrained bra
eshave experien
ed a remarkable development be
ause of their important advantages. The bu
klingrestrained bra
es 
onsist of 
on
entri
 bra
ing bars 
omposed by a slender steel 
ore surroundedby a sto
kier 
asing, usually made of mortar and / or steel. It is 
ru
ial that there is a slidinginterfa
e between the 
ore and the 
over, to prevent relevant shear stress transfer. When the
ore is pulled or pushed it yields; the 
asing prevents the bu
kling of the 
ore. These 
y
lesof tensile and 
ompressive yielding 
onstitute the hysteresis loops through whi
h the energy isdissipated. Despite relevant experien
e exists on bu
kling restrained bra
es (both on resear
hand pra
ti
al appli
ations) many questions still remain unanswered. In parti
ular, no reliableand a

urate model of the stru
tural behavior has been proposed. This la
k prevents a deepunderstanding of the 
omplex phenomena that o

ur during the operation of these elements, andhinders the development of innovative solutions. This work aims to improve the knowledge aboutthe behavior of these devi
es, developing a 
omprehensive numeri
al model that opens the doorfor future developments. The results obtained with the proposed numeri
al model are 
omparedwith experimental results obtained at the University of Girona and the University of California.v
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1. Introdu

ión
1.1. Ante
edentes y motiva
iónEste estudio se ha realizado 
on la inten
ión de aportar 
ono
imientos sobre el 
omportamien-to de disipadores de energía para prote

ión sismorresistente de estru
turas. En gran medida lainvestiga
ión ha estado motivada por la ne
esidad de mejorar la seguridad de las 
onstru

ionesen países en desarrollo ubi
ados en regiones 
on una a
tividad sísmi
a importante, entre éstosColombia.Colombia ha sido afe
tada por una 
atástrofe 
ada dé
ada, aproximadamente. Como ejemplose 
itan los seísmos de Popayán en 1983 y de Córdoba (Quindío) en 1999. Estos eventoshan dejado numerosas ví
timas y 
uantiosos daños materiales debidos, en buena parte, a lapre
ariedad de mu
has 
onstru

iones. Puede 
on
luirse, pues, que el riesgo de 
atástrofes deigual o mayor virulen
ia es alto. Por ser un país en desarrollo, Colombia posee úni
amente una
apa
idad limitada para prevenir y afrontar situa
iones tan extraordinarias. En 
onse
uen
ia,sería útil poder disponer de te
nologías 
apa
es de redu
ir el riesgo sin exigir ni una graninversión (en términos e
onómi
os y de esfuerzo) ni grandes desarrollos te
nológi
os. En estesentido, se han propuesto los sistemas de 
ontrol pasivo [3℄ para prote

ión sismorresistente deestru
turas, espe
ialmente los disipadores de energía. En esen
ia, éstos 
onsisten en elementosque se in
orporan a la estru
tura para absorber la energía aportada por el seísmo, protegiendoa la estru
tura y a
tuando 
omo �fusibles estru
turales�. Estos elementos no forman parte delme
anismo resistente a a

iones gravitatorias, por lo que pueden ser reemplazados después dea

iones sísmi
as intensas. Estas te
nologías han sido 
readas y desarrolladas espe
ialmente enpaíses desarrollados, requiriendo, en general, de una 
ierta adapta
ión para poder ser apli
adasa países en desarrollo. La línea de investiga
ión en la que se enmar
a este trabajo se orientaa adaptar los disipadores para su uso masivo en países en desarrollo. El autor de este trabajo,después de terminar su li
en
iatura en Ingeniería Civil, en la 
ual 
onstruyó un simulador de1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓNseísmos 
omo trabajo de grado, orientó su a
tividad profesional y de estudio a la ingenieríasísmi
a. Ini
ió estudios de Máster en Ingeniería Sísmi
a y Dinámi
a Estru
tural en la UniversidadPolité
ni
a de Cataluña, en Bar
elona, donde 
ono
ió al profesor Fran
is
o López Almansa,uno de 
uyos ámbitos de estudio son los disipadores de energía. El profesor López Almansasugirió a este autor 
ontinuar 
on el do
torado adoptando 
omo tema de investiga
ión lamodeliza
ión numéri
a del 
omportamiento estru
tural de disipadores de energía. De entre losdistintos dispositivos propuestos se sele

ionaron las barras de pandeo restringido [4℄ por susnumerosas ventajas y por disponerse, en el seno del grupo de investiga
ión del que forma parteel profesor López Almansa, de amplia experien
ia en diseño, fabri
a
ión y experimenta
iónde estos dispositivos. Las barras de pandeo restringido 
onsisten bási
amente en barras dea
ero que se instalan en la estru
tura a proteger, la 
ual 
onsiste generalmente en pórti
osde nudos rígidos, en forma de diagonales de arriostramiento. Estas barras se dimensionan paraplasti�
arse en presen
ia de movimientos sísmi
os intensos. Cuando están 
omprimidas se evitael pandeo rodeando el nú
leo de a
ero 
on un revestimiento de mayor robustez; habitualmenteeste revestimiento está 
onstituido bási
amente por mortero. Obviamente, es ne
esario que elnú
leo de a
ero desli
e respe
to del revestimiento de mortero; esta interfaz deslizante 
onstituyeun elemento 
lave del diseño. Los 
i
los de deforma
ión axial de estas barras 
onstituyen losme
anismos histeréti
os a través de los que se disipa la energía, protegiendo de esta manera laestru
tura prin
ipal. El profesor López Almansa señaló la ausen
ia de modelos numéri
os 
apa
esde representar 
on su�
iente exa
titud el 
omportamiento estru
tural de estos elementos, lo 
uallimita severamente su apli
abilidad, espe
ialmente en 
ondi
iones diferentes de aquellas en que seha utilizado habitualmente, por ejemplo, en países en desarrollo. Es desta
able que se dispone deresultados experimentales obtenidos por el profesor López Almansa y por otros investigadores,en ensayos efe
tuados en la Universidad de Girona [5℄; además existen otros ensayos, des
ritosen la literatura 
ientí�
a. El 
omportamiento estru
tural de estos disipadores es altamente
omplejo, requiriéndose la utiliza
ión avanzada de la me
áni
a del medio 
ontinuo; los algoritmosdesarrollados deben ser implementados en programas de análisis estru
tural. Se requirió la
olabora
ión del profesor Sergio Oller, altamente espe
ializado en me
áni
a del medio 
ontinuo,quien se interesó en esta investiga
ión. El profesor Oller desta
ó que, dada su 
omplejidad,no existe a
tualmente ningún modelo numéri
o 
apaz de reprodu
ir el 
omportamiento de loselementos 
onsiderados, sugiriendo el desarrollo de un modelo nuevo y su implementa
ión enel Programa Abaqus, siguiendo una formula
ión explí
ita (Abaqus/Expli
it). Los profesoresLópez Almansa y Sergio Oller se responsabilizaron de la dire

ión de la investiga
ión. El



1.2. OBJETIVOS 3autor ini
ió sus trabajos, 
ompletando los 
ono
imientos adquiridos en el Máster de IngenieríaSísmi
a y Dinámi
a Estru
tural, asistiendo a asignaturas referentes a la me
áni
a del medio
ontinuo. A 
ontinua
ión se ini
ió el desarrollo del modelo numéri
o objeto de la investiga
ión.La implementa
ión de este modelo permitirá a los ingenieros estru
turales brindar alternativasmás innovadoras para la utiliza
ión de las barras de pandeo restringido puesto que el disponerdel modelo numéri
o, permitirá modelar numéri
amente distintas 
on�gura
iones hasta obtenermás la ade
uada; todo ello sin ne
esidad de ha
er 
ál
ulos ex
esivamente 
onservadores o derealizar ensayos 
on un alto 
oste y que son muy difí
iles de llevar a 
abo en países en desarrollo
omo Colombia.1.2. Objetivos1.2.1. Objetivo generalEl objetivo general de este trabajo es proponer un modelo numéri
o del 
omportamientoestru
tural de barras de pandeo restringido que permita estudiar 
on más profundidad el
omportamiento de estos disipadores de energía. De una forma más 
on
reta, se proponedesarrollar un modelo en elementos �nitos basado en la me
áni
a del medio 
ontinuo,implementado en Abaqus/Expli
it, que reproduz
a el 
omportamiento estru
tural de una barrade pandeo restringido al ser sometida a un 
ampo de desplazamientos impuestos 
uasi-estáti
os.Con este trabajo no sólo se quiere abordar el estudio de una parti
ular barra de pandeorestringido, sino también estable
er una línea de trabajo que pueda ser 
ontinuada en futurosdesarrollos. Por di
ha razón el modelo propuesto aborda 
on
eptos que podrían ser utilizados enotras 
on�gura
iones estru
turales.1.2.2. Objetivos espe
i�
osPara al
anzar el anterior objetivo general, se propone la 
onse
u
ión de los siguientes objetivosparti
ulares:Cono
er el estado a
tual del 
ono
imiento mediante el estudio de la do
umenta
ión
ientí�
a disponible.Cara
terizar me
áni
amente el 
omportamiento estru
tural de los materiales que 
omponenlas barras (a
ero y mortero), para trabajar en grandes desplazamientos y así 
aptar lainestabilidad por 
ompresión (pandeo) de las barras.



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓNFormular una estrategia para tratar el 
omportamiento de la interfaz entre el mortero y ela
ero del nú
leo.Implementar las formula
iones de los modelos anteriores en un modelo global mediante elprograma Abaqus/Expli
it.Validar el fun
ionamiento 
orre
to de los modelos anteriores, veri�
ando su 
apa
idad parareprodu
ir los fenómenos de las barras de pandeo restringido.Comparar los resultados numéri
os 
on los resultados experimentales disponibles para
alibrar el modelo propuesto.Interpretar y 
on
luir sobre el 
omportamiento de los dispositivos ensayados utilizando elmodelo desarrollado.1.3. MetodologíaLa metodología utilizada en este trabajo 
onsiste bási
amente en al
anzar de forma
onse
utiva los objetivos espe
í�
os anteriores. En primer lugar se realizó una búsqueda,re
opila
ión y veri�
a
ión de la �abilidad de las fuentes (referentes a barras de pandeo restringido,plasti
idad en metales, daño en el mortero y 
onta
to). Obteniendo una base teóri
a, seutilizaron estos 
ono
imientos para apli
arlos de forma �prá
ti
a� en Abaqus/Expli
it, siguiendolos ejemplos y re
omenda
iones de los manuales. Al tener una amplia base teóri
a sobre lostemas fundamentales para desarrollar este trabajo de investiga
ión, se ini
ió 
on la de�ni
ión delos modelos 
onstitutivos que determinan el 
omportamiento me
áni
o del mortero y del a
ero.Para el 
aso del modelo del a
ero se propone un modelo 
apaz de determinar la rotura dela
ero, de forma desa
oplada de la plasti
idad. Para el mortero se optó por utilizar un modelofenomenológi
o de daño isótropo 
on ablandamiento exponen
ial. Para de�nir la interfaz entrea
ero y mortero se determinó un mi
ro modelo de 
onta
to tipo penaliza
ión, previendo lapenetra
ión del a
ero sobre la funda de mortero que la rodea. Por último, se ensambló toda estaformula
ión en el modelo numéri
o de las barras de pandeo restringido, mediante una subrutinaque se ha in
luido en Abaqus/Expli
it. Se estable
en varios modelos de plasti
idad para el a
erohasta en
ontrar el optimo, por medio del 
ual se 
ono
erá 
uando rompe el a
ero (sin teneren 
uenta fatiga), 
uando 
omienza la plasti�
a
ión de la barra, en qué instante se rompe elmortero que la rodea, en qué momento empieza a pandear, entre otros. También se 
ompararon
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os modelados 
on resultados experimentales obtenidos en las Universidadesde Girona [1℄ y de California [2℄.1.4. Contenido de este do
umentoEste trabajo 
onsta de 5 
apítulos y 3 apéndi
es. Este primer 
apítulo in
luye los ante
edentesy motiva
iones que dieron lugar al desarrollo de esta investiga
ión, el objetivo general y losobjetivos parti
ulares. En el 
apítulo 2 se presenta el estado del arte de la investiga
ión. Enla primera parte se expli
a 
ómo se 
ara
terizan y diseñan las barras de pandeo restringido,en la segunda parte se des
riben los métodos de análisis dinámi
os, la ter
era parte 
ontieneuna des
rip
ión de la plasti
idad unidimensional y multidimensional, de�ni
ión energéti
a deldaño, y los modelo de 
onta
to en una dimensión. En el 
apítulo 3 se exponen los modelos
onstitutivos de daño para el mortero, el modelo de daño es
alar a
oplado 
on plasti
idad parael a
ero y el 
onta
to tipo penaliza
ión, 
ada uno de los anteriores 
on sus respe
tivos ejemplosimplementados en Abaqus/Expli
it. En el 
apítulo 4 se 
ompara el modelo numéri
o propuesto
on resultados obtenidos en los ensayos experimentales realizados en la Universidad de Girona[1℄ y de California [2℄. El 
apítulo 5 está 
onstituido por las prin
ipales aporta
iones de estetrabajo, las 
on
lusiones y las investiga
iones futuras. En el anexo A se analiza la resolu
ión deproblemas de valores ini
iales. El anexo B se re�ere a los módulos utilizados en Abaqus/Expli
it.En el anexo C se presenta la subrutina utilizada para formular el 
omportamiento estru
tural delas barras de pandeo restringido.



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN



2. Estado a
tual del 
ono
imiento
Este 
apítulo se divide en siete apartados. En su respe
tivo orden se presentan: en el primerapartado, de�ni
ión, des
rip
ión de qué son los disipadores de energía y para qué sirven; en elsegundo apartado se revisan los tipos de disipadores histeréti
os; en el ter
er apartado se realizala des
rip
ión y se dis
uten la utilidad y el fun
ionamiento de las barras de pandeo restringido;en el 
uarto apartado se detallan las té
ni
as de resolu
ión de problemas dinámi
os (implí
itasy explí
itas) utilizando MEF; en el quinto apartado se des
riben los modelos de plasti
idad(uniaxial y multiaxial) del a
ero; en el sexto apartado se des
riben los modelos de daño y sepresentan algunas leyes de evolu
ión del mismo; en el séptimo apartado se des
ribe el 
onta
toen una dimensión 
on rozamiento basado en multipli
adores de Lagrange 
on penaliza
ión.2.1. Disipadores de energía para prote

ión sismoresistente deestru
turasEl proye
to sismoresistente tradi
ional 
onsiste bási
amente en sele

ionar los parámetrosde la estru
tura, espe
ialmente su rigidez y su 
apa
idad de disipa
ión de energía, para queésta sea 
apaz de resistir la a

ión sísmi
a esperada. Debido a que las a

iones sísmi
as sonaltamente aleatorias e imprede
ibles y a que hoy día se a
epta que las estru
turas deberían serproye
tadas para terremotos más severos que los 
onsiderados habitualmente hasta ahora, deesta manera no es fa
tible proye
tar estru
turas para que no sufran ningún daño (ello equivaleaproximadamente a que permanez
an en el rango lineal elásti
o) para el movimiento sísmi
o másintenso que puede ser esperado 
on un nivel razonable de probabilidad durante su vida útil. Portanto, la energía aportada por la ex
ita
ión debe ser disipada mediante 
omportamiento no linealde la estru
tura ya que el amortiguamiento estru
tural no es su�
iente en ex
ita
iones violentas.Este 
omportamiento no lineal 
onlleva la apari
ión de deforma
iones permanentes, generándosehabitualmente daños en la estru
tura y en los elementos no estru
turales (
erramientos,7
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(a)                                   (b)                               (c)                              (d)Figura 2.1: Ubi
a
ión típi
a de disipadores de energía en estru
turas de edi�
a
ióninstala
iones y elementos sensibles), espe
ialmente en estru
turas de baja du
tilidad. Hoy endía está generalmente admitido que estos efe
tos son 
ompletamente inevitables, pero pueden serminimizados 
on
entrando las exigen
ias de du
tilidad en puntos 
uyo fallo no genere me
anismosde 
olapso frágiles de la estru
tura; por ejemplo, en se

iones de las vigas que se en
uentrenpróximas a las uniones 
on pilares. No obstante, una vez a
eptada la 
ompleta inevitabilidad delos daños, un planteamiento más 
orre
to es pro
urar que éstos se 
on
entren en elementos ajenosa la estru
tura prin
ipal, es de
ir, que no parti
ipen en el me
anismo resistente a las a

ionesgravitatorias y que puedan ser reemplazados fá
ilmente después de haber sido dañados durantea

iones sísmi
as violentas [6℄, [7℄, [3℄, [8℄. Estos elementos se denominan disipadores de energía yse sitúan de tal manera que experimenten deforma
iones importantes 
uando la estru
tura sufradesplazamientos horizontales ex
esivos. La Figura 2.1 muestra ejemplos de un pórti
o planoprotegido mediante disipadores 
one
tados de distintas maneras a la estru
tura prin
ipal y aelementos de arriostramiento entre plantas. En la Figura 2.1(a) los disipadores están 
one
tadosa barras de arriostramiento en V invertida y a las plantas inmediatamente superiores; en la Figura2.1 (b) los disipadores están 
one
tados a barras diagonales de arriostramiento partidas en dostramos que pueden deslizar entre ellos; en la Figura 2.1(
) los disipadores están 
one
tados abarras diagonales de arriostramiento de forma que se produ
en distorsiones angulares en aquéllosal generarse desplazamientos laterales de la estru
tura prin
ipal y en la Figura 2.1d los disipadoresestán 
one
tados a muros de relleno y las plantas inmediatamente superiores. En la Figura2.1 se desta
a que los disipadores de energía pueden ser útiles tanto para proteger edi�
ios demovimientos sísmi
os 
omo para redu
ir sus os
ila
iones horizontales produ
idas por el viento;para el primer uso resulta en general 
onveniente situar al menos un disipador en 
ada planta ya
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Figura 2.2: Disposi
ión de arriostramientos disipativos en planta para una estru
tura deedi�
a
iónque en 
aso 
ontrario se vulnera el 
riterio de uniformidad en altura re
omendado habitualmenteen proye
to sismoresistente de edi�
ios. La Figura 2.1 muestra disipadores instalados en unpórti
o plano, es de
ir, ilustra la disposi
ión de éstos en altura; 
on respe
to a la disposi
iónen planta deben seguirse las dos re
omenda
iones habituales en arriostramientos: simetría paraevitar ex
entri
idades entre los 
entros de masa y de rigidez y la mayor separa
ión posible paralograr una ade
uada resisten
ia a torsión global del edi�
io. A éstas puede añadirse la redundan
iare
omendable frente a a

iones sísmi
as de elevada intensidad. La Figura 2.2 muestra un ejemploque satisfa
e estos requerimientos; en 
ada una de las 
uatro fa
hadas se disponen dos parejasde arriostramientos disipativos. El uso de los disipadores de energía también ha sido propuestopara prote

ión sismoresistente de puentes, situándose habitualmente éstos entre el tablero y laspilas. En este 
aso, los disipadores se utilizan 
omo 
omplemento de un sistema de aislamientode base que pretende redu
ir las fuerzas horizontales trasmitidas por el tablero a las pilas y a losestribos.Alta 
apa
idad de disipa
ión de energía, tanto por 
i
lo 
omo total.Ci
los de histéresis estables y bien 
ara
terizables.Ini
io de la disipa
ión de energía para pequeños desplazamientos (interstory drift) de laestru
tura a proteger.Simpli
idad, e
onomía y bajo requerimientos de mantenimiento.
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ión sen
illa y 
on bajo impa
to arquite
tóni
o.Robustez, durabilidad y �abilidad.Fa
ilidad de sustitu
ión en 
aso de daño.Fuerza de re
upera
ión (aunque ésta puede ser manual).Redundan
ia estru
tural interna (útil para mantener la integridad después de que seproduz
an los primeros daños).Comportamiento bidire

ional para disipar energía 
uando se produz
an desplazamientosen ambas dire

iones horizontales.Bus
ando satisfa
er los requerimientos anteriores se han propuesto distintos tipos de disipadoresde energía:Histeréti
os. La disipa
ión de energía se produ
e por la plasti�
a
ión de metales dú
tiles;ordinariamente, éstos son a
ero, plomo, aluminio o 
obre.Fri

ionales. La disipa
ión de energía se produ
e por rozamiento generado durante eldeslizamiento de elementos móviles [9℄.Vis
o-elásti
os. La disipa
ión de energía se produ
e por el 
omportamiento dinámi
o demateriales vis
o-elásti
os, ordinariamente polímeros [9℄.Vis
osos. La disipa
ión de energía se produ
e por el desplazamiento de elementos sólidos(ordinariamente metáli
os) en el interior de líquidos de elevada vis
osidad.Con alea
iones 
on memoria de forma (shape memory alloys). La disipa
ión de energíase produ
e por el 
omportamiento súper-elásti
o de alea
iones metáli
as que gozan de estapropiedad [9℄.Conversión de energía me
áni
a en elé
tri
a. La disipa
ión de energía se produ
e porla transforma
ión de la energía me
áni
a introdu
ida por la a

ión sísmi
a en la estru
turaen energía elé
tri
a a través de generadores 
one
tados ade
uadamente a la estru
tura.Otros. Diversos tipos de disipadores han sido también propuestos, habiendo gozado lamayor parte de éstos de es
asa a
epta
ión.



2.2. DISIPADORES HISTERÉTICOS 112.2. Disipadores histeréti
osDe entre los tipos de disipadores des
ritos en el apartado anterior, los histeréti
os (basados enplasti�
a
ión de metales) son los que han gozado, en general, de una mayor a
epta
ión. Ello sedebe a que, para un uso masivo, poseen las siguientes ventajas: bajo 
oste, sen
illez de fabri
a
ióny de instala
ión y mantenimiento simple. Por el 
ontrario presentan los siguientes in
onvenientesy limita
iones: in
ertidumbre en la 
apa
idad última de disipa
ión de energía, ausen
ia de fuerzade re
entrado, 
omportamiento no lineal y difí
il de 
ara
terizar, genera
ión de altas fre
uen
iasdebido a las brusquedades observadas en los lazos de histéresis y energía disipada por 
i
lo (áreaen
errada por un lazo de histéresis) propor
ional a la primera poten
ia del desplazamiento (envez de a su segunda poten
ia 
omo en los disipadores vis
o-elásti
os y vis
osos). En generalpuede 
on
luirse que los disipadores histeréti
os presentan un 
omportamiento su�
ientementesatisfa
torio y que los otros elementos propuestos, aun presentando algunas ventajas, sonnotablemente más 
ostosos y so�sti
ados presentan mayores exigen
ias de mantenimiento y deprote

ión. Por esta razón los disipadores histeréti
os resultan 
onvenientes para su uso masivoen países en desarrollo, 
omo Colombia. Los disipadores histeréti
os propuestos se basan en el
omportamiento plásti
o de plomo, 
obre o a
ero, siendo este último metal el más utilizado.En la literatura té
ni
a se des
riben distintos elementos, que se distinguen bási
amente por su
on�gura
ión geométri
a; en general, se persiguen diseños en que el 
omportamiento no lineal sedistribuya de una manera uniforme en todo el volumen del elemento. Con este objetivo, se hanpropuesto distintas solu
iones:Flexión de barras de se

ión variable, de forma que el grado de plasti�
a
ión en todas lasse

iones sea aproximadamente uniforme. A este grupo pertene
en los disipadores ADASy T-ADAS [9℄Distorsión angular de paneles de espesor 
onstante. A este grupo pertene
en las familiasde disipadores 
ono
idas genéri
amente 
omo �Shear Link� [6℄ y 
omo �Steel Panel ShearWalls� [10℄.Torsión de barras de se

ión 
ir
ular hue
a [11℄. Deben preverse me
anismos que impidanla �exión que suele a
ompañar a la torsión. Extensión y a
ortamiento de barras de se

ión
onstante. Cuando las barras se en
uentran 
omprimidas tienden a pandear por �exión ydeben ser arriostradas lateralmente por elementos de menor esbeltez; ello debe ser efe
tuadosin interferir en el 
omportamiento en dire

ión axial. Esta ne
esidad de arriostramiento
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Figura 2.3: Disposi
ión de barras de pandeo restringido para prote

ión sismoresistente depórti
os de edi�
a
iónfrente al pandeo, ha
e que estos disipadores se 
onoz
an habitualmente 
omo barras depandeo restringido (�bu
kling restrained bra
es�) [12℄ [13℄.Es desta
able que la mayor parte de disipadores histeréti
os propuestos presentan un
omportamiento unidire

ional; debiendo ser dispuestos, pues, en dos dire

iones, tal 
omo señalala Figura 2.22.3. Barras de pandeo restringido2.3.1. Des
rip
iónDe entre los tipos de disipadores histeréti
os des
ritos en el apartado anterior, las barras depandeo restringido son la que quizás han gozado de una mayor a
epta
ión tanto en la literatura
ientí�
a 
omo en las apli
a
iones, por lo 
ual han sido adoptadas en este estudio. La Figura2.3 muestra disposi
iones típi
as de barras de pandeo restringido para prote

ión sismoresistentede pórti
os de edi�
a
ión. La Figura 2.3 (a) muestra barras de pandeo restringido utilizadas
omo arriostramientos diagonales y la Figura 2.3 (b) muestra barras de pandeo restringidoutilizadas 
omo arriostramientos en V invertida (�
hevron bra
es�). En ambas situa
iones, lasbarras están formadas por un nú
leo de a
ero rodeado por un revestimiento de mayor robustezque tiene 
omo �nalidad impedir el pandeo del nú
leo, tal 
omo indi
a el dibujo 2.4. Entre elnú
leo y el revestimiento indi
ados en la Figura 2.4 debe interponerse una interfaz deslizante que
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núcleo de acero

revestimiento

Figura 2.4: Con�gura
ión esquemáti
a de una barra de pandeo restringidoimpida la transferen
ia de tensiones tangen
iales entre ambos elementos e independi
e, pues, su
omportamiento axial.Es desta
able que el uso de barras de pandeo restringido también ha sido propuesto parapuentes [14℄. Los distintos tipos de barras de pandeo restringido propuestas se distinguen por lostres elementos men
ionados: el nú
leo de a
ero, la interfaz deslizante y el revestimiento exterior.Respe
to del nú
leo de a
ero, se han 
onsiderado bási
amente tres tipos de se

iones transversales:re
tangular, 
ir
ular y en 
ruz; 
onviene subrayar que en general este aspe
to no es espe
ialmenterelevante ya que el pandeo está restringido y por tanto el he
ho que la se

ión presente unradio de giro muy redu
ido en una dire

ión (tal 
omo su
ede, por ejemplo, en se

ionesre
tangulares) 
are
e de importan
ia prá
ti
a. Respe
to de la interfaz deslizante, han sidopropuestas distintas alternativas; pudiéndose agrupar en aquéllas en que se 
onsideran elementosdestinados a lograr un mayor deslizamiento [1℄ y aquéllas en que se 
onsidera simplemente unasepara
ión entre el nú
leo y el revestimiento (�
ore gap�) [15℄. Respe
to del revestimiento exterior,se han 
onsiderado bási
amente dos op
iones: elementos metáli
os y revestimiento de mortero uhormigón (fre
uentemente revestido a su vez de a
ero). La Figura 2.5 des
ribe distintas se

ionestransversales de barras de pandeo restringido.2.3.2. Compara
ión 
on otros disipadores histeréti
osEn 
ompara
ión 
on los otros disipadores histeréti
os, las barras de pandeo restringidopresentan varias relevantes ventajas:Dada la notable longitud de estas barras, los propios disipadores 
onstituyen en sí mismosun sistema de arriostramiento y no se requieren barras adi
ionales.
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Figura 2.5: Se

iones transversales de barras de pandeo restringidoEl 
o
iente entre la energía disipada y la 
antidad de material (en volumen o en peso)que debe ser in
orporado a la estru
tura es mayor que en los otros disipadores [16℄; elmaterial añadido 
omprende los disipadores, el resto de los elementos de arriostramiento ylas 
onexiones. Es desta
able que el grado de plasti�
a
ión es uniforme a lo largo de todo elvolumen del nú
leo. Se han efe
tuado numerosos estudios teóri
os y ensayos en laboratorio[17℄, [18℄, [19℄, [14℄, [20℄, [21℄, [22℄, [23℄, [24℄, [25℄, [26℄, [27℄, [2℄ y existen realiza
iones,espe
ialmente en Japón [28℄, Taiwán [17℄, Canadá [29℄ y USA [18℄.Se han publi
ado versiones preliminares de 
ódigos de proye
to [30℄, [31℄, [32℄ y existenalgunos estudios a
er
a de 
riterios de proye
to [33℄, [34℄, [35℄, [36℄, [37℄, [38℄ [39℄.La resisten
ia a fatiga es elevada ya que soli
ita
ión axial a que están sometidos los nú
leosde a
ero es baja (en términos de deforma
ión).Sin embargo, se pueden 
itar algunos in
onvenientes:Después de un terremoto intenso que haya generado deforma
iones plásti
as en el nú
leode a
ero, la totalidad de la barra debe ser reemplazada.



2.3. BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDO 15Dada la notable �exibilidad axial de las barras de pandeo restringido el ini
io de laplasti�
a
ión es demasiado tardío en términos de desplazamiento relativo entre plantas.Por otra parte, a pesar del notable esfuerzo investigador desarrollado, aun quedan algunas
uestiones abiertas:El análisis del pandeo se basa en modelos simples, altamente 
onservadores y sin embargoin
apa
es de garantizar 
ompletamente 
oe�
ientes de seguridad superiores a la unidad [5℄.El 
omportamiento estru
tural de estos dispositivos es altamente 
omplejo y no existenmodelos numéri
os 
apa
es de representarlo 
on pre
isión. Los ensayos se han orientado aanalizar la e�
a
ia global más que a desentrañar el 
omportamiento interno. Estas 
aren
iasdi�
ultan el desarrollo de solu
iones innovadoras y de efe
tuar dimensionamientos ajustadosde los dispositivos existentes.Las solu
iones para la interfaz deslizante entre el nú
leo y el revestimiento son 
onsideradashabitualmente informa
ión 
on�den
ial por parte de los fabri
antes y han sido reveladassólo de una forma muy restringida.Los ensayos efe
tuados no se han orientado su�
ientemente a investigar la 
apa
idad �nalde disipa
ión de energía.Los tramos extremos del nú
leo de a
ero deben deslizar respe
to del revestimiento y, en
onse
uen
ia, las partes que sobresalen de éste presentan un importante riesgo de pandeo.Esta 
uestión no ha sido tratada 
on su�
iente profundidad.El 
omportamiento estru
tural de edi�
ios representativos (de grupos de interés) quein
orporan este tipo de disipadores no ha sido estudiado en profundidad para un 
onjuntosu�
ientemente amplio de a

iones sísmi
as de distintos niveles de intensidad (en la �losofíadel denominado �performan
e based design�). Aunque existen varios estudios [40℄ [41℄ éstosseñalan las 
aren
ias existentes2.3.3. Criterios de proye
toEsta investiga
ión se orienta espe
ialmente a avanzar en la resolu
ión de la primera de las
uestiones anteriores; el objetivo es proponer un modelo numéri
o del 
omportamiento estru
turalde barras de pandeo restringido. El proye
to sismoresistente de edi�
ios que in
orporen barras depandeo restringido debe efe
tuarse de a
uerdo 
on la normativa sismoresistente del país en que
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ado; no obstante, la existen
ia de estos elementos requiere efe
tuar algunosestudios adi
ionales y tener en 
uenta re
omenda
iones espe
í�
as. Estos aspe
tos se des
ribenen este subapartado. En todo 
aso es absolutamente ne
esario 
onsiderar el 
omportamientono lineal de las barras de pandeo restringido, ya que sin éste no existe disipa
ión de energía.Dada la relevan
ia de las deforma
iones plásti
as a
umuladas del a
ero del nú
leo [42℄, efe
tuar
ál
ulos basados en espe
tros de a
elera
ión absoluta o de desplazamiento relativo no pare
eresultar ade
uado ya que estos pro
edimientos no tienen en 
uenta de una manera su�
ientemente
orre
ta el riesgo de rotura por fatiga plásti
a; en 
onse
uen
ia resulta re
omendable o bienrealizar análisis a partir de espe
tros de energía o bien llevar a 
abo 
ál
ulos dinámi
os no linealespara a
elerogramas representativos de la sismi
idad esperada. En este sentido, el uso de análisisdinámi
os in
rementales (IDA, Ïn
remental Dynami
 Analyses") puede resultar espe
ialmente
onveniente por la 
ompletitud de la informa
ión que es 
apaz de propor
ionar. El diseño delas barras de pandeo restringido 
onsiste bási
amente en de�nir las 
ara
terísti
as geométri
asde los prin
ipales elementos que las 
omponen, es de
ir, el nú
leo de a
ero y el revestimientoque lo rodea (de he
ho, las uniones 
on la estru
tura prin
ipal también se pueden 
onsiderar
omo parte de los disipadores). El parámetro fundamental que rige el dimensionamiento delos nú
leos es su deforma
ión longitudinal máxima a tra

ión o a 
ompresión, la 
ual estárela
ionada 
on el máximo desplazamiento entre plantas (�inter-story drift�) mediante expresiones
inemáti
as dependientes del ángulo de in
lina
ión de las barras (Figura 2.3); otro parámetro degran importan
ia es el valor a
umulado de las in
ursiones plásti
as del a
ero del nú
leo [42℄, ya quesu agotamiento se puede al
anzar por fatiga plásti
a (a bajo número de 
i
los). El revestimientotiene 
omo misión prin
ipal impedir el pandeo del nú
leo; en 
onse
uen
ia, el parámetro que
ondi
ionará su diseño es la deforma
ión longitudinal máxima a 
ompresión de éste. El diseñodel revestimiento a pandeo se ha venido efe
tuando tradi
ionalmente a partir de modelos simplesy altamente 
onservadores pero in
apa
es de garantizar 
ompletamente 
oe�
ientes de seguridadsuperiores a la unidad [5℄. Más re
ientemente, se han propuesto modelos de análisis simpli�
adospara nú
leos rodeados de una interfaz deslizante [1℄ y para nú
leos 
on una separa
ión entreel nú
leo y el revestimiento [15℄. Este estudio pretende 
ontribuir al desarrollo de modelosde mayor exa
titud 
apa
es de 
ontemplar ambas situa
iones. Se han publi
ado 
ódigos paraproye
to sismoresistente de edi�
ios 
on barras de pandeo restringido en Japón [30℄ y en USA[32℄. En el apartado 16 y en el apéndi
e T del 
ódigo ANSI/AISC 341-05 se 
onsidera el proye
tosismoresistente de edi�
ios de a
ero 
on barras de pandeo restringido. En el artí
ulo 16.2b seindi
a que el revestimiento debe ser 
apaz de restringir el pandeo lo
al y global del nú
leo



2.4. ANÁLISIS DINÁMICO NO LINEAL DE ESTRUCTURAS 17para desplazamientos entre plantas (�inter-story drift�) hasta dos ve
es el valor de proye
to;dada la men
ionada 
aren
ia de modelos numéri
os �ables, se indi
a que esta veri�
a
ión debeser efe
tuada de manera experimental mediante pruebas de resisten
ia 
í
li
a. En el artí
ulo16.2
 y en el apéndi
e T se des
riben las 
ondi
iones que deben satisfa
er estos ensayos. En elapéndi
e R se presentan los valores de parámetros relevantes; deben desta
arse el 
oe�
iente desobre-resisten
ia ( 0) 
uyos valores os
ilan entre 2 (
uando la estru
tura prin
ipal tiene nudosarti
ulados) y 2,5 (
uando la estru
tura prin
ipal tiene nudos rígidos)y el 
oe�
iente de redu

iónde respuesta (R) 
uyos valores os
ilan entre 7 (estru
tura prin
ipal de nudos arti
ulados) y8 (estru
tura prin
ipal de nudos rígidos). Estos valores señalan una du
tilidad importante,
orrespondiente a una alta 
apa
idad de disipa
ión de energía de las barras de pandeo restringido.2.4. Análisis dinámi
o no lineal de estru
turas2.4.1. Con
eptos generalesLa dinámi
a de estru
turas estudia el equilibrio estru
tural a lo largo del tiempo entrelas a

iones externas, las fuerzas elásti
as, las fuerzas mási
as de iner
ia y las fuerzasde amortiguamiento, para un sistema estru
tural dis
reto en formas de puntos vin
uladosinternamente entre sí y todos ellos a un sistema de referen
ia �jo. Estos vín
ulos internos entre lospuntos que des
riben el sistema estru
tural pueden o no ser elásti
os; para las barras de pandeorestringido éste no es elásti
o, el 
omportamiento del sistema de puntos es no 
onservativo y porlo tanto se di
e que el material de las barras de pandeo restringido tiene un 
omportamientono lineal disipativo. La no linealidad de las barras de pandeo restringido se mani�esta ademásporque hay grandes movimientos, es de
ir, el sistema trabaja fuera de su 
on�gura
ión geométri
aini
ial, motivando un 
omportamiento 
inemáti
o no lineal [43℄. Esta des
rip
ión será analizada
on más profundidad a lo largo de este trabajo 
uyos 
on
eptos se fundamentan en la dinámi
ano lineal de las estru
turas, en la me
áni
a de los, medios 
ontinuos y en las té
ni
as numéri
as;entre las 
uales se 
onsidera el método de los elementos �nitos (MEF). A 
ontinua
ión se ha
euna introdu

ión a la e
ua
ión del movimiento.2.4.2. Solu
ión de la e
ua
ión del movimientoEn este subapartado se des
ribe la resolu
ión de la e
ua
ión del movimiento [43℄.



18 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTOPrimera ley de la termodinámi
aLa e
ua
ión del movimiento se obtiene a partir de la primera ley de la termodinámi
a (ver [44℄,[45℄). Este prin
ipio indi
a que la energía no se 
rea ni se destruye sino úni
amente se transforma.Para un sistema 
errado el 
ambio temporal de trabajo realizado por los agentes externos debeser igual al 
ambio temporal en la energía total del sistema. La 
antidad de energía interna EI ,fun
ión del estado físi
o del sólido, depende de la variable de estado ω, la densidad de energíainterna por unidad de masa ρ y el volumen V . Se 
umple la siguiente rela
ión:(2.1) d

dt

[∫

V

ρωdV

]

=
dEI

dt
= ĖI = Qprop + Pd

Qprop es el 
alor propio y Pd representa la poten
ia de deforma
ión. Para obtener la poten
ia dedeforma
ión, se partirá de la siguiente de�ni
ión de la poten
ia me
áni
a introdu
ida Pint:(2.2) Pint =

∮

S

t · U̇dS +

∫

V

ρb · U̇dVEn la e
ua
ión 2.2 t es la fuerza apli
ada sobre el 
ontorno S, siendo t = σn donde σ es eltensor de tensiones de Cau
hy (ver [46℄) y n es el ve
tor normal a la super�
ie S, b representaa las fuerzas de volumen por unidad de masa, ρ = ∂M
∂V

ρ es la densidad, M es la masa, Ves el volumen y U̇ es la velo
idad. Utilizando el teorema de Green (ver [47℄) se transforma laintegral de super�
ie de la e
ua
ión 2.2 en una integral sobre el volumen del sólido; la poten
iaintrodu
ida se rees
ribe así:(2.3) Pint =

∫

V

[

U̇

(
∂σ

∂x + ρb)+ σ
∂U̇
∂x ]dVEl balan
e de momento por unidad de volumen se 
ono
e 
omo e
ua
ión de Cau
hy [48℄:(2.4) ∂σ

∂x + ρb = ρ
∂U̇
∂tEn el análisis de las barras de pandeo restringido se supone que la a
elera
ión es nula, es de
irel problema es 
uasi estáti
o, por lo tanto se utiliza la e
ua
ión de equilibrio estáti
o de Cau
hy.(2.5) ∂U̇

∂t
= 0

︸ ︷︷ ︸

Problema cuasi−estático

⇒ ∂σ

∂x = −ρb
︸ ︷︷ ︸

Equilibrio de CauchySustituyendo la e
ua
ión 2.4 en 2.3, se obtiene la poten
ia introdu
ida en fun
ión de las poten
iasde deforma
ión y 
inéti
a:(2.6) Pint =

∫

V

U̇ρ
∂

∂t
U̇dV

︸ ︷︷ ︸

pot cinética

+

∫

V

σ
∂U̇
∂x dV

︸ ︷︷ ︸

Pot. deformación

= PK + Pd
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PK es la poten
ia 
inéti
a y Pd es la poten
ia de deforma
ión; la rela
ión anterior se puedees
ribir 
omo:(2.7) Pint = PK + Pd ⇒ Pd = Pint − EKEn problemas 
uasi-estáti
os en que la a
elera
ión es nula se tiene que:(2.8) PK = 0 ⇒ Pint = PdE
ua
ión de equilibrio dinámi
o para un sólido dis
retoLa e
ua
ión de equilibrio dinámi
o de un sólido dis
reto sometido a a

iones externas variablesen el tiempo puede obtenerse dire
tamente a partir de la primera ley de la termodinámi
a (ver[44℄, [45℄) y del 
ono
imiento del método de los elementos �nitos (ver ([49℄, [50℄, [51℄). Teniendoen 
uenta las e
ua
iones 2.1 y 2.7 se obtienen los siguientes resultados:(2.9) d

dt

∫

V

ρωdV −Qprop = Pd = Pint − PK(2.10) ∫

V

ρω̇dV −
[∫

V

ρQintdV −
∮

S

QsndS]
︸ ︷︷ ︸

Pot Mecánica

=

∫

V

σDdV

︸ ︷︷ ︸

Pot. Deformativa

=

∮

S

tU̇dS +

∫

V

ρbU̇dV

︸ ︷︷ ︸

Pot. Introducida

−
∫

V

ρU̇∂U̇
∂t dV

︸ ︷︷ ︸

Pot. CinèticaEn la e
ua
ión 2.10 Qint es el 
alor interno y Qs es el �ujo de 
alor a través de la frontera.La velo
idad de deforma
ión (in
remento temporal de la deforma
ión), puede es
ribirse 
omoD = {L}S =
{

∇SU̇}
S
=
{ḞF−1

S

}

S
; en donde L es el gradiente espa
ial de velo
idades y Frepresenta el gradiente de deforma
ión, el 
ual es un tensor bipuntual 1 que rela
iona un puntode una 
on�gura
ión de referen
ia x y el operador ∇s representa la derivada dire

ional. Alsustituirla en la e
ua
ión 2.10, resulta el equilibrio de poten
ias de un sólido 
ontinuo:(2.11) ∫

V

σ∇SU̇dV =

∮

S

tU̇dS +

∫

V

ρbU̇dV −
∫

V

ρU̇∂U̇
∂t

dVSe utiliza el 
on
epto de aproxima
ión polinómi
a de los 
ampos 
ontinuos de desplazamientosU(x, y, z) o de velo
idades U̇(x, y, z), mediante una fun
ión polinómi
a normalizada N(x, y, z)(
on soporte lo
al) 
ono
ida 
omo fun
ión de forma [50℄:(2.12) U(x, y, z)|Ωe = N(x, y, z)U|Ωe ⇒ U̇(x, y, z)|Ωe = N(x, y, z)U̇|Ωe1En este trabajo se utiliza para 
onsiderar los 
ambios de 
on�gura
ión produ
idos por la inestabilidad por
ompresión, basada en la formula
ión en grandes desplazamientos
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ión de forma N(x, y, z), que a
túa sobre un dominio a
otado Ωe llamado elemento �nito,permite aproximar dentro de di
ho dominio los 
ampos de desplazamientos U velo
idades U̇ ya
elera
iones Ü en un número �nito de de puntos, denominados nodos pertene
ientes al dominiodel elemento �nito Ωe. De esta forma se estable
en los tensores derivados del desplazamiento,
omo el tensor de deforma
ión de Almansi (ver[52℄) dado por e = ∇SU(2.13) U(x, y, z)|Ωe = N(x, y, z)U|Ωe ⇒ e|Ωe = ∇SU|Ωe = ∇SNU|ΩeEl método de los elementos �nitos se basa en transformar los medios 
ontinuos en modelosdis
retos aproximados; esta transforma
ión se denomina dis
retiza
ión. El 
ono
imiento de loque su
ede en el interior de este modelo aproximado, se obtiene mediante la interpola
ión usandolas fun
iones de forma de los valores 
ono
idos en los nodos. Sustituyendo las aproxima
iones2.12 y 2.13 en la e
ua
ión 2.11, se es
ribe la e
ua
ión de equilibrio de poten
ias a partir de lasiguiente aproxima
ión(2.14) [∫

Ve

σ∇sNdV

]

Ωe

U̇|Ωe =

[∮

Se

tNdS +

∫

V e

ρbN dV −
∫

V e

ρNNT ÜdV

]

Ωe

U̇|ΩeLa e
ua
ión 2.14 se 
umple para 
ualquier velo
idad U̇|Ωe , por lo tanto esta igualdad no dependede di
ha velo
idad, obteniéndose la siguiente e
ua
ión de equilibrio dinámi
o para el sólidodis
reto:(2.15) f int|Ωe

︷ ︸︸ ︷∫

ve
σ∇SN
︸ ︷︷ ︸B̄|Ωe

dV |Ωe =

f ext|Ωe

︷ ︸︸ ︷∮

Se

tNdS +

∫

Ve

ρbNdV |Ωe −

fmas|Ωe

︷ ︸︸ ︷∫

V e

ρNNTdV |Ωe

︸ ︷︷ ︸M|Ωe

·ÜΩeSiendo f |intΩe la fuerza interna, f |extΩe la fuerza externa y f |mas
Ωe la fuerza mási
a que se desarrollan en
ada punto dis
reto del elemento �nito. Ü|Ωe es la a
elera
ión en di
hos puntos, M|Ωe es la masaelemental y B̄|Ωe = ∇SN|Ωe representa el tensor de 
ompatibilidad de deforma
ión o gradientesimétri
o de la fun
ión de forma. La e
ua
ión 2.15 representa la e
ua
ión de equilibrio dinámi
o enla 
on�gura
ión a
tualizada, que expresada en la 
on�gura
ión de referen
ia adquiere la siguienteforma:(2.16) (

∫

V e
0

σ∇SNdV0

)

Ωe
0

=

(
∮

Se
0

tNdS0 +

∫

V e
0

ρ0bNdV0

)

Ωe
0

−
(
∫

V e
0

ρ0NNTdV0

)

Ωe
0

Ü|Ωe
0

ρ0, V0 y S0 son la densidad, el volumen y la super�
ie del sólido en la 
on�gura
ión referen
ial,respe
tivamente. Utilizando la e
ua
ión 2.16 se pueden representar las no linealidades presentadasen la Tabla 2.1, algunas de las 
uales se utilizarán para modelar el 
omportamiento estru
tural
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ia no lineal entre tensionesy deforma
iones debido a 
ambiosen el tensor 
onstitutivo EGrandes deforma
iones -Rela
ión no lineal entre las deforma
iones ey los desplazamientos U
σ -Dependen
ia no lineal entre tensionesy deforma
iones debido a 
ambiosen el tensor 
onstitutivo Epor 
ambios de 
on�gura
ión-No linealidad por 
ambios en la
on�gura
ión geométri
a delsólidoGrandes desplazamientos - Sólo representa una parte delB problema de grandes deforma
ionesdebido que úni
amente afe
ta al tensor BTabla 2.1: Tipos de no linealidadde las barras de pandeo restringido. Se ensambla la e
ua
ión 2.16 (si se formula el equilibrio enla 
on�gura
ión de referen
ia) permitiendo de�nir el equilibrio dinámi
o en todo el sólido en elinstante t+∆t mediante la siguiente e
ua
ión:(2.17)

A
Ωe

i

[∫

V e

σ∇SNdV

]t+∆t

Ωe

=A
Ωe

i

[∮

Se

tNds+

∫

V e

ρbNdV

]t+∆t

Ωe

− A
Ωe

i

[∫

V e

ρNNTdV

]t+∆t

Ωe

Ü|t+∆t
Ωe

A representa al tensor genéri
o de segundo orden. La e
ua
ión 2.17 es
rita en forma 
ompa
tatiene la siguiente forma:(2.18) ∆f = MÜ (t+∆t) + f int
(U̇,U, t+∆t

)

− f ext (t+∆t) = 0

∆f es la fuerza residual. Este sistema de e
ua
iones diferen
iales ordinarias está formuladoen el dominio del elemento �nito Ω y ya 
ontiene la aproxima
ión polinomial del 
ampo dedesplazamientos U, velo
idades U̇ y a
elera
iones Ü. En la e
ua
ión 2.18 están representadasla matriz de masa M, las fuerzas externas f ext y las fuerzas internas f int que 
ontienen lostérminos no lineales del 
omportamiento. Para el 
aso de las barras de pandeo restringido estae
ua
ión tendrá en 
uenta daño para hormigón, plasti
idad a
oplada 
on daño para el a
ero y
onta
to en la interfaz deslizante.
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ión implí
ita del equilibrio dinámi
oEn este subapartado se des
ribe la formula
ión del análisis dinámi
o implí
ito. Losdesplazamientos U (t+∆t) = Ut+∆t y las velo
idades U̇ (t+∆t) = U̇t+∆t en un análisisdinámi
o implí
ito se obtienen utilizando la siguiente aproxima
ión lineal en diferen
ias.(2.19) 





U̇t+∆t
= kvÜt+∆t

∆t+ rv

(U̇t
, Üt

, ...
)Ut+∆t = kuÜt+∆t

∆t2 + ru (Ut, U̇t
, Üt

, ...
)En las e
ua
iones 2.19 rv y ru, son fun
iones que dependen de las derivadas temporales deldesplazamiento. ku y kv son 
oe�
ientes que se determinan al pre
isar el método de solu
ión. Eldesplazamiento o la velo
idad en el instante a
tual, dependen de la velo
idad o la a
elera
ión en elinstante a
tual y de una fun
ión que tiene en 
uenta el desplazamiento, velo
idad y a
elera
ión(o velo
idad y a
elera
ión) en el instante anterior. En 
onse
uen
ia, al espe
i�
ar el métodode solu
ión, queda perfe
tamente de�nido el formato del desplazamiento (o la velo
idad) en elinstante a
tual.Equilibrio en un instante genéri
o t+∆tLos 
oe�
ientes ku y kv, si se utiliza el método de Newton-Raphson [53℄, determinanla 
onvergen
ia del análisis. Las a
elera
iones Üt+∆t y velo
idades U̇t+∆t son fun
iones deldesplazamiento Ut+∆t en el tiempo (t+∆t). La fuerza residual en di
ho instante i [∆f ]t+∆t

Ω selinealiza para 
ada itera
ión i. Al in
luir las anteriores 
ondi
iones en un dominio Ω se obtienela siguiente 
ondi
ión de equilibrio dinámi
o:(2.20) 0 =i+1 [∆f ]t+∆t
Ω

∼= i [∆f ]t+∆t
Ω +i

J
t+∆t
Ω · i+1 [∆U]t+∆t

ΩA 
ontinua
ión en las e
ua
iones de equilibrio global se pres
indirá del subíndi
e Ω. El equilibrioglobal bajo 
omportamiento no lineal se al
anza satisfa
toriamente utilizando el método deNewton-Raphson, el 
ual permite aproximar la solu
ión en la itera
ión i + 1, mediante lalinealiza
ión des
rita en la e
ua
ión 2.20. En esta linealiza
ión el operador tangente Ja
obiano Jtiene la siguiente forma:(2.21) i
J
t+∆t = i

[
∂∆f
∂U ]t+∆t

= i

[

M
∂Ü
∂U +

∂r int

∂U̇ ∂U̇
∂U − ∂f ext

∂U ]t+∆tSiendo KT = ∂fint

∂U el operador tangente de la rigidez. DT = ∂fint

∂U̇ es el operador tangente delamortiguamiento. La derivada ∂f ext

∂U representa la in�uen
ia del 
ambio de la posi
ión de las
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ambios de 
on�gura
ión su
esivos. Este último término puede
onsiderarse nulo en pequeños desplazamientos, 
uando las fuerzas no 
ambian de posi
ión. Mes la matriz de masa 
onsiderando que los desplazamientos son despre
iables frente al tamañode la pieza e in
orporando los operadores tangentes, la e
ua
ión 2.21 toma la siguiente forma:(2.22) i
J
t+∆t = i

[
∂∆f
∂U ]t+∆t

= i

[

M
∂Ü
∂U +K

T + D
T ∂U̇
∂U − ∂f ext

∂U ]t+∆tEn problemas dinámi
os elásti
os y lineales esta expresión se simpli�
a aun más,transformándose en el siguiente operador Ja
obiano 
onstante:(2.23) i
J
t+∆t ≡ J

0 = M
∂Ü
∂U +K

0 + D
0∂U̇
∂UEn el 
aso de problemas 
uasi estáti
os, en que Ü = U̇ = 0 y fext = cte, el operador Ja
obianotiende a la 
lási
a matriz de rigidez:(2.24) i

J
t+∆t = J

(
iUt+∆t

)
=i

[
∂∆f
∂U ]t+∆t

=i
[
K

T
]t+∆tSolu
ión de equilibrio dinámi
o en el tiempo en el método implí
itoSe pretende resolver la e
ua
ión de equilibrio linealizada 2.20, determinando la a
elera
ión Ü ,la velo
idad U̇ y el desplazamiento U . Esto permitirá obtener el operador Ja
obiano expresadoen las e
ua
iones 2.21, 2.22 y 2.23. Para al
anzar este objetivo hay distintas maneras de formularel integrador implí
ito del tiempo. Existen los métodos de integra
ión de un paso, a los quepertene
en los métodos de Newmark [54℄. Los métodos de Newmark son in
ondi
ionalmenteestables para resolver problemas dinámi
os lineales; para problemas no lineales no existenmétodos in
ondi
ionalmente estables.2.4.4. Solu
ión explí
ita del equilibrio dinámi
oEl pro
edimiento de análisis dinámi
o explí
ito se basa en la integra
ión explí
ita, en que losdesplazamientos y las velo
idades en 
ada instante sólo dependen de los valores en los instantesanteriores; la matriz de masa de 
ada elemento es 
onsistente (Anejo A.2). Las e
ua
iones delmovimiento se integran por diferen
ias 
entradas; el método es explí
ito, si la solu
ión en elinstante (t+∆t) depende úni
amente de los valores en el instante previo t:(2.25) U̇(i+ 1

2) = U̇(i− 1

2) +
∆t(i+1) +∆t(i)

2
Ü(i)(2.26) U(i+1) = U(i) +∆t(i+1)U̇(i+ 1

2
)
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idad y Ü expresa la a
elera
ión. El superíndi
e (i) determina el número dein
remento (i− 1
2

) e (i+ 1
2

) ha
en referen
ia a los valores del in
remento medio. La diferen
ia
entral se integra de forma explí
ita, es de
ir que la formula
ión 
inemáti
a avanza 
on valores develo
idad y a
elera
ión 
ono
idas del anterior in
remento, U̇(i− 1

2
) e Ü(i). La regla de integra
iónexplí
ita por sí sola no propor
iona la e�
ien
ia 
omputa
ional que requiere el pro
edimientodinámi
o explí
ito. La 
lave de la e�
ien
ia 
omputa
ional del pro
edimiento explí
ito es el usode de la matriz de masa 
onsistente de 
ada elemento, que es utilizada en el 
ál
ulo de lasa
elera
iones:(2.27) Ü(i)

=M−1 ·
(f (ext) − f (int)

)M es la matriz de masa 
onsistente, f (ext) es el ve
tor de 
argas apli
adas, f (int) es el ve
torde fuerzas interiores. El pro
edimiento explí
ito no requiere itera
iones ni matriz de rigidez. Eltratamiento espe
ial de las velo
idades en los instantes (i+ 1
2

) y (i− 1
2

) se requiere para las
ondi
iones ini
iales; para la presenta
ión de los resultados de las velo
idades, éstas se expresan
omo una interpola
ión lineal:(2.28) U̇i+1
= U̇i+ 1

2 +
1

2
∆t(i+1)Üi+1Este operador no puede ini
iarse porque el valor de la velo
idad U̇( 1

2) ne
esita ser de�nido. Porlo anterior se determina la siguiente 
ondi
ión.(2.29) U̇( 1

2) = U̇(0)
+

∆t(1)

2
Ü(0)2.5. Modelos de plasti
idad para el a
ero2.5.1. Modelo uniaxial de plasti
idad 
on endure
imientoEn el 
omportamiento plásti
o de la mayor parte de metales, se observa experimentalmenteque el 
entro de la super�
ie de dis
ontinuidad se desplaza en dire

ión del �ujo plásti
o [55℄[56℄ [57℄ [58℄, fenómeno 
ono
ido 
omo endure
imiento 
inemáti
o. La Figura 2.6 representa elmodelo de endure
imiento 
inemáti
o e isótropo en el dominio de las deforma
iones plásti
as. Elendure
imiento 
inemáti
o está en fun
ión del desplazamiento de la super�
ie de dis
ontinuidad,y el isótropo es un 
re
imiento radial de esta super�
ie. Estos 
riterios de endure
imientopermiten representar ade
uadamente los distintos tipos de 
omportamiento plásti
o. En lasFiguras 2.6 y 2.7 se representa la rela
ión tensión-deforma
ión en una dimensión, teniendoen 
uenta los dos tipos de endure
imiento. En las Figuras 2.6 y 2.7 σ representa la tensión. HK
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imiento 
inemáti
o y HI el endure
imiento isótropo, α es una fun
ión no negativadel �ujo plásti
o llamada variable interna de endure
imiento, ǫp es la deforma
ión plásti
a, ǫe es ladeforma
ión elásti
a, Eep es el módulo tangente elastoplásti
o y fy es la resisten
ia expresada enlímite elásti
o. En las Figuras 2.6 y 2.7 se dibuja un 
i
lo de histéresis simpli�
ado, expresadopor la tensión-deforma
ión. El 
i
lo se ini
ia 
on una rama elásti
a lineal de pendiente E; laplasti�
a
ión 
omienza 
uando se al
anza el límite elásti
o fy. La rama plásti
a también es linealpero su pendiente Eep es menor; la Figura 2.6 des
ribe grá�
amente el endure
imiento 
inemáti
oy el endure
imiento isótropo en el dominio plásti
o. Las ramas de des
arga son paralelas a laelásti
a ini
ial. El 
omportamiento plásti
o des
rito en las Figuras 2.6 y 2.7

Figura 2.6: Ci
lo de histéresis 
on endure
imiento 
inemáti
o e isótropo para el a
ero.(2.30) f (σ, q, α) = |σ − q| − [fy + Eep α] ≤ 0En la e
ua
ión 2.30, f es la fun
ión umbral de plasti
idad; q representa el es
alar �ba
k stress�que de�ne la lo
aliza
ión del 
entro de la super�
ie de plasti�
a
ión en el dominio del tiempo,
Hk es el módulo de endure
imiento 
inemáti
o, fy es el límite elásti
o y α es el valor absolutode las deforma
iones plásti
as ǫp. Derivando la tensión respe
to del tiempo utilizando la regla de
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Figura 2.7: Deforma
iones representadas en un 
i
lo de histéresis.la 
adena se obtiene:(2.31) σ̇ =
dσ

dǫ

dǫ

dt
= Eǫ̇La evolu
ión del �ba
k stress s
alar� q sigue la regla de Ziegler [55℄, des
rita por la e
ua
ión(2.32) q̇ = HK ǫ̇p = γ̇ HKsign (σ − q)En esta expresión γ es el fa
tor de 
onsisten
ia plásti
a. La evolu
ión en el tiempo del valorabsoluto de las deforma
iones plásti
as se determina según la siguiente rela
ión:(2.33) α̇ =

∣
∣ǫ̇p
∣
∣ = γ̇La 
arga y des
arga, se determina a través de la 
ondi
ión de Kuhn-Tu
ker [55℄, que se expresade la siguiente forma:(2.34) γ ≥ 0, f (σ, α) ≤ 0, γ f (σ, α) = 0La 
ondi
ión de 
onsisten
ia y seguimiento plásti
o se veri�
a a través de la siguiente expresión:(2.35) γ̇ḟ (σ, α) = 0
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ribe esquemáti
amente la 
orre

ión del estado de tensión para los dominios
є

másFigura 2.8: Corre

ión del estado tensional.elásti
o y plásti
o 
onsiderando el endure
imiento isótropo. La evolu
ión de la deforma
ión en eldominio del tiempo se rige por la siguiente e
ua
ión:(2.36) ǫ̇ = ǫ̇e + ǫ̇pDonde ǫe es la deforma
ión elásti
a y ǫ es la deforma
ión total. El estado de tensiones estáexpresado en fun
ión del módulo elastoplásti
o y de la evolu
ión de la deforma
ión plásti
a, másla elásti
a. La e
ua
ión 2.37 de�ne la 
orre

ión del estado tensional en el dominio del tiempo,
omo se presenta en la Figura 2.8.(2.37) σ̇ = Eep (ǫ̇e + ǫ̇p)La regla de �ujo plásti
o des
ribe la evolu
ión de la deforma
ión plásti
a en fun
ión del tiempo,tal 
omo lo expresa la rela
ión:(2.38) ǫ̇p = γ̇ sign (σ)La ley de endure
imiento isótropo, o de 
re
imiento homotéti
o de la super�
ie de dis
ontinuidad,está 
ontenida en la e
ua
ión 2.39, y la varia
ión del 
entro del límite elásti
o, también llamadoendure
imiento 
inemáti
o, se expresa en la e
ua
ión 2.40:(2.39) α̇ = Eep ǫ̇p(2.40) q̇ = Hk ǫ̇p = γ̇Hk sign (σ − q)La fun
ión de dis
ontinuidad f , que depende de la evolu
ión de las variables de endure
imiento
inemáti
o e isótropo en el tiempo, se de�ne a 
ontinua
ión.
ḟ =

∂f

∂σ
σ̇ +

∂f

∂q
q̇ +

∂f

∂α
α̇ =
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= sign (σ − q)

[
E
(
ǫ̇− ǫ̇p

)
− q̇
]
− Eepα̇(2.41) = sign (σ − q)Eǫ̇− γ̇ [E + (Hk + Eep)] ≤ 0Según las 
ondi
iones de Kuhn-Tu
ker des
ritas en la e
ua
ión 2.34, si la varia
ión temporal dela fun
ión de dis
ontinuidad es mayor que 0, el 
omportamiento se halla fuera del rango plásti
o;si la varia
ión temporal de la deforma
ión plásti
a es distinta de 
ero, las 
ondi
iones de Kuhn-Tu
ker requieren las siguientes 
ondi
iones de 
onsisten
ia: que la fun
ión de dis
ontinuidadsea nula (f = 0) al igual que su derivada temporal (ḟ = 0). La evolu
ión del parámetro de
onsisten
ia plásti
a es:(2.42) γ̇ =

sign (σ − q) σ̇

E + [HK + Eep]Teniendo en 
uenta la expresión anterior, se 
on
luye que en el dominio plásti
o la derivada dela tensión respe
to de la deforma
ión, está expresada en fun
ión del módulo de elasti
idad ydel endure
imiento (
inemáti
o e isótropo); para el 
aso elásti
o esta derivada está expresadaen fun
ión del módulo de elasti
idad. En general, se 
onsideran dos 
asos, uno plásti
o y otroelásti
o:(2.43) dσ

dǫ
=







E En el 
aso elásti
o. ǫp = 0

E·[HK+HI ]
E+[HK+HI ]

En el 
aso plásti
o. |ǫp| > 0La 
ondi
ión anterior resume la evolu
ión del estado tensional en fun
ión de la deforma
iónplásti
a. Cuando la deforma
ión plásti
a es nula se penetra en el dominio elásti
o, es de
ir, queno puede haber disipa
ión de energía y se 
umple la ley de Hooke. Cuando hay deforma
iónplásti
a se produ
e disipa
ión de energía.2.5.2. Modelo multiaxial de plasti
idad 
on endure
imientoEn este subapartado se presenta una formula
ión para des
ribir el 
omportamiento plásti
omultiaxial del a
ero [56℄, [55℄, [59℄, [60℄ y [61℄ y un algoritmo para ser implementado 
omo modelo
onstitutivo en el programa Abaqus/Expli
it.Formula
ión basada en el tensor tangente elastoplásti
oEl modelo (representado en fun
ión del tensor tangente elastoplásti
o) es apli
able enpequeñas deforma
iones. Por esta razón es 
onveniente utilizar el tensor de tensiones de Cau
hy
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iones de Green-Lagrange [63℄. La rela
ión tensión-deforma
ión seestable
e mediante [55℄ [56℄.(2.44) σ = E : ǫe ≡ E : (ǫ− ǫp)En la e
ua
ión 2.44, σ es el tensor de tensiones de segundo orden, E representa el tensor de
onstantes elásti
as de 
uarto orden tensor 
onstitutivo elásti
o, ǫe es el tensor de segundoorden de deforma
iones elásti
as, ǫ es el tensor de segundo orden de deforma
iones totales y
ǫp es el tensor de deforma
iones plásti
as. El dominio elásti
o se limita por una super�
ie dedis
ontinuidad. ésta se des
ribe mediante dos modelos: endure
imiento 
inemáti
o e isótropo. Enel modelo 
inemáti
o el 
entro de esta super�
ie se desplaza según la varia
ión de las tensionesprin
ipales; en el modelo isótropo la super�
ie de dis
ontinuidad se desplaza de forma homotéti
a.Para ambos modelos el límite del dominio elásti
o se 
ara
teriza por la 
ondi
ión(2.45) f (σ,q) ≤ 0En esta rela
ión q es un tensor que, para el modelo 
inemáti
o, mide el desplazamientoen el espa
io de tensiones prin
ipales entre los 
entros de las super�
ies de dis
ontinuidadini
ial y a
tualizada y f es una fun
ión es
alar de dis
ontinuidad. La evolu
ión del estado dedeforma
iones, más allá de la super�
ie de dis
ontinuidad, se rige por la siguiente regla de �ujo:(2.46) ǫ̇ = γ g (σ,q)En la expresión 2.46 g indi
a la dire

ión del �ujo y γ es el parámetro es
alar de 
onsisten
iaplásti
a. Siendo γ = 0 en el dominio elásti
o y en la propia super�
ie de dis
ontinuidad y γ = 0en el dominio plásti
o. La varia
ión de la posi
ión del 
entro de la super�
ie de dis
ontinuidadviene dada por la siguiente expresión:(2.47) q̇ = −γ h (σ,q)En ésta rela
ión, q y h están determinados por los tensores de segundo orden que �jan ladire

ión del �ujo plásti
o y el tipo de endure
imiento, γ es el parámetro de 
onsisten
ia, es unamagnitud positiva (γ ≥ 0) que obede
e la 
ondi
ión de 
arga y des
arga de Kuhn-Tu
ker [55℄,ya men
ionada en 2.34; esto es:(2.48) γ ≥ 0, f (σ,q) ≤ 0, γ̇ f (σ,q) = 0Y la 
ondi
ión de 
onsisten
ia derivada respe
to del tiempo estable
e que:(2.49) γ̇ ḟ (σ,q) = 0



30 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTOPara ḟ = 0 se determina el parámetro de 
onsisten
ia γ̇, el 
ual se obtiene siguiendo elpro
edimiento que se des
ribe a 
ontinua
ión. En la solu
ión del parámetro de 
onsisten
iaplásti
a se tienen en 
uenta las siguientes variables: fσ y fq son tensores de segundo orden que seobtienen al derivar la fun
ión de dis
ontinuidad f (σ,q) respe
to de la tensión y del �ba
k stresstensor�, respe
tivamente. La derivada del tensor de tensiones 2.44 para pequeñas deforma
ionesviene dada por:(2.50) σ̇ = E : (ǫ̇− ǫ̇p) = E : (ǫ̇− γ̇g)Al derivar la e
ua
ión 
onstitutiva 2.44 elastoplásti
a se 
onsigue determinar la evolu
ión de latensión en fun
ión del parámetro de 
onsisten
ia plásti
a y sus variables internas:(2.51) σ̇ = E : ǫ̇− E : ǫ̇p = E : ǫ̇− γ̇ E : gLa e
ua
ión diferen
ial que tiene en 
uenta el endure
imiento 
inemáti
o en fun
ión del parámetrode 
onsisten
ia es 2.47. Al sustituir q̇ y σ̇ por ḟ en en ésta resulta(2.52) fσ : E : ǫ̇− γ̇ fσ : E : g− γ̇ fq : h = 0Agrupando términos la rela
ión anterior se 
onvierte en(2.53) fσ : E : ǫ̇ = γ̇ (fσ : E : g+ fq : h)Al despejar el parámetro de 
onsisten
ia plásti
a éste viene dado por(2.54) γ̇ =
fσ : E : ǫ̇fσ : E : g+ fq : hSustituyendo el parámetro de 
onsisten
ia plásti
a en la derivada temporal de la e
ua
ión
onstitutiva σ̇ = E : ǫ̇− γ E : g, resulta(2.55) σ̇ = E : ǫ̇−

( fσ : E : ǫ̇fσ : E : g+ fq : h)E : gAl es
ribir la derivada temporal de la tensión se 
on
luye la siguiente expresión tangente:(2.56) σ̇ =

(

E− (E : g)⊗ (fσ : E)fσ : E : g+ fq : h) ǫ̇ = E
T : ǫ̇De la e
ua
ión anterior se obtiene el tensor tangente elastoplásti
o es:(2.57) E

T =

(

E− (E : g)⊗ (fσ : E)fσ : E : g+ fq : h)
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idad aso
iada [55℄, la evolu
ión de las variables tensor de deforma
ión plásti
a yel �ba
k stress� tensor en el tiempo se formulan según las siguientes rela
iones:(2.58) ǫ̇p = −γ̇
∂f

∂σ
, q̇ = γ̇ Dp

∂f

∂qDonde HK y HI son los tensores de endure
imiento 
inemáti
o e isótropo, respe
tivamente.Dp =




HK 0

0T HI1 es la matriz generalizada del módulo plásti
o, g es igual a: ∂f∂σ, yh = DP fq. Se sustituyen g y h en el tensor tangente elastoplásti
o, obteniéndose(2.59) E
T =

(

E− (E : fσ)⊗ (fσ : E)fσ : E : fσ + fq : (DP fq))El tensor de 
onstantes elásti
as E = eijkl tiene 34 = 81 
omponentes [62℄; sin embargo, debidoa la simetría de σ y ǫ se veri�
an las siguientes rela
iones de simetría [62℄:(2.60) eijkl = ejikl

eijkl = eijlk






→ Simetrías mayores

eijkl = eklij → Simetrías menoresExiste una rela
ión similar para el tensor elastoplásti
o del a
ero(2.61) eepijkl = eepklijAlgoritmo basado en el retorno radialEn la Tabla 2.2 se des
ribe un algoritmo iterativo de Newton-Raphson para 
al
ular ellas tensiones de forma explí
ita, teniendo en 
uenta el 
omportamiento no lineal del a
ero.En este 
aso, G es el módulo de elasti
idad a 
ortante; las demás variables han sido de�nidasanteriormente. La 
ondi
ión de dis
ontinuidad de Huber Von Mises se des
ribe en la Figura 2.9,donde I1 es el primer invariante del tensor de y fσ es la fun
ión de dis
ontinuidad en el dominiode las tensiones: fσ =
√

‖σ‖2 − 1
3 (tr [σ])

2 − R; R =
√

2
3fy es el radio de la super�
ie dedis
ontinuidad, y fy es el límite elásti
o del a
ero. Por otro lado, fq (�ba
k stress tensor�) a
tualizael 
entro de la super�
ie de dis
ontinuidad ini
ial. El estado tensional para un 
omportamientoelastoplásti
o se dedu
e siguiendo el pro
edimiento que se muestra en la Tabla 2.2. El parámetrode 
onsisten
ia se determina utilizando el método iterativo de Newton-Raphson des
rito en laTabla 2.2 ya que este pro
edimiento garantiza la 
onvergen
ia; los detalles del pro
edimientode Newton se ilustra en la Tabla 2.2. A 
ontinua
ión se presenta la integra
ión del modelo
onstitutivo de plasti
idad del a
ero utilizando el método del retorno radial. Las tensiones
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ializar
∆γt=0 = 0

αt=0 = α02. Iterar.Cál
ular ∆γt:
g
(
∆γt

)
= −

√
2
3HK

(
αt
)
+ ‖fq‖t − {2G∆γt +

√
2
3

[
HI

(
αt
)
+HI (α0)

]}

Dg
(
∆γt

)
= −2G

{

1 +
HI(αt)+HK(αt)

3G

}

∆γt+∆t = ∆γt − g[∆γt]
Dg[∆γt]3. A
tualizar la deforma
ión plásti
a.

αt+∆t = αt +
√

2
3∆γt+∆tTabla 2.2: Veri�
a
ión de la 
ondi
ión de 
onsisten
ia y determina
ión de ∆γ

σ
2

σ
1

σ
3

Figura 2.9: �Ba
k stress tensor� y super�
ie de dis
ontinuidadresultan al derivar el poten
ial de energía libre para pequeñas deforma
iones Ψ(ǫ, ǫp) 2.6 respe
tode la deforma
ión ǫ, que es la variable libre del problema [64℄. ǫp se obtiene al integrar respe
to



2.5. MODELOS DE PLASTICIDAD PARA EL ACERO 33al tiempo 
omo se des
ribe en la siguiente e
ua
ión:(2.62) ǫp =

∫ t

0
ǫ̇p dt.La deforma
ión plásti
a está determinada por la regla de �ujo 2.58. La fun
ión de dis
ontinuidadestá dada por la siguiente rala
ión [63℄:(2.63) f (σ, ǭp) =

√

3

2

(
σ′ : σ′

)
− f̄y ≤ 0; f̄y = fy +H ǭp

ǭp es el valor absoluto de la deforma
ión plásti
a a
umulada, que al integrar en el tiempo lleva a(2.64) ǭ =

∫ t

0

˙̄ǫp dt ˙̄ǫp = | ˙̄ǫp|La super�
ie de dis
ontinuidad está expresada en fun
ión de la tensión equivalente de Von Mises
√

3
2 (σ

′ : σ′), donde σ′ es la parte desviadora del tensor de tensiones de Piola-Kir
hho�. La
orre

ión del estado tensional [65℄ y [66℄ se 
onsigue llevando el 
onjunto de puntos que superanla super�
ie de dis
ontinuidad (que están fuera de di
ha super�
ie) al interior de ésta; es de
ir, elretorno radial que se representa en la Figura 2.10: El retorno radial está de�nido por la rela
ión:

Figura 2.10: Retorno radial(2.65) σ′ = σ′trial − 2G∆γ =

√

2

3
(fy +Hǭpn +H∆ǭp)
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∆γ es el in
remento del parámetro de 
onsisten
ia plásti
a. En este pro
edimiento se a
tualizanlas tensiones desviadoras que rebasan la super�
ie de dis
ontinuidad, pero están por dentro dela super�
ie de falla. éstas se a
tualizan en fun
ión de las siguientes variables: G módulo dedeforma
ión transversal, η, variable de endure
imiento, es de
ir, ve
tor normal a la super�
ie dedis
ontinuidad que se obtiene mediante la siguiente expresión:(2.66) η =

σ′

√
2
3 (σ

′ : σ′)Al resolver mediante Newton-Raphson este in
remento se 
al
ula en un instante genéri
o t+∆t.El in
remento del parámetro de 
onsisten
ia plásti
a está expresado en fun
ión del in
rementoa
umulado de la deforma
ión plásti
a, ya de�nido in�nitesimalmente, y que al dis
retizar en eltiempo se expresa 
omo(2.67) ∆ǭp = ∆γAl expresar el parámetro de 
onsisten
ia plásti
a respe
to de la fun
ión de dis
ontinuidad,de�nida anteriormente, se llega a la siguiente 
ondi
ión:(2.68) ∆γ =







0 si f (σ, ǭp) ≤ 0

f(σ,ǭp)
3G+H

si f (σ, ǭp) ≥ 0





El endure
imiento es isótropo 
uando hay un movimiento homotéti
o de la super�
ie dedis
ontinuidad, que es el 
aso des
rito anteriormente.En el 
aso del endure
imiento 
inemáti
o, hay un movimiento de trasla
ión en la super�
iede dis
ontinuidad, la 
ual está 
ontrolada por la variable interna de endure
imiento
inemáti
o q que 
ondi
iona la posi
ión origen del espa
io de tensiones. Como ya se hadi
ho, esta diferen
ia re
ibe el nombre de �Ba
k stress tensor � o diferen
ia de tensiones,las 
uales se a
tualizan sólo si están dentro de la super�
ie de fallo, determinada por lafun
ión r0 2.6. En el dominio del tiempo, este tensor sigue la regla de Ziegler [65℄:(2.69) q̇ = Hk ǫ̇p ≡ γ̇Hksign (σ − b)La a
tualiza
ión del origen de 
oordenadas de la super�
ie de dis
ontinuidad se puede 
ombinar
on el modelo isótropo; en ese 
aso se tiene endure
imiento isótropo y 
inemáti
o. En la Tabla 2.3se presentan los pasos que hay que seguir para implementar un algoritmo de endure
imientoplásti
o, bien sea isótropo, 
inemáti
o o una 
ombina
ión de ambos.



2.6. MODELOS DE DAÑO PARA EL MORTERO 351. Datos ini
iales: E módulo de elasti
idad. ν 
oe�
iente de Poisson. fylímite elásti
o. HK módulo de endure
imiento 
inemáti
o. HI módulo deendure
imiento isótropo.2. Cál
ulo de las tensiones σ y las deforma
iones ǫ.3. Cal
ular fq (�ba
k stress tensor�) (posi
ión del 
entro de la super�
ie dedis
ontinuidad) y el radio a
tualizado de la super�
ie de dis
ontinuidad f̄y4. Cál
ulo de ∆γ, ver Tabla 2.25. Cál
ulo de las deforma
iones: ǫt+∆t = ǫ+ α6. Cál
ulo de las tensiones: σt+∆t =
(
ET
)

t : ǫt+∆tTabla 2.3: Algoritmo para endure
imiento 
inemáti
o e isótropo 
on retorno radial2.6. Modelos de daño para el mortero2.6.1. Introdu

ión y des
rip
ión fenomenológi
aEl daño sobre un sólido 
ontinuo se rela
iona 
on la pérdida de área e�
az 
uando hay unaumento en las mi
ro-�suras del mismo. Se 
onsidera el 
aso de daño generado por la apli
a
iónde fuerzas externas o de desplazamientos impuestos y se ex
luyen de este estudio las �surasprodu
idas por retra

ión u otros efe
tos similares. Esta pérdida de área e�
az 
onlleva undeterioro de rigidez del sólido 
ontinuo no re
uperable. En la Figura 2.11 se representa la varia
ióndel tensor de 
onstantes elásti
as E, 
uando las tensiones están en el interior del dominio elásti
oy 
uando lo rebasan: Esta teoría del daño 
ontinuo fue presentada por Kashanov en 1958 [67℄.En la Figura 2.11 se representa una línea que va de A a B, en la que el material no ha sufridodaño, es de
ir no hay hue
os; en la línea de B a C se produ
e el daño y por �n en la línea de A a
C se representa el 
omportamiento (en 
arga o en des
arga) del material dañado. En esta últimarama ha disminuido la rigidez y han aumentado las dimensiones los hue
os; es desta
able queeste 
omportamiento no lineal no 
onlleva desplazamientos permanentes. Es ne
esario formularuna fun
ión F que determine si hay disminu
ión de rigidez:(2.70) F(σ0;d) = f(σ0)− c(d) ≤ 0
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Figura 2.11: Varia
ión de la rigidez y del área efe
tiva de una probeta de morteroSi el material se des
ribe 
on un modelo isótropo el tensor d se 
onvierte en la variable es
alarde daño d f(σ0) es la fun
ión de dis
ontinuidad que está 
onstituida por el tensor ini
ial (sindaño) de 
onstantes elásti
as de 
uarto orden E0 y por el tensor de deforma
ión ǫ. La tensión enel material no dañado se obtiene 
omo: σ0 = E0 : ǫ y c(d) es la fun
ión que delimita el dominioelásti
o 
on daño. Esta variable determina la 
aída de la rigidez del material debida a la evolu
ióndel daño; utilizando los multipli
adores de Lagrange, ésta se desarrolla mediante:
(2.71) ḋ = µ̇

∂F̄ (σ0; d)
∂ [f(σ0)]

≡ µ̇
∂F [f(σ0)]

∂[f(σ0)]

µ es el parámetro de 
onsisten
ia de daño; éste es un es
alar positivo que depende de las
ondi
iones de 
arga, des
arga y re
arga de Khun-Tu
ker (e
ua
ión 2.34) [68℄; es de
ir, que
µ̇ = 0 si se está en el dominio elásti
o. Ello se expresa matemáti
amente de la siguiente manera:si F(σ0;d) ≤ 0 enton
es µ = 0 y si F(σ0;d) ≥ 0 aumenta la variable es
alar de daño; 
omo
onse
uen
ia de esto la rigidez se degrada de forma no re
uperable.



2.6. MODELOS DE DAÑO PARA EL MORTERO 372.6.2. Energía libre y e
ua
ión 
onstitutiva del modelo de dañoLa energía libre de Helmholtz por unidad de volumen, para un modelo de daño isótropo, estádada por(2.72) Ψ = Ψ(ǫ; d) = (1− d)Ψ0(ǫ)

Ψ0(ǫ) es la energía libre de Helmholtz [43℄ elásti
a del material no dañado:(2.73) Ψ0(ǫ) =
1

2
ǫ : σ0Para problemas térmi
amente estables se 
umple la desigualdad de Clausius-Plank [43℄:(2.74) Ξ =

(

σ − ∂Ψ

∂ǫ

)

: ǫ̇− ∂Ψ

∂d
ḋ ≥ 0

Ξ es la poten
ia disipativa. La e
ua
ión 
onstitutiva del modelo de daño isótropo es:(2.75) ∂Ψ

∂ǫ
= σ = (1− d)E : ǫ2.6.3. Leyes de ablandamientoLas leyes que rigen el daño es
alar d, se determinan a partir del 
omportamiento uniaxialde materiales isótropos [69℄. Las leyes de ablandamiento dependen de su evolu
ión a tra

ión y
ompresión. A 
ontinua
ión se exponen diferentes 
urvas de ablandamiento (ver [70℄); de�nidaspara tra

ión o 
ompresión.Evolu
ión lineal del dañoEn primer lugar se 
onsidera varia
ión lineal de la tensión 
on respe
to de la deforma
ión:(2.76) σ (ǫ) = − σ2

0

2G∗
f

(ǫ− ǫe) + σ0En la Figura 2.12 se presenta la evolu
ión de daño lineal y las variables que intervienen en lae
ua
ión de estado tensional 2.76. La dependen
ia del estado tensional σ y el daño es
alar seobtienen solu
ionando la e
ua
ión 2.76 para deforma
iones elásti
as. La evolu
ión del daño serige por(2.77) σ(d)

(1− d)E
=

(

σ0 +
σ2
0ǫ

e

2G∗
f

− σ(d)

)

2G∗
f

σ2
0

G∗
f es la energía de fra
tura por unidad de área, obtenida en fun
ión de la energía de fra
tura

Gf , igual al área bajo la 
urva tensión-deforma
ión. E es el módulo de Young. Despejando de la
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σ

є
e

( )d

σ(d)

єє
e

(1-d)E
Gf

*

σ0

d· 0σ

(1-d)· 0σ

σ

E

Figura 2.12: Degrada
ión lineal de la tensióne
ua
ión 2.77 la tensión dañada se obtiene(2.78) σ (d) = (1− d) 2G∗
fE + σ2

0

2G∗
f (1− d)E + σ2

0Es obvio que la e
ua
ión 2.78, no es una fun
ión de daño lineal.Evolu
ión lineal del daño 
on interrup
ionesCuando el material es afe
tado por una fuerte dis
ontinuidad en la rela
ión tensión-deforma
ión, se determina una ley (Figura 2.13)(2.79) σ(ǫ) = −(σ∗
0)

2

2G∗
f

(ǫ− ǫe) + σ∗
0Los valores de σ0 y de σ∗

0 (Figura 2.13) se obtienen de ensayos de laboratorio. La ley de evolu
iónde daño es
alar es:(2.80) σ(d) = (1− d)σ0 si (ǫ = ǫe)(2.81) σ(d) = (1− d)σ∗
0

2G∗
fE + (σ∗

0)
2

2G∗
f (1− d)E + (σ∗

0)
2
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є
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( )d

σ
*

0(d)

є

σ

(1-d)E Gf

*

σ0(d)

σ
*

0

є
e

E

Figura 2.13: Degrada
ión dis
ontinua de la tensiónEvolu
ión exponen
ial del dañoEl modelo de daño es
alar 
on evolu
ión de tipo exponen
ial, se formula siguiendo lassiguientes referen
ias, [69℄, [71℄, [72℄ y [73℄ entre otras. Esta resisten
ia no termina en 
ero,sino que tiende asintóti
amente a 
ero. La Figura 2.14 des
ribe este modelo 
onstitutivo, y lae
ua
ión 2.82 presenta la evolu
ión de la tensión.

Є
e

Є
e
(d)

G*f

(1-d)E

σ0 (d)

σ0

E

Є

σ

Figura 2.14: Degrada
ión exponen
ial de la tensión(2.82) σ (ǫ) = σ0 ∗ e
(

−
σ0
G∗

f
(ǫ−ǫe)

)La ley del evolu
ión de daño, está dada en forma explí
ita por(2.83) Ξ (σ, d) = 0 = σ (d) + (1− d)EG∗
f

σ0
(σ0 (d))− (1− d)(EG∗

f

σ0
(σ0)− σ0

)
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∂σ
(σ, d) = 1 +

1

σ
(1− d)EG∗

f

σ0Evolu
ión parabóli
a del dañoLa ley parabóli
a de daño se expresa mediante un polinomio de segundo grado:(2.85) σ (ǫ) = σ0



1−
(

2

3

σ0
G∗

f

(ǫ− ǫe)

)2


La Figura 2.15, des
ribe el daño parabóli
o. La e
ua
ión 2.85 representa la evolu
ión parabóli
a
σ0

є
e
( )d

σ0 (d)

єє
e

(1-d)E

Gf

*

σ

E

Figura 2.15: Degrada
ión parabóli
a de la tensiónde la tensión respe
to de la deforma
ión sin daño. Al introdu
ir el daño en la evolu
ión de latensión se al
anza lo siguiente:(2.86) σ(d) = −1

2
C(d) + 1

2

√

(D (d))2 − 4C(d)(2.87) C (d) = −2 (1− d)σ0 + ((1− d)E)2

σ0

(
3

2

G∗
f

σ0

)2(2.88) D(d) = (1− d)2(σ2
0 −

(
3

2

G∗
f

σ0
E

)2
)

2.7. Modelos de 
onta
to en una dimensión para la interfaz a
ero-mortero2.7.1. Formula
ión generalEn este subapartado se presenta un ejemplo de 
onta
to en una dimensión 
on el objeto deexponer la metodología bási
a de la me
áni
a del 
onta
to. El 
onta
to es un fenómeno físi
o que
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uando en dos o más 
uerpos, delimitados por una super�
ie, hay un punto de 
ada
uerpo situado en las mismas 
oordenadas. En ese punto o
urre una transferen
ia de tensiones,desplazamientos, 
alor, et
. Se toma 
omo ejemplo una masa m sujeta a un muelle, (
on unarigidez k) y situada a una altura h, de una super�
ie rígida. La masa se desplaza una magnitud
u ha
ia abajo, por la a
elera
ión de la gravedad g, y ha
ia arriba por la fuerza de re
upera
ión
k, 
omo se representa en la Figura 2.16. El sistema masa-muelle de la Figura 2.16 posee una

m g
k

2 m g
k

min

c

minFigura 2.16: Representa
ión grá�
a y energéti
a del sistema muelle-masa-super�
ieenergía 
inéti
a dada por la siguiente e
ua
ión: 1
2ku

2 y una energía poten
ial dada por m g u.La energía total del sistema es esta
ionaria y es igual a la suma de la energía poten
ial más laenergía 
inéti
a:(2.89) Π(u) =
1

2
k u2 − m g uPara 
al
ular los valores extremos (máximos y mínimos) de la fun
ión de energía, se deriva éstarespe
to del desplazamiento y se iguala el resultado a 
ero:(2.90) k u du−mg du = 0Despejando el desplazamiento u, se obtiene(2.91) u =

mg

kLa masa sujeta al muelle tiene una limita
ión en su desplazamiento determinada por la super�
ierígida, que bloquea su avan
e. La restri

ión de desplazamientos c(u) se estable
e en fun
ión de:(2.92) h− u = c(u)Si c(u) > 0 enton
es u < h, es de
ir, hay desplazamiento libre del sistema muelle-masa.De lo 
ontrario, 
uando c(u) = h − u ≤ 0 existirá 
onta
to. La varia
ión del diferen
ial de
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ie de 
onta
to, por esta razón, el desplazamientovirtual que 
umple la restri

ión de la super�
ie rígida, se desplaza ha
ia arriba. Al expresar deforma simbóli
a la anterior premisa se obtiene la desigualdad varia
ional:(2.93) k u du−mg du ≥ 0Si h = u, (es de
ir, 
uando u es máximo), la energía 
inéti
a es mayor que la energía poten
ial.Y en di
ho 
aso se produ
e 
onta
to. El punto mínimo de la e
ua
ión de energía Πc
min estádeterminado por la restri

ión de desplazamiento, tal 
omo se presenta en la Figura 2.16. Seefe
túa un 
ambio de variable del diferen
ial de desplazamiento en la e
ua
ión 2.93: du = vc − uen donde vc es una fun
ión de prueba; esta fun
ión debe 
umplir la 
ondi
ión vc − h ≤ 0. Alreemplazar en en la e
ua
ión 2.90 se obtiene(2.94) k u (vc − u)−m g (vc − u) = 0Se debe 
umplir la desigualdad mg > k u para que exista 
onta
to entre la masa y la super�
ierígida:(2.95) k u (vc − u) ≥ −m g (vc − u) = 0Al 
umplirse la anterior desigualdad apare
e la fuerza de rea

ión RN , ver Figura 2.17. En lame
áni
a de 
onta
to 
lási
a, se supone que la fuerza de rea

ión entre la super�
ie rígida y lamasa soportada por el muelle es negativa; es de
ir, la super�
ie rígida es sometida úni
amente a
ompresión por la masa, 
omo se des
ribe en la e
ua
ión 2.96:(2.96) RN ≤ 0Lo anterior es válido si las fuerzas de adhesión entre la masa y el muelle son iguales a 
ero. Dela anterior desigualdad se in�ere que existen 2 estados; uno de 
ompresión, 
uando RN < 0, yotro ina
tivo, 
on una fuerza de rea

ión RN = 0. Resumiendo, las 
ondi
iones de restri

ión de
onta
to son:Cuando la rigidez del muelle es lo su�
ientemente grande para sostener la masa m sin to
arla super�
ie rígida, se 
umplen estas 
ondi
iones:(2.97) c(u) > 0 y RN = 0Si la fuerza de gravedad m g es mayor que la fuerza elásti
a k u, hay 
onta
to y se veri�
anlas 
ondi
iones(2.98) c(u) = 0 y RN < 0
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m

k
k

m
FT

RN

FTRT

Figura 2.17: Sistema masa-muelle 
on 
onta
to y fuerza tangen
ialLa 
ombina
ión de las anteriores premisas es 
ono
ida en me
áni
a de 
onta
to 
omo lasrestri

iones de Hertz-Signorini-Moreau [74℄, análogas a las 
ondi
iones de Kuhn-Tu
ker [55℄[68℄ (e
ua
ión 2.34) usadas en plasti
idad y daño. Formuladas en este 
ontexto se expresan 
omo(2.99) c(u) ≥ 0, Rn ≤ 0 y RN c(u) = 02.7.2. Fri

ión apli
ada al 
onta
to unidimensionalPara expli
ar el 
onta
to 
on rozamiento, se utilizará el sistema masa-muelle 2.17, en el 
ualse observa que sólo si hay 
onta
to puede haber rozamiento, es de
ir el 
onta
to es una 
ondi
iónne
esaria para que exista fri

ión. Este 
omportamiento se des
ribe utilizando el siguiente sistemade e
ua
iones de equilibrio que rela
ionan las fuerzas horizontales y verti
ales:
RN +mg − kh = 0(2.100) RT − FT = 0Para una mejor 
omprensión del anterior sistema de e
ua
iones, se re
omienda ver la Figura2.17. La fri

ión entre la masa y el soporte rígido se 
ara
teriza por una e
ua
ión 
onstitutiva.Para este ejemplo, en parti
ular, se utiliza la ley de Coulomb [75℄. El modelo 
onstitutivo deCoulomb 
onsidera dos 
asos, deslizamiento y bloqueo; tiene lugar el bloqueo 
uando no haydesplazamiento tangen
ial relativo entre la masa y el soporte rígido. El deslizamiento su
ede
uando apare
e el desplazamiento relativo uT , entre la masa y el soporte rígido. El siguiente
onjunto de 
ondi
iones, des
ribe la fri

ión a partir del modelo 
onstitutivo de Coulomb.La desigualdad 2.101, determina la rela
ión entre las fuerzas normales RN y tangen
iales

RT :(2.101) f(RN , RT ) = |RT |+ κRN ≤ 0
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FT

uT

RT

RT

Figura 2.18: Modelo de rozamiento de CoulombSiendo RT la fuerza horizontal, κ el 
oe�
iente de rozamiento y RN la fuerza normal.El bloqueo o
urre si se 
umple la siguiente desigualdad:(2.102) |RT | < κRNEs de
ir 
uando la fuerza tangen
ial es menor que la fuerza normal multipli
ada por el
oe�
iente de rozamiento.Hay deslizamiento, 
uando la fuerza normal es igual o menor que la fuerza tangen
ial, esde
ir:(2.103) |RT | ≥ κRNLas anteriores 
ondi
iones, es
ritas en la forma de Khun-Tu
ker 2.34 son:(2.104) |uT | ≥ 0 f < 0 |uT | f = 0El desplazamiento uT es independiente de la dire

ión de la fuerza FT . En la Figura 2.18 seilustran los 
asos de deslizamiento y bloqueo, en fun
ión del desplazamiento y de las fuerzastangen
iales.2.7.3. Multipli
adores de Lagrange apli
ados al 
onta
to unidimensionalEl problema de 
onta
to está determinado por la desigualdad c(u) = h − u ≥ 0,que estable
e la restri

ión de desplazamiento de la masa. La solu
ión se puede obtener
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Figura 2.19: Sistema masa-muelle 
on multipli
ador de Lagrangeutilizando multipli
adores de Lagrange. El método de los multipli
adores de Lagrange, añadeun multipli
ador a la e
ua
ión de la energía, es de
ir, que a la energía poten
ial m g h y a laenergía del muelle 1
2 k u2, se le suma un término λ c(u). De está manera, el poten
ial se puedees
ribir de la siguiente forma general:(2.105) Π(u, λ) =

1

2
k u2 −m g u+ λ c(u)El multipli
ador de Lagrange λ es equivalente a la fuerza normal de rea

ión RN . Independizandolos diferen
iales du y dλ, se obtienen las expresiones(2.106) k u du−mg du− λ du = 0(2.107) c(u) dλ = 0La e
ua
ión 2.106 determina el equilibrio 
uando la masa entra en 
onta
to 
on la super�
ierígida, (ver Figura 2.19). La fórmula 2.107 muestra la fuerza que se ejer
e 
uando hay 
onta
to,es de
ir:(2.108) λ = k h−m g = RNLos multipli
adores de Lagrange se a
tivan 
uando hay 
onta
to, (esta informa
ión se obtiene
al
ulando la fuerza RN .2.7.4. Modelo de penaliza
ión apli
ado al 
onta
to unidimensionalPara modelar numéri
amente la interfaz que permite el deslizamiento de la barra de a
erodentro de la funda de mortero, se utiliza el método de 
onta
to por penaliza
ión. El método de
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onta
to por penaliza
ión es utilizado en el análisis por elementos �nitos. A
tiva las restri

ionessumando el término de penaliza
ión a la rigidez, y de esta forma, permite in
rementar el poten
ialnatural [76℄. La Figura 2.20 ilustra la formula
ión utilizada. El poten
ial de energía viene dado

Figura 2.20: Modelo de 
onta
to de penaliza
iónpor(2.109) Π(u) =
1

2
k u2 −m g u+

1

2
kǫ [c (u)]2 ∀El parámetro kǫ es la rigidez de la super�
ie de 
onta
to, y a la vez, se 
ono
e 
omo parámetrode penaliza
ión. La 
ondi
ión de equilibrio surge de la esta
ionariedad del problema.(2.110) k u du−m g du− kǫ c (u) du = 0Resolviendo la e
ua
ión diferen
ial anterior se obtiene(2.111) u =

m g + kǫ h

k + kǫLa e
ua
ión 2.111 determina la posi
ión de la masa sujeta al muelle en 
ualquier instante t. Elvalor de la restri

ión, para 
asos en que haya penetra
ión de la masa sujeta al muelle sobre lasuper�
ie, viene dado por la e
ua
ión (2.112):(2.112) c (u) = h− u =
k h−m g

k + kǫEn un 
aso de 
onta
to, en que mg > kh la masa penetra en la super�
ie rígida, y esto,físi
amente, equivale a la 
ompresión de un muelle. La e
ua
ión de restri

ión se 
umpleúni
amente si:(2.113) ĺım
kǫ→+∞

c(u) = ĺım
kǫ→+∞

k h−m g

k + kǫ
= 0



2.7. MODELOS DE CONTACTO EN UNA DIMENSIÓN PARA LA INTERFAZ 47En el método de penaliza
ión se 
onsideran dos 
asos límite:(2.114) 





1) kǫ → ∞ Sin penetra
ión (restri

ión total de la penetra
ión)
2) kǫ → 0 Gran penetra
ión (sin restri

ión)Di
ho de otra manera, en el 
aso en que kǫ → ∞, el valor de la rigidez del muelle es muy grande,y la penetra
ión tiende a 
ero. El 
aso 2, representa una solu
ión libre en el que la rigidez dela super�
ie de 
onta
to es muy pequeña y ello 
ondu
e a una gran penetra
ión. La fuerza derea

ión en el método de penaliza
ión se 
al
ula 
omo se indi
a a 
ontinua
ión (ver [76℄).(2.115) RN = λ = kǫc (u) =

kǫ
k + kǫ

(k h−m g)Para resolver el problema de la distan
ia mínima en el 
onta
to de penaliza
ión, se utiliza lae
ua
ión de poten
ial energéti
o total (ver [76℄):(2.116) ΠS =
1

2

∫

S

(

kǫN
(gN)2 + kǫT gT · gT) dA, kǫN , kǫT > 0Los valores de kǫT y kǫN , representan la penaliza
ión del 
onta
to tangen
ial y normal a lasuper�
ie, respe
tivamente.(2.117) Cc =

∫

S

(
kǫN gN dgN + kǫT gT · dgT ) dA, kǫN , kǫT > 0La e
ua
ión 2.117 determina si hay deslizamiento o bloqueo sobre la super�
ie de 
onta
to. Lasvariables gN , gN y gT determinan el 
onta
to de forma tangen
ial y normal (ver [76℄).
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3. Comportamiento de barras depandeo restringido
Este 
apítulo se divide en seis apartados. En el primer apartado se presentan los 
on
eptosgenerales que 
orresponden al estudio del 
omportamiento estru
tural de las barras de pandeorestringido, en el segundo apartado se presenta el modelo de plasti
idad a
oplado 
on daño dela
ero, en el ter
er apartado se presenta la ley de evolu
ión de daño para el mortero, en el 
uartoapartado se presenta el modelo de 
onta
to tipo penaliza
ión en 3 dimensiones. En el quintoapartado se des
ribe la formula
ión energéti
a que integra los 3 modelos anteriores, en el sextoapartado se presentan diversos ejemplos de 
omproba
ión de los modelos de�nidos en el 
ontinuoen los apartados anteriores.3.1. Con
eptos generalesEl 
omportamiento estru
tural de las barras de pandeo restringido debe analizarse en fun
iónde los materiales que la 
omponen. En el presente trabajo se ha elaborado, para el a
ero, unmodelo fenomenológi
o de plasti
idad a
oplado 
on daño es
alar y para el mortero, un modelofenomenológi
o 
onstitutivo isótropo de daño; para el 
onta
to se propone un mi
ro modelode 
onta
to tipo penaliza
ión. El 
omportamiento de las BPR se des
ribe numéri
amente pormedio de los modelos 
onstitutivos que se detallan a 
ontinua
ión, 
uya programa
ión se harealizado en Compaq Fortran Abaqus/Expli
it [77℄, siguiendo una formula
ión explí
ita. Seutiliza una formula
ión explí
ita debido a que este problema está mal 
ondi
ionado para serresuelto de forma implí
ita ya que en una formula
ión implí
ita, donde hay ne
esidad de invertirla matriz de rigidez, el modelo de 
onta
to de penaliza
ión introdu
e un mal 
ondi
ionamientoen la matriz de rigidez generando problemas de singularidad. El 
omportamiento del a
ero delnú
leo se representa mediante un modelo de endure
imiento isótropo y 
inemáti
o [55℄ [56℄, 
on49



50 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOel �n de obtener dos tipos de 
urvas de histéresis y poder 
ompararlas 
on ensayos realizados enEuropa y EEUU, que se des
riben en las referen
ias [2℄ y [4℄. El objetivo de esta estrategia esveri�
ar que los lazos de histéresis obtenidos en los ensayos de laboratorio 
orrespondan 
on losdel modelo numéri
o. Se representan por separado las no linealidades del a
ero, del mortero y dela interfaz entre el a
ero del nú
leo y el mortero. Finalmente, estos modelos se a
oplan medianteun balan
e energéti
o global. Los lazos de histéresis obtenidos en los ensayos de laboratoriopresentan un 
omportamiento 
asi ideal [15℄ de la plasti
idad perfe
ta en el a
ero. Es 
omo sino hubiese pandeo en una barra sin re
ubrimiento. Por esta razón es muy importante el modelofenomenológi
o 
onstitutivo del a
ero, para el que se estable
en dos endure
imientos plásti
os,uno 
inemáti
o y otro isótropo. El endure
imiento 
inemáti
o 
onsiste en introdu
ir un 
ambiode posi
ión del 
entro de la super�
ie de dis
ontinuidad. El endure
imiento isótropo, permite
ontrolar el 
ambio en la resisten
ia produ
ida por el fenómeno plásti
o y esto se materializa
omo un 
ambio homotéti
o de la fun
ión umbral de plasti�
a
ión. El modelo se implementaen fun
ión del tensor tangente elastoplásti
o, utilizando el algoritmo de retorno radial. En lasgrá�
as de los resultados experimentales [1℄, [4℄ y [2℄. En las grá�
as (fuerza vs. deforma
ión) delas BPR, estas llegan primero a plasti�
a
ión por tra

ión que por 
ompresión. Este fenómenoserá representado por un mi
ro modelo de 
onta
to, tipo penaliza
ión. Se ha tenido en 
uentaeste tipo de modelo previendo que el nú
leo de a
ero sometido a grandes desplazamientos puedapandear y penetrar en el mortero 
ir
undante. Por ello se ha es
ogido el modelo de 
onta
totipo penaliza
ión, porque tiene en 
uenta la penetra
ión de una super�
ie maestra sobre otraes
lava. Esto se representa numéri
amente penalizando la matriz de rigidez, es de
ir 
olo
andoun muelle de gran rigidez entre las super�
ies de a
ero y mortero. Este valor de rigidez del muellese representa numéri
amente en los elementos que no pertene
en a la diagonal prin
ipal de lamatriz de rigidez. Los grandes valores sobre una matriz, al invertirla, generan un gran 
oste
omputa
ional por la 
asi singularidad de ésta. Por esta razón se utiliza el análisis dinámi
oexplí
ito, porque no requiere invertir la matriz de rigidez. Para el mortero se desarrolla unmodelo isótropo de daño de ablandamiento exponen
ial , es de
ir, que va a existir degrada
ióndel material y pérdida de rigidez hasta llegar a la falla. La �nalidad es 
uanti�
ar numéri
amenteen qué punto pueda haber rotura del revestimiento y, por ende, pandeo en el nú
leo de a
ero. Se hain
orporado el modelo propuesto por [78℄ por ser un modelo �able y de bajo 
oste 
omputa
ional,agilizando la 
onvergen
ia del análisis, ya que, 
uando se lleva a 
abo el análisis, hay que ha
ermúltiples itera
iones. Cada uno de los modelos anteriormente 
itados será expli
ado de formaanalíti
a. Por último, se presenta un ejemplo de 
omproba
ión para 
ada 
aso. Al obtener los
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os esperados por separado, de 
ada material, es de
ir, al 
omprobar que,en realidad, hay endure
imiento 
inemáti
o e isótropo en el a
ero, que hay transferen
ia detensiones del a
ero al mortero y que el mortero está representado por un modelo isótropo dedaño, se ensambla el modelo global. Esta opera
ión se efe
túa poniendo espe
ial aten
ión en queel balan
e energéti
o sea estable, es de
ir, que la sumatoria de las energías permanez
a 
onstante.Y esto se 
onsigue 
al
ulando y a
tualizando, para 
ada instante de tiempo, las energías internasy la energía disipada por efe
tos inelásti
os. Las energías se 
al
ulan por separado para 
ada unode los materiales y luego se suman. Por último se 
omprueba que el modelo fun
iona al apli
arlea
ortamientos al nú
leo de la barra de pandeo restringido, hasta que la 
amisa de mortero falley pandee el nú
leo interno. En este simple ejemplo se observa que 
uando se plasti�
a el a
ero,se trans�ere la tensión de la barra de a
ero al nú
leo. En resumen, se estudian los modelos deplasti
idad del a
ero, el daño en el mortero y 
onta
to entre el a
ero y el mortero. Se ha
ene
esaria la de�ni
ión, implementa
ión de los modelos de daño para el mortero, de daño y deplasti
idad 
inemáti
a e isótropa para el a
ero y de 
onta
to tipo penaliza
ión para la interfaz.Toda esta formula
ión, es apropiada para tratar las barras de pandeo restringido, se 
onvierte enuna herramienta útil para 
uanti�
ar el 
omportamiento de estos dispositivos. A 
ontinua
iónse presenta una des
rip
ión de los modelos formulados en el 
ontexto de la me
áni
a de medios
ontinuos 
on sus respe
tivos algoritmos y ejemplos de 
omproba
ión.3.2. Modelo de daño y plasti
idad para el a
ero3.2.1. Introdu

ión y de�ni
ión fenomenológi
aEn el apartado 2.5 se des
ribe la plasti
idad en una dimensión y en tres dimensiones.En este apartado se presenta una formula
ión elasto-plásti
a a
oplada 
on daño desarrolladapor el autor, para representar el 
omportamiento del nú
leo de a
ero de los disipadores deenergía previamente des
ritos. La formula
ión está desarrollada en pequeñas deforma
iones yse utiliza dentro de una 
on�gura
ión en grandes desplazamientos para representar el fenómenode inestabilidad elásti
a, produ
ido por la 
ompresión que sufren estas barras. Hay eviden
iasen el 
omportamiento del a
ero, de que el daño y la plasti
idad a
túan juntamente [79℄, [80℄.Sin embargo, el fenómeno de degrada
ión de rigidez (daño) y las deforma
iones permanentes(plasti
idad), son de naturaleza muy distinta y no pueden ser simulados mediante un úni
omodelo fenomenológi
o. Por este a
oplamiento se desarrolla una formula
ión para tratar ambosfenómenos simultaneamente. Todos los me
anismos de daño tienden a produ
ir deforma
iones



52 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOplásti
as en los metales, porque el área efe
tiva Ā = (1 − d)A (parte no dañada del material)disminuye mientras la variable de daño 
re
e. Sin embargo, no existe un �a
oplamiento de estado�,sino a través del 
on
epto de disminu
ión de área efe
tiva. En resumen, el a
oplamiento esindire
to y sólo apare
e en las e
ua
iones 
onstitutivas, debido a que el aumento de la tensiónefe
tiva σ̄ produ
e plasti
idad, 
omo 
onse
uen
ia de la disminu
ión de la se

ión donde in
ide (laa

ión produ
ida por el daño), des
rita en la Figura 3.1. En metales, mientras las deforma
iones
huecos

d

n

Figura 3.1: Representa
ión esquemáti
a del 
omportamiento 
onjunto de la plasti
idad y deldaño, al superar el segundo umbral en el espa
io de tensiones.plásti
as ǫp 
re
en desde 
ero, el daño permane
e nulo durante la nu
lea
ión de mi
ro �suras [79℄.Esto 
orresponde a la a
umula
ión de mi
ro-tensiones o dislo
a
iones en metales que generanestas mi
ro-�suras. Signi�
a que existe un umbral de deforma
ión permanente, por debajo del
ual no se produ
e daño. Por esta razón, en este trabajo se introdu
e un modelo de plasti
idad
on endure
imiento isótropo y 
inemáti
o, que 
omienza a a
tuar después de al
anzar el primerumbral de dis
ontinuidad plásti
a F̄ (σ − η;q) = f(σ − η) − fy ≤ 0. Este 
omportamientoplásti
o, está 
ontrolado por un endure
imiento isótropo a través de evolu
ión de la resisten
ia delumbral de plasti
idad (f̄y > 0), y el endure
imiento 
inemáti
o para tratar el efe
to Baus
hinger[81℄, es abordado en forma simple en el sentido de Prager y Melan [82℄, 
omo η̇ = ckǫp , en la
ual el fa
tor ck tiene la forma ck = 2
3Hk, 
uando se utiliza la fun
ión poten
ial de von Mises,y HK es un parámetro del material a determinar. En este 
aso parti
ular la fun
ión de tensiónestá representada por la expresión de von Mises f (σ̄ − η) =

√
3
2dev (σ − η) : dev (σ − η) yel endure
imiento isótropo por la expresión f̄y = f0

y + HI ǭp > 0 , 
on HI 
omo módulode endure
imiento isótropo. ǫp = |ǫp| es la deforma
ión plásti
a uniaxial equivalente, y q el



3.2. MODELO DE DAÑO Y PLASTICIDAD PARA EL ACERO 53grupo de variables internas plásti
as que, en este 
aso, in
luye la fun
ión de endure
imientoq ≡ f̄y. Cuando el estado de tensión efe
tiva supera este primer umbral plásti
o, el pro
esome
áni
o elastoplásti
o in
rementa el tamaño de la fun
ión umbral de plasti
idad, manteniendosu forma, hasta al
anzar el segundo umbral, en este 
aso estable
ido por la fun
ión de daño
F (σ0; r) = G [τ (σ0)] − G [r] ≤ 0 , ya presentada en el apartado 2.6. Superado este segundoumbral en el espa
io de tensiones, la plasti
idad 
on endure
imiento y el daño 
on ablandamientose 
omportan en forma a
oplada. Este estado me
áni
o de 
omportamiento a
oplado se 
onsiguea nivel 
onstitutivo gra
ias al 
on
epto de tensión efe
tiva antes men
ionado. En la Figura 3.2se representa grá�
amente el dominio de las fun
iones de daño y de plasti
idad en el espa
iotensional.

Figura 3.2: Representa
ión esquemáti
a del 
omportamiento de los umbrales de plasti
idad ydaño en el espa
io de las tensiones.3.2.2. Modelo de daño es
alar a
oplado 
on plasti
idadIntrodu

iónEl modelo de daño y los 
on
eptos introdu
idos en el subapartado 3.2.1 y en [78℄ se re�erena un material sin plasti
idad. Cuando se formulan modelos en los que entran en juego lasleyes del daño y las leyes de endure
imiento plásti
o a la vez, surgen distintas posibilidadesen rela
ión a si el daño apare
e, o no, en los términos de la energía libre aso
iados al fenómenoplásti
o. Con
retamente, se podrían presentar diferentes 
asos [83℄, pero parti
ularmente en estetrabajo se utiliza un modelo de daño y plasti
idad a
oplado en forma débil, en el 
ual la fuerza



54 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOtermodinámi
a aso
iada al daño es la misma que en el modelo de daño simple des
rito en elapartado 3.3, f(τ) = ∂Ψ
∂d

y la fun
ión de dis
ontinuidad f(τ) 
oin
ide 
on la energía libre Ψ0. Estaformula
ión simplemente 
onsidera que no hay a
oplamiento entre el daño y el endure
imientoplásti
o. Así, este enfoque 
onsiste en 
onsiderar separadamente los dos me
anismos de dañoy plasti
idad y sus 
orrespondientes fun
iones umbrales. Se tienen enton
es dos poten
ialesde disipa
ión independientes y dos fa
tores de 
onsisten
ia (multipli
adores de Lagrange)deplasti
idad γ̇ y daño µ̇ independientes.(3.1) F̄(σ̄ − η;q) = f(σ̄ − η)− f̄y ≤ 0(3.2) F(σ0; r) = G [τ (σ0)]−G [r] ≤ 0(3.3) ¯̇ǫp = γ̇
∂F̄ (σ̄ − η;q)

∂σ̄(3.4) ḋ = µ̇
∂F (σ0; r)

∂τLos multipli
adores γ̇ y µ̇ se determinan a partir de las 
ondi
iones de 
onsisten
ia plásti
a
˙̄
F (σ̄ − η;q) = 0 y de daño Ḟ (σ0; r) = 0, respe
tivamente; donde q representa el grupo devariables internas plásti
as. Este enfoque tiene la ventaja de permitir la 
onstru

ión de leyesindependientes, (pero a
opladas por medio del 
on
epto de tensión efe
tiva) entre la plasti
idady el daño. En parti
ular, y según se regulen los umbrales de plasti
idad y daño, se des
ribe el
aso de daño frágil, en el que no se produ
en deforma
iones plásti
as signi�
ativas, por ejemplo
omo en el hormigón, 
erámi
os y 
ompuestos 
erámi
os. Por el 
ontrario o
urren deforma
ionesplásti
as importantes sin que se produz
a daño 
omo en el 
aso de 
orte puro en alea
ionesmetáli
as.Bases termodinámi
asPara introdu
ir la plasti
idad y el daño simultáneamente se utiliza la siguiente expresión parala energía libre de Hwlmotz:(3.5) Ψ(ǫ,σp,q, d) = (1− d)Ψ0 (ǫ)− ǫ : σp +Ψp (σp,q)Donde σp es la tensión de relaja
ión plásti
a, Ψp un poten
ial plásti
o, q un 
onjunto de variablesinternas plásti
as y Ψ0(ǫ) la energía libre del material no-dañado; está se expresa 
omo:(3.6) Ψ0(ǫ) =

1

2
ǫ : E0 : ǫ



3.2. MODELO DE DAÑO Y PLASTICIDAD PARA EL ACERO 55Resultando la disipa
ión [84℄.(3.7) Ξ = σ̄ : ǫ̇− Ψ̇0 = σ̄ : ǫ̇− (1− d)
∂Ψ0

∂ǫ
ǫ̇+ ḋΨ0 + ǫ̇ : σp + ǫ : σ̇p −

∂Ψp

∂σp
: σ̇p −

∂Ψp

∂q : q̇
=

{

σ −
[

(1− d)
∂Ψ0

∂ǫ
− σ̇p

]}

: ǫ+ ḋΨ0 +

[

ǫ̇− ∂Ψp

∂σp

]

: σ̇p −
∂Ψp

∂q : q̇ ≥ 0De esta expresión surge la e
ua
ión 
onstitutiva se
ante que gobierna el 
omportamiento delmaterial tras apli
ar las 
ondi
iones de Coleman [73℄:(3.8) σ = (1− d)
∂Ψ0

∂ǫ
− σp(3.9) ǫ =

∂Ψp

∂σpTambién se dedu
en las desigualdades de la disipa
ión produ
ida por los pro
esos de daño yplasti
idad:(3.10) Ξd = Ψ0ḋ ≥ 0 y Ξp = −∂Ψp

∂q : q̇ ≥ 0La variable termodinámi
a 
onjugada para el daño resulta:(3.11) f(τ) = −y = −∂Ψ

∂d
= Ψ0

y es una variable termodinámi
a de daño.3.2.3. Reglas de evolu
ión de la plasti
idad y el dañoEl modelo que se presenta utiliza un a
oplamiento 
on dos fa
tores de 
onsisten
ia, unoplásti
o γ y otro de daño µ, y dos poten
iales independientes para daño y plasti
idad. La evolu
ióndel daño se des
ribe en el subapartado 3.2.1 y en [78℄, mientras que a 
ontinua
ión se presentala formula
ión del problema plásti
o que enlaza 
on esta formula
ión del daño.Respuesta plásti
aDe a
uerdo a lo men
ionado en el subapartado 3.2.2, la respuesta plásti
a debe ser formuladaen el espa
io de tensiones efe
tivas presentado en la Figura 3.2 y en tal sentido se formula lafun
ión umbral de plasti
idad en di
ho espa
io 
omo(3.12) f (σ̄ − η) =

√

3

2
dev (σ̄ − η) : dev (σ̄ − η)− f̄y



56 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOUtilizando la hipótesis de plasti
idad aso
iada y la 
ondi
ión de 
onsisten
ia plásti
a, se obtienenlas e
ua
iones que des
riben la evolu
ión de la respuesta plásti
a, en el espa
io de deforma
iones:(3.13) ∂f

∂σ̄
: ˙̄σ +

∂f

∂η
: η̇ +

∂f

∂q : q̇ = 0Siendo:
˙̄σ =

(
∂2Ψ0

∂ǫ⊗ ∂ǫ

)

︸ ︷︷ ︸

E0≡Ē

: ǫ̇− ˙̄σp

˙̄σp = γ̇
∂f

∂ǫ
= γ̇

∂f

∂σ̄
:
∂σ̄

∂ǫ
= γ̇

∂f

∂σ̄
:

∂2Ψ0

∂ǫ⊗ ∂ǫ(3.14) ∂2Ψ0

∂ǫ⊗ ∂ǫ
:

(

ǫ̇− γ̇
∂f

∂σ̄

)q = γ̇hResultando de la e
ua
ión 3.13 el fa
tor de 
onsisten
ia plásti
o:(3.15) γ̇ =

∂f
∂σ̄

: ∂2
Ψ

0

∂ǫ⊗∂ǫ
: ǫ̇

[
∂f
∂σ̄

: ∂2Ψ0

∂ǫ⊗∂ǫ
: ∂f
∂σ̄

]

−
[

ck
∂f
∂η

: ∂f
∂σ̄

+ ∂f
∂q : h] ∀ γ̇ ≥ 0La rela
ión tangente efe
tiva se expresa 
omo:(3.16) ˙̄σ = Ē

T : ǫ̇Donde el tensor elastoplásti
o tangente efe
tivo resulta:(3.17) E
T =

∂2Ψ0

∂ǫ⊗ ∂ǫ
−

[
∂2Ψ0

∂ǫ⊗∂ǫ
: ∂f
∂σ̄

]

⊗
[
∂f
∂σ̄

: ∂2Ψ0

∂ǫ⊗∂ǫ

]

[
∂f
∂σ̄

: ∂2Ψ0

∂ǫ⊗∂ǫ
: ∂f
∂σ̄

]

−
[

ck
∂f
∂η

: ∂f
∂σ

+ ∂f
∂q : h]Este tensor es simétri
o si se trabaja 
on plasti
idad aso
iada. A las de�ni
iones previamenteenun
iadas, deben añadirse las 
ondi
iones de fuerza/des
arga plásti
a en el espa
io de lastensiones efe
tivas [73℄:

F̄ (σ̄ − η;q) = F (σ̄ − η)− f̄y ≤ 0 ;(3.18) γ̇ ≥ 0 ;

γ̇F̄ (σ̄ − η;q) = γ̇
[
F (σ̄ − η)− f̄y

]
= 0Respuesta de dañoLas variables termodinámi
as, las fun
iones umbral y el parámetro de 
onsisten
ia de dañose presentan en el subapartado 3.3.



3.3. MODELO ISÓTROPO DE DAÑO PARA EL MORTERO 573.2.4. Tensor elastoplásti
o dañado tangenteEl tensor 
onstitutivo tangente, obtenido en la e
ua
ión 3.17, 
orresponde al problemaelastoplásti
o en el espa
io de tensiones efe
tivas. Sin embargo, el problema a
oplado daño-plasti
idad exige que este tensor sea trasladado al espa
io real, donde es afe
tado por la in�uen
iadel daño. Así, el tensor tangente en el espa
io de tensiones reales se dedu
e de la expresiónsiguiente (ver referen
ia [85℄):(3.19) σ = (1− d)
∂Ψ0

∂ǫ
− σp = (1− d)

(
∂Ψ0

∂ǫ
− σ̄p

)

= (1 − d)σ̄

σ̇ = (1− d) ˙̄σ − ḋσ̄ = (1− d) ĒT : ǫ̇− H

τ

∂Ψ0

∂ǫ
: σ̄ = E

T : ǫ̇(3.20) E
T = (1− d)ĒT − HD

τ

(

σ̄ ⊗ ∂Ψ0

∂ǫ

)Y resulta, en general, no simétri
o, salvo en dos 
asos:1. σ̄ = ∂Ψ0

∂ǫ
, lo 
ual impli
a σ̄p = 0; es de
ir, para daño puro sin plasti
idad.2. Plasti
idad aso
iada y HD = 0; es de
ir, en ausen
ia de daño.3.2.5. Algoritmo del modelo de daño es
alar a
oplado 
on plasti
idadSe resuelve el problema en forma desa
oplada, primero el problema de daño y luego el plásti
o,en forma iterativa, mediante un algoritmo de tipo retorno mapeado. En la Tabla 3.1 se presentael algoritmo implementado.3.3. Modelo isótropo de daño para el mortero3.3.1. Introdu

ión y de�ni
ión fenomenológi
aEn el apartado 2.6 se presentan diferentes leyes de evolu
ión de daño o de ablandamiento.Kashanov [67℄ fue el primero en proponer un modelo 
onstitutivo de daño. Se han estudiado variasteorías de daño: [86℄, [87℄, [88℄, [89℄, [90℄ y [91℄ entre otras. El modelo numéri
o requiere 
ono
er
uándo falla el mortero, es de
ir, 
uál es el límite de bifur
a
ión [92℄ o pandeo [93℄ del nú
leode a
ero, 
on el objeto de que al generar el modelo se pueda determinar 
on �abilidad 
uandoempieza a pandear la barra. Esto no sería posible si no se asignase un modelo 
onstitutivo de dañoal mortero. A 
ontinua
ión se presenta la ley de evolu
ión del modelo de daño implementado enAbaqus/Expli
it.
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ión del 
ampo de deforma
iones en la etapa enésima; ǫn2. Cal
ulo del predi
tor elásti
o rn y del umbral de daño dn3. Evalua
ión de la energía libre no dañada (Ψ0
)
= 1

2ǫ
n : E0 : ǫn4. Evalua
ión de la energía de daño τn = τ

(
Ψ0
)n5. Veri�
a
ión del daño: si F (σ0; r)

n = G [τn (σ0)]−G [rn] ≤ 0 no hay daño.6. Evolu
ión del daño. Evalua
ión de la variable de daño dn = G (τn)7. A
tualiza
ión del umbral de daño: rn = τn8. Predi
tor elásti
o: rn = 0 (σ̄p)
n
0 = (σ̄p)

n−1 ; (q)n0 ≡
(
f̄y
)
=
(
f̄y
)n−1

; (σ̄)n0 =
(
∂Ψ0

∂ǫ

)n

− (σ̄p)
n
0 ; (η̇)

n
0 = ck (ǫ̇p)

n
09. Veri�
a
ión de la 
ondi
ión de la super�
ie de dis
ontinuidad plásti
a F̄ =

(σ̄ − η;q)nk = F (σ̄ − η)nk −
(
f̄
)n

k
≤ 0. Si no hay evolu
ión plásti
a se 
ontinúaen el punto 14.10. Evolu
ión del pro
eso plásti
o. Itera
ión.11. Cál
ulo del parámetro de 
onsisten
ia plásti
a

∆γ =
fn
k

{[
∂f
∂σ̄

: ∂2Ψ
0

∂ǫ⊗∂ǫ
: ∂f
∂σ̄

]

−
[

ck
∂f
∂η

: ∂f
∂σ

+ ∂f
∂q : h]}n

k12. A
tualiza
ión de las variables plásti
as y de la tensión efe
tiva: (σ̄p)
n
k

=

(σ̄p)
n
k−1+∆γk

(
∂f
∂ǫ

)n

k−1
; (q)nk = (q)nk−1+∆γk (h)nk−1 ≡

(
f̄y
)n

k
= f̄y = f̄0

y+Hpǭp

(η̇)nk = ck (ǫ̇)
n
k ; (σ̄)

n
k =

(
∂Ψ0

∂ǫp

)n

− (σ̄)nk13. Regreso al punto 914. Fin del pro
eso de 
orre

ión plásti
a:
(σ̄p)

n = (σ̄p)
n
k
; (q)n = (q)nk ; (σ̄)

n
k (σ)n = (1− dn) (σ̄)n15. Fin del pro
eso de integra
ión de la e
ua
ión 
onstitutivaTabla 3.1: Algoritmo de daño es
alar a
oplado 
on plasti
idad
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ión de daño para el morteroLos modelos de daño des
riben la degrada
ión experimentada por el material mediante unavariable es
alar d, denominada índi
e de daño o degrada
ión, 
uyos valores están entre 0 (ausen
iade daño) y 1 (daño total) [73℄. Este 
oe�
iente afe
ta el tensor de 
onstantes elásti
as ini
iales
E0, de tal forma que la rela
ión 
onstitutiva entre las tensiones σ y las deforma
iones ǫ se indi
amediante la siguiente expresión tensorial:(3.21) σ = (1− d) E0 : ǫEl modelo de daño viene dado por σ = (1− d)E0 : ǫ; es desta
able que si el modelos sin dañoes isótropo, esta propiedad se mantiene en el modelo de daño es
alar previamente presentado.La Figura 3.3 representa esquemáti
amente la apli
a
ión de un modelo de daño para des
ribirel 
omportamiento uniaxial del mortero. En la Figura 3.3, E es el módulo de elasti
idad y f ′

c

E

1

(1 -   )Ed
1

f ’t

f ’c

Є

σ

Figura 3.3: Modelo de daño del morteroy f ′
t representan las resisten
ias 
ara
terísti
as a 
ompresión y a tra

ión, respe
tivamente; eneste trabajo éstas se 
onsideran 
omo las resisten
ias del mortero. Es desta
able que se 
onsidera
omportamiento lineal en las ramas de 
arga de 
ompresión y de tra

ión. La apari
ión del daño sedete
ta mediante un umbral r; ini
ialmente éste posee un valor r0 y a medida que la degrada
iónprogresa, su valor (r) va aumentando. Ya que la degrada
ión del mortero es irreversible, r debeser igual o superior a r0. El modelo de daño requiere el 
ono
imiento del índi
e d en 
ada instante
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eso de deforma
ión; para ello se de�ne una norma τ del tensor de tensiones sin daño σ0[73℄:(3.22) τ =

(

θ +
1− θ

f ′
c / f ′

t

)√

σ0 : E−1
0 : σ0En esta rela
ión θ es un 
oe�
iente es
alar que toma valores entre 0, en 
ompresión triaxial, y 1en tra

ión triaxial:(3.23) θ =

∑3
i=1

〈
σi
0

〉

∑3
i=1

∣
∣σi

0

∣
∣En esta rela
ión σi

0 es la i-ésima tensión prin
ipal, 
onsiderando 
omo positivas las tensiones detra

ión. La norma τ representa, pues, una medida de la energía por unidad de volumen, referidaal 
omportamiento a tra

ión. La Figura 3.4 ilustra, en un instante del pro
eso me
áni
o, loslímites del dominio elásti
o G (τ) − G (r) = 0 en el plano de tensiones prin
ipales σ1
0 − σ2

0. Se

Figura 3.4: Dominio elásti
o del mortero en el espa
io de las tensiones.di
e que un punto del sólido al
anza el estado de daño, 
uando deje de 
umplirse la 
ondi
ión
F (τ, r) ≤ 0. La fun
ión F se expresa 
omo:(3.24) F (τ, r) = G (τ)−G (r)
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ión, G debe ser una fun
ión monótona 
re
iente que 
uanti�
a la evolu
ión deldaño. En este trabajo se utiliza la siguiente fun
ión de evolu
ión de umbral de daño [73℄.(3.25) G (r) = 1− r

r0
e
C
(

1− r
r0

)

0 < r0 ≤ rEn esta expresión se 
umplen los siguientes valores de extremo.(3.26) Estado no dañado : ĺım
r→r0

G (r) = 0(3.27) Estado de daño total : ĺım
r→∞

G (r) = 1(3.28) C =

(
G∗

f E

l∗ f ′2
t

− 1

2

)−1

≥ 0

C es un parámetro a dimensional positivo que expresa la redu

ión de pendiente de las ramas dedes
arga en el diagrama 
onstitutivo de la Figura 3.3. El valor de C se obtiene integrando en eltiempo la disipa
ión de energía produ
ida por el daño [94℄, resultando: En esta expresión, G∗
f esla energía de fra
tura por unidad de área y l∗ es una longitud 
ara
terísti
a del elemento �nitoutilizado en el análisis [95℄. La de�ni
ión de la norma τ , (e
. 3.22), muestra que el umbral ini
ialde daño r0 está dado, en fun
ión de la resisten
ia a tra

ión, por:(3.29) r0 =

f ′
t√
ELa evolu
ión del índi
e de daño d y del umbral de daño r se rige por las rela
iones

ṙ = µ̇ ḋ = µ̇
∂F

∂τ
= µ̇

dG

dτ

µ es un parámetro de 
onsisten
ia de daño que se utiliza para 
ara
terizar las 
ondi
iones de
arga o des
arga mediante las rela
iones de Kuhn-Tu
ker (e
ua
ión 2.34):(3.30) µ̇ ≥ 0 F (τ, r) ≤ 0 µ̇ F (τ, r) = 0La integra
ión temporal de estas rela
iones propor
iona los valores a
tuales de d y de r:(3.31) d (t) =

∫ t

0
ḋ (s) ds = G [r (t)] r (t) = máx [r0, r (s)] 0 ≤ s ≤ tLa integra
ión de la e
ua
ión 
onstitutiva se implementa mediante un algoritmo que se presentaen la Tabla 3.2
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1. Obten
ión del 
ampo de deforma
iones ǫ en el tiempo tc2. Obten
ión de C según e
. 3.283. Si t = 0, ini
ializa
ión de r en r = 04. Evalua
ión de las tensiones no dañadas σ0 = E : ǫ5. Obten
ión de r a partir del valor máximo de la norma τ6. Veri�
ar se ha al
anzado el 
riterio de daño r0 = r7. A
tualiza
ión de las variables internas r = máx [r0, r (τ)] y d =

G (r)8. A
tualiza
ión de las tensiones σ = (1− d)σ09. FinTabla 3.2: Algoritmo de daño de evolu
ión exponen
ial
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Figura 3.5: Des
rip
ión esquemáti
a del 
onta
to3.4. Modelo de 
onta
to para la interfaz a
ero-mortero3.4.1. Introdu

ión y de�ni
ión fenomenológi
aEn este apartado se presenta un modelo de 
onta
to tipo penaliza
ión para estable
er el
omportamiento del a
ero 
on el mortero en las BPR, a partir el trabajo realizado por P. Wriggers[76℄, [96℄. El 
onta
to se formula para desplazamientos �nitos. La barra de a
ero del nú
leo esrepresentada por βs, y el mortero que la rodea está representado por βm (ver Figura 3.5). Cuandoel nú
leo de a
ero se a
orta, éste se aproxima al mortero, ya sea por pandeo o por efe
to Poissony las super�
ies del a
ero Γs (super�
ie maestra) y del mortero Γm (super�
ie es
lava) puedenentrar en 
onta
to. En la Figura 3.5 se presentan las 
on�gura
iones de referen
ia (ini
ial olagrangiana) y (espa
ial, a
tualizada, o euleriana). Se �ja un punto virtual en la super�
ie dela
ero ps y otro punto sobre la super�
ie de mortero pm en la 
on�gura
ión de referen
ia. En la
on�gura
ión espa
ial, estos dos puntos tienen las mismas 
oordenadas espa
iales x(ps) = x(pm)y por esta razón las 
ondi
iones de 
onta
to se formulan respe
to de la 
on�gura
ión espa
iala
tualizada. Para saber si las super�
ies del a
ero Γs y del mortero Γm están en 
onta
to sedis
retiza en puntos s la super�
ie del a
ero, y en puntos m la super�
ie del mortero. Las
oordenadas espa
iales de los puntos s y m se 
omparan, y si son iguales, se a
tiva la restri

ióndel 
onta
to en los mismos, es de
ir: s ∈ s ⊆ m. El 
onjunto de puntos que 
umple las anteriores
ondi
iones se agrupa en la matrizGc y la transferen
ia de fuerzas del a
ero al mortero se estable
een la fun
ión RN que representa la fuerza de 
ompresión ejer
ida por la barra de a
ero sobre elmortero que la rodea:(3.32) RN (u)− f ext = 0En la e
ua
ión (3.32) f ext es la fuerza externa apli
ada. Para obtener la posi
ión del 
uerpo seminimiza el poten
ial energéti
o total Π(u). En el 
aso de la Figura 3.5, la minimiza
ión [97℄
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ión del 
onjunto de nodos que estén en 
onta
to J(u) (pm, ps), es de
ir:
Π(u) minimiza la distan
ia entre super�
ies.
G(u) es el 
onjunto de nodos en 
onta
to.3.4.2. Des
rip
ión 
inemáti
a del 
onta
toEn desplazamientos �nitos, la 
ondi
ión de penetra
ión depende de la fun
ión de la distan
iamínima entre dos super�
ies en 
onta
to. Se 
onsideran dos 
uerpos 
on sus respe
tivos modelos
onstitutivos, para el nú
leo de a
ero y el revestimiento, que está 
ompuesto de mortero,delimitados ambos por la super�
ies Γs, para el a
ero y Γm para el mortero. El 
uerpo βq se re�erea ambos 
uerpos (βs y βm), esta nota
ión se introdu
e para mayor 
omodidad en el desarrollo.

Γn es la super�
ie que limita el 
uerpo βq y 
onsta de 
uatro partes: Γnσ es la super�
ie sobrela que a
túan fuerzas exteriores, Γnu que es la super�
ie sujeta a desplazamientos impuestos,
Γnc que representa la super�
ie que está en 
onta
to y la super�
ie libre es Γnf . xn(ξ) estable
elas 
oordenadas de la 
on�gura
ión a
tualizada, en xn = Xn + un, Xn se entiende 
omo la
on�gura
ión de referen
ia del 
uerpo βn, y un signi�
a el 
ampo de desplazamientos a
tualizado.Las 
oordenadas de los nodos del 
uerpo βm que 
onvergen sobre el 
uerpo βs se expresan en las
oordenadas 
onve
tivas ξ = (ξs, ξm). En la Figura 3.6 el ve
tor unitario n̄s y el ve
tor tangenteno unitario Üs están en fun
ión de las 
oordenadas 
onve
tivas ξ. La barra superior designaun punto en parti
ular 
er
ano a xm. El límite del 
onta
to se ads
ribe lo
almente a una regióndeterminada por las 
oordenadas 
onve
tivas [76℄. Las 
oordenadas espa
iales del nú
leo de a
eroson iguales a la 
on�gura
ión a
tualizada de las 
oordenadas 
onve
tivas, es de
ir , x̄s = xs(ξ̄)que rela
iona 
ada punto del mortero en la 
on�gura
ión espa
ial xm, en la super�
ie del mortero
Γm, a un punto Γs de la super�
ie del a
ero, utilizando la distan
ia mínima.(3.33) d(ξ̄s, ξ̄m) = mı́nxs⊆Γs

‖xm − xs(ξ)‖ ⇒ gN = (xm − x̄s) · n̄sLa fun
ión gN determina si hay penetra
ión, 
onta
to o interse

ión del a
ero sobre las super�
iesdel mortero y del a
ero. El punto x̄s se 
al
ula teniendo en 
uenta el 
on
epto de distan
iamínima presente en la e
ua
ión (3.33). Es de
ir, que x̄s resulta de la proye

ión ortogonal delpunto xm, pertene
iente a la super�
ie es
lava, sobre la super�
ie maestra a
tualizada xs (Γnc).Una vez 
ono
ido el punto x̄s, se 
omprueba la 
ondi
ión de restri

ión de penetra
ión. Si nohay penetra
ión se 
umple la siguiente desigualdad:(3.34) gN = (xm − x̄s) · n̄s ≥ 0
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ión se 
umple la siguiente 
ondi
ión.(3.35) gN̄ = {(xm − x̄s) · n̄s < 0Si gN̄ = 0, ello signi�
a que hay 
onta
to y no hay penetra
ión.
bM

XM

NS

βs

βM

XS

XM

Ґcf

xM M( )β

xS S( )β

ξ

x

d
nS xS ( )ξ

xM

ÜS
xSFigura 3.6: Distan
ia mínima en las 
on�gura
iones de referen
ia y espa
ial3.4.3. Condi
iones de deslizamiento y bloqueoSe produ
e bloqueo tangen
ial (rozamiento) relativo entre las super�
ies. Para este 
aso enparti
ular las 
oordenadas 
onve
tivas (ξ̄s, ξ̄m), proye
tadas sobre el dominio Γn, no varían en eltiempo, es de
ir.(3.36) ˙̄ξΓ = 0El deslizamiento tangen
ial sobre las super�
ies se produ
e al haber un 
ambio de posi
ión en eltiempo del punto xm que, al ser proye
tado sobre la super�
ie maestra, 
ambia las 
oordenadasdel punto x̄s. Las 
oordenadas 
onve
tivas del desplazamiento ξ̄ =

(
ξ̄S , ξ̄M

) se determinanutilizando el 
on
epto de distan
ia mínima expresado en la e
ua
ión (3.33). En el 
aso de lasBPR el desplazamiento impuesto lo determina el nú
leo de a
ero, es de
ir, que la super�
ie que sedesplaza es la maestra. En la Figura 3.7 se presenta la traye
toria del punto xm proye
tado sobrela super�
ie maestra, desde el instante t0 hasta el instante tf . También se presenta la velo
idad
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t0

t1

t2

t

U(t )1

U(t )2

Figura 3.7: Traye
toria del punto xM respe
to de la super�
ie maestra.U̇ del punto xm, relativa a la super�
ie maestra para los tiempos intermedios t1 y t2. Cuandohay deslizamiento 
on rozamiento, se integran las velo
idades para obtener la traye
toria de xmsobre la super�
ie maestra en 
onta
to Γnc. El desplazamiento relativo tangen
ial del punto xmsobre la super�
ie maestra se formula en forma de diferen
ial:(3.37) dgT = ¯̈Usdξ̄Γ = xsΓξ̄ΓEs de
ir, que el diferen
ial del desplazamiento tangen
ial está en fun
ión del ve
tor unitario dea
elera
ión ¯̈Us (ver Figura 3.6), y de la distan
ia mínima. Al integrar el diferen
ial dgt respe
todel tiempo se obtiene(3.38) gT =

∫ t

t0

∥
∥
∥
¯̈UsΓ

˙̄ξ
∥
∥
∥ dtgT representa la fun
ión de bloqueo al deslizamiento tangen
ial. Las 
ondi
iones de Hertz-Signori-Moreau (e
ua
ión 3.39) resumen de forma 
on
isa las 
ondi
iones de penetra
ión, transferen
iade tensiones a 
ompresión y de separa
ión:No hay penetra
ión si gN > 0.Cuando hay 
onta
to entre el a
ero y el mortero, la presión normal es pN < 0.La tensión desapare
e 
uando, el intersti
io está abierto y la distan
ia desapare
e 
uandoel intersti
io está 
errado es de
ir: si gN > 0 enton
es pN = 0 y si gn = 0 enton
es pN < 0.Los estados de 
onta
to y separa
ión se resumen en las siguientes desigualdades:(3.39) gN ≥ 0, pN ≤ 0, pNgN = 0
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ondi
iones propor
ionan las bases para abordar el 
onta
to 
on deslizamiento,
on el objeto de de�nir las restri

iones en los nodos. La fuerza de rea

ión en el método depenaliza
ión es 
al
ulada 
omo se indi
a a 
ontinua
ión (ver [76℄).(3.40) pN = λ = kǫc (u) =
kǫ

k + kǫ
(k h−m g)La variable k representa la rigidez del muelle; kǫ es el parámetro de penaliza
ión, m representala masa y g es la a
elera
ión de la gravedad. Para resolver el problema de la distan
ia mínimaen el 
onta
to de penaliza
ión se utiliza la e
ua
ión de poten
ial energéti
o total (ver [76℄):(3.41) Πcs =

1

2

∫

Γnc

(

kǫN
(
gN
)2

+ kǫT gT · gT) dA, kǫN , kǫT > 0

kǫT y kǫN , representan la penaliza
ión del 
onta
to tangen
ial y normal a la super�
ie,respe
tivamente.(3.42) Cc =

∫

Γnc

(
kǫN gN · dgN + kǫT gT · dgT ) dA, kǫN , kǫT > 0El valor de Cc en la e
ua
ión 3.42 determina si hay deslizamiento o bloqueo sobre la super�
iede 
onta
to. En la Tabla 3.3 se presentan, las opera
iones para implementar el algoritmo de
onta
to tipo penaliza
ión en el modelo de las BPR.3.5. Balan
e energéti
oEn este apartado se integran los tres modelos desarrollados en los apartados anteriores paragenerar un modelo del 
omportamiento 
uasi-estáti
o de barras de pandeo restringido. Se utilizael balan
e energéti
o De la e
ua
ión 2.6 se dedu
e que la energía 
inéti
a EK está dada por(3.43) EK =

∫

V

1

2
ρU̇ · U̇dVLa energía poten
ial EU es(3.44) EU =

∫

ρωdV =

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇dV

)

dt− ω0Para realizar el seguimiento físi
o de fenómenos distinguibles en ingeniería, se introdu
edes
omposi
ión de la tensión, deforma
iones y fuerzas. El ve
tor de fuerzas externas apli
adas enla super�
ie t se des
ompone en: fuerza distribuida sobre la super�
ie tl, El ve
tor de proye

iónde fuerzas de masa tqb y fuerza generada por la fri

ión entre super�
ies tf . Teniendo en 
uenta
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1. De�nir el parámetro de penaliza
ión tangen
ial |kǫT | y el normal
kǫN .2. Determinar si hay 
onta
to gN = 0 o penetra
ión gN < 0.3. Si hay 
onta
to determinar si hay bloqueo o deslizamiento segúnlas 
ondi
iones de Hertz-Signori-Moreau4. Ensamblar la matriz tangente KT = kǫCcC

T
c5. Obtener KT iterativamente mediante Newton Raphson:

KT (ui)∆ui+1 = G(ui)

ui+1 = ui +∆ui+16. Veri�
ar la 
onvergen
ia de este pro
eso.7. Fin.Tabla 3.3: Algoritmo de 
onta
to tipo penaliza
ión.



3.5. BALANCE ENERGÉTICO 69la anterior división del ve
tor t, el trabajo realizado por las fuerzas externas y por las fuerzas derozamiento entre las super�
ies viene dado por:(3.45)
ĖWF =

(∫

S

U̇ · tldS +

∫

V

f int · U̇dV

)

−
(

−
∫

S

U̇ · tfdS)−(− ∫
S

U̇ · tqbdS) ≡ ĖW−ĖF−ĖQB

ĖW representa el trabajo realizado por las fuerzas externas, ĖQB es la energía disipada por elefe
to de amortigua
ión, ĖF determina la propor
ión de energía disipada por rozamiento en el
onta
to entre las super�
ies. El balan
e de energía para todo el modelo puede ser es
rito 
omo:(3.46) EU +EK + EF − EW − EQB = cteSe despeja la energía poten
ial:
EU =

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇dV

)

dt =

∫ t

0

[∫

V

(σc + σv) : ǫ̇dV

]

dt(3.47) =

∫ t

0

(∫

V

σc : ǫ̇dV

)

dt+

∫ t

0

(∫

V

σv : ǫ̇dV

)

dt

= EI +EV

σc es la tensión derivada de la e
ua
ión 
onstitutiva sin in
luir efe
tos de disipa
ión vis
osa,
σel representa la tensión elásti
a, σv es la tensión vis
osa y EI es la energía restante, es de
ir,la energía interna. El tensor de velo
idad de deforma
ión ǫ̇ está 
onstituido por la suma de lostensores de velo
idad de deforma
ión elásti
a ǫ̇e, plásti
a ǫ̇p y de daño ǫ̇d:(3.48) ǫ̇ = ǫ̇e + ǫ̇p + ǫ̇dLa energía interna se expresa 
omo:

EI =

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇

)

dt(3.49) =

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇edV

)

dt+

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇pdV

)

dt+

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇ddV

)

dtAl derivar la expresión anterior de la energía interna respe
to del tiempo se obtiene la poten
iadisipativa; ésta se des
ompone en: Ξe (
orresponde a la energía elásti
a), Ξp (
orresponde a laenergía disipada por plasti
idad) y Ξd (
orresponde a la energía disipada por el daño).
Ξ = Ξe + Ξp + Ξd



70 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOSi se produ
e daño en el material, no toda la energía de deforma
ión elásti
a es re
uperable. Enun instante dado, la tensión σ puede ser expresada en términos de tensión sin daño σ0 y delparámetro de daño 
ontinuo d:(3.50) σ = (1− d)σ0El parámetro de daño d, 
omienza en 
ero (sin daño en el material) y puede llegar a uno (materialtotalmente dañado). Por tanto la energía elásti
a es(3.51) Ξe =

∫ t

0

(∫

V

σ0 : ǫedV

)

dtA partir de la energía elásti
a, si hay daño se produ
e una disminu
ión irreversible de las
onstantes elásti
as. Por lo tanto, la energía de deforma
ión re
uperable es igual a: La poten
iadisipada por el daño es igual a:(3.52) Ξd =

∫ t

0

(∫

V

(dt − d)σ0 : ǫ̇edV

)

dt =

∫

V

∫ t

0

(

−Ψ0ḋdt
)

dVLa energía disipada por plasti
idad se presenta en el subapartado 3.2. El balan
e energéti
odel modelo numéri
o a
opla los tres modelos de daño, plasti
idad y 
onta
to presentados en el
apítulo 3. Este balan
e energéti
o se implementa en la subrutina presentada en el apéndi
e C.3.6. Comproba
ión de los modelos de�nidos en el 
ontinuoutilizando MEFEn este apartado se presenta, mediante ejemplos sen
illos, la 
omproba
ión de los modelosnuméri
os utilizando MEF, de�nidos en el 
ontinuo en los apartados 3.2 para el modelo deplasti
idad a
oplada 
on daño, 3.3 para el modelo de daño del mortero, 3.4 para el modelo de
onta
to tipo penaliza
ión de la interfaz y, por último 3.5 para el modelo numéri
o de una barrade pandeo restringido.3.6.1. Comproba
ión del modelo de daño a
oplado 
on plasti
idad para ela
eroEn este ejemplo se somete un nú
leo de a
ero a 
i
los impuestos de desplazamientos axiales deamplitud 
re
iente. El nú
leo tiene forma prismáti
a, 
on se

ión 
uadrada de 19 mm de lado y
76 mm de longitud. Las 
ondi
iones de 
ontorno se representan grá�
amente en la Figura 3.8. Ela
ero es del tipo S355 [98℄; las propiedades 
onsideradas se des
riben en la Tabla 3.4. Los 
i
los
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ia Módulo de Coe�
iente Endure
imientoelásti
o última elasti
idad de Poisson 
inemáti
o
ρ fy fu E ν H

(
Kg
m3

) (
N

mm2

) (
N

mm2

) (
N

mm2

) (
N

mm2

)7850 355 470 210000 0,3 21000Tabla 3.4: Parámetros me
áni
os del a
ero S355de desplazamientos impuestos 
onsisten en ondas triangulares de amplitudes 
re
ientes 0,25 ∆y,0,5 ∆y, 0,75 ∆y, ∆y, 2,5 ∆y y 5 ∆y; entendiendo ∆y 
omo el desplazamiento de plasti�
a
ión. El
omportamiento plásti
o del a
ero se des
ribe mediante un modelo de endure
imiento 
inemáti
o.No se al
anza el daño. El nú
leo se dis
retiza 
on elementos hexaédri
os lagrangianos de 8 nodos.La Figura 3.9 muestra los 
i
los de histéresis obtenidos, es de
ir, el diagrama de la fuerza axial enfun
ión del desplazamiento. En esta Figura y en las siguientes, los alargamientos y las tra

ionesse representan 
on valores positivos. El 
omportamiento histeréti
o de la Figura 3.9 es regular

Figura 3.8: Condi
iones de 
ontorno de la barra sometida a desplazamientos 
í
li
os impuestosy responde a lo previsible en elementos metáli
os de estas 
ara
terísti
as [55℄ y [56℄.3.6.2. Comproba
ión del modelo isótropo de daño para el morteroSe presenta la modeliza
ión de los 
omportamientos a alargamiento y a a
ortamiento deun elemento prismáti
o de 500 mm de longitud y se

ión 
uadrada de 100 mm de lado.Las propiedades del mortero se des
riben en la Tabla 3.5. El elemento es sometido a dos
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lo numéri
o de histéresis para el a
ero de los ejemplos numéri
os, teniendo en
uenta el endure
imiento 
inemáti
o.fun
iones 
re
ientes de desplazamientos axiales impuestos; una de alargamiento y otra dea
ortamiento. La amplitud máxima del alargamiento es .8 mm y la del a
ortamiento es 8 mm;estos valores son su�
ientes para produ
ir la rotura del material. El elemento se dis
retiza
on elementos �nitos hexaédri
os lagrangianos de o
ho nodos. Las Figura 3.10 muestra lasrela
iones tensión-deforma
ión obtenidas para alargamiento y a
ortamiento, respe
tivamente.Estos resultados 
orresponden al elemento �nito extremo. En la Figura 3.10 las 
urvas obtenidasDensidad Resisten
ia Módulo Coe�
iente Resisten
iaa 
ompresión de elasti
idad de Poisson a tra

ión
ρ fc E ν ft

(
Kg
m3

) (
N

mm2

) (
N

mm2

) (
N

mm2

)2350 10 17520 0,2 1Tabla 3.5: Parámetros me
áni
os del mortero de los ensayos numéri
os.
re
en linealmente hasta al
anzar la resisten
ia, y luego de
re
en de forma aproximadamenteexponen
ial. Este 
omportamiento se ajusta al modelo isótropo de daño de la Figura 3.3, tambiénse observa la diferen
ia existente entre la resisten
ia a 
ompresión y tra

ión.
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o
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ión del modelo de 
onta
to tipo penaliza
ión para lainterfazEn este 
aso de 
omproba
ión, se supone el 
onta
to entre dos nodos adya
entes, unopertene
iente al nú
leo y otro al revestimiento 
on una separa
ión entre las super�
ies del nú
leoy del a
ero de 0,12 mm, 
omo se indi
a en la Figura 3.11. Se 
onsidera la barra (des
rita en laFigura 3.11); sus 
ara
terísti
as son iguales a las de la barra des
rita en la Figura 3.13 y analizadaen el siguiente subapartado. El nú
leo se somete a un desplazamiento transversal impuesto u(t),este desplazamiento 
onsiste en una rama ini
ial 
re
iente linealmente hasta 0,25 mm y unarama horizontal 
onstante a partir de ese instante. En la Figura 3.12 se representan las historias

Figura 3.11: Condi
iones de 
ontorno y dis
retiza
ión de la barra sometida a 
onta
to tipopenaliza
ióntemporales de los desplazamientos longitudinales de los dos nodos men
ionados previamente. Alobservar la Figura, se apre
ia que al ini
io no existe 
onta
to y que, a partir del momento en queéste se estable
e, ambas 
urvas son paralelas.3.6.4. Comproba
ión del modelo de las BPRSe presentan 
uatro 
asos en que la barra de pandeo restringido analizada en el subapartadoanterior soporta deforma
iones axiales impuestas de a
ortamiento y alargamiento. La barra
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Nodo revestimiento

Figura 3.12: Simula
ión numéri
a del 
onta
to entre dos nodos
onsiste en un nú
leo de a
ero de se

ión 
uadrada de 10 mm de lado, embebido en unrevestimiento de mortero de se

ión también 
uadrada de 30 mm de lado; la longitud es de100 mm. El a
ero y el mortero se dis
retizan 
on elementos �nitos hexaédri
os lagrangianos deo
ho nodos; la Figura 3.13 muestra la malla resultante. El 
onta
to entre el a
ero y el mortero sedes
ribe 
on un modelo de 
onta
to de penaliza
ión, 
on las siguientes 
ara
terísti
as: 
oe�
ientede rozamiento κ = 0, 1; dire

ionalidad isótropa; no se 
onsidera límite en la transferen
ia detensiones tangen
iales entre el nú
leo de a
ero y el mortero. En el mallado de la barra se hapro
urado que el 
onta
to entre a
ero y mortero sea nodo a nodo. El movimiento axial se imponeal nú
leo de a
ero (ver Figura 3.13 a). En el primer y segundo 
asos se 
onsidera un semi
i
lo dea
ortamiento y alargamiento, respe
tivamente. En el ter
er y 
uarto 
asos se 
onsideran 
i
los dea
ortamiento y alargamiento de amplitud 
re
iente; en el ter
er 
aso las amplitudes son bajas yen el 
uarto son mayores. El mortero tiene las siguientes propiedades; ρ : densidad = 2, 75×10−6kg/mm3, E : módulo se
ante de deforma
ión = 17520 MPa ν : 
oe�
iente de Poisson = 0,2; fc :resisten
ia 
ara
terísti
a a 
ompresión = 39, 92 MPa; ft : resisten
ia 
ara
terísti
a a tra

ión= 3,992 MPa ; Gf : energía de fra
tura = 0,104 MPa. El a
ero tiene las siguientes propiedades;
ρ : densidad = 7,85 x 10−6 kg/mm3; E : módulo de Young = 210000 MPa , ν : 
oe�
iente de
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Figura 3.13: (a) Vista frontal de la barra y (b) Mallado de una barra de pandeo restringido 
onsus 
ondi
iones de 
ontornoPoisson = 0,3; fy límite elásti
o = 275 MPa ; Hk = endure
imiento 
inemáti
o = 21000 MPa;
fu = resisten
ia última = 410 MPa; Gf : energía de fra
tura = 68,5 MPa. En el primer 
asola amplitud del sem
i
lo de a
ortamiento ha sido elegida para que se produz
an su
esivamentelos siguientes fenómenos: plasti�
a
ión del a
ero, daño del mortero y daño del nú
leo de a
ero.La Figura 3.14 muestra el 
omportamiento obtenido; se representa el desplazamiento del nú
leoen fun
ión de la fuerza axial en la barra (nú
leo y revestimiento) para la rama de 
arga delsemi
i
lo. La Figura 3.14 muestra que la plasti�
a
ión del a
ero genera una redu

ión de la
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Figura 3.14: Primer 
aso. Comportamiento a a
ortamiento de una barra de pandeo restringidorigidez (pendiente de la 
urva fuerza-desplazamiento); la rigidez resultante es más elevada que laque indi
aría la rama plásti
a del diagrama 
onstitutivo del a
ero, debido a la transferen
ia de
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ia que la rotura del mortero genera una nuevaredu

ión de rigidez. Para mayores valores del desplazamiento, el daño del a
ero produ
e unarama horizontal. En el segundo 
aso, la amplitud del sem
i
lo de alargamiento ha sido elegidapara que se produz
a plasti�
a
ión del a
ero y así poder observar su 
omportamiento en el rangoelastoplásti
o teniendo en 
uenta la resisten
ia última. La Figura 3.15 muestra el 
omportamientoobtenido.
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Figura 3.15: Segundo 
aso. Comportamiento a alargamiento de una barra de pandeo restringidoEn el ter
er 
aso se somete la barra a siete 
i
los; sus amplitudes son 1∆y en el primero,2∆y en el segundo, 3∆y en el ter
ero y 5∆y en los 
uatro restantes. ∆y es el desplazamiento deplasti�
a
ión del nú
leo desnudo. Los resultados se muestran en La Figura 3.16. La Figura 3.16muestra un 
omportamiento de histéresis regular, 
on estabilidad a lo largo del tiempo. Los
i
los se ajustan a los resultados experimentales obtenidos habitualmente, presentados en lasreferen
ias [1℄ y [18℄. En la zona de 
ompresión de la Figura 3.16 se observa un aumento dela fuerza debido al in
remento de la rigidez, por la transferen
ia de tensiones tangen
iales, através del 
onta
to entre el a
ero y el mortero [1℄. En el 
uarto 
aso se somete la barra a seis
i
los; sus amplitudes son: 1∆y, 2∆y, 3∆y, 5∆y, 10∆y y 15∆y , donde ∆y es el desplazamiento deplasti�
a
ión del nú
leo de a
ero desnudo. Estos valores han sido elegidos para que se genere dañoen el mortero. La Figura 3.17 muestra el 
omportamiento histeréti
o obtenido. En la Figura 3.17se observa un 
omportamiento histeréti
o 
on degrada
ión de rigidez y de resisten
ia en la zona de
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ortamiento, debido al daño del a
ero. La zona de alargamiento presenta un 
omportamientosimilar al de 
ompresión de la Figura 3.16. La 
ompara
ión entre las Figuras 3.14, 3.15, 3.16y 3.17 muestra que el semi
i
lo de la Figura 3.14 es similar a los 
orrespondientes semi
i
losa a
ortamiento de la Figura 3.17; las Figuras 3.15, 3.16 y 3.17 indi
an que los hemi
i
los dealargamiento son similares. La 
on
lusión global de este apartado es que los modelos numéri
ospropuestos son 
apa
es de reprodu
ir los fenómenos 
onsiderados.
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4. Modeliza
ión numéri
a de ensayos delaboratorio
En este 
apítulo se 
omparan resultados obtenidos en laboratorio 
on los simuladosnuméri
amente utilizando el modelo de�nido en el medio 
ontinuo que ha sido expuesto enel 
apítulo 3, el 
ual ha sido implementado en un programa de elementos �nitos utilizando lasubrutina des
rita en el apéndi
e C. Este 
apítulo se divide en dos apartados, en el primerose 
onsideran ensayos realizados en la Universidad de Girona [1℄ y en el segundo apartado se
onsideran los ensayos obtenidos en la Universidad de California [2℄.4.1. Ensayos realizados en la Universidad de Girona4.1.1. Des
rip
ión de los ensayosLa exa
titud del modelo se 
alibra 
omparándolo 
on resultados experimentales des
ritos en[1℄. Los ensayos 
onsisten en someter 
uatro BPR (
ono
idas 
omo D1, D2, D3 y D4) a 
i
losde deforma
ión axial impuesta hasta al
anzar la rotura del nú
leo (ver Figura 4.1). La Figura4.2 des
ribe las prin
ipales 
ara
terísti
as geométri
as de estas barras y los signi�
ados de losparámetros geométri
os representados. En la Tabla 4.1 se presentan los valores 
orrespondientesa las BPR D1, D2, D3 y D4. En la Figura 4.1 se presenta una fotografía de los ensayos;en la parte izquierda la BPR está sujeta y en la parte dere
ha a la BPR se le apli
an losdesplazamientos impuestos. La barra tiene sensores de desplazamiento (LVDT) y de deforma
ión(bandas extensométri
as) en sentido horizontal y verti
al y de fuerza en dire

ión longitudinal.Estos sensores están dispuestos de tal forma que adquieran la mayor 
antidad de informa
ión enlugares 
ríti
os, 
omo los extremos y el 
entro de la luz (ver [4℄). Las barras ensayadas 
onsistenen un nú
leo de a
ero de se

ión 
ir
ular ma
iza rodeado de mortero; a su vez, éste se en
uentrarodeado por un tubo de a
ero. La interfaz deslizante entre el nú
leo y el mortero 
onsta de81
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Figura 4.1: Ensayo realizado en la Universidad de Girona [1℄

CORTE LONGITUDINAL SECCIÓN TRANSVERSAL

dtu

ttudcn

PLANTA

Figura 4.2: Geometría de las barras de pandeo restringido ensayadas en la Universidad deGirona[1℄



4.1. ENSAYOS REALIZADOS EN LA UNIVERSIDAD DE GIRONA 83Barras Lco Lcn Ltu Ldi dco dtu ttu dcn(mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm)D1 y D2 2808 200 2422 2466 10 90 3 80D3 y D4 2808 270 2152 2196 22 115 3 85Tabla 4.1: Parámetros geométri
os de las barras ensayadas en la Universidad de GironaDensidad Límite Resisten
ia Módulo de Coe�
ienteelásti
o última elasti
idad de Poisson
ρ fy fu Es ν

(
Kg
m3

) (
N

mm2

) (
N

mm2

) (
N

mm2

)7850 275 410 210000 0,3Tabla 4.2: Parámetros me
áni
os nominales del a
ero S275. Ensayos de la Universidad de Gironaun revestimiento antiadherente alrededor del nú
leo, una 
apa intermedia de grasa y una 
apaexterior de material elastómero. En ambos extremos de las barras se sitúan 
one
tores de a
ero;uno de éstos se une a un soporte �jo, mientras que el otro se sujeta rígidamente a un 
ilindrohidráuli
o. El movimiento de este 
ilindro genera deforma
iones axiales en el nú
leo de las barras.Las propiedades del a
ero y del mortero se presentan en las Tablas 4.2 y 4.3, respe
tivamente.Tal 
omo se expone más adelante, en la modeliza
ión numéri
a el a
ero del tubo se homogeneízaal mortero. Los valores indi
adosen la tabla 4.2 son nominales, en la referen
ia [1℄ se des
ribenlos valores obtenidos experimentalmente; para las barras D1 y D2 fy = 307 MPa y fu = 427MPa y para las barras D3 y D4 fy = 300,5 MPa y fu = 423,5 MPa. Estos valores se 
onsideranen la modeliza
ión numéri
a. Dada la simetría longitudinal de las barras ensayadas, se modelasólo la mitad de su longitud; en la se

ión 
entral se 
onsidera una 
onexión empotrada (tantopara el mortero 
omo para el a
ero), mientras que en el otro extremo se 
onsidera que el morteroDensidad Resisten
ia Módulo Coe�
iente Resisten
iaa 
ompresión de elasti
idad de Poisson a tra

ión
ρ fc Ec ν ft

(
Kg
m3

) (
N

mm2

)
N

mm2
N

mm22350 39,92 17520 0,2 3,992Tabla 4.3: Parámetros me
áni
os del mortero. Ensayos de la Universidad de Girona



84 CAPÍTULO 4. MODELIZACIÓN NUMÉRICA DE ENSAYOS DE LABORATORIOy el tubo de a
ero están libres, y que el nú
leo sufre los desplazamientos axiales impuestos.A efe
tos de la modeliza
ión geométri
a de la barra, su geometría es una se

ión transversal
ir
ular pero ésta se reemplaza por una geometría 
uadrada 
on la misma área. Este 
ambio seintrodu
e 
on la �nalidad de obtener una mayor uniformidad en las rela
iones de aspe
to de loselementos �nitos y para lograr que el 
onta
to entre el nú
leo y el mortero se establez
a nodoa nodo. Ya que los parámetros geométri
os más relevantes para el ensayo (área y momento deiner
ia) no varían signi�
ativamente, esta modi�
a
ión no altera sustan
ialmente los resultados.El a
ero del nú
leo y el mortero se dis
retizan 
on elementos hexaédri
os de o
ho nodos. El a
erodel tubo exterior se homogeneíza al mortero adya
ente para evitar la existen
ia de elementos�nitos 
on rela
iones de aspe
to demasiado elevadas. El movimiento axial impuesto 
onsisteen 
i
los de amplitud 
re
iente hasta al
anzar 
in
o ve
es el desplazamiento de plasti�
a
ión(∆y); en los 
i
los siguientes se mantiene esta amplitud hasta al
anzar la rotura de la barra.Las amplitudes de los primeros 
i
los son: 0, 25∆y , 0, 5∆y, 0, 75∆y , 1∆y, 2∆y y5 ∆y. Losdesplazamientos impuestos son los mismos para las barras D1, D2, D3 y D4. El 
omportamientoplásti
o del a
ero del nú
leo se des
ribe 
on un modelo de endure
imiento 
inemáti
o 
on módulode endure
imiento HK = 21 GPa; no se ha 
onsiderado daño. En el mortero la energía de fra
turapor unidad de super�
ie es Gf = 0, 104 MPa y la longitud 
ara
terísti
a l∗ es igual a la mediageométri
a de las aristas del elemento �nito [95℄. En el modelo de 
onta
to el 
oe�
iente derozamiento es κ = 0, 1; este valor ha sido elegido según las re
omenda
iones in
luidas en lareferen
ia [76℄. La dire

ionalidad es isótropa y no hay límite en la transferen
ia de tensiones de
orte del a
ero al mortero. El periodo de dis
retiza
ión del desplazamiento impuesto es∆t = 0, 05s. En la integra
ión explí
ita el in
remento de tiempo es igual al 
o
iente entre la velo
idad depropaga
ión de las ondas de 
orte en el a
ero y la longitud 
ara
terísti
a l∗ del elemento �nito[77℄. El mallado se efe
túa mediante elementos �nitos hexaédri
os de 8 nodos de interpola
iónlineal (Lagrangianos tipo C3D8R [77℄).4.1.2. Simula
ión numéri
a de las barras D1 y D2En la Figura 4.3 se presenta un 
orte transversal de las barras D1 y D2. Tal 
omo se ha
omentado previamente, la se

ión es 
ir
ular y en la dis
retiza
ión se generan elementos �nitos
on rela
iones de aspe
to demasiado elevadas. Ello 
onlleva un mayor 
oste 
omputa
ional y unamayor propaga
ión del error. Para evitar esto, las se

iones 
ir
ulares se modi�
aron a 
uadradas,
onservando el área. Cada lado del 
orrespondiente 
uadrado equivale a la raíz 
uadrada de lasáreas expuestas en la Figura 4.3. En la Figura 4.4 se presenta la nueva se

ión de las barras. Con
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62,49
5083,65

417,05

Figura 4.3: Se

ión transversal de las BPR D1 y D2

Figura 4.4: Se

ión transversal de las BPR D1 y D2 modi�
ada para su modela
ión
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Figura 4.5: Desplazamiento impuesto a las barras D1 y D2este modelo, que permite un mejor mallado, se homogeneíza el tubo exterior de a
ero a morteroutilizando el 
oe�
iente de equivalen
ia nE = Es/Ec = 11, 98. La Figura 4.5 el desplazamientoimpuesto al nú
leo de las barras D1 y D2. Estos ensayos han sido simulados 
on el modelopropuesto. En la Figura 4.6 se ilustra la 
ompara
ión entre los resultados experimentales y losresultados numéri
os 
onsiderando endure
imiento 
inemáti
o del a
ero del nú
leo. En la Figura4.6 se presentan en trazo 
ontinuo los resultados obtenidos en el ensayo experimental y en líneapunteada los resultados del modelo numéri
o desarrollado en este trabajo. Comparando las dosgrá�
as se observa un ajuste satisfa
torio entre los ensayos experimentales y el modelo numéri
opropuesto.4.1.3. Simula
ión numéri
a de las barras D3 y D4En la Figura 4.7 se presenta un 
orte transversal de las barras D3 y D4. Al igual que en lasbarras D1 y D2 la se

ión 
ir
ular se transforma en 
uadrada para fa
ilitar la dis
retiza
ión. LaFigura 4.8 representa la se

ión modi�
ada. En la Figura 4.9 se des
ribe grá�
amente la parteesta
ionaria de la fun
ión que determina el desplazamiento impuesto al nú
leo de las barras D3y D4. En la simula
ión numéri
a se utilizan bási
amente los mismos valores que en las barrasD1 y D2, 
on ex
ep
ión del periodo de dis
retiza
ión del movimiento impuesto. El periodode dis
retiza
ión del tiempo en la fun
ión de desplazamiento representada en la Figura 4.9 es
0, 04089377 s; este valor ha sido elegido 
omo el periodo natural de vibra
ión del sexto modopropio de la mitad modelada del nú
leo. Este modo 
orresponde al 
omportamiento del nú
leodesnudo (es de
ir, en ausen
ia del mortero de revestimiento), estando sujeto rígidamente por
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Figura 4.6: Compara
ión entre los 
i
los de histéresis numéri
os y experimentales de la barra D1

126,50
8824,6

1055

Figura 4.7: Se

ión transversal de las BPR D3 y D4
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126,50

1055
8824,6

Figura 4.8: Se

ión transversal de las BPR D3 y D4 modi�
ada para su modela
ión

Pseudo-tiempo

Figura 4.9: Tramo esta
ionario del desplazamiento impuesto al nú
leo de las barras D3 y D4
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on�gura
ión del sexto modo 
orresponde a os
ila
ionestransversales. El periodo del análisis se ajusta al de un modo propio del nú
leo para evitarla apari
ión de solu
iones espurias que produz
an propaga
ión de errores; se elige el sextomodo para lograr una solu
ión de 
ompromiso entre la rapidez y la estabilidad del 
ál
ulo.La Figura 4.10 presenta, para las barras D3 y D4 (Tabla 4.1), una 
ompara
ión entre un lazo dehistéresis experimental y su simula
ión 
on el modelo propuesto. La Figura 4.10 muestra un ajuste

Figura 4.10: Compara
ión entre 
i
los de histéresis numéri
os y experimentales para la barra D3satisfa
torio entre los resultados experimentales y los numéri
os 
onsiderando endure
imiento
inemáti
o del a
ero del nú
leo. Es desta
able que en ninguna simula
ión numéri
a se observadaño en el mortero, lo 
ual es 
oherente 
on los resultados experimentales [1℄.4.1.4. Compara
ión entre los valores numéri
os y experimentales de laenergía disipadaYa que se dispone de los valores numéri
os de los resultados de los ensayos realizados en laUniversidad de Girona [1℄, en este subapartado se presenta una 
ompara
ión detallada entre losvalores numéri
os y experimentales del área en
errada por el lazo de histéresis de la barra D3representado en la Figura 4.10. A 
ontinua
ión se des
riben los valores obtenidos:Energía histeréti
a obtenida de forma experimental: 4477444, 559 Nmm.Energía histeréti
a obtenida de forma numéri
a: 4624423, 855 Nmm.Diferen
ia: (4477444, 559 Nmm - 4624423, 855 Nmm)/ 4624423, 855 Nmm = 3, 18%.
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Figura 4.11: Compara
ión entre los lazos de histéresis obtenidos numéri
os y experimentales delos ensayos de Girona Disipador D1El ajuste es satisfa
torio. Adi
ionalmente se efe
túa un 
ál
ulo similar para la barra D1:Energía histeréti
a experimental: 1110129, 582 Nmm.Energía histeréti
a numéri
a: 1047022, 737 NmmDiferen
ia: (1047022, 737 Nmm - 1110129, 582 Nmm) / 1110129, 582 Nmm = 1, 95%En la Figura 4.11 se presentan dos lazos numéri
os y experimentales de la barra D1.4.2. Ensayos realizados en la Universidad de California4.2.1. Des
rip
ión de los ensayosEn este subapartado se presenta una simula
ión numéri
a 
on el modelo propuesto deensayos realizados en la Universidad de California en San Diego [2℄. Los ensayos 
onsisten ensometer 
uatro BPR a 
i
los de deforma
ión axial y transversal impuesta; sólo las 
omponenteslongitudinales son tenidas en 
uenta en la simula
ión. La Figura 4.12 muestra las prin
ipales
ara
terísti
as de estas barras. Los valores de los parámetros geométri
os representados en laFigura 4.12 se indi
an en la Tabla 4.4. Las 
uatro barras se 
ono
en 
omo 1G, 2G, 3G y 4G;las barras 1G y 2G son formalmente idénti
as, al igual que las 3G y 4G. Las BPR ensayadas
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Figura 4.12: Barras de pandeo restringido ensayadas en la Universidad de California [2℄
onsisten en un nú
leo de a
ero rodeado por un mortero autonivelante, �grout �ll�, en lenguainglesa, y un tubo 
uadrado exterior. En un extremo de las barras se sitúa un apoyo �jo y elotro extremo se �ja a un simulador de terremotos (�Shaking Table�). Las propiedades de losmateriales (interfaz, mortero y a
ero del nú
leo) se presentan en las Tablas 4.5,4.6 y 4.7. Lageometría de las barras 1G y 2G se des
riben en la Figura 4.12 y en la Tabla 4.4 Dada la
t Le Lx Lt Lco W2 W4 Lb(in) (in) (in) (in) (in) (in) (in) (in)
11
2 5 51

2 32 7
16 1321

2 11 3
16 8 2083

8Tabla 4.4: Parámetros geométri
os de las BPR ensayadas en la Universidad de California.simetría longitudinal de las barras ensayadas, se modela sólo la mitad de su longitud; en lase

ión 
entral se 
onsidera una 
onexión empotrada (tanto para el mortero 
omo para el a
ero),mientras que en el otro extremo se 
onsidera que el mortero y el tubo de a
ero están libres y queel nú
leo sufre los desplazamientos axiales impuestos. El a
ero del nú
leo y del tubo exterior y lale
hada 3de 
emento se dis
retizan 
on elementos hexaédri
os de o
ho nodos. El movimiento axialimpuesto 
onsiste en 
i
los de amplitud 
re
iente. Existen 
uatro etapas; 
ada una de ellas 
onstade un número variable de 
i
los de amplitud 
onstante. La primera etapa 
onsta de 
in
o 
i
los deamplitud ∆y. La segunda etapa 
onsta de dos 
i
los de amplitud 2 ∆y. La ter
era y 
uarta etapas
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Figura 4.13: Se

ión transversal de las BPR 1G y 2G
Densidad Límite Módulo de Coe�
ienteelásti
o elasti
idad de Poisson

ρ fy Es ν
(
lbf×s2

in4

)

(ksi) (ksi)

7, 345 × 10−4 37 29000 0,3Tabla 4.5: Parámetros me
áni
os del a
ero A36. Ensayos de la Universidad de California
Densidad Límite Módulo de Coe�
ienteelásti
o elasti
idad de Poisson

ρ fy Es ν
(
lbf×s2

in4

)

(ksi) (ksi)

7, 345 × 10−4 42 29000 0,3Tabla 4.6: Parámetros me
áni
os del a
ero A500-B. Ensayos de la Universidad de California
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ia Módulo Coe�
iente Resisten
iaa 
ompresión de elasti
idad de Poisson a tra

ión
ρ fc Ec ν ft

(
lbf×s2

in4

)

(psi) (psi) (psi)

2, 1521 × 10−4 8825 2541 0,2 883Tabla 4.7: Parámetros me
áni
os de la le
hada de 
emento. Ensayos de la Universidad deCalifornia.
onstan de dos 
i
los de amplitud 3 ∆y y 4 ∆y, respe
tivamente. El 
omportamiento plásti
o dela
ero del nú
leo se des
ribe 
on un modelo de endure
imiento 
inemáti
o e isótropo; no se ha
onsiderado daño. En el mortero la energía de fra
tura por unidad de super�
ie es Gf = 0, 242MPa y la longitud 
ara
terísti
a l∗ es igual a la media geometri
a de las aristas del elemento�nito [95℄. En el modelo de 
onta
to el 
oe�
iente de rozamiento es κ = 0, 1; este valor ha sidoelegido según las re
omenda
iones in
luidas en la referen
ia [76℄. La dire

ionalidad es isótropay no hay límite en la transferen
ia de tensiones de 
orte del a
ero al mortero. En la integra
iónexplí
ita el in
remento de tiempo es igual al 
o
iente entre la velo
idad de propaga
ión de lasondas de 
orte en el a
ero y la longitud 
ara
terísti
a l∗ del elemento �nito [77℄. El mallado seefe
túa mediante elementos �nitos hexaédri
os de 8 nodos de interpola
ión lineal (Lagrangianostipo C3D8R [77℄).4.2.2. Simula
ión numéri
a de las barras 1G y 2GLa Figura 4.13 muestra la se

ión transversal de las barras 1G y 2G y la Tabla 4.8indi
a los valores de los parámetros geométri
os. El desplazamiento de plasti�
a
ión es igual
Lax Lbx Lcx Lay Lby Lcy L(in) (in) (in) (in) (in) (in) (in)
14 133

8 11
2 14 133

8 8 16511
32Tabla 4.8: Dimensiones de la se

ión de las BPR 1G y 2G.a ∆y =

fy
E

∗ L = 1, 27 × 10−3 × 16511
32 in = 0, 21 in, donde L es la longitud de la BPRque debe ser modelada numéri
amente. Esta longitud se determina en fun
ión de la distan
iade separa
ión de los sensores de desplazamiento utilizados en los ensayos de la Universidad deCalifornia [2℄. Para estable
er el periodo de dis
retiza
ión de la fun
ión de desplazamiento, sesimula numéri
amente el nú
leo para hallar sus fre
uen
ias naturales. Los modos 
onsiderados



94 CAPÍTULO 4. MODELIZACIÓN NUMÉRICA DE ENSAYOS DE LABORATORIO
orresponden al 
omportamiento del nú
leo desnudo (es de
ir, en ausen
ia del mortero derevestimiento), estando sujeto rígidamente por un extremo y libre por el opuesto. En la Figura4.14 se presenta el sexto modo de vibra
ión del nú
leo de la BPR 1G 1, valor que fue elegidopara determinar la dis
retiza
ión en el tiempo del desplazamiento impuesto. En la Figura 4.15

Figura 4.14: Sexto modo de vibra
ión del nú
leo de las BPR 1G y 2Gse muestra el mallado de las BPR 1G y 2G generado a partir de la Figura 4.13 por el método deextrusión. Los elementos �nitos son hexaedros de 8 nodos e interpola
ión lineal (C3D8R) [77℄.El nú
leo de a
ero y la funda de mortero están dis
retizados por hexaedros de aproximadamente
11
2 in de arista. La Figura 4.16 presenta la rela
ión fuerza-deforma
ión obtenida en el ensayoexperimental. La Figura 4.16 muestra que la BPR 1G tiene un 
omportamiento de endure
imientomixto, es de
ir una 
ombina
ión de endure
imiento 
inemáti
o e isótropo. La Figura 4.16 tambiénmuestra que el 
omportamiento de la barra es estable, y que la plasti�
a
ión a tra

ión empieza
on una fuerza aproximada de 480 kips, mientras que la plasti�
a
ión a 
ompresión se ini
ia enaproximadamente 490 kips; esta diferen
ia se debe a la 
oopera
ión del revestimiento produ
idapor el rozamiento generado al pandear el nú
leo. En la Figura 4.17 se presentan lazos de histéresis(rela
ión fuerza-deforma
ión), obtenidos numéri
amente, utilizando endure
imiento 
inemáti
opara el a
ero. Al 
omparar la Figura 4.17 
on la Figura 4.16, se observa que el modelo des
ribesatisfa
toriamente la rela
ión fuerza-desplazamiento. Se observa que los valores de plasti�
a
ióna tra

ión y 
ompresión son similares.1Para que el análisis 
onverja es 
onveniente determinar los periodos naturales del nú
leo de la BPR y elegir
omo paso de tiempo para dis
tretizar el desplazamiento impuesto un valor inferior a aquel 
uya in�uen
ia se
onsidera relevante
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231,64 mm

14”

14”

165 11/32”

Figura 4.15: Mallado de las BPR 1G y 2G [2℄
fcb

ftb

Figura 4.16: Lazos de histéresis experimentales de la BPR 1G [2℄4.2.3. Simula
ión numéri
a de las barras 3G y 4GLa Figura 4.18 muestra la se

ión transversal de las barras 3G y 4G. La Tabla 4.9 presentalos valores de los parámetros geométri
os representados en la Figura 4.18. El desplazamiento
Lax Lbx Lcx Lay Lby Lcy tp L(in) (in) (in) (in) (in) (in) (in) (in)
16 153

8 93
4 16 153

8 93
4 11

2 1881
8Tabla 4.9: Dimensiones de la se

ión de las BPR 3G y 4G.
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ftb

fcb

Figura 4.17: Modeliza
ión numéri
a de los lazos de histéresis de las barras 1G y 2G
Lax

Lbx

Lcx

tp

Lay Lby Lcy
tp

Figura 4.18: Se

ión transversal de las BPR 3G y 4Gde plasti�
a
ión es: ∆ =
fy
E
L = 1, 27 × 10−3 × 1881

8 in = 0, 24 in, donde L es la separa
iónentre los sensores de desplazamiento utilizados [2℄. Para determinar el periodo de dis
retiza
iónde la fun
ión de desplazamiento, se simula numéri
amente el nú
leo 
on el objetivo de hallar susfre
uen
ias naturales. En la Figura 4.19 se muestra el ter
er modo de vibra
ión del nú
leo de laBPR 3G. La fun
ión de desplazamiento impuesto se dis
retiza en el tiempo 
on el periodo de estemodo. La Figura 4.20 des
ribe el mallado de la BPR 3G. Los elementos �nitos son hexaedros deinterpola
ión lineal (C3D8R) [77℄. En la Figura 4.21 se presenta la 
urva fuerza-desplazamiento
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Figura 4.19: Ter
er modo de vibra
ión del nú
leo las BPR 3G y 4G
16”

16”

188-1/8”

Figura 4.20: Mallado de las BPR 3G y 4G.obtenida en los ensayos realizados en la Universidad de California [2℄ para la BPR 3G. En este
aso los límites elásti
os a tra

ión y 
ompresión son aproximadamente iguales. La Figura 4.22muestra la simula
ión numéri
a de los resultados experimentales de la Figura 4.21; se 
onsideraendure
imiento isótropo del a
ero. En la Figura 4.22 se observa que los límites elásti
os a tra

ióny 
ompresión son aproximadamente iguales. Comparando los resultados para las barras 1G y 2G,por una parte, y 3G y 4G, por otra parte, se observa que en aquéllas los límites elásti
os a tra

ióny 
ompresión son diferentes mientras que en éstas son aproximadamente iguales. Esta diferen
iase debe a que en las barras 1G y 2G la rigidez del nú
leo en su dire

ión débil es baja por lo queéste tiende a pandear 
uando se en
uentra 
omprimida generándose intera

ión longitudinal 
onel revestimiento.
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ftb
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Figura 4.21: Lazos de histéresis obtenidos en la Universidad de California para la BPR 3G [2℄.
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Figura 4.22: Modeliza
ión numéri
a de la BPR 3G4.2.4. Compara
ión entre los valores numéri
os y experimentales de laenergía disipadaEn este subapartado se presenta una 
ompara
ión entre los valores numéri
os y experimen-tales de las energías disipadas por las barras 1 G y 3 G. Las energías se 
omparan meramentede forma grá�
a, ya que no se tienen datos numéri
os de los ensayos. En la Figura 4.23 se pre-sentan los lazos de histéresis numéri
os obtenidos al modelar la barra 1G 
on ambos 
riterios
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imiento. La grá�
a 4.23(a) es el resultado de haber utilizado el modelo numéri
odes
rito en este estudio 
on un endure
imiento 
inemáti
o nulo y un endure
imiento isótropoigual al 10% del módulo de elasti
idad. Como era de esperar, se apre
ia 
laramente el 
re
-imiento homotéti
o de la super�
ie de dis
ontinuidad, sin variar su 
entro. La grá�
a (b) selogra utilizando Abaqus/Expli
it 
on la subrutina implementada en el apéndi
e C, 
on un en-dure
imiento 
inemáti
o equivalente al 10% y un endure
imiento isótropo nulo. En la Figurase observa el 
re
imiento homotéti
o de la super�
ie de dis
ontinuidad. En la Figura 4.23(b) seapre
ia el desplazamiento del 
entro de la super�
ie de dis
ontinuidad. Las grá�
as mostradas

(b)Figura 4.23: Simula
ión numéri
a de los lazos de histéresis de la barra 1G. (a) Endure
imientoisótropo (b) Endure
imiento 
inemáti
o



100 CAPÍTULO 4. MODELIZACIÓN NUMÉRICA DE ENSAYOS DE LABORATORIOen la Figura 4.24 representan la energía disipada, es de
ir, el área en
errada por los lazos dehistéresis. Las dos grá�
as de la Figura 4.24 son m similares y presentan un 
omportamientode tipo exponen
ial. La Figura 4.25 es el resultado de hallar el área bajo la 
urva de la Figura

Pseudo-tiempo

Pseudo-tiempoFigura 4.24: Simula
ión numéri
a de la evolu
ión temporal de la energía disipada en la barra 1G.(a) Endure
imiento isótropo (b) Endure
imiento 
inemáti
o4.16. La 
urva de energía representada en la 4.25 tiene un 
omportamiento exponen
ial menosa
entuado que las obtenidos numéri
amente (Figura 4.24).
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Figura 4.25: Energía disipada por la BPR 1G. Resultados experimentales [2℄En las grá�
as 
ontenidas en la Figura 4.26 se presentan los resultados de la modeliza
iónnuméri
a de la barra 3G 
on endure
imientos isótropo y 
inemáti
o, respe
tivamente. El
omportamiento de las grá�
as de la Figura 4.26 es estable. La Figura 4.27 presenta los resultadosnuméri
os de la evolu
ión temporal de la energía disipada por la barra 3G en las Figuras4.27(a) y 4.27(b) se muestran los resultados 
onsiderando endure
imiento isótropo y 
inemáti
o,respe
tivamente. Las 
urvas de la Figura 4.27 presentan un 
omportamientos de tipo exponen
ial;los puntos en que se produ
en aumentos brus
os de la pendiente 
orresponden a in
rementos dela amplitud del desplazamiento impuesto. El primer tramo de las 
urvas de energía 4.27 es nulotanto para endure
imiento 
inemáti
o 
omo isótropo; esto se debe a que la energía disipada enel dominio elásti
o vale 
ero y va aumentando a medida que la BPR plasti�
a. La Figura 4.28presenta los resultados experimentales 
orrespondientes a la simula
ión numéri
a mostrada en laFigura 4.27. La 
ompara
ión entre ambas Figuras muestra que en los resultados experimentales ladisipa
ión de energía se produ
e ya en los primeros 
i
los; la Figura 4.21 
on�rma esta apre
ia
ión.
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ión numéri
a de la evolu
ión temporal de la energía disipada en la barra 3G.(a) Endure
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Figura 4.28: Energía disipada por la BPR 3G. Resultados experimentales [2℄



5. Con
lusiones e investiga
ionesfuturas
El presente trabajo propone un modelo numéri
o del 
omportamiento estru
tural de barrasde pandeo restringido (BPR). Las BPR 
onsideradas 
onstan de un nú
leo de a
ero, unainterfaz deslizante, un revestimiento de mortero y, eventualmente, una funda exterior dea
ero. El 
omportamiento del a
ero del nú
leo se representa mediante un modelo plásti
o deendure
imiento 
inemáti
o o isótropo. El 
omportamiento de la interfaz entre el nú
leo y elrevestimiento se des
ribe mediante un modelo de 
onta
to de penaliza
ión. El 
omportamientodel mortero se representa mediante un modelo isótropo de daño. La 
apa
idad de estos modelos se
ontrasta, para un 
onjunto de situa
iones sen
illas y representativas, 
on resultados esperables.Estos modelos se implementan en el programa Abaqus formulando el balan
e energéti
o yresolviendo las e
ua
iones obtenidas 
on una formula
ión explí
ita. Los resultados del modelo se
omparan 
on resultados experimentales, el ajuste obtenido es 
orre
to. El modelo presentadose 
onsidera un pro
edimiento ade
uado y �able para resolver numéri
amente el problemaplanteado.5.1. Aporta
iones de este trabajoEn este apartado se listan las 
ontribu
iones originales desarrolladas durante esta investi-ga
ión.Adapta
ión e implementa
ión de modelos numéri
os avanzados para des
ribir el 
ompor-tamiento estru
tural de barras de pandeo restringido.De�ni
ión en un medio 
ontinuo de un modelo de daño es
alar a
oplado 
on plasti
idadpara el a
ero, e implementa
ión en Abaqus/Expli
it.105
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a
ión y amplia
ión del modelo de 
onta
to existente en Abaqus/Expli
it paraque juntamente 
on los modelos del a
ero y del mortero sean 
apa
es de des
ribir el
omportamiento estru
tural de barras de pandeo restringido.5.2. Con
lusionesEn este trabajo de investiga
ión se ha desarrollado un modelo de elementos �nitos, basadoen la me
áni
a del medio 
ontinuo, implementado en Abaqus/Expli
it, que reprodu
e 
on�abilidad el 
omportamiento de una BPR al ser sometida a un 
ampo de desplazamientos 
í
li
osimpuestos. Se ha formulado un modelo 
onstitutivo tridimensional fenomenológi
o elastoplásti
o
on daño para representar el 
omportamiento del nú
leo de a
ero de las BPR; este modeloestá a
oplado de forma débil. El 
omportamiento me
áni
o del mortero se analiza por mediode un modelo fenomenológi
o de daño isótropo 
on una ley de evolu
ión del daño exponen
ial.La interfaz entre el nú
leo de a
ero y el revestimiento de mortero se ha modelado a través deun algoritmo de 
onta
to tipo penaliza
ión utilizando 
oordenadas 
onve
tivas y rozamientode Coulomb. Se implementan estos tres modelos en un modelo global mediante el programaAbaqus/Expli
it utilizando la subrutina des
rita en el anejo C. Esta subrutina formula el balan
eenergéti
o de 
ada modelo, el 
ual garantiza la estabilidad numéri
a de la solu
ión. El modelonuméri
o propuesto es 
apaz de representar el pandeo del nú
leo gra
ias al 
ál
ulo en grandesdesplazamientos, que se utiliza para representar la inestabilidad por 
ompresión. La exa
titudde este modelo se veri�
a mediante 
ompara
ión 
on resultados experimentales obtenidos en lasuniversidades de Girona y de California. El modelo propuesto podría ser utilizado para diseñary dimensionar las BPR siguiendo las re
omenda
iones de la normativa vigente. A 
ontinua
iónse des
riben las prin
ipales 
on
lusiones preliminares obtenidas de la utiliza
ión del modelopropuesto.Las BPR 
on nú
leos de baja rigidez a �exión plasti�
an a tra

ión para valores inferioresde la fuerza que para 
ompresión. Esta 
ir
unstan
ia se observa en las barras ensayadas enla Universidad de Girona y en algunas de las ensayadas en la Universidad de California,debido a que la se

ión del nú
leo es altamente 
ompa
ta. Sin embargo, las BPR 
onnú
leos de mayor rigidez a �exión plasti�
an a tra

ión y a 
ompresión para valoresaproximadamente iguales de la fuerza. Esta 
ir
unstan
ia se observa en algunas barrasensayadas en la Universidad de California debido a que el nú
leo es menos 
ompa
to.Los modelos de endure
imiento isótropo y 
inemáti
o (de una misma BPR) propor
ionan
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antidad de energía disipada.El modelo propuesto es 
apaz de prede
ir las siguientes magnitudes: el desplazamientode plasti�
a
ión a tra

ión y a 
ompresión, el daño en el revestimiento (y el 
onse
uentepandeo global del dispositivo) y el desplazamiento de rotura del nú
leo a tra

ión.5.3. Investiga
iones futurasRealiza
ión de 
ara
teriza
iones geométri
as, me
áni
as y energéti
as para obtener unaBPR optimizada dependiendo de su uso y de las 
ara
terísti
as me
áni
as de los materialesdisponibles para su 
onstru

ión.Apli
a
ión de los modelos numéri
os desarrollados a otro tipo de disipadores o a elementossimilares.In
lusión de la fatiga en el modelo del daño es
alar a
oplado 
on plasti
idad para determinar
on mayor exa
titud las 
urvas de energía y poder prede
ir el momento del fallo. Sere
omiendan las siguientes referen
ias: [99℄, [100℄, [101℄, [102℄, [103℄ y [104℄, entre otras.Análisis numéri
o y experimental del 
omportamiento dinámi
o de estru
turas quein
orporen BPR.Generar un modelo 
onstitutivo de la interfaz entre el a
ero del nú
leo y el mortero que lorodea.Utilizar la teoría de fra
tales para determinar el tipo de endure
imiento del a
ero en fun
iónde la estru
tura 
ristalina en que solidi�
a el a
ero de esta manera obtener las pendientesen las ramas plásti
as que aproximen mejor a las obtenidas en los ensayos de laboratorio.Estas a
tividades se orientan a promover la utiliza
ión de BPR (espe
ialmente en países envías de desarrollo) mediante el modelo numéri
o sin la ne
esidad de ha
er 
ostosos ensayos enlaboratorios espe
ializados, los 
uales pueden no estar disponibles en numerosos países.
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A. Reseña sobre la formula
iónnuméri
a 
omplementaria utilizada
A.1. Método de las diferen
ias �nitasEl análisis dinámi
o explí
ito se resuelve mediante elementos �nitos, para 
ada instante detiempo (
omo si fuese estáti
o) y el método de las diferen
ias �nitas se utiliza en el análisisdinámi
o explí
ito para solu
ionar las e
ua
iones en el dominio del tiempo (ver [105℄ y [43℄)y 
onsiste en una aproxima
ión para en
ontrar la solu
ión numéri
a de las e
ua
iones quegobiernan un sistema matemáti
o o un sistema 
ontinuo. La solu
ión por diferen
ias �nitas
onsiste en que las derivadas son remplazadas por diferen
ias, 
onvirtiendo un problema dee
ua
iones diferen
iales en un problema algebrai
o de solu
ión por métodos matri
iales.Aproxima
ión de las derivadas par
iales mediante diferen
ias �nitas. Las fórmulas de aproxima
ión de diferen
ia para derivadas par
iales de fun
iones multi-dimensionales son esen
ialmente iguales a las de diferen
ia
ión de fun
iones unidimensionales.Se 
onsidera una fun
ión bidimensional f(x, y). La aproxima
ión de diferen
ia para la derivadapar
ial, 
on respe
to de x, se dedu
e �jando y en un valor 
onstante y0, y 
onsiderando f(x, y0)
omo una fun
ión unidimensional. Las aproxima
iones de diferen
ia pueden ser ha
ia adelante,
entrales y ha
ia atrás. Estas derivadas par
iales se es
riben, respe
tivamente:(A.1) fx =

∂f

∂x
≈ f(x0 + δx, y0)− f(x0, y0)

δx

Error→ (δx)(A.2) fx =
∂f

∂x
≈ f(x0 + δx, y0)− f(x0 − δx, y0)

2δx

Error→ (δx)2(A.3) fx =
∂f

∂x
≈ f(x0, y0)− f(x0 − δx, y0)

δx

Error→ (δx)119
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f

ext

f
o(x)

Figura A.1: Condi
iones de 
ontorno del problema de una barra unidimensionalEn el 
aso de las diferen
ias �nitas 
entrales, representadas por la e
ua
ión A.2, la propaga
ióndel error es dire
tamente propor
ional al 
uadrado del in
remento en las abs
isas. Es de
ir, que
uanto mayor sea la dis
retiza
ión de las abs
isas la propaga
ión del error 
re
erá al 
uadrado.Para el 
aso de las diferen
ias ha
ia adelante y ha
ia atrás, en las e
ua
iones A.1 y A.3, el erroraumentará linealmente respe
to al in
remento en las abs
isas.Diferen
ias �nitas en una dimensiónSupongamos que se va a resolver un problema unidimensional de 
ontorno. Se pre
isarádeterminar la fun
ión u(x). Está fun
ión debe satisfa
er una e
ua
ión diferen
ial dada en unaregión delimitada por 0 ≤ x ≤ L, siendo sus 
ondi
iones de 
ontorno: x = 0 y x = L. Comoejemplo, se 
onsidera una barra uniforme (módulo elásti
o longitudinal E) de se

ión 
onstantey área de se

ión transversal A, 
omo se muestra en la Figura A.1. La e
ua
ión diferen
ial que
orresponde a la formula
ión de éste problema es:(A.4) un +
f o

EA
= 0Con las siguientes 
ondi
iones de 
ontorno:(A.5) u = 0 en x = 0(A.6) EA

du

dx
= f ext en x = LSe expresa la fun
ión de fuerza longitudinal en la siguiente e
ua
ión (varia
ión lineal):(A.7) fo(x) = a · x



A.1. MÉTODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS 121
l-1 l l+1

ooFigura A.2: Aproxima
ión utilizando diferen
ias �nitasPara resolver el problema utilizando el método de diferen
ias �nitas se empieza por diferen
iarla variable independiente x, esto es, 
onstruimos la malla L + 1 
on puntos de malla dis
retos,igualmente espa
iados, des
ritos grá�
amente en la Figura A.2, y matemáti
amente mediantela siguiente expresión: xl(l = 0, 1, 2, ....L) sobre el dominio 0 ≤ x L, dónde x0 = 0, xL =

L, xl+1 − xl = np = cte. El siguiente paso es reemplazar los términos de la e
ua
ión diferen
ial,obtenidos por opera
iones algebrai
as. Este pro
eso requiere una aproxima
ión utilizando lasdiferen
ias �nitas (dedu
idas por medio de los desarrollos en serie de Taylor). Al sustituir laaproxima
ión de la diferen
ia 
entral de la segunda derivada, en el punto xl se obtiene:(A.8) E A

o
· (−ul+1 + 2ul − ul−1) = f ext · oDónde f ext es la fuerza apli
ada y f o(x) es la fun
ión de fuerza en el punto de la malla xl.Y fext · o es la fuerza total apli
ada sobre la esta
ión de diferen
ia �nita. Las 
ondi
iones de
ontorno están dadas por el apoyo en un extremo u0 = 0, y al extremo se le apli
a la fuerzaf ext = E · Aul+1−ul−1

2·o . Para este 
aso se han tenido en 
uenta las 
ondi
iones de 
ontorno en elextremo y se apli
a la aproxima
ión de la diferen
ia 
entral en la primera derivada. El punto dela malla en xL+1 se adjudi
a 
on el objeto de imponer la 
ondi
ión de 
ontorno. Para la solu
iónmediante diferen
ias �nitas se apli
a la e
ua
ión A.8 en 
ada segmento dis
retizado de la viga
l = 1, 2, ..., L. Al apli
ar las 
ondi
iones de 
ontorno al sistema se obtiene:

EA

o
·





















2 −1

−1 2 −1

−1 2 −1. . .
−1 2 −1

−1 2 −1

−1 1









































u1

u2

u3...
un−2

un−1

un





















=





















f1f2f3...fn−2fn−1fn






















122 APÉNDICE A. FORMULACIÓN NUMÉRICA UTILIZADALos elementos que no se muestran en la matriz son nulos. Los valores de la fuerza apli
ada vienendados por la siguiente rela
ión: f ext = f o · o, l = 1, ...., n − 1 y f o = f ext · (o/2) + f o. Lae
ua
ión A.9 se resume en lo siguiente:(A.9) K · u = f ext

K =
EA

o
·





















2 −1

−1 2 −1

−1 2 −1. . .
−1 2 −1

−1 2 −1

−1 1





















u =





















u1

u2

u3...
un−2

un−1

un





















f ext =





















f1f2f3...fn−2fn−1fn


















La e
ua
ión A.9 se pudo haber obtenido derivando una serie de n elementos de resorte, 
ada unode rigidez E · A/np. Las fuerzas en los puntos de la malla 
orrespondientes a f b(x) se obtienenusando el valor de fuerza distribuida en el punto de la malla l y multipli
ando ese valor porla longitud de 
ontribu
ión (a para los puntos de malla internos y o/2 para los extremos de labarra). Es posible que 
on este ejemplo no se apre
ie la utilidad de las diferen
ias �nitas, pues lanaturaleza de la formula
ión diferen
ial ha
e que su resolu
ión analíti
a sea viable por métodosde uso 
omún. No obstante, lo importante a re
al
ar, y que es 
on
lusión general, es que hemosreemplazado un problema de determina
ión de una fun
ión 
ontinua des
ono
ida u(x) por unproblema de resolu
ión de una e
ua
ión matri
ial para un 
onjunto de valores dis
retos u1. éstaes la esen
ia del método. Debe re
ordarse que la solu
ión u sólo aproxima a la solu
ión exa
tadel problema u(x), porque hemos reemplazado derivadas por diferen
ias. La solu
ión exa
ta
orresponde a:(A.10) u(x) =

(
−aẋ3

6

)

+
(f ext + 1

2 · a · L2
)
· x

E AEs evidente que el error de
re
e a medida que se aumenta el número de puntos de malla. Estaes la 
on
lusión inmediata en formula
ión de las aproxima
iones de diferen
ia por medio de losdesarrollos en series Taylor.Aproxima
ión y 
onvergen
ia al dis
retizarAl utilizar el método de las diferen
ias �nitas el error de
re
e in
rementando la densidad delmallado. Para expli
ar el pro
eso en una situa
ión determinada que no tiene solu
ión exa
ta,
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onvergen
ia del método en fun
ión del re�namiento del mallado, para estimar lamagnitud de los errores o
urridos al produ
irse una aproxima
ión. Si, por ejemplo, el error deuna aproxima
ión es de orden de δx2, enton
es los resultados de dos solu
iones sobre mallas deespa
iado δx y δy se extrapolan 
omo se expli
a a 
ontinua
ión. Siendo que̟x y̟y 
orrespondena las solu
iones para las mallas anteriores, 1 y 2 respe
tivamente, y que φe 
orresponde a lasolu
ión exa
ta en el punto que se 
onsidera, se obtiene la siguiente expresión.(A.11) ̟e −̟x

̟e −̟y
=

(
δx
δy

)2De la e
ua
ión A.11 se extrae la solu
ión exa
ta. Esta expresión se 
ono
e 
omo extrapola
ión deRi
hardson. Propor
iona un método para mejorar la solu
ión a partir de los resultados obtenidospara dos mallas de distinto tamaño de espa
iado. La e
ua
ión se apli
a a 
asos bidimensionalesy tridimensionales.A.2. Matriz de masa 
onsistenteSe propone ahora un ejemplo del ensamblaje de una matriz de masa 
onsistente para unabarra. Siendo [M] una matriz de masa de representa
ión dis
reta, es denominada matriz de masa
onsistente si se genera 
on la misma fun
ión de forma [N] que 
on la matriz de rigidez. En la

Figura A.3: Viga uniformemente 
argadaFigura A.3 se representa una viga (barra) uniforme 
on sus respe
tivos desplazamientos en 
adaextremo. La matriz [u] está formada por los ve
tores [ux1, w1, ux2, w2]
T y [ux1, ϕ1, ux2, ϕ2]

T .En este ejemplo se 
onsidera el elemento barra mostrado en la Figura A.3 usando la e
ua
ión
[M] =

∫

Ve
ρ[N ]T [N ]dV , donde la fun
ión de forma [N] =

[
(L−s)

L
s
L

] y {u} = {ui, uj}T . Se



124 APÉNDICE A. FORMULACIÓN NUMÉRICA UTILIZADAremplaza s por la 
oordenada x, el in
remento de masa ρdV se representa mediante m/Ldx, enla que m = ρAL es la masa total del elemento. Las matri
es de masa de la barra superior de laFigura A.3 
onsistente y diagonal son respe
tivamente:
[m] =

m

6











2 0 1 0

0 2 0 1

1 0 2 0

0 1 0 2











[m] =
m

2











1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











(A.12)La matriz banda se obtiene situando en el medio todos los elementos de masa. m es parti
ularpara 
ada nodo. La parte m
2 apare
e 4 ve
es en [m] por 4 ve
tores de a
elera
ión en los nodos queson resistidos por la iner
ia. Las fun
iones de forma para el elemento viga uniforme, representadoen la Figura A.3, son:

N1 = 1− 3x2

L2
+

2x3

L3

N2 = x− 2x2

L
+

x3

L2

N3 =
3x2

L2
− 2x3

L3(A.13) N4 = −x2

L
+

x3

L2La matriz de masa 
onsistente se 
onsigue al sustituir las fun
iones de forma e integrar enel dominio de volumen, en la e
ua
ión [M] =
∫

Ve
ρ[N ]T [N ]dV . Enton
es la matriz de masa
onsistente de la barra inferior de la Figura A.3 es:

[m] =
m

420











156 22L 54 −13L

22 4L2 13L −3L2

54 13L 156 −22L

−13L −3L2 −22L 4L2











(A.14)En las matri
es A.12y A.14 m = ρAL indi
a la masa total del elemento, la matriz de masadiagonal de la viga, que se es
ribe:(A.15) [m] =
m

2

[

1
βL2

210
1

βL2

210

]El segundo y 
uarto término de la diagonal 
uenta 
on rota
iones iner
iales. En las rota
iones deiner
ia algunas ve
es β = 0. Dado que la barra es delgada y uniforme se toma, para la longitud
L/2 y masa m/2 = ρAL/2, la iner
ia de la barra es:I = m

2

[
L

2×3

]2. En este 
aso β = 17, 5. Si
ada elemento no es uniforme en su densidad las matri
es de masa y rigidez 
ambian.
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o elásti
o linealEn este subapartado se desarrolla la solu
ión del problema elásti
o lineal mediante el análisismodal y el método de separa
ión de variables. Esta té
ni
a permite es
ribir un sistema dee
ua
iones desa
oplado a un grado de libertad, utilizando el 
on
epto de diagonaliza
ión [106℄,[107℄, [108℄, [109℄ y [110℄. La e
ua
ión diferen
ial de equilibrio dinámi
o en el tiempo (t) es unae
ua
ión de 
oe�
ientes 
onstantes de�nida en el dominio Γ de la siguiente forma(A.16) MÜ(t) + DU̇(t) +KU(t)− f ext(t) = 0En la e
ua
ión A.16 la matriz de masaM A.17 debe ser simétri
a y de�nida positiva; las matri
esde amortiguamiento D y de rigidez K tambien deberán ser simétri
as y de�nidas positivas.Este sistema de e
ua
iones diferen
iales ordinarias, a 
oe�
ientes 
onstantes, ya 
ontiene ladis
retiza
ión espa
ial. El 
ampo de desplazamientos U(t), velo
idades U̇(t) y a
elera
iones Ü(t)están de�nidos en los nodos, en los puntos donde se soporta el polinomio de aproxima
ión lo
alo fun
ión de forma N. En la e
ua
ión A.16 el 
ampo temporal es 
ontinuo. Dentro del espa
iodis
reto elásti
o lineal, aproximado mediante las siguientes fun
iones polinómi
as, se representanlas magnitudes:(A.17) M = AΓ

∫

V

ρN : NdVLas fuerzas internas se representan en la e
ua
ión A.18(A.18) f int
(U̇,U, t+∆t

)

= AΓ

∫

V

σ
(
∇SN) dV =

[

A

∫

V

(
∇SN) : ℑ :

(
∇SN) dV ]+ [AΓ

∫

V

(
∇SN) : E :

(
∇SN) dV ] : U̇ (t+∆t) =(A.19) = DU̇ (t+∆t) +KU (t+∆t)Las fuerzas externas 
orresponden a la e
ua
ión A.20(A.20) f ext(t+∆t) = AΓ

[∮

S

NtdS +

∫

V

ρN · bdV ]La �losofía preponderante para la resolu
ión de este problema 
lási
o en dinámi
a lineal se basaen admitir el �
on
epto de separa
ión de variables�. Este método permite que los problemasespa
iales y temporales sean independientes entre sí. Por esta razón, 
omo ya se ha di
ho, seestable
e una estrategia diferente de resolu
ión para 
ada uno de los problemas. El problemaespa
ial se resuelve utilizando elementos �nitos, y el problema temporal se solu
iona utilizando
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ias �nitas. La e
ua
ión A.16, que representa el equilibrio espa
ial, se solventa en 
adainstante de tiempo t. Los desplazamientos se des
riben utilizando la té
ni
a de superposi
iónmodal.(A.21) U(t) =
n−modos∑

i=1

Uh(t)El ve
tor de desplazamientos es representado por Uh del modo iiesmo, que expli
a la forma delmovimiento de las n 
oordenadas normales de Lagrange λi(t) o grados de libertad del sistema.Cuando se perturba el grado iesimo se separan las variables y el desplazamiento se es
ribe parael grado iesimo, 
omo el produ
to entre su forma de vibrar Ui, y la amplitud en el tiempo de su
oordenada normal ϕ(t).(A.22) Ui(t) = Ui · λi(t)La e
ua
ión A.21 se es
ribe de la siguiente manera:(A.23) U(t) =

n−modos∑

i=1

Ui(t) =

n−modos∑

i=1

Ui(t) · λ(t)

(A.24) U(t) = U · Φ(t) = [u1 · · · ui · · · un] ·







λ1(t)...
λi(t)...
λn(t)





Donde U es la matriz modal que 
ontiene los n ve
tores modales U1 normalizados respe
to de lamasa, y Φ(t) es el ve
tor de 
oordenadas modales λ(t). Este ve
tor representa el 
omportamientode todas las 
oordenadas normales del sistema en el dominio del tiempo. Al sustituir la e
ua
iónA.24 en A.16 obtenemos la expresión de equilibrio dinámi
o:(A.25) M U · Φ̈(t) + D U · Φ̇(t) +K UΦ(t)− f ext(t) = 0Pre-multipli
ando la e
ua
ión anterior por la matriz modal UT las propiedades de ortogonalidadde los auto ve
tores estable
e:(A.26) UT
i MUj =







0 ∀ i 6= j

1 ∀ i = j
; UT

i KUj =







0 ∀ i 6= j

ωf2
i = Λi ∀ i = j
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tores estén normalizados respe
to a la masa. Se 
onsigue el siguientesistema de e
ua
iones diferen
iales de segundo orden a 
oe�
ientes 
onstantes.(A.27) Φ̈(t) + NΦ̇(t)− ~Φ(t)− U
T · f ext(t) = 0







λ̈1(t)...
λ̈h(t)...
λ̈n(t)







+















21ℑωf1 . . .
2ℑhωfh . . .

2ℑnωfn















·







λ̇1(t)...
λ̇h(t)...
λ̇n(t)







+

(A.28) +















ωf2
1 . . .

ωf2
h . . .

ωf2
n















·







λ1(t)...
λh(t)...
λn(t)







−

−















U1
1 · · · Uh

1 · · · Un
1... . . . ... . . . ...

U1
h · · · Uh

h · · · Un
h... . . . ... . . . ...

U1
n · · · Uh

n · · · Un
n















·







rext1 (t)...
rexth (t)...
rextn (t)







=







0...
0...
0





Cada una de estas e
ua
iones estan desa
opladas:(A.29) λ̈h(t) + 2ℑh ωfh λ̇h(t) + ωf2
h λh(t)−

[
aexto (t)

]
= 0Con [aexth (t)

]
=
∑n−GL

i=1 Ui
h · f ext

i (t) que representa el movimiento de un os
ilador equivalente aun grado de libertad. Se apli
an té
ni
as de resolu
ión en el tiempo de la e
ua
ión diferen
ial deequilibrio dinámi
o a un grado de libertad. Las fre
uen
ias naturales están dadas por la fun
ión
ωfh =

√
λh o, también denominadas fre
uen
ias angulares, que resultan de la obten
ión de autovalores λh a partir de la e
ua
ión algebrai
a ‖K− λhM‖ = 0 de grado n−GL (número de gradosde libertad). Sus 
orrespondientes auto ve
tores Uh se obtienen de la solu
ión del sistema dee
ua
iones [K− λhM] ·Uh = 0(A.30) λ̈h(t) + 2ℑh ωfh λ̇h(t) + ωf2

h λh(t)−
[
aexth (t)

]
, ∀ 1 < o <n−Gl



128 APÉNDICE A. FORMULACIÓN NUMÉRICA UTILIZADALa solu
ión de este sistema de e
ua
iones, mediante una té
ni
a numéri
a de integra
ión dire
tade un paso, tiene la siguiente fórmula general re
urrente:(A.31) Xt+θt = A
θ ·Xt + LFt+θ∆t, ∀ 0 ≤ θ ≤ ∞Siendo X =

{

λ̈h, λ̇o, λo

}

,la matriz A y el ve
tor LN son los operadores de integra
ión y fuerzarespe
tivamente, de manera que 
ada uno de esos operadores deben determinarse para 
adaalgoritmo de resolu
ión utilizado.



B. Des
rip
ión de los módulosutilizados en el programaAbaqus/Expli
it
Abaqus/Expli
it es un programa de elementos �nitos destinado a resolver problemas de
ien
ias e ingeniería. El programa resuelve 
asi todo tipo de problemas, desde un simple análisislineal hasta simula
iones no lineales 
omplejas. Abaqus/Expli
it posee una extensa librería deelementos �nitos que permite modelar virtualmente 
ualquier geometría, así 
omo una largalista de modelos que simulan el 
omportamiento de una gran mayoría de materiales. Tambiénse pueden in
orporar al programa nuevos modelos 
onstitutivos, permitiendo su apli
abilidaden distintas áreas de ingeniería. El programa Abaqus/Expli
it está instalado en la máquinadel 
entro de 
ál
ulo de la Es
uela Té
ni
a Superior de Ingenieros de Caminos Canales yPuertos de Bar
elona, y 
uenta 
on las siguientes 
ara
terísti
as: Silli
on Graphi
s Origin 300,8 pro
esadores MIPS R14000 a 600 MHz, 6 GB de memoria RAM, 162 GB de dis
o duro. Sea

ede a este ordenador desde 
ualquier sitio, 
on 
onexión a Internet, lo 
ual 
onstituye una
ómoda herramienta para el trabajo del modeliza
ión matemáti
o de las BPR. La forma detrabajo se basa en la de�ni
ión de modelos. A partir de datos experimentales que se simulan enAbaqus/Expli
it obteniendo resultados, se 
omparan 
on la realidad y se sa
an las 
on
lusionespertinentes. El AbaqusExpli
it 
ontiene diferentes módulos de 
ál
ulo, en los 
uales se ingresan losvalores 
orrespondientes a las 
ondi
iones de 
ontorno requeridas en el modelo. Para la simula
iónen Abaqus se tienen en 
uenta dos grandes bloques que son, en su orden, de�ni
ión del modeloy visualiza
ión de resultados. Se presentan en detalle a 
ontinua
ión.129



130 APÉNDICE B. MÓDULOS ABAQUS/EXPLICITMódulo �Part�En este módulo se de�nen las propiedades geométri
as de la se

ión. También los ejes, planos,puntos de referen
ia para posteriores parti
iones, 
on diferentes propósitos en el análisis de lasBPR, espe
ialmente para el mallado.Módulo �Property�En este módulo se en
uentran las e
ua
iones 
onstitutivas que rela
ionan tensiones 
ondeforma
iones; para el a
ero, que tiene un 
omportamiento de endure
imiento 
inemáti
o oisótropo multiaxial, se es
riben las 
onstantes ne
esarias para ensamblar la matriz tangenteelastoplásti
a. Se es
riben las 
onstantes ne
esarias para modelizar el mortero del revestimientomediante una ley 
onstitutiva isótropa de daño.Módulo �Assembly�En él se representan las 
oordenadas globales del elemento a analizar, ya que estánsituadas 
omo lo
ales en el menú �part�, donde se dibujan de forma independiente las partes
orrespondientes al nú
leo, a la 
apa deslizante, al mortero y al tubo exterior. Este móduloensambla las partes y las ubi
a en 
oordenadas globales.Módulo �Step�Aquí se diferen
ia el tipo de análisis, es de
ir si es dinámi
o explí
ito, implí
ito, estáti
oo a perturba
ión de pandeo et
. En este 
aso se trabajará 
on análisis dinámi
o explí
ito por
ondi
iones de 
oste 
omputa
ional. La rela
ión del 
oste 
omputa
ional vs grados de libertaddel análisis explí
ito es lineal, mientras que el implí
ito 
re
e de manera exponen
ial. El análisisdinámi
o explí
ito tiene la ventaja de poder trabajar 
on no linealidades geométri
as y delmaterial que para requiere el modelo de las BPR. Permite el paso, o los pasos, ne
esarios pararealizar un análisis dinámi
o que se aproxime lo mejor posible a las 
ondi
iones del laboratorio.Módulo �Intera
tion�Se determinan las super�
ies de 
onta
to maestra y es
lava; si existe una 
apa entre lassuper�
ies del modelo, y las 
ondi
iones de 
onta
to entre materiales. También el tipo de
onta
to y su 
omportamiento a partir de unos modelos matemáti
os previamente estable
idos enAbaqus/Expli
it. Se analiza la intera

ión entre barra de a
ero del nú
leo, la interfaz deslizante y



131la 
amisa de mortero. Para de�nir la intera

ión se deben asignar unos 
oe�
ientes de rozamiento,entre otros valores, para poder generar una simula
ión.Módulo �Load�Este módulo 
ontiene las fun
iones de fuerzas, desplazamientos apli
ados a la BPR, los apoyos
on sus restri

iones en desplazamientos y rota
iones. Las fuerzas, desplazamientos apli
adas almodelo están en fun
ión de las 
ondi
iones del análisis del modelo presentes en el �Step�. No sedeterminan arbitrariamente, tienen que ser 
ompatibles. Se apli
a el desplazamiento 
í
li
o alnú
leo a partir de los ensayos de laboratorio y sus respe
tivos apoyos, según lo determinado enlos ensayos de las BPR realizados en la Universidad de Girona [1℄ y California [2℄.Módulo �Mesh�Aquí se diseña la malla de elementos �nitos sobre la pieza, siguiendo los siguientes 
riterios:División de los elementos según ejes de referen
ia, tamaño de la pieza, o según la densidad demalla requerida. En el 
ontrol de mallado se diferen
ian los tipos de elementos a utilizar, bien seantetraedros, hexaedros o 
uñas. Se determina la té
ni
a de mallado en forma libre, estru
turadao por extensión. El mallado estru
turado optimiza el posterior análisis por elementos �nitos.Luego se ha
e el mallado sobre el elemento, 
on las 
ara
terísti
as anteriormente men
ionadas,ya sea por partes, o sobre todo el modelo. Por último se veri�
a si existen elementos 
on ángulosinferiores a 60o que puedan generar error.Módulo �Job�En este módulo se eje
uta el análisis tras valorar todas las 
ondi
iones de 
ontorno. Se de�nenlas variables de tipo 
omputa
ional para produ
ir el modelo, se paraleliza (si el ordenador tienemás de un pro
esador) y se determina si la pre
isión en el 
ál
ulo debe ser doble o sen
illa. Aleje
utar el programa se ve el avan
e de la eje
u
ión del análisis en el modelo errores y posiblesproblemas que 
ontenga el modelo.Módulo �Visualization�En la visualiza
ión se observan de forma grá�
a los resultados de la modeliza
ión en elementos�nitos. Este módulo permite ver elemento por elemento, en forma global u operando, losresultados obtenidos al eje
utar el modelo. Esta es la parte en la 
ual se extraen los valores



132 APÉNDICE B. MÓDULOS ABAQUS/EXPLICITen forma grá�
a o en tabla. Los resultados que muestra el Abaqus en su módulo de visualiza
iónhan sido previamente de�nidos en el módulo �Step�.



C. Implementa
ión en Abaqus/Expli
itdel modelo de daño para el mortero, dedaño es
alar 
on plasti
idad para ela
ero
En este apéndi
e se presentan el diagrama de �ujo y la subrutina utilizados para implementarel modelo fenomenológi
o de daño es
alar a
oplado 
on plasti
idad para el a
ero de�nido en 3.2y el modelo isótropo de daño para modelar el 
omportamiento del mortero 3.3. Y por últimose in
luye el balan
e termodinámi
o 3.5 utilizado para a
oplar las dos no linealidades de losmateriales, a
ero y mortero, 
on la dis
ontinuidad a
ero-mortero determinada por un modelo de
onta
to tipo penaliza
ión 3.4. Los modelos implementados en la subrutina, se pueden eje
utar,de forma independiente, o de forma a
oplada.

133



134 APÉNDICE C. ALGORITMO BPRC User subroutine VUMATBPRsubroutine vumatbpr (C Read only -* nblo
k, ndir, nshr, nstatev, nfieldv, nprops, lanneal,* stepTime, totalTime, dt, 
mname, 
oordMp, 
harLength,* props, density, strainIn
, relSpinIn
,* tempOld, stret
hOld, defgradOld, fieldOld,* stressOld, stateOld, enerInternOld, enerInelasOld,* tempNew, stret
hNew, defgradNew, fieldNew,C Write only -* stressNew, stateNew, enerInternNew, enerInelasNew )C in
lude 'vaba_param.in
'C dimension 
oordMp(nblo
k,*), 
harLength(nblo
k), props(nprops),1 density(nblo
k), strainIn
(nblo
k,ndir+nshr),2 relSpinIn
(nblo
k,nshr), tempOld(nblo
k),3 stret
hOld(nblo
k,ndir+nshr),4 defgradOld(nblo
k,ndir+nshr+nshr),5 fieldOld(nblo
k,nfieldv), stressOld(nblo
k,ndir+nshr),6 stateOld(nblo
k,nstatev), enerInternOld(nblo
k),7 enerInelasOld(nblo
k), tempNew(nblo
k),8 stret
hNew(nblo
k,ndir+nshr),9 defgradNew(nblo
k,ndir+nshr+nshr),1 fieldNew(nblo
k,nfieldv),2 stressNew(nblo
k,ndir+nshr), stateNew(nblo
k,nstatev),3 enerInternNew(nblo
k), enerInelasNew(nblo
k)C 
hara
ter*80 
mnameparameter ( zero = 0.d0, one = 1.d0, two = 2.d0,*three = 3.d0,third = one / three, half = 0.5d0,*twothds = two / three,op5 = 1.5d0)



135parameter ( tempFinal = 1.d2, timeFinal = 1.d-2 )CC Nombra la subrutina para el A
eroif(
mname(1:5) .eq. 'ACERO') thenCCC Variables de estadoC STATE(*,1) = ba
k stress 
omponente 11C STATE(*,2) = ba
k stress 
omponente 22C STATE(*,3) = ba
k stress 
omponente 33C STATE(*,4) = ba
k stress 
omponente 12C STATE(*,5) = ba
k stress 
omponente 33C STATE(*,6) = ba
k stress 
omponente 12C STATE(*,7) = deforma
i\'on pl\'asti
a equivalenteC STATE(k,8) = m\'aximo valor a
umulado de la energ\'iaC STATE(k,9) = Da\~no en el a
eroC STATE(k,10)= Norma de energ\'ia
e = props(1)xnu = props(2)yield = props(3)hard = props(4)fu = props(5)Gfs = props(6)
twomu = e / ( one + xnu )alamda = twomu * xnu / ( one - two * xnu )term = one / ( twomu + twothds * hard )fs=fu/sqrt(e)danoa=zero



136 APÉNDICE C. ALGORITMO BPR
 S\'i el tiempo es igual a 
ero define el material el\'asti
o
onst = sqrt(twothds)do k = 1, nblo
k* A
tualiza las tensionestra
e = strainIn
(k,1) + strainIn
(k,2) + strainIn
(k,3)sig1 = stressOld(k,1) + twomu*strainIn
(k,1) +. alamda*tra
esig2 = stressOld(k,2) + twomu*strainIn
(k,2) +. alamda*tra
esig3 = stressOld(k,3) + twomu*strainIn
(k,3) +. alamda*tra
esig4 = stressOld(k,4) + twomu*strainIn
(k,4)if (nshr .gt. one) thensig5 = stressOld(k,5) + twomu*strainIn
(k,5)sig6 = stressOld(k,6) + twomu*strainIn
(k,6)end if* A
tualiza las tensiones medidas desde "ba
k stress"s1 = sig1 - stateOld(k,1)s2 = sig2 - stateOld(k,2)s3 = sig3 - stateOld(k,3)s4 = sig4 - stateOld(k,4)if ( nshr .gt. one) thens5 = sig5 - stateOld(k,5)s6 = sig6 - stateOld(k,6)end ifC Parte desviadora del tensor de tensionesC Medida desde el "ba
k stress"smean = third * ( s1 + s2 + s3 )ds1 = s1 - smeands2 = s2 - smeands3 = s3 - smean



137C Magnitud de la parte desviadora de la diferen
iaC a
tualizada del tensor de tensionesdsmag = sqrt ( ds1*ds1 + ds2*ds2 + ds3*ds3+. two*s4*s4+two*s5*s5+two*s6*s6 )

 Se determina si hay o no plasti
idadradius = 
onst * yieldfa
yld = zeroif ( dsmag - radius .ge. zero ) fa
yld = oneC Se previene dividir por 
erodsmag = dsmag + ( one - fa
yld )C Cal
ula el in
remento del fa
tor de 
onsisten
ia pl\'asti
adiff = dsmag - radiusdgamma = fa
yld * term * diffC A
tualiza
i\'on de la deforma
i\'on pl\'asti
a equivalentedeqps = 
onst * dgammastateNew(k,7) = stateOld(k,7) + deqps

dgamma = dgamma / dsmagC A
tualiza
i\'on del "ba
k stress"fa
tor = twothds * hard * dgammastateNew(k,1) = stateOld(k,1) + fa
tor * ds1stateNew(k,2) = stateOld(k,2) + fa
tor * ds2stateNew(k,3) = stateOld(k,3) + fa
tor * ds3stateNew(k,4) = stateOld(k,4) + fa
tor * s4if ( nshr .gt. one) thenstateNew(k,5) = stateOld(k,5) + fa
tor * s5stateNew(k,6) = stateOld(k,6) + fa
tor * s6



138 APÉNDICE C. ALGORITMO BPRend ifC Ablandamiento del a
eroA=one/((Gfs*e)/(
harLength(nblo
k)*fu*fu)-half)
 A
tualiza
i\'on de la deforma
i\'on
 A
tualiza el tensor de deforma
i\'onst1 = sig1/(e)*(one-stateOld(k,9))st2 = sig2/(e)*(one-stateOld(k,9))st3 = sig3/(e)*(one-stateOld(k,9))st4 = sig4/(e)*(one-stateOld(k,9))if (nshr .gt. 1) thenst5 = sig5/(e)*(one-stateOld(k,9))st6 = sig6/(e)*(one-stateOld(k,9))endif
sb = sqrt(st1*sig1+st2*sig2+st3*sig3+2*sig4*st4+. 2*sig5*st5+2*sig6*st6)C Frontera.sa=max(sb,sa,fs)danoa=one-(fs/sa)*exp(A*(one-sa/fs)) ! fun
i\'on de da\~nostatenew(k,8)=sastatenew(k,9)=danosstatenew(k,10)=sbC A
tualiza
i\'on de la tensi\'onfa
tor = twomu * dgamma



139stressNew(k,1) = (sig1 - fa
tor * ds1)*(one-danoa)stressNew(k,2) = (sig2 - fa
tor * ds2)*(one-danoa)stressNew(k,3) = (sig3 - fa
tor * ds3)*(one-danoa)stressNew(k,4) = (sig4 - fa
tor * s4)*(one-danoa)if ( nshr .gt. one) thenstressNew(k,5) = (sig5 - fa
tor * s5)*(one-danoa)stressNew(k,6) = (sig6 - fa
tor * s6)*(one-danoa)end ifC A
tualiza
i\'on de la energ\'ia internastressPower = half * (* ( stressOld(k,1)+stressNew(k,1) ) * strainIn
(k,1) +* ( stressOld(k,2)+stressNew(k,2) ) * strainIn
(k,2) +* ( stressOld(k,3)+stressNew(k,3) ) * strainIn
(k,3))+* (( stressOld(k,4)+stressNew(k,4) ) * strainIn
(k,4)+* ( stressOld(k,5)+stressNew(k,5) ) * strainIn
(k,5) +* ( stressOld(k,6)+stressNew(k,6) ) * strainIn
(k,6))enerInternNew(k) = enerInternOld(k)* + stressPower / density(k)CC A
tualiza la energ\'ia disipada por plasti
idadsmean = third **(stressNew(k,1) + stressNew(k,2) + stressNew(k,3))equivStress = sqrt ( op5 * (*( stressNew(k,1) - smean )**2 +*( stressNew(k,2) - smean )**2 +*( stressNew(k,3) - smean )**2 +*two * stressNew(k,4)**2 +*two * stressNew(k,5)**2 +*two * stressNew(k,6)**2 ) )plasti
WorkIn
 = equivStress * deqpsenerInelasNew(k) = enerInelasOld(k)



140 APÉNDICE C. ALGORITMO BPR*+ plasti
WorkIn
 / density(k)end doC Define la subrutina del morteroelse if( 
mname(1:7) .eq. 'MORTERO') thenC STATE(*,1) = rtC STATE(*,2) = da\~noC STATE(*,3) = rtaC STATE(*,4) = thetae = props(1) !m\'odulo de Elasti
idadxnu = props(2) !Rela
i\'on de Poissonyield = props(3) !L\'imite el\'asti
o a tra

i\'onfp
 = props(4) !L\'imite el\'asti
o a 
ompresi\'onGF = props(5) ! Energ\'ia de fra
tura
 r0=yield/sqrt(e)n=fp
/yieldtwomu = e / ( one + xnu )alamda = twomu * xnu / ( one - two * xnu )term = one / ( twomu + twothds * hard )C Si el paso de tiempo es igual a 
eroC el material es el\'asti
oC if (stepTime .eq. zero ) thendo k=1, nblo
k
onst = sqrt(twothds)C A
tualiza las tensionesA=one/((Gf*e)/(
harLength(nblo
k)*yield*yield)-half)tra
e = strainIn
(k,1) + strainIn
(k,2) + strainIn
(k,3)stressNew(k,1) = stressOld(k,1) + twomu*strainIn
(k,1) +



141.alamda*tra
estressNew(k,2) = stressOld(k,2) + twomu*strainIn
(k,2) +.alamda*tra
estressNew(k,3) = stressOld(k,3) + twomu*strainIn
(k,3) +.alamda*tra
estressNew(k,4) = stressOld(k,4) + twomu*strainIn
(k,4)if ( nshr .gt. one) thenstressNew(k,5) = stressOld(k,5) + twomu*strainIn
(k,5)stressNew(k,6) = stressOld(k,6) + twomu*strainIn
(k,6)end ifrt=zerodano=zerosig1=stressNew(k,1)sig2=stressNew(k,2)sig3=stressNew(k,3)sig4=stressNew(k,4)if ( nshr .gt. 1 ) thensig5=stressNew(k,5)sig6=stressNew(k,6)end ifC A
tualiza las deforma
ionesst1 = sig1/est2 = sig2/est3 = sig3/est4 = sig4/eif ( nshr .gt. one) thenst5 = sig5/est6 = sig6/eend if
end do



142 APÉNDICE C. ALGORITMO BPRelsedo k=1, nblo
kA=one/((Gf*e)/(
harLength(nblo
k)*yield*yield)-half)tra
e = strainIn
(k,1) + strainIn
(k,2) + strainIn
(k,3)sig1 = stressOld(k,1) + twomu*strainIn
(k,1)+.alamda*tra
esig2 = stressOld(k,2) + twomu*strainIn
(k,2) +.alamda*tra
esig3 = stressOld(k,3) + twomu*strainIn
(k,3) +.alamda*tra
esig4 = stressOld(k,4) + twomu*strainIn
(k,4)if ( nshr .gt. one ) thensig5 = stressOld(k,5) + twomu*strainIn
(k,5)sig6 = stressOld(k,6) + twomu*strainIn
(k,6)end ifst1 = sig1/(e*(one- stateOld(k,2)))st2 = sig2/(e*(one- stateOld(k,2)))st3 = sig3/(e*(one- stateOld(k,2)))st4 = sig4/(e*(one- stateOld(k,2)))if ( nshr .gt. 1 ) thenst5 = sig5/(e*(one- stateOld(k,2)))st6 = sig6/(e*(one- stateOld(k,2)))end ifC Se determina el par\'ametro para saber si est\'a aC tra

i\'on o 
ompresi\'ontheta=(half*((abs(sig1)+sig1)+(abs(sig2)+sig2)+(abs(sig3).+sig3)))./(abs(sig1)+abs(sig2)+abs(sig3)+one)theta=int(theta)rta=(theta+((one-theta)/(n)))*. sqrt(st1*sig1+st2*sig2+st3*sig3+2*sig4*st4+.2*sig5*st5+2*sig6*st6)



143rta=sqrt(st1*sig1+st2*sig2+st3*sig3+2*sig4*st4+2*sig5*st5+. 2*sig6*st6)
 r0 es la frontera rt va a variar entre 
ero y rtrt = max(rt,rta,r0)dano=one-(r0/rt)*exp(A*(one-rt/r0))C A
tualiza
i\'on de tensiones da\~nadasstressNew(k,1) = sig1*(one-dano)stressNew(k,2) = sig2*(one-dano)stressNew(k,3) = sig3*(one-dano)stressNew(k,4) = sig4*(one-dano)if ( nshr .gt. one ) thenstressNew(k,5) = sig5*(one-dano)stressNew(k,6) = sig6*(one-dano)end ifC A
tualiza
i\'on de la variable de da\~nostateNew(k,1) = rtstateNew(k,2) = danostateNew(k,3) = rtastateNew(k,4) = thetastateNew(k,5) = AC A
tualiza
i\'on de la energ\'ia internastressPower = half * (.( stressOld(k,1)+stressNew(k,1) ) * strainIn
(k,1) +.( stressOld(k,2)+stressNew(k,2) ) * strainIn
(k,2) +.( stressOld(k,3)+stressNew(k,3) ) * strainIn
(k,3) ) +.( stressOld(k,4)+stressNew(k,4) ) * strainIn
(k,4)+.( stressOld(k,5)+stressNew(k,5) ) * strainIn
(k,5)+.( stressOld(k,6)+stressNew(k,6) ) * strainIn
(k,6))enerInternNew(k) = enerInternOld(k).+ stressPower / density(k)C A
tualiza
i\'on de la energ\'ia disipada por el da\~nosmean = third *.( stressNew(k,1) + stressNew(k,2) + stressNew(k,3) )



144 APÉNDICE C. ALGORITMO BPRequivStress = sqrt ( op5 * (. ( stressNew(k,1) - smean )**2 +. ( stressNew(k,2) - smean )**2 +. ( stressNew(k,3) - smean )**2 +. two * stressNew(k,4)**2 +. two * stressNew(k,5)**2 +. two * stressNew(k,6)**2 ) )plasti
WorkIn
 = equivStress * deqpsenerInelasNew(k) = enerInelasOld(k). + plasti
WorkIn
 / density(k)end doend ifend ifreturnend
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Figura C.1: Diagrama de �ujo de la implementa
ión de los modelos 
onstitutivos enAbaqus/Expli
it
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Epílogo
Este trabajo se hizo 
on el objeto prin
ipal de 
ontribuir al desarrollo de te
nologías enprote

ión sismoresistente en países en vía de desarrollo.
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