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Capitulo 1

1. INTRODUCAO

As condigdes de seguranca de grandes estruturas de Engenharia Civil sdo habitualmente analisadas,
quer nas fases iniciais de projecto e construcdo, quer em eventuais fases posteriores de exploracao,
reabilitacdo ou reforco, com base no desenvolvimento de modelagGes numéricas de anélise estatica e

dindmica assentes em formulagdes de elementos finitos.

Existe, todavia, sempre um conjunto maior ou menor de incertezas associadas a definicdo das
caracteristicas geométricas e mecénicas da estrutura, bem como as respectivas condi¢des de apoio, que
originam erros de andlise que importa minimizar. Este problema é particularmente pertinente na
caracterizacdo de estruturas com um elevado tempo de vida, cujas caracteristicas mecénicas sao

dificeis de avaliar.

Neste contexto, as técnicas de identificacdo dos parametros modais da estrutura (frequéncias naturais,
configuragcdes dos modos de vibracdo e coeficientes de amortecimento modais) com base na realizacéo
de ensaios dinamicos surgem como ferramentas de grande interesse, no sentido de dar suporte a
andlise de correlacdo entre parametros identificados e calculados, a actualizacdo e validagdo
experimental das modelagdes numéricas desenvolvidas e subsequente avaliagdo da capacidade de

carga efectiva das estruturas.

A caracterizacdo experimental do comportamento dindmico das estruturas pode ser realizada atraves
de dois tipos distintos de ensaios: 0s ensaios tradicionais, que se baseiam na medicdo da resposta da
estrutura quando sujeita a uma excitacdo artificial e controlada, e os ensaios de vibracdo ambiental, em
que é medida a reposta da estrutura sujeita a acgdes ambientais, ou seja, a accdes a que esta esta

submetida durante a sua normal utilizacéo.

A realizacdo dos ensaios tradicionais de vibracdo forcada em estruturas de Engenharia Civil apresenta
duas grandes dificuldades. O elevado porte da generalidade das estruturas obriga a utilizacdo de
equipamentos pesados, cujo transporte, colocacdo e utilizagdo exigem a mobilizacdo de meios
dispendiosos. A aplicagdo de uma excitagdo controlada obriga a interdicdo do funcionamento corrente
da estrutura ensaiada, sendo que, em infra-estruturas importantes como por exemplo as pontes, tal

pode motivar custos econdmicos significativos.

Os ensaios de vibracdo ambiental ndo necessitam de equipamento de excitacdo artificial, nem
condicionam a utilizacdo da estrutura. Eles aproveitam as ac¢des naturais a que a estrutura esta sujeita:
vento, pequenas vibragdes do solo, maquinaria instalada na estrutura ou trafego. Constituem, portanto,

a solucdo mais adequada para realizar a caracteriza¢do dinamica das estruturas de Engenharia Civil.




Introdugéo

a) Excitador do EMPA b) Ensaio de vibracdo ambiental da ponte sobre 0 Guadiana

Figura 1.1 — Ensaios de vibracéo forcada / Ensaios de vibragdo ambiental

A maior preocupacgdo com a seguranca das estruturas novas, o maior arrojo estrutural dos projectistas,
0 uso de materiais de elevada resisténcia, que permitem a realizagdo de estruturas muito flexiveis, e o
elevado numero de estruturas, que devido a sua antiguidade, apresentam condi¢des duvidosas de

integridade estrutural, tém justificado o recurso crescente a ensaios de caracterizagao desta natureza.

Para que seja possivel tirar o maximo partido dos ensaios de vibragdo ambiental, é importante
sistematizar procedimentos para a sua realizacdo e desenvolver ferramentas de tratamento da

informacgao recolhida, que permitam realizar boas estimativas dos pardmetros modais da estrutura.

Actualmente, nas estruturas com maior importdncia econdmica e social comega a ser corrente
monitorizar, de forma continua, a sua resposta as ac¢Oes ambientais. A existéncia de procedimentos
que possibilitam a identificacdo das caracteristicas dindmicas de estruturas através da sua resposta,
alarga as potencialidades destes sistemas de monitorizacdo continua, pois € possivel, a partir da
enorme quantidade de informag&o recolhida, estimar, a todo o momento, 0s parametros modais da

estrutura e a partir destes avaliar a sua “saude” estrutural.

Face ao enquadramento anterior, na presente monografia sdo descritas e aplicadas ferramentas
destinadas a anélise e processamento sistematico de dados decorrentes da realizacdo de ensaios de
vibracdo ambiental, e a identificacdo estocastica dos parametros modais mais representativos do
comportamento estrutural, que permitem validar experimentalmente e actualizar modelos numéricos

de analise dindmica existentes.
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Este trabalho é constituido por este primeiro capitulo introdutério e por mais 4 capitulos que se

descrevem brevemente de seguida.

No segundo capitulo, sdo descritos varios modelos matematicos para caracterizar 0 comportamento
dindmico de sistemas lineares. Sdo apresentados a formulagdo classica, baseada na resolucdo de um
sistema de equac0es diferenciais de segundo grau, a formulacdo de estado, baseada na resolucdo de um
sistema de equacdes diferenciais de primeiro grau e com dimensao dupla da dimenséo do sistema de
equacdes da formulagdo classica, e os modelos auto-regressivos com média movel, que sdo modelos

matematicos discretos no tempo.

No terceiro capitulo, sdo apresentados varios métodos de identificagdo modal baseados na resposta das
estruturas a excitagdes ambientais. Sdo descritos com algum detalhe dois métodos de identificacdo no
dominio da frequéncia: método da seleccdo de picos e método da decomposicdo no dominio da
frequéncia, e dois métodos de identificagdo no dominio do tempo, que se baseiam em modelos de
estado: métodos de identificacdo estocastica em sub-espacos (SSI-COV e SSI-DATA). A descri¢cdo
dos métodos é acompanhada da sua aplicacdo na identificacdo de um portico plano a partir de dados

simulados.

No quarto capitulo, sdo descritas diversas aplicacbes que permitem melhor compreender as
potencialidades e limitagcBes associadas aos métodos de identificacdo apresentados. As aplicacdes
envolvem um pequeno modelo laboratorial de um edificio de trés pisos, duas pontes e um viaduto

correntes e uma ponte atirantada (Ponte Internacional sobre o Rio Guadiana).
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Capitulo 2

2. MODELOS DE COMPORTAMENTO DINAMICO DE SISTEMAS LINEARES

2.1 Introdugéo

A caracterizacdo do comportamento dindmico de uma estrutura exige uma adequada idealizacdo das
accles actuantes, um correcto conhecimento das propriedades geométricas e mecanicas dos elementos
estruturais constituintes e a definicdo de um modelo matemético que permita obter, de forma o mais
rigorosa possivel, as principais caracteristicas da resposta da estrutura, em fungdo das caracteristicas

da excitacao.

As accdes, variaveis no tempo, podem ser caracterizadas de duas formas: deterministica ou
estocastica. Se a variacdo temporal da excitacdo for perfeitamente conhecida, diz-se que a ac¢do é
deterministica, sendo também possivel quantificar a resposta estrutural de forma deterministica, desde
que ndo se considerem quaisquer incertezas estatisticas ao nivel das propriedades estruturais. Por outro
lado, se a variacdo temporal da accgdo for de natureza aleatéria, esta pode ser caracterizada através de
conceitos probabilisticos, sendo possivel obter uma descricdo estatistica da resposta mediante o

estabelecimento de relagdes estocasticas excitagdo-resposta.

O modelo matematico utilizado deve ser capaz de simular o comportamento estrutural do sistema
dindmico. No entanto, esta simulagdo nunca é perfeita, pois a complexidade da realidade obriga a que
sejam realizadas algumas simplificacfes. Os modelos de analise estrutural apresentados neste capitulo
consideram as seguintes simplificagdes: admitem que o0 comportamento das estruturas € linear e que as

suas caracteristicas sdo invariantes no tempo.

A definicdo do modelo matematico depende das seguintes propriedades da estrutura simulada: rigidez,
massa e amortecimento. Estas propriedades sdo usualmente definidas na forma de matrizes, que
resultam de uma prévia discretizacdo espacial da estrutura em elementos finitos. Com base nestas
caracteristicas internas, sdo estabelecidas equagdes diferenciais de equilibrio, que constituem a base

dos diferentes modelos.

Estas equagdes podem ser definidas de forma continua ou discreta no tempo, obtendo-se,
respectivamente, modelos continuos, em que a resposta da estrutura fica definida de forma continua no
tempo, ou modelos discretos, em que a resposta é obtida através de séries de valores em

correspondéncia com uma determinada discretizacdo temporal.

Neste capitulo sdo apresentados varios modelos matematicos para caracterizar o comportamento

dinamico de sistemas lineares. E apresentada a formulacdo cléssica, baseada na resolucdo de um




Modelos de Comportamento Dindmico de Sistemas Lineares

sistema de equac0es diferenciais de segundo grau, a formulacéo de estado, baseada na resolucéo de um
sistema de equagdes diferenciais de primeiro grau e com dimensdo dupla da dimensdo do sistema de
equaces da formulacdo cléssica, e 0s modelos auto-regressivos com média movel, que sdo modelos

matematicos discretos no tempo.

Usando a formulagdo cléssica, sdo definidos modelos continuos deterministicos e estocasticos, no
dominio do tempo e da frequéncia. A partir da formulagdo de estado, sdo definidos, no dominio do
tempo, modelos deterministicos continuos e discretos e modelos estocasticos discretos. Em relacao aos
modelos auto-regressivos com média movel, estes sdo descritos de forma muito sucinta, apenas com o

objectivo de apresentar 0s seus aspectos teéricos fundamentais.

Os temas abordados neste capitulo estdo bem documentados em bibliografia existente (Clough e
Penzien 1993; Maia e Silva 1997; Overschee e Moor 1996). No entanto, 0s seus conceitos
fundamentais sdo aqui sistematizados, de forma resumida, por serem a base dos métodos de
identificacdo modal. Em relagdo a formulacdo de estado e aos modelos auto-regressivos, a sua
descricdo neste capitulo também é justificada pelo facto de serem abordagens menos usadas em

Engenharia Civil.

Os conceitos teoricos sdo ilustrados com um exemplo de aplicacdo, que também serd usado nos

capitulos 3 e 4.
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2.2 Formulacdo classica

Na apresentacdo da formulacdo cléssica, considera-se primeiro uma excitacao deterministica. Para este
tipo de accdo estudam-se osciladores de um e de mdltiplos graus de liberdade, sendo dado especial

destaque a analise no dominio da frequéncia.

De seguida, analisa-se 0 caso da excitacdo estocéstica, considerando primeiro, osciladores de um grau
de liberdade e generalizando, de seguida, a formulagdo apresentada para osciladores de multiplos
graus de liberdade. Esta abordagem € precedida de um pequena sintese sobre as principais grandezas

caracterizadoras dos processos estocasticos.
2.2.1 Excitacao deterministica

2.2.1.1 Osciladores de um grau de liberdade

O movimento de um oscilador linear de um grau de liberdade de massa m, rigidez k e amortecimento

do tipo viscoso c é regido pela seguinte equagao:
m- Gy (t) +c- 6y (t) + k- gy (t) = p, (1) (2.1)

em que qu(t) é a resposta do oscilador a uma accdo pi(t) e ¢,(t) e ¢ (t) sdo a primeira e a segunda

derivadas de gi(t) em ordem ao tempo t, respectivamente.

A solucdo desta equacdo diferencial, no dominio do tempo e considerando nulos os valores do
deslocamento e da velocidade no instante inicial, pode ser obtida recorrendo ao integral de convolucédo

de Duhamel:

6®=[ p@) ht-7)-dr >0 (2.2)

sendo a funcdo hy(t-7), definida pela expresséo (2.3) , a resposta do sistema, no instante t-z, a um

impulso unitario actuando no instante z.

B-)= e snfoy, (o)) e @3
*Wa




Modelos de Comportamento Dindmico de Sistemas Lineares

E esta funcdo que modela o comportamento do oscilador, sendo portanto dependente das suas
caracteristicas: massa (m), frequéncia natural (a)lz,/k/m) e coeficiente de amortecimento (&). A

frequéncia amortecida (ana) é dada pela seguinte expressdo:
w, =) -A[1-E? (2.4)
A resolucdo do problema através do integral de Duhdamel, equivale a subdividir a excitacdo actuante

numa sequéncia de funcbes impulsivas e calcular a resposta resultante, atraveés da soma das respostas

da estrutura a cada um dos impulsos em que a excitagdo foi discretizada.

Na Figura 2.1 representam-se as respostas a um impulso de dois osciladores de um grau de liberdade,

com diferentes valores do coeficiente de amortecimento.

0.04

0.02 J‘!ﬂn
IR ERTT
LRI SR STTS IRV YOS oS
PRI AL

MUU I

tempo (s)
Figura 2.1 — Respostas de dois osciladores de um grau de liberdade a um impulso.

Em alternativa, a equacdo diferencial (2.1) pode ser resolvida procedendo & sua transferéncia para o
dominio da frequéncia, por aplicacdo da transformada de Fourier a cada um dos seus menbros. Como a
derivacdo no dominio do tempo se transforma no produto por i@ no dominio da frequéncia, a equagdo

diferencial do movimento d& lugar a seguinte equacéo algébrica:

—m-o®-Q(w)+c-i-w-Q(w) +k-Q (w) =P (w) (2.5)

sendo Q1(w) e P1(w) as transformadas de Fourier de ga(t) e pa(t).

A grande vantagem de escrever a equacdo no dominio da frequéncia reside no facto de a equacéo

(2.5), permitir obter, de forma explicita, a resposta a partir da excitacéo:

Qw)=—y @

. =H,(0) P (®) (2.6)
- -m+i-w-c+k

10
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Hi(w) designa-se funcao de resposta em frequéncia (FRF) de um oscilador de um grau de liberdade e é

definida pela seguinte expressao:

1 1/m

Hi(0)=—5—— =
—o"-Mm+i-o-c+k o -0 +2-i-& 0o

2.7)

A segunda igualdade da equacdo (2.7) obtém-se dividindo o numerador e o denominador por m,

representando a frequéncia natural do oscilador por @, =vk/m e usando a igualdade:

c=2-{m-w,.

Correspondendo a operagéo de convolucdo, expressa pela equagdo (2.2), no dominio do tempo, a um
produto no dominio da frequéncia, facilmente se demonstra que a funcdo de resposta em frequéncia,

Hi(w), é a transformada de Fourier da fungdo de resposta a um impulso unitario, h(t-7).

A FRF ¢é uma funcdo que, no dominio da frequéncia, caracteriza o comportamento do oscilador,
possibilitando transformar a sua excitagdo na sua resposta. Na Figura 2.2 apresenta-se o grafico desta
funcdo complexa (constituida por uma parte real R e por uma parte imaginaria 1), através da sua
amplitude (\/ R% +1 2) e fase (arctg(l /R)), para um oscilador com uma frequéncia natural e e um
coeficiente de amortecimento variavel. Como facilmente se deduz da equacdo (2.7), a amplitude da
FRF apresenta um maximo em correspondéncia com a abcissa @ = \/1—7 - @y, que para coeficientes

de amortecimento baixos é uma boa estimativa da frequéncia natural do oscilador.

FRF FRF
50 A ; [y — ‘
— 1%
S—— 50/()
B 10% || 50
" - 20%
S30- — 50% |
2 - 3
s §-100
Eoot
150+
10_ ................... ke
0 ; -200 i ‘ i
15 2 0 05 1 15 2
ol/o1 o/o1

Figura 2.2 — Funcdo de Resposta em Frequéncia: amplitude e fase

A anélise dos gréficos da fungdo de resposta em frequéncia permite de forma imediata identificar
aproximadamente a frequéncia natural do oscilador, através do maximo da amplitude e de uma
mudanca de 180° da fase. E também possivel estimar o coeficiente de amortecimento a partir da forma
do grafico da amplitude na vizinhanga do méaximo, verificando-se que quanto mais agucado este for,

menor sera o coeficiente de amortecimento.

11
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A funcio de resposta em frequéncia apresentada relaciona forcas com deslocamentos. E possivel,
contudo, definir FRFs para relacionar forgas com velocidades ou forgas com aceleracGes. Estas FRFs
podem ser obtidas a partir da primeira multiplicando-a sucessivamente por iw. No Quadro 2.1

apresentam-se as diferentes FRFs, bem como a sua designagé&o:

Quadro 2.1 — Funcdes de resposta em frequéncia

Designacao Tipo de relagdo Expressao
A 1 1

Receptancia Forgas — Deslocamentos | Hi(@)=— ——— :
m o -0 +21-&0-

- . 1 i-w

Mobilidade Forcas — Velocidades Hi(@0)=— ———F——
m o -0 +21-& 0w

. . 1 — w?

Inertancia Forcas — Aceleracdes Hi(@)=———— :
m o -0 +20-& 0 o

2.2.1.2 Osciladores de multiplos graus de liberdade

O movimento de um oscilador de maltiplos graus de liberdade com amortecimento viscoso é regido
pela equagdo matricial (2.8), com dimenséo n;, em que n2 é o numero de graus de liberdade do

oscilador.

M-6(t) +C-q(0) +K-q(t) = p(t) (2.8)

As matrizes M, C e K sdo a matriz de massa, amortecimento e rigidez do sistema, cujos elementos m;;,
cij e kijj representam as forcas generalizadas em correspondéncia com a coordenada i, quando na
coordenada j € introduzida uma aceleragdo, uma velocidade ou um deslocamento generalizado

unitario, respectivamente.

Os vectores ¢j(t), q(t), q(t) contém as aceleragdes, velocidades e deslocamentos generalizados
relativos a cada um dos graus de liberdade da estrutura, enquanto o vector p(t) contém as forgas

aplicadas segundo cada um dos grau de liberdade da estrutura.

Este sistema de equacOes diferenciais de segunda ordem, pode ser resolvido, no dominio do tempo,
recorrendo a fungdes de resposta a impulsos (Caetano 1992). No entanto, a sua anélise no dominio da

frequéncia é mais interessante.

12
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Seguindo uma sequéncia de passos analoga a utilizada para os sistemas de um grau de liberdade, cuja
operacdo fundamental é a aplicacdo da transformada de Fourier a ambos os membros do sistema de
equacdes (2.8), obtém-se uma expressao matricial, que relaciona, no dominio da frequéncia, a resposta

com a excitagéo:

Q(@) = H(w)-P(w) (2.9)

onde Q(w) e P(w) sdo vectores de dimensdo n, que representam as transformadas de Fourier da
resposta e da excitacdo, respectivamente, e H(w) € uma matriz de dimensdo n,xn,, em que cada
componente genérica H;(w) € uma funcdo de resposta em frequéncia do sistema, que relaciona a
resposta segundo a coordenada i com a forga generalizada aplicada segundo a coordenada j. Esta

matriz relaciona-se com as matrizes que caracterizam a estrutura através da seguinte expressao:

H@)=[-0? M+i-0-CcrK] (2.10)

No entanto, a obtencdo da matriz das fungdes de resposta em frequéncia através da equacdo (2.10) é
muito laboriosa, pois obriga ao calculo da inversa de uma matriz complexa para cada frequéncia em se
pretenda definir esta matriz. A formulagdo modal, que sera descrita de seguida, permite obter a matriz

das FRFs através de um procedimento numericamente mais eficiente.

Exemplo

Para ilustrar os conceitos que vdo sendo apresentados ao longo deste capitulo, é introduzido um exemplo,
gue serad analisado considerando diferentes abordagens. Este exemplo refere-se a um pequeno modelo
fisico da estrutura de um edificio, constituida por trés pisos ligados entre si por 4 pilares. As lajes de piso
sdo materializadas através de chapas em aco com 1 cm de espessura e os pilares sdo Iaminas de aluminio

com uma altura entre cada piso de 17 cm. Na Figura 2.3 representa-se uma perspectiva cotada do modelo.

Nesta fase, para reduzir a dimensao do problema, é feita apenas a analise plana do modelo, considerando a
direccdo mais flexivel do pértico tridimensional. Assim, a estrutura pode ser representada, de forma

simplificada, pelo esquema da Figura 2.4.

13
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Figura 2.3 Perspectiva do modelo Figura 2.4— Idealizagdo estrutural plana do modelo

Para este exemplo, a equacéao (2.8) pode escrever-se sob a seguinte forma:

0 0] [% 2c —¢ 0] |X 2k -k 0 ||x [
m O||%[+|-c 2c —c||%|+|—-k 2k —k||X|=|p, (2.11)
0 m||X 0 -c ¢ Xq 0 -k k Xg p;

o o 3

Na Figura 2.5 e na Figura 2.6, representam-se 0s termos da matriz H(w), calculada através da equagéo
(2.10), considerando k :4-12E|/L3 (El rigidez a flexdo dos pilares e L altura dos pilares),
m = 1.7663 kg e adoptando dois valores para o amortecimento ¢=0.01-2-m-./k/m (5: 1%) e
c=0.05-2-m-Jk/m (5: 5%). Para o tracado dos gréficos, as funcdes de resposta em frequéncia foram

avaliadas em 1500 pontos, sendo portanto necessario calcular a inversa de 1500 matrizes.

A analise destes graficos permite, tal como no caso simples do oscilador linear de um grau de liberdade,
identificar algumas caracteristicas dinamicas do sistema: as suas frequéncias naturais correspondem a
picos da amplitude e a mudancas de fase de 180° a forma dos picos depende do coeficiente de
amortecimento associado a cada um dos modos. Observa-se que, para esta estrutura, com a matriz de
amortecimento definida em (2.8), o coeficiente de amortecimento do terceiro modo é maior que o do

segundo e este é maior do que o amortecimento associado ao primeiro modo.

14



Capitulo 2
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Figura 2.5 — Matriz da amplitude das FRF para dois valores de amortecimento

5: 1% (trago continuo) e 5: 5% (ponteado)
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Figura 2.6 — Matriz da fase das FRF para dois valores de amortecimento

é?= 1% (trago continuo) e g;= 5% (ponteado)
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Formulacdo Modal

A formulagdo modal permite transformar o sistema de n, equagdes diferenciais do movimento num
conjunto de n, equagBes diferenciais independentes. Tal é conseguido, expressando o vector dos
deslocamentos através da combinacao linear de n, vectores independentes. Estes vectores designam-se
modos de vibracéo do sistema (¢) e os coeficientes da combinacédo linear denominam-se coordenadas

modais (Qmk).

Nas estruturas ndo amortecidas, a equacao de movimento livre é a seguinte:

M -q(t) +K-q(t)=0 (2.12)

Se for admitido que as solucGes da equacao anterior sdo do tipo:

q(t) = ¢, - ™" (2.13)

0s modos de vibragdo sdo determinados a partir da resolucdo do problema de valores e vectores

préprios expresso pela seguinte equacao:

K-g.=—4"-M-g, (2.14)

Deste, resultam n, valores proprios (—/1k2) e 0s respectivos vectores proprios (¢, ). Os vectores
préprios sdo os modos de vibragdo da estrutura e os valores préprios sdo iguais ao quadrado das
frequéncias angulares ndo amortecidas, sendo portanto a relagéo ente os A, e as frequéncias angulares

ndo amortecidas (@, ) a seguinte:

Os modos de vibracao sdo frequentemente organizados numa matriz @, que se designa matriz modal e

que contém nas suas colunas os modos de vibrag&o.

A separacdo das equacOes do sistema (2.8), em estruturas sem amortecimento, é conseguida, porque 0s
modos de vibracao sdo ortogonais em relacdo as matrizes de massa e de rigidez da estrutura, ou seja,

satisfazem as seguintes condicdes:
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O K-®= K,
(2.16)

O -M-O= m,

Os segundos membros das igualdades sdo matrizes diagonais, que contém nas suas diagonais
principais a rigidez modal (k«) e a massa modal (mx) dos n. modos, respectivamente. Como os modos
que resultam do problema de valores e vectores proprios séo definidos a menos de um factor de escala,

é usual escala-los de forma a tornar as massas modais unitarias.

Pré-multiplicando a equacdo (2.14) por (ka e usando as igualdades (2.15) e (2.16), verifica-se que as
frequéncias angulares ndo amortecidas, de cada um dos modos, podem ser obtidas através de uma

expressdo semelhante a que é usada para os osciladores de um grau de liberdade:

W= |— 2.17
N 217)

Para realizar a separacdo das equagdes do sistema (2.8) em estruturas amortecidas, é ainda necessario

assumir a ortogonalidade dos modos de vibragdo em relagdo a matriz de amortecimento:

o'.C-d= Cy = 2-&-m - o, : (2.18)

Na segunda igualdade da expressdo anterior é estabelecida a definicdo do amortecimento modal (cx).

Esta ortogonalidade verifica-se, em relagdo aos modos de vibracéo determinados para as estruturas ndo
amortecidas, se 0 amortecimento for considerado do tipo proporcional, isto é, se a matriz de
amortecimento C for obtida por uma combinacéo linear das matrizes M e K, como a apresentada na

expressao (2.19) (Clough e Penzien 1993).

C=M-Zab-[M’l-K]b (2.19)
b

Note-se que, o conhecido amortecimento de Rayleigh (C=a-M+ £K) € um caso particular da

expressao apresentada, que se obtém considerando apenas os termosb=0e b = 1.
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Este modelo de amortecimento admite que a distribuicdo do amortecimento ao longo da estrutura é
proporcional a distribuicdo de massa e de rigidez. Esta suposi¢do, que facilita o tratamento matematico
do problema, na realidade acaba por ser valida para a maioria das estruturas. No entanto, na sec¢do 2.3

sera apresentada uma formulagéo que permite tratar modelos de amortecimento mais gerais.

Se, para solucdo geral do movimento livre de osciladores de multiplos graus de liberdade com
amortecimento proporcional, também for considerada a expressdo (2.13), obtém-se 2n; valores de 4, ,
gue se relacionam com as frequéncias angulares ndo amortecidas e com o0s coeficientes de

amortecimento modais através da seguinte expressao:

ﬂ’k’ﬂ'k* ==& o i 1_§k2 " Wy (2.20)

O indice o significa complexo conjugado.

Assim, se a resposta q(t) de um oscilador linear de n, graus de liberdade com amortecimento

proporcional for definida no espago modal, isto é, em fungdo dos modos de vibragao:

40 = 0 i O (2.21)
k=1

o sistema de equacdes é transformado nas seguintes n, equacdes diferenciais independentes:

My - Gy (0 +Cc - Gy (O + Ky - Ay ) = P () k=1....m, (2.22)

onde as componentes modais da excitagdo p«(t) resultam do produto do transposto do modo de

vibracdo k pelo vector da excitacdo p(t).

A equacdo (2.22) é idéntica a equacdo que rege o movimento de um oscilador de um grau de liberdade
(2.1), podendo ser resolvida no dominio do tempo através do integral de Duhamel ou ser transportada

para o dominio da frequéncia, surgindo sob a forma:

Qui (@) = H (@) - B (@) (2.23)

Cada uma das funcGes de resposta em frequéncia no espaco modal Hni é definida, em funcdo dos

pardmetros modais, pela expressao:

1
Hmk (60) = 2

- 2.24
o -0’ +2-i-& 00, (224)
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A matriz das funcdes de resposta em frequéncia completa, no sistema de coordenadas generalizadas

iniciais, pode ser obtida a partir da seguinte equacao:

H@)=® H, (@) @ =D H, o 0 (2.25)

k=1

onde a matriz Hn € uma matriz diagonal que contém, na sua diagonal principal, as funcdes de resposta
em frequéncia no espaco modal, encontrando-se os modos de vibracdo normalizados em relagdo a

matriz de massa.

Da expressdo que resulta da segunda igualdade da equagdo (2.25), facilmente se obtém a seguinte

equacao, que permite o célculo dos elementos da matriz das FRFs:

H(i‘j)(a)):i . (CDi)k '((/7j)k

2 -
o —0° +210-& -0 o,

(2.26)

onde (¢;), € a componente i do modo de vibragio k.

O célculo da matriz das fungdes de resposta em frequéncia através da formulagdo modal é muito mais
eficiente, ndo sé pelo facto das operagdes matematicas envolvidas serem mais simples, mas também
porque € possivel ter em considera¢cdo um numero de modos de vibragdo limitado, bastando para tal
alterar o limite superior dos somatorios das expressdes (2.25) e (2.26), para contabilizar apenas a

contribuigdo dos primeiros modos, que se julguem representativos do sistema dindmico.

Finalmente, a resposta da estrutura, no dominio da frequéncia, pode ser obtida fazendo uso conjunto
das equag0es (2.21) e (2.23):

Q) =Y ¢, - Hue (@) P () (227)
k=1
Exemplo

A matriz de amortecimento da estrutura em analise é do tipo proporcional. Logo, os vectores prdprios
podem ser determinados através do problema de valores e vectores proprios definido pela expressdo
(2.14). As frequéncias naturais identificam-se com a raiz quadrada dos valores proprios obtidos, 0s
coeficientes de amortecimento modais obtém-se dividindo os amortecimentos modais de cada modo,

obtidos atraves da equagdo (2.18), por 2., - m, (amortecimento critico).
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No Quadro 2.2 e na Figura 2.7 apresentam-se os valores calculados dos pardmetros modais, considerando

c=0.01-2-m-/k/m.

Quadro 2.2 — Frequéncias e coeficientes de amortecimento

Frequéncia Coeficiente de
Modo Natt?ral (H2) Amortecimento
Modal (%)
1 45622 0.45
2 12.7830 1.25
3 18.4719 1.80

é k / ; -0.328 0.737 -0.591

d={-0591 0328 0.737

E 5 t : -0.737 -0.591 -0.328
Modo 1 Modo 2 Modo 3

Figura 2.7 — Modos de vibracao e matriz dos vectores préprios

Os resultados apresentados estdo de acordo com os resultados previstos a partir da matriz das FRF: as
frequéncias naturais coincidem com as abcissas dos picos e os valores dos coeficientes de amortecimento

modais aumentam com a ordem do modo.

Na Figura 2.8 representam-se as amplitudes das fungdes de resposta em frequéncia no espago modal,

calculadas com a equagdo (2.24).

Amplitude FRF

o
wm
rj‘ .
o
IS

25
Freguéncia (Hz)

Figura 2.8 — Amplitude das fungdes de resposta em frequéncia no espaco modal
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2.2.2 Excitagdo estocastica

Quando a excitacdo da estrutura € aleatdria, a sua caracterizacdo tem que ser realizada com base em
conceitos probabilisticos, pelo que se torna conveniente idealizar a excitacdo através de um processo

estocéstico (Cunha 1990).

Por processo estocéstico x(t) entende-se o conjunto de n (n — o) fungdes aleatdrias (realizagbes do
processo) xi(t) (i = 1, 2, 3, ..., n) dependentes do parametro t (que nos problemas de dindmica
estrutural representa o tempo), associadas a caracterizagdo de uma determinada grandeza fisica, no
caso de processos escalares (por exemplo, a aceleracdo de um grau de liberdade da estrutura) ou de
varias grandezas, no caso de processos vectoriais (por exemplo, as trés componentes ortogonais da
aceleracdo num ponto da estrutura). A Figura 2.9 representa esquematicamente um processo
estocastico escalar. Esta figura serve para definir a notacdo usada nas expressdes do Quadro 2.3 (no
escalar Xj o primeiro indice estd associado ao instante temporal e o segundo a realizacdo a que

pertence).

Xie = X¢(tj)

/\/\

Figura 2.9 — As n realizagBes do processo estocastico x(t)

A caracterizagdo dos processos estocasticos € habitualmente realizada com base nas grandezas

estatisticas que se definem no Quadro 2.3, tomando como referéncia um processo estocastico escalar

x(t):
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Quadro 2.3 — Grandezas estatisticas de um processo estocastico

Designacao Expresséo
- . L
Média no instante t; m, = E[xt)]=lim=->" X,
n—o N

k=1

Valor quadratico médio n
f m , = E[x(t-)2]= lim®. 3% 2
H Xi | ik

no instante t; noon

n
Variancia no instante t; My = E[[x(ti) -my ]2]= rI]I_r)TJO% . Z(Xik —m,;)?
k=1

Desvio padréo

no instante t; Oyi = Hyi
Funcéo de
auto-correlacao referida T L
¢ Rx(ti,tj)zE[X(ti)x(tj)]zr!mﬁ-zxik-Xjk
aos instantes tj e t; k=1
Funcao de 1, (6 5) = E[0t) - m,)(x(t )~ myy)]=
auto-covariancia referida 1 &
aos instantes tj e t; zgﬂﬁ'é(xik —mxi)'(x Kk~ mxj)

Para simplificar o tratamento matematico dos processos estocasticos, em diversas aplicacfes praticas,
€ comum assumir-se gque 0S processos estocasticos sdo estacionarios e ergddicos. O facto de ser
estacionario significa que as suas caracteristicas estatisticas sdo independentes do instante temporal. A
ergocidade significa que o valor dos parametros estatisticos avaliados tendo em conta as diferentes
realizacGes, para um determinado instante de tempo, é igual ao dos mesmos parametros estatisticos

avaliados apenas numa realizacdo ao longo do tempo.

Nas aplicacbes apresentadas ao longo deste trabalho serd também admitido que 0s processos
estocasticos apresentam média nula e natureza Gaussiana. Esta é uma caracteristica comum a muitos
fendmenos naturais, porque, segundo o0 Teorema do Limite Central, a soma de um grande nimero de
variaveis aleatorias independentes, cada uma com diferentes distribui¢des individuais, tende para uma

distribuicdo normal.

Se se admitir que o processo estocastico € estacionario e ergodico, a fungdo de auto-correlagdo
definida no Quadro 2.3 ndo depende dos instantes temporais ti e tj, depende apenas do seu
desfasamento temporal (7 =t; —t;), e pode ser calculada usando uma unica realizagdo do processo

(x(t)), tal com é efectuado na equacéo (2.28).
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+T/2

R, (1) = lim = [x, (), (t+o)dt (2.28)
T—>OOT -T/2

Na Figura 2.10 representa-se esquematicamente a funcdo de auto-correlacdo de duas séries temporais,
podendo observar-se que quanto mais irregular é o processo, mais rapidamente a funcdo de auto-
correlacdo tende para zero com o crescimento de t. No caso limite de um processo idealmente

aleatorio, a funcéo de auto-correlacdo apenas tem ordenada nao nula na origem.

RYT) R

.

x(t)

Av&vﬂvﬂwﬂoﬂv%ﬂgﬂvuﬂ.vﬂmﬁ]\.vn.ﬂ\a [
AR
Figura 2.10 — Influéncia da irregularidade do processo na funcdo de auto-correlagdo

Na Figura 2.10 podem ainda ser identificadas outras caracteristicas das func¢Ges de auto-correlagdo
associadas a processos estocasticos estacionarios de média nula: sdo fungdes simétricas com um

maximo na origem, cuja ordenada é igual & variancia do processo.

A funcéo de auto-correlagdo pode ser transposta para o dominio da frequéncia através da transformada
de Fourier - equacdo (2.29), obtendo-se uma fungdo que se designa auto-espectro ou espectro de

poténcia.

Sy (@)= TRXX (r)-e"7dz (2.29)

O auto-espectro ¢ uma funcéo real que quantifica a distribuicdo do contetdo energético do sinal ao
longo das frequéncias. A area do grafico representa o conteido energético total do sinal, que para

sinais de média nula é igual ao valor da sua variancia.

Como se verifica na Figura 2.11, quanto mais irregular é o sinal mais alargada é a gama de frequéncias
com conteudo energético significativo. O caso (c) € um caso extremo em que o sinal recebe a
contribuicdo de todas as frequéncias, um sinal deste género é idealmente aleatério e designa-se de

ruido branco.
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Um ruido branco, como o representado na Figura 2.11, conduz a um espectro com area infinita e a
uma funcéo de auto-correlagdo com uma ordenada de valor infinito na origem, pelo facto da variancia
ser infinita, e com ordenadas nulas em todas as restantes abcissas, pelo facto do sinal ser idealmente

aleatorio.

Na realidade uma variancia infinita ndo é realista, pelo que, nas aplicacdes préaticas é usual considerar-
se um ruido branco de banda limitada, isto é, um processo estocastico cujo auto-espectro tem

intensidade constante dentro de um determinado intervalo de frequéncias.

Na aplicacdo dos métodos de identificagdo, baseados na medi¢do da resposta da estrutura a uma
excitagdo ambiental, assume-se que a excitagdo tem as propriedades de um ruido branco: espectro de
poténcia constante e funcdo de auto-correlacdo com ordenada na origem igual a variancia do processo

e valor nulo em todas as restantes abcissas.

b S,(w) A Sylw) ASy(w)

Ax(t) A x(t) x(t)

e -

(c)

(a

Figura 2.11 — Relac&o entre os espectros de poténcia e 0s processos estocasticos

Os conceitos de funcdo de auto-correlacdo e auto-espectro podem ser generalizados, de forma a
considerar dois processos estocasticos (X1 e Xz). Assim, aparece a funcdo de correlacdo cruzada e o

espectro cruzado, definidos pelas equacdes (2.30) e (2.31), respectivamente.

+T1/2
R, (7)=lim= J.xlr(t)-XZr(t+r)dt (2.30)
- ToeT -T/2
Sy, (@) = IRXle () e dr (2.31)

Em alternativa, a fungéo densidade espectral cruzada pode ser calculada, a partir das séries temporais,

através da seguinte expressao:
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1S Fr D] - Fr % (0]
S,y (@) =Ilim= ‘ ‘
T % T

(2.32)

Fr. [xl(t)] significa transformada de Fourier da realizacéo r do processo estocastico x, (t) , restringida
ao intervalo [-T/2, -T/2].

Como é evidente, a expressao anterior também é adequada para o calculo dos auto-espectros, bastando
para tal considerar x; = X,. Desta expressdo, facilmente se conclui que os auto-espectros sdo fungdes
reais, pois resultam da multiplicacdo de niumeros complexos pelos seus complexos conjugados, e que

0s espectros cruzados sdo fungbes complexas.

Agrupando num Unico vector y(t) varios processos estocasticos associados a caracterizacdo de um
determinado fendmeno fisico, constitui-se um processo estocastico vectorial. Neste caso, a fungdo
escalar de auto-correlacdo e substituida por uma matriz de correlacdo. Esta matriz contém nos
elementos da diagonal principal as func¢Ges de auto-correlacdo, relativas a cada uma das componentes
do processo, e nos elementos fora da diagonal principal (linha i, coluna j) a correlagdo cruzada entre a
componente i e a componente j. Para um processo estocastico vectorial estacionario y, esta matriz é

definida pela seguinte expressao:

R,(x)=Ely(t)- y(t+7)"] (2.33)

De forma equivalente, para 0s processos estocasticos vectoriais, € também definida uma matriz de
espectros, que também contém auto-espectros na diagonal principal e espectros cruzados fora da

diagonal.

No caso particular dos processos estocasticos vectoriais do tipo ruido branco, a matriz das correlagGes

assume a forma do produto de uma matriz constante por um impulso de Dirac (X 7)):
R,(r)=R, -4(7) (2.34)

A matriz dos espectros que resulta da aplicacdo da expressdo (2.31) a matriz anterior, € uma matriz

constante e igual a Ry.

Nos pontos seguintes, sistematizam-se as relagfes estocasticas excitacdo-resposta para analisar
estruturas sob acc¢des aleatdrias, sendo dada particular énfase ao caso em que estas podem ser

idealizadas através de processos estocasticos do tipo ruido branco.
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2.2.2.1  Osciladores de um grau de liberdade

Para osciladores lineares de um grau de liberdade solicitados por uma excitacdo aleatdria, podem ser
estabelecidas varias relaces excitacdo-resposta no dominio da frequéncia que importa destacar. Estas
relaces, demonstradas em (Maia e Silva 1997), em vez de relacionarem a transformada de Fourier da
resposta com a transformada de Fourier da accdo, através da funcdo de resposta em frequéncia, usam a

mesma funcéo de resposta em frequéncia para relacionar os espectros da resposta e da accéo.

Sqq (@) =H,(®) - H, (@) S, , (@) =|H, (@) - S, ,, (@)
Spq (@) =H,(®)S,, () (2.35)

Sqlq1 (60) = Hl(a)) ’ Sqlp1 (a))

A primeira equacdo, apenas permite identificar a amplitude da fungdo de resposta em frequéncia,
tendo por base o conhecimento da resposta e da excitacdo. As duas ultimas tém a vantagem de, com a

mesma informac&o, permitirem identificar a amplitude e a fase da funcéo de resposta em frequéncia.

Se a excitacdo for idealizada por um ruido branco, o auto-espectro da excitacdo é constante. Portanto,
usando a primeira igualdade do grupo de equac6es anterior, verifica-se que o0 auto-espectro da resposta
do oscilador de um grau de liberdade é igual ao quadrado da amplitude da funcdo de resposta em
frequéncia multiplicado por uma constante. Esta constatagdo ¢ muito importante pois, como ja foi
mostrado, a partir da amplitude das funcBes de resposta em frequéncia é possivel extrair as
caracteristicas dindmicas dos osciladores. Assim, sendo 0 espectro de poténcia da resposta
proporcional ao quadrado da amplitude da funcdo de resposta em frequéncia, a partir deste também é

possivel identificar as caracteristicas dinamicas da estrutura.

2.2.2.2 Osciladores de multiplos graus de liberdade

No caso de osciladores com multiplos graus de liberdade pode demonstrar-se (Cunha 1990) que, a

primeira igualdade definida em (2.35) pode ser generalizada da seguinte forma:

Sq(@)=H(®)-S (@) - H" (@) (2.36)

H(w) representa a matriz das funcdes de resposta em frequéncia (o indice " significa transposicao da
matriz e obtencéo dos complexos conjugados dos seus elementos), S,(w) é a matriz dos espectros da

resposta da estrutura e S, (w) a matriz dos espectros da excitacao.
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Se se assumir que a excitagdo actuante ao nivel dos diferentes graus de liberdade da estrutura (“input”)
tem as caracteristicas de um ruido branco, entdo a matriz dos espectros da excitacdo é constante e
dependente do valor da matriz das correlagbes para T = 0 (Rp), € a matriz dos espectros da resposta
passa a depender exclusivamente da matriz das funcfes de resposta em frequéncia e de uma matriz

constante:

Sq(@)=H(®)-R,-H" () (2.37)

Se os “inputs”, para além de serem ruidos brancos, também forem estatisticamente independentes
entre si, as correlagdes cruzadas sdo nulas e portanto a matriz R, é uma matriz diagonal. Neste caso,
usando a expressdo (2.26), a contribuicdo de cada modo genérico k, para um qualquer elemento (linha
i, coluna j) da matriz dos espectros das respostas, pode ser calculada através da seguinte expressao:

(1) (o i R @), (20

Sag; (@)= Z . (2.38)

T 0" +21-& 0 o o’ -0*-2-i-& 0o,
Esta expressdo é bastante interessante pois separa a contribuicdo de cada um dos modos de vibracao
para 0 espectro da resposta e relaciona o espectro da resposta com as caracteristicas modais da

estrutura.

Exemplo:

Para o portico em analise, calculou-se a matriz dos espectros da resposta, usando a expressao (2.36) e
adoptando para matriz dos espectros da excitacdo a matriz identidade. Assim, assume-se que as
excitacfes dos diferentes graus de liberdade sdo independentes e sdo ruidos brancos. Na Figura 2.12
apresenta-se a amplitude dos elementos (1,1) e (2,3) da matriz dos espectros e a contribui¢do de cada um

dos modos de vibracao (calculada a partir da expressdo (2.38)) para 0s mesmos elementos.
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s1

| —— modo 1

. ) T e e L e
10 : | modo3 feei 10 : | moda2 |
| modo3 [

10 15 20 25 10 15 20
f{Hz) f{Hz)

Figura 2.12 — Elementos (1,1) e (2,3) da matriz dos espectros de resposta.

Verifica-se que os elementos da matriz dos espectros representados, na vizinhanca das frequéncias
naturais da estrutura, ficam bem caracterizados se apenas for contabilizada a contribuicdo do modo de

vibracéo com a frequéncia correspondente.
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2.3 Formulacéo de estado

Na seccdo anterior, verificou-se que na formulacdo modal classica a determina¢do dos modos de
vibragcdo de um sistema linear dindmico e subsequente separacdo das equacdes de equilibrio,
pressupde que o amortecimento considerado € do tipo proporcional, situacdo em que 0s modos de
vibracdo da estrutura amortecida sdo iguais aos modos de vibracdo da mesma estrutura sem
amortecimento. Na realidade porém, a distribuicdo do amortecimento na estrutura ndo é proporcional a
distribuicdo de rigidez e de massa. A existéncia de um amortecedor localizado é suficiente para

inviabilizar a hip6tese de amortecimento proporcional.

A formulacéo de estado permite ultrapassar esta limitagdo, possibilitando também a construcdo de
modelos matematicos onde as caracteristicas dos dados experimentais sdo especificamente
consideradas. Esta formulagdo permite a modelacdo do ruido, sempre existente em trabalhos
experimentais, bem como a construgcdo de modelos discretos no tempo, adaptados a utilizacdo de
séries temporais recolhidas em trabalhos experimentais. Por todas estas razdes, € uma formulacdo que

se torna mais poderosa no contexto da identificagdo experimental de sistemas.

Nesta secgdo é realizada a apresentagdo dos fundamentos tedricos dos modelos de estado, que s&o
essenciais para a compreensdo dos métodos de identificacdo neles baseados. Na apresentacdo, segue-
se uma sequéncia de modelos que se vdo aproximando gradualmente da realidade experimental.
Comeca-se por descrever os modelos continuos, passa-se depois para 0s modelos discretos, que
consideram o caracter discreto das séries temporais recolhidas experimentalmente e, finalmente,
descrevem-se 0s modelos discretos estocésticos, que consideram a existéncia de ruido e possibilitam a

caracterizacdo da reposta do sistema dindmico a uma excitacao aleatoria.

2.3.1 Modelos continuos

Na formulagdo de estado, o sistema de equacdes diferenciais de equilibrio de segunda ordem, com
dimensdo ny, € transformado num sistema de n = 2-n, equagdes diferenciais de primeira ordem. Para
tal, define-se o vector de estado x(t) com n linhas, que é constituido pelos deslocamentos q(t) e
velocidades q(t) dos n, graus de liberdade da estrutura, as matrizes P e Q, que sdo funcdo das
matrizes de massa, rigidez e amortecimento da estrutura e a matriz B, de dimensdo n,-m, constituida
por zeros e uns, que estabelece a correspondéncia entre 0os m graus de liberdade segundo os quais a

estrutura é excitada e os n, graus de liberdade do modelo numérico (Juang 1994):
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_la) [c ™ [k 0 L
x(t)_[q(t)} , P{M 0} , Q_[O _M} ., p(t)=B, -u(t) (2.39)

e constitui-se um sistema de equacOes diferenciais de primeira ordem, equivalente ao caracterizado

pela expressao (2.8):

P-X(t) + Q- x(t) =E’;]u(t) (2.40)

Considerando para g(t) a mesma solucdo genérica que foi adoptada na formulagdo modal cléassica:
q(t) =@, -e’™", encontra-se um problema de valores e vectores proprios caracterizado pela seguinte

equacao (Peeters 2000):

Q-¥W=-P- ¥ A, (2.41)

As matrizes Ac e V¥ contém os valores e vectores proprios. As equagles seguintes estabelecem a
correspondéncia entre os elementos destas matrizes e os modos de vibragdo (¢) e 0s A, que

caracterizam o comportamento dindmico da estrutura:

A O *
Ac=|D O e @0 O
0 A ®O-A O A

(2.42)

Tal como no caso do amortecimento proporcional, 0s Ak relacionam-se com as frequéncias naturais e

com os amortecimentos modais através da expressdo (2.20).

Os modos de vibragdo das estruturas com uma matriz de amortecimento viscoso ndo proporcional
podem ser complexos (Mitchell 1990), isto &, ser caracterizados por vectores de nimeros complexos.
Num modo de vibracdo real, todos os pontos atingem o deslocamento maximo em simultaneo. Num
modo complexo tal ndo acontece. A cada ordenada de um modo de vibracdo complexo, esta associado
um ntmero complexo, que pode ser representado pela sua amplitude e fase. A amplitude indica o valor
maximo de cada componente modal e a fase 0 momento em que este ocorre: se as componentes
modais de dois graus de liberdade, associadas a um determinado modo, tiverem igual fase, ambos
atingem o seu deslocamento maximo em simultaneo; se tiverem uma diferenca de fase de 180°,
quando um atinge o seu deslocamento maximo o outro atinge o seu deslocamento minimo (estdo em

oposicao de fase); se tiverem uma diferenca de fases entre 0° e 180°, 0 modo é complexo e 0s seus
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deslocamentos maximos ocorrem com um desfasamento temporal proporcional a diferenga de fase. Na
Figura 2.13 representam-se, no plano dos nimeros complexos, as componentes relativas a trés

possiveis modos de vibracdo de um oscilador de trés graus de liberdade.
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a) Modo real com componentes reais  b) Modo real com comp. complexas ¢) Modo complexo

Figura 2.13 — Representacdo de modo de vibragdo no plano dos nimeros complexos.

O modo representado na figura a) € um modo que apenas apresenta componentes reais, como sucede
na aplicacdo da formulacdo modal classica. O modo representado em b), embora seja definido por
componentes complexas, apresenta diferencas de fase nulas ou iguais a 180° entre as diferentes
componentes, sendo pois um modo real. Tal pode suceder, por exemplo, ao quantificar-se um modo de
vibracdo de uma estrutura com amortecimento proporcional através de uma formulagdo de estado. O
modo representado em c¢) apresenta componentes complexas que tém diferencas de fase diferentes de 0
e 180° sendo portanto um modo complexo, resultando da existéncia de amortecimento néo-

proporcional.

A representacdo da deformada da estrutura associada a modos complexos ndo pode ser realizada com
recurso a esquemas estaticos do tipo do da Figura 2.7. Estes tém que ser representados através de
animac0es que apresentem os valores das amplitudes das varias componentes dos modos em diferentes

instantes de tempo.

E de assinalar que num caso geral, a matriz ®, que contém os modos de vibracio, ndo diagonaliza as
matrizes de massa, rigidez e amortecimento. Nesta formulacéo, as condi¢des de ortogonalidade sdo as

seguintes:

YPY=| g . YT-Q-¥=| b (2.43)

As matrizes que contém os coeficientes ax e by sdo designadas matrizes modais a e b. Se estas

condicdes de ortogonalidade forem introduzidas na equacéo (2.41), conclui-se que:
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\ \
Ac=- Ya || b (2.44)

Equacéo de Estado

A equacdo de estado € obtida a partir da equacdo (2.40), multiplicando ambos os termos pela matriz

inversa de P:

%(t) = A - X(t) + Bg -u(t) (2.45)

Sendo Ac e Bc matrizes quadradas de dimenséo n, definidas pelas seguintes equagdes (o sub-indice C

significa que este modelo é continuo no tempo):

Cpigl| O |
Ao="PTR=1_ ek _mic

(2.46)
4 | Bs 0
B.=P - =

0 M™.B,
A matriz Ac pode ser relacionada com as matrizes de valores e vectores proprios ¥ e Ac:
\ \
A =—P'.Q=-¥- Ya, T oyt b, gyt
\ \ (2.47)

A=Y A P oA -P=V A,

Esta relacdo é importante, pois mostra que os valores e vectores proprios da matriz Ac coincidem com
os valores e vectores préprios que resultam da equacdo (2.41), sendo portanto possivel extrair desta

matriz toda a informacao modal do sistema dinamico.
Equacéo de Observagéo

Numa experiéncia de analise dindmica de uma estrutura, é impraticavel realizar medi¢es segundo
todos os graus de liberdade considerados na modelagdo numérica (n.), pelo que, nos desenvolvimentos
seguidamente apresentados, se assumem | (<n) graus de liberdade instrumentados com sensores, que

poderdo medir deslocamentos, velocidades e aceleragdes.
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A equacdo de observacdo é uma equagdo que permite obter o vector das respostas (valores medidos)
do sistema, y(t), considerando a contribuicdo dos diferentes tipos sensores (de deslocamentos - d, de

velocidades — v ou de aceleragdes - a) instalados na estrutura:

y(®) =C,-d4()+C, -qt) +Cq -a(®) (2.48)

As matrizes C sdo matrizes de dimenséo /-n,, constituidas por zeros e uns, que seleccionam os graus de

liberdade do modelo numérico que sdo medidos por cada tipo de transdutor.

Fazendo uso da equacdo (2.8) e utilizando a definicdo de vector de estado, a expressdo anterior pode

ser transformada na seguinte:

y(t) =C¢ - x(t) + D - u(t) (2.49)

A matriz que relaciona o vector de estado com as respostas do sistema (Cc) desigha-se matriz de
resposta. A matriz que relaciona as respostas com a excitacdo (Dc) designa-se matriz de
transmissibilidade directa. Estas matrizes sdo calculadas em funcdo das matrizes de rigidez, massa e
amortecimento do sistema através das seguintes expressdes:

Cc=[c,-c,-M*.k ¢, -C,-M*.C]

(2.50)
D. =[Cc, -M.B,]

Modelo de Estado

O modelo de estado (“state-space model”) resulta da combinagdo da equagdo de estado com a equagdo

de observacdo:

X(t) = Ac - x(t) + B -u(t)
(2.51)

y(®) =Cc - X(t) + Dc -u(t)
Este modelo matematico permite relacionar as respostas medidas do sistema y(t), com as excitagdes
u(t), a que este esta submetido. Das matrizes que o constituem, a matriz Ac é aquela que contém a
informacao relevante relativa as propriedades fundamentais da estrutura, sendo possivel extrair todos
0s parametros modais, a partir dela. A ordem do modelo é definida pela dimens&o do vector de estado,
X(t), que contém as velocidades e os deslocamentos do sistema, sendo, portanto, igual ao dobro do

namero de graus de liberdade da estrutura.
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A relacdo entre a excitacdo e as respostas medidas da estrutura, considerada pelo modelo matematico
anterior, pode ser estabelecida por intermédio de outro vector de estado. Assim, se for definido um

novo vector de estado z(t), respeitando a relagéo:

x(t) =T - z(t) (2.52)

onde T é uma matriz quadrada complexa ndo singular, que introduz uma transformagdo de
coordenadas, as equagdes do modelo de estado, expressas em funcéo de z(t), surgem sob a forma:
2t)=T" A, -T-z(t)+T " B -u(t)

(2.53)
y(t)=C. - T - z(t) + D - u(t)

Neste novo modelo de estado, caracterizado pelas matrizes T™-A.-T, T™"-B., C.-T e D, as
componentes do vector de estado, que no modelo anterior eram deslocamentos e velocidades, ndo tém
qualquer significado fisico. No entanto, 0 comportamento dindmico da estrutura é simulado de forma

equivalente.

2.3.1.1 Modelo de estado modal

O modelo de estado modal obtém-se substituindo o vector de estado, x(t), pelo vector que resulta da

seguinte transformacéo de coordenadas:

© 9° } (2.54)

X, ) =%"-xt) , ¥= .
n(®) (® { on o A
Da expressédo (2.53), da consideracdo da decomposicdo em valores e vectores proprios da matriz Ac

(equacdo (2.47)) e das seguintes definigdes:

L.' =¥ B,
(2.55)
Ve =Cc - ¥
resultam as seguintes equacdes para o modelo:
X (0) = Ag - X (1) + L -u(t)
(2.56)

y(®) =Vc - Xy (t) + Dc - u(t)

A matriz V¢ tem um significado fisico interessante, ela contém nas suas colunas as componentes dos

modos de vibracao que sdo observaveis com a instrumentacédo instalada na estrutura.
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A grande vantagem deste modelo é que, pelo facto da matriz Ac ser diagonal, permite separar a
contribuicdo dos diferentes modos de vibracdo e construir modelos reduzidos, isto €, modelos em que

apenas é considerada a contribuicdo dos primeiros modos de vibracéo.

Para estruturas com amortecimento proporcional, pode ser obtido um modelo semelhante ao anterior,
mas em que o calculo das matrizes do modelo se baseia apenas em parametros modais. Este modelo
apresenta a vantagem de poder ser obtido com um menor esforco de célculo, pelo que sera
particularmente util para criar modelos de simulacdo de dados experimentais, tal como sera
apresentado no ponto 2.3.2.1. Para a sua obtencdo, é introduzida a seguinte transformacgdo de

coordenadas do vector de estado:

X, (1) =T, - x(t) , Tp=[® O} (2.57)
0 @

As submatrizes ® contém nas suas colunas as componentes dos modos de vibracao, que neste caso sao
todas reais.
O novo modelo de estado fica caracterizado pelas seguintes equagdes:

X, () =A, - x,(O)+B, -u(t)

(2.58)
y®) =C, -x,(t)+D, -u(t)

onde cada uma das matrizes pode ser obtida, a partir dos parametros modais, através das seguintes

expressoes:
0 I ] ! '
A, =T, " A TP{_QZ 9= e | T 250
- \ \
0 - \
B, =T, B :|:Mml_cDT ‘B, |’ My =1 my \ (2.59)

C,=CcT,=[cs-®-C,-®-0* C,-®-C,-®-T]

D,=D.=C,-®-M, @B,
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Exemplo

Para o portico plano em andlise, foi calculada a matriz Ac através da expressdo (2.46):

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
Ac = 0 0 0 0 0 1
= -8297.2 4148.6 0.0 -2.578 1.285 0.002298 (260)
4148.6 -8297.2 4148.6 1.285 -2.576 1.287
0.0 4148.6 -4148.6 0.002298 1.287 -1.291

Usando a fungao eig do MATLAB (MatLab 2000a), calcularam-se os seus valores e vectores proprios.

Os seus valores préprios sdo os seguintes:

[ —2.089+116.04-i |
—2.089-116.04-i
-1.004+80.311-i
-1.004-80.311-i
—0.1290+ 28.665-i

| -0.1290- 28.665-i |

diagonaldeA. = (2.61)

Verifica-se que os valores préprios se agrupam em pares complexo-conjugados, a partir dos quais é
possivel calcular as frequéncias naturais e os coeficientes de amortecimento da estrutura, recorrendo a

expressdo (2.20). Constata-se que estes sdo iguais aos obtidos através da formulacdo classica (Quadro

2.2):

0.018

£=10.0125 (2.62)
0.0045
116,06 1847

w=|8032 | (rad) = f =[1278| (Hz) (2.63)
28.66 456

As frequéncias ficam ordenadas de forma decrescente, pois o algoritmo de célculo de valores e vectores
préprios usado ordena os valores préprios por ordem crescente da parte real, que € o simétrico da

frequéncia multiplicada pelo amortecimento modal respectivo.

Os vectores proprios da matriz Ac sdo os seguintes:

0.000092 + 0.0051i

0.000092 - 0.0051i

0.00011 + 0.0092i

0.00011 - 0.0092i

-0.000051 - 0.011i

-0.000051 + 0.011i

-0.00011 - 0.0063i

-0.00011 + 0.0063i

0.000051 + 0.0041i

0.000051 - 0.0041i

-0.000093 - 0.021i

-0.000093 + 0.021i

0.000051 + 0.0028i

0.000051 - 0.0028i

-0.000092 - 0.0074i

-0.000092 + 0.0074i

-0.00012 - 0.026i

-0.00012 + 0.026i

-0.591

-0.591 -0.737 -0.737 0.328 0.328

0.737 0.737 -0.328 -0.328 0.591 0.591

-0.328 -0.328 0.591 0.591 0.737 0.737
(2.64)
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Nas Ultimas trés linhas da matriz anterior identificam-se os modos de vibracao ja determinados através da
formulagdo cléssica. Estes encontram-se em duplicado pois, como é mostrado na equagéo (2.42), a matriz
¥ contém os modos da estrutura original e os seus complexo-conjugados, que neste caso sdo iguais aos

préprios modos, pois estes sao reais, dado que 0 amortecimento é proporcional.

Multiplicando a matriz ¥ por Cc (equagdo (2.55)), obtém-se as componentes modais observaveis. Neste
caso, como foram instrumentados todos os graus de liberdade, obtém-se uma matriz com as mesmas
componentes modais que estdo presentes nas Gltimas trés linhas da matriz ¥, embora aparegam escaladas

de forma diferente.

2.3.2 Modelos discretos

Os modelos até aqui descritos sdo todos continuos no tempo. No entanto, os dados obtidos pela via
experimental sdo discretos, pelo que, no contexto da identificacdo experimental de sistemas dinamicos,
é mais adequado utilizar um modelo numérico discreto. Estes modelos sdo também bastante Uteis para
a realizacdo de simulagbes numéricas, tendo em vista a obtencdo de dados semelhantes aos que

poderiam ser obtidos experimentalmente.

Para a construcdo destes modelos tem que ser assumido um periodo de amostragem (At) e uma lei de
variacdo de cada fungéo discretizada entre instantes consecutivos. Nos modelos mais simples e mais
correntemente utilizados, é admitido que a funcdo amostrada tem um valor constante entre esse dois
pontos. As variaveis do modelo de estado (x, u e y) deixam de ser fun¢Bes continuas e passam a ser
séries de valores, que correspondem a avaliacdo das fungfes continuas nos instantes k-At, sendo k um
namero inteiro. Na referéncia (Juang 1994) é demonstrado que o modelo de estado discreto,
considerando uma variacao linear entre amostras, é definido pelas seguintes equagdes:
Xy = A X, +B-u,

(2.65)
Y, =C-x +D-u,

Os vectores de estado x, contém os deslocamentos e as velocidades amostrados no instante de tempo
k-At, y« e U, S80 as respostas e as excitagdes amostradas nesses instantes de tempo e as matrizes A, B, C
e D estdo relacionadas com as correspondentes matrizes da formulagdo em tempo continuo através das

seguintes equagdes:
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A=gett sz()AteAC"~dr~BC=(A—|)'Ab71'BC

(2.66)
C=C. , D=D¢
A matriz A pode ser avaliada a partir do seguinte desenvolvimento em série:
A At 1 2 1 3
A=e :I+A:-At+5-(A:-At) +§-(AC-AI) +.. (2.67)

A segunda igualdade para o calculo da matriz B s6 é valida se a matriz Ac for invertivel.

Se na equacdo que relaciona a matriz A com a sua equivalente continua Ac, a Ultima for substituida
pela sua decomposicdo em valores e vectores proprios, pode realizar-se a deducdo apresentada em

(2.68). Nesta é estabelecida a relagéo entre os valores e vectores proprios de A e de Ac.

A= e/.\c.At — e‘{’-AC-\{"l.At — . eAC~At . "P_l — . AD . \P—l (268)

A terceira igualdade desta expressdo, que pode facilmente ser demonstrada através da expansdo em
série da exponencial (2.67), mostra que 0s vectores préprios da matriz A sdo iguais aos vectores
proprios da matriz Ac. Na ultima igualdade, é definida a matriz diagonal A, que contém os valores
proprios de A. Estes serdo representados por u e relacionam-se com o0s A através da seguinte

expressao:

=M =, = % (2.69)

Fica assim demonstrado que, a partir da matriz A, também é possivel extrair os parametros modais da
estrutura. Para tal, basta determinar os seus valores e vectores proprios, relaciona-los com os valores e
vectores proprios do modelo continuo e, a partir destes, obter os modos de vibracao, as frequéncias
naturais e coeficientes de amortecimento modais através das expressdes desenvolvidas na sua

apresentacéo.

Exemplo

Para o pdrtico plano em andlise, foram calculadas as matrizes A e B a partir das matrizes Ac e Bc, usando
a funcdo c2d (“continue to discrete”), incluida na “control system toolbox” (MatLab 2000b) do

MATLAB, e considerando um At = 0.02 s. Obteve-se a seguinte matriz A:
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-0.146 0.437 0.089 0.011 0.004 0.000
0.437 -0.057 0.525 0.004 0.011 0.004
A= 0.089 0.525 0.380 0.000 0.004 0.015 (270)
-72.852 13.454 14.731 -0.168 0.441 0.093
13.454 -58.121 28.185 0.441 -0.075 0.534
14.731 28.185 -44.667 0.093 0.534 0.366

Para esta matriz, calcularam-se os valores e vectores préprios, tendo-se verificado que os vectores
proprios sdo iguais aos da matriz Ac e que os valores préprios, apresentados na equacdo (2.71), se

relacionam com os do modelo continuo através da expressdo (2.69).

[-0.6538+0.7017-i |
—~0.6538+0.7017-i
~0.03472+0.9751-i
~0.03472+0.975L:i

0.83795+ 54101 i
| 0.83795+5410L i |

diagonaldeA, = (2.71)

2.3.2.1 Simulagéo de dados experimentais

A simulagdo de dados experimentais possibilita, de forma rapida e facil, a geracdo de dados
semelhantes aos que se obtém num ensaio dindmico. Os dados artificialmente criados sdo
particularmente Uteis para estudar o desempenho dos algoritmos de identificacdo de sistemas, pois
permitem comparar o resultado com a solugdo exacta. Este procedimento é correntemente usado para
efectuar uma caracterizagdo estatistica da precisao proporcionada pelos diferentes métodos, pois é facil
gerar um elevado nimero de respostas artificiais, bem como para verificar a capacidade dos métodos
para lidar com situagdes criticas, como por exemplo a existéncia de um elevado nivel de ruido ou a
identificacdo de modos de vibragdo com frequéncias naturais proximas. E claro que as simulaces
numeéricas nao substituem a prova final, correspondente a aplicacdo dos algoritmos de identificacdo a
dados experimentais reais, pois estes apresentam sempre incertezas que nao sdo passiveis de serem

simuladas.

Os modelos continuos podem ser usados para simular dados experimentais, bastando para tal avaliar a
resposta continua em instantes afastados de um determinado intervalo de tempo (periodo de
amostragem). No entanto, a sua aplicacdo exige que a resposta da estrutura a excitacdo considerada,
seja obtida analiticamente, o que na generalidade dos casos ndo é possivel, sendo portanto necessario

recorrer a sua avaliagdo numérica por intermedio dos modelos discretos.
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Neste ponto é apresentado um procedimento para simular dados experimentais, baseado em funces
do MATLAB. Com base neste procedimento, foi criado um programa que sera usado no capitulo 3

para simular os dados utilizados para exemplificar a aplicacdo de diferentes métodos de identificacao.

O primeiro passo do procedimento consiste na obtengdo das matrizes do modelo de estado continuo.
Estas podem ser sempre calculadas a partir das matrizes de rigidez, massa e amortecimento da
estrutura, obtidas, por exemplo, a partir de um programa de elementos finitos. No caso particular de
estruturas com amortecimento proporcional, as mesmas matrizes podem ser obtidas a partir das suas
propriedades modais. As expressdes que permitem o calculo das matrizes do modelo de estado
continuo ja foram apresentadas em pontos anteriores. No entanto, no Quadro 2.4 apresenta-se um

resumo de tais expressdes, para 0 caso mais corrente de serem apenas medidas aceleracGes.

Quadro 2.4 — Célculo das matrizes do modelo de estado continuo

Matriz Formulacéo geral Amortecimento Proporcional
0 I 0 I
A -1 -1 2
-M7-K -M™.C -Q° -T
5 0 i 0
‘M™-B, M, @B,
c [Fc.. Mtk —c,-m*c] Fc,o0 —c, orT]
D .- m.8,] .- oM, "0 B,

De seguida, é realizada a transformacgéo das matrizes no dominio de tempo continuo para o dominio de
tempo discreto, através das expressdes apresentadas na equacdo (2.66). No MATLAB, esta operagdo é

realizada pela funcéo c2d (“continuous to discrete”) (MatLab 2000b).

Finalmente, a partir das séries temporais da excitacdo artificialmente geradas, € obtida a resposta da
estrutura, atraves das equagdes do modelo de estado discreto. Esta tarefa é realizada pela fungéo dlsim
(MatLab 2000b) do MATLAB. Os argumentos desta funcéo sdo as matrizes do modelo e uma matriz
contendo, nas suas colunas, as séries temporais da excitacdo; as suas saidas sdo o vector de estado e

uma matriz contendo, nas suas colunas, as séries temporais da resposta.

O ruido introduzido pela cadeia de medicdo pode ser simulado adicionando ao vector das respostas da
estrutura uma série temporal de valores aleatérios, com uma distribuicdo normal de média nula e
variancia proporcional & intensidade do ruido. Na simulagdo de uma experiéncia realizada com bom

equipamento, devem ser consideradas relagGes entre ruido e sinal da ordem de 0,1 (Juang 1994).
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Exemplo

Utilizando o procedimento descrito anteriormente, foram criadas artificialmente as séries temporais das

aceleragdes horizontais dos trés pisos do portico em analise, quando sujeito a uma excitacdo de caracter

aleatrio no piso superior.

Para representar a excitacdo foi criada uma série temporal, com uma duracdo de 2 minutos e uma

frequéncia de amostragem de 50 Hz, constituida por nimeros aleatérios com uma funcéo de distribuicdo

normal de média nula e variancia unitaria.

As matrizes do modelo de estado foram obtidas a partir das matrizes de rigidez, massa e amortecimento,

definidas na equagdo (2.11).

Nas figuras seguintes, apresenta-se a série temporal da excitagdo e das trés respostas, bem como, a sua

representacdo no dominio da frequéncia.

Output 1

20 25
0 20 40 60 80 100 120

0 1
frequencia (Hz)
tempo (s)

Qutput 2

% 20 40

80 100 120

60
tempo (s}

Output 3

0 20 40 60 80 100 120
tempo (s}

frequencia (Hz)

Figura 2.14 — Caracterizacao da resposta no dominio do tempo e da frequéncia
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Input
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2 0
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60
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Figura 2.15 — Caracterizacdo da excitacdo no dominio do tempo e da frequéncia

Observando as representacdes no dominio da frequéncia, verifica-se que a ac¢ao apresenta o seu contetido
espectral distribuido de forma uniforme pela gama de frequéncias em analise, enquanto que as respostas
apresentam maximos em correspondéncia com as frequéncias naturais da estrutura, tal como era

expectavel.

2.3.3 Modelos estocasticos

Os dados recolhidos experimentalmente incluem ruido, que ndo é mensuravel, mas que deve ser
considerado nos modelos. Para tal, podem adicionar-se componentes estocasticas ao modelo discreto

apresentado na subseccao anterior, obtendo-se assim um modelo de estado discreto e estocéstico:

2.72)
Y, =C-x +D-u, +v,

onde 0s vectores wi e Vi, de dimensdo n, representam processos estocasticos, que modelam o ruido
devido a aproximagdes realizadas na modelacdo e o ruido introduzido pela cadeia de medicéo,
respectivamente. Assume-se que ambos 0S processos estocasticos sao ruidos brancos de média nula

com as seguintes matrizes de correlagdo:
W T Q S
El| Pl lw' } - %) .
{vp } [wq Vq {ST R} o (2.73)

Os indices p e g representam instantes temporais genéricos e dy 0 delta de Kronecker, que assume o

valor unitério quando p = g e valor nulo quando p # g.
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A igualdade (2.73) contém, de forma condensada, vérias informagdes: os elementos da diagonal
principal da matriz Q representam o valor das fungdes de auto-correlacdo do processo estocastico wy
para 7= p — g = 0, que, como ja foi referido, corresponde a variancia do processo; 0s elementos fora
da diagonal principal da matriz Q representam os valores para == 0 das funcdes de correlacdo-cruzada
entre as componentes do processo estocastico wp, associadas a diferentes graus de liberdade; os
elementos da matriz R tém significado idéntico aos elementos da matriz Q, mas referidos ao processo
estocastico v; a matriz S contém os valores das fungdes de correlagdo cruzada entre 0S processos
estocasticos v e w, também para = = 0; a multiplicacdo pelo delta de Kronecker indica que todas as
correlacdes apenas tém valor ndo nulo quando os instantes temporais p e g coincidem, ou seja, que 0s

processos estocasticos sao idealmente aleatorios.

No contexto dos ensaios de vibragdo ambiental, ndo é medida a excitacdo da estrutura, sendo portanto
0 vector ux desconhecido e, de forma aproximada, assumido como um ruido branco. Assim, sera
adequado juntar em w e v todos os termos desconhecidos, ficando o modelo de estado discreto
definido pelas seguintes equacdes:

Xien = A X + W

(2.74)
Y =C- X +V,

A aproximagdo correspondente a identificar a excitacdo da estrutura com um processo estocastico do
tipo ruido branco é essencial para o desenvolvimento teérico dos métodos de identificacdo do tipo
“output-only”, isto ¢, baseados apenas na resposta da estrutura. No entanto, pelo facto de ndo ser

sempre realista, vai introduzir erros que terdo gque ser minimizados.

2.3.3.1 Propriedades do modelo estocastico

Neste ponto, descrevem-se algumas propriedades do modelo estocastico apresentado, que sdo
essenciais para justificar os métodos de identificacdo de sistemas nele baseados. Estas propriedades

encontram-se descritas na referéncia (Overschee e Moor 1996).

Os ruidos (Wi e Vi) j& se encontram bem caracterizados pela equagéo (2.73). Em relacdo ao vector de
estado, também este pode ser representado por um processo estocéstico estacionario de média nula, em

que a matriz de correlacdo para =0 é representada por X (matriz de dimensao n):

= E[xk -ka] (2.75)
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Pelo facto de se assumir que 0s processos que simulam o ruido s&o independentes do vector de estado

tém-se que:

Elx, W, ]:o : E[xk v ]:o (2.76)
Usando as igualdades (2.74), (2.75) e (2.76), pode-se realizar a seguinte deducdo:

= E[Xk+l oy ]= E[(A‘ X + Wy )- (A- X, +w )' ]=

= A-E|x - X, ] AT+ E[Wk w, ]@ 2.77)
T=A-Z-AT+Q
A matriz de correlagdo das respostas, para r = i-At, é obtida através da seguinte expressao:
R = E[yk+i 'ykT] (2.78)

A matriz de correlagdo “estado seguinte — output”, representada por G, tem dimensao »-1 e é definida

pela seguinte expressao:

G=Ex s v,'] (2.79)

A partir das definicOes e igualdades apresentadas, é possivel, através de manipulagbes matematicas

semelhantes as utilizadas na expresséo (2.77), demonstrar as seguintes propriedades:

_ T
G=A-X-C"+S

E aindaparai=1,2, ...

R=C-A".-G
R, _gT '(Ai—l)T CT=R"

(2.81)

Esta ultima propriedade, como serd realcado no capitulo 3, é muito importante para justificar os
métodos de identificacdo estocasticos baseados em modelos de estado. Ela relaciona a matriz das
correlagdes da resposta da estrutura, que é determinavel experimentalmente, com a matriz A, a partir

da qual é possivel identificar os parametros modais da estrutura.
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2.4 Modelos vectoriais auto-regressivos com média movel

O sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem, que rege o comportamento dindmico de
osciladores de multiplos graus de liberdade, também pode ser representado através de modelos
numéricos designados modelos ARMAYV (modelos vectoriais auto-regressivos com média mével). Os
modelos ARMAYV sdo modelos matematicos discretos no tempo, que podem ser utilizados para a
analise de séries temporais e para a modelacdo de sistemas dindmicos em diversos dominios
cientificos. Aqui sera mostrada a sua aplicacdo na modelagdo do comportamento dindmico de sistemas
estruturais. Nesta seccdo serd realizada, de forma muito resumida, a descricdo destes modelos apenas
para 0 caso em que a excitagdo pode ser identificada com um ruido branco. Uma descri¢do detalhada

das diferentes variantes dos modelos ARMAYV pode ser encontrada na referéncia (Andersen 1997).

Se a excitacdo de uma estrutura for descrita por um processo estocastico do tipo ruido branco, o seu

modelo ARMAYV é definido pela seguinte equagéo vectorial:

Ye t A Yeat tAn Yena =6 +B g+ + B e g

Ye=—A Yea——An Yenate +B e+ +Bp-e

parteauto-regressiva partemédia mével

(2.82)

Na equacéo anterior, yx € um vector com | colunas (nimero de graus de liberdade instrumentados) que
contém as respostas da estrutura no instante ¢ = k-At (At é o periodo de amostragem); ex € um vector
com | colunas que representa um processo vectorial estocastico do tipo ruido branco; as matrizes A;
(comi = 1,...,nA) sdo matrizes quadradas de dimensdo |, que contém os pardmetros que caracterizam a
parte auto-regressiva do modelo; as matrizes Bi (com i = /,...,nB) sdo matrizes quadradas de dimenséo

I, que contém os pardmetros que caracterizam a parte média mével do modelo.

Na segunda igualdade da equagdo (2.82), fica claro que os modelos ARMAYV procuram explicar a
resposta da estrutura no instante k através das respostas da estrutura em instantes anteriores e através

de um processo estocastico do tipo ruido branco.

Os modelos ARMAYV constituem uma representacdo da estrutura, equivalente a que é realizada pelos
modelos de estado estocasticos, descritos no ponto 2.3.3, sendo possivel determinar as matrizes A e B;
a partir das matrizes que caracterizam os modelos estocasticos e realizar o processo inverso. As

expressdes para o fazer sdo deduzidas na referéncia (Peeters 2000).
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Para o estabelecimento das relagdes entre os dois modelos, é necessario que no modelo ARMAYV o
namero de matrizes A seja igual ao nimero de matrizes B: nA = nB = p, sendo p a ordem do modelo
ARMAV. A ordem do modelo de estado (n) equivalente a um modelo ARMAYV de ordem p € igual a
p-l. Assim, conclui-se que um modelo ARMAYV de ordem p tem a capacidade de simular o

comportamento dindmico de uma estrutura com p-//2 modos de vibracéo.

A partir das relagdes entre 0os modelos de estado e os modelos ARMAYV, é possivel estabelecer
procedimentos que permitem realizar a determinacdo dos parametros modais da estrutura (frequéncias
naturais, amortecimentos modais e configuracbes modais) a partir das matrizes da parte auto-
regressiva. As matrizes da parte média moével ndo condicionam os pardmetros modais da estrutura,
elas garantem que as funcdes de correlacdo discretas da estrutura também sdo bem representadas pelo
modelo (Andersen et al. 1996).

Como, do ponto de vista de identificacdo de sistemas, o objectivo final é a determinacdo dos
parametros modais, neste contexto podem ser utilizados modelos em que apenas é considerada a parte
auto-regressiva. Na pratica, o uso de tais modelos exige que sejam adoptadas ordens muito superiores
a ordem calculada com base no nimero de modos fundamentais da estrutura (p>>n/l), o que leva ao
aparecimento de muitos modos numéricos, que sao dificeis de distinguir dos modos de vibracdo da
estrutura (Peeters 2000).
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Capitulo 3

3. METODOS ESTOCASTICOS DE IDENTIFICACAO MODAL

3.1 Introdugéo

No capitulo anterior foram expostas varias formula¢bes matematicas para descrever o comportamento
dindmico das estruturas. Neste capitulo sdo descritos métodos que, baseados nas formulagdes
apresentadas, procuram identificar o modelo que melhor se ajusta a informacdo experimental
decorrente de medicdes efectuadas sobre a estrutura e, a partir deste, determinar os respectivos

parametros modais.

A identificacdo das caracteristicas dindmicas das estruturas pode ser realizada por duas vias:
relacionando a resposta medida da estrutura com a correspondente excitagdo artificial também medida
ou analisando apenas a resposta da estrutura e estabelecendo certas hipéteses acerca da natureza da
excitacdo natural ou ambiental. Para as estruturas de Engenharia Civil, que em geral sdo de grande
porte, a segunda via é mais interessante, pois evita 0 uso de equipamento pesado, cujo transporte
acarreta elevados custos econémicos e cuja utilizacdo obriga a interdicdo temporaria da utilizacao da

infra-estrutura.

Neste capitulo sdo apresentados varios métodos de identificagdo modal que seguem a segunda
abordagem e que se designam de estocasticos. Os métodos sdo designados de estocasticos pelo facto
da excitacdo desconhecida ser idealizada como uma realizacdo de um processo estocastico. Como a
excitagdo ambiental resulta da contribuicdo simultdnea de vérias fontes: vento, trdfego sobre a
estrutura, funcionamento de maquinas instaladas na estrutura ou na sua vizinhanca, é usual admitir-se
que 0 processo estocastico que caracteriza a acgdo sobre a estrutura € um ruido branco. Tal é uma
simplificagdo necessaria ao desenvolvimento teérico dos métodos. Na realidade, o contetdo energético
da accdo distribui-se por um larga banda de frequéncias, no entanto, esta distribuicdo ndo é
perfeitamente uniforme. Estruturas sujeitas a excitacbes com frequéncias predominantes, como
acontece por exemplo nas barragens devido ao funcionamento das turbinas, tém que ser analisadas

com especial cuidado.

A generalidade dos métodos de identificacdo, que se baseiam apenas na resposta da estrutura, sao
adaptacOes de métodos de identificacdo tradicionais, isto €, de métodos que realizam a identificacdo
dos parametros modais da estrutura através de relacGes entre a excitacdo e a resposta. Uma descricdo
detalhada dos diferentes métodos de identificacdo tradicionais pode ser encontrada no livro (Maia e
Silva 1997). No artigo (Zhang 2004) é realizada uma sintese dos métodos tradicionais e dos métodos

estocasticos e sao explicadas as relages que existem entre ambos.
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A classificacdo dos métodos de identificacdo pode fazer-se em fungdo do tipo de dados utilizados
como ponto de partida para a sua aplicacdo, podendo aqueles basearem-se em séries temporais,
correlacdes ou estimativas espectrais das respostas da estrutura. Neste documento, a descricdo dos
métodos de identificacdo é efectuada considerando dois grandes grupos: 0os métodos que trabalham no
dominio da frequéncia e que, portanto, se baseiam em estimativas espectrais das respostas da estrutura,
e os métodos que trabalham no dominio do tempo, podendo usar como “input” as séries temporais da

resposta da estrutura ou as suas correlaces.

Apenas sdo descritos de forma detalhada os métodos que se tém mostrado mais promissores na
identificacdo de estruturas de Engenharia Civil, sendo os restantes referidos de forma sucinta. A
descricdo dos primeiros € acompanhada de aplicagdes realizadas com recurso a programas
desenvolvidos em MATLAB. Nas aplicacbes optou-se por usar nesta primeira fase respostas
simuladas do portico plano apresentado no capitulo 2, para que os resultados fornecidos pelos métodos
de identificacdo possam ser comparados com o0s respectivos valores tedricos. No capitulo 4 sdo

realizadas aplicagfes com dados reais.
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3.2 Meétodos de identificacdo no dominio da frequéncia

Nesta sec¢do sdo apresentados, com alguma profundidade, dois métodos de identificagdo: método da
seleccdo de picos (PP — “Peack-Picking”) e método da decomposi¢do no dominio da frequéncia (FDD
— “Frequency Domain Decomposition™), e ¢ feita uma breve referéncia a outras abordagens no

dominio da frequéncia.

Os espectros das respostas da estrutura sujeita a ac¢cbes ambientais sdo o ponto de partida deste grupo
de métodos de identificacdo, pelo que, se comeca por apresentar na subsec¢do seguinte o algoritmo

para realizar a sua estimativa a partir das séries temporais.

3.2.1 Estimativa dos espectros

No capitulo 2, a funcdo densidade espectral cruzada entre dois processos estocasticos (X1 e X») foi

definida pela seguinte expressao:

Sy, (@) = lim 12": Fr. [Xl(t)]T' Fr o [% )]

(3.1)

No entanto, na prética, apenas se conhece uma realizacdo do processo estocastico, as séries temporais
ndo tém uma duracdo infinita e apenas se mede o seu valor em instantes temporais afastados de At,
pois o sinal adquirido encontra-se discretizado. Assim, apenas € possivel obter uma estimativa do

espectro (§ ) e a expressdo (3.1) toma a seguinte forma:

_ X,(@)" X, (@)

N AL (3.2)

Sy, (@)

As transformadas de Fourier sdo substituidas por transformadas discretas de Fourier ( X (@)), o
somatorio estendido a todas as realizagdes desaparece e 0 segmento temporal em analise passa a ter

uma duracdo finita e igual a N.At, sendo N o nimero total de pontos adquiridos.

A aplicacio de transformadas de Fourier a sinais discretos de duragéo finita estdo associados os erros
de “leakage” e “aliasing”. O erro de “leakage” ou de escorregamento é devido ao caracter finito da
série temporal e manifesta-se através da distribuicdo da energia associada a uma frequéncia especifica
pelas frequéncias na sua vizinhanga. O erro de “aliasing” aparece pelo facto do sinal se encontrar

discretizado e tem como consequéncia o aparecimento de energia associada a frequéncias superiores a
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metade da frequéncia de amostragem (frequéncia de Nyquist) nas frequéncias inferiores a frequéncia

de Nyquist. Na referéncia (Caetano 1992) estes erros séo descritos em detalhe.

As transformadas discretas finitas de Fourier podem ser calculadas através de um algoritmo
matematico bastante eficiente, designado FFT (“Fast Fourier Transform”) (Cooley e Tukey 1965). A
sua aplicagdo apenas exige que a série temporal discretizada possua um nimero de pontos igual a uma

qualquer poténcia de 2 (N = 2%, sendo k um nimero inteiro).

Verifica-se que as estimativas simples que resultam da aplicagdo da expressao (3.2), pelo facto de se
basearem apenas numa realizacdo discretizada com duragdo finita, apresentam erros inaceitaveis, que

tém que ser atenuados.

Parte do erro pode ser minimizada procedendo a uma divisdo da série temporal disponivel em
segmentos mais curtos e realizando uma estimativa alisada da funcdo densidade espectral (§ ), a partir
da média das estimativas espectrais simples de cada um dos segmentos, calculadas através da
expressdo (3.2). Quanto maior o nimero de segmentos utilizados, menor serd a variancia da estimativa
média, apresentando portanto esta uma configuracdo suavizada. No entanto, a adopcdo de muitos
segmentos leva a que estes sejam mais curtos e, por consequéncia, a um agravamento do erro de
“leakage” e a uma diminui¢do da resolu¢do em frequéncia (aumento do espagamento entre cada
abcissa do espectro). Um aumento do comprimento de cada um dos segmentos pode ser conseguido
através da adopcdo de alguma sobreposicdo entre eles. Esta sobreposicdo é designada de
“overlapping” e nas aplicagdes a ensaios de vibragdo ambiental é usual utilizar valores proximos de

metade do comprimento do segmento (“overlapping” de 50 %).

O erro de “leakage”, devido a durac¢ao limitada do tempo de observagdo, e associado também a
existéncia de descontinuidades do sinal periodizado, pode ser minimizado através da aplicacdo de
janelas temporais a cada um dos segmentos. Existem diferentes tipos de janelas (Maia e Silva 1997),
susceptiveis de serem utilizadas nos sinais que resultam dos ensaios de vibragdo ambiental (sinais
aleatorios), sendo uma das mais usadas a janela de Hanning (Equacédo (3.3) e Figura 3.1). Apds a
aplicacdo da janela temporal, para ndo ocorrer alteracdo do contetdo energético do sinal, ou seja, da
sua variancia, as ordenadas do sinal devem ser divididas pela raiz quadrada do valor quadréatico médio

da janela (soma dos quadrados das ordenadas da janela a dividir pelo nimero de ordenadas).

w(t):%.[lJrcos(z':tﬂ , |t|s%

wit)=0 , |t|>T/

(3.3)
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A aplicacdo de janelas de Hanning e o uso de um “overlapping” de 50% leva a que todos os elementos
da série temporal tenham igual contributo, pois, como é mostrado na Figura 3.2, a soma de Varias

janelas de Hanning com um “overlapping” de 50% d& origem a uma recta nas zonas de sobreposigao.

soma
1 1+ <
ff \
/
\'\
0.5 i 1 0.5 : \‘\,
/ \
-3QF; 2 -T -Ti2 0 T2 T 3T/2 % 15 T 3T 5T
Figura 3.1 — Janela de Hanning Figura 3.2 — Sobreposicdo de janelas de Hanning

O procedimento para estimativa dos espectros baseado na segmentagéo da série temporal, aplicacdo de
uma janela a cada segmento, calculo da FFT de cada segmento e posterior realizacdo de médias é
designado procedimento de Welch (Welch 1967). Nas referéncias (Bendat e Piersol 1980) e (Bendat e
Piersol 1971) sdo apresentados este e outros métodos de estimativas de espectros e sdo discutidos 0s
erros associados a cada procedimento. Na referéncia (Brandt et al. 2004) é realizada uma sintese dos

mesmos aspectos.

No contexto de um ensaio de vibragdo ambiental, em que se procede & medi¢do das respostas da
estrutura em varios pontos, € usual organizar 0s auto-espectros e 0s espectros cruzados das respostas
numa matriz. Nesta matriz, os elementos fora da diagonal principal, ij, sdo espectros cruzados
relacionando a resposta medida no grau de liberdade i e a resposta medida no grau de liberdade j; os
elementos da diagonal, ii, sdo auto-espectros da resposta medida no grau de liberdade i. Se a medicao
da resposta de todos os pontos instrumentados da estrutura for realizada em simultaneo, a matriz é
guadrada, com dimensdo igual ao nimero de pontos instrumentados, e pode ser obtida de forma

compacta a partir da expressao:

Y(w) -Y(w)

N At (3.4)

S, (w) =

onde, Y(w) representa um vector coluna com tantas linhas quantos os graus de liberdade
instrumentados, que contém a FFT do vector das respostas (y(t)). Como € evidente, da multiplicacdo
de um vector coluna por um vector linha (o transposto de um vector coluna) resulta uma matriz

guadrada.
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Na maioria das aplica¢bes, 0 nimero de graus de liberdade da estrutura que é necessario instrumentar
para caracterizar adequadamente o seu comportamento dindmico € elevado, pelo que a sua medicao
em simultaneo exigiria a utilizacdo de muitos sensores, tornando o0 ensaio muito dispendioso. Assim,
na pratica, sdo realizadas sequencialmente medicOes da resposta da estrutura com diferentes
disposigdes de sensores, sendo cada disposicdo correntemente apelidada “setup”. Para garantir que
todas as medicdes sdo relacionaveis, alguns graus de liberdade tém ser medidos em todos os “setups”,

estes designam-se graus de liberdade de referéncia.

Procedendo desta forma, ndo é possivel obter a matriz dos espectros quadrada e com dimensdo igual
ao numero total de pontos instrumentados, é apenas possivel estimar uma matriz rectangular com
dimenséo /', onde | é o nimero total de graus de liberdade da estrutura onde é medida a resposta e r €
namero de graus de liberdade de referéncia. O calculo desta matriz passa a ser representado pela

seguinte equacao:

Y(CO)* ‘Yl’ef ((())T

N At (3.5)

S"yref (a)) —

sendo Y™ (w) um vector de dimensdo r com as FFTs das respostas relativas aos graus de liberdade

instrumentados em todos os “setups” (graus de liberdade de referéncia).

O célculo de auto-espectros utilizando o procedimento de Welch € ilustrado no exemplo seguinte. Este

foi realizado recorrendo a rotinas desenvolvidas em MATLAB.

Exemplo

Para o pdrtico plano descrito no capitulo 2 foi utilizada a fungéo desenvolvida no capitulo 2, que simula a
resposta de estruturas sujeitas a excitacGes aleatérias, para criar as séries temporais das aceleracdes
horizontais dos trés pisos do pértico, quando solicitado segundo todos os graus de liberdade por uma
excitacdo do tipo ruido branco. Adoptou-se, para as séries temporais, uma duragdo de 10 minutos e uma
frequéncia de amostragem de 50 Hz. As séries temporais das respostas do pdrtico serdo usadas ao longo

deste capitulo para ilustrar a aplicacdo dos procedimentos de analise nele apresentados.

A partir das séries simuladas, foram realizadas estimativas da matriz dos espectros das respostas,
utilizando diferentes divisdes da série temporal de aceleracfes. Na Figura 3.3 e na Figura 3.4, as
estimativas do elemento (3,3) da matriz sdo comparadas com o seu valor teérico, calculado com a

expressdo 2.37.
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Estimativa 1
T (tempo total de cada segmento) = 81.92 s (4096 pontos)
Af (resolucdo em frequéncia) = 1/81.92 = 0.0122 Hz
“Qverlapping” = 50%

Janela de Hanning

Estimativa 2
T (tempo total de cada segmento) = 20.48 s (1024 pontos)
Af (resolucdo em frequéncia) = 1/ 20.48 = 0.0488 Hz
“Overlapping” = 50%

Janela de Hanning

e
—— 533 - estimativa 2

P
533 - estimativa 1

5 10 15 20 25 0 10 15 20 25
f (Hz) f(Hz)

Figura 3.3 — Estimativa 1 / Espectro tedrico Figura 3.4 — Estimativa 2 / Espectro teérico

A estimativa 1 apresenta um aspecto mais irregular do que a estimativa 2, mas tem a vantagem de
apresentar uma maior resolucdo em frequéncia, conduzindo, portanto, a uma estimativa mais rigorosa das
frequéncias de ressonancia, se estas forem estimadas pelos pontos de ordenada méxima dos picos do

espectro.

Note-se que, na resposta simulada ndo foi incluido ruido, pelo que, a irregularidade do espectro de
resposta sO esta relacionada com os erros de estimagdo. Em aplicacfes reais, a existéncia de ruido na
cadeia de medicao exige que o tempo de aquisicdo seja suficientemente elevado, para permitir a atenuacao
do seu efeito, sobre as estimativas espectrais alisadas, através da realizacdo de um nimero de médias

consideravel.
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3.2.2 Método da selecgdo de picos

O método da selec¢do de picos, também designado método basico no dominio da frequéncia ou “Peak-
Picking” (PP), foi o primeiro método a ser usado para a identificagdo dindmica de estruturas, com base
na medicdo da sua resposta a accOes ambientais. Actualmente, pela sua relativamente facil
implementacdo e aplicacdo, por proporcionar uma interpretacdo fisica mais evidente e por garantir

bons resultados, continua a ser muito utilizado em aplicacbes de Engenharia Civil.

Como aplicagbes pioneiras deste método a estruturas de Engenharia Civil, embora utilizando
procedimentos mais rudimentares do que aqueles que sdo “standard” na actualidade, referem-se 0s
seguintes trabalhos: (Crawford e Ward 1964), (MacLamore et al. 1971), (Trifunac 1972) e (Abdel-
Ghaffar e Housner 1978).

Os fundamentos tedricos do formato actual do método foram desenvolvidos por Bendat e Piersol
(Bendat e Piersol 1980), a sistematiza¢ao de procedimentos ¢ a sua transferéncia para “software” foi
realizada por Felber (Felber 1993). O trabalho desenvolvido por Felber abriu caminho a realizacdo de
inimeras aplica¢des, das quais se destacam os ensaios de vibragdo ambiental de sete pontes realizados
pelo EMPA (Felber e Cantieni 1996). Deste entdo até ao presente, este método tem sido utilizado com
bastante sucesso na identificacdo modal de inimeras estruturas a nivel internacional. Aqui faz-se
apenas referéncia as aplicacdes realizadas pelo LNEC (Laboratério Nacional de Engenharia Civil) e
pela FEUP (Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto) nas obras de arte portuguesas mais
relevantes: Ponte 25 de Abril em Lisboa (Rodrigues e Costa 2002a); ampliacdo do Aeroporto da ilha
da Madeira (Rodrigues e Costa 2002b); Ponte Salgueiro Maia em Santarém (Rodrigues 2002); Ponte
Luiz I no Porto (Cunha e Calgada 1999), Ponte Internacional do Guadiana em Vila Real de Santo

Antonio (ensaio descrito no capitulo 4) e Ponte Vasco da Gama em Lisboa (Cunha et al. 2001).

O método da selecgdo de picos € um método de identificacdo de sistemas no dominio da frequéncia
gue se baseia na seguinte hipétese: para frequéncias proximas das frequéncias naturais da estrutura, a
sua resposta dindmica é essencialmente condicionada pela contribuicdo do modo ressonante. Esta
hip6tese caracteriza os métodos designados de um grau de liberdade, pois, assumindo a sua validade,
na vizinhanga das frequéncias de ressonancia o funcionamento da estrutura pode ser simulado através
de um oscilador de um grau de liberdade com a mesma frequéncia @, e 0 mesmo coeficiente de

amortecimento £, do modo ressonante.

A aproximacéo anterior s6 € valida quando as frequéncias associadas aos diferentes modos de vibracao
da estrutura se encontram bem afastadas, quando tal ndo acontece o método nao é capaz de separar as

contribuicdes dos modos com frequéncias préximas para a resposta medida da estrutura. Esta constitui
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a limitacdo mais forte deste método. No entanto, nas aplicacdes apresentadas no capitulo 4 sera

mostrado que, na generalidade dos casos, ela pode ser ultrapassada através de pequenos truques.

De seguida descrevem-se e justificam-se 0s procedimentos principais do método. A acompanhar a
apresentacdo € realizada a aplicacdo do método ao exemplo do portico plano, usando rotinas
desenvolvidas em MATLAB.

Identificacdo das frequéncias

No ponto 2.2.2.2, onde foi abordada a andlise, no dominio da frequéncia, de osciladores de multiplos
graus de liberdade sujeitos a excitacdes aleatorias, obteve-se a expressao (3.6), que permite, quando a
excitagdo é considerada do tipo ruido branco (matriz dos espectros constante — R,), obter a matriz dos

espectros das respostas (Sy) a partir da matriz das fungdes de resposta em frequéncia.

S,(w) =H(w)-R, -H" (w) (3.6)

Como ja foi referido, os elementos da matriz das funcbes de resposta em frequéncia apresentam
méximos (“picos”) nas frequéncias[1-&7 -@, que, quando o coeficiente de amortecimento é
pequeno, como habitualmente acontece nas estruturas de Engenharia Civil, sdo uma boa estimativa das
frequéncias naturais. Da andlise da equacao (3.6), é evidente que os elementos da matriz dos espectros

de resposta apresentam maximos para as mesmas frequéncias.

A andlise de apenas um espectro de poténcia (um dos elementos da diagonal principal da matriz dos
espectros) nao € suficiente para identificar todas as frequéncias de ressonancia da estrutura, pois o grau
de liberdade a que se refere pode estar situado sobre um nodo de um ou mais modos de vibracao e
portanto, ndo possibilita a identificacdo das frequéncias desses modos. Um bom procedimento consiste
em analisar os “picos” dos espectros de poténcia de todas as séries de aceleragdes registadas. Para
evitar a analise de varios graficos, um para cada grau de liberdade instrumentado, é usual calcular-se

um espectro médio normalizado (ANPSD) (Felber 1993):

ANPSD(w) = - ZI: NPSD; (o) (3.7)

I =
Na equacdo anterior, | € o nimero de graus de liberdade instrumentados e NPSD; sdo 0s espectros

normalizados, que se obtém, dividindo as estimativas dos auto-espectros (aqui designadas por PSD;)

pela soma das suas N ordenadas:
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> PSD, (@) 9
k=1

A normaliza¢dao dos espectros ¢ importante quando o ensaio ¢ realizado através de varios “setups”,
pois, como as séries temporais associadas a cada grau de liberdade ndo sdo todas captadas em
simultaneo, podem existir diferencas de intensidade da excitacdo ao longo do periodo de ensaio, que

conduzem a espectros de resposta com diferentes contetidos energéticos.

Procedendo desta forma, basta analisar os “picos” do espectro de poténcia médio normalizado para

identificar todas as frequéncias naturais da estrutura. Tal sera mostrado no exemplo que se segue.

Exemplo

Para o portico plano em andlise, apresentam-se 0s espectros de poténcia normalizados (NPSD) dos 3
deslocamentos horizontais e o espectro de poténcia médio normalizado (ANPSD), calculados a partir das
séries temporais das respostas simuladas, considerando uma excita¢cdo do tipo ruido branco. As séries
temporais tém as caracteristicas j& definidas na aplicacdo anterior e os espectros foram estimados usando

os parametros definidos para a estimativa 2, também descrita na aplicacao anterior.

1E-04 1E-04 | 1E-04 n
- A A = A = A
= s e = e e =
1E-07 'J M M 1E-07 '/ W M 1E-07 / w M
1E-08 / 1E-08 / 1E-08 /
1E-09 / 1E-09 / 1E-09 /
/ 1E-10 / 1E-10 /

1E-10
5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
f(Hz) f(H) 1(H)

Figura 3.5 — Espectros de poténcia normalizados
Neste caso, nenhum dos pontos instrumentados se encontra sobre qualquer nodo dos modos de vibracéo,
pelo que é possivel identificar todas as frequéncias naturais da estrutura pela analise isolada de cada um

deles.
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1E-03

1E-04

1E-05

1E-06

1E-07

1E-08

1E-09

1E-10

Figura 3.6 — Espectro de poténcia médio normalizado
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A partir dos picos do ANPSD, sdo identificadas as frequéncias naturais da estrutura, que se comparam

com as frequéncias tedricas no Quadro 3.1.

Quadro 3.1 — Frequéncias naturais da estrutura tedricas / identificadas

Frequéncias tedricas | Frequéncias identificadas Erro (%)
4.562 Hz 4541 Hz 0.46
12.783 Hz 12.793 Hz 0.078
18.472 Hz 18.359 Hz 0.61

Identificacdo dos modos de vibragéo

No capitulo 2 apresentou-se a seguinte expressdo para calcular a matriz das fungdes de resposta em

frequéncia:

H(a))=CI)-Hm(a))-CI>T

onde Hn € uma matriz diagonal, que é funcdo dos pard@metros modais da estrutura:

1

H,, (0) =

2

2 -
o —0°+2-1-& -0 -

(3.9)

(3.10)

Verifica-se que, se 0s amortecimentos modais apresentarem valores reduzidos e se as frequéncias

naturais da estrutura estiverem bem espacadas, na vizinhanga de cada uma das frequéncias naturais, 0s

elementos da diagonal principal da matriz Hm, em correspondéncia com essa frequéncia, apresentam

valores muito superiores aos restantes. Neste contexto, os elementos da matriz H, avaliados numa
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frequéncia coincidente com uma das frequéncias naturais da estrutura @y , podem ser obtidos

considerando apenas a contribui¢do do elemento (k,k) da matriz Hp:

1
H(o) =9, - — 0 =C o @ (3.11)

2 -
o -0 +21-& o o

onde c¢; é um escalar complexo que depende da frequéncia do modo k e do seu coeficiente de

amortecimento e ¢« é um vector coluna com as componentes do modo de vibrag&o k.
Introduzindo na expressdo (3.6) a igualdade (3.11), obtém-se:

Sy (&) zCl'Cl*'@k '(PkT ‘R, o '€0kT :C1'C1* "¢ -Gy '(PkT (3.12)

A constante escalar ¢, resulta do produto de um vector linha @' por um matriz quadrada Ry, seguido
de um produto por um vector coluna ¢ . Se todas as constantes escalares forem aglutinadas numa sé

(c3), obtém-se:

Sy (@) =c5- ¢ '?kT (3.13)

De seguida serd mostrado que, a partir desta igualdade é possivel, apenas com o conhecimento de uma
coluna da matriz dos espectros da resposta, obter a configuracdo do modo de vibragdo associado a
frequéncia w« . A coluna conhecida estd associada a um grau de liberdade de referéncia, isto €, um

grau de liberdade que é medido em todos os “setups”.

Assim, se associarmos a coluna conhecida o indice ref, o elemento da diagonal principal desta coluna

pode ser calculado pela expressao:

Sy (a)k)(ref,ref) ~Cs- (¢ref )k : ((Dref )k (3.14)

Um elemento genérico da mesma coluna é obtido a partir da expressao:
Sy (@) (jrery ®Cs '((Dj )k '(¢7ref )k (3.15)
Se for realizado o quociente entre os dois, obtém-se uma relacdo entre a ordenada do modo de

vibracdo no grau de liberdade de referéncia e a ordenada do mesmo modo num grau de liberdade

genérico j:
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Sy (@) rery < ((01' )k (3.16)
Sy (wk)(ref,ref) (¢ref )k |

A expressdo anterior permite obter, nos graus de liberdade instrumentados, as componentes dos modos
de vibracdo, associados a cada uma das frequéncias de ressonancia ax , a menos de um factor de

escala.

Destas considerac@es conclui-se que todos os parametros modais da estrutura podem ser identificados
considerando no seu ensaio apenas um grau de liberdade de referéncia, ou seja, é possivel caracterizar
completamente o comportamento dindmico de uma estrutura recorrendo apenas a dois sensores. Note-
se no entanto, que tal s6 é possivel se a componente do modo de vibragdo no ponto de referéncia for
diferente de zero, pelo que, este terd que ser seleccionado com algum cuidado ou, de forma prudente,

deverd adoptar-se mais do que um ponto de referéncia.

E ainda importante referir que, pelo facto dos espectros cruzados serem complexos, 0 quociente
anterior conduz a um numero complexo, cuja amplitude relaciona a amplitude do modo de vibragdo
nos dois graus de liberdade (j e ref) e cuja fase, se apenas forem expectaveis modos reais, devera ser 0°
ou 180°. O valor da fase indica se aos graus de liberdade j e ref correspondem deslocamentos no

mesmo sentido (fase = 0°) ou em sentidos opostos (fase = 180°).

O quociente apresentado na expressdo (3.16), generalizado para um valor qualquer de o, representa
uma funcédo que se designa fungéo de transferéncia entre o ponto j e o ponto ref:
Sy (a))(j,ref)

T = (3.17)
e Sy(w)(ref,ref)

Alguns autores também usam a designacdo de funcdo de transferéncia no dominio da frequéncia para
as funcdes de resposta em frequéncia. Neste trabalho tal ndo é realizado para evitar ambiguidades. A
coincidéncia do nome justifica-se pelo facto de ambas as fungdes resultarem do quociente entre um
espectro cruzado e um auto-espectro. No entanto, o seu significado fisico é distinto: as funcdes de
resposta em frequéncia relacionam, no dominio da frequéncia, a resposta segundo um determinado
grau de liberdade da estrutura com a ac¢éo actuante noutro; as fungdes de transferéncia relacionam, no
dominio da frequéncia, as respostas a uma excitagdo ambiental segundo dois graus de liberdade da

estrutura.

Uma vez que as estimativas modais obtidas ndo resultam do ajuste de um modelo matematico

representativo do comportamento dindmico da estrutura, mas apenas da relacdo entre as respostas
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observadas em diferentes graus de liberdade da estrutura, os modos alcancados devem ser designados
modos de deformacao operacionais. E de realcar que estes modos ndo coincidem exactamente com 0s
modos de vibracéo tedricos, eles representam a configuracdo que a estrutura assume quando excitada
por um harmonico puro. Em particular, se existirem modos de vibragdo com frequéncias naturais
préximas, os modos de deformacdo operacionais, identificados na vizinhanga dessas frequéncias, sdo

uma combinac¢do dos modos de vibracao respectivos.
Exemplo

Para a identificagdo dos modos de vibragdo do pértico, foi escolhido para grau de liberdade de referéncia

o0 deslocamento horizontal do ultimo piso (ys).

Nas figuras seguintes, representa-se a coluna da matriz dos espectros correspondente ao grau de liberdade
seleccionado para referéncia (terceira coluna) e as trés funcdes de transferéncia calculadas atraves do
quociente entre cada um dos elementos da coluna 3 e 0 elemento (3,3) da matriz. Os espectros cruzados e
as funcbes de transferéncia, como sdo fun¢des complexas, sdo representados atraves da sua amplitude e

fase (em radianos).

Amplitude S13 Fase Amplitude T13 Fase
1E-03 - r 2.5 1

1E-04

: 2
1E-05 + :

1E-06 + 15 ¢

"

v

1E-07 2 1 J#

1E-08 i
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1E-09

1E-10

0 5 10 15 20 25 0 5 10
[— Amplitude - Fase] f(Hz) [— Amplitude - Fase] f(Hz)
Amplitude S23 Fase Amplitude T23 Fase
1E-03 25 35

1E-04

: 24
1E-05 !
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1.00€-07 // T 04 1 04
1.00E-08 +03 Loz
/ +02 05 0.2
1.00E-09 / 101 o1
1.00E-10 0 0 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
—— Amplitude - Fase f(Hz) —— Amplitude ----- Fase f(Hz)
Figura 3.7 — Elementos da coluna 3 da matriz Figura 3.8 — Func®es de transferéncia

dos espectros
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De seguida, representa-se a variagao, ao longo da altura do portico, da amplitude e da fase das funcgdes de

transferéncia avaliadas nas diferentes frequéncias de ressonéncia, assim como, as configuracbes modais

que se obtém a partir de ambas.
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Figura 3.9 — Identificacdo dos modos de vibracéo

Identificagéo dos coeficientes de amortecimento modais

Fase

Modo 3

-3-2-1012

Modo

O coeficiente de amortecimento relativo a um oscilador de um grau de liberdade pode ser determinado

pelo método da meia poténcia (Clough e Penzien 1993). Este método, aplicado ao espectro médio

normalizado das respostas medidas da estrutura, estima o coeficiente de amortecimento &, associado

ao modo de vibracdo k, através da seguinte expressao:

Sk =

2‘a)k

W, —

(3.18)

onde @ e a, sdo frequéncias na vizinhanca da frequéncia de ressonancia (), a sua esquerda e direita

respectivamente, as quais esta associada uma amplitude do espectro médio normalizado que é metade

da amplitude associada a frequéncia de ressonancia. O facto do espectro se encontrar definido de

forma discretizada exige que as frequéncias sejam determinadas através de interpolacdes.

Verifica-se, no entanto, que o método da meia poténcia ndo fornece estimativas muito precisas. Em

alternativa, podem ser ajustados espectros tedricos aos pontos dos espectros de poténcia

experimentais, na vizinhanga da frequéncia de ressonancia, e a partir destes determinar o coeficiente

de amortecimento (Brownjohn et al. 1989). Neste trabalho estes métodos ndo sdo desenvolvidos, pois

sera privilegiada a abordagem apresentada na secgdo 3.2.3.2 (método de decomposicdo no dominio da

frequéncia melhorado).
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Avaliagéo do nivel de ruido

A funcdo de coeréncia é uma medida da correlacdo entre dois sinais. Como tal, assumindo-se a
natureza linear do sistema observado, pode ser usada para avaliar o nivel de ruido dos dados
recolhidos. A funcéo de coeréncia entre dois sinais (medidos nos graus de liberdade i e j) é calculada

pela seguinte expressao:

2
‘Sy(w)(i,n‘ (3.19)
Sy(@)in  Sy(@)j

Viz,j (a)) =

Valores proximos da unidade tendem a indicar que o nivel de ruido é baixo e que o sistema tem
comportamento linear, valores baixos denunciam niveis de ruido elevados. Para frequéncias préximas
das frequéncias naturais, a amplitude da resposta é mais elevada, logo a relagéo entre o nivel de sinal e
o nivel de ruido é superior, sendo portanto expectavel que as ordenadas da funcdo de coeréncia que
Ihes estdo associadas assumam valores proximos da unidade. Esta propriedade pode ser usada,

suplementarmente, na identificacdo das frequéncias naturais.

Exemplo

Na Figura 3.10 apresentam-se as coeréncias entre as séries temporais dos 3 pontos instrumentados e a
série temporal da secc¢do de referéncia, sendo possivel confirmar a propriedade descrita no paragrafo

anterior:

c13 c23 C33

N T o AL A .

o T LA

NS AR NEEL VW \ .

NN Y

0.0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20
f (Hz) f (H2) f(HZ)

Figura 3.10 — Estimativa das fungdes de coeréncia

Claro que a funcdo de coeréncia entre a série temporal da seccdo de referéncia e ela prépria (C33) é

constante e unitaria.
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3.2.3 Método de decomposicédo no dominio da frequéncia

O método de decomposic¢ao no dominio da frequéncia foi desenvolvido por Rune Brinker (Brincker et
al. 2000b), no entanto, os seus principios fundamentais ja tinham sido utilizados por (Prevosto 1982) e
por (Corréa e Costa 1992). Na sua versao mais desenvolvida, este método resolve as duas principais
limitagdes do método da seleccdo de picos anteriormente apresentado: possibilita a identificacdo de
modos com frequéncias proximas e permite a obtencdo de boas estimativas dos coeficientes de

amortecimento modais.

A implementacdo do método no software ARTEMIS (SVS 1999-2004), que permite a sua aplicacao
de forma bastante automatica, e o facto de este se basear em conceitos de dinamica relativamente
simples e em relagdo aos quais a comunidade de engenheiros civis que utiliza 0 método da seleccéo de

picos ja esta familiarizada, podem tornar este método bastante popular.

As referéncias que a seguir se enumeram retratam a eficiéncia do método na identificacdo de estruturas
de Engenharia Civil: (Brincker e Andersen 2000; Brincker et al. 2000a), (Cunha et al. 2004) e
(Reynolds et al. 2004).

A ferramenta matematica principal deste método de identificacdo é a decomposi¢do em valores
singulares, razdo pela qual, de seguida sdo resumidos 0s seus aspectos tedricos mais importantes. Esta
ferramenta e algumas das suas aplicacdes sdo descritas num dos anexos do livro (Juang 1994), uma

descrigdo mais detalhada pode ser encontrada em (Klema e Laub 1980).
Decomposicédo em valores singulares

A decomposicdo em valores singulares (SVD — “Singular Value Decomposition™) é um algoritmo que

decompde uma matriz qualquer, A (m.n, sendo m > n), no produto de outras trés:

S
A=U-S-VT com sz[(ﬂ (3.20)

A matriz S; € uma matriz quadrada diagonal, de dimensdo n, que contém os valores singulares da
matriz A por ordem decrescente; as matrizes unitarias’ U e V, de dimensdo m.m e n.n, contém os
vectores singulares a esquerda e a direita, respectivamente. O nimero de valores singulares ndo nulos

indica a ordem da matriz A, ou seja, o0 nimero de colunas, ou linhas, linearmente independentes.

! Uma matriz unitaria ou ortonormal é uma matriz que satisfaz a seguinte propriedade: A-A" = | (matriz identidade).
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A SVD esta relacionada com a determinagdo de valores e vectores proprios das matrizes ATA e AAT,
Os valores singulares de A sdo iguais as raizes quadradas positivas dos valores proprios de ATA e AA”.
As colunas de U contém os vectores proprios de AAT e as colunas de V contém os vectores proprios de
AA. Se a matriz em anélise for complexa, as igualdades mantém-se vélidas se a operagdo de
transposicio (e') for substituida pela operacdo de transposicdo seguida de conjugacdo complexa
(™). Quando a matriz A é real e simétrica ou complexa e hermitiana?, os valores singulares
coincidem com os valores proprios e as matrizes U e V, que passam a ser coincidentes, contém os
vectores proprios. Assim, o problema de determinacdo dos valores e vectores proprios pode ser
entendido como um caso particular de aplicacdo desta técnica mais genérica, que pode ser aplicada a

matrizes rectangulares.

De seguida seré apresentada, justificada e aplicada a metodologia proposta por Brincker, primeiro na

sua versdo base e depois na sua versdo melhorada.

3.2.3.1 Versao base

No artigo (Brincker et al. 2000b) é demonstrado que, sob algumas hipéteses, a aplicacdo da
decomposicéo em valores singulares a matriz dos espectros da resposta da estrutura a decompde num
conjunto de fungdes densidade espectral de poténcia de osciladores de 1 grau de liberdade, que tém as
mesmas frequéncias e os mesmos coeficientes de amortecimento dos modos de vibragdo da estrutura.
Como hipdteses de base é admitido que a excitagdo € um ruido branco, que o amortecimento da
estrutura € reduzido e que os modos de vibracdo com frequéncias proximas sao ortogonais. Se estas
hipoteses forem violadas, 0 método pode ainda ser aplicado, sendo os resultados aproximados, embora

ainda melhores do que aqueles que resultam da aplicagcdo do método da seleccéo de picos.

Da decomposi¢cdo em valores singulares da matriz dos espectros da resposta da estrutura, avaliada

numa frequéncia genérica i, obtém-se:

S,(@)=U,;-S;-U;" (3.21)

Note-se que, pelo facto da matriz S, completa ser quadrada e hermitiana, a matriz V, definida na

expressao (3.20), coincide com a matriz U.

2 Uma matriz hermitana é uma matriz que satisfaz a seguinte propriedade: AH= A.
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Na diagonal da matriz S; encontram-se os | (nimero de pontos instrumentados e dimensdo da matriz
Sy) valores singulares da matriz dos espectros da resposta da estrutura. Estes valores singulares
coincidem com as ordenadas, na frequéncia ai, dos espectros de poténcia dos osciladores de um grau
de liberdade, em correspondéncia com o0s modos de vibracdo da estrutura, que contribuem
significativamente para a sua resposta nessa frequéncia. Como o algoritmo de SVD organiza, na
matriz Si, os valores singulares por ordem decrescente, o primeiro valor singular contém, para cada
frequéncia, a ordenada do auto-espectro do oscilador de um grau de liberdade relativo a0 modo de

vibracdo dominante nessa frequéncia.

Se ndo existirem modos préximos, o grafico da variacdo do primeiro valor singular ao longo da
frequéncia contém, na vizinhanca de cada frequéncia de ressonancia, os segmentos mais relevantes dos
auto-espectros de todos os osciladores de um grau de liberdade, importantes para explicar a resposta

da estrutura. Os graficos dos restantes valores singulares apresentam valores préximos de zero.

Se a estrutura apresentar modos de vibracdo com frequéncias proximas, a decomposi¢cdo em valores
singulares da matriz dos espectros, na vizinhanga dessas frequéncias, apresenta tantos valores
singulares com valores significativos, quantos os modos nessa situa¢do, permitindo assim o seu

reconhecimento.

A identificacdo das frequéncias naturais da estrutura pode ser realizada, simplesmente através da

avaliagdo da abcissa em correspondéncia com os picos de todos os valores singulares.

A primeira coluna da matriz U; contém para cada frequéncia a configuracdo do modo dominante, as
configuragcdes dos restantes modos, se forem mutuamente ortogonais e ortogonais em relagdo ao

primeiro, aparecem nas restantes colunas desta matriz.

Se ndo existirem modos com frequéncias proximas, as configuracbes modais associadas a cada
frequéncia de ressonancia podem ser estimadas através da primeira coluna da matriz U;, avaliada na

respectiva frequéncia de ressonancia.

Se existirem modos com frequéncias proximas, a configuracdo do modo dominante é também
estimada através da primeira coluna da matriz Ui, avaliada na respectiva frequéncia de ressonancia. As
configuragdes dos restantes sdo estimadas através das colunas da matriz U;, em correspondéncia com
os valores singulares que apresentam os picos e avaliadas na abcissa em que o valor singular

respectivo é maximo.
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Nos casos correntes em que o ensaio ¢ realizado através de varios “setups”, para cada “setup” obtém-
se tantos valores singulares quantos os graus de liberdade instrumentados. A partir dos gréaficos dos
valores singulares relativos a cada “setup”, pode-se obter um s grafico com a média dos valores
singulares de cada “setup” normalizados, que permite a identificacdo de todas as frequéncias naturais
da estrutura. Em alternativa, pode ser realizada a SVD de uma matriz de espectros rectangular,
contendo apenas as colunas relativas aos sensores de referéncia. Procedendo desta forma, o nimero de
valores singulares € igual ao nimero de sensores de referéncia adoptados, sendo apenas possivel

identificar tantos modos, com frequéncias proximas, quantos os sensores de referéncia adoptados.

No exemplo seguinte faz-se uma pequena aplicacdo do método descrito, usando rotinas desenvolvidas

em MATLAB.

Exemplo

Da decomposic¢do em valores singulares da matriz dos espectros do pértico plano, em todas as frequéncias
em que esta se encontra definida, obtém-se os valores singulares que se representam Figura 3.11, em

funcdo da frequéncia.
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Figura 3.11 — Valores Singulares da matriz dos espectros

No gréfico anterior sdo claramente identificados 3 auto-espectros, que correspondem a trés osciladores de
um grau de liberdade com as mesmas frequéncias e amortecimentos dos trés modos de vibracdo da
estrutura. Verifica-se que 0s espectros apresentam segmentos distribuidos pelos trés valores singulares,

mas que as suas partes mais relevantes sao representadas no primeiro valor singular.

Como ndo existem modos com frequéncias proximas, todas as frequéncias naturais da estrutura podem ser
identificadas através dos picos do primeiro valor singular. No grafico da Figura 3.11 estas sao assinaladas

e verifica-se que coincidem com as identificadas pelo método da seleccao de picos.
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Se se avaliarem os vectores singulares, em correspondéncia com os maximos, obtém-se os valores do
Quadro 3.2, que estdo de acordo com as configuracGes modais teoricas. Os vectores singulares sdo
nimeros complexos. No entanto, como as respostas foram simuladas considerando o amortecimento da
estrutura proporcional, a parte imaginaria assume valores desprezaveis que ndo foram representados no

quadro.

Quadro 3.2 — Configuracdes modais da estrutura teéricas / identificadas

Modo 1 Modo 2 Modo 3
Identificado | Teorico | ldentificado | Tedrico | Identificado | Teorico
0.328 0.328 0.736 0.737 -0.596 -0.591
0.591 0.591 0.331 0.328 0.737 0.737
0.737 0.737 -0.591 -0.591 -0.320 -0.328

3.2.3.2 Versao melhorada

A técnica de decomposi¢cdo no dominio da frequéncia melhorada (EFFD) corresponde a um
aperfeicoamento da técnica descrita no ponto anterior, que permite estimar os coeficientes de
amortecimento modais e identificar com mais rigor as frequéncias naturais e as configuracbes modais

da estrutura.

O melhoramento introduzido baseia-se no facto da fungdo de auto-correlagdo da resposta de um
oscilador de um grau de liberdade sujeito a uma excitacdo do tipo ruido branco ser proporcional a sua

resposta em vibracdo livre (Brincker et al. 2001).

Se, na vizinhanga de cada uma das frequéncias de ressonéncia, as ordenadas dos auto-espectros dos
osciladores de um grau de liberdade, em que a estrutura foi decomposta, forem transportadas para o
dominio do tempo, por aplicacdo da FFT inversa, obtém-se as funcbes de auto-correlacdo associadas a
cada um deles. Como as fungdes de auto-correlagdo sdo proporcionais as respostas em vibracdo livre, a
partir das primeiras é possivel identificar os coeficientes de amortecimento e as frequéncias dos
osciladores de um grau de liberdade, usando conceitos simples da dindmica classica. As frequéncias e
amortecimentos obtidos sdo estimativas das frequéncias e dos amortecimentos dos modos de vibragdo

da estrutura.

69



Métodos Estocasticos de Identificagdo Modal

O coeficiente de amortecimento é determinado através do decremento logaritmico, que é definido pela

seguinte expressdo (Clough e Penzien 1993):

R
R

. InR)-InR,,,)
- m

1
5=—-In
(3.22)

n+m

Sendo R» e Rn+m dois valores extremos, da funcéo de auto-correlacdo, afastados entre si de m ciclos.

A relacdo entre o decremento logaritmo e o coeficiente de amortecimento é a seguinte:

5= 2-7r-§<:>§: o

N e (323

A partir desta relacdo, entre o decremento logaritmico e o coeficiente de amortecimento, e da
expressao (3.22), obtém-se a expressdo do coeficiente de amortecimento em fungdo de valores da

fungéo de auto-correlagéo:

l'In R, In R,
§: m Rn+m ~ n+m
2 2.7r-m (3.24)
4.,,2+[1.|anJ
m n+m

Quando o amortecimento é perfeitamente viscoso, o seu valor ndo depende da amplitude do
movimento e portanto, a sua avaliacdo pode ser efectuada por simples aplicacdo da expressao anterior
a um qualquer par de extremos relativos. No entanto, na pratica tal ndo acontece, pelo que, para a sua
determinagdo é mais adequado seguir o seguinte procedimento: (1) determinar todos 0s ma&ximos
relativos da fungdo de auto-correlagdo, (2) definir um conjunto de pontos, em numero igual aos
maximos determinados, cujas ordenadas sdo os valores dos logaritmos dos maximos anteriormente
determinados e as abcissas sdo 0 nimero de ciclos anteriores a sua ocorréncia, (3) ajustar uma recta
aos pontos anteriores. De acordo com a segunda igualdade da expressdo (3.22), o declive da recta é
coincidente com o decremento logaritmico, sendo o coeficiente de amortecimento determinado a partir

deste, pela expresséo (3.23).

A estimativa dos coeficientes de amortecimento modais ¢é afectada principalmente por dois erros: pelo
erro de “leakage” associado a estimativa do espectro, que faz com que as estimativas sejam superiores
aos valores reais, e 0 erro associado a realizacdo da FFT inversa de um tramo finito do espectro, que

contribui para uma subavaliacdo dos mesmos. Assim, as estimativas dos amortecimentos sdo tanto
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melhores, quanto maior a resolucdo em frequéncia do espectro e mais longo o segmento do espectro

seleccionado para o calculo da funcéo de auto-correlacao.

Como ja foi referido, a frequéncia natural associada a cada modo (ax) relaciona-se com a frequéncia

amortecida (axa) através da seguinte expressao:

O =\1-&7 - o, (3.25)

A frequéncia amortecida é o inverso do tempo necessario para completar um ciclo completo. Este
tempo pode ser determinado por avaliacdo do intervalo temporal entre dois cruzamentos do eixo das
abcissas ou entre a ocorréncia de dois valores extremos da fungéo de auto-correlacéo, separados por
um qualquer namero de ciclos. Uma forma de obter uma estimativa mais rigorosa consiste em adoptar
um procedimento semelhante ao que foi descrito para 0 amortecimento: ajustar uma recta a um
conjunto de pontos, representativos dos maximos ou das passagens por zero da funcdo de auto-
correlagdo, cuja ordenada é o nimero de ciclos que os precedem e cuja abcissa € o instante temporal
em gue ocorrem. O declive desta recta coincide com a frequéncia amortecida. A frequéncia natural é

calculada através da expressédo (3.25), usando o coeficiente de amortecimento previamente estimado.

Para a estimativa dos coeficientes de amortecimento e das frequéncias naturais € necessario obter, a
partir dos pontos discretos das funcdes de auto-correlacdo, as coordenadas dos seus valores extremos
e/ou as abcissas dos pontos com ordenada nula. Tal pode ser obtido com rigor, adoptando
interpolacBes quadraticas para a determinacdo dos extremos e interpolagbes lineares para a

determinagdo dos pontos de ordenada nula.

A escolha dos pontos na vizinhanga da frequéncia de ressonancia, para o calculo da FFT inversa, pode
ser realizada usando a sensibilidade do analista ou de forma mais fundamentada, comparando 0s
vectores singulares, associados a cada um dos pontos candidatos, com o vector singular associado a

frequéncia de ressonéncia (configuragdo do modo de vibracéo).

A comparagdo entre vectores pode ser realizada por intermédio de um indice escalar designado de
MAC (“Modal Assurance Criterion”), que mede a correlagdo entre duas configuragdes modais
(Allemang e Brown 1982). O MAC obtém-se a partir da expressao (3.26), onde ¢ € ¢ sdo dois
vectores coluna com as configuragdes modais, e assume valores entre zero e um. Um valor unitario

significa que os modos séo coincidentes ou diferem apenas no factor de escala.

T

2
MACkl,kz - (§0le '(/’kz)T (3.26)
((/’kl : ¢k1)' (§0k2 : ¢’k2)
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Neste método de identificagdo, a estimativa das configuracdes modais também é melhorada, pois a

configuracdo modal associada a cada frequéncia natural é obtida realizando a média dos vectores

singulares, relativos aos pontos na vizinhanga das frequéncias de ressonancia com MAC elevados,

ponderada pelo valor dos correspondentes valores singulares.

Os conceitos descritos séo seguidamente ilustrados no exemplo do portico plano.

Exemplo

Nesta abordagem, como a determinacdo das frequéncias naturais ndo é realizada através da identificagdo
dos maximos relativos dos valores singulares da matriz dos espectros, o erro associado a sua estimativa
deixa de ser dependente da resolucdo em frequéncia. Assim, interessa considerar trocos temporais mais
pequenos, para realizar mais médias e portanto obter espectros com menos ruido. Para o exemplo em

andlise, passa-se a adoptar uma resolugdo em frequéncia de 0.098Hz.

Na Figura 3.12, apresenta-se a seleccdo dos pontos dos valores singulares da matriz dos espectros das
respostas, que representam os espectros dos osciladores de um grau de liberdade em correspondéncia com
0s modos de vibracdo da estrutura, tendo sido escolhidos os pontos cujo primeiro vector singular
apresenta um MAC, em relacdo ao primeiro vector singular da frequéncia de ressonancia, superior a 0.99.
Foi possivel impor um MAC muito elevado, porque as séries temporais geradas artificialmente néo
apresentam ruido. Na Figura 3.13 mostra-se a variagdo do MAC entre o primeiro vector singular de cada

frequéncia e os primeiros vectores singulares das trés frequéncias de ressonancia.

SVD MAC
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Figura 3.12 — Seleccdo dos espectros correspondentes Figura 3.13 — Variagdo do indice MAC

aos osciladores de 1 grau de liberdade
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Os espectros de cada um dos osciladores de um grau de liberdade sdo definidos pelas ordenadas
seleccionadas na vizinhanga da sua frequéncia natural e por ordenadas nulas para todas as frequéncias

restantes, entre 0 e 25 Hz.

Realizando a FFT inversa dos espectros de cada um dos osciladores de um grau de liberdade, obtém-se as

seguintes fungdes de auto-correlagio:

;:: MMMM (1):2

oo JIHLHUMULLLA R A AL 2o oo U
e o 1

'1-000 1.0 2.0 3.0 4.0 tesrﬁ%o © b 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 te%%o ©

Funcéo de auto-correlagéo 3

2.0 3.0 4.0 5.0
tempo (s)

Figura 3.14 — FuncGes de auto-correlacdo dos osciladores de 1 grau de liberdade

As funcbes de auto-correlagdo foram escaladas de forma a assumirem um valor unitario na origem e
apenas se representa a sua parte com abcissas positivas. As fun¢Bes de auto-correlagdo que resultam da
simples aplicagdo da FFT inversa possuem um resolucéo no tempo de 0.02 s (inverso da frequéncia de
amostragem — 50 Hz). No entanto, para a determinacéo dos maximos relativos ser mais rigorosa, foi usado
o comando “spline” do MATLAB, que aumenta a resolu¢do no tempo, determinando as ordenadas dos
pontos intermédios através de interpolacGes cubicas. Os gréficos da Figura 3.14 foram tracados com uma

resolucdo no tempo de 0.002 s.

Para a avaliacéo dos coeficientes de amortecimento e das frequéncias foram usados 0s maximos relativos

positivos, que na nova discretizacdo sdo determinados com bastante rigor.

Nas figuras seguintes, apresenta-se, para cada funcdo de auto-correlacéo, a variacdo do logaritmo dos seus
extremos positivos com o0 nimero de ciclos que os precedem (para determinacdo dos coeficientes de
amortecimento) e a varia¢do dos Ultimos com o instante temporal em que ocorrem (para determinacdo das

frequéncias).
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Logaritmo dos maximos da funcdo de auto-correlagéo Numero de ciclos
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Figura 3.15 — Graficos para estimativa do amortecimento e da frequéncia
associados ao primeiro modo de vibragédo
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Figura 3.16 — Gréficos para estimativa do amortecimento e da frequéncia
associados ao segundo modo de vibragdo
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Figura 3.17 — Graficos para estimativa do amortecimento e da frequéncia
associados ao terceiro modo de vibragéo

Nos graficos anteriores, representa-se, também, a recta que foi ajustada aos pontos da fungdo de auto-
correlacdo que se entenderam mais representativos. A partir dos declives das rectas ajustadas s&o
determinadas as frequéncias e os coeficientes de amortecimento dos trés modos de vibra¢do da estrutura,

que se apresentam e comparam com os valores tedricos no Quadro 3.3.

Quadro 3.3 — Frequéncias e coeficientes de amortecimento teéricos / identificados

Valores tedricos Valores identificados
Modo | Frequéncia | Amortecimento Frequéncia Amortecimento
1 4.562 Hz 0.45% 4.561 Hz 1.364 %
2 12.783 Hz 1.25% 12.758 Hz 1.349 %
3 18.472 Hz 1.80 % 18.248 Hz 2177 %

Da andlise do quadro, verifica-se que as frequéncias sdo identificadas com boa precisdo, mesmo com uma
resolucdo em frequéncia relativamente baixa. Quanto aos coeficientes de amortecimento, as estimativas

para 0 segundo e terceiro modos sdo razoaveis. No entanto, o valor estimado para o primeiro modo tem
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um erro superior a 100%. Esta estimativa excessivamente elevada do coeficiente de amortecimento é
devida ao erro de “leakage” introduzido na estimativa dos espectros. Se for aumentado o comprimento dos
trogos temporais usados para a sua estimativa, obtém-se valores para o coeficiente de amortecimento do
primeiro modo entre 0.5 % (adoptando trocos temporais com 16384 pontos) e 0.64 % (adoptando trocos
temporais com 2048 pontos), valores mais proximos do valor tedrico. Uma forma de identificar se o erro
de “leakage” introduz amortecimentos significativos consiste em verificar se as fungdes de auto-
correlagdo se anulam no trogo temporal obtido através da FFT inversa dos espectros. Na Figura 3.14,
verifica-se que a funcdo de auto-correlacdo do oscilador de um grau de liberdade relativo ao primeiro

modo ndo se anula no trogo temporal de 5.1s (1/(2-Af)=1/(2-0.098)=5.1s), obtido a partir do espectro.

Como o indice MAC usado para a selec¢do dos pontos na vizinhanga das frequéncia de ressonancia
identificadas no espectro do primeiro valor singular foi muito elevado, as estimativas das configuracdes
modais melhoradas obtidas através desta abordagem sdo praticamente coincidentes com as que resultaram

da formulagéo bésica da decomposicdo em valores singulares no dominio da frequéncia.

3.2.4 Outros métodos de identificacdo no dominio da frequéncia

Os dois métodos de identificagdo no dominio da frequéncia anteriormente descritos, no processo de
identificagdo dos parametros modais associados a cada um dos modos de vibracdo da estrutura, apenas
consideram ordenadas particulares dos espectros da resposta da estrutura ou segmentos dos valores
singulares, que resultam da decomposicdo da sua matriz de espectros. Outros métodos existem, em
que espectros tedricos, definidos em funcdo dos parametros modais da estrutura, sdo ajustados a todas
as ordenadas dos espectros experimentais, estimados a partir das séries temporais das respostas da

estrutura adquiridas.

As técnicas de ajuste de funcBes tedricas parametrizadas a fungdes experimentais foram inicialmente
desenvolvidas, no &mbito dos ensaios de vibracdo forcada, para realizar o ajuste de fungdes de resposta
em frequéncia. O procedimento mais simples consiste na aplicagdo do método dos minimos
quadrados. No entanto, uma vez que se trata de um problema ndo linear, a sua resolucdo estdo
associados os seguintes problemas: possibilidade de divergéncia quando o ponto de partida adoptado
ndo é adequado e existéncia de minimos locais que podem ser erradamente interpretados como

minimos globais.

75



Métodos Estocasticos de Identificagdo Modal

Recentemente, foram desenvolvidas novas metodologias para realizar o ajuste e efectuada a sua
adaptagdo para poderem ser aplicadas aos espectros, possibilitando assim a identificacdo dos

parametros dindmicos de estruturas através da sua resposta a excita¢cdes ambientais.

No artigo (Guillaume et al. 1999) é apresentado o método da méxima verosimilhanca (Maximum
Likelihood — ML), para realizar o ajuste de espectros tedricos parametrizados a espectros
experimentais. Este método de ajuste, baseado numa abordagem probabilistica, apresenta as seguintes
vantagens em relagdo ao método dos minimos quadrados: é numericamente mais robusto, considera no
processo de ajuste a existéncia de ruido e fornece intervalos de confianga para os parametros

estimados.

Mais recentemente, no artigo (Cauberghe et al. 2004) ¢é descrita e aplicada uma nova formulacdo do
método da maxima verosimilhanga, designada “poly-reference”, que segundo os autores conduz a
estimativas dos parametros modais com qualidade superior. Na referéncia (Peeters et al. 2004) é
apresentada e aplicada a mesma técnica (“poly-reference”) para realizar 0 ajuste de funcbes de
resposta em frequéncia tedricas e experimentais através do método dos minimos quadrados. Este
método, designado “PolyMAX”, estd a ser integrado no “software” desenvolvido e comercializado
pela LMS, para realizar o ajuste de funcdes de resposta em frequéncia e de espectros de resposta da
estrutura, permitindo assim a identificacdo dos pardmetros modais através de ensaios de vibragdo

forcada e através de ensaios de vibragcdo ambiental.
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3.3  Métodos de identificacdo no dominio do tempo

Nesta seccdo sdo apresentados os métodos de identificacdo modal de sistemas dindmicos que se
baseiam em informacdo no dominio do tempo. A apresentacdo é dividida em duas subsec¢fes: na
primeira sdo descritos os métodos que usam como ponto de partida as funcBes de correlacdo; na
segunda sdo descritos os métodos que se baseiam directamente nas séries temporais. Em ambas é dado
maior destaque aos métodos que realizam a identificagdo de modelos de estado, uma vez que é a

abordagem que tem mostrado melhores resultados nas aplicacdes de Engenharia Civil.

De seguida é descrita uma forma de organizacao das séries temporais recolhidas no ensaio, que se vai

tornar bastante interessante na aplicagéo dos algoritmos apresentados.

3.3.1 Organizacao das séries temporais

Em cada “setup” dum ensaio de vibragdo ambiental sio medidas, em varios instantes temporais, as
aceleracGes dos | graus de liberdade instrumentados. Alguns destes graus de liberdade, como ja foi
referido, tém que ser medidos em todos os “setups”, os designados graus de liberdade de referéncia.
Para cada instante de aquisido, k, podem ser definidos dois vectores: y; - vector coluna que contém
as aceleragdes medidas nos r graus de liberdade de referéncia no instante k e y, - vector coluna que

contém as aceleracdes medidas em todos os graus de liberdade instrumentados no instante k.

Nos pontos seguintes do presente capitulo, verificar-se-4 a vantagem de organizar os vectores

anteriormente descritos na seguinte matriz de Hankel®:

A AR
ylref ygef . y;;lef
r r ref ref - .
et L yia v o v _ Yoi-1 _ Yp" [Trei "passadd (3.27)
IN LY Yia o Vs Yi\z.i-l Y, [T1-i " futuro”
Yie Yz 0 Yiw
| Yoia  Yoi 0 Yaien—2

3 Uma matriz de Hankel é uma matriz em que cada anti-diagonal contém a repeticdo do mesmo elemento.
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Na matriz anterior séo destacados dois instantes temporais: o instante i e o instante N. Nos pontos
seguintes o seu significado serd esclarecido, para ja, fica claro que estdo condicionados pelo

comprimento total das séries temporais adquiridas: 2-i+N -1= nlmero total de pontos de cada série.

Na segunda igualdade, a matriz é dividida em dois blocos, cuja designacgdo é baseada nos indices dos
elementos da primeira coluna do bloco a que se refere. O primeiro bloco (Yojffl) contém N colunas e i
blocos de linhas, sendo cada bloco constituido por um vector coluna com r elementos (nimero de
graus de liberdade de referéncia). O segundo bloco também contém N colunas e i blocos de linhas,
sendo cada bloco constituido por um vector coluna com | elementos (nimero de graus de liberdade

instrumentados).

Na terceira igualdade, os indices entre 0 e i-1 sdo designados por p, que simboliza passado, e 0s

indices entre i e 2i-1 sdo designados por f, que simboliza futuro.
Para um dos métodos que sera apresentado, vai ser usada a seguinte divisao alternativa da matriz H ™"

Yor Y DG +D)
H ref _ Yi‘i;:ref _ Yi‘i:tref :I:I —r (328)
Y vy, (T1-(i-D)

i+1|2i-1

3.3.2 Métodos de identificacdo estocastica a partir das correlagdes

As correlagfes sdo a base deste grupo de métodos de identificacdo, pelo que estes s6 produzem bons
resultados se aquelas forem adequadamente estimadas. No ponto seguinte sdo apresentadas trés

alternativas para realizar a sua estimagao a partir das séries temporais da resposta da estrutura.

3.3.2.1 Estimativa das correlacGes da resposta

Antes de mais, é importante referir que sera assumido que as séries temporais das respostas dindmicas
de uma estrutura ttém média nula. Como tal, a funcdo de correlacdo é coincidente com a fungédo de

covariancia. Neste trabalho sera usada preferencialmente a designacao correlacéo.

No capitulo 2 foi introduzido o conceito de correlacdo entre dois sinais continuos (xi(t) e xa(t)) e
apresentada a expressdo (3.29) para o seu calculo, no caso particular de estes serem assumidos como

realizacBes de um processo estacionario e ergodico.
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+T/2
R ()= M 2 [, 5+ )c (3:29)

-T/2
Na pratica, os sinais encontram-se discretizados no tempo e tém uma duragdo limitada, pelo que,

apenas pode ser obtida uma estimativa da correlacao.

Estimativa directa das func¢des de correlacéo

A forma mais directa de estimar as funcBes de correlacdo obtém-se convertendo o integral da

expressao (3.29) num somatério estendido a um namero finito de termos:

N
Rix, (j):%-le(k-At)-xz(k-AH j-At) com j=0.1, 2, ..., (3.30)
k=1

Na expressao anterior, N é o nimero de pontos dos segmentos temporais usados para o calculo da

correlagdo. Este tem que ser menor que o nimero total de pontos da série temporal subtraido de i.

Estimativa das fungdes de correlagdo através da FFT

Uma forma alternativa de calcular as correlagdes consiste na aplicacdo da FFT inversa aos espectros
calculados tal como se descreve no ponto 3.2.1. Usando este procedimento, o célculo é mais rapido,
pois sdo evitadas muitas multiplicagdes e somatorios. No entanto, é necessario ter algum cuidado na
sua aplicacéo, para evitar que se obtenham correlagdes circulares (Bendat e Piersol 1971). De facto, a
aplicagdo da FFT inversa aos espectros calculados de acordo com o procedimento de Welch, resulta

numa funcdo que é igual a soma da funcdo de correlagdo com a sua simétrica, tal como representado

na Figura 3.18.

Figura 3.19 — Efeito da adicdo de zeros na fungéo de correlacdo

Figura 3.18 — Funcéo de correlagdo
circular.

circular.

Para evitar este erro, na aplicacdo do procedimento de Welch, é necessario adicionar a cada segmento
temporal com N pontos, extraido da série temporal total para o célculo do espectro, um nimero de

zeros igual a sua dimensdo (N). Realizando este pequeno artificio conseguem-se separar as duas
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funcBes que se encontravam sobrepostas, tal com se esquematiza na Figura 3.19. Cada ponto da

funcdo de correlacdo resultante tem ainda que ser multiplicado por (N-j)/N, para corrigir o erro de viés
(Bendat e Piersol 1971).

Convém referir que os erros de circularidade e de viés tém pouco significado nos primeiros elementos

das funces de correlagdo, pelo que, se apenas for necessario estimar as funcdes para valores baixos de

j, ndo é indispensavel realizar a adicdo de zeros nem aplicar o factor de correccéo.

As correlagOes estimadas através deste procedimento também sdo afectadas pelos erros de “leakage”,

dado que estes estdo sempre associados a aplicagdo do algoritmo FFT.

No exemplo seguinte é feita a aplicagdo dos métodos anteriormente descritos, utilizando uma

implementag&o realizada em MATLAB.

Exemplo

A funcdo de auto-correlacdo da resposta do terceiro piso do pértico plano foi estimada através das duas
metodologias acabadas de descrever. No célculo através da FFT e FFT inversa, foram usados trocos
temporais com 1024 pontos para o calculo do espectro. No gréfico seguinte, comparam-se os valores
obtidos, utilizando a equacdo (3.30) (“AC-Somatoério”) e a abordagem alternativa baseada no algoritmo
FFT (“AC-FFT”). As fun¢des de correlagdo representadas foram previamente normalizadas, isto é, todos

os seus elementos foram divididos pela ordenada da funcéo na origem.

Correlagéo (3,3)

o

i
. —— N R
Ea—

Do

| — AC-Somatério = AC-FFT

0 2 4 6 8 10
Tempo (s)

Figura 3.20 — Elemento (3,3) da matriz das correlagdes - 12 estimativa com FFT

Verifica-se que, nos primeiros pontos, a concordancia é perfeita. No entanto, a partir dos 5 segundos, a
funcdo de correlagdo estimada através do espectro comecga a convergir mais rapidamente para zero. Tal
facto deve-se ao amortecimento adicional introduzido pelo efeito de “leakage”. Se forem adoptados trogos

temporais mais longos para a estimativa do espectro, este efeito é atenuado. Na Figura 3.21, é feita a
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mesma comparagdo mas calculando o espectro a partir de tro¢os temporais com 2048 pontos, verificando-

se entdo que ja se consegue uma boa concordancia até aos 10 segundos.

Correlagéo (3,3)

B
te
B

e
S%x
=22

B e S V|
o=
p =
==

]

10 | —AC-Somatério = AC-FFT 2

0 2 4 6 8 10
Tempo (s)

Figura 3.21 — Elemento (3,3) da matriz das correlagdes - 22 estimativa com FFT

Estimativa das fungdes de correlacdo através do decremento aleatdrio

A técnica do decremento aleatério permite o calculo de respostas em vibracdo livre a partir de
respostas a excitacOes de natureza aleatoria. Esta técnica foi pela primeira vez utilizada por Cole na
NASA, para a analise dindmica de estruturas espaciais sujeitas a ac¢des ambientais (Cole 1968). Na
referéncia (Vandiver et al. 1982) é demonstrado que os decrementos aleatdrios, baseados num critério
de seleccdo especifico, sdo proporcionais as fungdes de correlacdo das respostas de uma estrutura
sujeita a uma excitacdo do tipo ruido branco, podendo portanto ser usados para as estimar.
Posteriormente, Asmussen (Asmussen 1997) explora este interessante resultado e aplica-0 na

identificagdo modal de estruturas de Engenharia Civil.

De acordo com Cole, a resposta de uma estrutura a uma excitacdo aleatoria num instante genérico t
resulta de trés contribui¢des: do deslocamento inicial, da velocidade inicial e da excitacdo actuante
sobre a estrutura entre o instante inicial e o instante t. Se forem realizadas médias de segmentos
temporais da resposta com as mesmas condi¢des iniciais, a contribuicdo da excitacdo aleatoria, bem
como do ruido existente na cadeia de medicdo, tendem a ser anuladas, resultando apenas a
contribuicdo das condic@es iniciais. Este é o principio basico em que se apoia 0 método do decremento

aleatorio.

A escolha dos segmentos das séries temporais da resposta da estrutura com as mesmas condicoes
iniciais ¢ realizada recorrendo a critérios de selecg¢do (“Triggering conditions”), que seleccionam os
pontos de inicio de cada um deles. Nos ensaios de vibracdo ambiental, 0 mais corrente é realizar a
medicdo de aceleragdes. Assim, ndo querendo realizar integracGes do sinal, os critérios de seleccao

tém que ser estabelecidos com base no valor da aceleracéo e da sua primeira derivada.
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Os critérios de selec¢do normalmente usados na aplicagdo do método do decremento aleatério séo os
seguintes (Asmussen 1997): (1) passagem por um nivel, (2) méximos locais, (3) pontos positivos e (4)

passagem por zero com inclinagdo positiva.

No primeiro critério sdo seleccionados todos os pontos com um valor definido da aceleracdo — a. No
segundo critério sdo seleccionados todos 0s maximos locais da série temporal. No terceiro critério sdo
seleccionados os pontos da série temporal com ordenadas compreendidas entre dois valores a e b com
o0 mesmo sinal. Finalmente, no quarto critério sdo seleccionados os pontos com ordenada nula e

primeira derivada positiva.

Cada um dos critérios proporciona fungdes de resposta em vibragdo livre com diferentes valores
iniciais. Por exemplo, do primeiro critério resulta uma resposta em vibragdo livre com as seguintes
caracteristicas no instante inicial: aceleracdo igual a a e primeira derivada da aceleracdo nula. A Gltima
é nula, porque as velocidades iniciais de cada um dos segmentos seleccionados apresentam uma

variacdo aleatdria cuja média € igual a zero.

A escolha dos niveis a e b a usar nos dois primeiros critérios é importante, pois condiciona a qualidade
dos resultados. A opgdo de um nivel baixo para a tem a vantagem de conduzir a selec¢do de mais
segmentos. No entanto, nos valores mais baixos, os erros associados ao processo de medicao tém mais
peso. Na referéncia (Asmussen 1997), é mostrado que na aplicacdo do primeiro critério existe um
nivel éptimo, que esta relacionado com o desvio padrdo da série temporal (c): a=+2- o, , enquanto

que, para aplicacdo do segundo se aconselha: a=o,e b=o.

Se as médias forem realizadas com segmentos da série temporal onde sdo definidas as condicGes de
selecgdo, obtém-se auto-decrementos aleatdrios. Se as médias forem realizadas com segmentos de uma
série temporal diferente daquela onde sdo definidas as condicfes de seleccdo, obtém-se decrementos
aleatorios cruzados. Estes elementos estdo em correspondéncia com as fungdes de auto-correlagdo e

com as fungdes de correlagdo cruzada, respectivamente.

Os decrementos aleatorios calculados com base nos trés primeiros critérios de seleccdo sdo
proporcionais as funcdes de correlagdo, enquanto que, os decrementos aleatérios calculados através do

quarto critério de selec¢do sdo proporcionais a primeira derivada das funcdes de correlagéo.

As funcdes de correlacdo estimadas através dos decrementos aleatorios podem ser usadas como
“input” dos métodos descritos nas sec¢des 3.3.2.2 e 3.3.2.3 ou podem ser convertidas para 0 dominio

da frequéncia, transformando-se em espectros que podem ser usados como “input” dos métodos que
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trabalham no dominio da frequéncia. Na referéncia (Rodrigues et al. 2004) sdo apresentados resultados

da utilizacdo de decrementos aleatdrios para gerar os espectros usados pelo método FDD.

Na aplicacdo seguinte, uma implementacdo em MATLAB da técnica do decremento aleatorio,

realizada no &mbito deste trabalho, é utilizada para estimar uma funcéo de auto-correlagao.

Exemplo

O auto-decremento aleatério da resposta do Gltimo piso do pértico em andlise foi calculado usando o

segundo critério de selec¢do, adoptando para a e b os valores recomendados.

Na Figura 3.22, identificam-se os pontos da série temporal que respeitam o critério de seleccéo.

Pontos seleccionados

b Bk i et B
T AT AT e v
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0 100 200 300 400 500 600
Tempo (s)

Figura 3.22 — Pontos seleccionados

Na Figura 3.23, apresenta-se o decremento aleatério calculado a partir dos segmentos temporais com
inicio nos pontos destacados no gréafico anterior e compara-se este com a funcdo de auto-correlagdo da

mesma série temporal, calculada com a expressédo (3.30).

Decremento aleatério / Correlagéo
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Figura 3.23 — Decremento aleat6rio

Da observagdo do grafico, verifica-se que o ajuste entre o decremento aleatério e a funcdo de

auto-correlacdo respectiva € muito bom.
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Organizacédo das fungdes de correlagéo

Tal como para o0s espectros, é usual organizar as correlacdes entre as respostas relativas aos diferentes
graus de liberdade instrumentados numa matriz, em que os elementos da diagonal principal contém
funcGes de auto-correlagdo e os elementos fora da diagonal principal contém fungfes de correlagdo
cruzada. Se as séries temporais das respostas forem organizadas num vector coluna (y), com tantas
componentes quantos os graus de liberdade instrumentados, a matriz com as estimativas das

correlacgdes, no instante de tempo j- At pode ser obtida da seguinte forma:

ﬁy(j)=%-zy(k-m)-y(k-m+ j-ADT (3.31)

k=1

No caso, mais corrente, do ensaio ser realizado recorrendo a varios “setups”, ndo é possivel calcular a
matriz das correlagcdes completa, mas apenas as colunas relativas aos graus de liberdade de referéncia.
Assim, a equagio (3.31) é substituida pela equagéo (3.32), onde o vector y ™ contém as respostas dos

graus de liberdade de referéncia.

A ref - 13 re )
R, f(n:W-Zy(k-At)-y f(k-At+j-At)T (3.32)

k=1

A arrumac&o das séries temporais estabelecida na equagéo (3.27) permite obter, de forma compacta,
uma matriz composta por matrizes de correlacdo avaliadas em diferentes instantes de tempo, através

da seguinte expresséo:

Riref Rirj .-+ R 1ref
T R_ref R‘ref ... R ref

T =Y e e N (3.33)
;i1 Ra, -+ R

~ . . P ~ . 5 ref /- x ref
Na equacdo anterior, para simplificar a notagdo, as matrizes R, (j) sdo representadas por R;™ .

Note-se que, na definicio da matriz H™" | as séries temporais foram escaladas pelo inverso da raiz

quadrada de N, para que, no calculo das correlagdes, ndo seja necessario proceder a qualquer divisdo.
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As matrizes das correlagdes (RJr6f , com j entre 1 e i) ficam arrumadas numa matriz Toeplitz*, que vai

ser Util na aplicacdo do método de identificacdo que a seguir se apresenta.

3.3.2.2 Método de identificacdo estocastica em sub-espacos a partir das correlacGes

O método de identificacdo estocastica em sub-espacos a partir das correlagbes, designado de forma
abreviada SSI-COV (“COVariance-driven Stochastic Subspace Identification’), identifica um modelo
de estado a partir das correlagbes das respostas da estrutura. O modelo de estado na sua formulacédo
estocastica e discreta, descrito no capitulo 2, € representado pelo seguinte par de equacdes:

X = A Xy T W

(3.34)
Y, =C- X, +V,

No capitulo 2 apresentaram-se também as suas propriedades estocasticas mais importantes, estas serao

fundamentais para justificar o método aqui apresentado.

A identificacdo de modelos de estado a partir de dados experimentais foi primeiro realizada com base
em funcbes de reposta impulsivas, resultantes de ensaios de vibragdo forcada. O método mais
desenvolvido para realizar tal tarefa designa-se ERA (“Eigensystem Realization Algorithm”) e

encontra-se descrito no livro (Juang 1994).

As funces de correlacdo relativas a resposta de uma estrutura sujeita a uma excitagdo do tipo ruido
branco podem ser expressas através da soma de sinusoides com decremento exponencial, relacionadas
com cada um dos modos de vibracdo da estrutura, sendo portanto possivel, a partir delas, determinar
0s parametros modais da estrutura. Usando este principio, no artigo (James et al. 1992) o método ERA
é adaptado para realizar a extracgdo dos parametros modais a partir dos dados recolhidos em ensaios

de vibragdo ambiental, substituindo as fungdes de resposta impulsivas pelas fungdes de correlacéao.

Tal como ja foi referido, os ensaios de vibracdo ambiental de estruturas de Engenharia Civil sdo
correntemente realizados através de varios “setups”, adoptando sensores de referéncia e sensores
moveis. Neste trabalho é apresentada a versdo do método, desenvolvida por Bart Peeters (Peeters
2000), que se baseia nas correlacdes entre as respostas num numero limitado de grau de liberdade
(referéncias) e as respostas dos restantes, em vez de usar as correlagdes entre todos os graus de

liberdade instrumentados em cada “setup”. A versdo do método, que calcula para cada “setup” a

4 Uma matriz de Toeplitz € uma matriz cujas diagonais contém a repeticdo dum mesmo elemento
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matriz completa das correlagdes pode ser obtida, a partir da anterior, considerando todos os pontos

instrumentados em cada “setup” como sendo de referéncia.

A eficiéncia da implementacdo realizada por Bart Peeters € demonstrada em varias aplicaces a

estruturas de Engenharia Civil: (Peeters 2000) e (Peeters et al. 2002).

O ponto de partida para este método sdo as matrizes de correlagdo das respostas da estrutura

organizadas numa matriz de Toeplitz, tal como definido na expresséo (3.33).

Se cada uma das matriz de correlagdo R for factorizada, de acordo com a propriedade apresentada

no capitulo 2, no seguinte produto:

Ri ref =C. Ai—l . Gref (335)

a matriz de Toeplitz que contém as correlacBes pode ser decomposta da seguinte forma:

C

C-A

Tref — . [Ai—l .Gref A.Gref Gref ]:Oi 'I—‘iref (336)

1

C ..Aifl

Na segunda igualdade da equagdo anterior sdo definidas as matrizes Oie l“irEf . A matriz O;, designada
matriz de observabilidade extendida, é uma matriz constituida por i blocos dispostos em coluna,

" designada matriz de controlabilidade

contendo cada bloco uma matriz de dimensao /-n. A matriz I;
estocastica extendida invertida, € uma matriz constituida por i blocos dispostos em linha, tendo cada
bloco uma dimens&o n-r. A matriz que resulta da multiplicacdo de ambas é uma matriz (i-l) -(i-r) e, se
n <i-r, asuaordem é igual a n, pois resulta da multiplicacdo de uma matriz de n linhas por uma matriz

de n colunas.

Por outro lado, da decomposicdo em valores singulares da matriz de Toeplitz, obtém-se:

ref T S1 0 VlT T
Tl‘i =U-S.Vv :[Ul U2] 0 0 . V2T =U1'81‘V1 (337)

Como j4 foi referido, na descricdo desta ferramenta matematica, o nimero de valores singulares ndo

r
I

também coincidente com a ordem do modelo de estado.

nulos indica a ordem da matriz T, . que é coincidente com a dimensdo da matriz A (n) e portanto,
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Por comparacéo das expressdes (3.36) e (3.37), verifica-se que a matrizes O; e T; ref podem ser obtidas
a partir das matrizes que resultam da decomposicdo em valores singulares, por exemplo, da seguinte

forma;

/
Oi = Ul . Sll 2
T ref _ Sll/ 2 'VlT

(3.38)

ref

Com este passo, o problema de identificagéo fica quase resolvido, pois a partir das matrizes Oi e I~ ,

é facil extrair a matriz A, que caracteriza o comportamento dindmico da estrutura.

Para identificacdo da matriz C, basta seleccionar as primeiras | linhas da matriz O;. A matriz A pode
ser obtida, de forma simples, multiplicando a matriz C-4 (linhas 1+1 até 2:| da matriz O;) pela inversa
da matriz C. Em vez de se usarem os dois primeiros blocos da matriz O;, podem ser usados quaisquer
par de blocos consecutivos desta matriz para a obtencéo de A, pelo que um procedimento mais robusto
para a sua determinacgdo consiste em obter a matriz A que melhor respeita todos os pares de blocos.
Estad-se perante um problema de optimizacdo (mais equagdes do que incégnitas), que pode ser

representado, de forma compacta, pela seguinte equacéo °:

C C-A c 1'[c-A

C-A C-A? C-A C-A?
A= o A= : (3.39)

C‘Ai—z C‘Ai_l C‘Ai_z C'Ai_l

A pseudo-inversa € uma generalizagcdo da operacéo de inversdo de matrizes: a inversdo de matrizes,
que s se aplica a matrizes quadradas, permite a resolucdo de sistemas de equagbes em que 0 nimero
de equacdes é igual ao nimero de incognitas (A-x =b < x =A™ -b); a pseudo-inversa, que pode ser
aplicada a matrizes rectangulares, permite a resolucdo de sistemas em que o numero de equagdes é

superior ao numero de incdgnitas, isto &, permite resolver problemas de optimizacéo.

Com a equacéo anterior, o problema de identificacdo fica resolvido, pois a ordem do modelo de estado
(n), que melhor representa 0 comportamento dindmico da estrutura, esta identificada (nimero de
ref

valores singulares ndo nulos da matriz Tl‘i ) e estdo identificadas as matrizes que caracterizam o

modelo e a partir das quais é possivel extrair as suas caracteristicas dindmicas (matrizes A e C).

® O simbolo T significa pseudo-inversa de Moore-Penrose. O célculo da pseudo-inversa de uma matriz genérica (M) pode ser realizado, por

exemplo, a partir da sua decomposicéo em valores singulares: \ =U,-5,V) = Mf=v.s7t.u]
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Para estimar os pardmetros modais da estrutura, basta realizar a decomposicdo em valores e vectores

préprios da matriz A:

A=¥-A,- ¥ (3.40)

Desta, resulta a matriz ¥, que é quadrada, tem dimensdo n e contém nas suas colunas os vectores
proprios complexos e a matriz A, que é diagonal e contém os valores proprios em tempo discreto
(). As frequéncias naturais @, e os coeficientes de amortecimento modais &, podem entdo ser

obtidos através das relacOes:

wy =ei i e ==& i41-E2 -, (3.41)

sendo A, um valor proprio em tempo continuo e At o incremento de tempo. Finalmente, as

configuragdes modais observaveis vém dadas pela matriz complexa (I'n):

V=C-V¥ (3.42)

Nos desenvolvimentos apresentados nesta sec¢do foram usadas como ponto de partida as matrizes
R™ . No entanto, o que se obtém na prética sio estimativas destas matrizes (R ), pelo que as

matrizes do sistema identificadas também tém que ser entendidas como estimativas.

Pelo facto das matrizes das correlagGes serem estimativas, e devido a existéncia de outras fontes de
erro (aproximag6es do modelo matematico, ruido na cadeia de medigdo e erros numéricos) os valores
singulares, que deveriam ser nulos, apresentam na préatica valores residuais. Assim, a determinacéo da
ordem do modelo tem que ser realizada por identificacdo de um intervalo maior entre dois valores
singulares consecutivos. No entanto, em estruturas de grande dimensdo, como sdo as de Engenharia

Civil, o intervalo ndo é muito acentuado, sendo portanto dificil de identificar.

Para ultrapassar esta dificuldade, a solu¢cdo mais adequada consiste em calcular as matrizes A e C
considerando modelos com varias ordens e escolher o modelo mais adequado em fungdo dos
pardmetros modais obtidos com cada um deles. Neste processo, as frequéncias, os coeficientes de
amortecimento e 0s modos de vibracdo extraidos das matrizes A e C correspondentes a modelos com
ordens crescentes sdo comparados com 0s mesmos parametros modais calculados usando um modelo
com ordem inferior. Se as diferencas forem inferiores a determinadas tolerancias, a frequéncia
respectiva é considerada estavel. As frequéncias identificadas com base em cada um dos modelos

podem ser representadas num diagrama como o representado na Figura 3.25, obtendo-se assim uma
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representacdo grafica que permite distinguir as frequéncias reais da estrutura (frequéncias estaveis) das

que surgem devido a ruidos e erros numéricos.

, ref

Este procedimento é numericamente eficiente, pois a decomposi¢cdo da matriz Tl‘i

singulares s6 tem que ser efectuada uma vez. A partida, tem que ser definida uma dimensdo maxima

em valores

do modelo, pois esta condiciona o céalculo da matriz Tlref, dado que, para obter um modelo de

i
dimensdo n o produto i-r tem que ser maior que n. Apos a decomposi¢do em valores singulares da

ref
I

vectores singulares no célculo das matrizes O; e l"i”’f, a partir das quais é possivel extrair os

matriz T~ , os modelos de diferentes ordens sdo obtidos incluindo diferentes ndmeros de valores e

parametros modais.

Este método de identificacdo foi aplicado na identificacdo do pértico plano usando um programa
desenvolvido em MATLAB.

Exemplo

As séries temporais das respostas do poértico plano de trés pisos foram organizadas numa matriz de
Hankel, de acordo com a expressdo (3.27). A partir desta foi calculada a matriz de Toeplitz, que contém as
correlagBes. Optou-se assim pelo método de célculo das correlagbes mais demorado, mas mais rigoroso,
que ndo recorre ao célculo de FFT. Para ordem maxima do modelo a ajustar adoptou-se 18 e

consideraram-se todos 0s sensores (3) como sendo de referéncia, pelo que i = 18/3 = 6.

Da decomposi¢do em valores singulares da matriz Tl‘rief , Obtém-se os 18 valores singulares representados

na Figura 3.24.

Valores singulares

40
30 *
.
* e
20 s
10
0 D R R R X S SRS
0 5 10 15 20

Ordem do modelo

Figura 3.24 — Valores singulares

Da observacéao do gréafico, conclui-se que o comportamento dindmico da estrutura € bem representado por

um modelo de estado de ordem 6 (salto nos valores singulares mais acentuado), resultado que ja era
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expectavel, pois a estrutura tem trés graus de liberdade. Neste caso, a identificacdo é clara, pelo facto das

séries temporais utilizadas serem simuladas.

De qualquer forma, as matrizes A e C foram calculadas considerando modelos de ordens compreendidas
entre 1 e 18. As frequéncias e coeficientes de amortecimento calculados a partir destas encontram-se

representados na Figura 3.25.

Ordem Diagrama de estabilizagéo Ordem Diagrama de estabilizag&o
20 20
3 3 ° 3 4 ®
15 e 1] ° == . 15 12 ¢ .
; ° [ ] ° [ ] ' » [ J ® °
10 ( 1 ° 10 o °
i d t
5 : 5
E [ J 2
0 0
0 5 100 15 20 25 0 1 2 3 4 5
Frequéncia (Hz) Amortecimento (%)

Figura 3.25 — Diagramas de estabilizacéo

Como foram avaliados modelos correspondentes a um nimero ndo muito elevado de ordens diferentes,
nos diagramas anteriores representam-se as frequéncias e amortecimentos estaveis e instaveis. Para
problemas de maior dimensdo é aconselhavel representar apenas os valores estaveis, a fim de facilitar a

identificacdo dos alinhamentos com pardmetros modais constantes.

Nos diagramas apresentados, é facil identificar as frequéncias e amortecimentos que se mantém constantes

para modelos de ordens distintas e portanto identificar as frequéncias estruturais.

Para um modelo de ordem 6, obtém-se as frequéncias e os coeficientes de amortecimento representados

no quadro seguinte:

Quadro 3.4 — Frequéncias e coeficientes de amortecimento teéricos / identificados

Valores tedricos Valores identificados
Frequéncia | Coeficientes de Frequéncia Coeficientes de
Modo (Hz) Amortecimento (Hz) Amortecimento
1 4.562 0.45 % 4.565 0.467 %
2 12.783 1.25% 12.785 1.218 %
3 18.472 1.80 % 18.469 1.742 %

A matriz V, obtida através da expressdo (3.42), é constituida por vectores coluna de nimeros complexas,
que representam as componentes dos modos de vibracdo. Como foi seleccionado um modelo de ordem 6,

esta matriz contém seis colunas, sendo que estas se encontram agrupadas em pares de vectores complexo-
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conjugados. Na Figura 3.26, representa-se a amplitude e a fase de cada par e a configuracdo modal

respectiva.

5.1 5.1 5.1 5.1 / 5.1 . 5.1 5.1 5.1 * 5.1

34 / 34 34 3.4 \ 34

17 1.7 1.7 1.7 1.7 17

i

17 7 17 17

0 ot 0 0 0 0 0 0! 0
0 2 314 0 0 2 0 2 -3.14 0.00 3.14 2 0 2 0 2 3.14 000 3.14 2 0 2

Amplitude Fase Modo Amplitude Fase Modo Amplitude Fase Modo

Modo 1 Modo 2 Modo 3

Figura 3.26 — Modos de vibracdo identificados

Nos gréaficos anteriores, verifica-se que todas as componentes modais, de cada um dos modos, tém a
mesma fase ou uma diferenca de fase de =, indicando que todos os modos sdo reais. Tal resulta de se ter

considerado um amortecimento proporcional na geragao das séries temporais das respostas.

3.3.2.3 Outros métodos de identificagéo estocasticos a partir das correlagdes

Como ja foi referido, em termos de identificagdo dos parametros modais as fungdes de correlacdo das
respostas de uma estrutura sujeita a uma excitacdo do tipo ruido branco contém uma informacao
semelhante a das funcdes de resposta a impulsos, obtidas mediante a realizacdo de ensaios de vibracao
forcada. Assim, os métodos tradicionais de identificagdo modal de estruturas, que se baseiam nas
funcBes de resposta impulsivas, podem ser adaptados para realizar a identificacdo dos parametros
modais através de funcbes de correlacdo estimadas a partir das séries temporais adquiridas nos ensaios

de vibragdo ambiental.

Para além do método ERA, referido no ponto anterior, existem outros métodos de identificacdo
tradicionais que se baseiam nas fungdes de resposta impulsiva e que podem ser adaptados para estimar
as caracteristicas dindmicas das estruturas a partir das funcbes de correlagdo. Os métodos mais
relevantes sdo: o LSCE - “Least Squares Complex Exponencial”, o ITD - “Ibrahim Time Domain” e o
PTD — “Polyreference Time Domain”, todos eles se encontram descritos na referéncia (Maia e Silva

1997).

Dos métodos enumerados no paragrafo anterior, 0 mais geral e mais correntemente usado é o PTD. A

sua adaptacdo para o uso das correlacdes designa-se método das variaveis instrumentais (IV —
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“Instrumental Variable”) (Peeters 2000). Este método encontra-se descrito nas referéncias (Peeters

2000) e (Ljung 1999), no paragrafo seguinte sdo apenas apontados o0s seus principios fundamentais.

No método das variaveis instrumentais é realizado o ajuste de um modelo ARMAYV, descrito na sec¢do
2.4 do capitulo 2, as funcbes de correlacdo estimadas a partir das séries temporais da resposta da
estrutura. Impondo a condicao de que os vectores dos residuos e (constituintes da parte média mével —
MA) apresentem correlagcbes nulas com as séries temporais da resposta da estrutura, apenas 0s
pardmetros que caracterizam a parte auto-regressiva (AR) tém que ser determinados através dum
problema de minimos quadrados. Como ja foi referido no capitulo 2, a partir da parte AR é possivel
identificar os pardmetros modais da estrutura. A ordem do modelo necessaria para caracterizar
adequadamente o comportamento dindmico da estrutura e para acomodar 0os modos numéricos pode

ser determinada recorrendo a diagramas de estabilizac&o, tal como no método SSI-COV.

3.3.3 Meétodos de identificacdo estocastica a partir das séries temporais

3.3.3.1 Método de identificacdo estocastica em sub-espagos a partir das séries temporais

O método de identificacdo estocastica em sub-espacos a partir das séries temporais, designado de
forma abreviada SSI-DATA (“DATA-driven Stochastic Subspace Identification”), identifica um
modelo de estado, igual ao identificado pelo método SSI-COV, directamente a partir das séries

temporais da resposta da estrutura.

Este método de identificacdo encontra-se implementado em dois programas: MACEC (Branden et al.
1999) e ARTEMIS (SVS 1999-2004). O programa MACEC ¢é uma “toolbox” do MATLAB que foi
desenvolvida na Universidade Catélica de Leuven. O programa ARTEMIS é um programa comercial
que funciona em ambiente “Windows” e que foi implementado por investigadores da Universidade de
Aalborg. O ambiente bastante amigavel destes programas e a muito boa qualidade dos resultados
obtidos, tém motivado a crescente aplicagdo deste método na identificagdo de estruturas de Engenharia

Civil. A titulo de exemplo referem-se as seguintes aplicagGes: (Ren et al. 2004) e (Cunha et al. 2004).

Neste ponto sdo justificados os passos fundamentais da versdao do método baseada em sensores de
referéncia, que foi desenvolvida por Bart Peeters (Peeters 2000), tomando como ponto de partida o0s
algoritmos descritos no livro (Overschee e Moor 1996). A eficiéncia desta versdo pode ser confirmada

nas aplicacOes a estruturas de Engenharia Civil que s8o descritas na referéncia (Peeters e Roeck 2000).
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Filtros de Kalman

Neste método, os filtros de Kalman desempenham um papel fundamental. Aqui apenas serdo
apresentadas as propriedades do filtro de Kalman n&o estaciondrio, essenciais para justificar o método
de identificacdo. Desenvolvimentos mais detalhados podem ser encontrados nas referéncias (Juang
1994; Overschee e Moor 1996). O objectivo do filtro de Kalman nédo estacionario é produzir uma
previsdo Optima do vector de estado (x+1) utilizando as respostas medidas da estrutura até ao instante
k e as matrizes A, C, Ro e G, caracterizadas no capitulo 2. A previsdo do vector de estado representa-se
por X,,, € € obtida a partir das formulas recursivas definidas em (3.43), considerando os valores inicias

do vector de estado ( X,) e da sua matriz de correlagéo (Po) nulos.

Xiyg = A= X + Ky '(yk_c')zk)
K =(G-APR-C")(R,-C-P-CT)* (3.43)
Pa=A-P A +(G-A-P - CT)(R,-C-R-C"J"[6G-A-R-CJ

As matrizes K e P sdo a matriz de ganho do filtro de Kalman e a matriz das correlagdes dos vectores

de estado, respectivamente.

As estimativas do vector de estado do filtro de Kalman podem ser agrupadas de acordo com a
expressao (3.44), formando uma matriz de dimensdo n-N, que se designa sequéncia de estado de filtro

de Kalman.

A

Xiz[)’zi Kig oo )zi+N—1] (3.44)

As colunas desta matriz sdo estimativas de vectores de estado que apenas usam 0s Ultimos i vectores

das respostas. Isto &, a estimativa do elemento X;,,apenas usa 0s seguintes i elementos de y: Yq, Yq+1,

1+q

ey yq+i-1.
Projeccdes e factorizagdo QR

No método de identificacdo SSI-DATA, o célculo das correlagbes € substituido pelo célculo da

projeccao do espaco vectorial gerado pelas linhas da matriz Y: no espaco vectorial gerado pelas linhas

ref
p

(Yr) nas respostas passadas, medidas nos sensores de referéncia (Y

da matriz Y~ (as matriz Yi e YprEf sdo definidas na equacdo (3.27)) . A projeccao das respostas futuras

ref

» ), pode ser interpretada como

uma operacdo matematica, que apenas retém a informacdo das séries temporais passadas, que é
importante para prever as séries temporais futuras. O objectivo da projeccdo é assim semelhante ao da

correlagdo: eliminar o ruido.
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Na expressdo (3.45), apresenta-se a notacdo usada para a projeccdo, bem como a sua definicdo

matematica.

+
Pjiref :Yf /Ypl"ef :Yf -YpTEfT .(Ypref .Ypreij ‘Ypref (345)

A expressdo usada para a definicdo da projeccdo, pelo facto de ser computacionalmente pouco

eficiente, ndo é adequada para o seu calculo, sendo portanto necessario recorrer a factorizagéo QR.

A factorizacdo QR é um algoritmo robusto que decompde qualquer matriz no produto de uma matriz
triangular inferior (R) por uma matriz ortogonal® (Q). Se for realizada a factorizagio QR da matriz H™',
definida pela expresséo (3.27), obtém-se:

Y ref

H™ =| P |=R-Q (3.46)

Yf
A matriz R tem dimenséo (r+1)-i-N, mas, como o nimero de colunas é superior ao numero de linhas, a
matriz triangular inferior apresenta colunas s6 com elementos nulos, que podem ser eliminadas. A
matriz Q tem dimensdo N-N, no entanto, os elementos em correspondéncia com os zeros de R também

podem ser eliminados. Apo6s estas simplificacbes e um agrupamento dos elementos das matrizes, de

acordo com a organizacao utilizada na expressao (3.28), obtém-se:

r-i JJR;, 0O 0 O Q' [T rii
qe_ T MR Ry 00 QT[T r
I-r T/Ryy Ry Ry O Q' |T I-r (3.47)
- -DT| R Riz Rz Ry Q, |TI-(-1)
s R s TR ©
r-ir I-r 1-(i-1 N

Se esta factorizagdo for introduzida na expressao (3.45), obtém-se uma expressao muito mais simples

para a projeccao:

& Uma matriz M ortogonal respeita a seguinte propriedade: M.M"= D, sendo D uma matriz diagonal.
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Pj™ =| Ry, 'QlT (3.48)

Principios do método de identificacao

O teorema principal da identificacdo estocastica por subespagos (Overschee e Moor 1996) diz que a
matriz que resulta da projeccdo pode ser factorizada no produto da matriz de observabilidade (3.36)

pela sequéncia de vectores de estado de filtro de Kalman (3.44):

C
C-A
Pj =| C-A? [)A( Xig o XH—N—l]

i+1

(3.49)

x>

Oi‘

_C ’ Alil_

Por outro lado, da decomposicao em valores singulares da matriz que resulta da projeccéo, obtém-se:

: ref T S1 0 VlT T
Pj* =U-S-VT =[U, U,] 0 ollyr =U; SV, (3.50)
2

A matriz Pj{e“ tem ordem n, pois resulta da multiplicagdo de uma matriz com n colunas (O;) por uma
matriz com n linhas (X, ), pelo que o nimero de valores singulares diferentes de zero que resultam da
sua decomposicéo, também é n (dimensdo da matriz A). Assim, o nimero de valores singulares néo
nulos indica a ordem do modelo que melhor representa 0 comportamento dindmico da estrutura em

analise.

As matrizes O; e )Zi podem ser obtidas através das seguintes igualdades:

o

1/2
Sl

U,
)zi = OiT ’ PjirEf

(3.51)

Para identificar as matrizes A e C, € necessario calcular uma nova projeccdo, desta vez com as

respostas passadas e futuras dividas de acordo com a expresséo (3.28):

]
P =Y¢ 1Y, =[Ry, &J-Bﬂ} (3.52)
2
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A primeira igualdade define a projeccdo, a segunda explicita o seu célculo através dos blocos que
resultam da factorizacdo de H ™. Esta projeccdo pode ser decomposta, de forma semelhante & que foi

realizada na expressao (3.49):

C
C-A
Pil =| C-A? [-[& Ry o Kin =014 X (3.53)

i+2 i+1

C-A"]

A partir desta igualdade, facilmente se obtém a sequéncia de vectores de estado X-H :

Xm = Oi—1T : Pjirf{ (3-54)

As matrizes A e C podem ser alcancadas através da resolugdo do sistema de equacgdes que resulta da

generalizagdo das equacgdes que caracterizam os modelos de estado estocasticos (3.34):

e

Se apenas fosse usada uma estimativa do vector de estado o sistema era determinado. Usando uma
sequéncia de vectores de estado, obtém-se um sistema com mais equagdes do que incognitas. Trata-se,
portanto, de um problema de optimizagdo em que as sequéncias Wi e Vi podem ser interpretadas como

os residuos. Este problema de optimizacdo pode ser resolvido com a seguinte expressao:
Al [ Xl
= X 3.56
{C} [ Yi\i } ( )

Note-se que, as sequéncias de vectores de estado X, e X,,podem ser obtidas usando apenas as

respostas da estrutura (expressoes (3.51) e (3.54)), e que Y., que é uma matriz de Henkel com apenas

um bloco de linhas, também pode ser obtida a partir da factorizacdo QR da matriz H "":

;
R21 R22 0 QlT
Yy = 1Q (3.57)
R3l R32 R33 Q T
3
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E interessante observar que, substituindo os elementos da equacio (3.56) pelas suas expressdes em
funcdo dos blocos que resultam da factorizagio de H ™ | os blocos Q se anulam. Este facto é
importante pois permite poupar algum esforco de calculo na factorizacdo QR, que é a operagdo

matematica mais pesada deste algoritmo de identificacéo.

Apos a identificacdo das matrizes A e C, o problema de identificacao fica resolvido pois, a partir delas,
podem ser obtidas as frequéncias naturais, os amortecimentos modais e as configuracbes modais
através das equacoes (3.40), (3.41) e (3.42).

O problema de identificacdo da ordem do modelo que se punha no método SSI-COV, também se
coloca nesta metodologia. A forma de o resolver é a mesma: construcdo de diagramas de estabilizacéo,
obtidos a partir de matrizes A e C, calculadas considerando diferentes nimeros de valores singulares.
Claro que é necessario garantir que a matriz H ™' possibilita a identificacio de um modelo com uma
ordem méaxima definida pelo utilizador (nmax). Para tal, o nimero de linhas da parti¢éo Y, (i) tem que

Ser superior a Nma .

Variantes do método de identificacao

ref

No algoritmo apresentado ndo foi realizada qualquer ponderagdo da matriz Pj;® . No entanto, na

formulacdo mais geral do método de identificagdo SSI-DATA, sdo consideradas duas matrizes de

ref

ponderacdo Wi e W>, que sdo multiplicadas pela matriz Pj;~ antes de realizar a sua decomposi¢cdo em

valores singulares:

Pjiref Ponderadale ) I:)jiref 'WZ (358)
Esta operacdo de ponderagdo introduz uma transformacdo de coordenadas do vector de estado, tal
como as descritas no capitulo 2, originando matrizes do modelo similares, que conduzem a resultados

do processo de identificagdo idénticos.

No Quadro 3.5, apresentam-se as matrizes de ponderagdo de cada uma das variantes (UPC —

componente principal ndo ponderada; PC — componente principal; CVA — analise canénica):
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Quadro 3.5 — Matrizes de ponderagdo das variantes do método SSI-DATA

Variante Wi (il'i]) W, (N'N)
UPC I I
PC I YrefT _(Yref _Yreij_l/2 .Yref
P p p p
—1/2
CVA (v, v,) |

Os valores singulares que resultam de cada uma das variantes tém significados diferentes. Por
exemplo, os que resultam da variante CVA podem ser interpretados como 0s co-senos dos angulos
principais entre dois espagos vectoriais: 0 espago vectorial gerado pelas linhas da matriz Y: e 0 espago

vectorial gerado pelas linhas da matriz Y.

De seguida realiza-se uma aplicagdo deste método de identificacdo usando o “software” comercial

ARTEMIS.

Exemplo

Foram aplicadas, as séries temporais das respostas simuladas para o pértico plano, as trés variantes do
método SSI-DATA (UPC, PC e CVA), considerando os trés sensores de referéncia, e a variante CVA,
considerando apenas um sensor de referéncia. Para todos os casos foram estimados modelos de ordens

compreendidas entre 1 e 18.

A titulo de exemplo mostram-se, na Figura 3.27, os valores singulares, resultantes da aplicagdo da
variante CVA considerando todos os sensores como sendo de referéncia, que permitem identificar a
ordem do modelo. Os resultados sdo semelhantes para todas as anélises efectuadas e estdo de acordo com
0 que era expectavel: uma estrutura com 3 graus de liberdade é bem representada por um modelo de

estado de ordem 6.

Ordem do modelo

0 0.5 1
Valor Singular Normalizado

Figura 3.27 — Valores singulares resultantes da aplicacdo do método SSI-DATA, variante CVA
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Na Figura 3.28 representa-se o diagrama de estabilizacdo para o mesmo caso de analise. Sdo
representadas todas as frequéncias identificadas (obtidas a partir dos valores préprios da matriz A), sendo
destacadas com o simbolo + as estaveis. No gréafico, é sobreposto o espectro normalizado médio, para

mostrar a correspondéncia entre os picos deste e as frequéncias identificadas.

Diagrama de estabilizagéo (CVA)
Dimenséo do modelo

18 T X% ¥
16 il R o
14 + R T
12 S + +
10 + + e
8 + +
6| / + x x
al/ X
2 Il I Il 1
0 5 10 15 20 25

Frequéncia [Hz]
Figura 3.28 — Diagrama de estabilizacdo de aplicagéo da variante CVA

No Quadro 3.6, comparam-se 0s resultados obtidos através das diferentes variantes apresentadas,

considerando um modelo de ordem 8 (seleccionado no diagrama da estabilizacéo).

Quadro 3.6 — Frequéncias e coeficientes de amortecimento identificados

UPC (3 ref.) PC (3 ref.) CVA (3 ref)) CVA (1 ref)
Modo Freq. Coef. de Freq. Coef. de Freq. Coef. de Freq. Coef. de
(Hz) Amort. (Hz) Amort. (Hz2) Amort. (Hz2) Amort.
1 4.56 0.47 % 4.56 0.47 % 4.56 0.47 % 4.56 0.46 %

2 12.78 1.22% 12.78 1.22 % 12.78 1.22 % 12.78 1.23%

3 18.47 1.72% 18.47 1.75% 18.47 1.73% 18.46 1.81%

Da analise do quadro, verifica-se que os resultados sdo bastante coerentes (diferencas sempre inferiores
a 5 %), sendo, no entanto, as diferencas mais significativas nas estimativas dos coeficientes de
amortecimento. E de realcar o facto dos resultados, que se baseiam na utilizacdo de apenas um sensor de
referéncia, corresponderem igualmente a boas estimativas dos valores tedricos, conseguidas com um

esforco de célculo muito inferior.

As configuragdes modais, que resultam da aplicacdo das diferentes variantes, sdo praticamente

coincidentes com as configuracdes tedricas.
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3.3.3.2 Outros métodos de identificacd@o estocdasticos a partir das séries temporais

As séries temporais da resposta da estrutura a ac¢cGes ambientais podem ser directamente usadas para
estimar modelos ARMAV, tal foi explorado pelos seguintes autores: (Andersen 1997) e (Piombo et al.
1993).

O ajuste do modelo tedrico aos dados experimentais, ou seja, a identificagdo dos parametros que
caracterizam os modelos ARMAYV, ¢é realizado através do método do erro de predi¢do. Este método
minimiza os erros de predi¢do, que quantificam a parte da resposta observada da estrutura, que ndo
consegue ser explicada pela resposta da estrutura em instantes anteriores. No entanto, este problema de
optimizacéo é altamente ndo linear, estando portanto associados a sua resolucdo os erros classicos
deste tipo de problemas: possibilidade de divergéncia, minimos locais que podem ser interpretados

como minimos globais e uma elevada carga computacional.

Uma vez que a ndo linearidade patente no ajuste de modelos ARMAYV aos dados experimentais é
essencialmente motivada pela parte de média movel do modelo, podem ser adoptados, em alternativa,
modelos ARV, isto €, modelos constituidos apenas pelos termos da parte auto-regressiva. Tal é viavel,
pois, como ja foi referido, os pardmetros modais podem ser extraidos apenas a partir dos parametros
AR. A utilizagdo destes modelos reduz o problema de optimizagdo a um simples problema de minimos
quadrados linear. No entanto, para um modelo ARV ser equivalente a um modelo ARMAV ¢é
necessario que a sua ordem seja infinita. Na prética, tal obriga a que sejam adoptados modelos de
ordens muito elevadas. Como consequéncia sdo introduzidos muitos modos numéricos, cuja

diferenciacdo dos modos estruturais nao é facil.

Pelos problemas referidos nos pardgrafos anteriores e pelo facto do método SSI-DATA estar
implementado em “software” de facil utilizacdo, os modelos ARMAV e ARV tém perdido

importancia nas aplica¢fes de Engenharia Civil.

100



Capitulo 3

3.4  Considerac0es finais

Neste capitulo foram descritos 0s principios teéricos fundamentais e as etapas principais da
implementacdo dos quatro métodos de identificacdo modal, baseados na resposta das estruturas a
acgdes ambientais, que na actualidade se tém mostrado mais interessantes: método da seleccdo de
picos (PP), método da decomposi¢cdo no dominio da frequéncia (FDD), método de identificacdo
estocastica em sub-espacos a partir das correlagbes (SSI-COV) e método de identificacdo estocastica
em sub-espagos a partir das séries temporais (SSI-DATA). Os métodos que se consideram menos
promissores, em termos de aplicacdo as estruturas de Engenharia Civil, foram apenas referidos de

forma sucinta.

A simplicidade do exemplo de aplicagdo ndo permitiu que com ele fossem realgadas as deficiéncias e
os pontos fortes de cada um dos métodos de identificacdo. Tal sera realizado no capitulo quatro, onde
é feita a sua aplicacdo a dados reais de diferentes estruturas. No entanto, os fundamentos tedricos de
cada um deles permitem antever as suas virtualidades e defeitos. Estes sdo brevemente referidos nos

paragrafos que se seguem.

O método da seleccdo de picos é um método de facil implementacéo, aplicacdo e interpretacdo de
resultados, razGes pelas quais continua ser na actualidade o método mais usado nas aplicacbes de
Engenharia Civil. Por se tratar de um método relativamente simples, tem alguma dificuldade em
identificar modos de vibragdo com frequéncias naturais proximas e s6 conduz a bons resultados
guando os coeficientes de amortecimento modais sdo baixos. As estimativas dos coeficientes de
amortecimento modais, que resultam da aplicagcdo do método da meia poténcia, séo de fraca qualidade.
Pelas razdes apontadas, ¢ um método adequado para realizar um tratamento da informacéo dos ensaios

mais expedito, que pode ser realizado praticamente em tempo real.

O método de decomposicdo no dominio da frequéncia, na sua versdo mais desenvolvida, colmata as
duas principais falhas do método da seleccdo de picos: permite a identificacdo de modos de vibragdo
com frequéncias naturais proximas e permite a obtencdo de boas estimativas dos coeficientes de
amortecimento modais. Este método também proporciona uma facil interpretacdo fisica dos seus
passos e resultados intermédios. Tal como todos os métodos no dominio da frequéncia, 0 método
EFFD é afectado pelos erros associados a realizagdo de transformadas finitas discretas de Fourier,
sendo que, o erro de “leakage” conduz a uma sobre-estimacdo dos coeficientes de amortecimento

modais.
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O método SSI-COV tem como passo inicial e essencial para a sua boa “performance”, a estimativa das
fungdes de correlagdo da resposta da estrutura observada. Para tal estimativa foram apresentadas e
implementadas em MATLAB trés formulacfes alternativas: célculo directo através do somatorio,
estimativa a partir da FFT inversa de espectros e através do decremento aleatorio. A primeira tem a
desvantagem de exigir um elevado tempo de célculo; a segunda é mais rapida, mas é afectada pelos
erros de “leakage” e “aliasing”; a estimativa através do decremento aleatério é mais répida que a
estimativa directa e ndo é perturbada pelos erros associados a aplicacdo dos algoritmos FFT e FFT
inversa. O método SSI-COV conduz a bons resultados. No entanto, tem a desvantagem de néo ser tdo

facilmente interpretado como os métodos no dominio da frequéncia.

O método SSI-DATA, tal como o método SSI-COV, é baseado no ajuste de modelos de estado e
portanto, tal como no anterior, na sua implementacéo sdo utilizados conceitos pouco dominados pela
comunidade de engenheiros civis. As ferramentas matematicas por ele utilizadas também tornam a sua
aplicacdo computacionalmente bastante mais exigente que os restantes. Contudo, o esforco de calculo
superior é compensado pelo seu melhor comportamento numérico, em relacdo ao método SSI-COV, e
pelo facto de com este ser possivel a separacdo da resposta observada em respostas modais (Peeters
2000).

Diversos trabalhos de comparagdo da “performance” dos diferentes métodos foram ja realizados.
Destes destacam-se 0s seguintes trabalhos: um estudo onde vérias equipas de investigadores usaram
diferentes técnicas para realizar a identificacdo dos parametros modais de um edificio (Horyna e
Ventura 2000); a identificacdo da ponte Suica Z24 (Andersen et al. 1999); a analise dos dados
resultantes dos ensaios dindmicos da ponte Vasco da Gama (Cunha et al. 2004; Peeters et al. 2002). Da
comparagdo dos resultados fornecidos pelos diferentes métodos de identificacdo, pode-se concluir que,
se a sua aplicacédo foi realizada com critério, todos conduzem a frequéncias naturais e configuracoes
modais semelhantes, sendo contudo, nos métodos mais simples, necessario realizar algum pré-
processamento das séries temporais, baseado na interpretagdo do comportamento da estrutura em
analise. No entanto, nas estimativas dos coeficientes de amortecimento modais surgem algumas

diferencas.
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Capitulo 4

4. APLICACOES

4.1 Introducdo

O presente capitulo esta dividido em trés seccdes, onde sdo descritas trés aplicacdes distintas dos

métodos de identificacdo descritos no capitulo 3.

Na primeira sec¢do séo descritos ensaios de vibracdo ambiental em pontes, onde é aplicado o método
da seleccdo de picos. Nesta seccdo é apresentado um “software” desenvolvido em MATLAB para
automatizar o tratamento da informacdo recolhida em ensaios de vibragdo ambiental de pontes ou

viadutos relativamente simples, onde é suficiente a aplicacdo do método da selecgdo de picos.

Na seccdo seguinte é mostrada uma primeira aplicagdo do método FFD, na sua versdo base e
melhorada, e do método SSI-DATA a dados reais, sendo os seus resultados comparados com 0s que
resultam da aplicacdo do método da selec¢do de picos. Para tal, foi utilizado um pequeno modelo
fisico de uma estrutura de um edificio, que ja serviu de inspiracdo para o poértico plano usado nas
aplicagBes do capitulo 3. Com esta aplicacdo procurou-se analisar as limitacdes e potencialidades de
cada um dos métodos, realcando a importancia da correcta seleccdo dos parametros a definir pelo

analista.

Finalmente, na Gltima seccdo € descrito o ensaio de vibragdo ambiental realizado na Ponte
Internacional do Guadiana e é efectuada a analise da informacéo recolhida. Esta constitui a aplicacdo
mais relevante deste trabalho, pois refere-se ao ensaio de uma estrutura de grandes dimensfes e sdo
aplicados trés métodos distintos de identificacdo: método da seleccdo de picos, FDD e SSI-DATA. Na
andlise apresentada sdo exploradas as potencialidades e limitacdes de cada uma das técnicas, sendo

dada particular énfase a identificacdo dos coeficientes de amortecimento modais.

Neste capitulo sdo utilizados conceitos basicos de analise e processamento de sinal, que, pelo facto de
ja se encontrarem bem explicados em bibliografia existente (Caetano 1992; Maia e Silva 1997), ndo

s80 aqui descritos.

Os equipamentos utilizados na realizacdo de ensaios dinamicos também ndo sdo descritos com grande
detalhe neste trabalho, sendo apenas referidas as caracteristicas principais dos transdutores usados.
Uma apresentagéo dos diferentes tipos de equipamentos existentes no mercado pode ser encontrada na

referéncia (Caetano 2000).
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4.2  Ensaios de vibracdo ambiental de pontes utilizando o método da selec¢ao de picos

4.2.1 Introducdo

A identificacdo modal de pontes e viadutos rodoviarios ou ferroviarios com base na realizagdo de
ensaios de vibracdo ambiental tem ganho um interesse e popularidade crescentes ao longo dos Gltimos
anos, possibilitando uma estimativa bastante rigorosa dos pardmetros dindmicos mais representativos
da estrutura na fase de recepcdo. Assim, é importante estabelecer procedimentos que permitam uma

rapida realizacdo do ensaio e consequente tratamento da informagé&o recolhida.

A realizacdo de ensaios de vibracdo ambiental leva a aquisicdo automatica de um grande volume de
informacdo experimental, cujo tratamento requer a aplicagdo de técnicas adequadas de analise e
processamento de sinal e de identificacdo de sistemas. Com o objectivo de realizar esse tratamento de
forma automatica, sem contudo retirar ao utilizador a possibilidade de manipular todas as variaveis,
foram desenvolvidas rotinas em MATLAB que, a partir das séries temporais das aceleragdes medidas
na estrutura sujeita a excitacdes ambientais, permitem efectuar a identificacdo das suas frequéncias

préprias e correspondentes modos de vibracao por aplicacdo do método da seleccdo de picos.

Uma vez que o objectivo principal é a realizacdo do ensaio de forma expedita, nas estruturas
analisadas apenas sdo realizadas medi¢oes segundo um alinhamento longitudinal e apenas é usado um
ponto de referéncia. Este procedimento ndo permite a determinagdo de modos de tor¢do e exige que 0
ponto de referéncia seja posicionado com critério, para evitar que fique sobre nodos de modos

importantes.

4.2.2 Programa desenvolvido

Tendo em vista a automatizacdo do tratamento da informagdo colhida num ensaio de vibragéo
ambiental, foi desenvolvido um programa que é constituido pelas seguintes rotinas: preteva, teva e

posteva.

A rotina preteva recolhe as séries temporais das aceleragfes registadas nos ficheiros gravados no
equipamento de aquisicéo, realiza o seu pré-processamento e identifica em cada registo 0 maximo, o
minimo e o desvio padrdo, que séo indicadores do nivel de sinal recolhido. Para o pré-processamento

foram implementadas as seguintes operacdes:
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- eliminacdo de tendéncia — elimina qualquer eventual tendéncia linear do sinal, através da

realizacdo de um ajuste linear a série temporal colhida;

- aplicacdo de filtros — permite eliminar, numa série temporal, o contributo de um determinado
intervalo de frequéncias, tal pode ser realizado usando diferentes tipos de filtros (Butterworth,

Chebyshev ou Bessel);

- decimacdo — filtra as séries temporais por um filtro passa-baixo e amostra-as com uma
frequéncia inferior, permitindo a eliminagdo de informagdo que ndo € necessaria para a

analise.

A funcéo teva, para os diferentes pares de séries temporais (aceleragdes de cada ponto instrumentado e
aceleracbes do ponto de referéncia), calcula os espectros de poténcia normalizadas de ambos os sinais,
a funcéo de transferéncia entre eles e a correspondente funcdo de coeréncia. A partir dos espectros de
poténcia normalizados, calcula o espectro de poténcia médio normalizado e apresenta o seu gréafico,
sobre o qual se podem identificar manualmente as frequéncias proprias da estrutura. As amplitudes e
fases das funcdes de transferéncia, relacionando a resposta em cada um dos pontos instrumentados da
estrutura com a do ponto de referéncia, e as funcBes de coeréncia, sdo armazenadas em matrizes de
dimensdo: nf-ns, sendo nf o nimero de pontos que definem as fungdes e ns 0 nimero de pontos

instrumentados.

A rotina posteva exporta as matrizes anteriores para o Excel, onde, de forma automatica, a partir de
uma geometria previamente definida para a estrutura, sdo desenhados, para a frequéncia desejada (uma
das frequéncias proprias da estrutura), os graficos de variacdo da amplitude da funcéo de transferéncia,
da fase respectiva e da coeréncia ao longo da estrutura. A amplitude e a fase da fungéo de transferéncia
conduzem ao tragcado dos modos, proporcionando a coeréncia uma ideia do erro associado a estimativa

de cada ordenada modal.

4.2.3 Exemplos de aplicagdo

Nesta sec¢do sdo apresentadas trés aplica¢fes do programa descrito. Para a primeira sdo descritos os
procedimentos de ensaio, sdo apresentados os resultados obtidos e sdo comparados os pardmetros
modais experimentais com os numéricos. Em relagdo as outras duas aplicacdes, realiza-se apenas uma

descricdo dos principais resultados obtidos através dos seus ensaios de vibragdo ambiental.
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4.2.3.1 Ponte sobre o Rio Vouga
Caracterizacdo da estrutura

A Ponte sobre o rio Vouga, situada na estrada Portuguesa E329, é uma ponte em curva circular de raio
R =500 m, cujo tabuleiro é constituido por cinco vigas pré-fabricadas com secgdo em “I”, em betdo
armado pré-esforcado de altura constante (h = 1,70m), ligadas entre si por lajes de betdo armado com
espessura constante de 0,25 m (incluindo as pré-lajes) em toda a largura do tabuleiro. As vigas estdo
solidarizadas por carlingas nas secgdes dos apoios e vencem dois vaos extremos com 25 m e 5 vaos
intermédios de 36 m, que se apoiam, em toda a largura do tabuleiro, numa viga de encabegcamento
construida sobre dois pilares de seccdo circular com didmetro de 2,00 m, que por sua vez fundam no
macico xistoso através de sapatas. O tabuleiro apoia-se nas vigas de encabegamento e encontros

mediante aparelhos de apoio em ago do tipo “panela”, fixos na direcgdo transversal e longitudinal

exceptuando os dois apoios de extremidade, que sdo moveis nesta ultima direccdo (Costa et al. 2003).

Figura 4.1 — Vista geral da ponte e vista inferior do tabuleiro.

Metodologia e equipamento utilizado no ensaio

Foram considerados 27 pontos de medida sobre o tabuleiro, correspondendo a uma divisdo de cada
vao em quatro partes iguais, dispostos segundo um alinhamento em correspondéncia com o eixo do

tabuleiro (Figura 4.2 e Figura 4.3).

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

<a VILANOVA DE PAIVA == SATAO >

E1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 E2

25.00 36.00 I 36.00 I 36.00 I 36.00 I 36.00 I 25.00

TRAMO 1 TRAMO 2 TRAMO 3 TRAMO 4 TRAMO 5 TRAMO 6 TRAMO 7

Figura 4.2 — Localizagdo dos 27 pontos de medida sobre o tabuleiro.
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A medicéo da resposta dindmica da ponte a ac¢Oes de caracter ambiental foi efectuada com recurso a
quatro sismografos, munidos de acelerometros triaxiais de tipo “force-balance” e conversores
analdgico-digitais de 18 bit. Os acelerometros do tipo “force-balance” permitem a medicdo de
frequéncias a partir de zero (DC) e os conversores analdgico-digitais garantem a medicdo de
aceleracBes entre -0,5g e +0,5g com uma resolugio de 4-10%g. E a boa resolucio destes equipamentos

que permite a sua utilizagdo em ensaio de vibracdo ambiental de pontes com elevada rigidez.

Figura 4.3 — Colocacéo dos sismagrafos sobre o tabuleiro durante o ensaio de vibragdo ambiental

No Quadro 4.1 apresentam-se 0s valores maximos das aceleracfes registadas durante o ensaio nos
diferentes pontos de medigdo, na Figura 4.4 representa-se um segmento de uma das séries temporais
de aceleracdo vertical recolhidas no ponto 13. Verifica-se que os valores da aceleracdo sdo bastante

baixos, estando, no entanto, ainda longe do limite de resolucdo dos acelerémetros.

Quadro 4.1 — Valores maximos das séries temporais das aceleracdes colhidas

Ponto Transv.(mg) Vert.(mg) Ponto Transv.(mg) Vert.(mg)

1 0.29 0.77 14 0.64 1.60
2 0.16 0.73 15 0.21 1.05
3 0.12 0.62 16 0.17 0.35
4 0.36 0.28 17 0.52 1.29
5 0.11 0.99 18 0.43 171
6 0.43 0.71 19 0.47 152
7 0.38 0.65 20 1.93 0.87
8 0.13 0.23 21 232 8.19
9 0.34 0.54 22 2.06 11.74
10 0.38 1.72 23 0.58 1.63
11 0.27 1.30 24 0.14 0.34
12 0.22 0.82 25 0.15 0.52
13 0.89 6.24 26 0.44 2.99

27 0.53 3.03
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Aceleracgéo (g)
1E-03

Aceleracéo Vertical

5E-04

0E+00 PR

-5E-04

-1E-03

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tempo (s)

Figura 4.4 — Segmento de uma série temporal da aceleracdo vertical registada no ponto 13

Em cada “setup”, um dos sismografos foi posicionado de forma fixa sobre o ponto 13 (sensor de
referéncia), enquanto os outros trés funcionaram como sensores moveis, sendo sucessivamente
colocados ao longo dos restantes 26 pontos de medida. A aquisicao foi efectuada com uma frequéncia
de amostragem de 100 Hz e por periodos de 8 minutos, tendo em vista a obtencdo de estimativas
espectrais com resolucdo em frequéncia de 0,024 Hz, pressupondo a realizacdo de 20 médias e a
considerag@o de uma taxa de “overlapping” de 50%. A sincronizac¢do dos sismografos foi conseguida
através do relogio interno de um computador portatil, mediante a programacdo dos disparos
(Magalh&es et al. 2003).

Parametros modais identificados

Com base nos registos temporais colhidos em cada um dos “setups” de ensaio, foram construidos os
espectros de poténcia médios normalizados para a direccdo vertical e transversal (horizontal e
perpendicular ao eixo da ponte) abrangendo a totalidade dos 27 pontos de medida do tabuleiro, o0s

guais se encontram representados na Figura 4.5.

. ANPSD - Direcgéo Transversal . ANPSD - Direcgéao Vertical
Amplitude ¢ Amplitude ¢
1E-01 1E-01
n 312
149 2.90 1E-02

| /” JNEhaTe
e AR VY

\WM \u\/ \\/ W -

1E-04 1E-05
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)

Figura 4.5 — Espectros de poténcia médios normalizados

A analise dos picos dos espectros médios relativos as direccGes vertical e transversal permite constatar
a existéncia de um numero significativo de modos de vibragdo globais na banda de frequéncias de

maior interesse (0 - 6Hz). No Quadro 4.2, resumem-se os valores das frequéncias naturais mais
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significativas identificadas nesta gama de frequéncias, bem como o tipo de modo de vibracdo (de

flexdo vertical e/ou transversal) que Ihe esta associado.

Quadro 4.2 — Frequéncias naturais identificadas

Frequéncia (Hz) Tipo de modo
1.49 Transversal
2.90 Transversal
3.12 Vertical
3.56 Vertical
4.03 Vertical (*)
4.32 Vertical (*)
4.90 Transversal
5.03 Vertical

(*) - componente dominante

As estimativas espectrais médias obtidas a partir da medi¢do da resposta ambiental nos 27 pontos

considerados sobre o tabuleiro foram utilizadas na construgcdo das fungbes de transferéncia

relacionando a resposta medida em cada ponto de referéncia e nos diversos pontos de medida moveis.

Uma inspeccdo destas fungBes de transferéncia permitiu, por seu turno, obter estimativas de um

namero significativo de modos de vibracdo. Na Figura 4.6 e na Figura 4.7, representam-se 0S

principais modos de vibragdo identificados ao nivel do tabuleiro (os simbolos e e ¢ estdo em

correspondéncia com os pontos de apoio do tabuleiro nos pilares). Apenas se apresentam os modos

relativos as frequéncias com um contributo mais significativo para a resposta medida (representadas a

negrito no Quadro 4.2).

*
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Figura 4.6 — Modos de vibracao transversais identificados (representacdo em planta)
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Figura 4.7 — Modos de vibracao verticais identificados (representacdo em algado).

Correlacdo com o modelo numérico

Com o intuito de preparar o ensaio de vibracdo ambiental e de analisar o grau de correlacéo verificado
entre pardmetros modais identificados experimentalmente e calculados numericamente, foi usado um
modelo numérico desenvolvido no ambito do ensaio estatico (Costa et al. 2003), sobre o qual se

realizou uma andlise modal de forma a extrair frequéncias naturais e modos de vibragéo.

O modelo numérico é um modelo tridimensional constituido por elementos de barra para representar
os pilares, as vigas pré-esforgadas e as carlingas e por elementos de casca para simular a laje que
repousa sobre as vigas pré-esforcadas. Foram adoptadas as caracteristicas mecanicas dos materiais que

sdo apresentadas na memodria de calculo.

Quadro 4.3 — Comparacéo entre frequéncias naturais calculadas e identificadas

Frequéncia Frequéncia Erro relativo Tipo de modo
calculada (Hz) identificada (Hz) (%)

2.72 3.12 12.8 1° vertical
3.18 3.56 10.7 2° vertical
3.83 4.32 11.3 3° vertical
1.03 1.49 30.9 1° transversal
2.25 2.90 224 2° transversal
3.94 4.90 19.6 3° transversal

Da observacdo do Quadro 4.3, pode concluir-se que o grau de correlacdo existente entre as frequéncias
naturais identificadas e calculadas é significativamente diferente, consoante se considerem modos de
vibragdo com predominancia de flexdo vertical ou de flexdo transversal, verificando-se que, no
primeiro caso, o erro relativo é aproximadamente constante para os trés modos e préximo de 10%,

enquanto que no segundo os erros relativos variam entre 20 e 30 %.
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O erro relativo as frequéncias dos modos verticais pode ser justificado por um valor do médulo de
elasticidade do betdo constituinte da estrutura superior ao especificado na memdria de célculo. As
diferencas um pouco mais significativas e dispersas, relativas as frequéncias dos modos de flexdo
transversais podem ser justificadas, também, pela maior rigidez do betdo e pela modelacdo das
condicdes fronteira definidas para as bases dos pilares, onde ndo foi considerado o aterro instalado

sobre as sapatas.

Na Figura 4.8, encontram-se representados os modos de vibragdo obtidos por via numérica. Apesar
das discrepancias verificadas ao nivel da comparacdo de frequéncias naturais, regista-se uma

concordancia bastante assinalavel entre configuracGes modais identificadas e calculadas.

S . W A N
Y Bz

f=1.03 Hz f=2.72 Hz

. T . N
AV K/

f=225Hz f=3.18Hz

. %
N I’

f=394Hz f=3.83Hz

Figura 4.8 — Modos de vibracéo calculados

4.2.3.2 Ponte de Canigos

A Ponte de Canigos é uma ponte ferroviaria, que foi construida durante a remodelacdo do trogo Santo
Tirso — Lordelo, integrado na linha de Guimardes da rede ferroviaria Portuguesa. O seu tabuleiro
possui uma seccdo transversal em caixdo, realizada com altura constante e cujas caracteristicas
geométricas a meio do véo central s&o representadas na Figura 4.10. A ligacao dos pilares centrais ao
tabuleiro € monolitica e realizada através dos elementos inclinados visiveis na Figura 4.9. Os restantes

apoios do tabuleiro sdo realizados por aparelhos de apoio em panela. As distancias entre eixos de
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pilares indicadas a partir de um dos encontros sdo as seguintes: 17m, 22m, 30m, 38m, 30m, 22m e
17m.

Figura 4.9 — Vista geral da ponte

Figura 4.10 — Seccéo transversal a meio véo

Na Figura 4.11 sdo apresentados os espectros normalizados médios relativos & direccdo vertical e

transversal, onde sdo identificadas as frequéncias naturais da estrutura.
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1E-01 1E-01
1E:02 T | it 1802 234 4259
A 8.‘E7 . 1osﬁ M ﬂ 13.78
1E-03 / \l P‘ \‘ J M_/J 1E-03 vk /l 5.42 1.74
1604 | ~'U¢L~. B VAR WAL AV P 1E.04 | \ /A\J | h A
3 \ W -
1E-05 1E-05 |
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Figura 4.11 — Espectros de poténcia médios normalizados

Na Figura 4.12 e na Figura 4.13 s&o representadas as configura¢fes modais dos trés primeiros modos

de cada tipo (os simbolos ¢ marcam a posi¢édo dos apoios do tabuleiro nos pilares).
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Figura 4.12 — Modos de vibracdo verticais identificados (representacdo em algado)
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Figura 4.13 — Modos de vibracao transversais identificados (representacdo em planta)

Uma descricdo mais detalhada do ensaio e dos resultados obtidos € apresentada no relatério
(Magalh&es et al. 2004a).

4.2.3.3 Viaduto V2 do troco Santo Tirso - Lordelo

O viaduto V2 é constituido por quatro tramos, dois intermédios e dois extremos, possuindo
respectivamente um desenvolvimento de 22,0 e 19,30 m entre eixos de apoio. Os apoios intermédios
do tabuleiro sdo materializados por pares de pilares de sec¢do macica e rectangular, solidarizados por
duas travessas de betdo armado, colocadas a meia altura e no seu topo. O tabuleiro é uma laje

aligeirada de betdo armado pré-esforcado com a geometria representada na Figura 4.15.

S
&,
8%
4015
0.90 0.25

Figura 4.14 — Vista geral do viaduto Figura 4.15 — Seccéo transversal a meio véo

Na Figura 4.16 sdo apresentados os espectros normalizados médios relativos a direc¢do vertical e

transversal, onde sdo identificadas as frequéncias naturais da estrutura.
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Figura 4.16 — Espectros de poténcia médios normalizados

Na Figura 4.17 e na Figura 4.18 sdo representadas as configuracdes modais dos trés primeiros modos
de flex&o vertical e dos dois primeiros modos de flexdo transversal (os simbolos ¢ marcam a posi¢éo

dos apoios do tabuleiro nos pilares).
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Figura 4.17 — Modos de vibracdo verticais identificados (representacdo em algado)
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Figura 4.18 — Modos de vibracdo transversais identificados (representacdo em planta)

Uma descricdo mais detalhada do ensaio e dos resultados obtidos é apresentada no relatorio
(Magalhdes et al. 2004b).
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4.2.4 Consideragdes finais

Os resultados apresentados nesta seccdo mostram que o método da seleccdo de picos permite a
identificacdo das frequéncias naturais e das configuragdes dos principais modos de vibracdo, de

estruturas relativamente simples, com bastante qualidade.

A metodologia apresentada permite realizar de forma rapida e automaética a identificacdo dos
parametros modais da estrutura, a partir da informacao recolhida nos ensaios de vibracdo ambiental.
Sendo um procedimento bastante Util para a realizacdo deste tipo de ensaios, considerados cada vez
mais interessantes na fase de recepcdo de pontes e de outras estruturas especiais, possibilitando a
validacdo e calibracdo experimental de modela¢es numéricas previamente desenvolvidas a nivel de
projecto, e a caracterizagdo do comportamento da estrutura integra, que pode servir de referéncia para

posteriores avaliacdes do seu estado de deteriorago.
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4.3 ldentificagdo modal de um modelo fisico da estrutura de um edificio

Na seccdo anterior foi apresentada a aplicacdo do método da selec¢do de picos a duas pontes e um
viaduto. Nesta sec¢do, com o objectivo de mostrar uma primeira aplicagdo, com dados reais, dos
restantes métodos de identificagdo descritos no capitulo 3, foi efectuado um ensaio de vibracdo
ambiental de um pequeno modelo laboratorial (Magalhaes et al. 2004c). O modelo fisico utilizado é o
mesmo que serviu de base ao modelo plano, usado para acompanhar a descri¢do dos modelos teéricos
e dos métodos de identificacdo. Com este modelo relativamente simples, procurou-se analisar as
limitagBes e potencialidades de cada um dos métodos e realcar a importancia da correcta seleccao dos

parametros que tém que ser definidos pelo utilizador.

4.3.1 Descri¢do do modelo

O modelo fisico utilizado é constituido por trés pisos ligados entre si por 4 pilares. As lajes de piso sdo
chapas em ago com 1 cm de espessura. Os pilares sdo I&aminas de aluminio com uma altura entre cada
piso de 17 cm. Na Figura 4.19 apresenta-se uma fotografia do modelo e na Figura 4.20 realiza-se a sua

caracterizacdo geométrica.

aco
—— .
cantoneira

170 mm

[{ e

—

@6\ cantoneira

170 mm

—

cantoneira

170 mm

y
X 150 mm aluminio

Figura 4.19 — Fotografia do modelo ensaiado Figura 4.20 — Caracterizacdo geométrica do modelo
ensaiado

4.3.2 Modelacédo numérica

Na modelacdo numérica, realizada para confronto dos resultados experimentais com valores
calculados, consideraram-se as lajes indeformaveis e admitiu-se que as ligacGes dos pilares as lajes
materializam encastramentos perfeitos nas duas direc¢Ges principais de flexdo dos pilares. Para os

pilares, realizados em aluminio, foi adoptado um modulo de elasticidade de 75 GPa e uma massa nula
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(a sua contribuigdo € desprezavel quando comparada com a contribuigdo das lajes); para as lajes,
realizadas em aco, foi adoptada uma massa volimica de 7850 kg/m?® e uma rigidez infinita (considera-
se que a sua deformacgdo é desprezavel quando comparada com a deformacdo dos pilares). Da
modelagdo numérica, e subsequente analise modal, resultam as frequéncias que se apresentam no

Quadro 4.4, no qual também se indica o tipo de modo de vibragdo associado a cada frequéncia.

Quadro 4.4 — Frequéncias obtidas numericamente

Frequéncia Tipo de modo
4.56 Hz Flex&o segundo x
12.78 Hz Flexao segundo x
18.47 Hz Flexdo segundo x
34.22 Hz Flexdo segundo y
41.35Hz Torgéo
95.88 Hz Flexdo segundo y

115.87 Hz Torgéo
138.55 Hz Flexdo segundo y
167.44 Hz Torgéo

4.3.3 Descric¢éo do ensaio

No ensaio dindmico realizado sobre o modelo, foi medida a sua resposta a uma excitagdo ambiental,
através de 6 acelerometros piezoeléctricos. Realizaram-se 2 “setups” adoptando 3 sensores fixos (de
referéncia) e 3 sensores maéveis, tal como se representa na Figura 4.21. Como se considera que a laje é
indeformével no seu plano e que os pilares sdo axialmente indeforméveis, a medi¢do das 3
componentes da aceleracao indicadas em cada piso é suficiente para caracterizar o comportamento da

estrutura.

Foram recolhidas séries temporais com 140 segundos de duracdo, utilizando uma frequéncia de

amostragem de 256 Hz.
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Setup 1 Setup 2
16 16
12 12
15 s 15 s
1 1
1 4 11 4
14 7 14 7
L1
10 3 10 3
13 6 13 6

5 5

z 1 1

y « Sensores de Referéncia ~ Sensores Moveis

Figura 4.21 — Colocagao dos acelerometros em cada “setup”.

4.3.4 Aplicacdo de métodos de identificacdo estocasticos no dominio da frequéncia

A identificacdo modal no dominio da frequéncia foi realizada com base nos seguintes métodos:
método da selecgdo de picos (PP), decomposic¢do no dominio da frequéncia (FDD) e decomposi¢do no
dominio da frequéncia melhorada (EFDD). Os métodos PP e FDD foram aplicados recorrendo a
rotinas de MATLAB propositadamente desenvolvidas para o efeito. O método EFDD foi aplicado

utilizado o software comercial ARTEMIS.

O ponto de partida dos métodos de identificagdo no dominio da frequéncia sdo os espectros das
respostas medidas da estrutura. Para o seu célculo, as séries temporais foram divididas em trogos com
8 segundos de duracdo, o que conduziu a uma resolugdo em frequéncia de 0,125Hz. Foi usado um
“overlapping” de 50% e utilizadas janelas de Hanning para atenuar os erros de “leakage”. Os auto-

espectros e espectros cruzados relativos a cada “setup” foram armazenados huma matriz 6x6.

4.3.4.1 Método da seleccéo de picos

Os elementos das diagonais principais das matrizes anteriores (auto-espectros ou espectros de
poténcia), normalizados e somados, originam o espectro de poténcia normalizado médio representado

na Figura 4.22, que permite a identificagdo das frequéncias naturais do modelo.
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Figura 4.22 — Espectro de poténcia normalizado médio

Para identificar a configuragdo modal associada a cada uma das frequéncias, apenas seria necessario
calcular as func@es de transferéncia entre todos os graus de liberdade instrumentados e um dos graus
de liberdade que foi instrumentado nos dois “setups”. No entanto, para obter estimativas mais
rigorosas foram calculadas, para os dois “setups”, as fungdes de transferéncia entre cada um dos
pontos instrumentados e os 3 pontos de referéncia. Procedendo desta forma, as configuragdes modais

obtém-se realizando a média das configuragdes obtidas com cada uma das referéncias.

Na Figura 4.24 representam-se 0s modos de vibracdo obtidos, ja classificados segundo o tipo de
movimento. As ordenadas modais dos nds ndo instrumentados foram obtidas, a partir das ordenadas

dos pontos instrumentados, considerando a laje como um corpo rigido.

Os modos de vibragdo identificados segundo a direccdo x apresentam frequéncias bastante proximas
das obtidas numericamente. As configuragdes do 1° e 3° modos sdo coerentes com a solugao tedrica.
Na segunda configuracdo, existe uma sobreposicdo do primeiro modo de flexdo em y com o segundo
modo de flexdo segundo x. Na realidade, através deste método, ndo se obtém modos de vibracdo mas
sim deformadas operacionais, pelo que a segunda configuracdo ¢ uma deformada operacional que

resulta da combinag&o de dois modos de vibracéo.

Por esta razdo, s6 sdo identificados dois modos de flexdo segundo y: 0 2° e 0 3°. As frequéncias
associadas a estes modos sdo um pouco inferiores as obtidas numericamente. Tal acontece porque a
ligacdo dos pilares a laje, representada na Figura 4.23, ndo confere um encastramento perfeito nessa

direccdo.
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Figura 4.23 — Ligagao dos pilares a laje.

f=4.50Hz f=13.00 Hz f=18.375Hz
Modos de flex&o segundo x
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Modos de flexdo segundo y

|
L Néo
‘! - x Identificado
N\

f=33.25Hz

f=100.50 Hz
Modos de tor¢édo

Figura 4.24 — Configuracfes modais
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Em relagdo aos modos de torcao, s6 sdo identificados os dois primeiros. De facto, ndo era expectavel
identificar o terceiro modo de torcéo, pois a sua frequéncia natural previsivel (167,44 Hz) é maior que
a frequéncia de Nyquist (metade da frequéncia de amostragem — 256/2 = 128 Hz). Pela mesma razéo
que foi apontada para as frequéncias associadas aos modos de flexdo segundo y, também as

frequéncias associadas aos modos de torcdo sdo inferiores as numéricas.

Com o objectivo de relacionar, de forma inequivoca, as frequéncias com o tipo de modo que lhe esta
associado, foram construidos trés espectros normalizados médios, um para cada tipo de modo (flexdo
segundo x, flexdo segundo y e tor¢do). Na referéncia (Cunha et al. 2000), sdo apresentados bons

resultados através de um procedimento analogo.

Na Figura 4.25, relacionam-se os deslocamentos dos pontos instrumentados com os deslocamentos e
rotacdo de corpo rigido da laje (1). A partir destas expressdes, € possivel definir as relacdes inversas e
obter os deslocamentos fundamentais generalizados da laje, em funcdo dos deslocamentos dos pontos

instrumentados (2).

D2

o D1=-Dx-R-a Dx= - (D1 + D2) /2
R
Dyil I D2=-Dx +Ra R= (D2 -D1)/(2-a)
Dx D3= Dy-Ra Dy= D3+ (D2 - D1) /2
D3
oL 1) (2

Figura 4.25 — Relagéo entre os deslocamentos dos pontos instrumentados e os deslocamentos

generalizados de corpo rigido da laje

As estimativas espectrais relativas as séries temporais das aceleragGes associadas a cada tipo de

movimento da laje séo representadas na Figura 4.26.

No primeiro espectro, confirmam-se as trés frequéncias relativas aos modos de flexdo segundo a

direccao x.

No segundo espectro, relativo a flexdo segundo y, surge uma nova frequéncia de 14,50 Hz que, pelo
facto de estar préxima da segunda frequéncia de flexdo segundo x ndo era perceptivel no ANPSD
global. Esta frequéncia est& associada ao primeiro modo de flex&o segundo y, que nédo foi identificado

na aplicacdo directa do método da seleccédo de picos.

No terceiro espectro, para além de uma contribuicdo residual das primeiras frequéncias de flexdo em x,

aparecem os dois picos relacionados com os dois primeiros modos de torcao.
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Figura 4.26 — Espectros de poténcia normalizados médios associados a cada tipo de modo

4.3.4.2 Decomposigdo em valores singulares

Para a realizacdo da decomposicdo em valores singulares da matriz dos espectros, apenas foram
consideradas as colunas relativas aos sensores de referéncia. Assim, realizou-se a decomposicdo em
valores singulares de uma matriz 9 x 3, que contém em cada coluna 0s espectros cruzados entre cada
um dos graus de liberdade instrumentados e um dos graus de liberdade de referéncia. Como nesta
matriz coexistem espectros calculados a partir de séries temporais adquiridas em momentos diferentes,
todos os espectros foram normalizados pela area do auto-espectro do grau de liberdade de referéncia

respectivo.

Valores Singulares
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1E+00 141625 ceeys2
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Figura 4.27 — Valores singulares da matriz dos espectros
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Um procedimento alternativo ao apresentado, e implementado no programa ARTEMIS, consiste na
decomposicao em valores singulares, de forma independente, das matrizes dos espectros associadas a
cada um dos “setups”, e na realizagdo da média dos valores singulares correspondentes, previamente
normalizados. No entanto, para a estrutura em analise, procedendo dessa forma, a frequéncia do

primeiro modo de flex&o segundo y ndo é tao facilmente identificavel.

Na Figura 4.27, ilustra-se a variacdo em frequéncia dos trés valores singulares e identificam-se os
picos do primeiro valor singular. Verifica-se que as frequéncias naturais, assim identificadas, sdo

coincidentes ou muito proximas das identificadas nos gréficos da Figura 4.26.

Através dos vectores singulares associados ao segundo e ao terceiro pico do primeiro valor singular,
obtém-se os modos representados na Figura 4.28, podendo verificar-se que a flexdo segundo x fica
completamente separada da flexdo segundo y. As restantes configuracdes modais sdo semelhantes as

obtidas pelo método de seleccao de picos.

Figura 4.28 — Segundo modo de flexdo segundo x e primeiro modo de flexdo segundo y

4.3.4.3 Decomposigdo em valores singulares melhorada

O método da decomposicéo em valores singulares melhorada (EFDD) foi aplicado considerando dois
valores para a resolucdo em frequéncia: 0,125 e 0,03125 Hz. Foram determinadas estimativas das
frequéncias naturais, das configuraces modais e dos coeficientes de amortecimento modais. As
frequéncias e amortecimentos identificados apresentam-se no Quadro 4.5. Verifica-se que as

configuragdes modais sdo semelhantes as obtidas pelo método FDD.
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Quadro 4.5 — Comparacdo de resultados

EFDD (Af = 0.125 Hz) EFDD (Af = 0.03125 Hz)
Frequéncia Coeficiente de Frequéncia Coeficiente de
Modos (HZ) Amortecimento (%) (HZ) Amortecimento (%)
Modo 1 451 1.813 451 0.696
Modo 2 13.01 0.696 13.02 0.374
Modo 3 14.38 7.785 14.25 3.593
Modo 4 18.40 0.513 18.40 0.355
Modo 5 33.27 0.491 33.28 0.423
Modo 6 82.49 0.903 82.48 0.905
Modo 7 100.7 0.337 100.7 0.321
Modo 8 127.4 2.862 127.5 2.415

Da observacdo do Quadro 4.5, pode constatar-se que as frequéncias identificadas, através das duas
resolugdes em frequéncia consideradas, sdo praticamente coincidentes, registam-se todavia algumas

diferencas ao nivel das estimativas dos coeficientes de amortecimento modais.

Na Figura 4.29 representam-se as func¢Ges de auto-correlagdo da resposta relativa ao primeiro modo de
vibracdo, podendo observar-se que, usando a resolucdo em frequéncia mais baixa (maior Af), a fungéo
de auto-correlacdo apresenta valores significativos no final do intervalo de tempo correspondente,
oferecendo portanto menor confianca a estimativa do coeficiente de amortecimento que dela resulta.

Para o segundo modo de vibracéo, verifica-se uma situacdo semelhante.

Assim, em relagcdo aos dois primeiros modos de vibragdo, as estimativas dos valores dos coeficientes
de amortecimento mais fidveis sdo as que resultam dos célculos realizados com a maior resolugdo em
frequéncia (menor Af). Em relac@o aos restantes modos, as estimativas obtidas através da resolucéo em
frequéncia mais baixa proporcionam maior confianga, pois 0s espectros resultam da realizagdo de um
maior nimero de médias, que os tornam mais regulares. As estimativas dos coeficientes de
amortecimento dos modos 3 e 8 ndo sdo muito crediveis: no primeiro caso porque 0 segmento
espectral seleccionado é pequeno, devido a existéncia de outro modo préximo; no segundo, porque a
frequéncia do modo € j& muito proxima da frequéncia de Nyquist, sendo portanto a resolugdo temporal

da funcéo de auto-correlacéo relativamente baixa (grande At) quando comparada com o seu periodo.
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Figura 4.29 — Estimativa da fung&o de auto-correlacéo da resposta relativa ao primeiro modo de vibragdo usando

duas resolucdes em frequéncia distintas

O elevado coeficiente de amortecimento do terceiro modo (primeiro modo de flexdo segundo y),
deve-se certamente ao facto da ligacdo dos pilares a laje, segundo esta direc¢do, ndo constituir um
encastramento perfeito, sendo antes uma ligacdo aparafusada em que existe alguma rotacdo relativa
entre as partes ligadas, facto que introduz um amortecimento elevado no modo que envolve tal

movimento.

4.3.5 Aplicacdo de métodos de identificacdo estocasticos no dominio do tempo

Na andlise no dominio do tempo, realizada usando o programa ARTEMIS, sdo comparados os
resultados obtidos através do método SSI-DATA, versdo CVA, considerando dois valores diferentes

para i (metade do nimero de linhas de blocos da matriz de Hankel que contém as séries temporais).

Como ja foi referido no capitulo 3, o valor de i condiciona a ordem méxima do modelo de estado, que
é possivel identificar: Nmax< 77, sendo r o0 nimero de sensores de referéncia. A ordem do modelo tem

que ser pelo menos superior ao dobro do nimero de modos de vibracdo da estrutura.

Na estimativa de modelos a partir de dados experimentais, surgem outros modos, para além dos modos
estruturais. Uns que resultam da possivel existéncia de fontes de excitagdo harmonica da estrutura e
outros, designados modos numéricos, que resultam da eventual aplicacdo de filtros, de possiveis ndo

linearidades da estrutura ou do facto da excitacéo se afastar consideravelmente de um ruido branco. O
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nimero de modos estruturais e o nimero de modos que surgem devido a excitagdes harménicas é
identificavel através do nimero de picos dos valores singulares da matriz dos espectros. Todavia, para
0s modos numéricos tem que ser feita um estimativa. No manual do software ARTEMIS (SVS 1999-
2004) é sugerido, como regra pratica, que o nimero de modos numéricos seja considerado triplo do

ndmero de modos estruturais.

Dado que a estrutura em analise tem nove modos estruturais, se for considerado gque ndo existem
excitagBes harmdnicas e se for adoptada a regra anterior, devem ser construidos modelos de estado
com ordens até (9+3:9)-2=72.

Numa primeira abordagem, foi adoptado um valor de i = 12, 0 que permite identificar modelos até a
ordem 72, se na construcdo da matriz de Hankel forem considerados todos os sensores como sendo de

referéncia (r = 6).

Na Figura 4.30, mostram-se os valores singulares obtidos para cada um dos “setups” e na Figura 4.31
os correspondentes diagramas de estabilizacdo (os pontos estaveis encontram-se representados a preto

e 0s restantes a cinzento).

Setup 1 Ordem Setup 2
70 | 70 |

10 10

0 0.5 1 0 0.5 1
Valores singulares normalizados Valores singulares normalizados

Figura 4.30 — Valores singulares normalizados (i = 12)

Da andlise da evolugdo dos valores singulares, verifica-se que, ao contrario do que aconteceu com 0s
dados simulados no capitulo 3, ndo existe um salto claro na variacdo dos seus valores, sendo portanto
impossivel através destes graficos identificar a ordem do modelo que melhor caracteriza o

comportamento da estrutura.
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Figura 4.31 — Diagramas de estabiliza¢do (i = 12)

No diagrama de estabilizagdo relativo ao segundo “setup”, ndo existe nenhum modelo que identifique

todas as frequéncias da estrutura, pelo que se experimentou adoptar um valor mais elevado para i.

Considerando i = 15, obtém-se os diagramas de estabilizacdo representados na Figura 4.32. Adoptando

0s mesmo critérios de estabilizacdo que foram utilizados no caso anterior (Af<0.5; A&< 1%j;

MAC > 0.9) e analisando modelos com as mesmas ordens, ja se obtém modelos que, para ambos 0s

“setups”, identificam todas as frequéncia naturais da estrutura ensaiada.

Assim, o valor adoptado para i ndo s6 condiciona a ordem maxima do modelo de estado estimavel,

mas também a qualidade das estimativas dos parametros modais identificaveis com modelos da

mesma ordem. No artigo (Pridham e Wilson 2003), é sugerida a construcdo de diagramas de

estabilizacdo em fungéo de i. No entanto, este procedimento incrementa significativamente o esforco

de célculo dispendido.
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Figura 4.32 — Diagramas de estabilizacdo (i = 15)

129



Aplicacdes

No Quadro 4.6, mostram-se os resultados obtidos pela anéalise no dominio do tempo. No mesmo
quadro, estes sdo comparados com os resultados do método de decomposicdo no dominio da

frequéncia melhorada (EFDD), que se consideram mais fiaveis (destacados a negrito no Quadro 4.5).

As estimativas das frequéncias naturais sdo bastante semelhantes. No entanto, as diferengas obtidas
nas estimativas dos coeficientes de amortecimento dos modos 1, 3 e 8, sdo relativamente elevadas. Em
relacdo ao primeiro modo, talvez o tempo de aquisicdo seja insuficiente para obter uma estimativa
rigorosa do seu coeficiente de amortecimento. Em relagdo aos modos 3 e 8, ja foi realcado, na

subseccdo anterior, que as estimativas dos respectivos coeficientes de amortecimento, obtidos pela

analise no dominio da frequéncia, ndo sdo muito fiaveis.

Os valores do indice MAC, entre os modos identificados pelos dois métodos, mostram que as

configuragdes modais que deles resultam sdo muito coerentes.

Quadro 4.6 — Comparagdo de resultados

EFDD SSI-DATA
Frequéncia Coeficiente de Frequéncia Coeficiente de

Modos (H2) Amortecimento (%) (H2) Amortecimento (%) | MAC
Modo 1 451 0.6962 4.533 0.2591 1

Modo 2 13.01 0.3736 13.08 0.3871 0.999
Modo 3 14.38 7.782 14.73 10.87 0.9862
Modo 4 18.4 0.5131 18.41 0.4792 0.9998
Modo 5 33.27 0.4911 33.26 0.4823 0.9999
Modo 6 82.49 0.9028 82.36 0.9339 0.9894
Modo 7 100.7 0.3371 100.8 0.2886 0.9998
Modo 8 127.4 2.862 124.7 0.6465 0.9935

Os resultados obtidos através da aplicagao das outras variantes do método SSI-DATA (UPC e PC) séo

praticamente coincidentes com os resultam da aplicago da variante apresentada.
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4.3.6 Consideragdes finais

Com a aplicacdo apresentada, relativa a um pequeno modelo laboratorial, pretendem-se realcar os

seguintes pontos:

- 0 método da seleccdo de picos, aplicado com base em algum conhecimento do funcionamento
estrutural, permite a identificacdo de modos préximos, desde que estes estejam associados a
diferentes tipos de movimento da estrutura;

- 0 método FDD permite a separagdo de modos préximos sem ser necessario recorrer a
interpretagdo fisica do comportamento da estrutura;

- na aplicagdo do método EFDD, para a estimativa de coeficientes de amortecimento modais,
tem que ser usada uma resolucdo em frequéncia que garanta que a funcdo de auto-correlacdo
decai para valores relativamente reduzidos no intervalo de tempo em que € estimada;

- na aplicacdo dos métodos no dominio do tempo SSI-COV e SSI-DATA, devem ser
experimentados varios valores para i (metade do nimero de linhas de blocos da matriz de
Hankel que contém as séries temporais) e ndo apenas o valor que conduz a ordem maxima
pretendida para os modelos de estado;

- a estimativa dos coeficientes de amortecimento modais é aquela que apresenta maior

variabilidade entre os diferentes métodos de identificacéo.
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4.4  Ensaio de vibragdo ambiental da Ponte Internacional do Guadiana

4.4.1 Introducdo

A Ponte Internacional do Guadiana é uma ponte atirantada situada no Algarve, que faz a ligagéo, sobre
o0 rio Guadiana, entre Castro Marim, em Portugal, e Ayamonte, em Espanha. A ponte projectada pelo
Engenheiro Cancio Martins, entrou em servico no Verdo de 1991, praticamente na mesma altura em
que foi inaugurada outra ponte atirantada sobre o rio Arade, também no Algarve. Estas duas obras

foram as primeiras pontes atirantadas, com um vao moderado, construidas em Portugal.

Figura 4.33 — Vista geral da ponte (fotografia do Professor Francisco Piqueiro).

A ponte esta localizada numa zona bastante ventosa e de elevado risco sismico, pelo que diversos
estudos e testes foram realizados, pelo Laboratério Nacional de Engenharia Civil e pelo Instituto
Superior Técnico de Lisboa, durante o seu projecto e antes da sua entrada em servi¢o (Azevedo et al.

1986; Branco et al. 1993; Branco et al. 1991).

No ambito do presente trabalho, foi realizado um ensaio de vibracdo ambiental com o objectivo de
caracterizar o comportamento dindmico actual da estrutura, em particular, identificar as suas
frequéncias naturais, as configura¢cBes dos principais modos de vibracdo e os coeficientes de
amortecimento. Este ensaio encontra-se enquadrado num projecto de investigacdo sobre “Vibragdes
em Ponte Atirantadas”, financiado pela Fundagdo de Ciéncia e Tecnologia Portuguesa, que visa
desenvolver e instalar na estrutura um sistema de monitorizagdo continua (Caetano et al. 2004). A
selec¢do desta ponte, como prot6tipo para o projecto de investigacdo, prendeu-se com facto de os seus
tirantes, quando solicitados por ventos de velocidades moderadas, apresentarem niveis elevados de
vibragdo, que j& motivaram a realizacdo de estudos sobre a sua vulnerabilidade ao fenomeno de

excitacdo paramétrica (Caetano e Cunha 2003; Costa et al. 1994).
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Como se podera observar nesta seccdo, 0s resultados obtidos com a realizacdo deste ensaio relativos
ao comportamento dindmico da ponte apresentam qualidade superior aos obtidos a partir dos ensaios
realizados apds a sua concluséo. Tal deve-se a qualidade superior do equipamento de medic¢do e
aquisicdo actualmente disponivel e as metodologias de analise e identificagdo mais robustas entretanto

desenvolvidas.

4.4.2 Descricdo da ponte

A Ponte Internacional sobre o rio Guadiana é uma ponte atirantada com tabuleiro e mastros realizados
em betdo. A ponte €é constituida por um véo central de 324 m, por dois vaos laterais de 135 m e por

dois vaos de transi¢do de 36 m, perfazendo um total de 666 m (ver Figura 4.34).

O tabuleiro, com 18 m de largura, é materializado por uma viga em caixdao de 2,5 m de altura,
realizada em betdo pré-esforcado e contraventada interiormente por diagonais em betdo pré-fabricado,

espacadas de 4,5 m.

36.00 135.00 324.00 135.00 36.00
| 1 666.00 | I

E1 P1 P2 P3 P4 E2

Figura 4.34 — Alcado da ponte (GPPE 1994).

As torres que ancoram os tirantes tém a forma de um A (Figura 4.35) com 100 m de altura, fornecem
apoios verticais e transversais ao tabuleiro e sdo suportadas por macicos de estacas encamisadas de 2

m de diametro.

O tabuleiro é suportado por 64 pares de tirantes, 0s quais sdo constituidos por cord@es auto-protegidos
de 15 mm, cujo numero varia entre 22 e 55. O espacamento entre ancoragens dos tirantes, ao longo do
tabuleiro, é de 9 m (Martins 1992).
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Figura 4.35 — Vista dos mastros e do pilar extremo. Figura 4.36 — Pormenor dos tirantes.

4.4.3 Modela¢ao numérica

Antes da realizacdo de um ensaio de vibragdo ambiental é importante desenvolver um modelo
numeérico da estrutura para identificar o valor aproximado das frequéncias naturais e das configuracdes
dos principais modos de vibragdo. Os valores das frequéncias sdo importantes para a escolha dos
sensores e para a definicdo do tempo de aquisicdo e da frequéncia de amostragem; as configuragdes

modais sdo relevantes para definir a posi¢do dos sensores de referéncia.

A programacdo do ensaio foi baseada num modelo numérico desenvolvido no trabalho (Caetano e
Cunha 2003) a partir do modelo numérico cedido pelo projectista da ponte, Engenheiro Céancio
Martins. No modelo original, o tabuleiro e os mastros sdo idealizados através de elementos de barra
tridimensionais e os cabos por elementos de trelica, ligados ao tabuleiro e a0 mastro através de
elementos rigidos, que permitem simular a geometria real da estrutura (Martins 1992). Como
modificagdes fundamentais ao modelo inicial, refere-se a consideracdo do comportamento ndo linear
geométrico da estrutura, quando submetida as ac¢des permanentes, a consideracdo do envelhecimento
do betdo e o ajuste das forgas nos tirantes, tomando como referéncia os valores medidos numa

campanha de medicdes realizada pela FEUP (Caetano e Cunha 2003).

Na Figura 4.37, representam-se os principais modos de vibracdo, bem como as frequéncias que lhes

estdo associadas, que resultam da analise modal do modelo numérico descrito.
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Figura 4.37 — Frequéncias e modos de vibragdo numéricos.

4.4.4 Descricédo do ensaio

O ensaio de vibracdo ambiental de uma ponte atirantada com uma extensdo relativamente elevada

(666m) impde algumas condicionantes no equipamento a utilizar, designadamente:

- a realizacdo do ensaio, usando como Unica fonte de excitacdo as solicitagdes ambientais,

obriga a utilizagdo de sensores de elevada sensibilidade;

135



Aplicagdes

- a elevada flexibilidade das pontes atirantadas conduz a frequéncias naturais baixas e portanto
obriga a utilizacdo de acelerometros que garantam uma resposta linear a partir de tais
frequéncias. Para a ponte em andlise, segundo os resultados da modelacdo numérica, é

importante garantir um resposta linear pelos menos a partir dos 0.3 Hz;

- a grande extensdo da ponte torna a utilizagdo de sensores com cabos eléctricos de ligagdo a

um sistema de aquisicao central bastante trabalhosa e demorada.

Assim, a utilizacdo de sismografos (Figura 4.38) parece a solugdo mais adequada. Estes estdo munidos
de acelerometros do tipo “force balance”, que permitem a medi¢ao de frequéncias a partir do DC
(0 Hz) e possuem uma placa de converséo analdgico-digital de 18 bit, que possibilita uma resolugéo de
4-10%g. As unidades sdo completamente independentes entre si e de qualquer fonte externa,
dispensando portanto a utilizacdo de cabos. A sua alimentacdo é garantida por baterias internas, a
informacdo recolhida é guardada numa unidade de memoria propria e a sua sincronizacdo é assegurada
por unidades de GPS, que garantem que o0s seus reldgios internos estdo sempre com horas
coincidentes. A defini¢do da hora de inicio ¢ da duragdo de cada um dos “setups”, assim como a
descarga da informacdo recolhida, é realizada através da conecgdo de cada um dos sismografos a um

computador portatil.

Ao longo do ensaio, em paralelo com as medicGes das aceleractes, foram realizadas medidas pontuais
da velocidade do vento com um anemémetro de molinetes (Figura 4.39), que permite a medicdo de
velocidades médias do vento entre 0,5 m/s e 35 m/s. Este sensor apenas faz a medi¢do da velocidade
do vento segundo uma direccdo, pelo que, para medir a velocidade maxima, é necessario orienta-lo

segundo a direc¢do do vento.

w il S

Figura 4.38 — Sismografo e unidade exterior de GPS. Figura 4.39 — Anemometro de molinetes.
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Foram realizadas medicOes de aceleracdes, segundo trés direccBes ortogonais, em 27 secgdes do
tabuleiro, sempre a montante e a jusante, e em dois niveis altimétricos de cada um dos mastros (Figura
4.40). Dois sismdgrafos, um a montante e outro a jusante, foram usados como referéncia, sendo
colocados em permanéncia na seccdo 17, situada a 1/3 do véo central. Os outros dois percorreram as
restantes 26 seccgdes do tabuleiro e as duas secc¢des instrumentadas de cada mastro. Este procedimento

obrigou a realizacdo de 28 “setups”.

Figura 4.40 — Pontos instrumentados.

Em cada “setup”, foram recolhidas duas séries temporais: uma com 11minutos e outra com 10 minutos
de duragdo, perfazendo um tempo total de 1260 segundos, que corresponde aproximadamente a 500
ciclos do maior periodo de vibracdo da estrutura. N&do foi adquirida uma Unica série continua de 21
minutos porque os sismdgrafos ndo permitem a aquisicdo de séries temporais com duragdo superior a

999 segundos.

Para aplicacdo dos métodos de identificacdo, estas duas séries foram aglutinadas numa s6, suavizando
a zona de transi¢do através da segunda metade de uma janela de Hanning, aplicada no fim da primeira
série e da primeira metade de uma janela de Hanning, aplicada no inicio da segunda. A janela de
Hanning foi definida com um comprimento suficientemente longo, 75 segundos, que permitem a
realizacdo de 30 ciclos do maior periodo, para ndo introduzir um amortecimento artificial nas séries
temporais. Nos calculos dos espectros, realizados pelas rotinas desenvolvidas no ambito deste trabalho
houve, contudo, o cuidado de ndo considerar segmentos temporais na zona de transicdo das duas séries

aglutinadas.
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As aceleracbes foram medidas com uma frequéncia de amostragem de 100 Hz, valor que é
manifestamente excessivo para o tipo de estrutura em analise, mas necessario pelo facto dos filtros

analogicos dos sismografos utilizados ndo permitirem a adopgéo de taxas de amostragem inferiores.

As unidades de memoria dos sismografos possuem uma capacidade de memodria de 15Mb, que
possibilitam o armazenamento de registos correspondentes a cerca de 4.5 horas de aquisicdo. Como a
operacdo de transferéncia de informacgdo para o computador portatil é lenta, em cada dia de trabalho
apenas foi possivel realizar 12 “setups”, razdo pela qual, foram necessarios 2 dias e meio para a

realizacdo completa do ensaio.

4.4.5 Avaliagdo dos niveis de vibracéo

Na Figura 4.41, representam-se, a titulo de exemplo, os primeiros 5 minutos das séries temporais das
aceleragoes registadas na seccao de referéncia 17M (sec¢do 17 a montante) no primeiro “setup”. Como
o ensaio foi realizado com a estrutura aberta ao trafego, as aceleragGes verticais atingem valores muito

superiores aos das aceleracOes transversais e longitudinais.

0.015 ‘ ‘
—— Aceleragao vertical
—— Aceleragao tranversal
oot [l — Aceleragao longitudinal ||
5 0005 \.h. | ‘
[]
@
& 0
o
3
< -0.005 “”
-0.01 | “’ l
-0.015; 50 100 150 200 250 300
tempo (s)

Figura 4.41 — Séries temporais de acelera¢fes

Ao longo dos dois dias e meio de ensaio, como se pode verificar no Quadro 4.7, foram registadas
velocidades médias de vento bastante varidveis. No Quadro 4.7, representam-se também os valores
maximos das aceleragdes medidas, na seccdo de referéncia 17M em cada um dos “setups”, € os
desvios padrédo das respectivas séries temporais. O valor méximo da aceleragdo verificou-se segundo a

direcgdo vertical, no ultimo “setup” realizado, e foi de 35,61 mg.

138



Capitulo 4

Quadro 4.7 — Valores notaveis das aceleracoes (em mg) e velocidades do vento

Dia Setup Velocidade Direccéo Longitudinal Direccéo Tranversal Direccéo Vertical
do vento Maximo Desvio Padrao Maximo Desvio Padréo Maximo Desvio Padrao
1 2m/s 3.47 0.25 4.47 0.38 24.83 1.56
2 2m/s 3.28 0.32 6.79 0.46 26.10 2.07
3 2mls 2.99 0.29 4.25 0.41 29.28 2.01
3 4 2m/s 3.84 0.34 6.07 0.51 33.23 2.30
§ 5 2m/s 2.56 0.26 5.69 0.40 19.61 1.68
% 6 2mls 3.22 0.24 5.42 0.34 27.15 1.81
° 7 2mls 2.35 0.21 6.33 0.33 18.85 1.27
§ 8 2mis 2.16 0.17 2.94 0.26 11.93 0.96
a 9 2m/s 2.60 0.20 5.09 0.32 19.35 1.26
10 2mls 1.95 0.16 3.66 0.26 14.67 1.02
11 2m/s 2.38 0.14 4.27 0.24 19.09 0.85
12 2m/s 2.02 0.14 4.19 0.22 16.41 0.76
13 10 m/s 1.72 0.27 3.69 0.43 12.99 1.12
14 10 m/s 2.30 0.26 5.95 0.40 20.19 1.24
15 10 m/s 1.70 0.23 2.89 0.39 14.90 1.11
:o; 16 8 mis 1.85 0.22 2.86 0.34 14.60 1.15
N
g 17 9 m/s 2.15 0.20 5.61 0.34 18.29 1.27
S 18 8 mls 2.44 0.19 3.61 0.31 14.35 1.09
EI’,, 19 10 m/s 3.29 0.25 4.84 0.44 23.46 1.75
E 20 7mls 2.97 0.17 6.12 0.29 20.86 1.00
8 21 9 m/s 2.91 0.27 5.35 0.44 23.86 1.39
22 9 m/s 1.51 0.24 2.72 0.40 11.40 1.06
23 9mis 3.01 0.25 4.93 0.44 26.28 1.48
24 9mis 1.90 0.22 4.53 0.38 16.15 1.36
,% 3 25 14 m/s 4.40 0.42 5.57 0.73 25.83 2.98
§ § 26 14 m/s 3.98 0.46 4.75 0.78 32.32 3.55
2 g 27 14 m/s 3.36 0.42 5.08 0.69 25.83 2.98
% o 28 14 m/s 4.37 0.53 6.21 0.78 35.61 4.03

Na Figura 4.42, representa-se a evolugdo do valor do desvio padrdo das séries temporais das
aceleracbes, medidas na sec¢do 17M segundo as trés direcgdes, ao longo dos diferentes “setups”. O
valor deste parametro estatistico € um indicador do contetdo energético de séries de média nula, razéo

pela qual também é designado por valor eficaz.

No gréafico verifica-se, com era expectavel, um aumento do conteldo energético das aceleracGes
transversais com o aumento da velocidade média do vento. As aceleragdes longitudinais sao
condicionadas pelo movimento dos tirantes excitados pelo vento, sendo portanto também dependentes
da sua intensidade. Em relacdo as aceleracGes verticais, pensa-se que estas, embora também sejam
dependentes das vibracGes dos tirantes, sdo principalmente condicionadas pelas cargas verticais
aplicadas pelo trafego rodoviario. O primeiro dia do ensaio foi um sébado, o segundo um domingo e o
terceiro uma segunda-feira. Os niveis de aceleracdo vertical sdo intermédios no sabado, relativamente
baixos no domingo, quando o nimero de veiculos pesados a atravessar a ponte foi muito reduzido, e
relativamente elevados na segunda-feira, quando o nimero de veiculos pesados de transporte de
mercadorias a atravessar a ponte foi bastante superior em relacdo a sabado e muito superior em relacdo

ao domingo.
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Figura 4.42 — Desvio padréo das aceleracfes

A instalacdo futura de um sistema de monitoriza¢éo continua permitira realizar graficos deste género,
mas abrangendo largos periodos temporais de observacdo e contendo também os niveis de vibragdo
dos tirantes. A sua analise possibilitara estabelecer correlacdes entre os niveis de vibracao registados

no tabuleiro, os niveis de vibragao dos tirantes e as velocidades do vento.

4.4.6 ldentificacdo dos parametros modais da estrutura

A identificacdo dos pardmetros modais da estrutura foi realizada recorrendo a varios métodos de
identificagdo: seleccdo de picos (PP), decomposi¢do no dominio da frequéncia melhorada (EFDD) e
método de identificacdo estocastica por sub-espagos a partir das series temporais (SSI-DATA). Os
resultados obtidos sdo comparados entre si e com os resultados numéricos, e a eficiéncia de cada

método é discutida.

4.4.6.1 Meétodo da seleccéo de picos

A aplicagdo do método da selecgdo de picos foi realizada recorrendo exclusivamente a ferramentas
computacionais desenvolvidas no ambito deste trabalho. Como estas ferramentas ndo permitem o
desenho dos modos em perspectiva, nesta primeira abordagem apenas sdo caracterizados os modos de

vibragdo do tabuleiro, sendo 0 movimento das torres analisado posteriormente.

Antes da aplicacdo deste método, a semelhanga do que foi efectuado na andlise do pértico descrita na
seccdo 4.3, realizou-se uma operacdo preliminar de processamento das aceleraces recolhidas, que
permite identificar melhor cada um dos tipos de modos de vibracdo, classificados como modos de
flexdo vertical, modos de flexdo transversal ou modos de torcdo. Assim, para cada seccdo, foi

calculada a média das aceleracBes transversais medidas a montante e a jusante, a média das
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aceleracOes verticais medidas a montante e a jusante e a semi-diferenga das aceleragOes verticais
medidas a montante e a jusante. A partir da média das aceleragdes transversais sdo identificados 0s
modos de flexdo vertical, a média das aceleraces verticais permite a identificacdo dos modos de

flex&@o vertical e a sua semi-diferenca a identificacdo dos modos de tor¢éo.
Identificacdo das frequéncias naturais

A partir das séries temporais, que resultaram da operacdo anterior, foram calculados os trés auto-

espectros que estdo associados as 27 secgdes do tabuleiro instrumentadas.

Para acelerar o célculo, foi realizada uma decimacao prévia das séries temporais de ordem 5. Esta
decimac&o reduz a taxa de amostragem para 20 Hz, sendo portanto possivel a identificacdo de modos
com frequéncia inferiores a 0.8x10 = 8 Hz. Este valor € suficiente pois, segundo 0 modelo numérico,

as primeiras quinze frequéncias naturais séo inferiores a 3 Hz.

Os auto-espectros médios foram calculados dividindo as séries temporais em segmentos com 4096
pontos (20x4096=204.8 s), considerando um “overlapping” de 50% e usando janelas de Hanning. Fica
assim possibilitada a realizacdo de médias de dez espectros e garantida um resolugdo em frequéncia de

0,00488 Hz (perto de uma centésima da menor frequéncia).

A partir dos auto-espectros médios, calcularam-se 0s espectros normalizados médios associados a cada
tipo de modo, cujos valores, na gama de frequéncias que se considerou representativa, se encontram

representados nos graficos da Figura 4.43.

E de assinalar que velocidades do vento moderadas provocam niveis de vibraco elevados nos tirantes,
gue levam ao aparecimento de vibragBes no tabuleiro. Assim, alguns dos picos que aparecem nos

graficos anteriores estdo relacionados com frequéncia naturais dos tirantes.

Para analisar este fendmeno, foram calculados auto-espectros relativos as séries temporais das
aceleracfes medidas na seccdo de referéncia, para diferentes velocidades do vento: 2 m/s (1° dia), 10
m/s (2° dia) e 14 m/s (3° dia). Na Figura 4.44, representam-se 0s espectros associados as diferentes

componentes dos sinais.
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Figura 4.44 — Espectros de poténcia na seccéo de referéncia para diferentes velocidades do vento
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O auto-espectro obtido a partir das séries temporais das acelera¢fes, medidas em simultdneo com
velocidades do vento reduzidas, apenas contém frequéncias de ressonancia relacionadas com as
frequéncias naturais do tabuleiro. Nos outros espectros aparecem VAarios picos, mais pronunciados

entre 0,7 e 1,1 Hz, que estdo relacionados com frequéncias de vibragdo dos tirantes.

A andlise de espectros de outras sec¢des, distintas da seccdo de referéncia, referidos a “setups”
realizados com velocidades do vento reduzidas, permitiu identificar uma frequéncia natural do
tabuleiro, associada a um modo de flexdo vertical, que ndo é perceptivel nos espectros anteriores, mas
gue aparece de forma clara nos espectros das sec¢des 19 e 23 (Figura 4.45). No espectro normalizado
médio, esta é “abafada” pelos picos relativos as frequéncias de vibracdo dos tirantes. Por outro lado,
nos espectros da seccdo de referéncia, esta frequéncia ndo aparece, pois esta associada a um modo de

vibragcdo com um nodo (ponto com componente modal nula) proximo da seccao de referéncia.

Espectros normalizados da média das aceleracdes verticais
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Figura 4.45 — Espectros de poténcia normalizados da média das aceleragdes verticais das secgdes 19 e 23

Nos espectros normalizados médios (Figura 4.43), sdo destacadas as frequéncias associadas a modos
de vibragdo do tabuleiro. Verifica-se que muitos dos picos seleccionados apresentam intensidades
inferiores as ordenadas espectrais maximas resultantes das vibragfes dos tirantes, e que uma das
frequéncias ndo aparece claramente destacada por um pico, pelo que a simples analise do espectro de
poténcia médio normalizado conduziria a um identificacdo errada das frequéncias naturais do

tabuleiro.
Identificacdo dos modos de vibracéo

Os modos de vibracdo foram identificados considerando de forma independente os trés registos
temporais, associados a cada seccdo instrumentada, que resultam da operacdo de pré-processamento
anteriormente descrita: média das aceleracOes verticais, semi-diferenca das aceleracdes verticais e

média das aceleragdes transversais. Assim, na representagdo, por exemplo, dos modos classificados de
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flexdo vertical apenas se representam as componentes modais de natureza vertical, considera-se que

todas as componentes de natureza transversal sdo nulas.

Para a determinacdo dos modos de flexdo vertical, foram calculadas as func¢des de transferéncia da
média das aceleragOes verticais entre cada uma das sec¢des instrumentadas e a seccao de referéncia.
Da avaliacdo da sua fase e amplitude, nas abcissas correspondentes as frequéncias identificadas
através do terceiro gréafico da Figura 4.43 resultam as configuracbes modais representadas na Figura
4.46. Cada grafico representa esquematicamente um algcado do tabuleiro, onde os pontos vermelhos

assinalam as posic¢oes dos pilares extremos e dos mastros.
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Figura 4.46 — Modos de flexao vertical identificados

Nos terceiro e oitavo modos de flexdo vertical, a ordenada da seccéo de referéncia € proxima de zero.
A este facto estd naturalmente associada uma ordenada do espectro de poténcia, na sec¢do de
referéncia, relativa a frequéncia destes modos, de valor relativamente baixo, sendo portanto a relagdo
entre ruido e sinal mais elevada. A imprecisdo do espectro nestas frequéncias conduz a erros nas
estimativas das fungbes de transferéncia e consequentemente a configuracbes modais menos bem

definidas que as restantes.

Mais uma vez se realca a importancia de seleccionar bem a seccdo de referéncia e, se possivel, utilizar
duas. Na presente aplicacdo, apenas foi usada uma, pois apenas existiam disponiveis quatro
sismagrafos. A sua localizagao, a um terg¢o do vao principal, foi escolhida com base nas configuracGes

modais obtidas numericamente.

Para a determinacdo dos modos de torcdo, foram calculadas as fungdes de transferéncia da
semi-diferenca das aceleracBes verticais entre cada uma das secgdes instrumentadas e a seccdo de
referéncia. Da avaliacdo da sua fase e amplitude, nas abcissas correspondentes as frequéncias
identificadas através do primeiro grafico da Figura 4.43, resultam as configuraces modais
representadas na Figura 4.47. Nesta figura, foram representadas duas curvas, com sinais contrarios,

que simbolizam os deslocamentos verticais das extremidades a montante e a jusante do tabuleiro.
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Figura 4.47 — Modos de tor¢éo identificados

Para a determinacdo dos modos de flexdo transversal, foram calculadas as funcdes de transferéncia da
média das aceleracdes transversais entre cada uma das sec¢des instrumentadas e a seccdo de
referéncia. Da avaliagdo da sua fase e amplitude, nas abcissas correspondentes as frequéncias
identificadas através do segundo grafico da Figura 4.43, resultam as configuracbes modais
representadas na Figura 4.48. Estes graficos representam esquematicamente plantas do tabuleiro, onde

0s pontos vermelhos assinalam as posic¢des dos pilares e dos mastros.

Os modos de flexdo transversal, em particular o segundo, ndo se apresentam tdo bem definidos como
0s modos que envolvem deslocamentos verticais. Tal deve-se ao facto do ensaio ter sido realizado sob
accdo de trafego rodoviario, sendo portanto 0os movimentos verticais mais estimulados que o0s

movimentos transversais.
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Figura 4.48 — Modos de flexdo transversal identificados
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Verifica-se que existem dois pares de frequéncias muito proximas: 0,566 Hz (segundo modo de flexdo
vertical) e 0,537 Hz (primeiro modo de flex&o transversal); 1,445 Hz (primeiro modo de torcéo) e
1,45 Hz (segundo modo do flexdo transversal). Realizando a operagdo preliminar de processamento
dos sinais descrita nesta subsec¢do e representando espectros normalizados médios independentes para
cada tipo de movimento, estas frequéncias naturais foram facilmente identificadas. Nas subsec¢des
seguintes vai ser tentada a sua identificacdo através de métodos de identificacdo estocasticos mais

evoluidos, sem recorrer a este pré-processamento.

4.4.6.2 Meétodo de decomposi¢ao no dominio da frequéncia melhorado

A aplicagdo do método de decomposicdo no dominio da frequéncia foi realizada utilizando o

“software” comercial ARTEMIS.

Para reduzir a quantidade de informagdo introduzida no programa, para cada sec¢do do tabuleiro
instrumentada, a partir das seis séries temporais recolhidas em cada sec¢édo (3 por cada ponto) foram
definidas quatro que caracterizam completamente o seu movimento: aceleracdes verticais a montante,
aceleracOes verticais a jusante, acelerag@es transversais, calculadas através da meédia das duas séries
medidas, e acelerag¢Ges longitudinais, calculadas através da média das duas séries medidas. Em relacéo
as medidas efectuadas nos mastros, ndo foram consideradas as séries temporais das aceleragdes

verticais, pois estas sdo negligenciaveis.

Na Figura 4.49, a titulo de exemplo, apresentam-se, para trés “setups”, os graus de liberdade

considerados.

Figura 4.49 — Graus de liberdade considerados em 3 “setups”

Este método de identificagdo no dominio da frequéncia também se baseia nos espectros das series
temporais de aceleracBes medidas, tendo estes sido calculados utilizando a mesma resolucdo em

frequéncia que foi usada anteriormente na aplicacdo do método da selec¢éo de picos.
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Para cada “setup” foi construida a matriz dos espectros reduzida, isto €, a matriz em que apenas estao
presentes 0s espectros cruzados entre cada um dos graus de liberdade instrumentados e os graus de
liberdade de referéncia, e foi realizada a sua decomposi¢do em valores singulares. Como em cada
“setup”, 4 dos 8 graus de liberdade considerados sdo de referéncia, a matriz dos espectros tem

dimensé&o 8x4, resultando da sua decomposicéao 4 valores singulares.

As frequéncias naturais da estrutura podem ser identificadas a partir dos picos dos 4 valores
singulares, que resultam da média dos 4 valores singulares normalizados relativos a cada um dos
“setups”. Estes encontram-se representados na Figura 4.50, onde também sdo destacadas, através de

linhas verticais, as frequéncias naturais identificadas.
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Figura 4.50 — Valores singulares médios normalizados

Para além dos picos associados as frequéncias naturais do tabuleiro, também aparecem maximos que
estdo associados a frequéncias naturais dos tirantes. Estes foram diferenciados dos restantes através da
analise dos espectros relativos a “setups” com velocidades do vento baixas, onde apenas aparecem
destacadas as frequéncias associadas a modos de vibragdo do tabuleiro, e verificando que as

configuragdes modais que lhes estéo associadas ndo séo realistas.

A decomposicdo em valores singulares permitiu a identificacdo das duas frequéncias naturais
préximas de 0,55 Hz, mas ndo foi capaz de separar os dois modos de vibracdo com frequéncias
naturais na vizinhanga de 1,45 Hz. A frequéncia de 0,845 Hz que, na aplicagdo do método de seleccéo
de picos foi dificil de identificar, também ndo aparece destacada nos valores singulares normalizados

médios.

Nos valores singulares associados aos 28 “setups” foram seleccionados os pontos na vizinhanga de
cada uma das frequéncias naturais, assinaladas no grafico da Figura 4.50, utilizados para o célculo da
funcdo de auto-correlacdo associada a cada resposta modal. No programa ARTEMIS, esta selec¢do é
feita com base no MAC. No entanto, devido ao reduzido nimero de graus de liberdade instrumentados

em cada “setup”, nalguns casos, valores elevados do MAC (0.95) levavam a selec¢do de pontos que
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continham a contribuicdo de dois modos. Assim, a seleccdo foi realizada, em cada caso, de forma
manual e tendo como referéncia a configuracdo tipica da funcdo de auto-correlacdo de cada resposta

modal, a qual deve ter uma envolvente traduzida por uma funcéo exponencial decrescente.

Na Figura 4.51 exemplifica-se, usando os dados recolhidos no primeiro “setup”, 0 célculo da fungéo

de auto-correlacdo associada ao primeiro modo de vibragéo.

Valores Singulares do 1° setup

[dB | (1 m/s?)?/ Hz] (pontos sele ccionados para o 1° modo ) Setup 1
40 Funcéo de auto-correlagéo normalizada do 1° modo
1.2
-60 08 I
0.4 \\\\n\\ Lt gy
. M ‘HHHM”HH ( T
-80 ol \wm M‘ ‘HJUH\J /\H “mw’\f A“MNV
Mwhtm/ AN
-100 oA [T
0.8
R _ -1.2
1204 0.6 12 18 24 3 0 30 60 90 120

tempo (s)
Frequéncia (Hz)

Figura 4.51 — Célculo da funcdo de auto-correlagdo relativa a resposta do 1° modo, no 1° “setup”

A partir das fungdes de auto-correlagdo, foram identificadas as frequéncias naturais e os coeficientes
de amortecimento associados a cada um dos modos de vibracao. Neste caso, como foram realizados 28
“setups”, obtém-se para cada modo 28 estimativas da frequéncia natural e do coeficiente de

amortecimento. No Quadro 4.8, apresenta-se a média e o desvio padrdo das estimativas obtidas.

Quadro 4.8 — Resultados do método EFDD

Modo Tipo de modo |Frequéncia (Hz)| o (freq) E[%] | o(§)[%]
1 f. vertical 0.388 0.0023 1.37 0.41
2 f. transversal 0.548 0.0609 2.23 0.79
3 f. vertical 0.568 0.0229 1.20 0.45
4 f. vertical 0.950 0.0041 0.69 0.25
5 f. vertical 1.033 0.0023 0.51 0.12
6 f. vertical 1.299 0.0020 0.54 0.11
7 torgdo / f. trans. 1.448 0.0021 0.47 0.16
8 f. vertical 1.655 0.0034 0.63 0.28
9 f. vertical 1.880 0.0044 0.65 0.25
10 f. vertical 2.248 0.0047 0.59 0.22
11 torgéo 2.595 0.0272 1.48 0.53
12 f. vertical 2.779 0.0043 0.46 0.19

Da analise do quadro, constata-se que as frequéncias identificadas por este método sdo muito préximas
das que resultaram da aplicacdo do método da selecgdo de picos e que a sua variabilidade ao logo dos
diferentes “setups” é reduzida (baixos valores dos desvios-padrdo). A variabilidade associada aos

coeficientes de amortecimento é significativamente superior a das frequéncias, facto que resulta de
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dois factores: as incertezas associadas ao método de identificacdo utilizado e a variacdo do

amortecimento com a velocidade do vento. Este Gltimo aspecto seré discutido no ponto 4.4.6.4.

Na Figura 4.52 apresentam-se, a titulo de exemplo, as configuracdes dos 4 primeiros modos de flexdo
vertical identificados. E interessante observar o movimento das torres, coerente com a flexdo do

tabuleiro.

f=0.388 Hz

. f=0.568 Hz

f=10.950 Hz

Figura 4.52 — Modos de vibragdo de flexdo vertical

Na Figura 4.53 representa-se o primeiro modo de flex&o transversal. Verifica-se que a configuracdo
obtida através deste método nédo é tdo boa como a obtida no ponto anterior. Tal deve-se ao facto do
pico referente a este modo, por apresentar uma frequéncia préxima da do segundo modo de flexao

vertical, ndo aparecer bem definido nalguns “setups”.

% =054z

Figura 4.53 — Modo de vibracéo de flexdo transversal
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Na Figura 4.54 representam-se os dois modos de torcdo identificados, sendo, para o primeiro,
representada uma perspectiva e uma vista superior. Na vista superior do primeiro, constata-se que
existe um movimento transversal acoplado ao movimento de torcdo. Na analise anterior, verificou-se
que a frequéncia do segundo modo de flexdo transversal é praticamente coincidente com a frequéncia
do primeiro modo de tor¢do, razdo pela qual este método ndo os consegue separar e conduz a uma

configuracdo modal onde os movimentos dos dois modos aparecem misturados.

f=1.448 Hz
Perspectiva do 1° modo
Vista superior do 1° modo
f=2595Hz

Figura 4.54 — Modos de vibracdo de tor¢do

4.4.6.3 Meétodo de identificacdo estocastica por sub-espacos a partir das séries temporais

A aplicacdo do método de identificacdo estocastica por sub-espacos foi realizada através do software
de calculo ARTEMIS, usando a variante CVA na versdo que, para cada “setup”, apenas realiza a

projeccao das séries temporais dos sensores de referéncia.

Da aplicacdo dos métodos anteriores e dos resultados do modelo numérico, verificou-se que as
frequéncias principais da estrutura, associadas aos primeiros 15 modos de vibragdo, séo inferiores a
3 Hz. Assim, antes da aplicacdo do presente método de identificacdo, as séries temporais foram
filtradas por um filtro passa-baixo de Butterworth de ordem 8 e com um frequéncia de corte de 3 Hz, e

foi aplicada um decimacéo de ordem 10 (frequéncia de Nyquist = 5 Hz).
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Na aplicacdo dos métodos de identificagdo por sub-espacos, é importante eliminar as frequéncias de
ressonancia que ndo sao relevantes para a anélise, para possibilitar o ajuste da informacéo recolhida

com modelos de ordem inferior, e assim diminuir o tempo de célculo.

Na primeira analise realizada, foram admitidos 20 modos estruturais, embora de facto apenas existam
15, e 80 modos (4 vezes o numero de modos estruturais) para ajustar o ruido e erros numéricos. Fica
assim possibilitada a construcdo de modelos até a ordem 200. No entanto, verifica-se que os melhores

resultados se obtém com modelos de ordens compreendidas entre 40 e 80.

Para os 28 “setups”, calcularam-se diagramas de estabilizacéo estimando apenas os modelos de ordem
par e com ordens compreendidas entre 2 e 100. Na Figura 4.55, apresentam-se dois exemplos destes
diagramas, o primeiro relativo a um “setup” com velocidades do vento reduzidas (2 m/s) e o segundo

relativo a um “setup” com velocidades do vento moderadas (8 m/s).

Ordem do Diagrama de Estabilizacdo Ordem do Diagrama de Estabilizagdo
modelo Setup 1 modelo Setup 16

ol A I A B L S SRS IR

87 o 87 :
77 Lo 77
67 i ﬂ 67 |
57 il 57
47 47

AN LU E L S 37

06 12 18 2.4
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)

@ (b)

w
O=

w

| ) : L B
0 0.6 1.2 1.8 2.4

Figura 4.55 — Diagramas de estabilizagdo relativos: (a) a um “setup” com velocidades de vento reduzidas, (b) a

um “setup” com velocidades de vento moderadas

Os pontos pretos representam as frequéncias associadas a modos estaveis, sendo para a sua definigcdo
adoptados os seguintes limites de variacdo: 0,01 Hz para as frequéncias, 0,1% para os coeficientes de

amortecimento e 0,05 para 0 MAC.

Os alinhamentos verticais de pontos pretos (modos estaveis) definem as frequéncias naturais da
estrutura, que podem ser confirmadas pelo seu confronto com os maximos do primeiro valor singular

da matriz dos espectros do “setup” respectivo.

Verifica-se que, também neste método, as vibracdes dos tirantes, provocadas por ventos de intensidade
moderada, dificultam a identificacdo, pois no segundo diagrama, entre os 0,7 e 0 1,1 Hz, aparecem

modos estéaveis distintos dos modos de vibracdo do tabuleiro.
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Para cada “setup” foi seleccionado o modelo de ordem mais baixa, mas que contém todas as
frequéncias que se mostram estaveis. E importante seleccionar o modelo de ordem mais baixa, mas
suficiente para identificar todos os modos estruturais, pois quanto maior é a ordem do modelo, maior é

0 nimero de pardmetros ajustados e portanto maior € a incerteza do resultado.

Na Figura 4.56 representam-se 0s pontos representativos dos modos dos modelos seleccionados para
0s 28 “setups” e destacam-se aqueles que sdo estaveis (representados a vermelho) e que apresentam
frequéncias semelhantes ao longo de todos os “setups” (linhas verticais). Nesta figura, ¢ interessante
verificar o aparecimento de novos modos a partir do “setup” 13, “setup” a partir do qual o vento

assumiu velocidades moderadas (> 8 m/s).

Setup Modos dos modelos seleccionados em cada setup
28 - Fa Y hidin R YA s Hha 2 AT
27 | — mo G\ F A PR A + ; ~HO A
26— F\ R A A | b AN 4 SR+ O K A4 Tt oy
25 - N\ A N At 4 Y + 0 + 4+ T+ ++ F =
24 1~ L S 1 e S S S S S o + + + +—
23 - + o+ + o+ A+ E <+ + + +—
22— + ¢+ + o+ o+ + + 0+ + —
21 b + o+ R+ + o+ HE + + o+ + —
20 — + 0 H HE 4+ + 0+ 4 + + 0+ + —
19 — + o+ O x4 R R A s + + ¥ —
18 1= o+ X B 3 R + + o+ o+ —
17 b + o+ R + 4 + + F0 4+ ++ —
16 — + 0+ 4+ 4+ A T e + + + —
15— + R R R 4+ o + + o+ 4+ |
14— + o+ RO+ + 4+ e+ + +0 4+
13— + o R+ 4 + o+ @ + + 4+ —
12 pe + + o+ 4+ + o+ + w4 + a4 £
11— + 0 + 4+ + + X+ 4 + ++ + +—
10 < + + + + o+ + o+ 4+ + H
9 e + + + + 4 + + +4+ +
81— X 4 + o4 + 0+ + ok + o+ e+ ++ 008y
7= + + o+ 4+ + 4+ + 4+ i + + X ey
== + + + + o+ +2 + 4+ £ R e A
5 + + o+ o+ + 0+ + + + -
41 + 4 + 4+ K + o+ 4+ + ok + —
3= + 4+ + o+ + ¥ + o+ o+ * + -~
2 e + + o+ o+ + o+ + o+ + + o+ —
1= + + + 4+ L ot + | —
0 0.6 12 18 2.4 3

Frequéncia (Hz)

Figura 4.56 — Modos identificados em cada “setup”

No Quadro 4.9 resumem-se os resultados obtidos. Verifica-se que este método de identificagdo, tal
como o método EFDD, é capaz de identificar as duas frequéncias relativamente proximas na
vizinhanga de 0,55 Hz, ndo sendo, no entanto, capaz de identificar as duas frequéncias praticamente
coincidentes na vizinhanca de 1,5 Hz. Constata-se também que ndo é capaz de identificar os dois

Gltimos modos do intervalo de frequéncia analisado, nem o modo com frequéncia 0.845 Hz.
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Quadro 4.9 — Resultados do método SSI-DATA

Modo | Tipo de modo | Freq. [Hz] c (freq) € [%0] G (£) [%]
1 f. vertical 0.388 0.0027 1.10 0.40
2 f. transversal 0.536 0.0042 2.29 0.90
3 f. vertical 0.567 0.0028 1.24 0.37
4 f. vertical 0.953 0.0079 0.76 0.50
5 f. vertical 1.034 0.0044 0.91 0.56
6 f. vertical 1.298 0.0028 0.65 0.27
7 tor¢éo 1.447 0.0022 0.47 0.15
8 f. vertical 1.654 0.0059 0.98 0.80
9 f. vertical 1.882 0.0036 0.75 0.40
10 f. vertical 2.248 0.0056 0.49 0.12

No Quadro 4.10 apresenta-se a matriz dos MAC entre 0os modos identificados pelo método EFFD e os
que resultam desta analise, verificando-se que os valores da diagonal principal (MACs relativos ao
mesmo modo) sdo préximos da unidade, o que indica que as configuracGes modais resultantes desta

andlise s&o semelhantes as obtidas mediante a aplicacdo do método EFDD.

Quadro 4.10 — MAC entre os modos identificados pelo EFFD e os identificados pelo SSI-DATA

Modo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.996 | 0.019 | 0.030 | 0.009 | 0.139 | 0.032 | 0.042 | 0.183 | 0.097 | 0.016
0.132 | 0.910 J 0.100 | 0.035 | 0.059 | 0.050 | 0.169 | 0.007 | 0.036 | 0.042
0.019 | 0.155 ] 0.975 | 0.055 | 0.023 | 0.016 | 0.006 | 0.031 | 0.008 | 0.059
0.057 | 0.115 | 0.098 | 0.977 ] 0.053 | 0.019 | 0.017 | 0.024 | 0.031 | 0.027
0.147 | 0.028 | 0.027 | 0.031 ] 0.995 | 0.011 | 0.001 [ 0.087 | 0.018 | 0.022
0.016 [ 0.038 | 0.029 | 0.004 [ 0.020 | 0.999 | 0.012 [ 0.003 | 0.022 | 0.025
0.040 [ 0.171 | 0.015 | 0.018 [ 0.013 | 0.002 | 0.999 ] 0.005 | 0.010 | 0.010
0.156 [ 0.051 | 0.023 | 0.045 [ 0.115 | 0.042 | 0.011 ] 0.970 | 0.102 | 0.029
0.096 [ 0.068 | 0.021 | 0.047 [ 0.035 | 0.021 | 0.014 [ 0.097 | 0.991 ] 0.013
0.027 | 0.029 | 0.056 | 0.051 | 0.016 | 0.033 | 0.010 | 0.025 | 0.014 | 0.996

[y

O | [N |jo ||~ ]|w (N

=
o

Uma vez que a andlise anterior exigiu um elevado tempo de céalculo, pelo facto de ter sido necessario
recorrer a modelos de ordem bastante elevada, foi realizada uma segunda analise, para verificar se é

possivel, com um esforco de calculo inferior, identificar os modos de vibracdo mais importantes.

Assim, nesta segunda analise, para eliminar parte dos modos ndo estruturais, foi realizada uma
decimacdo do sinal de ordem 30, que elimina a contribuicdo das frequéncias superiores a 1.667 Hz.
Foi escolhido este limite, pois sé inviabiliza a identificacdo de 3 modos de vibracdo do tabuleiro e
elimina um elevado nimero de modos instaveis, presentes no diagrama da Figura 4.56 entre 1.5 e
3 Hz.

Para definir as dimensdes da matriz de Hankel, foram admitidos 10 modos estruturais, embora na

realidade se esperem apenas 7, e considerados, de forma bastante conservativa, 50 modos néo
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estruturais. Estes valores permitem a construgdo de modelos até a ordem 120. No entanto, verifica-se
gue os melhores resultados se obtém com modelos com ordens compreendidas entre 20 e 50, cerca de

metade do necessario na analise anterior.

Na Figura 4.57 apresentam-se dois exemplos de diagramas de estabilizacéo, o primeiro relativo a um
“setup” com velocidades do vento reduzidas (2 m/s) e o segundo relativo a um “setup” com
velocidades do vento moderadas (8 m/s). Nesta andlise foi possivel considerar um intervalo mais
apertado da variacdo da frequéncia para a definicdo dos modos estaveis: 0,001 Hz. Para as restantes

variaveis foram usados os intervalos definidos na anélise anterior.

Ordem do Diagrama de Estabilizacéo Ordem do Diagrama de Estabilizacéo
modelo Setup 3 modelo Setup 16
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Figura 4.57 — Diagramas de estabilizacdo (segunda analise) relativos: (a) a um “setup” com velocidades de vento

reduzidas, (b) a um “setup” com velocidades de vento moderadas

Na Figura 4.58 representam-se 0s pontos representativos dos modos dos modelos seleccionados para
0s 28 “setups” e sdo identificados os alinhamentos relativos a sete modos de vibracdo da estrutura. No
diagrama é perfeitamente claro que o modo com uma frequéncia aproximada de 0,85 Hz, que aparece
com alguma consisténcia nos “setups” realizados com vento fraco (“setups” 1 a 12), se torna difuso

nos “setups” com vento moderado, pelo facto de ser “abafado” pelas vibragdes dos tirantes.

No Quadro 4.11 resumem-se 0s resultados obtidos. Verifica-se que as frequéncias obtidas nesta
segunda analise sdo praticamente coincidentes com as obtidas na analise anterior. No entanto, em
relacdo aos coeficientes de amortecimentos dos modos 4, 5 e 6 registam-se diferengas significativas.

No modo 5, em particular, a diferenca é bastante elevada.
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Setup Modos dos modelos seleccionados em cada setup
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Figura 4.58 — Modos identificados em cada “setup” (segunda analise)

Quadro 4.11 — Resultados do método SSI-DATA (segunda analise)

Modo Tipo de modo Freq.[Hz] | o (freq) € [%0] G (€) [%]
1 f. vertical 0.387 0.0020 1.09 0.41
2 f. transversal 0.537 0.0055 2.28 0.69
3 f. vertical 0.565 0.0025 1.21 0.50
4 f. vertical 0.954 0.0075 0.47 0.21
5 f. vertical 1.033 0.0028 0.43 0.25
6 f. vertical 1.298 0.0024 0.47 0.14
7 tor¢éo 1.447 0.0019 0.42 0.15

Para investigar a causa da grande diferenca verificada no amortecimento do 5° modo, foi realizado o
grafico que se apresenta na Figura 4.59, onde se representa a variagdo, ao longo dos 28 “setups”, do
coeficiente de amortecimento modal identificado para o quinto modo de vibragdo pelas duas analises
efectuadas. Neste verifica-se que a partir do “setup” 13, quando a velocidade do vento passa a ser
moderada, a andlise 1 estima valores de amortecimento bastante dispersos e muito elevados. Como a
frequéncia do 5° modo de vibragdo é préxima das frequéncias de vibracdo dos tirantes, nos resultados
da primeira analise, relativos aos “setups” com velocidades de vento moderadas, os coeficientes de
amortecimento mais elevados estdo associados a modos dos tirantes. Na segunda andlise, realizada
num intervalo de frequéncia mais estreito, a percentagem superior de modos numéricos permitiu uma

melhor separacdo entre os modos do tabuleiro e dos tirantes.
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Variag&o do coeficiente de amortecimento modal ao longo dos setups

Setup
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coeficiente de amortecimento (%)

Figura 4.59 — Variag8o do coeficiente de amortecimento do 5° modo ao longo dos varios “setups”

4.4.6.4 Avaliagdo da variacio dos coeficientes de amortecimento com a velocidade do vento

O ensaio de vibracdo ambiental foi realizado com um nimero bastante elevado de “setups”,
proporcionando assim, um grande numero de séries temporais com a duragdo de 21 minutos, nas
seccOes de referéncia. Estas séries temporais podem ser usadas para obter estimativas de espectros de
poténcia com grande resolucdo em frequéncia e resultantes da realizagdo de varias médias. Com estas
estimativas melhoradas dos espectros, podem ser calculadas fungdes de auto-correlacdo e
consequentemente obtidas melhores estimativas dos coeficientes de amortecimento. Neste ponto, serd
descrita a forma como este procedimento foi usado para avaliar a variagdo dos coeficientes de

amortecimento com a velocidade do vento.

Primeiro, a partir das seis séries temporais recolhidas na sec¢do de referéncia foram obtidas trés, onde
as contribuicdes de cada tipo de modo ficam separadas: médias das aceleracBes verticais, semi-

diferenca das acelerages verticais e médias das aceleracdes transversais.

A partir dos 28 grupos de trés séries temporais, um para cada “setup”, foram calculados 7 espectros de
acordo com os agrupamentos definidos no Quadro 4.12. Obtém-se assim trés espectros para os dias de
vento com velocidades médias de 2 e 10 m/s e um espectro para o dia de vento com velocidade média
de 14 m/s. Este agrupamento permitiu calcular cada um dos espectros a partir de 24 segmentos com 5

minutos de duracé&o.
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Quadro 4.12 — Agrupamentos das séries temporais para obtengao de espectros
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Na Figura 4.60 representam-se 0s 7 auto-espectros da média das aceleragdes verticais na vizinhanga
das frequéncias naturais associadas aos dois primeiros modos de flexdo vertical. Verifica-se que 0s
picos dos trés primeiros espectros, associados ao dia com vento mais fraco, sdo mais agucados que 0s
restantes, evidenciando valores dos coeficientes de amortecimento, associados a estes modos,

inferiores aos presentes nos restantes espectros.

Espectros da média das acelerac@es verticais
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Figura 4.60 — Auto-espectros da média das aceleragdes verticais

Para confirmar a ocorréncia de variacdo dos coeficientes de amortecimento com a velocidade do
vento, foram calculadas as fungdes de auto-correlacdo relativas a resposta dos primeiros modos de

vibracdo de cada tipo e, a partir destas, estimados 0s coeficientes de amortecimento modais.

No gréfico da esquerda da Figura 4.61 apresenta-se a fun¢éo de auto-correlagdo associada ao primeiro
modo de flex&o vertical, calculada a partir do espectro 1 e usando as ordenadas com abcissas entre 0,3
e 0,475 Hz. A direita, representam-se 0s seus pontos maximos numa escala logaritmica, aos quais se
ajusta uma curva exponencial, cujo expoente, ou declive na escala logaritmica, é proporcional ao

coeficiente de amortecimento.
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Auto-correlagdo normalizada do 1° modo de flex&o vertical
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Figura 4.61 — Determinacdo do amortecimento do primeiro modo de flexao vertical a partir do espectro 1

Procedendo de igual forma para os restantes espectros e considerando o primeiro modo de vibracdo de

cada tipo de movimento, obtém-se os resultados que se apresentam no Quadro 4.13.

Quadro 4.13 — Variagéo dos coeficientes de amortecimento modais com a velocidade do vento

1° modo de f. vertical 1° modo de tor¢ao 1° modo de f. transversal
Espectro | V. vento € (%) & (%) médio £ (%) & (%) médio £ (%) & (%) médio
1 1.09 0.47 2.31
2 2mls 0.94 0.95 0.30 0.37 1.39 1.84
3 0.81 0.35 1.82
4 1.36 0.56 2.72
5 9mls 1.82 1.43 0.57 0.51 2.00 2.28
6 1.10 0.40 2.13
7 14 m/s 1.95 1.95 0.47 0.47 2.43 2.43

Da anélise deste quadro e do grafico da Figura 4.62, verifica-se que existe para 0s modos de flexdo

vertical e transversal analisados uma tendéncia de aumento do coeficiente de amortecimento com o

aumento da velocidade média do vento. Este aumento € justificavel pelo facto do amortecimento

medido ser resultante da soma de duas parcelas: o amortecimento intrinseco da estrutura e o

amortecimento aerodinamico introduzido pelo escoamento de ar em torno do tabuleiro, que é funcédo

da velocidade do vento. No modo de torcdo o efeito do amortecimento aerodinamico é reduzido. Estes

aspectos encontram-se tratados no livro (Simiu e Scanlan 1996).

Variagdo dos coeficentes de amortecimento com a velocidade do vento
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Figura 4.62 — Variacéo dos coeficientes de amortecimento com a velocidade do vento
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Este interessante resultado é aqui apresentado apenas com o objectivo de mostrar que, atraves de um
ensaio de vibracdo ambiental e de um tratamento adequado da informacdo recolhida, é possivel
identificar este fendmeno. A instalacdo de um sistema de monitorizacdo continua permitira certamente

avaliar mais pontos do gréafico da Figura 4.62 e melhor caracterizar a correlacdo destas duas variaveis.

4.4.7 Consideragdes finais

Nesta seccdo foram aplicadas diferentes técnicas de identificacdo estocasticas para estimar as
caracteristicas dindmicas da Ponte Internacional sobre o rio Guadiana, a partir dos dados recolhidos

num ensaio de vibracdo ambiental.

Primeiro foi aplicado o método mais simples da seleccéo de picos (PP), usando rotinas desenvolvidas
em MATLAB no contexto deste trabalho. Na aplicacdo deste método houve o cuidado de combinar as
séries de aceleracdes recolhidas, de forma a obter séries temporais em que a contribuicdo dos
diferentes tipos de modos fosse separada. Esta operacdo permitiu identificar modos de vibragdo com
frequéncias naturais muito proximas e obter tracados das respectivas configuragdes modais com muito
boa qualidade. Uma inspecgdo cuidada dos auto-espectros possibilitou ainda a identificacdo de uma

frequéncia natural do tabuleiro proxima das frequéncias naturais de vibrag&o dos tirantes.

De seguida, recorreu-se ao software comercial ARTEMIS para realizar a aplicacdo de outros dois
métodos de identificacdo: decomposicdo melhorada no dominio da frequéncia (EFDD) e identificacdo
estocastica por subespacos a partir das séries temporais (SSI-DATA). Ambos os métodos gozam da
capacidade de possibilitar a identificacdo de frequéncias proximas, razdo pela qual antes da sua
aplicacdo, ao contrario do que foi realizado na aplicagdo do PP, ndo foi feito qualquer pré-
processamento das séries temporais, com o objectivo de separar as contribui¢ces dos diferentes tipos
de modos. Em relagcdo ao PP, estes métodos tém também a vantagem de permitir a identificacdo de

coeficientes de amortecimento modais.

O método EFDD foi capaz de individualizar as duas frequéncias proximas: 0,548 e 0,568 Hz,
associadas ao segundo modo de flexdo vertical e ao primeiro modo de flexdo transversal,
respectivamente. No entanto, a configuracdo modal do segundo foi conseguida com pouca qualidade.
As frequéncias praticamente coincidentes: 1,445 e 1,450 Hz, identificadas na aplicagdo do PP, ndo

foram separadas por este método.
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As frequéncias obtidas pelo método EFFD sdo praticamente constantes para os diferentes “setups”,
mas os coeficientes de amortecimento apresentam uma variabilidade consideravel (desvios padrdo

entre 0.11 e 0.79 %).

A aplicacdo do método EFDD, pelo facto do ensaio ter sido realizado com muitos “setups”, tornou-se
bastante trabalhosa, pois para a identificagdo de 12 modos foi necessario seleccionar, de forma
manual, para cada “setup”, num total de 28, as doze zonas dos valores singulares das matrizes de

espectros, usadas para o calculo das fungdes de auto-correla¢do associadas a cada modo.

A aplicacdo do método de identificacdo estocastica a partir das séries temporais (SSI-DATA) foi
realizada considerando dois intervalos de analise em frequéncia distintos: uma primeira analise (an.1)
mais abrangente considerando frequéncias entre 0 e 3 Hz e uma segunda analise (an.2), mais eficiente

do ponto de vista de tempo de célculo, concentrada no intervalo de 0 a 1,667 Hz.

A primeira anélise permitiu a identificagdo de 10 modos, menos dois que o método EFDD no mesmo
intervalo de frequéncias. Nenhuma das analises conseguiu separar o segundo modo de flexdo vertical
do primeiro modo de tor¢do, nem identificar a frequéncia do tabuleiro de aproximadamente 0,85 Hz,
por ser proxima das frequéncias de vibragdo dos tirantes. A primeira analise, realizada com uma
percentagem de modos numéricos inferior, conduziu a uma sobre-avaliacdo dos coeficientes de
amortecimento associados aos modos de vibracdo com frequéncias proximas das frequéncias de
vibracao dos tirantes (0.8 a 1.1 Hz). Tal, deve-se ao facto de ndo ter conseguido separar 0s modos de

vibragdo conjuntos dos tirantes e tabuleiro dos modos de vibragdo do tabuleiro.

Finalmente, foram calculadas funcdes de auto-correlacdo relativas as respostas dos primeiros modos
de cada tipo, usando espectros referidos & sec¢do de referéncia e calculados usando um elevado
nimero de séries temporais recolhidas nesta seccdo. Estes permitiram obter boas estimativas de

coeficientes de amortecimento e avaliar a sua variacdo com a velocidade do vento.

No Quadro 4.14, apresenta-se um resumo dos principais resultados obtidos com as diferentes
abordagens: PP — seleccdo de picos, EFDD — decomposicdo no dominio da frequéncia melhorada, SSI-
DATA - identificacdo estocastico por sub-espacgos a partir das séries temporais e F. AC — célculo de
fungdes de auto-correlagdo na sec¢do de referéncia. Resumem-se também nesse quadro os valores das

frequéncias naturais calculadas através do modelo numérico (MN).
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Quadro 4.14 — Resumo dos resultados dos métodos aplicados

MN PP EFDD SSI-DATA (an. 1) SSI-DATA (an. 2) F. AC.

Modo tipo f (Hz) f (H2) f (H2) € (%) f (Hz) € (%) f (Hz) € (%) f (Hz) € (%)

1 f. vertical 0.377 0.391 0.388 1.37 0.388 1.103 0.387 1.09 0.39 1.3

2 f. transversal 0.508 0.537 0.548 2.23 0.536 2.291 0.537 2.28 0.539 2.11

3 f. vertical 0.521 0.566 0.568 1.2 0.567 1.241 0.565 1.21

4 f. vertical 0.778 0.845 - - - - -

5 f. vertical 0.884 0.952 0.950 0.69 0.953 0.7553 0.954 0.47

6 f. vertical 0.963 1.035 1.033 0.51 1.034 0.9073 1.033 0.43

7 f. vertical 1.193 1.299 1.299 0.54 1.298 0.6477 1.298 0.47

8 tor¢éo 1.493 1.445 1.448 0.47 1.447 0.4677 1.447 0.42 1.445 0.45

9 f. transversal 1.222 1.450 - - - - -

10 f. vertical 1.506 1.660 1.655 0.63 1.654 0.9849 -

11 f. vertical 1.684 1.812 - - - - -

12 f. vertical 1.786 1.880 1.880 0.65 1.882 0.7455 -

13 f. vertical 2.140 2.251 2.248 0.59 2.248 0.4881 -

14 torgéo 2.682 2.578 2.595 1.48 - - -

15 f. vertical 2.644 2.783 2.779 0.46 - - -

As frequéncias identificadas pelos diferentes métodos sdo praticamente coincidentes. Em relacdo aos
coeficientes de amortecimento, os valores associados aos primeiros modos de cada tipo apresentam
variagdes pequenas. No entanto, os relativos aos 5° 6° e 7° modos apresentam uma variabilidade
significativa, sendo contudo as diferencas sempre inferiores a 50%, se ndo forem considerados 0s

resultados SSI-DATA (an. 1).
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