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Capitulo 1

LA ECUACION GENERAL
DE TRANSMISION DEL
CALOR

1.1 INTRODUCCION

Los problemas de transmisién del calor aparecen en numerosas aplicaciones
en ingenieria civil, mecdnica, quimica, eléctrica, aerondutica, etc. [1-3]. La
solucion analitica de estos problemas es imposible, a excepcion de algunos sen-
cillos casos unidimensionales y bidimensionales de interés meramente académico.
Es, por tanto, obligatorio acudir a herramientas numéricas para la solucién de
problemas de transmisién del calor de interés practico.

En estas notas trataremos la solucién numérica de la mayor parte de los
problemas de transmisién del calor que pueden encontrarse en la practica.
Dichos problemas pueden agruparse en las categorias siguientes:

1. Problemas de transmisién de calor por conduccién (difusién) en sélidos;
2. Problemas térmicos de conveccién-conveccién;

3. Problemas de cambio de fase, tipicos en solidificacion de metales y
fundicién de hielo;

4. Problemas acoplados en mecanica de sélidos y de fluidos.

Existe una gran variedad de métodos numéricos para resolver problemas de
transmisién del calor [4-8]. Los métodos mas populares en la actualidad son el
método de diferencias finitas (DF) [4,5], el método de volimenes finitos (MVF)
[4,5] v el método de elementos finitos (MEF) [6,7,8]. El MDF tiene muchas
ventajas, entre ellas, su simplicidad conceptual y su facil implementacién. En
el MDF se divide primeramente el dominio de anélisis en un conjunto de celdas,
luego se satisfacen directamente las ecuaciones diferenciales del problema en
cada uno de los puntos de vértice de las celdas, aproximando las derivadas
por expresiones en diferencias, en funcién de valores de la temperatura en



cada vértice y los vértices que lo rodean [4,5]. El mayor inconveniente del
MDF es que no es sencillo obtener esas expresiones en diferencias para formas
irregulares de las celdas y tampoco es inmediato tratar las condiciones de
contorno.

El MVF puede considerarse una extensién del MDF para tratar mallas
irregulares [5, 9-12]. Las ecuaciones en el MVF se obtienen expresando el ba-
lance de flujos sobre dominios de control que cubren todo el dominio de anélisis
(por ejemplo, elementos triangulares o cuadrildteros). Dichas ecuaciones son
formas integrales que relacionan los flujos de calor generados en el interior del
dominio por fuentes de calor externas con los flujos convectivo y conductivo
a través de los lados del volumen de control. Estos flujos se expresan a su
vez en funcion de valores de la temperatura en puntos adyacentes a cada lado,
utilizando expresiones en diferencias, o bien interpolaciones tipicas del MEF
[12]. En algunos casos particulares las ecuaciones resultantes del MVF son
idénticas a las del MEF [9-12].

En estas notas nos centraremos en la solucién de problemas de transmision
del calor por el MEF. La razon es la mayor generalidad y versatilidad del MEF
para tratar todo tipo de problemas térmicos incluyendo problemas de con-
veccion-conduccion, problemas no lineales y problemas acoplados en mecanica
de sélidos y de fluidos.

1.2 ECUACIONES BASICAS DE LA TRANSMI-
SION DEL CALOR POR CONDUCCION

1.2.1 Conceptos basicos sobre la transmisién del calor

El cientifico briténico J.P. Joule (1818-1889) demostré experimentalmente que
si una substancia se calienta, su temperatura aumenta. El calor es, por tanto,
una clase de energia que viaja de una regién de alta temperatura a otra de
temperatura mas baja, de maneras diversas. Dichas formas de transmision del
calor son basicamente tres.

Si se expone al fuego un extremo de una barra de metal, se advierte que al
cabo del tiempo el otro extremo de la barra también se calienta. Esta forma
de transmisién del calor se denomina conduccion (o difusién) y se produce
por transmision de energia de las moléculas mas calientes a las moléculas
adyacentes.

En un fluido, tal como un gas o un liquido, se propaga el calor por el
movimiento de las particulas mas calientes del fluido. Este efecto se denomi-
na conveccion del calor. Asi, el fluido en contacto con una fuente de calor
se expande y se hace menos denso que el fluido mas frio circundante, lo que
provoca un movimiento ascendente del fluido mas caliente. El fluido maés frio
se mueve para ocupar el hueco dejado por el fluido caliente, lo que provoca
su contacto con la fuente y la repeticién del fenémeno de calentamiento, ex-
pansién y ascenso. El calor se transfiere por el movimiento del fluido caliente
en lo que se denomina una corriente convectiva.



Figura 1.1: Conduccion del calor a través de una pared

La tercera fuente de transmisién del calor es la radiacion. Un ejemplo
tipico es la energia térmica que nos llega del sol. Por tanto, el calor es otra
forma de la radiacién electromagnética.

1.2.2 Conduccién del calor

La ley de Fourier establece que la cantidad de calor @@ que fluye por unidad
de tiempo a través de un elemento de drea A en una pared de espesor b, por
diferencia de temperaturas entre los extremos de la pared ¢1 y ¢2 (¢d1 > ¢2)
(Figura 1.1) es

Q= %A(ébl — ¢2) (1.1)

donde k es la conductividad térmica que es una propiedad del material que
constituye la pared. El valor de k se deduce de (1.1) por

Qb

k= ———— 1.2
A(d1 — ¢2) (12)
y por tanto k se expresa en
Joule
1.3
s m°C (13)

La cantidad de calor que atraviesa una unidad de superficie por unidad de
tiempo se denomina flujo de calor. Su expresion es

q= % = %(dﬁ — ¢2) (1.4)



La forma lineal discreta de la ec. (1.4) no existe en procesos transitorios
y en general el flujo de calor varia localmente y en el tiempo. En la practica
se acepta que la ec. (1.4) se satisface en partes del cuerpo infinitesimales. Las
expresiones diferenciales equivalentes de las ecs. (1.1) y (1.4) se escriben por

_ a9
Q= —kdA- - (1.5)
_ 09
= (16)

donde n es la linea normal al plano del elemento diferencial de superficie dA
a través del cual fluye el calor. El signo menos en las ecuaciones anteriores
indica que el calor fluye en la direccién de la disminuciéon de temperatura, es
decir, en la direccién negativa del gradiente de temperatura d¢/on.

En un sélido descrito en un sistema de coordenadas cartesianas, se pueden
escribir los flujos de calor en las direcciones z, ¥, z por

0o foler o¢p
= —k—, = —k—, .= —k— 1.7
¢ ox Oy oy g 0z (1.7)
En forma matricial

o)

qx gx
q=—-kV¢ con q=1 g y V=<3 (1.8)

q: 2

Ley de Fourier en materiales no isotropos

La expresion (1.7) es valida sélo para materiales isétropos. En cuerpos como
la madera, substancias cristalinas y materiales fibrosos la conductividad es
funcién de la direccién. La descripcién maés general de la conduccién del
calor en un material no isétropo establece que el flujo de calor depende de los
gradientes de la temperatura en cada direccién. La ecuacién (1.8) se reescribe
en estos casos por

q=-DV¢ (1.9)
con
kys kmy Ky
D= |ky ky Fky (1.10)
kza} kzy kzz

La matriz de conductividad D puede expresarse en otro sistema de ejes
x',y, 2’ por simple transformacién tensorial como

D' = T'DT (1.11)

donde
CJ:’J: Ca:’y Cx’z

T=|Cyr Cyy Cy. (1.12)
Cz’a: Cz’y CZ’Z



siendo Cp, = cos(2/,x) el coseno del dngulo formado por los ejes 2’ y z, ete.
Es interesante obtener los valores propios de la matriz D. La matriz diago-
nal resultante se escribe como

) ke 0 0
D=0 k, 0 (1.13)
0 0 ke

En (1.13) ke, Ky y k¢ son los coeficientes de conductividad principales co-
rrespondientes a las direcciones de conductividad principales &, 'y (. Si estas
direcciones son perpendiculares entre si, el material se considera anisétropo
ortogonal, como en el caso de la madera y materiales fibrosos.

Un caso de interés es cuando k;j =0 (i # j) v kis = k; en la ec. (1.10).
Esto representa que los términos fuera de la diagonal son cero y los términos
diagonales son diferentes en cada direccion cartesiana. El modelo isétropo es
un caso particular de este ultimo con k; = k. La expresion de la matriz D en
este ultimo caso es

E 0 0
D'=|0 k 0 (1.14)
0 0 k

Ejemplo 1.1  Obtener la matriz de conductividad en coordenadas cartesianas
x,y para un material anisétropo con coeficientes de conductividad prin-
cipales k¢ y ky, siendo § y n dos ejes ortogonales cartesianos

Solucion

La ecuacion constitutiva en ejes de conductividad principales se escribe

Ccomo
9¢
r_ ) q¢ | _ kf 0 96 | _ I/
In 0 Ky %

La relacién entre las coordenadas £,y z,y es (ver Figura 1.2)

N CF)SH —sinf] & Ty
Y sinf  cosd n

De la misma forma es facil deducir que

Yy

De las ecuaciones anteriores se deduce

q= {(Zf} = -TD'T'V¢$=-DV¢
Y



Figura 1.2: Material anisétropo en el plano

con

D= TD/TT — kxw kxy:|
kya  Fyy
con
kre = ke cos? 0 + K, sin® 6

kyy = kye = (k¢ — ky)cosfsind
kyy, = kesin®0+ k,sin®6

Obsérvese que si k¢ = k;; = k el material es isétropo, cumpliéndose que
koy = kye =0y kyo = kyy = k(cos® 6 +sin?0) = k

EL EFECTO DE LA CONVECCION

La conveccion del calor se produce cuando un grupo de moléculas se mueve
desde un lugar a una cierta temperatura a otro con una temperatura diferente.
Imaginemos un grupo de particulas que se mueven a una velocidad fija con
componentes u = [u, v, w]T. El flujo de calor que cruza un plano cualquiera
debido a la conveccién viene dado por pcou, siendo p la densidad del sélido
(en kg/m3) y ¢ su calor especifico (en J/kg °C). Dicho flujo debe afadirse a
la parte debida a la conveccién. Asi, el vector de flujo se expresa por

q=—-DV¢ + pcou (1.15)
En componentes

e = — :cg_i) + pcu¢

@ = —ky%f + pcvg (1.16)

4 = - zg_f + pcwo



El campo de velocidades u viene dado por la solucién del correspondiente
problema de dindmica de fluidos. En la mayor parte del texto supondremos
que u es conocido y corresponde a un fluido incompresible en el que la diver-
gencia del campo de velocidades es nula (es decir % + g—; + %—1: = viau=0).
En el Capitulo 7 estudiaremos el problema completo de acoplamiento de las
ecuaciones de conveccién-difusién con las del fluido.

1.3 OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE BA-
LANCE TERMICO

Consideremos el dominio bidimensional de la Figura 1.3. El equilibrio de flujos
de calor se escribe por

¢z dy + qydr + Qdxdy — (qa; + 94s dx) dy — (qy + %dy) dr = a¢ —dzdy
oz oy o
—_———

calor saliente calor acumulado

(1.17)

calor entrante

Simplificando se obtiene

a¢ 9. 9 9, 09
pear a—xkaJra— +Q (1.18)

Sustituyendo los valores de ¢, y g, de la ec. (1.15) se llega a

Ioler 0 Ioler 0, 0 0O Ogb
pc (Eﬂ‘a_f ay) o 8:U+6_ +Q (1.19)

La expresién anterior se denomina la ecuacion de convecczon—difusz’o’n del
calor transitoria para el caso bidimensional. La generalizacién de dicha ex-
presién a 1,2 y 3 dimensiones se escribe como

<% + uTquS> =VIDVe+Q (1.20)

Donde, por ejemplo, en 3D u = [u,v,w|’, V = 9% Gy o2 Y D es la
matriz constitutiva dada por la ec. (1.10) para el caso anisétropo més general
o por la expresién (1.14) para el mds sencillo caso isétropo.

Obsérvese que la ecuacion de transmision del calor por conduccion transi-

toria es un caso particular de la ec. (1.20), haciendo u = 0, obtenemos

&b

"ot

Otro caso de interés es la expresion estacionaria de la ec. (1.20). Las dos
soluciones practicas mas usuales son

[% ¢ 5¢]T

=VIDVs+Q (1.21)

Ecuacion de conveccion-conduccion estacionaria

—pcul' Vo +VIDVo+Q =0 (1.22)



Figura 1.3: Equilibrio de flujos de calor en un dominio bidimensional

FEcuacion de conduccion del calor estacionaria

VIDVe+Q =0 (1.23)

1.4 CONDICIONES DE CONTORNO INICIALES

Existen tipicamente dos condiciones de contorno. En la primera condicién se
definen los valores de la temperatura en el contorno I' (condicién de Dirichlet
o esencial). Estos valores pueden ser constantes o pueden variar en el tiempo,
es decir

¢ = ¢(x,y,2,t) sobre Iy (1.24)

En la segunda condicion de contorno el flujo de calor que sale en la direcciéon
normal al contorno I'; estd prescrito (condicién de Neumann). Esta condicién
se expresa por

qn = q_n(xayazat) (125)

donde ¢, es el flujo normal al contorno y ¢, el valor prescrito del flujo. El
flujo ¢y, se calcula proyectando sobre la norma al contorno n el vector de flujo
q. Asi, utilizando la ec. (1.15)

gn =nl'q=nT(=DV¢ + pcpu) = —n' DV + pcou, (1.26)

T

donde u,, = n" u es la velocidad normal al contorno I';. Combinando (1.26)

y (1.25) se tiene

—pcdun +nTDV P+ G, =0 (1.27)



El término ¢, puede deberse a varios efectos. En primer lugar puede cono-
cerse simplemente el valor del flujo de calor normal al contorno por efectos
convectivos y difusivos. Asi

Gn = ¢ (1.28)

Por otro lado, en muchos casos existe un flujo de calor convectivo entre
los contornos de un sélido y un fluido (p.e. el aire). En estas situaciones se
considera la convecciéon como una nueva condicién de contorno en el dominio
solido.

Newton observé que la transmision de calor por efectos convectivos entre
el contorno de un sélido y un fluido circundante, es funcién de la diferencia de
temperaturas entre el sélido y el fluido. Asi, puede escribirse

gn = Ck((b - ¢ext) (129)

donde ¢ es la temperatura del contorno del sélido y ¢ext la del fluido (gene-
ralmente el aire) que le rodea. El coeficiente o se denomina coeficiente de
conveccién entre el sélido y el fluido.

Un dltimo efecto de pérdida de calor a través del contorno se debe a la
radiacion térmica. Se admite que el flujo de calor por radiacién térmica entre
un contorno de un sélido a una temperatura ¢ y el volumen exterior de fluido
(aire) que le rodea a una temperatura ¢ey viene dado por

Gn = €a(¢* — Pag) (1.30)

donde o es la constante de proporcionalidad de Stefan-Boltzmann con un
valor de 5669 x 1078 W/m?K* y ¢ es la emisividad del sélido (0 < ¢ < 1).
Combinando las ecs. (1.28), (1.29) y (1.30) con la ec. (1.27) se obtiene la
condicién de contorno de Neumann completa

—pcu, +n' DV + G+ a(dp — dext) +e0(¢? — day) = 0 (1.31)

Obsérvese que el término de radiacién introduce una alta no linealidad en la
condicion de contorno. Una forma de simplificar este problema es linealizar ese
término, incorporando su efecto dentro del término del flujo de calor prescrito
constante q.

El planteamiento del problema transitorio se completa con la definicion del
valor inicial de la temperatura por

¢($,y, Z’O) = ¢O(Cﬂ,y,2) en € (132)
Notas

1. En un problema meramente conductivo el término —pcou, no interviene
en la ec. (1.31).

2. En un problema estacionario no es necesaria la condicién (1.32).
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Capitulo 2

CONDUCCION DEL
CALOR ESTACIONARIA

2.1 INTRODUCCION

La transmisién de calor por conduccién pura es un problema caracteristico
de propagacién del calor en sélidos. El interés de conocer la distribucion de
temperaturas en un sélido es muchas veces el paso previo a un analisis tenso-
deformacional, tomando las deformaciones debidas al incremento de tempe-
ratura en los puntos del sdlido como deformaciones iniciales. El estudio del
problema termo-mecédnico acoplado se trata en el Capitulo 7.

En este capitulo nos concentraremos en el andlisis por el MEF del problema
de conduccién del calor en régimen estacionario. El caso transitorio se trata
en el Capitulo 3.

2.2 ECUACIONES BASICAS

La ecuacién de balance de flujos en la transmisién del calor por conduccion
estacionaria es un caso particular de la ec. (1.20) prescindiendo de los términos
transitorios y de conveccion. La expresion general se escribe por tanto

VIDV4+Q=0 enQ (2.1)
con las condiciones de contorno

p—¢p=0 en Ty (2.2)

n'DVo+ G+ a(d—dext) =0 en T, (2.3)

La condicién de flujo prescrito en el contorno (2.3) (condicién de Neumann)
se ha obtenido de la méas general (1.31) prescindiendo del término convectivo
—pcu,. Para mayor sencillez se ha prescindido también de los efectos de

radiacién térmica (término eo(¢? — ¢t ) en (1.31)).
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Las ecuaciones (2.1)—(2.3) estan escritas en forma genérica para el pro-
blema uni, bi y tridimensional. En lo sucesivo se mantendrd esta notacién
compacta, particulandose las expresiones resultantes de las matrices y vectores
en la formulacién del MEF para cada caso.

2.3 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

Consideremos una discretizacién del dominio €2 por elementos finitos (Figura 2.1).
La aproximacién de la temperatura ¢ en el interior de cada elemento se escribe
como [6,12]

0= = Z Nz‘(e)@(e) (2.4)
i=1

donde qg es el valor aproximado de la temperatura, ¢§e) es el valor de gg en el

nodo 1, Ni(e) es la funcién de forma de dicho nodo (en 2D N; = N;(z,y)) y n
es el nimero de nodos del elemento. Para el elemento triangular lineal de la
Figura 2.2, n=3y

1

Ni(e) = W(age) + bge)x + cge)y) (2.5)
con
az(e) _ x§e)y[(:) . wl(:,)y](e)
bz(e) = x§e) - x,(f) (2.6)
A =yl i=1,23

(e)

siendo Q(©) el drea del elemento y x, ’,y; las coordenadas del nodo i.

Figura 2.1: Discretizacién del dominio en elementos triangulares de tres nodos
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1 2 1 2 1~ 2

Figura 2.2: Funciones de forma del elemento de tres nodos

Ig

%
an' 0n=0

Figura 2.3: Condiciones sobre los contornos I'y y I'y

Puede comprobarse que Ni(e) vale uno en el nodo i y cero en los otros nodos
del elemento.

Sustituyendo la aproximacién (2.4) en las ecs. (2.1) y (2.3) se obtiene
(Figura 2.3)

VDVé+Q=rq en Q (2.7)

nTDV(ﬁ +q+ O‘(é - ¢ext) =7Trr €n Fq (28)

En lo anterior ro y rr son los residuos o errores de la aproximacién en las
ecuaciones de balance de calor sobre el dominio 2 y en el contorno de Neumann
I'y respectivamente. Obviamente, cuanto menores sean estos residuos mejor
serd la aproximacién de ¢. En lo que respecta a la condicién esencial (2.8)
supondremos en lo sucesivo que se satisface eractamente, prescribiendo los
valores de ¢ al valor ¢ en los nodos del contorno de Dirichlet Ly.
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2.3.1 Expresion de residuos ponderados de Galerkin

El método de residuos ponderados se basa en hacer nulos los residuos rq y
rr sobre Q0 y I'y, respectivamente, de forma ponderada. La expresién integral
resultante es

/WimdQ—l—/ Wirdl =0 i=1,2,...,N (2.9)
Q Iy

donde W; y W; son funciones de peso arbitrarias, que dependen de la posicién
y N el nimero total de nodos en la malla de analisis. Sustituyendo las expre-
siones (2.7) y (2.8) en (2.9) se tiene

/Q Wi(VIDV + Q)dQ + /F Win" DV + G+ a(d — dext)]dT =0 (2.10)

Las integrales anteriores hay que considerarlas siempre en un sentido dis-
tribucitonal, ya que el gradiente V¢ es usualmente discontinuo entre elementos.
El primer término de la integral sobre el dominio €2 puede expresarse por

W, vIDV$dQ = / W, VDV $dQ / Win' D[V $]dl =
/. WO=2 | WA+D [, W' DIV

-y / VWDV G0 + / WnT DV $dl
— Ja r

(2.11)

En (2.11) T(® es el contorno de cada elemento de drea Q(¢) individual y
[[V(ﬁ]] el salto del gradiente de la aproximacion (]3 sobre los lados del contorno.
El sumatorio en (2.11) se extiende sobre todos los elementos de la malla. La
demostracién de la expresién (2.11) se presenta en el Anexo 1.

La expresién (2.11) es idéntica a la que se obtendria integrando por partes
el término en derivadas segundas de (]3 en (2.10) y expresando la integral sobre
el dominio como suma de las integrales sobre cada uno de los elementos.

Sustituyendo (2.11) en (2.10) y advirtiendo que I' =T'y, + I, se tiene

-3 / VW, DV d) + W;n'DVedl' + / W,;Qd 1+
- Joe Ly+Dy Q
(2.12)
+/F W'DV + G+ a(d — dext)]dl = 0
q
Escogiendo ahora W = —W; y W = N; se llega finalmente a
-3 [ VTWiDVéde+ [ wiQde-
= Ja Q
(2.13)

- / Wil + o — Gexs)]dI’ — / Wigudl = 0
Fq F¢
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donde ¢, es el flujo normal (saliente) en el contorno I'y, donde la temperatura
estd prescrita. Este flujo se calcula “a posteriori” una vez obtenidos los valores
de (]3 en todo el dominio.

Es instructivo agrupar los términos dependientes de qAS en el primer miem-
bro. La expresion resultante es

> / VIW, DV d) +
— Jat
i

La forma integral de Galerkin se obtiene haciendo Wi(e) = Ni(e). Es decir,
escogiendo las funciones de peso igual a las funciones de forma en el interior
de cada elemento.

Sustituyendo la aproximacién (2.4) en (2.14) se obtiene el sistema de ecua-
ciones algebraicas de la discretizacién que se expresa por

aW;pdQ = / W;Qd)—
Iy Q

(2.14)
Wi(q — et )dT — / Wigndl'
Ty

q

Ka=f (2.15)
donde

a= [QBI’QA&?,""QA&N]T (2]‘6)

es el vector de temperaturas nodales, K la matriz de rigidez y f el vector
de flujos nodales equivalentes. Las expresiones de K y f se obtienen por
ensamblaje de la contribucién de cada uno de los elementos. En forma general
puede escribirse

K=EK® (2.17)
e
£&) = g (2.18)
e

donde E es el operador de ensamblaje y K(©) y £(€) la matriz de rigidez y el
vector de flujos nodales equivalentes elementales dados por

K ... K9
K(e) — (2.19)

sim. K
£ = (1 157 O (2.20)

con
K9 = [ V'NYDVYNd0 + / oNINDar  (221)
Q) ri J
fz‘(e) - Qe Nz‘(E)QdQ B /F(e) Ni(E)(q + Aexy )dl — q7(16i) (2:22)
q
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En (2.22) qﬁfi) = f% N;G,dTl". Este término representa la contribucién ele-
mental al flujo normal que sale por el nodo ¢ en el contorno I'y. Como se ha
comentado anteriormente, este flujo en la préctica se calcula ”a posteriori”
una vez calculados los valores de quS en todo el dominio.

Se destaca que tanto el término qr(fi) como las integrales sobre F,(f) en (2.21)
y (2.22) so6lo aparecen en elementos que tengan algin lado sobre los contornos

de Dirichlet o de Neumann, respectivamente.

2.4 EXPRESIONES DE K© Y f© PARA EL
TRIANGULO LINEAL

2.4.1 Matriz de rigidez K©

Para un elemento triangular lineal la expresién de K(©) se obtiene por

K© =K\ + K (2.23)

donde Kgf) y ng) son las contribuciones debidas a los términos de conduccién

y conveccién, respectivamente (primera y segunda integral en la ec. (2.21)).
La expresion de dichas matrices es

(o)
L ey (@ [kee Eay] |0
Kk” 400 [bi i ] kuy  kyy Cg‘e) 224

Para un material isétropo kyp = kyy =k y kzy = 0.

La expresion de ng) es
Nl(e) Nl(e) Nl(e) NQ(e) Nl(e)Née)
K = a /P o | NEIND T NN NN | T (2.25)
a Née) Nl(e) Née) N2(e) Née)Née)
Es imporante advertir que al realizar la integral anterior sobre un lado del
elemento, la funciéon de forma del tercer nodo que no pertenece al lado forma

un valor nulo sobre el mismo. Ello permite simplificar la expresién (2.25) de
acuerdo con el lado donde se calcula la integral de contorno.

Asi, para el lado 12, Nge) =0y

NONE NN 0
K{) = /Ma NN NN o] dl (2:26)
12 0 0 0

Para el lado 23

0 0 0
K /l(e)a 0 NN NON | ar (2.27)
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Para el lado 13

NONE 0 NN
K) = /(e)oc 0 0 0 |dr (2.28)
U Nl(e)Nge) 0 Nge)Nge)

Suponiendo que « es constante sobre el lado es facil integrar los términos
anteriores, lo que proporciona

2

© o) o ) Ui /3 i=1]
/l«;) NN dr—{lé) . : (2.29)
ij

siendo lz(;) la longitud del lado ¢ — j del elemento (e).

En funcién de ello, se tendra

e [2 1 O e [0 0 O e) [2 0 1
K(6>:O‘li[1 2 0]; K(6>:O‘li[o 2 1]; K(@:O‘li[o 0 0]

Cc12 €23
6 0 0 O 6 0 1 2

(2.30)
Por lo tanto, en definitiva, la matriz de rigidez total del elemento se obtiene

por

K( e) _ K(e) + K(e) + K(e) K(e) (231)

C12 023 C13

Vector de flujos equivalentes nodales
La expresién genérica de £(¢) para el tridngulo de tres nodos es
1o
£e) = { o) (2.32)
£
Obtengamos seguidamente las contribuciones de los términos de fuente y

de conveccién de £(©).
Observando (2.22), se tiene de la primera integral que

15
1
£ = f<62 / /Q . <; QdO (2.33)

Suponiendo un valor constante de () sobre el elemento se obtiene

@ (1
£5) = 4 { 1 }
3 1
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La contribucién del término de conveccién al vector de flujos nodales se
calcula como sigue

N
£O) = — / NO (g, — ageatldr (2.34)
Ly N(e)
3
Como en el cédlculo de la matriz de rigidez, en la evaluacién de la integral
anterior hay que tener en cuenta que sobre cada lado sélo son diferentes de

cero las funciones de forma correspondientes a dicho lado. Asi, el valor de fc(e)
se obtiene para cada lado por:

lado 12
N
£) =~ /z<e) N [Gn — @enr)dD (2.35)
12 0
lado 13
N{©®
ffgles) == /(e) 0 [Qn - O“bea:t]dr (2.36)
113 N?Ee)
lado 22
0
ffg2€3) == /(e) NQ(e) [Qn - O“bea:t]dr (2.37)
123 Née)

Suponiendo ahora que G, & y ¢t son constantes sobre el lado se obtiene

1y i
fc(fg) = 7 [Qn - agbemt] 1
0

Con expresiones similares para féfg) y fé; ).

Al vector de flujos nodales hay que anadir la contribucién de los flujos
reaccién en los contornos I'y donde ¢ estd prescrito. Dichos flujos se anaden
directamente a los nodos del contorno correspondiente y su valor se obtiene a
posteriori una vez calculados los valores nodales de ¢.

2.5 EXPRESION DE K© Y f©® PARA EL TETRAE-
DRO LINEAL

2.5.1 MATRIZ K®

Las expresiones de K,(:) Y ng) para el tetraedro de cuatro nodos (Figura 2.5)
son las siguientes

(e) L 0 0 e | o Keu Fea bl
e) _ e e e (e)
Kkz’j - 360 [bl )€ ’dz’ ] G kyy Zyz CJ(- : (238)
2z d\€
J
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con

O o G0 | e s,

N E T g i ==l oy oz (2.39)
xl(e) yl(e) Zl(e) 1 yle) Zl(e)

P A S P

¢’ =2 1 9; 4 =— |19 4 4 (2.40)
:cl(e) 1 zl(e) xl(e) yl(e) 1

el resto de las constantes se obtiene rotando ciclicamente los subindices (i, 7, k, 1)
aplicando la regla de la mano derecha.
El volumen del elemento Q(¢) se halla a partir del determinante

1 xl(e) yge) ZZ(e)
(e) (e) (e
o0 — |1 T A (2.41)
1z Y 2y,
1 xl(e) yl(e) Zl(e)

Para un material isétropo kyp = kyy = k.. =k y kyy = kyz = ky. = 0.
La forma general de la matriz de rigidez del elemento asociada a la condicién
de contorno de conveccién esta dada por

NONO . NEON©
K ://() : : odl (2.42)
e : :
© [INON® .. NN

Los contornos del tetraedro son las caras del mismo (Figura 2.5). Por ello,

. e ’ . .
las funciones de forma NZ-( ) serdn nulas, si el nodo ¢ no pertenece a la cara
sobre la que se calcule la integral. De la expresion de las funciones de forma
es relativamente facil obtener

ad©
K) = / / o NN ar :{ R (2.43)
Ty Mo TF]

siendo A(®) el 4rea de la cara del tetraedro donde se prescribe una condicién
de contorno de conveccion.
Asi, sobre la cara 124 del tetraedro de la figura senalada, N?Ee) =0y

[NONE NN 0 NN
NSONE NN 0 NN

K© :// a dr 2.44
a2 (o) 0 0 0 0 (244)

| NONO NPNP 0 NON |
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Si a es constante sobre la cara 124

© 1 1/2 0 1/2

© :aA134 /2 1 0 1/2
Kei==% 0o o o0 o (2.45)

/2 1/2 0 1

(e)

El mismo procedimiento se sigue para calcular K¢~ sobre las otras caras
del tetraedro.
En conclusién, la matriz de rigidez del elemento se desglosa en

K = K + K, + K, + K, + K, (2.46)
2.5.2 Vector de flujos nodales equivalentes
f(e1) Nle)
) f(e) N. e)
fy' = B = / / / o) ¢ QdQ (2.47)
fos Q [ Ny :
151 N
Si @ es constante sobre el elemento se obtiene
1
(e)
() _ QN 1
By =71, (2.48)
1

Se comprueba que la aportacion de flujo total sobre el elemento se dis-
tribuye en partes iguales entre los nodos, tal y como ocurria en el tridngulo de
tres nodos.

El vector asociado a los nodos sobre la cara 5] donde se prescribe el flujo
normal, serd

N{e; Nz‘(e)

N;* ()

(e) — _ - j N;

sz’jl = //F((lf;l (q Oé¢ext) nge) // Uel) Oéﬁbext (Jg) dar
Nl(e) Nl

(2.49)

= 0. Si g, &'y Pext SON constantes

siendo Agjel) el area de la cara ijl donde N, Ige)

sobre dicha cara, se deduce

(e)

£) = ——25(q — ABext)

; (2.50)

—_ O =
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De forma similar se obtendria el valor de fée) para otras caras donde se

prescriba el flujo normal.
En resumen, el vector de flujos nodales del elemento £(¢) se desglosa en

e) __ (e) e e e e
siendo
0
(e) 1
fo34 = —%34((7— Qext) L (0 cte (2.52)
1

2.6 FORMA MATRICIAL DE LAS ECUACIONES
DE MEF

La aproximacién de elementos finitos se escribe matricialmente para un ele-
mento de n nodos por

o1

2 23
== N9 = N N, ... N = NO@al©  (2.53)

i=1 :

o

con

N© = [N® NN
(2.54)

a© = 606 . SO

La matriz N recibe el nombre de matriz de funciones de forma del ele-
mento y al® es el vector de variables nodales del elemento.

El vector de gradientes se expresa en funcién de las variables nodales ele-
mentales por

g = V¢ =V(NEal) = [YNE]al®) = BE)al® (2.55)

donde B(®) es la matriz de gradientes del elemento definida por

B — vN© =v[N N N =

= VN9, VN, . . VN = BY,BY, ... BE]
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siendo Bge) = VNi(e) la matriz de gradientes del nodo ¢ del elemento e.

Obsérvese que B©) estd compuesta de tantas submatrices Bl(e) como nodos
tiene el elemento. Asi, por ejemplo, para un elemento triangular de tres nodos

N | an{? | an{”

(e)
B(e) ox ox oz B(e) 8];; 1 bz(e)
T an@| anP| ante | i N | T 240 cz(e)
dy Jy Jy 9y

(2.57)

El vector de flujos se expresa en funcion de las variables nodales por

q=—-Dg=-DB®a® (2.58)
Aplicando el método de residuos ponderados de Galerkin a las ecuaciones
de gobierno en la forma usual se obtiene el sistema de ecuaciones de la dis-
cretizacion en la forma Ka = f en donde la matriz K y el vector f se obtienen
ensamblando las contribuciones elementales en la forma usual.
La expresién de la matriz de rigidez del elemento puede escribirse en forma
genérica por

KO = [ BO'DBUI0+ / ., a[NOJINEdr (2.59)
Qle Iy

con
e e e e e
K\ = /Q(e) B{”)"DB| )dQ+/FEI€) aN{I N9 dr (2.60)

La expresion de K(©) anterior es valida para problemas uni, bi y tridimen-
sionales. Obviamente, en cada caso las integrales se efectiian sobre el dominio
elemental correspondiente y su parte del contorno donde se prescribe el flujo
normal, en su caso.

El vector de flujos nodales equivalentes del elemento puede también es-
cribirse matricialmente por

fle) — /Q(e) [N(e)]TQdQ — f}g@) [N(e)]T[q — Qext] — qSLe) (2.61)

con

1 = /Q(e) N Qde — 75(@ N1g — adexs)dl — ¢¢) (2.62)
q

Como antes, las integrales se calculan sobre el dominio elemental corres-
pondiente.

Se recuerda, asimismo, que q,(f) es el vector de flujo “reaccién ” en los nodos
del elemento que salen del contorno I'y donde la variable ¢ estd prescrita.

Es interesante remarcar de nuevo que la formulacién matricial anterior pro-
porciona un marco general para la solucién de cualquier problema de Poisson
en una, dos y tres dimensiones. El planteamiento matricial aqui utilizado se
repite de forma casi idéntica al aplicar el MEF a otros problemas de mecanica
en estructuras y fluidos.
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2.7 FORMULACION ISOPARAMETRICA

Presentaremos la formulacién general de elementos isoparamétricos para el
caso tridimensional. El caso bidimensional puede deducirse facilmente pres-
cindiendo de una de las tres coordenadas.

En la formulacién isoparamétrica las coordenadas de un punto del elemento
se expresan en funcion de las coordenadas nodales por

n Ty
X=4qy = ZNi yi v =N x© (2.63)
z =1 2
con
N;
N;
(2.64)

donde N; es la misma funcion de forma utilizada para interpolar el campo de
desplazamientos.

La ec. (2.63) expresa una relacién entre las coordenadas cartesianas y las
naturales. Dicha relacién es biunivoca si se cumple que el determinante del
jacobiano de la transformacién z,y,z — &,n,( es de signo positivo en todos
los puntos del elemento, lo que se cumple para los casos mas usuales salvo
para formas muy distorsionadas de los elementos.

Para el calculo de las derivadas cartesianas de las funciones de forma se
hace uso de la regla de derivacién en cadena, que permite escribir en forma
matricial

ON;
¢ 9z Oy 9z 9N,
O 9 Of o2
ON; .
on \ _ |0z 9y 0z A () ON; (2.65)
on 9Odn On oy ox '
ON;
¢ 9z Oy 9z ON;
ac  aC  oc o2

donde J(©) es la matriz jacobiana cuyas términos se calculan haciendo uso de
las relaciones isoparamétricas (2.63) como

ON; ON;,  ON;
e i g ¥ o ci
n
oN; ON;,  ON;
IO =N G Gy Gl (2.66)
i=1
oN; ON;,  ON;
i e Y TacFi
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Invirtiendo (2.66) se encuentra la expresion de las derivadas cartesianas de
N; como

ON; ON;
ox 3
—1
b= {J@} o (2.67)
ON; ON;
0z ¢

Por otra parte, un diferencial de volumen se expresa por

dx dy dz = ‘J@ d¢ dn d¢ (2.68)

Por tanto, combinando puede expresarse la matriz de gradientes del nodo
7 de un elemento isoparamétrico tridimensional en funcién de las coordenadas
naturales como

b;
B;(§n,¢) = { Ci } (2.69)

d;
donde
j(E)
[_) 1k
i 3
o\ —(e) | ONi
C; = Z J2k (2.70)
{ d; } k=1 %
—(e)
TS

donde 75;) es el elemento ij de la de la matriz jacobiana inversa, [J (e)]*l,
G =86&L=ny&=C

La expresion genérica de la matriz de rigidez de un elemento tridimensional
en coordenadas naturales es, por tanto

K = // B! D B, dV =
v (e)

+1 1 4l
- /1 /1 1 B?(fan,C)D Bj(&njc)"](e)
_H _+1 _+1
N Ll /,1 [1 Gi;(&.m, )dédnd

Es facil apreciar de las expresiones de la inversa del jacobiano que en
G; intervienen expresiones racionales por lo que su integracién analitica es
sumamente complicada y hay que recurrir a la integracion numérica

En elementos tetraédricos que utilicen coordenadas de volumen la inter-
polacién isoparamétrica se define similarmente a la ec. (2.63), siendo ahora
N; = f(L1, Lo, L3, Ly). Silos tetraedros son de lados rectos el célculo de las
derivadas cartesianas de las funciones de forma es inmediato. Asimismo, las
integrales sobre el elemento pueden calcularse exactamente. Si el elemento es

dédnd¢ = (2.71)
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de lados curvos es més conveniente operar con las coordenadas naturales lo
que simplemente implica sustituir Lo, Ly y L4 por «, 8 y -y, respectivamente,
y Ly por 1-a-8-v. A partir de aqui el cdlculo de las componentes de la matriz
B, sigue idénticos pasos a los explicados entre las ecs. (2.66)-(2.70) para ele-
mentos hexaédricos, sin mas que sustituir las coordenadas &,7,( por «, 3,7,
respectivamente.
Por consiguiente, la matriz de rigidez del elemento tetraédrico isoparamétrico

de lados curvos tiene una expresién similar a la (2.71), tal como

1 pl—a pl—a—p
K¢ = / / / Gy, B, 7)dadBdy (2.72)
0 JO 0

donde la matriz G(c, 3,7) se deduce de (2.71), teniendo en cuenta el cambio
de variables mencionado.

2.8 INTEGRACION NUMERICA EN TRES DI-
MENSIONES

2.8.1 Elementos hexaédricos

Sea f(x,y,z) una funcién cualesquiera definida sobre un elemento hexaédrico
isoparamétrico. Para calcular el valor de la integral de dicha funcién sobre
el elemento efectuamos en primer lugar la transformacion del dominio real al
normalizado hexaédrico recto, es decir

// o T B2y 2)de dy dz:/_l1 /_11/_11f(§,n,<) },1(6)

= [ atem odeamac (2.73)

Si utilizamos la cuadratura de Gauss-Legendre, el valor de la integral se
calcula por la expresién

d¢ dn d¢ =

/_tl /_tl /jg(é,n, ¢)dg dn d¢ = /_:1 /_:1 anle 9(&psm, C)dn dC =
-

+1 g Mp ny Mg Np
B /1 ZZWPqu(gpanmC)dC - = ZZZWPWQWTg(gpanqacr)
T g=1p=1 r=1q=1p=1

(2.74)
donde ny,ng y n, son el nimero de puntos de integracion en cada una de las
direcciones &£,1 y ¢ ; &p,nq,¢r son las coordenadas del punto de integracion
(p,q,7) y Wy, Wy, W, son los pesos correspondientes a cada direccién natural
asociados a dicho punto.

Las coordenadas y los pesos para cada direccién se deducen directamente
del caso unidimensional para el caso tridimensional. Recordemos que una
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cuadratura de orden n en cada direccion natural integra exactamente un poli-
nomio de grado 2n — 1 é menor en la correspondiente coordenada natural. En
la Figura 2.4 se muestran las cuadraturas de 1 x 1 x 1 y 2 x 2 x 2 puntos.

1
d=1- —

S V3 9

e S
dI 70 ol
g > >
ﬂ/’ , S n/”o s S
e P S
d [ a< >

Figura 2.4: Cuadraturas de Gauss-Legendre de 1 x 1 x 1y 2 x 2 x 2 puntos
en elementos hexaédricos

2.8.2 Elementos tetraédricos

La cuadratura de Gauss para elementos tetraédricos que utilicen coordenadas
de volumen se escribe como

1-L1 pl—Li—Lo np
/0 / /0 F(Ly, Ly, Ly, Ly)dLydLodLy = 3 f(Ly,, La,, Ls,, La,)W;

i=1
(2.75)
La posicion de los puntos de integracion y los valores de las coordenadas de
volumen y los pesos correspondientes para las cuadraturas lineal, cuadratica
y ctbica se muestran en la Figura 2.5.
Se remarca que los pesos en la Figura 2.5 se han normalizado de manera
que sumen 1/6 para que el cdlculo del volumen del elemento tetraédrico de
cuatro nodos con la ec. (2.76) sea exacto. Asi

Ve = ///\/(e) v = /H /H /H |3 |dédnd¢ =
= 3¢ |/ / /+1 dednd¢ = (2.76)

= yJ(e\ZW —6V@>ZW v

=1 =1
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Figura np Precisén Puntos Ly Lp L3 Lg W
(@ 1 Linea a v4 va vas v4 ye | 0=0.58541020
a o B B B v24| B=0.13819660
» b B o B B V24
(b) 4 Cuadrética c B B o« B 124
d BB B o 124 y__ 2
15
a va U4 UA U4y
b U3 Ue U6 U6 & 3
(© 5 Clubica c 6 U3 16 16 & 6= —
d U6 16 U3 U6 40
e V3 U6 U6 13 )

Figura 2.5: Coordenadas y pesos de los puntos de integraciéon en las cuadrat-
uras de Gauss-Legendre: (a) lineal (n, = 1), (b) cuadratica (n, = 4) y (c)
cibica (n, = 5) para elementos tetraédricos

2.8.3 INTEGRACION NUMERICA DE LAS MATRICES Y
VECTORES DEL ELEMENTO

De acuerdo con la ec.(2.74), el calculo de la matriz de rigidez de un elemento
hexaédrico isoparamétrico seria

+1 p+l p+l
Ide // ”BTDI3dx@dz—/ /ﬁ BTDfsp@dwmx—
Ve
_§§§f§iP¥WDB‘J@} W, W, W, = }i}i}i (Gijl,, o W W Wy
p=1g=1r=1 p.gq p=1g=1r=1

(2.77)

El célculo de los vectores de flujos nodales equivalentes que implican inte-
grales sobre el volumen del elemento se efectuaria de manera idéntica.
Asi, para las fuerzas de volumen debidas a un flujo distribuido

.o 41 41 el
ﬁ@:// NfQM@M:/ / NT Q|3
V(e -1 J-1 J-1

Np Mg ny

:EZZEJMQP@

p=1g=1r=1

] W, W, W, (2.78)
p7q7r
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2.9 PROGRAMACION DEL CALCULO DE K®
Y f)

El apartado precedente proporciona las expresiones necesarias para la pro-
gramacién del calculo de las matrices de rigidez y el vector de flujos nodales
equivalentes del elemento. En un capitulo posterior se describen con detalle
todos los aspectos de dicha programacién en el marco de un programa de
elementos finitos para cdlculo de estructuras de cualquier tipo.

No obstante, y con el objetivo de ir fijando ideas, describiremos seguida-
mente los diagramas de flujo de las subrutinas para calculo de la matriz de
rigidez y el vector de flujos nodales equivalentes (para generacién de calor) en
elementos cuadrilateros, que constituyen una parte fundamental del conjunto
de la programacién.

2.9.1 Subrutina para cilculo de la matriz de rigidez K©

De la ecuacién (2.77) se deduce el diagrama de flujo para cdlculo de K
bidimensional que se muestra en la Figura 2.6.

Bucle sobre el niimer o de elementos

»  Buclesobre el nimero de puntos deintegracion p,g

Célculo delasfuncionesdeformay sus
derivadas naturales, ;N , 9,N; en cada punto
deintegracion

Calculo delasderivadas cartesianas de las
funcionesdeforma, o, N; , o,N; y el Jacobiano
J@© en cada punto de integracion

Célculo dela matriz constitutiva D en cada
punto de integracion

Célculo delamatriz B en cada
punto de integracion

|
K@ =K,@+ (BT DB, ) ,, W, W,

RETURN

v

Figura 2.6: Diagrama de flujo para célculo de K(©)
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Si la matriz de conductividad D es constante sobre el elemento su eva-
luacién puede efectuarse una sola vez a nivel elemental, fuera del bucle sobre
los puntos de integracién. El caso de D variable se trata de manera sencilla
utilizando el concepto de interpolacién isoparamétrica. Asi, conociendo los
valores de D en cada nodo puede obtenerse su valor en cualquier punto interior
del elemento por

n
D=> ND; (2.79)
i=i
La ec. (2.79) permite evaluar directamente D en los puntos de integracion,
sustituyendo simplemente las coordenadas naturales de dichos puntos en las
funciones de forma.

2.9.2 Subrutina para calculo del vector de flujos nodales por
generacién de calor

De la ec. (2.78) se deduce el diagrama de flujo para calculo del vector £(€)
para el caso bidimensional de flujos por generacion de calor que se muestra en
la Figura 2.7.

A4

Bucle sobre el nimero de elementos

Bucle sobre el niimer o de puntos deintegracion p,q

Célculo delasfuncionesdeformay sus
derivadas naturales, o N; , 9;N; en cada punto
deintegracion

Célculo de lasderivadas cartesianas de las
funcionesdeforma, 9, N; , 9, N; y el Jacobiano

J®@ en cada punto de integracion

Célculo del valor delafuente Q en cada
punto deintegracién

K,© =K@+ (BT DB, |39) ., W, W,

RETURN

A 4

Figura 2.7: Diagrama de flujo para célculo de £(¢) para flujos por generacién
de calor
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De nuevo si el flujo @ es uniforme sobre el elemento, su calculo puede efec-
tuarse una sola vez a nivel elemental fuera del bucle de integracién numérica.
En caso contrario, su valor en los puntos de integracion se calcula por inter-
polacién de los valores nodales similarmente a lo explicado en la ec.(2.79).

Hay que destacar que los diagramas de flujo anteriores para calculo de
la matriz de rigidez y el vector de flujos nodales equivalentes por generacién
de calor del elemento son totalmente generales y de aplicabilidad directa a
practicamente todos los problemas que se tratan en este curso.

30



Capitulo 3

PROBLEMAS
TRANSITORIOS DE
TRANSMISION DEL
CALOR POR
CONDUCCION

3.1 INTRODUCCION

Aunque muchos problemas practicos de transmision del calor son dependien-
tes del tiempo, en muchos casos practicos de ingenieria basta con obtener la
solucion estacionaria. Por ejemplo, el campo de temperatura en una pieza o
una estructura sometida a fuentes de calor y condiciones de contorno térmicas
poco cambiantes con el tiempo, puede obtenerse resolviendo la ecuacion de
transmisién del calor por conduccién mediante las técnicas explicadas en el
capitulo anterior. Sin embargo, en otros problemas los efectos transitorios no
pueden despreciarse. Este es el caso de estructuras o piezas sometidas a cargas
térmicas variables con el tiempo o de tipo ciclico. Otro tipo de ejemplos son los
problemas de cambio de fase (solidificacién, fusién, etc.) que se estudiardn en
un capitulo posterior. En todos estos casos es inevitable resolver la ecuaciéon de
transmision del calor incorporando los términos de derivadas temporales de la
temperatura. Por tanto, es necesario realizar una discretizacién en el tiempo
de las ecuaciones de gobierno, ademas de la discretizacién espacial estudiada
en el capitulo anterior.

En este capitulo estudiaremos la solucién en el tiempo de la ecuacién de
transmisiéon de calor por efectos unicamente de conducciéon. De nuevo, este
es un problema tipico de transmisién del calor en sélidos (estructuras, piezas
mecanicas, aparatos eléctricos, etc.). El caso de conveccién-conduccién tran-
sitorio se estudiara en el Capitulo 4.
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3.2 ECUACIONES BASICAS

La ecuacién de gobierno se deduce de la ec. (1.20) prescindiendo del efecto de
la conveccién por

pc? ~-VIDVp—-Q=0 en Q (3.1)

Las condiciones de contorno que se consideran son

p—d=0 en T, (3.2)
n'DV¢+ g+ a(p— dext) =0 en I (3.3)

y la condicion inicial es
¢(z,y,2,0) = do(,y, 2) (3.4)

3.3 OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE LA
DISCRETIZACION EN EL ESPACIO

Consideremos una discretizacion del dominio de andlisis en elementos finitos
en la forma usual. Dentro de cada elemento de n nodos utilizaremos una
semi-discretizacion en el espacio y el tiempo definido por

n

O(w,y, 2, 1) = d(a,y, 2,t) = S N (@, 2)di(t) (3.5)

i=1

donde N; son las cldsicas funciones de interpolacién en el dominio espacial.
La ec. (3.5) implica desacoplar la interpolacién espacial de la utilizada para
aproximar la variacién de las incégnitas nodales &Z a lo largo del tiempo.

De la ec. (3.5) se deducen las derivadas espaciales y temporales de (]3 como

Vo= VNI%i(t) (3.6)

Z ‘%Z (3.7)

Sustituyendo ahora la aproximacién (3.5) en las ecuaciones de gobierno se

obtiene
pc% - V'DV)—Q =rq (3.8)
n"DVé + G+ a(d — dext) = 11 (3.9)
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donde rq y rr son los residuos de la aproximacion sobre el dominio espacial 2 y
el contorno de Neumann I';. Como es usual supondremos que la aproximacion
satisface exactamente las condiciones de contorno esenciales (3.2).

Procedamos ahora a obtener las ecuaciones de la discretizacién en el espa-
cio. Para ello aplicamos el método de residuos ponderados a las ecs. (3.8) y
(3.9). La expresién resultante es

L
/QW[ - VDV - Q

i+ / W DV + g+ a(d — gext)Jdl’ = 0
(3.10)

Utilizando el concepto de integral en sentido distribucional y repitiendo
las operaciones de integracién por partes explicadas en la ec. (2.11) se obtiene
tras sustituir en (3.10) y escogiendo W =W

/ Wpc dQ+Z / VWDV 0+ [ aWedr =
’ (3.11)

:/ WQdQ—/ W(cj—agbext)df—/ WGy, dl
Q T, Ty

El significado del término ¢, en (3.11) es el mismo que en la ec. (2.13).
Obsérvese que la ecuacién es idéntica a la (2.13) 6 (2.14) a excepcién del nuevo
primer término proveniente de la derivada temporal.

Sustituyendo la aproximacién (3.5) en (3.11) y escogiendo Wl-(e) = Nl-(e)
dentro de cada elemento (forma de Galerkin) se obtiene haciendo uso de las

ecs. (3.6) y (3.7) la expresién matricial siguiente

Ca+Ka=f (3.12)
En (3.12)

a= [le, QBQ’ e ’an]T (313(1)

5@1 3&2 O !

e B B (3.13b)

Las expresiones de C, K y f se obtienen ensamblando las contribuciones
clementales en la forma usual. Las expresiones de K(©) y £(¢) coinciden con las
obtenidas en el caso estacionario (ver Apartado 2.3). La expresién de C(®) es

eI
cl) = : (3.14a)
il
con
ol = /Q  peNIN g (3.140)

33



La matriz C se denomina matriz de capacidad térmica. Las expresiones
(3.14) se denominan forma consistente de C(®). Obsérvese que la matriz C(¢)

)

obtenida de (3.14) es llena. La expresion de CZ(; se calcula en la practica por

integracién numeérica como

p
CY =3 peNiN; 3|, W, (3.15)
p=1
donde n,, es el nimero de puntos de integracion, W), el peso asociado a cada
punto y J el jacobiano de la transformacién de coordenadas naturales en carte-
sianas. En la Figura 3.1 se muestran las expresiones de C para los elementos
mas sencillos.

Matriz C® consistente Matriz C® diagonal
L S pcl® |2 1 pc® (1 0
1® 6 1 2 2 01
— |1 2 1 010
12 3
1 1 2 0 01
(42 1 2] (100 0]
pcQ® |2 4 2 1| pc® |0 1 0 0
36 1 2 4 2 9 0 010
212 4 0 0 01

Figura 3.1: Matrices C(®) consistente y lagrangiana de elementos sencillos

3.4 MATRIZ DE CAPACIDAD TERMICA
DIAGONAL

En la practica por razones que se veran més tarde, es muy util utilizar una
expresién diagonal de C®). Un método muy sencillo propuesto por Hinton,
Rock y Zienkiewicz (HRZ) para diagonalizar la matriz de masa consistente
en problemas de dindmica estructural [13] se basa en utilizar solamente los
términos diagonales de C(®) y escalarlos para preservar la capacidad térmica
total del elemento.
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El esquema numérico es el siguiente:
1. Calcular sélo los términos de la diagonal de C(©).

2. Calcular la capacidad térmica total del elemento C(¢)
cl) — / ped? (3.16)

3. Calcular un nimero s sumando los coeficientes de la diagonal de C(©).

4. Escalar todos los coeficientes de la diagonal de C© multiplicdndolos por
el cociente C'(¢) /s. De esta manera se preserva la capacidad térmica total
del elemento.

En las Figuras 3.1 y 3.2 se muestran ejemplos de las matrices C©) diago-
nales resultantes de aplicar el esquema anterior a elementos sencillos lineales
y cuadraticos bidimensionales. La extensién de los resultados de esas figuras
al caso tridimesional es inmediata.

Figura 3.2: Matriz diagonal de los elementos serendipito de ocho nodos y la-
grangiano de nueve nodos obtenidas con el esquema HRZ. Los niimeros mues-
tran la fraccién de la masa total en cada nodo. Primer ntimero: basado en una
cuadratura de 2 x 2. Segundo numero: basado en una cuadratura de Gauss
3x3

La diagonalizacién de C(®) puede también obtenerse utilizando una cuadra-
tura de integracion numeérica especial que garantice la nulidad de los términos
fuera de la diagonal. Esto ocurre cuando los puntos de integracién coinciden
con los nodos. Un ejemplo de este tipo es la cuadratura de Lobatto en ele-
mentos lagrangianos. Las matrices C(¢) diagonales obtenidas utilizando esta
cuadratura en los rectangulos de 4 y 9 nodos coinciden con las de la Figuras 3.1.
y 3.2 calculadas con el esquema HRZ.
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En general no es posible obtener por integracién numérica matrices C(©)
diagonales para elementos triangulares y cuadrilateros serendipitos con todos
los coeficientes de la diagonal positivos. En estos casos es por tanto mas
conveniente utilizar el esquema HRZ antes explicado.

3.5 INTEGRACION EN EL TIEMPO

La segunda etapa en la solucién del problema transitorio de transmisién del
calor por conduccién es la integracién en el tiempo del sistema de ecuaciones
algebraicas (3.12) resultantes de la discretizacién espacial. En lo que sigue
explicaremos dos técnicas de integracion andlogas pero conceptualmente dife-
rentes.

3.5.1 Integracion con elementos finitos en el tiempo

Consideremos un elemento finito unidimensional en el dominio tiempo que
se extiende del tiempo t, al t,11. La longitud del elemento es por tanto
At = tp411 — ty, (Figura 3.3). En dicho elemento se conoce el valor de las
temperaturas en t, (a") y se quieren calcular la temperatura en t,,1 (a”t!).
En el interior del elemento se supone que las temperaturas nodales varian
linealmente en funcién de los dos valores extremos como

a= N,a" + N, 2" = (1 - €)a" + a™ ™! (3.17)
De (3.17) podemos obtener

n+1 n
A= Npa + Nyt =2 — 2 1
a a" + Npiia A7 (3.18)
n At n+1
o (O——)p
th th+1
Nn Nn+
. an+1 1
a
n At n+l n _ n+1
R E_,—t-t” Np=1-8
At Nn+1=8

Figura 3.3: Elemento finito unidimensional lineal en el tiempo
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Apliquemos ahora el método de residuos ponderados a la ec. (3.12). La
expresiéon resultante es

/1 W(Ca + Ka — £)dé = 0 (3.19)
0

siendo W (¢) una funcién de peso apropiada.
Sustituyendo (3.17) y (3.18) en (3.19) se tiene

1 an+1 am
/ W(C | + K (Naa" + Nppa™) —f[de =0 (3.20)
0 At

Agrupando términos se obtiene (suponiendo K y C constantes en el inter-
valo At)

[/W§d§+c/ e

"+1+{ /Wl— €)d¢ — c/ dg}a—

1
— / WEdé =0
" (3.21)
La expresion anterior puede reescribirse como
n+1 n _
(Atch) + {( H)K—EC}a f-0 (322)
con
1
Wedg
0 =" (3.23)
Wd§
0
1
WAtdg
f=20_ (3.24)
Wd§
0
Suponiendo una aproximacion lineal para f dentro de At como
f = N,f* + N, 1f"*! se obtiene de (3.24)
f=(1-0)f +oft! (3.25)

En la Figura 3.4 se muestran los valores del pardametro 6 para diferentes
funciones de peso W, la ec. (3.22) puede utilizarse para calcular a"*! en
funcién a” y f por

Ha"'! = f" (3.26a)

a"t = H " (3.26b)
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p=0 | W=3, 0 =1 1

n . . n+l n ] n+1
Euler explicito hacia adelante Diferencias centrales

(Diferencias hacia adel ante) (Crank-Nicolson)

0="1 W=8 4, o=2, W
n n+1 n n+1
Diferencias centrales Galerkin

(Crank-Nicolson)

0=1 W=, ,1 0=1, W

n n+l n
Euler implicito hacia atrés Gaerkin retrasado
(Diferencias hacia atras)

n+l

Figura 3.4: Valores de 0 para diferentes funciones de ponderacion en el tiempo

con
H— —C+0K (3.27)
At '
" =f - {(1—0)K—LC] a" (3.28)
N At '

Si 6 = 0, se obtiene un esquema explicito y

1
n+1 1 n n
a = AtC [f - <K ~Ar C) a ] (3.29)

El célculo de a™! por (3.29) se simplifica enormemente si C es diagonal.
En este caso pueden obtenerse las temperaturas nodales directamente por

2 At 1 -
n+l n . . n .
o = Co {fi — (KZ] — _AtCZ]) ¢j] , i=12...,N (3.30)
Desgraciadamente el esquema (3.30) es condicionalmente estable y obliga

a utilizar incrementos de tiempo pequenos, como se explicard en un apartado
posterior.
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3.5.2 Integracion en el tiempo por el método de diferencias
finitas

Seleccionemos un punto intermedio t,, dentro del intervalo [t,,t,+1]. Ob-
viamente para a = 0 coincide t,,44 con t, y para a« = 1 con 41 (Figura 3.5).

I "

At

Figura 3.5: Seleccién de un punto intermedio en el intervalo [t,, ;1]

Supongamos ahora que las ecuaciones de la discretizacién espacial (3.12)
se satisfacen el el punto t,4+,. Esto se escribe como

Cn—l—aén—l—a 4 Kn—l—aan-‘,-oz _ fn-‘,-oz =0 (331)
La derivada a"™® se calcula por
n+o _ on

Sustituyendo (3.32) en (3.31) y operando se obtiene

n+o n

Cn+aa A—t a + Kn+aan+a _ fn+a =0 (333(1)
leY
—1At Crre 4 K" amte = frre 4 —Ztcnwan (3.33b)
Q «
En forma compacta
H' ot — fota (3.34)
con 1
H""* = —_Cnte L Ko 3.35
al\t + ( )
- 1
fn+a — fn+a Cn+a n .
AL a (3 36)

39



Calculando a"™® e invirtiendo (3.32) puede obtenerse el valor de a”! por

a"tl =am 4 Ata"t = (1 - l) a" + la”*“‘ (3.37)
o @

Es facil comprobar que para K y C constantes en el intervalo [ty t,+1] este
esquema es idéntico al explicado en el apartado anterior utilizando elementos
finitos en el tiempo.

Asf, tomando K" = K, C"t® = C y a"™ = (1 — a)a” + aa™"! se
obtiene tras sustituir en (3.33b)

1 1

antl = kl——aﬂ(—- Cla" —f"e =0 (3.38)

Para una variacién lineal de f en el intervalo de tiempo se tiene que f*** =
(1—a)f" +af"*!. Comparando la expresién (3.38) con la (3.22) se comprueba
que ambas son idénticas con a = 6. Por consiguiente el pardmetro 6 define el
punto intermedio ¢, 19 = t,, + @At en el intervalo [t,,t,+1] donde se satisface
la ecuacion diferencial en el tiempo.

Los algoritmos de integraciéon temporal explicados en este apartado se de-
nominan de dos puntos. En las referencias [6,14] se presentan algoritmos de
integracién en el tiempo de 6rdenes superiores.

3.6 ESTABILIDAD DE LA SOLUCION TRANSI-
TORIA

Los algoritmos de integracion en el tiempo deben tener la propiedad de conver-
gencia. Esto exige que el error de discretizacion en el tiempo debe acercarse a
cero a medida que el incremento de tiempo disminuye. Las condiciones de con-
vergencia de un algoritmo de integracién son la estabilidad y la consistencia.
La estabilidad asegura la ausencia de soluciones esptireas lejos de la solucién
fisica del problema (p.e. oscilaciones indeseables del campo de temperatura).

La consistencia implica que el error de truncamiento en la aproximacion
temporal se anula al disminuir el incremento de tiempo. Esta propiedad esta
asegurada en el esquema de dos pasos presentado en el apartado anterior [8].

Pasaremos, por tanto, a estudiar la estabilidad del algoritmo de dos pa-
sos. Para ello consideremos en primer lugar los valores propios de la ecuacién
homogénea

Ca+Ka=0 (3.39)

La solucién general es del tipo a = ae~%!. Sustituyendo esta expresién en

(3.39) se obtiene el sistema de valores propios

(—wC+K)a=0 (3.40)
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Obviamente la solucién natural a # 0 exige

(~wC+K)| =0 (3.41)

De la ec. (3.41) se obtienen los N valores propios del sistema. Para cada
valor propio w; se obtiene el vector propio asociado a; de (3.40).
La solucién general de (3.34) puede por tanto escribirse como

N
a= Zyiéi (3.42)
=1

donde y; es la amplitud del valor propio a;.
Los valores propios satisfacen la condicién de ortogonalidad

Q?Kéj =0 para i#j
=K; para 1=

(3.43)
al'Ca; =0 para i#j
=(C; para i=7j
con w; = %
Sustituyendo (3.42) en (3.39) se obtiene
N N
C> wia, +K> ya, =0 (3.44)

i=1 i=1

Premultiplicando (3.44) por é? y haciendo uso de las propiedades de or-
togonalidad (3.43) se obtiene el sistema de ecuaciones desacoplado siguiente

Apliquemos ahora el esquema de dos puntos de la ec. (3.22) (o (3.38)) a
la ecuacion anterior. El resultado es

C; C;
L4 Kif )yt [ 1-0)K; — — |yt = 4

Con toda generalidad puede escribirse

Y = g (3.47)

Obviamente si A > 0, la solucién no se amortigua, lo cual se aparta de la
solucion fisica en este caso dada por una exponencial decreciente. Por otra
parte, si A < 0, la solucién es oscilatoria (aunque converge si A\ > —1). La
condicién de estabilidad es por tanto

A <1 (3.48a)
—1<A<1 (3.48b)
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Sustituyendo la ec. (3.47) en (3.46) se obtiene

of of
A — +0K; 1-0O)K; — —| = A
(& +om) + |- 0K - 5] =0 (3.49)
de donde se deduce
1-K;i(1-0)5t
— ( At) G (3.50)
De la condicién (3.48b) se deduce que
1—K;(1-0)4t
1< U-9)g, <1 (3.51)

1+ Kie%f

Obsérvese que el numerador del cociente anterior es siempre menor que el
denominador. Por tanto la condicién A < 1 se satisface siempre y sélo queda
por cumplirse

At At
— 1+ K0— | <1—-—K;(1—-0)— 3.52
(1+K0) -0g (35)

Recordando que w; = % es el i-ésimo valor propio del sistema, la condicién
(3.52) puede rescribirse como

wiAL(20 — 1) > —2 (3.53)

lo que se cumple siempre que 6 > 1/2 (estabilidad incondicional).
Si0 <6 < 1/2, el esquema es condicionalmente estable, debiendo cumplirse
que

A .54
w; At < Y (3.54)
y
At < 2 (3.55)
(1 - 29)wi ’
Nétese que para el esquema explicito (6 = 0) la condicién de estabilidad
es
2
At < — (3.56)
Wi

Es decir, el incremento de tiempo esta gobernado por el valor propio mayor
del sistema.

El estudio del coeficiente de amplificacién A proporciona informacién ttil
sobre la estabilidad del sistema. FEn la Figura 3.6 se muestra como varia A
con w; At para algunos de los distintos esquemas de integracién en el tiempo
mencionados. Se aprecia que en muchos de estos el valor de A se acerca a -1
para un incremento de tiempo elevado; de hecho, el esquema de diferencias
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finitas hacia atrds con § = 1 es el Unico que no presenta esta propiedad.
Aunque puede demostrarse mateméticamente que el error del esquema de
diferencias finitas centrales, usando 6 = 1/2, es de mayor orden, este esquema
puede dar peores resultados que el de diferencias hacia atras para intervalos
de tiempo mayores.

1.0

0.6
g 0.0 e e
y— = —
=1 -0.2 \ 0=2/3
< S T st
<

-0.6

-1.0

1 2 3 4 mAt

Figura 3.6: Variacion del coeficiente de amplificacién A para varios algoritmos
de integracién en el tiempo

La respuesta en el tiempo de un sistema de muchos grados de libertad
es una combinacién de todas las respuestas modales. Afortunadamente, la
mayor parte de la respuesta depende generalmente de los modos con valores
propios w; pequenos. Cuando se utiliza un esquema incondicionalmente estable
para un sistema con muchos grados de libertad, habitualmente se manejaran
intervalos de tiempo mucho mayores que los que corresponden para obtener
buenos resultados con las frecuencias mas altas w; y asi ocurre que el valor de A
es negativo para estos esquemas incondicionalmente estables y las oscilaciones
pueden no amortiguarse como ocurriria en la practica. Esto es particularmente
notable para el esquema de Crank-Nicolson, § = 1/2, habiéndose desarrollado
procedimentos numéricos para eliminar dichas oscilaciones. Todos esos pro-
cedimientos consisten en esencia en calcular la media de los valores que se
obtienen para dos intervalos de tiempo sucesivos. La excitacién méas impor-
tante que da origen a dichas oscilaciones ocurre cuando el término f varia
bruscamente. Por consiguiente, conviene evitar dichas variaciones o tratarlas
con cuidado especial.

Otro procedimiento que ayuda a eliminar la oscilacién es emplear 6 > 1/2.
En este contexto se ha encontrado que una manera de salir del paso es emplear
el esquema de Galerkin con 6 = 2/3, habiéndose demostrado que resulta muy
util para problemas précticos, desapareciendo todas las oscilaciones [6,13].
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Los esquemas condicionalmente estables, con 0 < § < 1/2, serdn siempre
inestables cuando el intervalo de tiempo utilizado en los cédlculos exceda al
que corresponde al valor propio mayor del sistema de acuerdo con la ec.(3.55).
Esto limita seriamente el uso de esquemas explicitos. No obstante, la economia
que se obtiene al no tener que invertir la matriz (solucién repetida) compensa
frecuentemente la necesidad de emplear muchos intervalos de tiempo pequenos.

La estimacién del intervalo de tiempo critico para esquemas condicional-
mente estables aparentemente necesita el calculo de los valores propios de todo
el sistema. No es asi. Considerando un elemento individual se puede acotar
el valor propio més elevado. Esta propiedad fue establecida mediante un im-
portante teorema propuesto por Irons, demostrando que el mayor valor propio
del sistema debe ser siempre menor que el mayor valor propio de los elementos
individuales [6].

Los limites de estabilidad anteriores tienen un significado mas claro si se
expresan en funcién de propiedades térmicas. Consideremos para ello un tinico
elemento de longitud h con la temperatura en el nodo izquierdo prescrita a
un valor nulo. La ec. (3.39) toma en este caso la sencilla expresién siguiente
(utilizando la forma concentrada de la matriz C)

peh
2

De (3.57) se deduce el tinico valor propio de este problema por

ba + %% =0 (3.57)

L2k
~ pch?

Sustituyendo en (3.56) se obtiene el limite de estabilidad para el esquema
explicito por

(3.58)

At < %hQ (3.59)

Obsérvese que el incremento de tiempo critico depende del cuadrado del
tamano del elemento. La ec. (3.59) puede aplicarse para estimar el limite
de estabilidad en problemas bi y tridimensionales tomando para h el minimo
tamano de todos los elementos en la malla. En mallas finas este valor puede
ser muy pequeiio, especialmente si se utilizan elementos de orden alto en los
que h corresponde a la distancia entre dos nodos préximos. En estos casos
puede ser més competitivo utilizar un esquema implicito [6,13].
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Capitulo 4

TRANSMISION DEL
CALOR POR
CONVECCION-
CONDUCCION

4.1 INTRODUCCION

En presencia de un campo de velocidades en un medio, el calor se transporta
por conveccién, ademas de por conduccion. La ecuacién diferencial que gobier-
na el calor en este caso se denomina de conveccion-conduccién. Su expresion
para el caso general transitorio es (ver ec. (1.20))

pe <% + uTv¢> =VIDVy+Q (4.1)

En lo que sigue supondremos que el campo de velocidades u es conocido,
constante en el tiempo y correspondiente a un fluido incompresible (divergencia
nula). Esto, no obstante, no limita la aplicabilidad de la formulacién a un
campo de velocidades variable en el tiempo. Para resolver el problema de la
transmision del calor acoplada con la dindmica de fluidos, como ocurre en el
caso de la convecciéon natural, es preciso resolver las ecuaciones de Navier-
Stokes para obtener el campo de velocidades variable. En el Capitulo 7 se
tratara este problema.

En los apartados siguientes estudiaremos en primer lugar la solucién del
problema estacionario. Veremos que la aplicacién directa del método de ele-
mentos finitos de Galerkin conduce a problemas serios de inestabilidad cuando
el valor de la velocidad es alto. Se presentan diferentes técnicas para sortear
este problema y se comparan las analogias entre ellas, asi como sus ventajas e
inconvenientes.

En la parte final del capitulo se estudia la solucién del problema de con-
veccion-conduccion del calor transitoria. Es interesante destacar que el estudio
de la solucién numérica de la ecuaciéon de conveccién-conduccién es el primer
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paso para el desarrollo de métodos numéricos adecuados para resolver proble-
mas de dindmica de fluidos.

4.2 LA SOLUCION DE CONVECCION-CONDUC-
CION DEL CALOR ESTACIONARIA

La ecuacién de conveccién-conduccién del calor estacionaria se obtiene pres-
cindiendo del término de derivada temporal en la ec. (4.1). Asi, en general,
dicha ecuacion puede escribirse como

—ul'Vp+VIDVp+Q=0 en 0 (4.2)
En problemas 2D isétropos
0
a=fuo. v={%| v D=} || (43)

Las condiciones de contorno que se consideran son

¢— =0 sobre Iy (4.4a)

n'DV¢+G=0 sobre T, (4.4b)

Por sencillez se prescinde en la condicién (4.4b) de los términos de con-
veccién y de radiacién no lineal (ver ecs.(1.29)—(1.30)). La inclusién de dichos
términos no invalida ninguna de las conclusiones de los apartados siguientes.

4.2.1 Discretizacion en elementos finitos

Construyamos una discretizacion de elementos finitos sobre el dominio de
analisis 2. La interpolacién estandar en el interior de un elemento e con
n nodos y drea Q€ se escribe por

o=d=> Ng (4.5)
=1

donde Nl-(e) son las funciones de forma y qbl(-e) los valores nodales de ngb (por

sencillez prescindimos del “sombrero” ~sobre gbge)).
La forma residual discreta de las ecs. (4.2)-(4.4) se escribe como

/le-(—uTwB + VDV + Q)d + / W'DV +q)dl =0 i=1,N
Lq
(4.6)
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En (4.6) w; y w; son funciones de peso que satisfacen w; = w; = 0 sobre I'y
y N es el numero total de nodos en la malla. Integrando por partes el término
conductivo en la primera integral y escogiendo w; = —w; se obtiene

/ (wiu" V¢ + (VIw;) DV $)dQ = / w; QA — / w;gdl — ¢2 (4.7)
Q Q I,

donde ¢? es el flujo normal en el contorno de Dirichlet I'y donde se conoce
el valor de ¢. Recuérdese que q,‘f se calcula a posteriori, una vez conocida la
solucion aproximada ngb

La ecuacion (4.7) se escribe normalmente en forma matricial por

Ka=f (4.8)

donde a = [¢1, ¢2,...,6n]" y la matriz K y el vector f se obtienen por en-
samblaje de las contribuciones elementales siguientes

K© = / @ TIN - T DYN)a0 (4.9a)
Q e

v]

fi(e) = / wge)QdQ — wge)qdf — qﬁi (4.9b)
Q) T,

Como es usual el término en que interviene ¢ en (4.9b) sélo aparece, si
el elemento tiene algin lado sobre el contorno I';. Lo mismo sucede para
el término q,‘fi que sélo interviene en nodos sobre el contorno I's. Como se
comenté mas arriba, dicho término se calcula a posteriori.

La forma de Galerkin de las ecs. (4.6) y (4.9) se obtiene simplemente
(e)
i

la formulacién de Galerkin es inestable para valores de la conveccién altos.
Estudiaremos este problema en los apartados siguientes para el sencillo caso

unidimensional.

haciendo w;’ = Nl-(e) en el interior de cada elemento. Desgraciadamente

4.2.2 Expresiones para el elemento unidimensional de dos no-
dos

Consideremos la solucién del problema unidimensional utilizando elementos
lineales de dos nodos. La aproximacién (4.5) se escribe

2
6= N, (4.10)
i=1

con Ni(e) = %(1 + &&i) siendo § = £5¢ y z. la coordenada del centro del
elemento.

Las expresiones de Galerkin de K©) y f(¢) de las ecs. (4.9) tienen en este
caso la forma siguiente

ENOT1 —11 wf[-1 1
e _(F fad
K (l) [_1 1]+2[_1 1} (4.11a)



()
(0 _ QU1
7 = { X } (4.11b)

Los términos en que intervienen en q y q,‘fi no se consideran en (4.11b), ya
que soOlo afectan a los nodos extremos del dominio 1D.
De la ec. (4.11a) se deduce la ecuacién algebraica que relaciona los valores

de ¢ en tres nodos de una malla de elementos de igual tamaiio [(¢) = [ como

k
_g(¢i+1 — ¢i—1) + 7(—¢¢+1 +2¢; — ¢i—1) +QL=0 (4.12)

Obsérvese que la ec. (4.12) es precisamente la misma que se obtendria
con un esquema de diferencias finitas centradas aplicado a la forma 1D de la
ec.(4.2). Esto corrobora la conocida analogia entre el método de elementos
finitos de Galerkin y el de diferencias finitas centradas en problemas 1D.

4.2.3 Un sencillo ejemplo de inestabilidad numérica

Consideremos la solucién del problema de conveccién-conduccién unidimen-
sional en el dominio de longitud 2! para un valor del término de fuente @
nulo. La ecuacién de gobierno es

do d do
—u— +—(k— | = 21 4.1
udx+dx<dx> 0 en 0<z< (4.13)
con las condiciones esenciales
p=0 en =0 (4.14a)
p=¢ en x=2I (4.140)

La solucién analitica (exacta) de la ec. (4.13) es

¢ = Aei® + B (4.15)

donde A y B son constantes cuyos valores se obtienen aplicando las condiciones
(4.14) por

A:&(e%’_g*l, B=-A (4.16)

Por simplicidad consideramos la solucién numérica del problema con la
malla de dos elementos de igual tamano que se muestra en la Figura 4.1. La
aplicacién de las ecs. (4.11) da lugar a la ecuacién siguiente que relaciona las
temperaturas en los tres nodos 1, 2 y 3.

u ¢3—¢1+k $3 —2 p2+ ¢

57 = =0 (4.17)
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i+1 X
O - —»

oo
o=

Figura 4.1: Malla de tres nodos uniformente espaciados para la solucién
numérica del problema de conduccion—conveccién del calor

Y:O 6 Capa

j¢; /|
0=0 " Qo o

E—
para U-oo

p X

Figura 4.2: Solucién exacta del problema de conveccién-conduccién del calor
unidimensional. Capa limite para el limite convectivo (u — o)

Sustituyendo ¢; = 0y ¢3 = ¢ en (4.17) se obtiene

1
$2=3 (1-7)¢ (4.18)
donde
ul(®)
= 4.19
7= o8 (4.19)
es el denominado numero de Peclet del elemento
Adviértase que para v = 0 la solucién ¢g = % coincide con la distribucion

exacta lineal del caso de conduccién pura (ver Figura 4.3). Sin embargo, se
aprecia de la ec. (4.18) que el valor de ¢2 se hace negativo para v > 1. Este
resultado no es fisico, ya que el valor de la temperatura en el nodo 2 debe ser
siempre mayor o igual a cero (el valor de ¢o = 0 se obtiene como limite de la
solucién exacta para vy — 00).

Se deduce de este sencillo ejemplo que el popular esquema de Galerkin (o
el andlogo de diferencias finitas centradas) no funciona para valores altos del
numero de Peclet (valores elevados de u o pequenios de k). Ciertamente la
solucién mejora con el refinamiento de la malla, ya que al reducir el tamano
del elemento disminuye también el nimero de Peclet elemental. Para un valor
de la velocidad determinada, el tamano del elemento que garantiza v < 1 se
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(@) (b)

Solucién inestable

Ny [
/

Figura 4.3: Solucién numérica del problema de conveccidon-conduccién para
una discretizacién con tres puntos uniformemente espaciados. a) Soluciones
para el limite conductivo (v = 0) y convectivo (7 = 00). b) Solucién numérica
inestable

obtiene de (4.19) por 1) < % Este tamano seria prohibitivamente pequeno
para valores altos de la velocidad.

Estudiaremos a continuacion diversas técnicas para corregir este defecto
de la formulacién de Galerkin.

4.2.4 Esquema de difusién artificial

Un estudio del error de truncamiento de la formulacién de Galerkin (o del
método de diferencias finitas centradas) conduce al esquema siguiente

Pit1 — i1 Pit1 —2 ¢i + ¢i-1
k
“Tar F 2
donde (+) y (+)" denotan, respectivamente, valores calculados en el punto i y la

derivada con respecto a x.
En (4.20)

= —ud; + (k—k*) ¢!  (4.20)

.k |
k _ﬂ{sen (2 5) = ~[cos h(2 7)—1]} >0 (4.21)

es una constante positiva que puede interpretarse como una conductividad
adicional que resta del coeficiente de conductividad real k. El segundo miem-
bro de la ec. (4.20) es el error de truncamiento. Dicha ecuacién indica que el
algoritmo numérico resuelve en forma exacta en los nodos la ecuacién siguiente.

—ud +(k—k*) ¢" =0 (4.22)

Es decir, se resuelve una ecuacién diferencial modificada con un coeficiente
de conductividad dado por (k — k*).
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Un estudio de la ec. (4.21) indica que k* > k para v > 1. Claramente
para k* > k la conductividad efectiva de la ecuaciéon modificada que realmente
se resuelve, se hace negativa. Esto conduce a la inestabilidad descrita en el
apartado anterior.

Una solucién obvia al caracter subdifusivo del esquema de Galerkin, es
anadir a la ecuacién diferencial original un término de conductividad adi-
cional, conocido en la practica como término de “difusién artificial”. De los
razonamientos del apartado anterior se intuye que este término deberia ser
proporcional al niimero de Peclet, es decir, deberia aumentar con la velocidad
y el tamano de la malla. La ecuacion diferencial de gobierno modificada se
escribe usualmente como

l
—u ¢ + (k: + a%) ¢ =0 (4.23)
donde o > 0 es un parametro de estabilizacién que controla la cantidad de
difusién artificial que se introduce en la ecuacién diferencial de balance.

Si se repite el sencillo ejemplo de dos elementos de la Figura 4.1, comen-
zando con la ec. (4.23) se obtiene

1 _
=— (14 - 4.24
b2 (1—1—047)( ay—7) ¢ (4.24)
Claramente ahora ¢o > 0 si
>q- 1 (4.25)
a>1—— )
Y

que es el walor critico del parametro de estabilizacién a que asegura una
solucion fisica del problema.

Es muy interesante obtener el valor de o que proporciona la solucién nodal
exacta. De la ec. (4.23) se deduce

ud — k¢ 2¢ 1
a = =

= - — 4.26
Ty 1o (426)
La aplicacién del esquema de Galerkin proporciona
o Pitl — Gi-1
21 1 Giv1 — Pi—1 1
o= - —= - — 4.27
[ Qi1 =20+ dic1 v G —26it+ i1 (427
12
Sustituyendo la solucién exacta (4.15) en (4.27) se obtiene
Td4e v 1 1
a:i——zco‘chw—— (4.28)
e —eT v

que se denomina wvalor optimo de a que proporciona la solucién exacta en los
nodos.
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La Figura 4.4 muestra la variacién de valores de « critico y 6ptimo con
el nimero de Peclet. Adviértase que dichos valores coinciden practicamente
para v > 2. Esto indica que para aplicaciones préacticas puede utilizarse la
mas sencilla expresién (4.25). Nétese que el gran interés de esta expresion es
que para su obtencién no se necesité conocer la forma de la solucién exacta.

o A
1 1 .......
(xopt: coth Y- T
0.57 o=1- —%
. I i I i I I >
1 2 3 4 5 Y

Figura 4.4: Valores 6ptimos y critico del parametro de estabilizacion «

4.2.5 Esquema de diferencias finitas contracorriente

Diversos autores culparon al esquema de diferencias centradas (que como
hemos visto es idéntico al de EF de Galerkin) de ser la causa de las inestabi-
lidades numéricas [6,15]. Por ello se propuso un esquema de diferencias al-
ternativo basado en un cierto criterio de “causalidad”: la informacién aguas
abajo de un punto no puede dar buena informacién para calcular los cam-
bios en el término convectivo en ese punto. En otras palabras, la derivada
convectiva deberia calcularse utilizando informacién de puntos agua arriba.
Este fue el origen conceptual del denominado esquema contracorriente, que
utiliza un esquema de diferencias hacia atras para calcular la derivada Z—i por
[6,15—21,26]

09| ¢i— dima
Bl T (4.29)

Por otra parte se mantiene el esquema de diferencias centradas para el
término conductivo de derivadas segundas.

La ecuacién algebraica tipo para la solucién de la ec. (4.13) utilizando el
esquema contracorriente con una malla uniforme de tamano de celda, es

Oi — Pi—1 Sk Git1 —2 Qi + di—1

z 2 =0 (4.30)
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La solucién del sencillo problema de la Figura 4.1 es ahora

1
2 (14+7)

Adviértase que ¢ — ¢/2 para v — oo y ¢o — 0 para v — oco. En
consecuencia, el esquema de diferencias contracorriente preserva la solucién
fisica en los limites conductivo (u = 0) y convectivo (k = 0), eliminando los
valores negativos obtenidos con el esquema de diferencias centradas.

¢ = ¢ (4.31)

4.2.6 Relacion entre el esquema de diferencias contracorrien-
tes y el de difusion artificial

Examinemos en detalle la ecuacién tipo obtenida al aplicar el esquema de
diferencias finitas centradas (o el andlogo de EF de Galerkin) a la ecuacién
modificada (4.23) incorporando el término de difusién artificial. Tras unas
sencillas operaciones se obtiene

b0 P — G

Giv1 — 2 ¢ + @1
k
l 21 +

1-a) 12 =0 (4.32)

Adviértase que ahora para o = 0 se obtiene la forma del esquema de
diferencias centradas aplicado a todos los términos de la ecuacién diferencial
original (4.13). Esto se aprecia haciendo el subindice 2 =i enla ec. (4.17). Por
el contrario, para o = 1 se obtiene el esquema de diferencias contracorriente
de la ec. (4.30).

Se concluye por tanto que el esquema contracorriente proporciona la misma
solucién estable que el método de difusion artificial para el valor limite del
parametro de estabilizacion o = 1. Esto explica el conocido hecho de que el
esquema contracorriente proporciona generalmente resultados sobre-difusivos.
Obviamente, la solucién nodal exacta para todo el rango de nimeros de Peclet
ya no es posible con el esquema contracorriente y sélo se obtienen resultados
precisos para valores de Peclet altos (que dan a — 1).

La ec. (4.32) proporciona también una interpretacién muy instructiva del
método de difusién artificial. El pardmetro o puede interpretarse como un
parametro de interpolacién que aproxima la expresion discreta de la derivada
convectiva entre su valor para el esquema de diferencias centradas (a = 0)
y el valor obtenido con el esquema contracorriente (« = 1). Es obvio que
utilizando en la ec. (4.32) el valor éptimo de o de la ec. (4.28) se obtendria
la solucién nodal exacta para cualquier valor del nimero de Peclet.

4.2.7 Esquema de Petrov-Galerkin

Las deficiencias observadas en el método de EF de Galerkin condujeron a
algunos autores a utilizar una clase de funciones de peso diferentes definidas
por [6]

w; = N; +a F; (4.33)
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donde N; es la funcién de forma estdndar del nodo 4, F; es una nueva funcién
de peso y « el parametro de estabilizacién.

Este procedimiento se denomina formulacién de Petrov-Galerkin, ya que
las funciones de peso son ahora diferentes de las funciones de forma [6,22-27].

Puede comprobarse que utilizando F; = (—1)""13(1 — £2) y elementos
de dos nodos se obtiene el mismo sistema de ecuaciones para el caso con
fuente nula (@ = 0) que el dado por la ec. (4.23). Esto conduce también,
naturalmente, al mismo valor 6ptimo del parametro de estabilidad de la ec.
(4.28).

Una formulaciéon de Petrov-Galerkin popular se basa en la siguiente defi-
nicién de la funcién de peso [6]

i = N; + —— 4.34
Wi it 2 dx ( )
donde [ es la longitud del elemento

La forma integral de residuos ponderados para la ecuacién unidimensional

de conveccién- conduccién con condiciones de contorno de Dirichlet, se escribe

como
o 1dN; dé é
/L(Ni+7dx)<— = +kd—+Q> —0 (4.35)

donde L es la longitud del dominio 1D.

Adviértase que la derivada d];fl es discontinua entre elementos. Este pro-
blema se resuelve en la practica aplicando la funcién de peso discontinua so-
lamente en el interior de los elementos. La ec. (4.35) se escribe usualmente,

por tanto, como

2
/LNi< d¢+kd¢+Q> dz+

d d
a ¢ dN; do d2¢
—_— — k —= dr =0 4.36
+;/l(e) 2 dz ( udx+ dx2+Q> v ( )

donde el sumatorio se extiende sobre todos los elementos de la malla n. y [(¢)
es la longitud del elemento e.

La ec. (4.36) se denomina forma de Galerkin perturbada consistente, ya
que anade a la expresion de Galerkin original un término que es funcién del
residuo de la solucion; esto es, un término que se hace cero al aproximar la
solucion numérica a la solucién exacta analitica.

La forma de Galerkin perturbada puede escribirse de modo general como

N; 7 da — / ¢ P(N;) 7 do =
/L 7 dx ze:l(f«)T (N;) 7 dx

donde 7(®) tiene unidades de tiempo y se denomina pardmetro de tiempo
intrinseco [25,26]. Dicho pardmetro es una expresién alternativa del pardmetro

@)

(4.37)
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de estabilizacién y se define para cada elemento por

a 1@
T T

(4.38)

En (4.37) P(NV;) es un operador diferencial que actia sobre las funciones
de forma Nj;. Por ejemplo, en la ec. (4.36) P:= —u%. Obviamente pueden
escogerse muchas otras formas para la funcién P.

El término 7 en la ec. (4.37) es el error o “residuo” de la solucién numérica
en cada punto de la malla dado por

F=— d—é—i-kﬁ—i-Q (4.39)
T A d 22 )

La segunda integral en la ec. (4.37) tiene por tanto la misién de estabilizar
las deficiencias del método de Galerkin. La forma de dicha integral se presta a
la obtencién de infinitos métodos de estabilizacion “consistentes”, escogiendo
diferentes expresiones para la funcién P. Cabe aqui la pregunta cual de estos
métodos tiene méas sentido que los otros. En el Apartado 4.3 abordaremos la
respuesta a esta cuestion.

4.2.8 Equivalencia entre los esquemas de Petrov-Galerkin y de
difusién artificial

Apliquemos el método de Galerkin estandar a la ecuacién modificada (4.23)
incorporando el término de difusion artificial, esto es

do wl\ d2¢
/Llludw+<+o‘2)dx2x0 (4.40)
El término a%l%‘é se integra por partes dando

I dN, dé d?¢
Nita~ ) (02 Nk S de + e, = 441
/L l( ey dx>< udx>+ de] vhee =0 (441)

La ec. (4.41) muestra claramente que la aplicacién del método de Galerkin
a la ecuaciéon modificada con la adicién de la difusién artificial, conduce a
una forma integral en la que el término convectivo estd multiplicado por las
funciones de peso w; de la ec. (4.34). Se observa también que en el caso de
elementos lineales y Q = 0 las ecs. (4.36) y (4.41) son idénticas, ya que el
término de derivadas segundas de ngb se anula (jincluso después de integrar por
partes!). Esto explica porqué los esquemas de difusién artificial y de Petrov-
Galerkin con w; definida por (4.34) dan idénticos resultados para la solucién
de la ec. (4.13) utilizando elementos de dos nodos.

Esta equivalencia no se cumple si se considera el término de fuente . Por
consiguiente, aunque el método de difusién artificial y el de Petrov-Galerkin
dan resultados estables, se recomienda utilizar este ultimo por razones de
consistencia y de precision.
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4.2.9 Método de minimos cuadrados de Galerkin

El método de minimos cuadrados de Galerkin (MCG) puede formularse como
un caso particular del procedimiento general de Petrov-Galerkin con las fun-
ciones de peso definidas por [26,28,29]

k
dz + d z2

(4.42)

dN; d?N;
w; = N; +7° <—u . Z)

El método MCG puede interpretarse también como un método de Galerkin
perturbado escrito como [29]

Yar T a2
dN;  d%N; d¢ d2¢
_Z/(e) ( dx kdx2><_ d_ +Q>
(4.43)

Comparando las ecs. (4.37) y (4.43) se deduce la expresion de la funcién
P para el método MCG como

L

d a2
P= S 4.44
Ui I (4.44)

El nombre de minimos cuadrados en el método de MCG surge de la inter-
pretacién de la ec. (4.43) como la minimizacién del funcional siguiente

d2¢

2
7= Z/ © ( +kd—+Q> da (4.45)

Este procedimiento de obtencién de funcionales variacionales es tipico de
métodos de minimos cuadrados.

4.2.10 Método de multiescalas

El método de multiescalas (subgrid scale method) introducido originalmente
por Hughes [30] es un procedimiento general y prometedor para generar dife-
rentes métodos de estabilizacién [31-36]. La base del método de multiescalas es
la hipotesis de que la solucién numérica de la ecuacién diferencial puede verse
como un fenémeno de miultiples escalas, donde fundamentalmente conviven
dos escalas de distinto tamafno. Claramente, la malla de andlisis s6lo puede
capturar las escalas de tamafio mayor, mientras que las escalas de menor
tamano, denominadas escalas de la submalla, son mucho mas pequenas que
las dimensiones del elemento o la celda de anélisis.

Explicaremos seguidamente las bases del método de multiescalas para la
solucién de la ecuacién de conveccién-conducciéon 1D.

La presencia de las dos escalas sugiere descomponer la funcién incégnita
como ¢ = QAS—{— ¢*, donde ngb y ¢* representan las escalas grande y pequena,
respectivamente. En consecuencia, sélo (5 puede resolverse por la malla.
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Para avanzar, el método de multiescalas necesita introducir una hipétesis
fuerte: las escalas irresolubles ¢* se anulan en los contornos del elemento. Asi,
*=0enz=0yz=1® parae=1,2,...,n.

La misma descomposiciéon se aplica a la funcién de peso, es decir w =
w + w*, donde w y w* son de nuevo las contribuciones del problema resoluble
e irresoluble, respectivamente y w* = 0 en los contornos elementales.

Introduciendo la descomposiciéon de la variable y la funcién de peso en la
aproximacién de residuos ponderados del problema de Dirichlet 1D (ver ec.
(4.6) con w; = 0) se obtienen dos ecuaciones, una para las escalas resolubles

dngb dQQAS R do* d2e*\ . R
e Y Ml YRS n Q| dr =0 (4.4
/LK U kdgﬂ)w’ < U k:de W + Q| de =0 (4.46)

y otra para las irresolubles

dA d2A do* d24*
A[(—u—i—l—k—ﬁ) wy + <—u d(J; —i—kde)wZ—i-QwZ] dx =0 (4.47)

Las expresiones de Euler-Lagrange de la ec. (4.47) son

dqb* d2¢*
— k = —7 4.4
Uiz * d z2 " (4.48)
¢* =0 para z=0,z=1[° (4.49)

donde el residuo 7 se define como en la ec. (4.39). Adviértase que en la ec.
(4.48) la parte irresoluble de la incégnita (¢*) depende del residuo de la parte
resoluble 7. Ademads, debido al cardcter fuerte de las condiciones de contorno
de Dirichlet (4.49) el problema se hace “local”, es decir, puede resolverse en
el interior de cada elemento.

La solucién de las ecs. (4.48) y (4.49) puede encontrarse utilizando una
funcién de Green como

o) =~ | 9@y (y)dy (4.50)

donde la funcién de Green g(z,y) es la solucién de la ecuacién diferencial
siguiente

dg d%g
—u—+k—=5 =6(y — 4.51
con
g=0 para x=0z=1° (4.52)
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Figura 4.5: Funciones de Green elementales para y = 0,6 en el problema de
conveccién-conduccién 1D. a) v =500, b) v =40,¢) y=1,¢) y=0

donde 6(-) es la funcién delta de Dirac. Como ejemplo se muestra en la
Figura 4.5 la forma de las funciones de Green g(z,y) para y = 0,6 y diferentes
valores del nimero de Peclet.

Integrando por partes el segundo término de la ec. (4.46) puede obtenerse
un algoritmo numérico estabilizado como

dé ¢ diby o de”daiy o
/L< dx+kd—+Q>wld$+Z/(e)( dx kdx dm)dm_o
(4.53)

En la ecuacion anterior los términos de contorno se han hecho nulos, ya
que w y w* (y por tanto w = w — w*) son cero en x =0y x = L.

Como es usual, la segunda integral en la ec. (4.53) se calcula tnicamente
en los interiores de los elementos para tener en cuenta la discontinuidad de las
derivadas de las funciones de forma w entre elementos.

Integrando por partes el segundo término de la segunda integral de (4.53)
se tiene

dd . d%9 dig | i)
/L< dm+kd—+Q>wzd:c+Z/e)< e d$2>¢daz—0 (4.54)

donde de nuevo no intervienen los términos de contorno.

o8



Sustituyendo el valor de ¢* de (4.50) en (4.54) se obtiene finalmente

= dw;
/wird:v—/ / —u
L v Ju, dz

donde

A%,
—k i
d 22

) g(x,y) 7(y) dy dx =0 (4.55)

/l/ :263 /l(e) (4.56)

y 7 se define por la ec. (4.39).

La ec. (4.56) puede escribirse en la forma de la ec. (4.37) aproximando
adecuadamente la funcién de Green. Por ejemplo, puede hacerse la hipétesis
siguiente

9(z,y) = g(z,y) =7(y) - 0(y — x) (4.57)

donde 7(y) es la funcién de estabilizacién y § es la funcién delta de Dirac.
Insertando la ec. (4.57) en (4.55) se obtiene

. R A
/Lwird:c - ;/l(e) T (—ua - k:d :c2> 7(x) de =0 (4.58)

Adviértase que el operador P(-) de la ec. (4.37) es ahora

2
P .= —ud— d

—k— 4.
dz kd x2 (4.59)

Comparando las ecuaciones (4.58) y (4.45) se aprecia que las diferencias
entre los métodos de MCG y el de multiescalas se centran sélo en el signo del
término de conduccién en la funcién P.

La ec. (4.57) puede utilizarse para obtener una férmula para calcular el
parametro de estabilizacion. Una doble integracion da

/ / T-0(y — x)dxdy = / / g(x,y)dzdy (4.60)
1(e) Jite) 1(e) Jite)

Para el sencillo caso 1D con fuente nula y elementos lineales de dos nodos
se encuentra

1 l 1
=7 dr dy = 5— | cothy — — 4.61
! l/z(e) /z(e)g(x’y) W5 (CO 7 7> (4.61)

Sustituyendo la ec. (4.61) en (4.38) se obtiene la expresién del pardmetro
de estabilizacion 6ptimo o = coth vy — % Recuérdese que esta misma expresién
se obtuvo en el Apartado 4.23 (ec. (4.27)) utilizando razonamientos muy
diferentes.
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4.3 METODO DE CALCULO FINITESIMAL

Los métodos para estabilizacién de la solucién numérica de la ecuacion de
conveccién-conduccion presentados en los apartados anteriores, aunque muy
utilizados en la practica, se basan la mayoria en argumentos de caracter méas
bien heuristico. Todos requieren la adicién de términos estabilizadores en la
forma discreta y su efectividad estda gobernada por un misterioso pardametro
de estabilizaciéon. En este apartado mostraremos cémo los términos estabi-
lizadores que aparecen en la mayor parte de los esquemas estudiados, emergen
naturalmente aplicando la condiciéon de balance de flujo sobre un dominio de
tamano “finito” [37-42].

4.3.1 Ecuacién diferencial estabilizada

Consideremos la solucién del problema de conveccién-conduccién en el dominio
unidimensional de la Figura 4.6. En la Figura 4.6 se muestra un segmento
tipico AB de longitud h donde debe satisfacerse el balance de flujos.

Q)

a) R q
. L
X
/
aa Og
b) - .
[uolp A Bluolg
B h
=X

Figura 4.6: a) Problema de conveccién-conduccién del calor unidimensional;
b) Segmento AB donde se satisface balance de flujos

Para mayor sencillez supondremos en lo que sigue que la densidad p y el
calor especifico ¢ son constantes y pc = 1. Suponiendo una distribucion lineal
de la fuente exterior () sobre AB, el balance de flujos entre los puntos A y B
se escribe como

1

q(z) + [ug](z) — g(z = h) = [ud](z — h) = S[Q(z) + Q(z —h)] h =0 (4.62)
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Los valores de los flujos conductivo y convectivo ¢ y u¢ en el punto A
pueden aproximarse en funcién de los valores en el punto B utilizando desa-
rrollos en serie de Taylor. Asi

_ d[ug] h? d*[ug] 3
olws = h) = [uel(en) —h=g =)+ 57| —OW) (4.63)
dg K% d%g 3
q(x —h) =q(x) — ha + C i O(h?) (4.64)
Igualmente puede escribirse para la fuente @
Q(z —h) = Q(z) — hi—Q + O(h?) (4.65)

Obsérvese que en las ecuaciones anteriores se ha utilizado un desarrollo de
Taylor de un orden superior al usual en la teoria infinitesimal.

Sustituyendo las ecs. (4.63)-(4.65) en (4.62) se obtiene tras simplificar
(suponiendo también u constante)

) 0 [ ()
T_ggfzo (4.66b)

donde
=g+ (K2) 4@ (4.67)

Adviértase que para h = 0 se obtiene la forma infinitesimal clasica de la
ecuacion de conveccién-difusién unidimensional expresada por
3 ( R
r=-—-u—+ —
dx

o )+Q (4.68)

Condicion de Neumann estabilizada

La condicién esencial asociada a la ec. (4.66) es la estdndar de Dirichlet dada
por la ec. (4.4). Sin embargo, dado que la condicién de Neumann es, de hecho,
la ecuacion de balance de flujos en el contorno, por coherencia debe ahora
obtenerse utilizando los mismos criterios que en la obtencién de la ecuacién de
balance modificada (4.66). Para ello consideremos el segmento AB donde se
prescribe el flujo de calor. Por conveniencia tomaremos la longitud AB = %
La ecuacién de balance sobre el contorno se obtiene considerando términos
de un orden mayor que en la teoria infinitesimal. Asi, suponiendo una fuente
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constante () distribuida sobre AB (este término no se incluye en la teoria
infinitesimal) la ecuacién de balance de flujo sobre AB se escribe como

7 alwa) ~ [udla — 5@ =0 (169

donde G es el flujode caloren zx =Ly x4 =xp — %

Utilizando un desarrollo de Taylor de segundo orden para expresar los
flujos convectivo y conductivo en el punto A en funcién de los valores en B y
sustituyendo en (4.69) se obtiene

d¢

_ h
—up + kd— +q 57 en x=1L (4.70)

donde r viene dado por la ec. (4.67).

De nuevo para h = 0 se obtiene la forma infinitesimal usual de la condicién
de contorno de Neumann.

Las ecs.(4.66) y (4.70) son la forma estabilizada de las ecuaciones de con-
veccion-conduccion a nivel diferencial. Mostraremos en los apartados siguien-
tes que la discretizacién de dichas ecuaciones por la formulaciéon de elemen-
tos finitos de Galerkin (o diferencias finitas centradas) conduce a esquemas
numéricos estables. Con més generalidad puede afirmarse que las ecs. (4.66)
y (4.70) son el punto de partida para el desarrollo de algoritmos numéricos
estables para la solucién de problemas de conveccién-conduccion del calor.

4.3.2 Equivalencias con el esquema de difusion artificial

Un caso particular de la ecuacién diferencial estabilizada se obtiene despre-
ciando las contribuciones de los términos conductivos y de fuente en la derivada
de r. La ecuacién resultante es

do d¢ hd do\
—£+£<d)+Q+——<u£>—O (4.71)
Escribiendo la longitud caracteristica h como h = al donde [ es la longitud

del elemento o de la celda de andlisis se tiene

—u%—i—di(k—i-az)i(b—i—Q—O (4.72)

Adviértase la coincidencia de la expresion anterior con la ec. (4.23) obtenida
con el método de difusion artificial.

Puede, por tanto, afirmarse que la ecuacién de balance obtenida con la
técnica de calculo “finitesimal” explicada en el apartado anterior, contiene
intrinsecamente el término estabilizador atribuido a la difusion artificial. Di-
cho término se recupera de forma natural en la nueva ecuaciéon diferencial
estabilizada, con la simplificacién arriba hecha [37-42].

Los términos de conduccién y de fuente despreciados para obtener la ec.
(4.65) contienen, sin embargo, informacién de gran utilidad como veremos en
el apartado siguiente.
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4.3.3 Equivalencia con la formulacion de EF de Petrov-Galerkin

La formulacion de Galerkin de las nuevas ecuaciones de gobierno obtenidas con
el método de calculo finitesimal coincide con la formulacién Petrov-Galerkin
descrita en el Apartado 4.2.7. Para demostrar esto sustituyamos la aproxi-
macién estandar de elementos finitos (4.5) en las ecs. (4.66b), (4.4) y (4.70).
El resultado se escribe como

h d7
P —— = <z< .
7 5 qa rQ en 0<zxz<L (4.73)
q@—gz_b:% en =0 (4.74)
dé . h,
ka—i—q—gr:rq en x=1L (4.75)

A~

donde 7 = r(¢) y rq, r¢ y rr son los residuos de la solucién aproximada en
el domino y en los contornos de Dirichlet y de Neumann, respectivamente.
Como es usual, supondremos que la condicién de Dirichlet se satisface au-
tomdticamente y, por tanto, ry = 0 en z = 0.

La expresion de residuos ponderados de las ecs. (4.73) y (4.75) es

L h df do h
il T—=—d w; | k— qg— —T = 4.
/0 w (’I“ 2dx> T + lw ( e +q 2T>]x:L 0 (4.76)

Integrando por partes en un sentido distribucional el término wi%% en
(4.76) y escogiendo w; = w; se obtiene (suponiendo como siempre que w; =
w; =0en z=0)

L dé h dw;
irde — |w; | k— +7¢ > 5 Tdr = 4.
/0 e lw ( dx+q>L:L+ - /z(e)2 dz 0 (477)

La expresion de Galerkin se obtiene haciendo w; = IN;. Se observa que
la ecuacién resultante es andloga a la forma perturbada de Galerkin de la
ec. (4.37) con P = —%%. Asimismo escogiendo h = al® la ec. (4.77)
coincide con la expresién estabilizada (4.36) resultante de aplicar el esquema
de Petrov-Galerkin a la ecuacion diferencial estandar.

4.3.4 Equivalencia con el método de multiescalas

Supondremos una distribucion cuadratica del término de fuente @ en la ec.
(4.62) que se escribe ahora como

ala)+ud)(0)—aa—h)~lusl(a—h)+ Q@) +4Q (2= ) + @ — )] =0
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Asimismo, desarrollaremos los flujos convectivo y difusivo en el punto (z —
h) incluyendo términos en h3 y los términos fuente Q(z — h) y Q (:c - %)

incluyendo términos en h2. La expresién resultante, tras simplificar, es

hdr h? d?r
T3 T eda?
donde r se define por la ec. (4.66).
La expresion de residuos de la ec. (4.79) para el problema de Dirichlet se
escribe por

=0 (4.79)

! hdf  h? d*
Ff——— 4+ ———|dz=0 4.80
/Owlr 2de " 6da2| " (480)
2In2tAeg1rando una vez por partes el término w%%, dos veces el término
w%gTQ v haciendo w = N; se obtiene
/lNAd Z/ hdN; AN +be.=0 (4.81)
Fdr — ——= — ——— | fdx + b.c. = .
0o " = Jite) 2 dx 6 d a2

Obsérvese la analogia de esta expresién con la ec. (4.58) obtenida con el
método de multiescalas.

4.4 PROBLEMA MULTIDIMENSIONAL

La formulacién de Galerkin del MEF de las ecuaciones multidimensionales
(4.2)-(4.4) conduce a los mismos problemas de estabilidad que los encontrados
al resolver el caso 1D. Por ello, se han extendido a varias dimensiones las
diferentes técnicas de estabilizacién desarrolladas para resolver el problema
1D. En los apartados que siguen presentaremos un resumen de los ingredientes
bésicos de estos desarrollos.

4.4.1 Meétodo de difusion artificial y expresion de Galerkin
perturbada en problemas multidimensionales

La idea natural de extender el método de difusion artificial a problemas 2D y
3D fue la de anadir la difusion estabilizadora adicional a lo largo de las lineas
de corriente. La ecuacién diferencial modificada en este caso es [6,18,20]

—u'Vp+ VD +D)Ve+Q =0 (4.82)
donde
al® T
= 4.
2l uu (4.83)

es la matriz de difusién artificial. Puede comprobarse que D* tiene un valor
al(®|u]

propio diferente de cero de médulo ——

y de direccién la del vector de
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velocidad u. La expresién de D* puede también obtenerse anadiendo la di-
al(®|u]

fusion anisotropica en la direccién de u y transformando la matriz de
conductividad resultante a ejes globales segiin lo explicado en el Apartado 1.2.
En (4.83) « es el pardmetro de estabilizacién y 1(®) una dimensién carac-
terfstica del elemento. La forma més sencilla es tomar 1(®) = (Q(€))1/4 con
d =1,2,3 para problemas 1D, 2D Y 3D, respectivamente.
Escribamos ahora la expresién de elementos finitos de Galerkin para la
ecuacién modificada (4.82) suponiendo condiciones de contorno de Dirichlet.
El resultado es

/QNi[—uTV<5 +VID+DIVI+Q| =0 (4.84)

Integrando por partes el término de difusién artificial se obtiene

(@) ) )
/ [— (NZ- + Z‘Tm uTVNl-> W'V + N;(VIDVH + Q)| dQ+c.c. =0 (4.85)
Q

La ecuacién anterior muestra claramente que introducir la matriz de di-
fusién artificial D* es equivalente a utilizar una ponderacion de Petrov-Galerkin
sobre el término convectivo, tal y como ocurria en el problema 1D.

Un procedimiento mas riguroso se basa en utilizar la expresion de Galerkin
perturbada (ver ec. (4.37)) con 7 definido ahora por

F=-u'Vo+ VDV +Q (4.86)
La seleccion de diferentes funciones de perturbacién P conduce a los métodos

siguientes:

Método Funcién de perturbacion

Petrov-Galerkin contracorriente (SUPG) P := —u’V (4.87a)

Minimos cuadrados de Galerkin (MCG) P := —u’V + VIDV  (4.87b)

Multiescalas P:=—u'v-vIDV  (4.87c)

El pardmetro de tiempo intrinseco 7 asociado a la ec. (4.37) se evalia
ahora como 7 = %ﬁ:‘), siendo 1(®) una dimensién caracteristica del elemento,
obtenida como se escribe mas arriba.

La expresion del pardametro de estabilizacién « en todos estos métodos se

basa en una extensién hedtristica del valor 6ptimo para el problema 1D dado

por la ec. (4.28) con v = |u2‘l:) yk= (k‘g —|—k:727)1/2 para el problema anisétropo,
donde k¢ y ky son las direcciones de conductividad principales.
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Adviértase que el método SUPG anade una difusion artificial sélo a lo
largo de las lineas de corriente. La expresién integral resultante es similar a
la (4.85) con la tnica diferencia que la funcién de perturbacién afecta ahora
también los términos de conduccién y de fuente (ver ec. (4.35)).

Los métodos anteriores funcionan bien en problemas en que la direccién
del gradiente de ¢ se alinea con la del vector u. No obstante, en problemas
en que aparecen fuertes gradientes de ¢ en direcciones diferentes del vector u,
es necesario introducir una estabilizacién adicional, denominada cominmente
difusion transversal. Esta difusién es generalmente de naturaleza no lineal y
su expresion depende del gradiente de ¢ y del residuo de la solucion.

En el apartado siguiente veremos como el método de cédlculo finitesimal en
problemas 2D y 3D tiene en cuenta, de manera natural, ese efecto estabilizador
transversal.

4.5 METODO DE CALCULO FINITESIMAL EN
VARIAS DIMENSIONES

Las ecuaciones del problema de conveccién-conduccién del calor estacionario,
utilizando la teoria de cédlculo finitesimal explicada en el Apartado 4.3 para el
caso 1D, se escriben para el caso multidimensional como [37-42]

1
r— ihTVT =0 en (4.88a)
p—¢=0 en T, (4.88b)

1
n’DV¢+7, — §th7" =0 en T, (4.88¢)

La ec. (4.88a) se obtiene estableciendo el balance de flujos convectivo
y conductivo en un dominio prismatico de dimensiones finitas situado en el
interior del dominio de analisis 2 y reteniendo términos de los desarrollos de
Taylor de un orden superior a los de la teoria infinitesimal. Por otra parte,
la ec. (4.88¢c) se obtiene estableciendo el balance de flujos en un dominio de
tamano finito préximo al contorno de Neumann I';. El vector h en (4.88a) y
(4.88c) se denomina wvector de longitud caracteristica y sus componentes son
los lados del dominio prismatico donde se establece el balance de flujos en ().

Asi

Py
}, 3D:h = { h, (4.89)
h

ID:h=[h], 2D h= {hx
hy
Los detalles de la obtencion de las ecs. (4.88) pueden encontrarse en [37,43].
Adviértase que para h = 0 se recupera la forma clasica de las ecuaciones

de balance para el caso infinitesimal.
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La aplicacién del método de Galerkin y el MEF a las ecs. (4.88) conduce a
la siguiente expresién integral (después de integrar por partes el término que
afecta a hTVr)

1
/ Ni#dQ— [ NaDVo+g)dr +Y [ ChTVN#d2 =0 (4.90)
Q 1—‘q €

Qe

La funcién de perturbacién P de la ec. (4.37) se identifica en este caso con

P:= —%hTV.

Un caso particular de la ec. (4.90) de gran interés, es escoger el vector h
alineado con el vector velocidad, es decir h = ﬁu donde A es una longitud
caracteristica.

Haciendo ahora h = 21(¢) donde [(®) es una dimensién tipica de cada ele-
mento, la funcién de perturbacién P coincide exactamente con la definida para
el método SUPG (ec. (4.87a)) y el pardmetro de tiempo intrinseco se obtiene
por

ho all®

"7 2] 2

Se deduce por tanto que el método SUPG es un caso particular de la

formulacion de calculo finitesimal descrita, deducido escogiendo el vector h en

la direccion de u. Este remarcable resultado indica que el método de calculo

finitesimal es un procedimiento riguroso y consistente para explicar el origen

de los diversos métodos de estabilizacién propuestos en el pasado, de forma
mas o menos heuristica.

(4.91)

4.5.1 El papel de la difusiéon transversal estabilizadora

La hipdtesis de que el vector h es paralelo a u es una simplificacion que elimina
cualquier efecto de estabilizacién transversal en presencia de altos gradientes
de ¢ en direcciones no coincidentes con las de la velocidad. La tipica estrategia
para eliminar las oscilaciones de ¢ en estos casos utilizando el método SUPG
(e incluso los métodos de MCG y de multiescala) es introducir un término de
difusién adicional (denominada difusién transversal) proporcional al gradiente
de ¢ y al residuo de la solucién numérica [26,44-46].

El efecto estabilizador de esta difusién transversal puede reproducirse de
manera natural en la formulacién de calculo finitesimal, simplemente abando-
nando la hipdtesis de que h es paralelo a u y dejando las componentes de h
como parametros libres.

En el apartado siguiente explicaremos un procedimiento para calcular di-
chos parametros.

4.5.2 Calculo de los parametros de estabilizacién en el método
de calculo finitesimal

Consideremos la solucién por elementos finitos del problema de conveccién-
conduccion. El residuo de la solucién numérica en cada punto es
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1
7 — 5hTw =g en 0 (4.92)

donde 7 = 7“((]3) vy ¢ es la solucién (aproximada) obtenida por el MEF.
Definiendo ahora el residuo medio de la soluciéon numérica sobre un ele-
mento por

1
(6) = — P
r 2 Jow 7d (4.93)

Sustituyendo la ec. (4.93) en (4.92) se obtiene

(e)
r(e) — ple) _ (%hTVf) (4.94)
donde

r(e); = Toe) (4.95)

Para mayor simplicidad supondremos que el vector de longitud carac-
teristica es constante sobre cada elemento, es decir h = h(®). Con esta hipétesis
la ec. (4.94) puede simplificarse a

&) _ o) _ % [h(eqT (Vi) © (4.96)

Expresemos ahora el vector h en funcién de los componentes a lo largo del
vector velocidad u y una direccién arbitraria v como

u v

h=h—+h—

ful V] (4.97)

donde hg y h; son las longitudes caracteristicas a lo largo de las lineas de
corriente y transversal, respectivamente.
Se han encontrado excelentes resultados tomando v = V¢ siguiendo las
ideas de otros esquemas de captura de discontinuidades [44-46].
Sustituyendo la ec. (4.97) en (4.96) se obtiene

1 ul vT (€)
@ _ple _ 2|0 vV vi)© 4.98
=0 g | o 9
Las longitudes caracteristicas hgs y h; se expresan ahora como una pro-
porcién de una dimensién tipica del elemento 1(¢)

h = a1 | by = ol (4.99)
(e) (e)

donde a5’ vy oy’ son los pardmetros de estabilizacion a lo largo de las lineas de
corriente y transversal, respectivamente. En la préctica se toma [(¢) = [Q(e)]l/ d
con d = 1,2,3 para problemas 1D, 2D y 3D, respectivamente.

Claramente, para age) = 0 se reproduce el efecto de difusion a lo largo de
las lineas de corriente, tipico del método SUPG.
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Consideremos ahora que se ha obtenido una solucién numeérica mejorada
para una malla de elementos finita dada. Esto puede obtenerse proyectando
sobre la malla original una solucién numérica mejorada obtenida mediante ali-
sado local/global de las derivadas, o por recuperacién superconvergente de las
derivadas, etc. [6,47,48]. Si rle) y rge) representan respectivamente los residuos
elementales de las soluciones numéricas original y mejorada para una cierta
malla, es obvio que en esta iltima solucion el error residual debe reducirse y

OBMON! 4.100
1 2

Claramente en el caso limite de la solucién exacta r%e) = rée) = 0.
La ec. (4.100) supone que r§e) es positivo. Si fuera negativo, debe invertirse
el signo en la desigualdad.

Combinando las ecs. (4.98), (4.99) y (4.100) se obtiene

T VT

u V 1@ o) _xoale)y s 2 ale) (e
[as ] + oy |v|] (V75 Vi) > @ (75 7) (4.101)

La ec. (4.101) es la base para el cdlculo iterativo de los pardmetros de
estabilizacién. como se muestra a continuacién.

Esquema de estabilizacion alfa-adaptable

Seguidamente se describe un esquema que puede utilizarse para tener una
solucién estable de forma adaptable [39].

1. Resolver el problema estabilizado definido por las ecs. (4.89) utilizando
el MEF con un valor de prueba para los parametros de estabilizacion.
Por ejemplo

al® =oa® (4.102)

2. Recuperar un campo de derivadas mejorado. Evaluar f%e), fée), Vr@ y

Vrée).

3. Calcular un valor mejorado de pardmetro de estabilizaciéon transversal
! utilizando la ec. (4.101)

|ul 2
u? (Vi) — vl 1)

T
~(e ~(e e)V (e ~(e
10—l i

lage) _
|v|

(4.103)
4. Repetir las etapas (1)-(3) hasta que se obtiene convergencia para el valor

€ . €
de as ), manteniendo ag ) constante.
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5. Repetir las etapas (1)-(4) para calcular age) manteniendo aé‘f) constante

e igual el dltimo valor encontrado. FEn la primera iteracién conviene

(e) (e)

utilizar oy * = °ay ’+e€, donde € es un pequeno valor. El valor actualizado

de age) se calcula por

i () [v] 2 @ 20y @0 oa©  oa©
Q= — (s =) — o —(Viy = Vi)
LN (wi) — vl [1© "2 '
(4.104)
()

6. Una vez encontrado «; ', pueden repetirse las etapas (1)-(5) para obtener
. (e) (e) . .
valores mejorados de a5’ v oy ’. Este nuevo proceso iterativo no suele

efectuarse en la practica.

En la referencia [39] se explica como mejorar el proceso iterativo anterior para
tratar elementos proximos al contorno.

Adviértase que tomando age) = 0 el proceso iterativo anterior propor-
ciona el valor del parametro de estabilizaciéon contracorriente tipico del método
SUPG. No obstante, en problemas con altos gradientes en direcciones dife-
rentes de vector velocidad, es esencial tener en cuenta el efecto del término en
que interviene age) para obtener una solucién estable.

El nimero de iteraciones en el proceso adaptable anterior se reduce sustan-

(e) (e)

cialmente si los valores iniciales de a5’ y oy’ no difieren mucho de los valores
e ’ .
finales. Esto puede asegurarse tomando para ag ) el valor estéandar obtenido

por simple extrapolacién del caso 1D (ver ec. (4.28)). Por otra parte, es usual

tomar oage) =0y v=2¢.

4.6 EJEMPLOS

4.6.1 Ejemplos de problemas de conveccién-conduccién del calor
1D resueltos con el método de calculo finitesimal

La forma particular de la ec. (4.101) para el problema de conveccién-conduccién

1D es (advirtiendo que en este caso age) =0)

ANE g\ @17
(@ » 2 (ae) _ o)) | (dr2\" _ (dn
a'? > 1@ (7“2 7 ) [<d:c> (d:ﬂ) ] (4.105)

El signo de igualdad en la ec. (4.105) proporciona el valor critico del
parametro de estabilizacién que garantiza el no crecimiento del error numérico.
A continuacién se comprobard la precisién de la expresién anterior con un
sencillo ejemplo.

Consideremos la solucién por el MEF del problema 1D siguiente

16 124
—_— _— _— = < < .
U— + 5 =0, 0<x < (4.106)

70



con las condiciones de contorno de Dirichlet

¢ = 0 sobre x=0

¢ = 1 sobre z=I (4.107)

Obtendremos la solucién del MEF con elementos finitos de dos nodos.
Para una malla uniforme, el valor medio del residuo y de su derivada sobre un
elemento con nodos 7 y i + 1 viene dado por

dz

La solucién mejorada se obtiene ahora por un simple alisado de la derivada

~l€ U df (6)
) = — o (Pir1 — ¢i) vy (—1) =0 (4.108)

% en los nodos. El residuo elemental para la solucién mejorada se expresa

por

# = 2t ) + g B — ) (4.109)

donde gb’ ( ) Operando se encuentra
7

fée) = (¢z+1 Gi—1+Piya—Pi)+

41(e 5 (ir2—di—dir1+¢i—1) (4.110)

k
2(1)?
Un proceso similar conduce a (prescindiendo del término de derivada ter-
cera de ¢)

dr (e) d2
(ﬂ) B ’ - 5Piv2 — ¢ — i1 + di—1] (4.111)

d A2 T T 20@y2

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en (4.105) se obtiene el pardmetro
de estabilizacién critico por

Giv2 —3¢it1 +3¢i — i1 1 (4.112)

Giv2 — Giv1 — Qi T Pic1 Y

es el numero de Peclet elemental.

donde v = )

Puede Comprobarse que el valor de a(® obtenido de la ec. (4.112) coin-
cide con la expresién analitica usualmente utilizada en la préactica. Para ello
sustituyamos en la ec. (4.112) el valor general de ¢; de la solucién numérica
de este problema que se expresa por

M} (4.113)

1+vy(a—1)
donde A y B son constantes. Después de sencillas operaciones algebraicas se
deduce de (4.112)

¢i:A+B{

o >1 - - (4.114)
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que coincide con el valor critico estdndar del pardametro de estabilizacion (ver
ec. (4.25)).

FEn las Figuras 4.7 y 4.8 se muestran dos aplicaciones practicas del proceso
adaptable (iterativo) para calcular « explicado en el apartado anterior.

1 T T 1 1 1111 T 1T 1T 17T 717 1 rT 1T 1T 1T T T T 1T 1T 1T 1T 1T T T T 1T 1T 171
0.95 - B
08 B
0.90 - B
06 B
0.85 -
o [0}
0.80 [ 04 F B
0.75 -
02 |
0.70 - 2\ j
0F A
0.65 - 1\ s
0.60 I I S | -02 N I Yy I | |
5 10 15 20 0 5 10 15 20
Element Number X
€) (b)

Figura 4.7: Problema de conveccion-conduccién unidimensional. Malla de 20
elementos lineales, v = 5. a) Convergencia del valor critico del pardmetro de
estabilizacién elemental a(®); b) Convergencia de distribucién de ¢

I TIrT T s s B B
0.95 - . o8k 4
0.90 - b

0.6 - B
0.85 - B
o® ¢ 04r :
0.80 - B
0.2 - b
0.75 - B
ok i
0.70 - B
0.65 [- . 0.2 7
0.60 N S Y I Ay Iy | 04 Iy
5 10 15 20 0 5 10 15 20
Element Number X
@ (b)

Figura 4.8: Problema de conveccion-conduccién unidimensional. Malla de 20
elementos lineales, v = 25. a) Convergencia del valor critico del pardmetro de
estabilizacién elemental a(®); b) Convergencia de distribucién de ¢
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En el primer caso se resuelve el problema definido por las ecs. (4.106)
y (4.107) para v = 5 con una malla de 20 elementos lineales. Se toma un
valor inicial @ = 5 para todos los elementos. La Figura 4.7a muestra la
convergencia de la solucién para célculo de o!®). Se advierte que se obtiene el
valor critico a(® = 0,8 en toda la malla después de algunas iteraciones. En
la Figura 4.7b se muestra la convergencia de la distribucién de ¢ que coincide
con la solucién “exacta” después de tres iteraciones. Adviértase la solucién
inestable obtenida en la primera iteracién, con valores de ¢ negativos en las
proximidades del extremo derecho del dominio.

En la Figura 4.8 se muestran resultados para el mismo problema obtenidos
con v = 25. Como en el caso anterior, se obtiene una buena solucién para ¢
después de dos iteraciones. Para converger al valor de o) correcto en toda la
malla se necesitan, no obstante, siete iteraciones.

Es interesante advertir que en ambos problemas para obtener una solucién
estable basta con utilizar una buena aproximacién para o!® en la vecindad de
la zona de altos gradientes (el extremos derecho), lo que sucede en dos o tres
iteraciones [42].

4.6.2 Problemas de conveccion-conduccién bidimensionales re-
sueltos con el método de calculo finitesimal

En los problemas 2D que se muestran a continuacion se han utilizado elementos
rectangulares de cuatro nodos. El gradiente de ¢ se ha calculado en los puntos
de Gauss 2 x2 en cada elemento. El campo de primeras derivadas mejoradas se
calcula proyectando los valores de los puntos de Gauss a los nodos utilizando
una interpolacién bilineal y luego calculando la media de los valores nodales
discontinuos que contribuyen al nodo cada uno de los elementos adyacentes.

Problema de conveccién-conducciéon con fuente nula, velocidad dia-
gonal y condiciones de contorno uniformes de Dirichlet

El primer ejemplo es la solucién del problema estandar de conveccién-conduc-
cién con () = 0 en un dominio cuadrado de lado unidad con

ke =k, =1, u=[11T, v=1x10"Y Q=0 (4.115)

Se suponen las siguientes condiciones de Dirichlet:

=0 alolargodeloslados =0 e y=0
¢ =100 alolargo dellado xz=1
Gn =0 alolargodellado y=1
La solucién esperada en este caso es una distribucién uniforme de ¢ = 0

sobre todo el cuadrado, a excepcion de la zona proxima al lado y = 1 donde
se forma una capa limite.
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El dominio se discretiza con una malla uniforme de 400 cuadrilateros de
cuatro nodos, como se muestra en la Figura 4.9. Se tienen en cuenta efectos
de estabilizacién transversal tomando v = V¢ en la ec. (4.97). Se ha escogido
(e)

€
o) = o

= 0 en todos los elementos.

q=0

¢=0 »=100

$=0

u

Figura 4.9: Problema de conveccion-conduccién de calor bidimensional con
velocidad diagonal. Malla de 400 cuadrildteros lineales de 4 nodos

() _ (&

La Figura 4.10 muestra la distribucién inicial de ¢ para as’ = ;' =0
(solucién de Galerkin). Noétese las grandes oscilaciones en la solucién, como
era de esperar. En la Figura 4.11 se muestra la solucién final convergida
después de siete iteraciones. Puede verse que se captura la capa limite en las
proximidades del lado y = 1 sin oscilaciones. Por el contrario, la solucién es
oscilatoria (inestable) en esa zona, si se hace nulo el pardmetro de estabilizacién
transversal al(fe), lo que conduce a la solucién del método SUPG estdandar.
En la Figura 4.12 se muestra la comparacién de las distribuciones de ¢ a lo
largo de la linea entre y = 0,5 obtenidas con el método estabilizado completo

(incluyendo los efectos de al? y age) y con el método SUPG (age) =0)).

En la Figura 4.13 se muestra finalmente la distribucién del vector de longi-
tud caracteristica h dado por la ec. (4.97). Se aprecia que en la parte central
del dominio los vectores h estan alineados con la direccién del vector velocidad
(es decir, hy = 0), mientras que en la proximidad de los contornos el efecto del
parametro de estabilizacion transversal h; conduce a un cambio importante en
la direccién de h [43].
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Figura 4.10: Problema de convecciéon-conduccién de calor bidimensional con

(e) (

velocidad diagonal. Distribucién oscilatoria inicial de ¢ para ag’ = ate) =0

100

50

Figura 4.11: Problema de conveccién-conducciéon de calor bidimensional con
velocidad diagonal. Distribucién final de ¢ después de siete iteraciones
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Figura 4.12: Problema de conveccién-conduccién de calor bidimensional con
velocidad diagonal. Distribucion de ¢ a lo largo de la linea central obtenida
con la formulacién estabilizada completa incluyendo términos de captura de
discontinuidades (o # 0) y la formulaciéon SUPG (ay = 0)
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Figura 4.13: Problema de conveccién-conduccién de calor bidimensional con
velocidad diagonal. Distribucién final del vector de longitud caracteristica h

4.6.3 Problema de conveccion-conduccién del calor bidimen-
sional con fuente nula y condicion de contorno de Dirich-
let no uniforme

Se resuelve ahora la ecuacion de conveccidén-conduccién del calor con las condi-
ciones siguientes
11 1 1

—_— = — — — Q] T
5 2], u = [cos @, — sin 0] (4.116)

100 si (z,y) € Ty,

by =ky =107 Q(z,y) =0, o(z,y) = { 0 s (zy)eTy (4.117)
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El problema se resuelve utilizando una malla estructurada de 576 elementos
cuadrildteros lineales de cuatro nodos (Figura 4.14). Se toma un valor de u
definido por tan @ = 2 De nuevo se escoge v = V¢ y los valores Oage) = Oal(fe) =

0 en todos los elementos.

\u\ $»=100

0=0

Figura 4.14: Problema de conveccion-conduccién de calor bidimensional con
condicién de Dirichlet no uniforme. Malla de 576 elementos cuadrildteros
lineales de cuatro nodos

En la Figura 4.15 se muestra la distribucién oscilatoria de ¢ obtenida para
la primera solucién con los parametros de estabilizacién nulos. La distribuciéon
final de ¢ después de siete iteraciones se muestra en la Figura 4.16. Se aprecia
que se capturan sin practicamente oscilaciones tanto las capas limite cerca de
los contornos, como la zona de alto gradiente en el interior. No es asi el caso si
se utiliza la formulacién SUPG (age) =0
(oscilatoria) cerca del lado z = 1 (Figura 4.17).

La Figura 4.18 muestra la distribucién del pardmetro de estabilizacién h.
Se advierte que la direccién de h en la zona suave de la solucién esta alineada
con la de la velocidad u, mientras que h cambia de direccién al acercarse a las

zonas de altos gradientes de ¢.

) obteniéndose una solucién inestable

4.7 ANALISIS TRANSITORIO DE PROBLEMAS
DE CONVECCION-CONDUCCION DEL
CALOR

En este apartado abordamos la solucién de la ecuaciéon de conveccién-conduc-
cion de calor transitoria definida por

pc% +u/DVy-VIDV4—-Q=0 en Q (4.118)
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Figura 4.15: Problema de conveccién-conduccién de calor bidimensional con
condicién de Dirichlet no uniforme. Distribucién oscilatoria de ¢ inicial para
Od(e) _ a(e) =0
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Figura 4.16: Problema de conveccién-conduccién de calor bidimensional con
condicién de Dirichlet no uniforme. Distribucion final de ¢ después de siete
iteraciones
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Figura 4.17: Problema de conveccién-conduccién de calor bidimensional con
condiciéon de Dirichlet no uniforme. Distribuciéon de ¢ a lo largo de la linea

central obtenida con la formulacién estabilizada completa incluyendo términos

de captura de discontinuidades (ay # 0) y la formulacién SUPG (ay = 0)
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Figura 4.18: Problema de conveccién-conducciéon de calor bidimensional con
condicién de Dirichlet no uniforme. Distribucion final del vector de longitud

caracteristica h
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Con las condiciones de contorno

p—d=0 en Q (4.119)
n’DVé+G=0 en T, (4.120)

y la condicién inicial
¢($,y, Z’O) = ¢0 (4-]-2]-)

4.7.1 Discretizaciéon en el espacio y el tiempo

Consideremos en primer lugar la discretizacién en el espacio. Para ello, hare-
mos uso de la formulacién de célculo finitesimal descrita en el Apartado 4.5.
Asi estableciendo las ecuaciones de balance en un dominio de tamafo finito y
reteniendo términos de los desarrollos en serie de Taylor de un orden mayor
al usual en la teoria infinitesimal se obtienen las ecuaciones de gobierno mo-
dificadas que se escriben por

r— %hTVT =0 en (4.122)
p—¢=0 en T, (4.123)
1
n’DVe + G — §nThr =0 en T, (4.124)
donde
_ (9, 7 T _
r=pc( 5 +u'Ve) - VIDVs-Q=0 (4.125)

La condicién inicial sigue siendo la ec.(3.4).

En la obtencién de la eq. (4.122) se han despreciado términos de mayor
orden en las derivadas temporales. Una obtencién més precisa incluyendo
dichas derivadas puede encontrarse en [42]. La forma de las ecs. (4.122-4.124)
es, sin embargo, suficiente para resolver problemas de interés practico.

La aproximacién por el MEF se escribe en la forma usual en problemas
transitorios

n
i=1
Aplicando el método de residuos ponderados de Galerkin a las ecs. (4.122)-
(4.124) se obtiene, tras realizar las integraciones por partes usuales, la forma
integral siguiente

/ [Ni (pc% + uTV<5> + VTN@'DVé] d _/ NiQdQ+
0 Q
(4.127)
- Z/ LWN, e 4 TV - VTDVG - Q| d2 =0
- Qe) 2 ot
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Sustituyendo (4.126) en (4.127) se obtiene el siguiente sistema de ecua-
ciones algebraicas

da
C2 {Ka=f 4.12
g T Ra (4.128)
con

a=[b1,62,....0n]" (4.129)

e 1
o= | <Ni+—hTVNi) peNid2 (4.130)

J Q) 2

v

K© _ / . (NuTVN; + VTN,DVN; ) do+
Q e
(4.131)

1
+ [ ShTVN; (u'VN; - VIDVN;) d0
Qe 2

. 1
fi(j) = /Q(e) N;QdQ) + +/Q(e) §hTVNz‘QdQ (4-132)

En la practica es usual de precisar el término en que interviene la longitud
caracteristica h en la matiz C y operar con la expresién diagonal de C deducida
segun lo explicado en el Capitulo 3. Se deduce también que el término de
conduccién en la segunda integral de (4.131) es nulo si se utilizan elementos
lineales. Asimismo, la segunda integral de (4.132) es nula para ) constante.

Para la integracién en el tiempo haremos uso del esquema trapezoidal
estudiado en el Apartado 3.5.1. La ecuacién matricial resultante se escribe
como

(C + AthK)a™ ™! = AL(OF" ! 4 (1 — 0)f") + [C — At(1 — H)K]a"  (4.133)

Recordemos que el algoritmo anterior es incondicionalmente estable (y por
tanto convergente) para 6 > 1/2. El caso § = 0 (algoritmo de Euler hacia
adelante) es muy interesante, pues aunque su estabilidad estd condicionada y
exige utilizar incrementos pequenos, proporciona un esquema explicito cuando
la matriz C es diagonal (Cp).

El esquema explicito se escribe por tanto como (con C = Cp)

a"tl = a" +a" + AtCl[f" — Ka"] (4.134)

Un estudio de la estabilidad de este esquema para elementos lineales uni-
dimensionales conduce a la condicién siguiente (ver ref. [26] para los detalles)

1
c< con a>1-—— (4.135)
1+ ay Y
1 1
c<—+4a para a<l-—-— (4.136)
Y Y
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donde ¢ = 7;(%;& es el numero de Courant del elemento y « el parametro de

estabilidad espacial del problema 1D.

La condicién (4.135) es la esencial para la estabilidad temporal e incluye
la condicién para el parametro de estabilidad espacial « obtenida para el caso
estacionario. La condicién (4.136) indica que para a = 0 (método de Galerkin)
el algoritmo se hace incondicionalmente inestable para v — 0o, ya que en este
caso la ec. (4.135) requiere ¢ = 0 y, por tanto, At = 0,

Sustituyendo la expresién de « en ¢ en (4.135) se deduce que

¢ <1 en el denominado limite advectivo (y — o0) (4.137)
Por otra parte, de la expresién de ¢ en (4.135) se obtiene

h2
At < o5 oo el limite difusivo (h — 0) (4.138)

La desigualdad (4.137) es la denominada condicién CFL (Courant-Friedichs-
Lewyor) y proporciona el mejor valor superior de At que podemos esperar.

Los limites de estabilidad anteriores se utilizan también en problemas 2D
y 3D. En lo que respecta al vector de longitud caracteristica en estos casos,
se suponen que son validas las mismas expresiones que para el problema esta-
cionario. En la practica esto implica tomar

u Vo
h=h,— +h——
Vgl

|ul
Las longitudes caracteristicas a lo largo de las lineas de corriente hg y
transversal h; se pueden calcular aplicando el algoritmo del Apartado 4.5.2
para cada paso de tiempo. En la practica basta con realizar un par de itera-
ciones para obtener el valor mejorado de hg y hy.
Si se desea evitar el cdlculo iterativo de hs y hy, pueden utilizarse los valores
aproximados definidos por las ecs.(4.99).

(4.139)

4.7.2 Método de Taylor-Galerkin

La técnica de integracién aplicado en el apartado anterior (similarmente al es-
tudiado en el Apartado 4.5.2) se engloba dentro de los denominados algoritmos
espaciales-temporales. Es decir, la solucién se basa en realizar primeramente
una aproximacion en el espacio por medio del método de residuos pondera-
dos, utilizando funciones de forma y de peso espaciales, y en segundo lugar
aplicar un algoritmo de integracién temporal a las ecuaciones resultantes de
la discretizacion espacial.

El método de Taylor-Galerkin se basa en el procedimiento inverso. En
primer lugar se efectia la integracién en el tiempo a partir de las ecuaciones
de gobierno en forma diferencial y, tras ello, se aplica el método de residuos
ponderados de Galerkin a las ecuaciones diferenciales que resultan de la apro-
ximacién temporal [6,26,49].

El método de Taylor-Galerkin es una popular técnica de integraciéon tem-
poral de sistema de ecuaciones de conveccién-difusién que introduce efectos
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estabilizadores en la solucién numérica. Describiremos sucintamente la base
de dicho método y las analogias con la técnica de calculo finitesimal.

Consideremos el desarrollo en series de Taylor de la solucién en el tiempo.
Utilizando diferencias hacia adelante se obtiene

¢n+1 ¢n
At

En (4.140) ¢,, indica el valor de ¢ en el tiempo t,, y (-) = %.
De la ec. (4.118) se deduce (suponiendo u constante en el tiempo)

At
=, + 7¢’,§ + O(At)? (4.140)

pedl, = —pc(ul' V) + VDV, + Q, (4.141)
y
pedl, = —pcu’ Vg, + VDV, + Q) (4.142)
Sustituyendo (4.141) y (4.142) en (4.140) se tiene
n n At
pe PO TG, £ VDV 6,4 Qut S (—pen” Ve, - VDV, Q)
(4.143)
El ¢/, en el cuarto término del segundo miembro de (4.143) se aproxima
Pnt1—0n

por (4.141). Sin embargo, el ¢;, del quinto término se aproxima por “*4=
para evitar derivadas terceras en el espacio. Agrupando los coeficientes de

Gn+1Y On se llega a

(pc— BVTDV) g1y = [,oc +AVTDV + pcAtu’'V + %(uTV)ﬂ bt

+AL (1= 50TV Qu + 22 Q,
(4.144)
donde

(V)2 =u'vul'v) (4.145)

Aplicando el método de residuos ponderados de Galerkin a la ec. (4.144)
se obtiene el sistema siguiente

At At _ _
[C 4 71(} N {c S SR AR K an b (4146)
donde C es la matriz de capacidad térmica usual,

K\ = / vINODVNE d0 (4.147)
g Q(© ! J

es la matriz de conduccién

K© = [ N99TvN9d0 (4.148)
1] Q(e) J
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gl = At VN () VTN a0 (4.149)
] 2 Qe J
fr, = At/( : N; [(1 E %uTV) Qn + %Q;] dQ (4.150)
Q e

Obsérvese que el proceso de discretizacién anterior produce un algoritmo
tipo Crank-Nicolson (6 = %) para los términos convectivos, mientras que el
término de conduccién se compone de la matriz de conveccién usual K. y una
matriz de difusién “artificial” K,. El valor de dicha difusién es D = %uuT.

Es facil deducir que esta matriz de difusién artificial coincide con la que se
obtiene con el método SUPG tomando h = uAt (o lo que es lo mismo a = ¢).
De ello se desprende que el método de Taylor-Galerkin no incluye efectos de
estabilizacién transversales.

Pese a la aproximacién del tipo de Crank-Nicholson para los términos
de la ec. (4.146) sigue siendo explicita para la conveccién y, por tanto, es
incondicionalmente estable. La estabilidad de dicha ecuacién viene gobernada
por el limite de Courant de la ec. (4.137).

Introduciendo la regla trapezoidal para aproximar los términos conductivos
puede obtenerse una versiéon totalmente explicita del algoritmo de Taylor-
Galerkin dada por

a,11=a,+ AtCBl[f'n -Ky; - K. - K]a, (4.151)

donde Cp es la forma diagonal de C.

El limite de estabilidad de este algoritmo viene dado también por la ec.
(4.137). Haciendo a = ¢ de deduce

1
c<y5+1-— (4.152)
v

El algoritmo de Taylor-Galerkin es andlogo al denominado método de Ca-
racteristicas-Galerkin. En este método explicado con detalle en la ref. [50]
se efectiia en primer lugar una aproximacién temporal a lo largo de las lineas
caracteristicas de la solucién. Tras ello se aplica el método de residuos ponde-
rados de Galerkin a las ecuaciones resultantes. La forma final de las ecuaciones
en el problema 1D es idéntica en ambos casos [6,26,50].
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Capitulo 5

ANALISIS DE PROBLEMAS
DE TRANSMISION DEL
CALOR NO LINEALES

5.1 INTRODUCCION

Estudiaremos en este capitulo la solucién por el MEF de problemas de trans-
misién del calor no lineales. La no linealidad puede deberse a la dependencia
de alguna de las propiedades del material con la temperatura (conductividad,
calor especifico, coeficiente de radiacién, etc.), o bien a que alguno de los
términos de fuente o absorcién de calor son funcién de la temperatura.

Ejemplos tipicos de problemas no lineales se encuentran en estudio del
problema de radiacion del calor en el que el flujo de calor a través del contorno
es funcién de la cuarta potencia de la temperatura (ec.(1.30)) y en problemas
de cambio de fase, donde el calor especifico es una funcién altamente no lineal
de la temperatura. El estudio de este tltimo tipo de problemas se abordara
con mas detalle en el préximo capitulo.

En este capitulo no trataremos las no linealidades inducidas por el acopla-
miento de la ecuacién del calor con ecuaciones de la mecénica de sélidos o de
fluidos. Es decir, supondremos que el dominio de anélisis no cambia y que el
campo de velocidades es constante y con divergencia nula (flujo incompresible).

La organizacién del capitulo es como sigue. Seguidamente se estudiard la
solucion general del problema no lineal de transmision del calor estacionario.
Tras ello se describird el planteamiento de solucién de problemas transito-
rios no lineales utilizando algoritmos de integraciéon temporal explicitos e
implicitos.
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5.2 ANALISIS DE PROBLEMAS DE TRANSMI-
SION DEL CALOR NO LINEALES ESTACIO-
NARIOS

Consideremos la ecuacion de transmision del calor estacionaria

—u'Vp+VIDVyp+Q=0 en Q, (5.1)

con condiciones de contorno

p—d=0 en T, (5.2)

n'DV¢y+g=0 en T, (5.2)

en que alguna de las propiedades del material o los términos de fuente/absorcién
son una funcién no lineal de la temperatura. Es decir

Un ejemplo es el caso de transmision del calor por radiacion en el que el
flujo de calor a través del contorno es una funcién cuartica de la temperatura;
es decir

q= oz(gb4 - ﬁngt) (5.4)

La forma discretizada del MEF de las ecs. (5.1) y (5.2) se obtiene por
el procedimiento usual descrito en capitulos anteriores. Por conveniencia ree-
scribiremos ahora el sistema de ecuaciones algebraicas resultantes como

r(a) = p(a) —f(a) =0 (5.5)

En la ecuacién anterior r(a) es el vector de flujos residuales, mientras
que los vectores p(a) y f(a) se denominan vector de flujos nodales internos y
externos, respectivamente.

La forma general del vector p(a) se escribe como

pi(@) == [ Bla@d+ [ a(@Nigla)dr (5.6)

En (5.6) q(a) es el vector de flujos de calor que puede tener una depen-

dencia no lineal con la temperatura. Los casos més tipicos son (Figura 5.1)

Dependencia secante

q=—-D,(a)g = —D,(a)Ba (5.7)



q Tangente
dg =Dy @A

\ Secante

B G=Dy($)g . D;=TanP

9 (9=5)

Figura 5.1: Relaciones no lineal secante y tangente entre flujo de calor y
gradiente de temperatura en el problema 1D

Dependencia tangente

dq = —Dp(a)dg = —Dy(a)Bda (5.8)

Obviamente en un material lineal ¢ = —Dg = —DBa.

En las ecs. (5.7) y (5.8) g es el vector de gradientes de la temperatura
(8=V9).

La segunda integral en (5.6) se debe a efectos de radiacién en el contorno
de Neumann. Un tipico ejemplo es la dependencia de ¢ con la cuarta potencia
de la temperatura en el contorno expresada por la ec. (5.4).

La dependencia del vector de flujos nodales internos f con a en (5.5) se
puede deber a la dependencia de la fuente o los coeficientes de conveccién y/o
radiacién con la temperatura.

Obviamente para el caso lineal

p(a) = Ka (5.9a)

f(a) = f (5.9b)

recuperandose la ecuacién matricial estindar Ka = f. La expresion de la
matriz de rigidez K y el vector de flujos nodales equivalentes coincide en este
caso con las obtenidas en capitulos anteriores (para el problema de transmisién
del calor por conduccién).
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5.3 SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES
NO LINEAL

5.3.1 Método de iteracion directa

Supongamos que la forma del sistema de ecuaciones no lineales resultante de
la discretizacién se escribe como

K(a)a=f (5.10)

El esquema iterativo mas sencillo para solucién de la ec. (5.10) es

a"t! = [K(a")] " 'f (5.11)

donde a” representa valores del vector de temperaturas nodales en la iteracién
n-ésima. Este método se conoce como de iteracion directa, método secante o
método de Picard. La solucién iterativa de la ec. (5.10) prosigue hasta que
la diferencia entre los valores del vector a entre dos iteraciones sucesivas es
suficientemente proximo. Esta condicién de convergencia suele medirse en la
practica en funcién de una cierta norma de la diferencia de los valores entre

a"t! y a”. La norma més popular es la cuadratica que se escribe como

1
la"*t —a"|| = E[;(G?H —af)]'? <e (5.12)
donde el sumatorio se extiende sobre el nimero total de nodos en la malla y € es
la tolerancia de error admitida. En la préctica se suele tomar £ = 1072 — 1073,
El proceso iterativo de la ec. (5.11) se representa gréficamente en la
Figura 5.2a. Este proceso puede no converger en problemas altamente no
lineales si la solucién inicial a® esté lejos del valor final. En la Figura 5.2b

se muestra un ejemplo de proceso iterativo divergente utilizando el esquema
(5.11).

5.3.2 Método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson es el mas popular para solucién de sistemas
de ecuaciones algebraicas no lineales [6].
Consideremos la solucién del sistema no lineal expresado por

r(a) =p(a)—f(a)=0 (5.13)

Supongamos que se conoce una soluciéon aproximada a”. Obviamente al
no ser una solucién exacta, se cumple que

r"=r(a") #0 (5.14)

Escojamos una perturbacién de la solucién a™ definida por Aa™ tal que

! = r(@" ™) = p(@a™t!) — f(a"t) =0 (5.15)
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@ (b)
N ‘4
p(a =<(‘a)a T 4 }%/

v
v

2 a =22 a @ a & a &
__f _  f
=t K@

Figura 5.2: Método de iteracién directa. a) Proceso iterativo convergente. b)
Proceso iterativo divergente

con
a"t =a" + Aa" (5.16)

Obviamente, la solucién del sistema no lineal (5.15) es igual de dificil que
el problema original (5.13). Para simplificar el proceso se desarrolla en series
de Taylor el vector de flujos residuales r"*! en la proximidad de la solucién
an

"t =r(a” 4 Aa") =r" + or
Oa

Tomando los dos primeros términos de desarrollo de Taylor anterior, puede
encontrase un valor mejorado de la solucién calculando el vector Aa™ de ma-
nera que

Aa"™ + OAa* (5.17)

Or
"+ —| Aa" =0 5.18
r' + 9al. a (5.18)
0
r" + KTAa" =0 (5.19)
con 5
r
Kr=— 5.20
T~ da (5:20)

La matriz K7 se denomina matriz de rigidez tangente [6]. Su expresién
depende de la dependencia de los vectores p y f con a. En el apartado siguiente
se detalla el calculo de K.

De (4.19) se deduce

Aa" = —[K2]"1r? (5.23)

El valor mejorado del campo de temperaturas se obtiene por

a"t =a" + Aa” (5.24)
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La convergencia del proceso iterativo se puede medir en la norma de los
valores de Aa™. Es no obstante mds preciso comprobar el valor del vector de

flujos residuales r"*! obtenido a partir del valor de a”*!. Asi, si
[+
<e¢ 5.25
) 529

se detiene el proceso iterativo. Si no se cumple (5.25), se repite el proceso de
calculo de las ecuaciones (5.23)-(5.25) para obtener a"*2. etc.

En (5.25) ||-|| es la norma cuadratica de un vector definida por la ec.(5.12).
La norma del vector f"! se incluye en el denominador de (5.25) para rela-
cionar el valor de la norma de r"*! con un valor de referencia. Es decir, se
acepta que la solucién ha convergido cuando la norma de r™*! es lo suficien-
temente pequena en comparacién con la del vector de flujos nodales.

En la Figura 5.3 se muestra la representacién grafica del proceso iterativo
de Newton-Raphson. En dicha figura se muestra también un ejemplo de diver-
gencia de este proceso. Estas divergencias son tipicas en problemas altamente
no lineales y cuando el valor inicial esta lejos de la solucién final.

€) (b)

r3

AdP Adl | AR R R
& at & & a Y & a 2

v

Figura 5.3: Método de Newton-Raphson. a) Proceso iterativo convergente.
b) Proceso iterativo divergente

5.3.3 Calculo de la matriz de rigidez tangente

De la ec. (5.20) se deduce la expresién de la matriz de rigidez tangente como

67*@- . 6
K, = da,  da, (pi — fi) (5.26)

Si el vector de flujos nodales no depende de la temperatura, la expresién
de la matriz tangente es simplemente

Op Op;
Kr=— o Kr,=+—
J 8aj

=5 (5.27)
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En el caso usual de que la no linealidad se deba a la dependencia de la
matriz de conductividad con la temperatura, la expresién de K¢ en este caso
es

0 dq
Ky =2 [ BT dQ:/BT—dQ 5.26
7= | Bade = [ BT (5.26)
Ahora
dq 0qdg
22" _ _D+B 5.27
da 0Ogoda r ( )
y
Kr=— / B D;BdQ (5.28)
Q
siendo
Jq
D = — 2
7= g (5.29)

la matriz de conductividad tangente (Figura 5.1).

5.4 VARIACIONES DEL METODO DE NEWTON-
RAPHSON

El método de Newton-Raphson exige el cdlculo e inversion de la matriz de
rigidez tangente en cada iteracién. Este puede ser un proceso muy costoso
que puede simplificarse de diversas formas.

La simplificacién més usual es mantener la matriz de rigidez tangente cons-
tante durante todo (o parte) del proceso iterativo. El célculo del incremento
de temperatura se escribe por

Aa' = —[G')Tr! (5.30)

donde G es la pseudo-matiz tangente en el proceso iterativo. Naturalmente
en el método de Newton-Raphson “exacto”

or

(5.31)

Obviamente, si G # KZT se pierde la propiedad de la convergencia cua-
dratica del método de Newton-Raphson. Esto no es un mayor problema para
la bondad del resultado final, siempre que este satisfaga la condicién final de
balance de flujos medida por una norma del vector de flujos residuales r (ver
ec.(5.25)).

Existen numerosas opciones para seleccionar la matriz de iteracién G. La
mas sencilla es mantener G constante de manera que G = K, es decir iterar
con la matriz de conductividad del problema lineal. Esta opcién funciona
razonablemente bien en problemas de baja no linealidad [6].
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La opcién mas popular es G constante e igual a la matriz de rigidez tan-
gente calculada en una iteracién previa.

Asi

G' =K}, j=cte (5.32)

Obviamente el valor de j puede actualizarse cada cierto nimero de itera-
ciones. En la Figura 5.4 se representa graficamente este proceso iterativo que
recibe el nombre de método de Newton-Raphson modificado.

Existen diversas técnicas para acelerar la convergencia del método de
Newton-Raphson. Una de las méas populares se denomina método de longi-
tud de arco y se basa en obtener un valor mejorado de la solucién iterativa,
retornando a la curva de equilibrio a través de un arco de circulo. Otra alterna-
tiva es utilizar una recta inclinada para efectuar este retorno. En la Figura 5.5
se representan esquemdticamente ambas opciones. Para mayores detalles se
recomienda consultar la referencia [6].

f A (a)
[T
A a .
f A
— (b
+—> >
AP a

Figura 5.4: Método de Newton-Raphson modificado. a) Matriz de iteracion
G = K durante todo el proceso iterativo. b) Actualizacién de la matriz de
iteracion tangente cada tres iteraciones
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f A B (a)
(12
(xl
A v a -
f A
— (b
— ' —> >
Aat A& a

Figura 5.5: Métodos de longitud de arco. a) Retorno circular. b) Retorno
ortogonal

5.5 PROBLEMA TRANSITORIO NO LINEAL

La forma discretizada de la ecuacién del calor transitoria no lineal puede es-
cribirse en la forma mas general por

C(a)a+K(a)a—f(a)=0 (5.33)

donde C, K y f son funciones de las temperaturas nodales a.
El vector de flujos residuales en el tiempo t,, se escribe como

r" = C"a" + K"a” + f" (5.34)

Obviamente, en situaciéon de balance térmico debe cumplirse r = 0. La
solucién del problema no lineal se plantea de la siguiente forma: dados a™ y
a" encontrar a”, a"t! y a”t! de manera que se cumpla

= ertlantl Kt lant et = (5.35)

Presentaremos seguidamente un sencillo algoritmo iterativo de prediccion-
correcciéon para resolver este problema:

FEtapa 1  Iniciar el contador de iteraciones ¢ = 0
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FEtapa 2  Prediccion: ‘
= an (5.36)
iantl = a" + anAt (5.37)
donde () indica valores en la iteracién i-ésima.

Etapa 3  Calculo del vector de fuerzas residuales

= tcart 4 KAt —f (5.38)
con
‘C=cC(a"™) (5.39)
K =K(a"™) (5.40)
f = f(‘a"™!) (5.41)

Naturalmente si ||'’r" ™| < e, la solucién es la buscada.

Etapa 4  Calculo del incremento de temperaturas nodales.
Se utiliza el método de Newton-Raphson para resolver la ecuacion (4.38).
La expresién incremental resultante es (ver Apartado 5.3.2)

KrAa' = —ipnt! (5.42)

Aa' = —[[Kp]~! ipnt? (5.43)
En (4.42) ‘K7 es la matriz de rigidez tangente cuya expresién se obtiene
por

. Hirnti

1 —

Kr = a1 (5.44)
La expresién ‘Kp exacta puede ser dificil de obtener en problemas alta-

mente no lineales con dependencias complejas de C, K y f con la temperatura.

En estos casos suele utilizarse una expresion aproximada basada en despreciar

la dependencia de estas matrices con la temperatura. Asi de (5.44) se deduce

i 0 i n+l | i n+1 i 9 fa"tl —a” i
KT = W |: C]a + [ K]a — f:| ~ Caian'*'l At + K
(5.45)
De (5.45) se deduce
. 1. .
'K =—"C+'K 5.46
A CF (5.46)
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Capitulo 6

PROBLEMAS DE CAMBIO
DE FASE

6.1 INTRODUCCION

El cambio de fase es comun en situaciones de solidificacién, fundicién, va-
porizacion y condensacion, etc. La transformacién directa de sélido a vapor
se denomina sublimacién. Desde un punto de vista termodindmico, cuando
un sistema consta de mas de una fase, cada fase puede considerarse como un
sistema separado dentro del conjunto. Los pardmetros termodinamicos del sis-
tema completo pueden entonces construirse a partir de las dos fases. En este
capitulo consideraremos unicamente sistemas de dos fases (liquido y sélido),
y supondremos que la interaccion entre las fases se restringe al flujo del calor
en la interface.

El proceso de cambio de fase mas popular es, sin duda, la fundicién del
hielo y la solidificacién del agua. El estudio de problemas de cambio de fase
puede ser necesario en dreas tan poco usuales como el analisis de recipientes
de carburante nuclear y otros problemas en el campo de la generacién de
energia nuclear, como la prevencién de accidentes. Algunos sistemas de alma-
cenamiento de energia solar utilizan materiales que cambian de fase para alma-
cenar energia térmica en forma de calor latente. Otras aplicaciones geotécnicas
incluyen la congelacién de suelos para excavaciones; construccién sobre zonas
congeladas, formacién de rocas por congelacién de erupciones volcdnicas, etc.
[51,52]. En el conformado de plésticos se suceden cambios de fase pero con
pequenas cantidades de calor latente. En la industria de la alimentacion se
encuentran aplicaciones de los modelos de cambio de fase en la congelacién de
carne y otros alimentos, el secado por congelacién del café, etc. En medicina, la
técnica de crio-cirugia (congelacién y eliminacién de tejido maligno) involucra
el modelado del cambio de fase. El crecimiento de cristales en semiconductores
es otra aplicacién. Otro ejemplo es el andlisis de contenedores resistentes al
fuego que incorporan materiales que cambian de fase, con alto calor latente
para absorber calor al fundirse y asi retrasar el deterioro del contenido [53].
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Sin embargo, la aplicaciéon mas importante de los modelos de cambio de fase se
presenta en el estudio de procesos metalirgicos, tales como la purificacion de
metales; el crecimiento de cristales puros de mezclas fundidas; la solidificacién
de piezas fundidas; la soldadura; la colada continua, etc. [8,54-65].

La fundicién y la solidificacién son procesos de cambio de fase que van
acompanados de absorcion o liberaciéon de energia térmica. Existe una fron-
tera moévil que separa las dos fases con propiedades mecédnicas diferentes y en
la que se libera o absorbe energia térmica. Como ejemplo, si consideramos la
solidificaciéon de una pieza fundida, el calor en la mezcla y el calor latente de
fusion liberado en la interfaz sélido-liquido se transfieren a través del metal so-
lidificado, la interfaz entre el metal y el molde y el propio molde, encontrando
en cada uno de estos recorridos una cierta resistencia térmica. Durante la so-
lidificacién de aleaciones binarias y multicomponentes, los fenémenos fisicos se
hacen mas complicados debido a las transformaciones de fase que se producen
durante un rango de temperaturas. La temperatura mas baja, correspondiente
a la fase liquida completa, se denomina el “liquidus” y la temperatura mas
alta, correspondiente a la fase sélida, se denomina “solidus”. Estas tempera-
turas varian de acuerdo con la concentracién de los diferentes componentes de
la aleacién definidas por su diagrama de fases. Durante la solidificaciéon de una
aleacion, las concentraciones pueden variar localmente de la mezcla original,
ya que nuevo material puede incorporarse o apartarse en la zona del frente
de solidificacién. Dicha zona es parte sélido y parte fluido y se asemeja a un
medio poroso, denomindndose en la practica zona pastosa.

Es evidente de lo anterior que la completa comprension del fenémeno de
cambio de fase involucra el andlisis de los diferentes procesos que lo acompanan.
El méas importante de éstos, desde el punto de vista macroscépico, es el de
transferencia de calor. Su estudio se complica por la liberacién o absorcién del
calor latente de fusién en la interfaz liquido/sélido. En la préctica existen di-
versos métodos para tener en cuenta el efecto del calor latente en un programa
de analisis térmico por el MEF. Los métodos se dividen en métodos de malla
fija y de malla movil. Como sugieren los nombres, en los métodos de malla
fija se resuelve un sistema continuo dentro del cual se modela la progresién
del cambio de fase [54,60]. En los métodos de malla mévil, las regiones del
solido y del fluido se tratan por separado, y la interfaz de cambio de fase se
trata como un contorno mévil. En este capitulo limitaremos el estudio a los
métodos de malla fija. En las referencias [54-59] pueden encontrarse detalles
de otros métodos de malla mévil.

6.2 EL PROBLEMA DE STEFAN

El problema de solidificaciéon se conoce generalmente como problema de Ste-
fan, debido a que este problema se estudié por primera vez por Stefan para
calcular el espesor de hielo del casquete polar. El problema clasico se plantea
considerando la ecuacién de la energia en el dominio €, dividiéndolo en dos
dominios diferentes €; y €, con ; + 2, = . La ecuacién de la energia se

96



escribe como

plcl% =VID)Vo+Q en (6.1)
y
00 _ or
pscsa =V 'D;Vop+Q en (6.2)

donde los subindices [ y s indican el liquido y el sélido, respectivamente.
La descripcién completa del problema requiere, ademas de las condiciones
estandar en los contornos de Dirichlet y de Neumann y las iniciales, las condi-
ciones en la interfaz de cambio de fase I'y;, que son

bp = Om (6.3a)

dp
n’'D)(V¢), —nTDy(Ve), = pLE en Iy (6.3b)
donde p representa la posicién de la interfaz y Z—f la velocidad de movimiento de
la interfaz y T}, la temperatura de cambio de fase. La principal complicacién
al resolver las ecs.(6.1)—(6.3) es la indefinicién de la posicién de la interfaz de
cambio de fase, cuya posicién cambia en cada instante de tiempo.

6.3 ANALISIS POR EL MEF DE PROBLEMAS
DE CAMBIO DE FASE

Como se ha mencionado antes, los métodos de malla mévil para seguimiento
del frente intentan resolver el problema cldsico en su forma ma&s pura satis-
faciendo explicitamente las condiciones en la interfaz. Estos métodos pueden
utilizarse para resolver problemas de cambio de fase isotérmicos con buena
precision, pero se complican extremadamente cuando hay que tratar formas
geométricas de la interface complejas que varian con el tiempo. Debido a estas
dificultades, consideraremos en lo que sigue unicamente el método de malla
fija. Este método es muy general y permite considerar todas las condiciones
del cambio de fase sin necesidad de establecer a priori la posicién del frente.
Los métodos de malla fija se basan en la formulacién integral de Galerkin
obtenida a partir de las ecuaciones diferenciales de gobierno.

El punto de partida de la solucién numérica es la ecuacién de balance
térmico escrita en funcién de la entalpia. A partir de esta expresién puede
formularse el problema en términos de la entalpia de la temperatura. Ex-
plicaremos seguidamente las bases de esta formulacién y la obtencién de las
ecuaciones del MEF.

6.3.1 Definicion de entalpia

La ecuacién de conservacién de la energia puede escribirse para todo el dominio
de anélisis como

%—if =VIDVy+Q (6.4)

97



donde H es la funcién de entalpia, que se define como el contenido de calor
total, por [63]

®
H= pcdT + pLf (6.5)
¢ref
donde c es el calor especifico, ¢,y es una temperatura de referencia, L es el
calor latente que se libera en un problema de enfriamiento o que se absorbe en
un problema de fundicién y f es una funcién de cambio de fase definida por

ro={] oS (6:5)

para un problema isotérmico, (Figura 6.1a)

0 para ¢ < ¢
fl@)=q 0<g(¢) <1  parag, <o < (6.7)
1 para ¢ > ¢y

para el problema no isotérmico, (Figura 6.1b).

(@) Isotérmico f (b) No isotérmico

v

O o % O 0

Figura 6.1: Funcién de cambio de fase para los casos isotérmicos y no
isotérmicos

En las ecuaciones anteriores, ¢,, indica la temperatura de mezcla de las
fases y ¢s v ¢; las temperaturas de las fases sdlida y liquida, respectivamente.
La forma de la funcién g(¢) en (6.7) puede obtenerse utilizando un modelo
microestructural. La expresién més sencilla de g(¢) es la variacién lineal
definida por, (Figura 6.1b)

— ¢_¢s
¢l—¢s

Para el caso isotérmico, la ec.(6.6) indica que la entalpia es discontinua en
la interfaz del cambio de fase, lo que introduce una alta no linealidad en el

9(®)

(6.8)
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problema. Esta no linealidad se suaviza en el problema no isotérmico, ya que
la derivada de la entalpia esta bien definida sobre la zona pasiva.
De la ec.(6.5) se deduce que

OH of

gt J A )
96 ~ Ly (6.9)
y
0H 0OH 0¢ 8f) 0¢
TP L) 2 1
ot~ 00 ot ( TP5s) (6.10)
Utilizando (6.10), la ec.(6.4) puede reescribirse como
Of\ 99 _ or
(pc + pLa—¢) i V:DVo+Q (6.11)

Del examen de la ec.(6.11) se advierte que puede definirse un calor es-
pecifico efectivo por

0
c=c+ La—i (6.12)
La ecuacién de balance térmico puede reescribirse utilizando (6.12) como
0
pza—‘f =VI'DV¢+Q (6.13)

Las condiciones de contorno de la ec.(6.13) son las usuales en un problema

de transmisién del calor por conducciéon
p—d=0 en T, (6.14a)
n’DVé+G=0 en T, (6.14b)

En la ec.(6.14b), G es el flujo de calor que sale en direccién normal al
contorno de Neumann I';. Por sencillez no se consideran pérdidas de calor por
conveccién en este contorno. En (6.14a), G es la temperatura prescrita sobre
el contorno de Dirichlet T'y.

6.3.2 Formulacién de elementos finitos

El campo de temperaturas se interpola sobre el dominio de anélisis €2 utilizando
elementos finitos en la forma usual como

o= 6= N (6.15)

Aplicando el método de residuos ponderados de Galerkin a las ecs.(6.13)—
(6.15) se obtienen las ecuaciones de la discretizacién del MEF en la forma
usual

Oa
Co +Ka=f (6.16)

99



con

Y = N peN;d (6.17)
Q(e)

K9 - / vINCIDVN a0 (6.18)

ij Q) i 7

£ = / QdS) — ]{ N9gdr (6.19)
Qle) Iy

Obsérvese que las ecuaciones son idénticas a las obtenidas para el proble-
ma térmico estandard, sustituyendo el calor especifico ¢ por el nuevo calor
especifico efectivo ¢ dado por la ec.(6.12).

La solucién del problema transitorio no lineal sigue precisamente las etapas
explicadas en el Capitulo 5. La matriz de rigidez tangente en el proceso
iterativo se aproxima por

1
Kr=K+—C 2
T + Al (6.20)

Se observa que toda la no linealidad en el proceso de solucién se concentra
en el término g—é de la ec.(6.12). El célculo de esta derivada en problemas de
cambio de fase no isotérmicos no presenta ningin problema, pues la derivada
de f estd bien definida. Aceptando la expresién (6.8), la derivada g—f; es sim-
plemente

0

8—(J;=0 para ¢ <5 y ¢ > (6.21)
Y 0

a—i — o paa <6< (6.22)

La dificultad surge en problemas isotérmicos. En estos casos, % no esta
definida sobre la superfice de cambio de fase. Este problema se soslaya en la
practica alisando el valor de dicha derivada dentro del proceso iterativo para
el calculo de los valores de ¢ en el tiempo t,1, por

j 8f il 1 J 4n+1 n
(8_¢) = gt _gn Dara "> O, 9" < Om (6.23)
donde 7 (-)nle indica valores en el tiempo t,,41 correspondientes a la iteracién
j del proceso iterativo; y ¢™ es la temperatura en el tiempo t,. El efecto
practico de dicho alisado se representa en la Figura 6.2.

Obviamente, la calidad de la solucién numérica en la zona préxima a la
interfaz del cambio de fase depende del incremento de tiempo en el algoritmo
de integracién y también de la densidad de elementos en esa zona. Con in-
crementos de tiempo pequenos y refinando la malla de manera adaptable a
medida que avanza el frente, pueden obtenerse soluciones muy precisas [8].
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' df _ 1

| do =g

o Oy O™ ¢

Figura 6.2: Regularizacion del cédlculo de % en el caso isotérmico

Existen diversas variantes del método anterior. Por ejemplo, algunos au-
tores prefieren operar con la entalpia como la variable fundamental del pro-
blema [6,66]. Otra opcién es tratar el efecto del calor latente como un término
de fuente adicional [67,68]. En todos los casos las dificultades surgen del alto
gradiente producido por el calor absorbido o desprendido en la zona de la
interface. Los interesados en ampliar informacién sobre los detalles de cada
método numérico pueden consultar las referencias [8,55-69].

6.4 EJEMPLOS

6.4.1 Ejemplos de solidificacion y fundicién unidimensionales

En la Figura 6.3a se muestra la geometria del problema de solidificacién uni-
dimensional y las propiedades del material esenciales. Las temperaturas ¢,
Vv ¢, indican los valores iniciales y de cambio de fase, respectivamente. El
ejemplo puede resolverse sin hacer referencia a ningin sistema de unidades en
particular, y se ha utilizado como referencia en numerosas publicaciones [8].

En la Figura 6.3b se resuelve el mismo ejemplo con temperaturas de signo
opuesto como un problema de fundicién.

Debido al caracter unidimensional del problema en los dos casos la solucién
numeérica se obtiene con la malla de 20 elementos de 9 nodos que se muestra
en la Figura 6.3c.

Solucion analitica

La solucidn analitica que se presenta se ha tomado de la ref. [70].

Problema de solidificacion

La posicion del frente de solidificacion se obtiene por

x = 2\ (kyt)'/?
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a) Solidificacion

Doyt = -45 0,=0 ¢, =-0.15

A
v

b) Fundicion

Dot = 45 0,=0 ¢, = 0.15

A
v

4

c) Mallaparaandlisis por e MEF

E}

:

Figura 6.3: Problemas de solidificacién y fundicién unidimensionales.

70,26, pc = 1.0,ks = ky = k = 1.0

La temperatura en la zona sélida (z < z 0 ¢ < ¢y) viene dada por

edeenyd
= h
VA PTTIE
La temperatura en la zona liquida (z > x 0 ¢ > ¢) se obtiene por

(boo_(bf

(b:%o_w hQ[W}

En las ecuaciones anteriores A\ se obtiene resolviendo

e <ﬁ>1/2 boo— by eV  ALxl/?
h(A)  \ks ¢ )2 o
(A) f hy [)\ (k_z) f
donde
hi(z) = 1—(a1b+ agb® + asb® + agb* + a5b5)efx2 +e
y

hg(%‘) = 1—h1(1‘)
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con

1
b=
1+ px

. p=0,3275911

ap = 0,2548295 | as = —0, 2844967

as = 1,4214137 |, a4 = —1,4531520

as = 1,0614054 |, e<1,5x107"
Problema de fusion

La posicion del frente de fusion se obtiene por

x = 2\(kyt)'/?

La temperatura en la zona liquida (z < x 0 ¢ > ¢) viene dada por

o _ Go — ¢f x
0= hi () i {Q(k:lt)l/?}

La temperatura en la zona sélida (x > x 0 ¢ > ¢¢) se obtiene por

o x
/2 2 1/2
ho [)\ (Z_i) } (kst)1/?)
El valor de ) en estas ecuaciones se deduce de

hi(A)

e (k;s)l/? oy eVm ALrl/2
¢

R 0001, (5) 7] " alés—é7)

Las funciones hj(x) y ho(x) son las mismas que para el problema de soli-

dificacién.

Solucion numérica

En la Figura 6.4 y 6.5 se muestra la distribucién temporal de la temperatura
para los problemas de solidificacién y fusién obtenida con la formulacién de
elementos finitos basada en el calor especifico efectivo descrita en el apartado
anterior, utilizando un incremento de tiempo de 0,1. Se comprueba que la

solucién numérica coincide bien con la analiticaq en ambos casos.

En la referencias [51-69] pueden encontrarse mas ejemplos de problemas

de cambio de fase resueltos por el MEF.
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temperatura

= Solucion andlitica

A Solucioén por €l

MEF

2 3
Tiempo

v

Figura 6.4: Problema de solidificacién 1D. Comparacién de los resultados
obtenidos en el MEF con la solucién analitica

A
c 30
5
25
©
D 20—
o
g 15 <
10
= Salucion analitica
/' a Solucion por el MEF
; ANANANANAA A |
0 1 2 3 4 5
Tiempo

Figura 6.5: Problema de fusién 1D. Comparacién de los resultados obtenidos

en el MEF con la solucién analitica
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Capitulo 7

PROBLEMAS TERMICOS
ACOPLADOS

7.1 INTRODUCCION

Estudiaremos en este capitulo la solucién por el método de elementos fini-
tos de problemas térmicos acoplados. En primer lugar trataremos proble-
mas termo-mecéanicos, tipicos de mecanica de sélidos. En estos problemas se
produce un acoplamiento entre el campo de temperaturas y el estado tenso-
deformacional en el sélido. Por sencillez, limitaremos el estudio detallado
al denominado caso termo-mecanico unidireccional. Es decir, al estudio del
campo de deformaciones y tensiones en un sélido en presencia de una variacion
en su distribucién de temperaturas. El cambio de temperaturas origina una
variacion en el estado tenso-deformacional del cuerpo, pero se desprecian los
efectos mecanicos en la distribucién de temperaturas. Este tipo de problemas
es usual en el estudio de las deformaciones y tensiones en estructuras y piezas
mecédnicas sometidas a un ciclo térmico conocido.

Una variante mucho méas compleja del problema anterior es el estudio del
acoplamiento termo-mecdnico bidireccional completo. Es decir, estudiar la
variacion conjunta del estado tenso-deformacional y de la temperatura en el
cuerpo durante su deformacién teniendo en cuenta el acoplamiento completo
entre los fenémenos mecédnico y térmico. Este problema es tipico en el estudio
de procesos de fabricacién de piezas metdlicas por conformado, en donde las
grandes deformaciones a las que se somete el material inducen cambios en la
temperatura de la pieza durante el proceso de fabricacién.

En la segunda parte del capitulo daremos unas pinceladas del anélisis de
problemas térmicos en fluidos en movimiento. En este caso, las ecuaciones de la
transmisién del calor por conveccién-conduccién estan fuertemente acopladas
con las de la dindmica de fluidos. A la complejidad del problema acoplado se
anade generalmente la dificultad de la no linealidad intrinseca de las ecuaciones
de la dindmica de fluidos. Las aplicaciones de este tipo de problemas son muy
numerosas y abarcan el estudio de la ventilacién libre y forzada en recintos, el
estudio de flujos biolégicos y geoldgicos, el andlisis de procesos de llenado de
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moldes de fundicién, problemas de inyeccién de plasticos, etc...

7.2 PROBLEMAS TERMO-MECANICOS UNIDI-
RECCIONALES

Estudiaremos el analisis de la distribucién de temperaturas en un sélido eldstico
y su efecto en el campo de desplazamientos, deformaciones y tensiones in-
ducido por la variacién térmica. Para mayor sencillez supondremos un com-
portamiento lineal en el sdlido y también que el campo térmico no esta afectado
por la deformacion del sélido. Como ya se ha mencionado, los problemas de
este tipo se denominan acoplados unidireccionales, ya que el acoplamiento se
produce por la influencia de la variacién de la temperatura en el estado tenso-
deformacional del sélido, mientras que los cambios mecanicos no afectan al
problema térmico.

7.2.1 El problema térmico

La ecuacién que rige la evolucién de la temperatura en el sélido es la de la
transmisiéon del calor por conducciéon. En el caso transitorio general, dicha
ecuacién se escribe como (ver Capitulo 3)

9¢
PCE -

La expresion general es valida para problemas uni, bi y tri dimensionales,
definiendo adecuadamente el operador gradiente V y la matriz de conductivi-
dades D.

Las condiciones de contorno son las usuales para este tipo de problemas y
pueden consultarse en el Capitulo 3.

La solucién de la ec.(7.1) en el tiempo proporciona la evolucién del valor de
la temperatura en cada punto del sélido, desde el valor inicial ¢° (ver Capitulo
3). Obviamente, si las condiciones de contorno y el término de flujo Q) tienen
un valor estacionario, también se alcanzara un valor estacionario del valor de la
temperatura al cabo de cierto tiempo. En lo que sigue, denominaremos ¢ al
valor de la temperatura en el estado estacionario, es decir en el instante en que
la diferencia entre los valores de las temperaturas en dos tiempos sucesivos,
medida en una cierta norma, es menor que un valor prefijado.

VIDVy)—-Q=0 en [Qxt (7.1)

Es interesante advertir que el valor estacionario del campo de temperaturas
puede obtenerse directamente sin necesidad de resolver el problema transitorio,
resolviendo simplemente las ecuaciones de gobierno para el caso estacionario
dadas por

VIDV4+Q=0 en Q (7.2)

y las condiciones de contorno adecuadas (Capitulo 2).
La solucién por el MEF del problema conductivo estacionario sigue las
pautas estudiadas en el Capitulo 2.
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En lo que sigue definiremos como incremento de temperatura en cada punto
en el tiempo t, por

AP™? = ¢" — ¢° (7.3)
En el problema discreto se define
Aa™’ =a" —a’ (7.4)
donde
Aa = [A¢17A¢27”'A¢N]T
a = [0F, 5, AgR]" (7.5)
aO = [(b(lj7 ¢g7 e A(b?V]T

siendo N el niimero total de nodos en la malla.
Por conveniencia definiremos el incremento de temperatura en un punto
entre dos instantes de tiempo sucesivos t, 11 y t, por

A(anrl — (anrl . (bn (76)

y el incremento de temperatura entre el estado estacionario y el inicial por

A¢est — ¢68t _ gbo (77)

En la Figura 7.1 se muestran los diferentes incrementos de temperatura
mencionados.

Estas definiciones del incremento de temperatura son ttiles para el estudio
del problema elastico, como se describe en el apartado siguiente.

7.2.2 El problema mecanico acoplado térmicamente

Consideremos la deformacion de un sélido eldstico sometido a un conjunto
de cargas exteriores y a una variaciéon de la temperatura en cada uno de sus
puntos. Bajo dichas acciones el cuerpo sufre unos desplazamientos y, por con-
siguiente, unas deformaciones y unas tensiones. Si el sélido en su deformacion
alcanza una situacion de equilibrio, satisface el Principio de Trabajos Virtuales
que se escribe por [6,12]

/ selod = / oul'od + / sul'tdr (7.8)
Q Q r

En la ec.(7.8) o, b y t son los vectores de tensiones, de fuerzas mésicas y
de fuerzas de superficie, respectivamente, du es el vector de desplazamientos
virtuales y de el vector de deformaciones virtuales. La ec.(7.8) expresa la
igualdad entre el trabajo de las tensiones o y las fuerzas exteriores b y t, al
imponer al sélido un campo arbitrario de desplazamientos virtuales du que
origina otro de deformaciones virtuales de.
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¢n
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tn tn+1

Figura 7.1: Interpretacién de las deformaciones térmicas. a) Barra empotra-
da/libre. b) Barra biempotrada. c¢) Sélido bidimensional.

Las tensiones existentes en el cuerpo o se relacionan con las deformaciones
“reales” & que sufre el cuerpo por accién de las cargas, a través de la ecuacién
constitutiva

oc=D(—¢,) (7.9)

donde € es el vector de deformaciones totales relacionada con los desplaza-
mientos del cuerpo por la expresién

e=Lu (7.10)

donde L es un operador diferencial (por ejemplo en una barra ¢ = du o, —

dx
=)
dx /"

En la ec.(7.9) €, es el vector de deformaciones iniciales debidas al in-
cremento de temperatura en cada punto del cuerpo. KEste vector introduce
el acoplamiento entre el problema térmico y el mecanico. Es decir, debido
al incremento de temperatura en un punto, se produce una variacién de las
tensiones a través de la expresion (7.9).

La explicacién de la ec.(7.9) es la siguiente. Estd aceptado que las ten-
siones en un sélido eldstico son proporcionales a las denominadas deforma-
ciones eldsticas. Dichas deformaciones son una parte de la deformacidn total
que se define para el problema multidimensional por

e=e¢%4e, (7.11)
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donde €, € y e, son los vectores de deformaciones totales, eldsticas e iniciales
respectivamente.

El vector de deformaciones iniciales €, es funcion del incremento de tem-
peratura de cada punto A¢. Segun se defina dicho incremento, se obtiene un
significado diferente para e, (ver ecs.(7.3)—(7.7)). Por ejemplo en un problema
tridimensional

Ex 1
Ey 1
€, 1
€o = = aA 7.12
Vaz 0
Vyz 0

donde « es el coeficiente de dilatacion térmica del sélido. Se observa que una
dilatacion del sélido no provoca deformaciones (ni, por consiguiente, tensiones)
tangenciales.

El significado de g, es el de la deformacién libre de los puntos del sélido.
Es decir, la dilatacién (o contraccién) que sufrirfa un volumen diferencial que
no estuviera sometido a restricciones. Es interesante advertir que en un sélido
que pueda deformarse libremente, sin restricciones, por efecto exclusivo de
un incremento de temperatura de sus puntos, las tensiones son nulas. La
explicacién es que en este caso las deformaciones totales e coinciden con las
iniciales g, y, por tanto, las deformaciones eldsticas que originan tensiones son
nulas.

Aclararemos estos conceptos con un sencillo ejemplo del alargamiento de
una barra por efectos térmicos.

& Ejemplo 7.1 Interpretar las deformaciones iniciales con el andlisis de
la barra de la Figura 7.2 sometida a un incremento térmico uniforme.
Solucion

Consideremos la barra empotrada en un extremo y libre en el otro de la
Figura 7.2a. Sometida a un incremento de temperatura uniforme en todos
sus puntos, la barra incrementard su longitud inicial / en la cantidad

Al=aA¢l
y la deformacién (alargamiento) “inicial” es

A
aole:aA¢

Como la barra no tiene el alargamiento impedido, el alargamiento total

€ es igual al producido por el incremento térmico, y, por consiguiente, el
alargamiento elastico es nulo. Es decir

Ef=c—e"=alAp—alAp=0
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Por tanto, de (7.9) se deduce que la barra deformada estd libre de ten-
siones.

Consideremos ahora la barra biempotrada de la Figura 7.2b. Para eva-
luar las deformaciones iniciales supongamos que la barra puede alargarse
libremente. En esas condiciones, el “alargamiento inicial” de la barra
coincidirfa con el considerado en el caso de la barra empotrada/libre, esto
es, €2 = aA¢. Por otro lado, al tener la barra impedido el alargamiento
total por ser bi-empotrada, se cumple que el “alargamiento eldstico” es
ahora

el =g, — et =0—alAp = —al¢

xT

y, por tanto, de (7.9) se deduce que la barra estd sometida a un esfuerzo
axil de compresién uniforme de valor N = EaAg.

Por consiguiente, las deformaciones iniciales térmicas pueden interpre-
tarse como aquéllas que tendria el sélido al deformarse libremente, sin
coacciones exteriores y sometido a una deformacion axial de valor aA¢ en
cada punto (ver Figura 7.2c).

Se deduce, asimismo, del ejemplo de la barra empotrada/libre, que en
un sélido exento de coacciones que impidan su deformacion libre, una
deformacién térmica no origina tensién alguna.

7.2.3 Discretizaciéon por el método de elementos finitos

La discretizaciéon por el MEF de las ecuaciones de gobierno del sélido sigue el
proceso usual que se resume brevemente a continuacién. Para més detalles,
consultar las referencias [6,12].

Discretizacion del campo de desplazamientos

u=Nu (7.13)

donde U es el vector de desplazamientos nodales y IN es la matriz de funciones
de forma.
El vector de desplazamientos virtuales se expresa igualmente por

su = Now (7.14)

donde du es el vector de desplazamientos virtuales nodales.

Discretizacion del vector de deformaciones
e =Lu=LNu=Bu (7.15)

donde B = LN es la matriz de deformaciones.
De la misma forma el vector de deformaciones virtuales se expresa por
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a) § l ::::: Seccién transversal
N
-
| Al=0AQ) @ aE
Ad e, = €% = 0Ad
Ny ™ e =
b) N N e, =0
B\ )
| "
\ e
§ | ; €8, = A
) Deformacion libre —
Al =ocA$I
- et =0

€8 =-€e% =- 0Ad

~N_" ~ -

Deformacion libre

Figura 7.2: Interpretacion de las deformaciones térmicas. a) Barra empo-
trada/libre. b) Barra biempotrada. ¢) Sélido bidimensional
de = Bou (7.16)

Fcuacion constitutiva

o =D(e —¢,) = DBu - Deg, (7.17)

Ecuacion de equilibrio

Sustituyendo las ecs.(7.13)—(7.17) en la expresién de trabajos virtuales (7.8),
se obtienen las ecuaciones de la discretizacién en la forma usual

Ku =f (7.18)

donde la matriz de rigidez K y el vector de fuerzas equivalentes nodales se
forman por ensamblaje de las contribuciones elementales dadas por
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K®© = " BTDBdN (7.19)
Q e

£le) = / . NTbdQ + )BTDson+ ()NTtdF (7.20)
(= F (=

Qe

La segunda integral de la ec.(7.20) incorpora el efecto de la variacién de
temperatura en el vector de fuerzas nodales.

Una vez obtenidos los desplazamientos nodales T resolviendo la ec.(7.18),
se calculan las deformaciones y tensiones en cada punto por las ecs.(7.15) y
(7.16), respectivamente.

Las expresiones de las matrices D y B dependen de la formulaciéon uti-
lizada para analizar el problema estructural (sélido 3D, sélido 2D, placa, etc.).
Asimismo, la matriz N depende del tipo de elemento finito escogido. En las
referencias [6,12] pueden encontrarse los detalles de la aplicacién del MEF al
andlisis lineal de estructuras.

7.2.4 Andlisis del problema termo-mecanico unidireccional

Consideraremos la solucién del problema termo-mecanico unidireccional. Es
decir, el analisis tenso-deformacional de un cuerpo bajo la accién de cargas
exteriores y variaciones de temperatura conocidas. El acoplamiento se pro-
duce en este caso en una tunica direccion: del problema térmico al mecanico.
Es decir, se desprecian las variaciones de la temperatura originadas por la
deformacién del cuerpo. Estas variaciones hay que tenerlas en cuenta si las
deformaciones son importantes, como sucede en problemas de conformado de
piezas, donde se producen cambios de forma importantes, que generan incre-
mentos en la temperatura del cuerpo. En este caso el acoplamiento termo-
mecanico es bidireccional. Otra situacién de acoplamiento termo-mecanico
bidireccional es en el caso de que la deformacién del s6lido produzca cambios
en las condiciones de contorno en el problema térmico. Un ejemplo de este
tipo es el andlisis de la solidificacién de piezas fundidas. En estos problemas
se produce una contraccion de la pieza al enfriarse que hace que se separe del
molde y cambia el coeficiente de conveccién térmica en la superficie de la pieza
[62,64,65].

Las etapas en la solucién por el MEF del problema acoplado termo-mecanico
unidimensional son las siguientes.

FEtapa 1. Obtencion de la evolucion de las temperaturas en el cuerpo

Dicha evolucién se obtiene resolviendo la ec.(7.1) para el calculo de la tem-
peratura en los nodos de la malla en cada instante de tiempo t,,. A partir de
este valor se calcula en cada nodo el incremento de temperatura con respecto
al estado inicial, o con respecto al tiempo anterior.
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FEtapa 2. Cdlculo de los desplazamientos, deformaciones y tensiones
en el solido

En cada caso se calcula el vector de deformaciones iniciales €, utilizando una
u otra definicién de incremento de temperatura. Consideraremos las opciones
mas usuales para el analisis de un sélido 3D.
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Incremento de temperatura total

e, = aA¢™°[1,1,1,0,0,0]T (7.21)

Incremento de temperatura entre dos instantes de tiempo sucesivos

g, = aA¢"[1,1,1,0,0,0]" (7.22)

Incremento de temperatura estacionario

g, = aA¢®[1,1,1,0,0,0]" (7.23)

Los diferentes incrementos de temperatura en las expresiones anteriores se
definieron en el Apartado 7.2.1.

Si se utiliza la ec.(7.21) se obtienen, al resolver el problema eldstico (7.18),
los desplazamientos, deformaciones y tensiones en el tiempo ¢,. Utilizando la
ec.(7.22) se obtienen los incrementos de dichos valores entre dos instantes de
tiempo sucesivos. Dichos valores pueden anadirse a los obtenidos en un in-
stante de tiempo anterior en un proceso de calculo incremental. Por otra parte,
si se escoge la ec.(7.23) se obtiene directamente el estado tenso-deformacional
del sélido al alcanzarse el valor estacionario de la temperatura. Esta tltima
opcion es la mas recomendable en la practica, siempre que se tenga la certeza
de que existe una solucién estacionaria, y no se desee informacién sobre la
evolucién en el tiempo de las deformaciones y las tensiones en el sélido.

La implementacién practica del proceso de célculo anterior es muy sencilla,
e implica unicamente el intercambio de las temperaturas nodales obtenidas de
la solucién del problema térmico, que pasan a ser datos en la solucion del
problema elastico.

7.3 PROBLEMAS TERMO-MECANICOS
BIDIRECCIONALES

Como ya se ha comentado anteriormente, si se producen grandes deformaciones
en el sélido, o cambios en las condiciones de contorno térmicos durante la defor-
macién, se produce un acoplamiento termo-mecanico bidireccional. Esto es, la
variacion de la temperatura provoca cambios en el estado tenso-deformacional
del sélido, y estos cambios, a su vez, inducen alteraciones en la distribucién
de la temperatura.

Este acoplamiento bidireccional conduce a un problema no lineal de alta
complejidad. La solucién numérica del problema exige resolver conjuntamente
las ecuaciones acopladas del problema térmico y el mecanico utilizando un
algoritmo iterativo de Newton-Raphson para calcular la temperatura y las
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variables mecénicas (desplazamientos, deformaciones y tensiones) en cada in-
cremento de tiempo.

Los detalles de la solucién del problema termo-mecénico acoplado bidi-
reccional se salen de los objetivos de este texto introductorio. Los interesa-
dos en este tema pueden encontrar informacién al respecto en las referencias

[6,62,64,65).

7.4 ACOPLAMIENTO TERMICO EN FLUIDOS

La temperatura juega un papel esencial en el comportamiento de un fluido.
El estudio del efecto de la temperatura en un fluido exige resolver de man-
era acoplada la ecuacién de transmisién del calor por conveccién-conduccion
transitoria, con la de la dindmica de fluidos. El problema es de gran com-
plejidad pues el acoplamiento es generalmente de naturaleza bidireccional, y
ademads las ecuaciones de fluido contienen usualmente términos no lineales.
Presentaremos seguidamente de forma sucinta las ecuaciones fundamentales y
el proceso de solucién por el MEF.

Para mayor simplicidad consideraremos unicamente el caso de un fluido
incompresible.

7.4.1 Ecuaciones de gobierno del problema acoplado

Ecuacion de conservacion del movimiento en el fluido

p [81}, (31)2] 80'ij _ bz‘ . Pgi[l _ Oz(¢ - ¢0)] =0 (7_24)

E +Uj[’)1‘j B 8.%']‘

Ecuacion de conservacion de la masa (incompresibilidad)

8%‘
= 2
P, 0 (7.25)

FEcuacion de transmision del calor

pc[aqs aﬂ o 9¢

(915 8:51

En las ecuaciones anteriores v;,b; v ¢; son la i-ésima componente de la
velocidad en el fluido del vector de fuerzas maésicas, y del vector de gravedad,
respectivamente, c es el calor especifico a presion constante y « es el coeficiente
de expansién volumétrica del fluido. El dltimo término del primer miembro de
la ec.(7.24) surge de la denominada aproximacién de Boussinesq. Las tensiones
en el fluido se relacionan con las velocidades a través de la ecuacion constitutiva

055 = Q/Mfij — 5ijp (7.27)
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donde p es la viscosidad del fluido, p la presién, d;; el delta de Kroeneker y

. 1 ({91)2‘ 8?}]‘
gij =3 ((9:cj + 6%) (7.28)

El resto de los términos en las ecuaciones (7.24)—(7.26) se ha definido con
anterioridad.

Las ecs.(7.24-7.26) se completan con las condiciones de contorno ade-
cuadas. Con el problema térmico (ec.(7.26)) dichas condiciones son las usuales
del problema de conveccién-conduccién transitorio (Capitulo 4). Para los de-
talles de las condiciones de contorno del problema de fluidos se recomienda
consultar la ref. [6].

El acoplamiento en las ecs.(7.24-7.26) se produce usualmente a través de
los términos siguientes:

1. A través del término pgB¢ en las ecuaciones de conservaciéon del movi-
miento. Dicho término introduce directamente el efecto de la tempera-
tura en las ecuaciones del fluido. La inclusién de este término es usual
para estudiar problemas de conveccion del aire en recintos.

2. A través del término convectivo (pcvi%) en las ecuacioens del problema

térmico. Este término introduce el efecto de la velocidad del fluido en la
transmision del calor.

Otros términos que inducen el acoplamiento térmico en fluidos

El acoplamiento entre el problema térmico y el de flujo del fluido puede origi-
narse también por

(a) Dependencia de la viscosidad del fluido p con la temperatura. Esta de-
pendencia es tipica en problemas de flujo de metales o plasticos fundidos
durante procesos de llenado de moldes. A medida que el metal se enfria
la viscosidad aumenta rapidamente, lo que repercute en el campo de
velocidades en el fluido.

(b) Dependencia del término de fuente térmica @, con las velocidades del flu-
ido. Esta dependencia es usual en el estudio de flujo plastico/viscoplastico
de sélidos. Estos problemas son tipicos de procesos de conformado de
metales y plasticos (extrusién de metales, inyeccién de plésticos, etc.).
El metal se considera en su deformacién como un fluido de alta vis-
cosidad. El movimiento de las particulas del sélido origina un trabajo
de deformacion que se transforma parcialmente en calor, originando un
incremento de la temperatura. El término @) en estos casos se evaltia por

Q = Joijij (7.29)

donde J es la proporcién de trabajo mecanico que se transforma en calor
(usualmente J ~ 0.7 — —0.9).
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Adicionalmente, pueden producirse en el fluido fenémenos de cambio de
fase que alteren el calor especifico, introduciendo altas no linealidades. Este
efecto se trataria con las técnicas estudiadas en el Capitulo 6.

7.5 Solucién del problema acoplado por el método
de elementos finitos

La solucién de las ecs.(7.24)—(7.26) por el MEF es compleja y su estudio se
sale de los objetivos de este texto introductorio. Daremos seguidamente las
ideas generales de las etapas esenciales de la solucién.

Parte de la complejidad mencionada se debe a las dificultades de resolver
adecuadamente las ecuaciones de un fluido viscoso incompresible. Dichas di-
ficultades se deben fundamentamente a la presencia de términos convectivos
no lineales en la ecuacién de conservacién del movimiento (que inducen la
turbulencia para velocidades altas) y a la necesidad de satisfacer la condicién
de incompresibilidad (ec.(7.15)). Para sortear estos problemas se han prop-
uesto innumerables métodos numéricos [6]. Asimismo las ecuaciones de fluido
pueden simplificarse en algunos casos prescindiendo de los términos convec-
tivos (flujo de Stokes) o bien de los términos viscosos (flujo de Euler).

Una opcién usual en el MEF es utilizar la denominada formulacién de
velocidad-presion. En este caso se toman las velocidades y la presiéon como
variables fundamentales del problema del fluido. Dichas variables se interpolan
por

v = Y NV, (7.30)
j

p = > N'p; (7.31)

J

En las ecuaciones anteriores Ny ij son las funciones de forma utilizadas
para interpolar los campos de velocidades y de presién, respectivamente y (_)
indica valores nodales.

Por otra parte, la temperatura se interpola en la forma usual por

¢ = Z NP, (7.32)

donde Nf son las funciones de forma utilizadas para interpolar el campo de
temperaturas.

Sustituyendo las ecs.(7.30)—(7.32) en las ecs.(7.24)—(7.26) y utilizando mé-
todos de residuos ponderados [6] se obtiene un sistema de ecuaciones acoplado
que puede escribirse por

C,00 d \% K; +Kq(v)] Q 0 v f,

000 7 Pt QT 0 0 pr=10

0 0 C, o) 0 0 [KC(V) +Kd] 0} f¢
(7.33)
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En la ec.(7.33) C; y Cg son las matrices que surgen de los términos en
derivadas temporales en las ecs.(7.24) y (7.26), respectivamente, K; es una
matriz que depende de la viscosidad del fluido y la matriz Ko(v) surge de
los términos convectivos en (7.24). La matriz Q surge del término en que
interviene la presién, K. y K, son, respectivamente, las matrices de conveccion
y conduccién en el problema térmico (Capitulo 4) y f, y £, son los vectores de
fuerzas nodales en los problemas de fluido y térmico, respectivamente. En la
referencia [6] pueden encontrarse los detalles de obtencién de estas matrices.

La ec.(7.33) incluye todos los acoplamientos entre los problemas de fluido y
térmico antes mencionados. Dicha ecuacién se resuelve en el tiempo utilizando
un esquema de integracién temporal implicito o explicito (ver Capitulo 3).
Debido a las no-linealidades inducidas por los distintos acoplamientos, asi
como por la no linealidad intrinseca del término convectivo en el fluido, debe
utilizarse un algoritmo iterativo para encontrar la solucién dentro de cada
incremento de tiempo. Una opcién usual es utilizar un algoritmo predictor-
corrector del tipo explicado en el ultimo apartado del Capitulo 5.

Otra alternativa es utilizar un algoritmo escalonado para resolver el sistema
acoplado (7.53). Para ello se separan las ecuaciones del fluido y del problema
térmico como

(O 0]l (1K QU v) (6] oy

02% (Ko + Ka)d = £, (7.35)

El esquema escalonado “explicito” mas sencillo se basa en calcular los
valores de las velocidades y la presion en el tiempo ¢, integrando la ec.(7.34)
utilizando valores de la temperatura en t,,. Tras ello se integra la ec.(7.35) para
el calculo de (}m—l utilizando los valores de v"*! y p"*! calculados de (7.34)
y asi sucesivamente. Naturalmente, en problemas altamente no lineales, es
preciso iterar dentro de un incremento de tiempo para encontrar los valores de
vl prtly @nﬂ que satisfagan las condiciones de balance en el tiempo ¢,,41.
Dicho proceso iterativo puede efectuarse también de forma escalonada. Para
mas detalles sobre este tipo de técnicas de solucion de problema acoplados no
lineales se recomienda consultar las referencias [6,63-65].
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Appendix A

CALCULO DE LAS
INTEGRALES EN FORMA
DISTRIBUIDA

Consideremos el cédlculo de

/' R (A1)

w
(9] ]an

donde w; es una funcién continua y r es una funcién definida a nivel elemental
y por tanto discontinua entre elementos. Consecuentemente la derivada g—;]
no se encuentra definida a lo largo de la frontera elemental.

La integral (A.1) puede ser evaluada de la siguiente forma

/w] oz, —dQ = Z/ w]a dQ+Z/ wj[r]n;dl (A.2)

El primer sumatorio del término de la derecha representa la suma de las
integrales evaluadas dentro del dominio de cada elemento, mientras que el
segundo sumatorio toma en cuenta los saltos debidos a la discontinuidad de
la funcién r entre los elementos. Este término toma en cuenta la suma de las
integrales evaluadas a lo largo de las fronteras compartidas por dos elementos.
Los contadores e y f varfan respectivamente con el nimero de elementos y las
fronteras elementales existentes en la malla.

La figura A.1 muestra el caso de dos elementos triangulares A y B que
comparten una frontera comun I'. Para cada elemento se tomard en cuenta que
la normal sobre las fronteras se dirija hacia el exterior del elemento. Debido a
que la discontinuidad entre las funciones es evaluado en direccién de la normal,
el signo de estas no es relevante en el resultado de (A.2). Dicha discontinuidad
para el caso mostrado es

[r] = (r)B = (r)a (A4.3)
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/

Figura A.1l: Frontera comun I entre elementos adyacentes

donde (r)p v ()4 son los valores de r en I' obtenidos para los elementos B
y A, respectivamente. Si el signo del vector normal cambia, el signo de la
discontinuidad (A.3) también lo hard de manera que el signo del producto
[r]n; permanecerd constante.

La integral de la discontinuidad a lo largo de I' puede ser obtenida como
la contribucién de todos los elementos que comparten el lado I

/wj[[rl]ndeZ/ ijB”de_/ wjran;dl (4.4)
T T'p Ta

En este caso I'g representa el contorno I' en el elemento B, mientras que
I' 4 corresponde al mismo lado visto desde el elemento A. De la Figura A.1 se
observa que ng = n y ng = —n. Sustituyendo en (A.4)

/wj[[r]]njdfz —/ UJjTBnBde—/ wjrana,;dl (A.5)
T I'p Fa

Consecuentemente la integral de la discontinuidad sobre I' puede ser sep-
arada en dos integrales, cada una involucrando los términos asociados a cada
uno de los elementos que comparten el lado. La suma de dichas integrales para
todos los lados de los elementos puede expresarse, en funcién de las integrales
a lo largo de las fronteras elementales como

Z/ wj[r]n;dl' = —Z/ wjrnjdf—i—/wjrnjdf’ (A.6)
7 s - Jre r

donde I'® representa a los tres lados del elemento e, mientras que I' corresponde
a las fronteras del grupo de elementos que coinciden con la frontera de €2. La
segunda integral del término de la derecha de (A.6) aparece debido a que las
discontinuidades han sido consideradas entre dos elementos adyacentes y no
sobre la frontera I'. Sustituyendo (A.6) en (A.2) se obtiene

/wj oz, —dQ = Z [/Qe Wj=— oz, " a0 - . wjrnde] —i—/ijrnde (A7)
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El dltimo paso consiste en integrar por partes las integrales sobre el dominio
de cada elemento como

or ow;
4O = — 7 - A.
/e w; ’ Q /e ; rd§) + - w;rn;dl (A.8)

Sustituyendo (A.8) en (A.7) se obtiene finalmente

or ow;
a0 = — i / 7 ;dT
/ijaxj zg:/ﬂe ijr + ijrn]d
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