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Resumen

En este trabajo se estudia los algoritmos de integracion en el tiempo que se basan
en el método o generalizado. Para realizar dicho estudio se adoptan los planteamientos
desarrollados en KUHL & CRISFIELD [1999]. Por tanto, el principal objetivo es investigar el
comportamiento, en el andlisis dindmico no-lineal, de los siguientes algoritmos:

1. La regla de trapecio - RT;

La regla del punto medio - RPM;

El método de Newmark - NM,;

El método a de Bossak - MaB;

El método a de Hilber - MaH;

El método a generalizado - MaG;

El método de energia-momentum - MEM;

El método de energia-momentum modificado - MEM+¢;

9. El método de energia-momentum generalizado - MEMG;

10. El método de energia-momentum generalizado modificado - MEMG+¢;
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Segun las siguientes caracteristicas deseables:

1. Estabilidad numérica;

2. Conservacién y decaimiento de la energia total;
3. Minima disipacién de frecuencias bajas;

4. Méxima disipacion de frecuencias altas;

5. Convergencia durante el proceso iterativo;

Para ello se ha analizado el problema del péndulo simple no-lineal discretizado con
el elemento de barra bi-articulado. En la primera simulacion numérica se ha tratado
el péndulo como rigido mientras que en la segunda simulacion se considera el péndulo
elastico.



1 Introducion

En régimen lineal, la nocion de estabilidad implica que la ley de conservacion de la energia
impone un limite al crecimiento desmedido de la soluciéon. Por otro lado, en un problema
no lineal, el concepto de linealizacién del equilibrio en el tiempo no necesariamente implica
conservacién de la energia. Normalmente ocurre un crecimiento patélogico de la energia,
que se ha observado en algunas situaciones para algoritmos que son incondicionalmente
estables durante la linealizaciéon. Un ejemplo de este caso ocurre al utilizar la regla del
trapecio o algoritmo de Newmark con = 1/4 y v = 1/2. Con este razonamiento se hace
mas evidente la cuestién si son o no adecuadas las nociones de estabilidad propuestas
para problemas lineales. De esta manera, una condicién suficiente en analisis no lineal es
la conservacion o el decremento de la energia total en el paso de tiempo. Este critério se
puede escribir como (BELYTSCHKO & SCHOEBERLE [1975]):

Un+1 - Un + Kn+1 - Kn S Wext (1)

donde U, ,, y U, representan la energia de deformacion en el paso de tiempo actual n+1y
el anterior n, respectivamente. K,,, y K, denotan la energia cinética y W.,, representa el
trabajo de las fuerzas externas dentro del paso de tiempo, At =t,,,—t,. Un algoritmo que
cumpla dicha condicién puede ser estable aunque puede no converger en situaciones donde
ocurra un crecimiento desmedido de la energia cinética. Para superar dicho problema, es
necesario introduzir parametros en el algoritmo de integracion temporal que produzcan
disminucién de energia. Por tanto, estos parametros introducen la disipaciéon numérica
para las respuestas del sistema en altas frecuencias.
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| Disipaciéon numérica controlable para altas frecuencias |

Figura 1. Métodos de integraciéon temporal que cumplen el critério de estabilidad (1) y
poseen disipacion numérica para las altas frecuencias



1.1 Estabilidade numérica

En la Figura 1 se detallan tres grupos de algoritmos de integracién en el tiempo que
cumplen el critério energético descrito en (1), cuyas principales caracteristicas son:

1. Disipaciéon numérica;

2. Conservacion de la energia a través de restriciones;

3. Conservacién algoritmica de la energfa.

El primer grupo utiliza la disipaciéon numérica para cumplir la inecuacion (1). Tratase
de algoritmos que poseen disipacién controlable para altas frecuencias en el analisis
dinamico lineal. En la referencia CRISFIELD et al [1996a] Se presentan algunas de las desvanta-
jas de esto grupo de algoritmos cuando aplicados en el analisis dinamico no-lineal. Ellos
no garantizan la disipacién de la energia con los mismos pardametros utilizados en un anal-
isis lineal. Aun queda pendiente de solucion, la obtencién de un paso de tiempo estable
con una eleccion arbitraria de pardametros de integracion.

El segundo grupo ha sido propuesto por HUGHES et al [1978]. Estos algoritmos cumplen
el critério (1) imponiendo la conservacién de la energia total, del momentum lineal y del
momentum angular. Se denominam Método de energia con restricion, tratase de una
extension de la regla del trapecio con la restricién impuesta a través de los multiplicadores
de Lagrange. KUHL & RAMM [1996a,1996b] han observado que dicho algoritmo conserva la
energia total, sin embargo no ha convergido para algunos casos con respuestas en altas
frecuencias. Estos autores han detectado problemas de convergencia en la reproduccién
del fenémeno del rebote hacia delante en laminas cilindricas.

Por otra parte, el ultimo grupo de algoritmos ha sido propuesto por siMO & TARNOW
[1992a) se denomina Método energia-momentum. Tratase del método mas popular entre
aquellos que garantizan un paso de tiempo estable a lo largo del proceso incremental-
iterativo. Dicho método resulta de una simple modificacién de la regla del punto medio,
a través de la sustituicion del tensor de tensiones evaluado en el punto medio por el
promedio de dicho tensor calculados en los pasos previo y actual del tiempo que garantiza
el conservacion algoritmica de la energia. El Método de energia-momentum posee una
precisién de segundo orden, ademés conserva la energia total, el momentum lineal y el
momentum angular. Segun parece, este método es adecuado para el analisis dinamico
no-lineal de estructuras.

Recentemiente, ARMERO & ROMERO [2001a], [2001b], [2003] ¥ ROMERO & ARMERO [2002], han prop-
uesto estratégias de integracion que se basan en la conservacion de algunas propiedades
geométricas de sistemas Hamiltonianos simétricos que conservan la energia total y el mo-
mentun angular. En la referencia HAIRER et al [2002] se describe detalladamente el tratamien-
to matematico-numérico de dichas estratégias.

1.2 Disipacion numérica controlable

En los problemas praticos de ingenieria los esquemas de integracion en el tiempo son uti-
lizados en el analisis de sistemas estructurales con multiplos grados de libertad. Para este
tipo de problemas con comportamiento lineal, la disipacion numérica es una propiedad
esencial en los algoritmos de integracion. Newmark, en 1959, ha incluido la disipacion
numérica para las frecuencias mas altas utilizando pasos de tiempos moderados. La
desventaja de dicha inclusion fue la pérdida de la precision de segundo orden del algorit-
mo. Sin embargo, en los 70 HILBER et al [1977] propusieron una modificiacién que recuperaba



la precision de segundo orden. Este algoritmo fue denominado Método o de Hilber. Este
método combina la estabilidad incondicional, la precisién de segundo orden y la disipacion
numeérica para las altas frecuencias en el analisis dinamico lineal. Por otra parte, para
problemas no-lineales diversos autores han propuestos algoritmos que incorporan las tres
propiedades anteriormente comentadas, a través de diferentes ideas y modelos de disi-
paciéon numérica; por ejemplo, ver las referencias ARMERO & PETOCZ [1996], [1998], CRISFIELD
et al [1996a], CRISFIELD et al [1997b]. Estos autores han desarrollado un modelo de disipacion
numérica para el método de energia-momentum que serd aqui denominado el método de
energia-momentum modificado.

Por otra parte, para superar los obstaculos presentados por el método de energia con
restriccion, KUHL & RAMM [1996a,1996b] han combinado la estratégia de Newmark, que presenta
una disipaciéon numérica arbitraria, con la imposicién de conservacion de la energia, del
momentum lineal y angular del método de energia con restriccion. Dicha modificacion
ha resultado en un algoritmo que presenta una disipacién numérica controlable para las
altas frecuencias, bien como, una disipacion numérica minima para las frecuencias mas
bajas, caracteristicas que se presentan en el método o generalizado propuesto por CHUNG
& HULBERT [1993].

1.3 Objetivos del trabajo

Teniendo en cuenta los comentarios de los apartados anteriores, un esquema de inte-
gracion en el tiempo para el andlisis dindmico no-lineal debe presentar las siguientes
caracteristicas:

1. Disipaciéon numérica minima para frecuencias bajas;

2. Disipacién numérica maxima para frecuencias altas;

3. Conservacion de la energia de deformacion y cinética;

4. Conservacion del momentum lineal y angular.

Por tanto, adoptando esquemas de integracién temporal que mantienen las propiedades
optimas de disipacion numérica, el objetivo de este trabajo es incorporar en dichos es-
quemas modelos tedricos de conservacién de la energia y del momentum lineal y angular,
utilizando los siguientes algoritmos:

1. La regla de trapecio - RT;

La regla del punto medio - RPM;
2. El método de Newmark - MN;
El método « de Hilber - MaH;
El método a de Bossak - MaB;
El método « generalizado - MaG;
3. El método energia-momentum - MEM;
El método energia-momentum modificado - MEM+-¢;
El método energia-momentum generalizado - MEMG;
El método energia-momentum generalizado modificado - MEMG+¢.

Por otra parte, en los métodos o generalizados se hara una andlisis espectral para la
obtencién de valores éptimos para los pardmetros de integracion o, ayf, By v, con el
objetivo de proponer pasos de tiempo que puedan garantizar la estabilidad del esquema
de integracion y la disipacién numérica para frecuencias méas altas em régimen no-lineal.

Se aplicara estos algoritmos en la obtenciéon de la respuesta dinamica no-lineal de



sistemas discretizados por elementos de barras articulados tanto el plano (2D) cuanto en
el espacio (3D). Se utilizard la formulacién Lagrangiana Total para describir el movimiento
del elemento de barra que puede estar sujeto a grandes translaciones y grandes rotaciones
de cuerpo rigido. Se adoptara la medida de deformacion ingenieril y las propiedades
mecanicas del material de Saint Venant Kirchhoff. La formulacion del elemento aqui
descrito para otros tipos de deformaciones se encuentra detallada en la referencia sitva
[2001].

1.4 Contenido del trabajo

Para la materializacién de los objetivos enumerados en el punto anterior, este trabajo
se estructura en siete apartados. En el apartado 2 se discute brevemente los conceptos
teoricos de los métodos explicito y implicito. En el apartado 3 se descrebe la ecuacion
de movimiento no-lineal del péndulo simple con un grado de libertad. En este apartado
se presenta la estructura del algoritmo de Newmark y de los métodos « generalizados
para la resolucién de problemas no-lineales. En el apartado 4 se presenta la ecuacion
de movimiento no-lineal considerando dos grados de libertad para describir el compor-
tamiento del péndulo. En este apartado, se deduce las expresiones analiticas del vector de
fuerzas internas y de la matriz de rigidez tangente. En el apartado 5 se utiliza el elemento
de barra bi-articulado en el espacio para deducir la ecuacion de movimiento no-lineal para
problemas con varios grados de libertad. En este apartado se presenta las expresiones del
vector de fuerzas internas y de la matriz de rigidez tangente para diferentes algoritmos
de integracion en el tiempo. Tambien, se presenta la estructura del algoritmo de New-
mark y de los métodos a generalizados para problemas con varios grados de libertad.
En este apartado se detallan los métodos de energia-momentum y algunas modificaciones
propuestas en la literatura técnica internacional. En el apartado 6 se presentan los resul-
tados numéricos obtenidos con los algoritmos descritos en los apartados anteriores para
el péndulo simple (rigido) y eldstico. En este apartado se discute detalladamente el com-
portamiento de cada algoritmo descrito en el apartado 6. Por 1ltimo, se presentan las
conclusiones generales.

2 Solucién explicita-implicita

En este apartado se presenta de manera sucinta los conceptos que fundamentan los
métodos explicito y implicito para la obtencion de la respuesta transiente de la ecuacion
del movimiento. Para mayores detalles consultar el capitulo 3 de la referencia OLLER [2002],
el capitulo 7 de la referencia GERADIN & RIXEN [1997], el capitulo 10 de la referencia GERADIN
$ CARDONA [2001] v el capitulo 9 de las referencias BATHE [1996] y HUGHES [1987].

La solucién en el tiempo de la ecuacion del movimiento puede obtenerse siguiendo una
estrategia de solucién implicita o explicita. Esto es, si la respuesta en el instante actual
t+ At depende complementamente de la solucién en el paso previo t, se tiene una solucion
explicita, pero si la solucién actual depende de la velocidad y aceleracién en el instante
actual t + At, se tiene una soluciéon implicita. A modo de ejemplo se adopta la siguiente
ecuacion Au(t) 4 f**(u(t),t) — £ (t) = 0. A través de esta ecuacion puede explicarse en
forma simple el concepto sobre soluciéon implicita-explicita diciendo que, dada la solucion



en desplazamientos y velocidades en un tiempo ¢, se obtiene en un tiempo posterior ¢+ At,
la seguiente solucién,

u(t + At) = u(t) + Ata(t + aAt)

u(t+ At) = (1 —a)u(t) + aa(t + At)
donde « es un parametro que permite obtener una solucién:

e Explicita en la que se formula el equilibrio en el instante ¢, con o = 0 (forward
Euler). Se obtiene el desplazamiento en el paso posterior dependiente de la velocidad
y el desplazamiento en el anterior.

e Implicita en la que se plantea el equilibrio en el instante t+At con a = 1 (backward
Euler). Se obtiene el desplazamiento en el paso posterior dependiente de la velocidad
en tiempo actual y el desplazamiento en el paso anterior.

Haciendo una comparacién entre una solucion en el tiempo explicita y otra implicita,
resultan los siguientes topicos, que deben matizarse segin el problema que se esté re-
solviendo,

Integracion temporal explicita:

Se requiere poco tiempo de célculo para cada paso de tiempo

- El algoritmo de solucion es simple tanto en su logica como en su estructura, por
lo tanto permite un tratamiento simple de las distintas no linealidades;

- Requiere menos esfuerzo computacional en cuanto al almacenamiento en memoria;

- No necesita de operadores tangentes costosos de obtener y que son propios de los
métodos implicitos;

- Los métodos explicitos ofrecen algoritmos confiables;

- El incremento de tiempo en la solucion esta acotado y normalmente resulta muy
pequeno haciendo dificil la solucién de problemas que se desarrollan en dominios del
tiempo muy grandes.

Integracion temporal implicita:

Son métodos muy estables y robustos,

- Los incrementos de tiempos pueden ser mucho mas grandes que en los métodos
explicitos, conservando la estabilidad en la solucién;

- Permiten soluciones mas exactas, ajustando mucho la solucion mediante tolerancias
de error muy bajas;

- Una relativa desvantaja esta en la linealizacion de la solucién que suele llevarse a
cabo mediante Newton-Raphson y esto exige operadores tangentes que en muchos
casos son de dificil obtencion;

- Otra desventaja puede encontrarse en el gran requerimiento de almacenamiento en
caso de utilizarse métodos directos de solucién del sistema de ecuaciones.

Debido a la robutez que ofrece en la solucién los métodos implicitos, se orientard
el resto de este trabajo a presentar sus particularidades frente a problemas con no lin-
ealidades geométricas. Por otro lado, hay distintas maneras de formular un integrador
implicito en el tiempo. Entre los procedimientos mas comunes estan los métodos de in-
tegracion de un paso, al que pertenece la familia de métodos tipo Newmark. También



hay métodos multipasos, como lo son la familia de métodos tipo Houbolt, que tienen mas
precisién a cambio de mantener almacenada mayor informacién, razon que los hace mas
caro en término de calculo computacional.

3 El péndulo simple - 1 grado de libertad

La formulacién analitica de la ecuaciéon no-lineal del péndulo simple aqui descrita se
encuentra detallada en los Capitulos 1 y 5 de las referencias ABELL & BRASELTON [2004] y
GERADIN & RIXEN [1997], respectivamente.

€y > 2mygl

Figura 2. El péndulum simple no-lineal

La ecuacién no-lineal del movimiento del péndulo simple se obtiene a través de la
segunda Ley de Newton, > F, = ma,, que se aplica en el punto de massa m de acuerdo
con la Figura 2a, donde F, es la fuerza tangencial y a, la aceleracién tangencial. Por otra
parte, teniendo en cuenta que a, = lé, dicha ecuacién se escribe como

b+ %sme =0 (3)
donde € es el desplazamiento angular y 6 la aceleracin angular. Notese que la no lineal-
idad de la ecuacién de movimiento surge por el término sinf. Teniendo en cuenta que
la méxima energia potencial del sistema es £, = 2mgl, dos situaciones distintas pueden
ocurrir dependiendo de la energia inicial introducida en el sistema. Si se introduce una en-
ergia inicial de ¢, < 2mgl, el péndulo oscilara con angulos acotados por el limite 6 < 2,
ver la Figura 2a. Por otra parte, si se introduce una energia inicial de ¢, > 2mgl, el
péndulo ird girar conforme se muestra en la Figura 2b. En ambos casos las frecuencias
de oscilacion del desplazamiento, de la velocidad y de la aceleracion angulares son bajas
conforme se muestra en las Figuras 4b y 5c, respectivamente. Debido a ello los algoritmos
de integraciéon temporal cuando se aplican a la ecuacién (3) tienen um comportamiento
estable desde el punto de vista numérico aunque el problema sea no-lineal.



3.1 Discretizacién temporal

Para discretizar en el tiempo la ecuacién (3) se utilizarda el método de Newmark y el
método a generalizado que se detallan en los apartados siguientes.

3.1.1 FEl método de Newmark

De acuerdo con el método de Newmark, la velocidad y el desplazamiento angulares en el
paso de tiempo n + 1 se describen como

0,..= 0, +(1—~)Ath, +yAth,.,,
(4)

0,00 = 0,+ A, + (L — B)AL0, + BAL0,,,

1
2

De la ecuacién (4) se define la prediccién de la velocidad y del desplazamiento angu-
lares, en funcién de las variables conocidas en el paso de tiempo anterior n, como

G = b4 (1— )AL,

n+1

(5)

05, = 6, +Ath, + (2 — B)ArH,

1
n+1 2

Introduciendo las variables predichas 6 L. ¥ 0%, enla ecuacién (4), se obtiene que

9n+1 = 9:+1 + f}/AtenJrl

. (6)
9n+1 - 8:+1 + 6At29n+1

Utilizando la ecuacién (6) se puede escribir la velocidad y aceleraciéon angulares en
funciéon de los deplazamientos, 6,,,, y 0 del modo siguiente

*
n+1)

9n+1 = 9:+1 + ﬁ(enJﬂ - ‘9:+1)
(7)

én+1 = ﬁ(evﬁl - 9:+1)

Por otra parte, la forma discreta de la ecuacion no lineal del péndulo simple en el paso
de tiempo n + 1 se define como én+1 + %sz’n@n+1 = 0. Se puede escribir dicha ecuacion en
funcion de los desplazamientos utilizando la ecuacién (7). Una vez que dicha ecuacién
es no lineal, su forma discreta genera fuerzas desequilibradas o residuales que se definen
como

1 * 9.
T(9n+l> = W(0n+l - 0n+1) + 752719”_“ 7é 0 (8)

Como tratase de un problema no lineal es necesario utilizar un procedimiento incremen-
tal-iterativo a lo largo del tiempo. Esto se hace a través de la linealizacién de la ecuacién



residual definida en (8). Por lo tanto, expandiendo en série de Taylor hasta los términos
de primer orden el residuo en la iteracion k, se obtiene la siguiente expresién para el
residuo en la iteracion k + 1

dr(6*
(0 = 1002 + = ag + 000 0 o)

Imponiendo que el residuo 7%} sea nulo, se obtiene el incremento del desplazamiento
angular del siguiente modo

AQ* — _T<92+1) (10)

(0"

n+1)

k

ne1 S€ €XPIresa Commo

Teniendo en cuenta la ecuacién (8), la matriz tangente iterativa k

k(0" _ ) 1 + Zcostr

= = 11
n+1) d0n+1 6At2 l n+1 ( )

Finalmente, se actualizan el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion angulares, en
la iteracién k + 1, en funcién de la correccion Af* obtenida en (10). Dicha actualizacion,
teniendo en cuenta la ecuacién (7), se expresa como

01l = 05, + A0
9:11 = é:+1 + ﬁAQk (12)
Ot = 68, + Az AG*

El esquema incremental-iterativo utilizando el método de Newmark se encuentra de-
tallado en el diagrama de bloques de la Figura 3.



Initial values
0o, 0o

}

Calculation of 6,

éo = _.‘ZZ Sil’leo

|

Time increment
tn+1 =t, + At

|

Prediction
Onyr =0, + (1 — )AL,
Onir =0, + At + (3 — B) AL,
02+1 =0nt1

9n+1 =0

|

Residual vector evaluation

1 .
Tntl = BA_tQ(e‘n,+l — 9:+1) + "llSlnen-H

~ 1— n .
Tn+1 = BAO;ZL (9n+1 - 0:;+1) + amen + ‘Z!Slneni»l—af

|

Convergence?
[Tri1] < & mg

Calculation the iteration matrix

1
knt1 = a2t 2cost i1

i 1—am g
ki1 = LBTO;22 +(1- af)*liCOSG,LJrl,af

Calculation of the correction

kn+lA0 = —Tn+1

!

Correction
Ony1 = 0ny1 + A0

é71+1 = ér;+1 + BJ/A_tAG

Oni1 = én+1 + M%{Ae

Figura 3. Esquema de integracion de Newmark para sistemas no-lineales con 1 grado de
libertad

3.1.2 El método o generalizado

En el método a generalizado se asume que la aceleracion, la velocidad y el desplazamiento
angulares serdn evaluados a través del promedio ponderado de esas mismas variables
calculadas en los pasos de tiempo n y n + 1, de acuerdo con las siguientes expresiones



én#»lfam = (1 - am)0n+1 + Oémen

én+1*af = (I—as)l,.+ a0, (13)

9n+1—o¢f - (1 - af)9n+1 “I’ Ckfen

donde a,, y af son los parametros de ponderacién. Como el método a generalizado
se basa en el esquema de integracién de Newmark, descrito en el apartado anterior, las
modificaciones que se introducen en el proceso incremental-iterativo son muy simples
como se muestra a continuacion.

En primer lugar, se escribe la ecuacion no lineal del péndulo simple en el punto medio
generalizado que se expresa como

. g .
0nii o, + 732719”“,% =0 (14)

Por otra parte, se obtiene la aceleracion y la velocidad en el punto medio generalizado
en funcién del desplazamiento obtenido en el paso n + 1, sustituyendo la ecuacion (7) en
(13), tal que, se llega a la expresion siguiente

)+ a,f,

. . a .
0n+1*0¢f = (1 - O‘f)enﬂ + ( ﬁAJ,;M (9n+1 o 9n+1
(15)
6n+170¢m — %—aﬁm(6n+l - 0:+1> + amen
La fuerza residual modificada resulta de la sustituicién de la ecuacién (15) en (14) que
se escribe como

7:(91@ (1 _am)

n+1> - /BAtQ ( 6 + Oémen + Szne (16)

n+1) l n+1—af

92+1

Por fin, la matriz tangente iterativa modificada resulta de la linealizacién de la fuerza
residual dada por (16) en el paso de tiempo n+ 1. La expresion de dicha matriz se escribe
como

7. o dT(Q:H) _ (1 — am)

k o g k
k(OF. ) = N + (1 — a;)=cost (17)

l n+1—af

n+1

Las modificaciones aqui introducidas se encuentran detalladas en el diagrama de bloque
de la Figura 3.
3.2 Analisis numérico

En este apartado se hace el andlisis dinamico no-lineal del péndulo simple utilizando el
método de Newmark con a = % y (= i. Se ha adoptado una tolerancia de TOL = 10~°



para la convergencia y el paso de tiempo igual a At=0.1s. Los datos aqui descritos fueran
tomados del capitulo 9 de la referencia BATHE [1996]. Por lo tanto, para la longitud, la massa
del péndulo y la aceleracién de la gravedad se asumen los valores de (=3.0443 m, m=10
Kg v 9.8 ms™2, respectivamente. La energia potencial total del sistema es 2mgl=596.68
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Figura 4. El péndulo simple (g, < 2mgl). Solucién obtenida con el esquema de Newmark.
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Figura 5. (El péndulo simple ¢, > 2mgl). Solucién obtenida con el esquema de Newmark.

Se ha simulado dos situaciones distintas en un intervalo de tiempo de 30 s. La posicion
inicial del péndulo es =0y y=-3.0443 m. Para ambos casos, se ha supuesto la aceleracién
angular inicial nula, 6, = 0. En la primera simulacién numérica, se ha introducido una
energia inicial ¢, = mgl=298.34 Nm < 2mgl, lo que implica en una velocidad angular

inicial 6, = \/%:2.54 s, que se aplica en la extremidad libre del péndulo. Consecuente-
mente, la trayectoria del péndulo oscila sobre una semi-circunferencia como se muestra en
la Figura 4a. Por otra parte, el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion angulares
oscilan a baja frecuencia como se detalha en la Figura 4b, y en la Figura 4c se muestra la
conservacion de la energia total. Mientras que en la segunda simulacion, se ha introducido



una energia inicial £, = 3mgl=895.02 Nm > 2mgl, lo que corresponde a una velocidad

angular inicial 90 = \/Glz:4.39 s~'. Como consecuencia el péndulo gira indefinidamente
sobre una circunferencia como se muestra en la Figura ba. En la Figura 5b se muestra el
crecimiento casi lineal del desplazamiento angular, mientras que en la Figura 5c se muestra
la oscilacion a baja frecuencia de la velocidad y de la aceleracion angulares. Por fin, en la
Figura 4d se muestra la conservacion de la energia total del sistema. Cabe comentar que
el método de Newmark ha obtenido buenos resultados aunque la respuesta del péndulo
sea no lineal porque dicha respuesta ocurre a bajas frecuencias. Por ello, se ha obtenido
la conservacion de la energia del sistema en el intervalo de tiempo del analisis.

4 El péndulo elastico - 2 grados de libertad

En este apartado se describe la ecuaciéon de movimiento no-lineal del péndulo con dos
grados de libertad. La respuesta de dicho sistema se caracteriza por la presencia de
movimientos angulares a baja frecuencia, mientras que en la direccién axial del péndulo
ocurre una oscilacion a alta frecuencia. Por ello, los algoritmos estandar de integracion
temporal fallan en la obtencién de la respuesta de estos sistemas. En los apartados
posteriores se discutiran estos fallos y se va proponer modificaciones en el esquema de
Newmark para superar esta limitacion.
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Figura 6. El péndulo elastico no-lineal

Por otra parte, el objetivo en este apartado es la obtencién de las expresiones analiticas
del vector de fuerzas internas y de la matriz de rigidez tangente al adoptar dos grados
de libertad para describir la ecuaciéon de movimiento del péndulo. Para mayores detalles
consultar el capitulo 7 de la referencia GERADIN & RIXEN [1997]. Por lo tanto, sea l, = /22 + y2
la longitud inicial del péndulo y I = /22 + 42 la longitud en el paso tiempo actual, como
se muestra en la Figura 6. La direccion del péndulo en el instante actual viene dada por
los cosenos directores que se escribe como sinfl = ¥ y cost) = 7. Por otra parte, k denota
la rigidez del péndulo. La fuerza desarrollada en el muelle durante el movimiento del
péndulo se expresa como f = k(I — ().



La ecuacién no lineal del péndulo elastico se obtiene utilizando la segunda Ley de
Newton, > F = mX, que se aplica en el punto de massa m de acuerdo con la Figura 6.
Dicha ecuacion en coordenadas cartesianas se expresa como

Y F.=mi—mi+k(l—1,)7—mg=0
(18)

Y E,=mj—mj+k(l—1)%=0

Por otra parte, la forma matricial de la ecuacién (18) se escribe como

{0 e -{) "

o en forma compacta como Mx + f™(x) = £, donde M es la matriz de masa, f™ es
el vector de fuerzas internas y f* es el vector de fuerzas externas. Notese que el vector
de fuerzas internas depende de la longitud del péndulo y de sus cosenos directores en la
configuracion deformada, por tanto, este término introduce la no linealidad geométrica a la
ecuacion de movimiento del péndulo elastico. Por otra parte, el vector de fuerzas residuales
se define como r = Mx + f™(x) — f** # 0. La matrices de rigidez tangente y iterativa
resultan de la linealizacién del vector de fuerzas residuales como se ha comentado en los
apartados anteriores. Al derivar el vector de fuerzas internas respecto a las coordenadas
actualizadas se obtiene la expresion de la matriz de rigidez tangente que se expresa como

OF™ e _ |1 =+ 55) klogy
- - lozy

(20)

Notese que para la hipotesis de k — o0, el vector de fuerzas internas en (19) se anula,
pues | — [, y la matriz de rigidez tangente se torna singular, detK* — 0, por tanto, se
obtiene la ecuacién del péndulo simple dada en (3).

Por 1ultimo, a través del método de Newmark se puede expresar la aceleracién en
funcion del desplazamiento como X, ., = ﬁ(xn +1 — X:,,), de acuerdo con la ecuacion
(7). Teniendo en cuenta esta expresion y la ecuacion (19), al linealizarse el vector de
fuerzas residuales se obtiene la seguinte expresién para la matriz tangente iterativa

or - 1 k(1= b 4 be? j;lozy 1
SRk g (U RN ey U P IY
0x BAL? klozy k(1 — oy o) TAE |0 m
Notese que la linealizacién del vector de fuerzas residuales en el paso de tiempo n + 1
se expresa Como grn_ﬂ _ gs&nﬂ gfn o
K+l Xn+1 Xn+t1

5 Elemento de barra bi-articulado

En este apartado se describe la discretizacién por el método dos elementos finitos del
elemento de barra bi-articulado 3D. La descripcion cinematica aqui descrita se encuentra



detallada en la referencia siLva [2001). Considérese un elemento finito de barra articulado
que se mueve en el espacio de acuerdo con la Figura 7. Se define C, como la configuracion
inicial cuya posicion viene dada por las coordenadas materiales X. Por otra parte, C es la
configuracion actual cuya posicién se define a través de las coordenadas espaciales x. El
movimiento del elemento entre C, v C se expresa a través del vector de desplazamientos
u. La relacién entre los vectores X, x y u viene dada por x = X + u.

En la configuracién inicial se denota la longitud del elemento como [,, el area de la
seccion transversal como A, y la densidad como p,. El volumen en dicha configuracion se
expresa como V, = Ayl,. Por otra parte, [ denota la longitud del elemento en la config-
uracion actual. A es el area, p expresa la densidad y el volumen en dicha configuracién
viene dado por V' = Al. La relacién entre las areas A, y A viene dada por, CRISFIELD [1991],

; (22)

A L™ siv= 0= A,=A
’ siv= 12=V,=V

Z

Figura 7. Movimiento del elemento de barra bi-articulado en el espacio
donde v es el coeficiente de poisson. La relacion entre los deméds parametros viene dada

por el principio de conservacién de la masa que permite escribir que: p,loA, = plA.
Teniendo en cuenta la ecuacion (22) se reescribe dicho principio como

—2v . o _l
p ly siv=1/2= 2 =1

En este trabajo se adopta v = 0, por tanto, a lo largo del movimiento del elemen-
to el area se mantiene constante. A continuacion se formula la descripcién cinematica



del elemento de barra articulado en 3D. En el espacio la longitud del elemento en las
configuraciones C, y C se escribe del siguiente modo

(24)
L= /(Xor 4 un)? + Yoy +020)? + (Zoy + ws)?
donde
X, = X, - X, Uy = Uy — Uy
Y, = Y,-Y, UV = Uy — Uy (25)
Z21 = ZQ_Zla Wy = Wy — W,

Por otra parte, los cosenos directores del elemento en la configuracion deformada se
escriben como

cosbly = ¢y = J2Fel —
cosy = ¢, = Tt — ua (26)
cosbh, = ¢, = 7Z21Jlrw21 — 221

l

En las ecuaciones (24), (25) y (26) se definen las variables cineméticas que expresan
el movimiento del elemento de barra articulado 3D. A partir de ellas se obtienen el vector
de fuerzas internas y la matriz de rigidez tangente en funcién del tipo de deformacion
que se adopte. Se obtienen el vector de fuerzas internas y la matriz de rigidez tangente
a través de las derivadas primera y segunda del funcional de la energia de deformaciéon
respectivamente. Asi, se calculan las derivadas primera y segunda de la longitud del ele-
mento en la configuracién deformada respecto a los desplazamientos nodales u. Teniendo
en cuenta las ecuaciones (24b), (26) y la relacion % + ¢ + ¢ = 1, dichas derivadas se
expresan como

([ —cosfy

—cosby
ol —cosf,
ou cosl
cosbty
cosd,,




[ (2 +¢2) —CxCy —CxCy —(2 + ) CxCy CxCy |
—CxCy (& +¢) —CyCy CxCy —( + ) CyCy
o2l 1 —CxCy —CyCy (& +c) CxCy CyCy —(c+ )
w1 —(& +) CxCy CxCy (& +c) —CxCy —CxCy
CxCy (& + %) CyCz —CxCy (& +¢c) —CyCy
CxCy Cy Cy —(c + ) —CxCy —CyCy (& +c)

Notese que (g—fl) es un vector cuyas componentes son los cosenos directores definidos

. H2 . .,
en la ecuacion (26). Por otra parte, <%> denota una matriz con componentes también
dadas en funcién de los cosenos directores.

5.1 Ecuacion no-lineal del movimiento

En este apartado para escribir la ecuacién del movimiento se consideran las fuerzas in-
ercial, interna y externa dependientes del tiempo. Las fuerzas internas provienen de las
deformaciones elasticas, ademas se las consideran independientes de las velocidades, es
decir, que no se considera el efecto del amortiguamiento. Por otra parte, se asume que las
fuerzas externas no dependen de los desplazamientos. Por tanto, el principio de los traba-
jos virtuales (PTV) en la configuracién deformada descrito en coordenadas Lagrangianas
u materiales se expresa como

1
épvoloéuTﬁ + Ajl,0eEe = ou” (29)

Suponiendose la deformacién infinitesimal o ingenieril, su variacion virtual respecto a
los desplazamientos se describe como

=1, ol oL\ " ol 1 ol
c 0 © ly <8u) = Ju © Ly " ou (30)

Sustituyendo la variacion virtual de la deformacion en la expresion del PTV, se obtiene
la siguiente ecuacion

%PvoloéuTﬁ + EAOséuTg_lll = JuTfet
(31)
ou’ (%pvoloIGﬁ) + ou” (EAogg_lll) — SuTfe

Como la variacion virtual de los desplazamientos es arbitraria, aplicando el PTV en
la ecuacién (31) se obtiene la ecuacién no-lineal del movimiento descrita como

Mii(t) + £ (u(t), ) = £(¢) (32)



donde M es la matriz de massa y f™* es el vector de fuerzas internas que vienen definidos
pelas siguientes expresiones, respectivamente,

1 - ol
M = EpvoloIa f*'(u) = EAoe(u)a—u(u) (33)

Notese que la masa estd concentrada en los nudos del elemento. Por otra parte, el
vector de fuerzas internas depende de los desplazamientos a través de la deformacion y
de los cosenos directores del elemento definidos en la configuracion deformada. Por tanto,
las componentes de vector de fuerzas internas expresan una relacion no lineal respecto a
los desplazamientos.

5.2 Discretizacién temporal de la ecuacion de movimiento

En este apartado se plantea la discretizaciéon en el tiempo de la ecuacion de movimiento da-
daen (32). Se utilizard el método de Newmark como procedimiento bésico. En el esquema
de integracion de Newmark se introducen nuevos métodos, como por ejemplo, el método
« generalizado, el método de energia-momentum, el método de energia-momentum gener-
alizado y el método de energia-momentum generalizado modificado. Cabe comentar que
en la literatura tecnica se encuentra otras metodologias distintas de las propuestas aqui.
Para mayores detalles consultar ARMERO & ROMERO [2001a], [2001b], [2003], ROMERO & ARMERO
[2002]. En este trabajo se sigue la metodologia propuesta por KUHL & CRISFIELD [1999], KUHL
$ RAMM [1996a], [1996b], [1998], [1999].

5.2.1 FEl método de Newmark

De acuerdo con el método de Newmark, la velocidad y el desplazamiento en el paso de
tiempo n + 1 se describen como

(34)
u,, = u,+At,+ (3 - B)ALa, + fALG,,,

De la ecuacién (34) se define la predicciéon de la velocidad y del desplazamiento en
funcién de las variables conocidas en el paso de tiempo anterior n, como

ut = u,+(1-7)At,
(35)
u,, = u,+ A, + (3 - 8)Atu,
Utilizando las variables predichas en el paso de tiempo n a través de i), y u’,, la
velocidad y el desplazamiento en el paso de tiempo n + 1 se reescriben como
ln,lnJrl = 1.,1:;+1 + ")/AtﬁnH
(36)

o g
U, = u:+1 + ﬁAt U,



A través de la ecuacion (36) se puede expresar la aceleracién y la velocidad, en el paso

de tiempo n + 1, en funcién de u, ., y u’,,, del modo siguiente

o 4 o
un+1 - un+1 + ﬂAt (un+1 u'rH»l)

(37)
. 1 *
u, W(unﬂ - un+1)

Por otra parte, la forma discreta de la ecuaciéon de movimiento en el paso de tiempo
n+1 se expresa como: M, , +£f" (u) = £, Una vez definida la aceleracién en funcién
del desplazamiento a través de (37b), se puede reescribir la ecuacién de movimiento del
3 3 . 1 * int  __ t :
modo siguiente: Wl\/l(un+1 —u’, )+ = £ Como se trata de un problema no-lineal,
su forma discreta genera fuerzas desiquilibras o residuales que se expresan por medio de

la siguiente ecuacion

1

= WM(unA—l - u:+1) + fint - fCXt # O (38)

r(un+1) n+1 n+1

Para disipar las fuerzas residuales es necesario emplear una estrategia de soluciéon
incremental-iterativa a lo largo del tiempo. Por tanto, expandiendo en série de Taylor
hasta los términos de primer orden el residuo en la iteracién k, se obtiene la siguiente
expresion para el residuo en la iteracién k + 1

Or(u;,,,)

aLl'rH»l

r(uf:ri) = r(u:+1) +

Au* 4+ O(Au*)’ =0 (39)

Imponiendo que el residuo r*’} sea nulo, se puede despejar de la ecuacién (39) el
incremento de desplazamiento, con lo cual, se actualizard la aceleracion, la velocidad y
el desplazamiento en la iteracion k + 1. Por otra parte, teniendo en cuenta la expresion

(38), la matriz tangente iterativa K, ,, se define del modo siguiente

a k 1 a fint k . a k a fint k
r(lln+1) _ M + ( n+1> ’ Kn+1 _ r(un.t,_l)’ Kt+1 _ ( n+1) (40)

ou, BAL? ou, ou, " ou,
donde K, es la matriz de rigidez tangente que se obtiene a través de la derivada del

vector de fuerzas internas, dado en (33b), respecto al vector de desplazamiento. Por tanto,
la expresion en notacién compacta de la matriz tangente iterativa se escribe como

K., = ﬁAtZM +K! ., (41)
Finalmente, se actualizan el desplazamiento, la velocidad y la aceleracién, en la it-
eracién k + 1, en funcién de la correcciéon Au* obtenida en (39). Dicha actualizacidn,

teniendo en cuenta la ecuacién (37), se expresa como



u'tl = + Au*

n+1 n+1

Skl Y

Wi = u, + ﬁAtAu (42)
T T

un+1 - un+1 5At2 Au

El esquema incremental-iterativo aqui descrito, utilizando el método de Newmark, se
encuentra detallado en el diagrama de bloque de la Figura 8.

5.2.2 El método a generalizado

En el método a generalizado se asume que la aceleracién, la velocidad, el desplazamiento,
las fuerzas internas y las fuerzas externas sean calculados a través del promedio ponderado
de sus respectivos valores en los pasos de tiempo n y n+1. De esta manera, las expresiones
que definen dichas variables en el punto medio generalizado se escriben como

un+17am (1 - am) n+1 + a,,u
D (1 —ap)i, ., +au
(43)
Ua, = (I—apu,, +au,
f:rlfaf = (1 - O‘f)f:itl + affsXt

donde a,, y a¢ son los pardmetros de ponderaciéon que representan la disipacién numérica
para altas frecuencias. Con relacién a la definicién del vector de fuerzas internas en el
punto medio generalizado se discutira en los préximos apartados.

Como el método a generalizado se basa en el esquema de integracion de Newmark,
descrito en el apartado anterior, las modificaciones que se introducen en el proceso
incremental-iterativo son muy sencillas como se muestra a continuacion.

En primer lugar, se obtiene la aceleracion y la velocidad en el punto medio generalizado
en funcién del desplazamiento obtenido en el paso n+ 1, sustituyendo las ecuaciones (37a)
y (37b) en (43), tal que, se llega a la expresion siguiente

. 1 * .
Wnti—ay = (1 —ay)ug,, + : 62) (W, —uy,,) + o, (44)
l.j'n+1—&7n - 1ﬁ_A—at72n(un+1 - ﬂ+1) + Ay u

Por otra parte, la forma discreta de la ecuacion de movimiento en el punto medio
generalizado se expresa del siguiente modo

Y I (45)

Se obtienen las fuerzas residuales modificada sustituyendo la ecuacién (44b) en (45),
lo que resulta en la siguiente expresion

(1 - O[m) int ext
r(u,,,)=M <W(un+l —u,,) tant, | £ o — £ o #0 (46)



Por tltimo, la matriz tangente iterativa modificada resulta de la linealizacién de las
fuerzas residuales dadas por (46) respecto a los desplazamientos en el paso de tiempo
n + 1. La expresion de dicha matriz se escribe como

; (1- ) | o,
Koo = “gap MKy K =578 o
donde K!_  __  es la matriz de rigidez tangente obtenida a través de la derivada del

vector de fuerzas internas, definido en el punto medio generalizado, respecto al vector de
desplazamiento calculado en el paso de tiempo n + 1. Cabe comentar que hay distintas
maneras de se obtener dicha matriz en funcién de la definicion del vector de fuerzas
internas. En los proximos apartados se presenta cuatro diferentes expresiones para el
vector de fuerzas internas y para la matriz de rigidez tangente. Las modificaciones aqui
introducidas se encuentran detalladas en el diagrama de bloque de la Figura 8.
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Prediction
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Calculation the iteration matrix

K(uny1) = mM + KZ,-H
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Calculation of the correction

K(un+1)Au = —TI'nit1
Correction

U,t1 = Upt1 + Au
Upy1 = Upyr + EA{EAU

. .. 1
Upy1 = Upyr + WAU

Figura 8. Esquema de integracion de Newmark para sistemas no-lineales con varios grados
de libertad

5.2.3 El vector de fuerzas internas y matriz de rigidez tangente - modo 1

Una de las maneras de escribir el vector de fuerzas internas en el punto medio generalizado
Qo . fint _ _ int int : :

es la que se sigue: f::—l—af = (I—a,)f" 4o, Es decir, se toma el promedio ponderado

de las fuerzas internas evaluadas en los pasos de tiempo n y n + 1. Por tanto, teniendo

en cuenta la ecuacién (33b) se puede escribir que



ol ol

£ () = (L ) BAE () o () + o, BA(u) 2 (w)  (49)
o a través de la notacién simplificada como
. ol ol
£ o =(1—a;)FAeE, (8_u) N +a,FEAc, (8u) ) (49)
Notese que ', o depende de las deformaciones y de los cosenos directores, del ele-

mento de barra bi- artlculado evaluados en los extremos del intervalo de integracion en el
tiempo, ademas, del pardmetro aj.

La matriz de rigidez tangente se obtiene derivando la expresién (48) respecto al vector
de desplazamientos calculado en el paso de tiempo n + 1. A continuacién se muestran
algunos pasos del desarrollo algebraico para la determinacién de dicha matriz.

> derivadas

ofr, _ Oe ol 0 ol
— Y —(1—a,)FA,—* — 1—a,)EAec, .,
u (1—ay) . ® ( au)m + (1 —oy)EAE, 1 — u << au> +1) (50)

> desarrollo algebraico

Oent1 . 1 0lpp1 1 (ﬁ)
Oupt1  loOuptr Lo \Ou/ny1 ( )
51
o) ol _ 92l
Oup 1 ((8_u)n+1) - <W>n+1
> expresion final
EA ol ol 0%l
K:H»l af = (1 - af) l()0 (a_u)n+1 ® <a_U)n+1 + (1 o af)EAO€n+1 <W>n+1 (52)
= (1 —a)K(u,.)

Notese que la matriz de rigidez tangente (modo 1) depende de la deformacién y de los
cosenos directores, del elemento de barra bi-articulado, evaluados en el paso de tiempo
n + 1, ademas, del parametro ay.

5.2.4 El vector de fuerzas internas y matriz de rigidez tangente - modo 2

La otra manera de escribir el vector de fuerzas internas se basa en la deformacién calculada
en el punto medio generalizado. Una vez més, teniendo en cuenta la ecuacién (33b), se
define el vector de fuerzas internas en funcién de la deformacién generalizada del siguiente
modo



o ol
fm (un+1—af) = EAOg(un+1—af)6_u(un+1—af) (53)

o a través de la notacion simplicada como

N ol
Eia, = B, (%> (54)
n+17af

donde, la deformacién generalizada viene dada por

ln 11—« _l
Entiva, = % (55)
0

la longitud generalizada se escribe como

bivreay = ) (Xt )+ Vs P (Za by, ) (56)

y los desplazamientos en el punto medio generalizado se describen segin el método «
generalizado como

u21n+l—af = (1 - Ckf)umn-u + Qylhay, = (1 - a.f)(u2n+1 o u1n+1) + af(u% - uln)

Ustpioa, = (1= ap)va, , + vy, = (1—a;)(vs,,, —vi,,,) +ap(vy, —v1,)

War, 1o, = (1— ozf)w21n+1 +apw,y, = (1— O‘f)(w2n+1 — w1n+1) + a(w,, —w,)
(57)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (26), (27), (56) y (57), el vector que contiene los
cosenos directores generalizados del elemento de barra bi-articulado, se escribe como

( _
cos@xnﬂfaf

—cos@YnHﬂf

< ol > B —cos@znﬂﬂf
ou wtimay cos@anﬂf
cos@Ynwa

(58)

~~

cos@znﬂwf )

donde los cosenos directores generalizados, de acuerdo con la ecuacién (26), vienen dados
por la siguiente expresion

Xortuar, 1,
_ f
COSQanLlfaf = Int1-ay
Yor4wvoi,
_ f
cosgynﬂ,af = R~ (59)
Zatwai, g,
cosl, = L

”+1_0‘f ln+lfo¢f



La matriz de rigidez tangente se obtiene derivando la expresién (53) respecto al vector
de desplazamiento calculado en el paso de tiempo n + 1. A continuacién se muestran
algunos pasos del desarrollo algebraico para la determinacién de dicha matriz.

> derivadas

ofm Dz, i1 ol 0 ol
Tontiey gy onttey o [ O0 EAge.., . —2 [ (&
aun+1 0 8un+1 ® (au) n+1—af + O€n+ of aun+1 (au)n+1—af (60)

> desarrollo algebraico

a€n+1—a- - 1 6ln+1—a' . 1 ol
Bun+1f Y 3un+1f - (1 o Oéf)% (%)nﬂfaf
(61)
d ol _ 9%
Oup i1 <(%)n+1*af> - (1 B af) <W> ntl—agp
> expresion final
_ EA ol ol
K:L+17af - (1 - &f) lOO (%>n+17af (%)kal—af
+ (1 a af)EA05n+1_af (g_le> <62)
n+17af
= (1-a)K' U, a,)

Notese que la matriz de rigidez tangente (modo 2) depende de la deformacién y de
los cosenos directores, del elemento de barra bi-articulado, evaluados en el punto medio
generalizado n + 1 — ay, ademas, del pardametro ay. Por otra parte, teniendo en cuenta
las ecuaciones (55), (56), (57), (58) y (59), se puede notar que la deformacién y los
cosenos directores generalizados dependen de los desplazamientos calculados en los pasos
de tiempo n y n + 1 y del pardmetro ay. Por 1ltimo, cabe comentar que si se utiliza los
pardmetros a,, = ay = 2 =y = 1/2 en las expresiones (54) y (62), se obtiene el cldsico
método de la regla del punto medio.

5.2.5 El método energia-momentum generalizado

Motivado por la observacion de la inestabilidad numérica en los esquemas de integracion
temporal en el andlisis dindmico no-lineal SIMO y co-autores (LEWIS & SIMO [1994], SIMO &
TARNOW [1992a], [1994], SIMO et al [1995], SIMO et al [1992b]) han propuesto el método de energia-
momentumun que conserva la energia y portanto cumple la condicién de estabilidad (1).
Dicho algoritmo tiene precisién de segundo orden ademads preserva la energia total, el
momentum lineal y el momentum angular. Sin embargo, KUHL & RAMM [1996a], [1996b] han
observado problemas de convergencia al analizar el fenomeno snap-through en laminas
cilindricas cuya respuesta contiene modos de alta frecuencia. En este caso ha sido necesario
utilizar pequenos pasos de tiempo para obtener una solucién estable. Para superar dichos



problemas KUHL & CRISFIELD [1999], dentre otros, han extendido dicha formulacién dentro de
la estratégia del método a generalizado para incorporar la disipaciéon numérica en altas
frecuencias. Estos autores han denominado este algoritmo como el método de energia-
momentum generalizado.

5.2.6 FEl método energia-momentum

Para mayores detalles sobre este método consultar las referencias SIMO et al [1995], SIMO
& TARNOW [1992a], SIMO & TARNOW [1994], SIMO et al [1992b], SIMO & WONG [1991]. El método de
energia-momentum se basa en la deformacién calculada en el punto medio del intervalo
de integracion temporal, que se escribe como

E(un-H) + g(un)
2
Para la obtencion del vector de fuerzas residuales y de la matriz tangente iterativa se
utiliza la deformacién del punto medio en las expresiones que calculan el vector de fuerzas
internas y la matriz de rigidez tangente correspondiente al modo 2.

8(un+1*0tf)|0<f:1/2 - (63)

5.2.7 Generalizaciéon del método energia-momentum

Tomando la expresién (63) como punto de partida, KUHL & CRISFIELD [1999], KUHL & RAMM
[1996a], [1996b], [1998], [1999] propuseran el método de energia-momentum generalizado, que se
basa en el calculo de la deformacion a través del promedio ponderado de sus respectivos
valores en los pasos de tiempo n y n + 1. Es decir, que se esta utilizando el método «
generalizado para calcular las deformaciones en el punto medio generalizado. Se calcula
dicha deformacion por medio de la siguiente expresion

€(u7l+1_af) - (1 - af)g(un-H) + afg(un) (64)

donde a; es el coeficiente de ponderacion. De este modo, teniendo en cuenta la ecuacion
(54), el vector de fuerzas internas se define como

A ol
£, = BA((L - 0o+ ase) (5 (65

n+17af

Para obtener la matriz de rigidez tangente se aplica la derivada del vector de fuerzas
internas de (65) respecto al vector de desplazamientos calculado en el paso de tiempo n+1.
A continuacion se muestran algunos pasos del desarrollo algebraico para la determinacion
de dicha matriz.

> derivadas

8f'rizr:‘t»17a 5
8un+1f - <1 o af)EAO@iZill ® (%>n+1704f

(66)
+ BA((1 = e+ ae) 5= ((2) )



> expresion final

t _ EA ol ol
K”+1*(Xf - (1 - af) l()o (%)erl ® (%)n«klfozf +
(1= a)EA((1 — a,)en + a,e.) (%) (67)
n+17af

= (1 — af)Kt(un+1_af)

Notese que la matriz de rigidez tangente (modo 3) depende de la deformacién evaluada
en los pasos de tiempo n y n + 1; de los cosenos directores, del elemento de barra bi-
articulado, evaluados en el punto medio generalizado n + 1 — ay y en el paso de tiempo
n + 1, ademds, del parametro ay. Por otra lado, la parte material de K, 1o, €8 10
simetrica, mientras que, la parte geometrica permanece simetrica.

5.2.8 Disipacion mumérica - ARMERO & PETOCZ

Utilizando el método a generalizado, la deformacién definida por la ecuacién (64) y el
modelo de disipacion numérica propuesto por ARMERO & PETOCZ [1996], [1998], KUHL & CRISFIELD
[1999] propusieron la siguiente expresién para el calculo de la deformacién en punto medio
generalizado

e(Wia,) — (L= ap)e(u,) +ape(u,) +E(e(w,0) — (w,))

(68)
= (1= a;+8e(u,) + (o = §)e(u,)

donde € es el pardmetro de disipaciéon numérica propuesto por ARMERO & PETOCZ [1996], [1998].
Una vez més, teniendo en cuenta la ecuacién (54), el vector de fuerzas internas se define
como

, ol
£ = EA((1—a; +epp + (ap = en) | == (69)
! au n+17af

Para obtener la matriz de rigidez tangente se aplica la derivada del vector de fuerzas
internas de (69) respecto al vector de desplazamientos calculado en el paso de tiempo n+1.
A continuacién se muestran algunos pasos del desarrollo algebraico para la determinacion
de dicha matriz.

> derivadas

afint
ntl—ay _ (1 . O{f +§)EA 86n+1 ® (g_lll

Oup1 09uy41

)iia,
+EA0((1 - af + 5)5n+1 + (af - S)En)ﬁ <(g_fl)n+l—af>

> expresion final



K:H»lfaf = (1 —ay + g)EI_I:O (g_lll)n+l ® (%)nﬁ»lfaf

(71)

H(1 = a ) BA((1— ay + Oz + (0, — £)e,) (22)
ntl—ap

Notese que la matriz de rigidez tangente (modo 4) depende de la deformacién evaluada
en los pasos de tiempo n y n + 1; de los cosenos directores, del elemento de barra bi-
articulado, evaluados en el punto medio generalizado n 4+ 1 — a; y en el paso de tiempo
n+1, ademas, de los pardmetros ay y . Por otra lado, la parte material de K , es 1o
simetrica, mientras que, la parte geometrica permanece simetrica. Por tltimo, obsérvese
que si se toma oy, = oy = 20 =7 = 1/2 y £ = 0, se obtiene el método de energia-
momentum definido en el apartado 5.2.6, mientras que, si se adopta o, = ay = 20 =
v =1/2y & # 0, se obtiene el método energia-momentum modificado propuesto ARMERO
& PETOCZ [1996]. A continuacion se demuestra que ambos métodos conservan las energias
cinética y de deformacién del sistema.

Teniendo en cuenta la regla del punto medio (o, = ay = 26 = v = 1/2), las ecuaciones
(35a), (35b), (44a) y (44b), las velocidades y las aceleraciones se escriben como

n+l—«a

1 1

W,p1/2 = E(un+1 - un)) W, 12 = E(un+1 - un) (72)

La forma discreta de la ecuacion de movimiento en el punto medio, asumiendo que
£, = 0, se escribe como M, ,, + £, , = 0. Premultiplicando ambos términos de

dicha ecuacién por el vector de velocidades de (72a), se obtiene que

0’ Mil,,, . + 0, " =0 (73)

n+1/2 n+1/2n+41/2

Por otra parte, se puede escribir el vector de velocidades en el punto medio, de acuerdo
con la ecuacién (43b), como 0,,, = %(1’1n4r1 + 1,). Sustituyendo dicho término, las
ecuaciones (72a) y (72b) en (73), se obtiene que

1 . . 1 . . 1 int

§<un+1 + un)TMKt(unH - un) + Kt(un+l — un)Tan/2 =0 (74&)
L. < N\T - - T pint
§(un+1 + un) M(un-H - un) + (un+1 - un) fn+1/2 =0 (74b)

El término asociado a la matriz de masa M, en (74b), corresponde a la diferencia
entre los valores de la energia cinética calculados en los pasos de tiempo n + 1 y n, esto
es, K,., — K,. Por otra parte, se describe el vector de fuerzas internas en el punto medio,
de acuerdo con la ecuacién (69), como

o 1 ol



donde (g—fl)nH T % ((g—i)nﬂ + (g—fl)n), es el promedio de los vectores, que contienen los
cosenos directores de la barra bi-articulada, evaluados en los pasos de tiempo n + 1 y n,
respectivamente. Por tanto, se reescribe la ecuacion (74b) del modo siguiente

1 ol
K,,,— K, +FA | (i1 +e,) +&(enpn —€,) | (Wppy —u)" | =— =0 (76)
2 ou t1/2

Teniendo en cuenta las ecuaciones (26), (27) y (%)HH/2 =1 <(%)n+1 + (%)), de-

spués de algunos pasos de desarrollo algebraico, se puede demostrar la siguiente igualdad
(W, —u,)” (%)Ml/2 = (lhy — ln)%(l + cos(0,,, — 0,)). Por otra parte, a través de
las deformaciones evaluadas en los pasos de tiempo n + 1 y n, se puede escribir que
lnin — 1, = lo(e,01 — €,). Una vez que se asume At << 1, esto implica que 0,,, =~ 0, y
cos(0,, — 0,) =~ 1, consecuentemente, 3(1 + cos(6,,, — 0,)) ~ 1. Por tanto, tomando las
hipétesis aqui descritas, se puede concluir que (u,,, —u,)” (%)TLH/2 =ly(e,01 —€,). Esto
permite reescribir la ecuacién (76) del siguiente modo

1
K,..,— K,+ EA, (5(5n+1 +e.)+E&(enn — 5n)) (Epy1 —€,) =0 (77a)

1
K,.,—K,+ §EAOZO(5;‘;+1 — )+ EEA (e —€,)? =0 (77b)

El tercero término de (77b) corresponde a la diferencia entre los valores de la energia
de deformacion calculados en los pasos de tiempo n+1 y n, esto es, U,.; — U,. Obsérvese
que el ultimo término de (77b) es siempre positivo, una vez que (¢,,, —¢€,)> > 0. Por
tanto, la ecuacién (77) se puede reescribir como

Ky — K, + U,y — U, + EEAL(esy —2,)? =0 (78a)

Ky — K, 4+ U, — U, = —E£EAy(e,0, —£,)> < 0 (78D)

Se puede observar en la ecuacién (78b) que la diferencia entre los valores de la energia
total dentro del paso de integracién en el tiempo es igual a cero si se toma £ = 0, mientras
que es menor que cero si se adopta & > 0. Por tanto, la energia total se conserva dentro
del paso de integracion para valores & = 0, por otra parte, se produce un decaimiento en la
energia total para valores £ > 0. En el apartado de ejemplos numéricos, se podré observar
la conservacion o el decaimiento de la energia total al se aplicar los métodos de energia-
momentum (§ = 0) y de energia-momentum modificado (§ > 0), respectivamente. Por
ultimo, cabe comentar que dentro del marco de los algoritmos que conservan la energia hay
otras aportaciones tedricas que en este trabajo no han sido desarrolladas. Para mayores
detalles, consultar las referencias HUGHES et al [1978], HAIRER et al [2002], ARMERO & ROMERO [2001a],
[2001b], [2003], ROMERO & ARMERO [2002].



6 Ejemplos numéricos

En los apartados anteriores se han presentado cuatro expresiones distintas para el calculo
del vector de fuerzas internas y para el calculo de la matriz de rigidez tangente, respecti-
vamente. Se ha asignado modo 1 a las expresiones (49) y (52) que calculan el vector de
fuerzas internas y la matriz de rigidez tangente, respectivamente; modo 2 a las ecuaciones
(54) y 62), modo 3 a las ecuaciones (65) y (67) y modo 4 a las expresiones (69) y (71).
Notese que las expresiones del modo 3 son un caso particular de las del modo 4 asignando

E=0.
Método Parametros i vop K,
RT, NEWMARK [1959)] am=ar=0,20=vy=1/2 (49) (52)
RPM am =ay=20=vy=1/2 (54) (62)
MN, NEWMARK [1959] am =ay=0 (49) (52)
MaB, WOOD et al [1981] ar=0 (49) (52)
MaH1, HILBER el al [1977] Q=0 (49) (52)
MaH2, KUHL & CRISFIELD [1999] QU =0 (54) (62)
MaG1, CHUNG & HULBERT [1993] am #0,ar #0 (49) (52)
MaG2, KUHL & CRISFIELD [1999) 0 0,08 #0 (54) (62)
MEM, SIMO & TARNOW [1992a] am=ar=20=y=1/2,£=0 (69) (71)
MEM+¢, ARMERO & PETOCZ [1996] @ =y =20 =7 =1/2,£ #0 (69) (71)
MEMG, KUHL & CRISFIELD [1999] am #0,ar #0,£=0 (69) (71)
MEMG++¢, KUHL & CRISFIELD [1999] am #0,ar #0,£#0 (69) (71)

Tabla 1: Sumario de los algoritmos de integracion temporal

En las simulaciones numéricas que aqui se realizan se utilizaran los siguientes algorit-
mos de integracion temporal:

PN O WD

9.

La regla de trapecio - RT;

La regla del punto medio - RPM;

El método de Newmark - NM;

El método a de Bossak - MaB;

El método a de Hilber (modo 1) - MaH1;

El método a de Hilber (modo 2) - MaH2;

El método a generalizado (modo 1) - MaGl;
El método a generalizado (modo 2) - MaG2;
El método de energia-momentum - MEM;

10. El método de energia-momentum modificado - MEM+-¢;

11. El método de energia-momentum generalizado - MEMG;

12. El método de energia-momentum generalizado modificado - MEMG+¢;

Para cada uno de estos algoritmos se asumen valores para los parametros de disipacion
numérica y determinadas expresiones para el calculo del vector de fuerzas internas y de
la matriz de rigidez tangente. Esta informacién se encuentra detallada en la Tabla 1.
Encuanto a los parametros de disipaciéon numérica se adoptan valores optimizados en
funcion del radio espectral p.,. Estos valores se muestran en la Tabla 2. Notese que para



el po = 1 no ocurre disipacién numérica, mientras que para valores decrecientes del radio
espectral implica valores crecientes de disipacion numérica. Obsérvese que los valores
asignados a los pardmetros a;,, oy, 7y 3 en la Tabla 1, fueron obtenidos tomando p=1
en la Tabla 2. Cabe comentar que se puede utilizar valores arbitrarios, distintos de los
presentados en la Tabla 2. Por otra parte, valores éptimos significan que el algoritmo que
los utilizan poseera disipacién numérica minima para las respuestas a baja frecuencia y
disipacion numérica maxima para las frecuencias mas altas.

Algoritmo QO oy B g

RT, MN (NEWMARK [1959]) 0 0 e 237;%
MaB (WOOD et al [1981]) 'I‘jz—;} 0 11— ap)? I —an
MaH1 (HILBER el al [1977]) 0 ;—;% 1(1+ay)? T +ay

MaH2 (KUHL & CRISFIELD [1999])

RPM, MaG1 (CHUNG & HULBERT [1993)), %f% s j(l—amtap)? §-amtay
MaG2 (KUHL & CRISFIELD [1999]),

MEM (SIMO & TARNOW [1992a]),

MEM+¢ (ARMERO & PETOCZ [1996]),

MEMG y MEMG-+¢ (KUHL & CRISFIELD [1999))

Tabla 2: Valores 6ptimos de los parametros de disipaciéon numérica en funcion del radio
del radio espectral poo

En los ejemplos numéricos que se analizan a continuacion se adoptara para cada uno
de los algoritmos enumerados en la Tabla 1 los siguientes valores para el radio espectral
Poo = 1, Ppeo=0.8 ¥ pso=0.6, respectivamente. Por 1ltimo, notese en la Tabla 1 que para
ay, = af = 0y 28 =~ = 1/2, los algoritmos de Newmark, MaB, MaH1 y MaH?2
coinciden con el método de la Regla del Trapecio, lo que se comprueba en los ejemplos
aqui analizados.

Para analizar los resultados obtenidos con los algoritmos enumerados en la Tabla 1,
se ha utilizado las siguientes graficas:

La trayectoria del péndulo en el plano XY

La energia total x tiempo;

Las componentes cartesianas del desplazamiento x tiempo;
Las componentes cartesianas de la velocidad X tiempo;

El desplazamiento axial (Al =1 —1[,) X tiempo;

6. El numero de iteraciones por paso de tiempo.
con el objetivo de averiguar el comportamiento de dichos algoritmos respecto a la capaci-
dad de:

Obtener la trayectoria correcta;

Conservar la energia total;

Disipar lo minimo para movimientos a bajas frecuencias;
Disipar lo maximo para movimientos a altas frecuencias;
Converger durante el proceso iterativo;

ARl

CU W



6.1 El péndulo simple - Bathe

Este ejemplo ha sido analizado por BATHE [1996], CRISFIELD [1997a], CRISFIELD & SHI [1996b], KUHL
& CRISFIELD [1999] entre otros autores. En este apartado se simula el péndulo simple como
rigido, es decir, k — co. Las caracteristicas geométricas y fisicas, las condiciones iniciales
y demas datos del problema, se describen a continuacion:

rigidez axial, FA,= 10" N;

masa, m = 10 kg;

longitud, [ = 3.0443 m,;

aceleracion de la gravedad, g = 9.8 m.s™?;
paso de tiempo, At = 0.1 s;

intervalo de tiempo, t = 30 s;

numero de pasos, N, = 300;

tolerancia para la convergencia, TOL = 107°.

o, =10

. ey e . 0

posicién inicial { Yo = —3.0443 m (79a)
.. L Uy = 7.72 m.s™!

condiciones iniciales { iy = 1.6 m.s (79Db)

En la figura 9 se muestran el sistema de referencia adoptado, las caracteristicas ge-
ométricas y las condiciones iniciales del péndulo simple. Se ha discretizado dicho péndulo
con un elemento de barra bi-articulado 2D. Notese que para este caso, hay dos grados de
libertad restringidos y dos grados de libertad libres.

SINLL s

m.—>ﬂo

Uy

Figura 9. El péndulo simple. Condiciones iniciales

Como se ha comentado en el apartado 3, la respuesta del péndulo discretizado con sélo
un grado de libertad presenta el desplazamiento angular con variacién casi-lineal respecto
al tiempo, mientras que la velocidad y la aceleraciéon angulares oscilan a baja frecuencia.
En este ejemplo, la inclusion de mas un grado de libertad implica el surgimiento de una



oscilacion axial de alta frecuencia, cuya maxima amplitud no excede el orden de tamano
de 5 x 10~* debido a la hipotesis de inextensibilad del péndulo. Dicho comportamiento se
observa en los resultados numéricos que se detallan a continuacion.
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Figura 10. El péndulo simple. Solucién con el esquema Newmark, p,, = 1.

Con relacién al método de Newmark sin disipaciéon numérica, se ha observado que: No
obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la Figura 10a; No conserva la energia,
hay un crecimiento desmedido de la misma a partir de un tiempo de 5 segundos como
se puede observar en la Figura 10b. No disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia
conforme se muestra en la Figura 10d, incluso hay un crecimiento desmedido de la misma
a partir de un tiempo de 5 segundos, lo mismo se observa con las componente de las
velocidades conforme se muestra en la Figura 10e. No presenta fallos de convergencia lo
que se puede comprobar en la Figura 10f. Las méaximas amplitudes de las oscilaciones



axiales son

coordinate y(t)

del orden de 5x10~* conforme

4
T

Mass trajectory

4 L L L

-+ 3 2 El

2D displacements response
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se muestra en

300 T T

la Figura 10d.
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Figura 11. El péndulo simple. Solucién con el esquema Newmark disipativo, p,,=0.8.

Por otra parte, respecto al método de Newmark con disipaciéon numérica (p-=0.8), se
ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la Figura 11la;
Disipa desmesuradamente la energia como se puede observar en la Figura 11b. Disipa las
oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en la Figura 11d. Introduce
errores de periodo y de amplitud considerables conforme se muestra en la Figura 11e. No
presenta fallos de convergencia lo que se puede comprobar en la Figura 11f. Las maximas
amplitudes de las oscilaciones axiales son del orden de 7x10~®* conforme se muestra en la
Figura 11d.
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Figura 12. El péndulo simple. Solucién con el esquema Newmark disipativo, p,,=0.6.

De los resultados obtenidos a través del método de Newmark con disipacién numérica
(poo=0.6), se ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la
Figura 12a; Disipa desmesuradamente la energia como se puede observar en la Figura
12b. Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en la Figura
12d. Introduce errores de periodo y de amplitud considerables conforme se muestra en la
Figura 12e. No presenta fallos de convergencia lo que se puede comprobar en la Figura
12f. Las maximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del orden de 7x10~* conforme

se muestra en la Figura 12d.
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Figura 13. El péndulo simple. Solucién con el esquema a-Bossak, p,, = 1.

Conforme dicho en el apartado anterior, el método o de Bossak sin disipacién obtiene los
mismos resultados que el método de Newmark con (ps, = 1), conforme se puede observar
en las graficas correpondientes a la Figura 13.
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Figura 14. El péndulo simple. Solucién con el esquema a-Bossak disipativo, p,, =0.8.
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on numérica

Por otra parte, respecto al método a de Bossak con disipaci

(po=0.8), se ha

observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la Figura 14a; Disipa

la energia hasta el tiempo aproximadamente de 25 segundos, despues de este tiempo se

nota un crecimiento abrupto en la energia total como se puede observar en la Figura 14b.
Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia hasta el tiempo aproximadamente de 25

segundos, posteriormente a este tiempo ocurre un crecimiento abrupto conforme se mues-
tra en la Figura 14d. Introduce errores de periodo y de amplitud de pequena magnitud

’

on minima para

s

conforme se muestra en las Figura 14c y 14e, es decir, presenta disipaci

las frecuencias mas bajas. No presenta fallos de convergencia lo que se puede comprobar

en la Figura 14f. Las maximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del orden de

5x10~" conforme se muestra en la Figura 14d.
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Figura 15. El péndulo simple. Solucién con el esquema a-Bossak disipativo, p,, =0.6.
en la Figura 15b. Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra
en la Figura 15d. Introduce errores de periodo y de amplitude de pequena magnitud

conforme se muestra en las Figuras 15¢ y 15e, lo que implica en una minima disipacion

para las oscilaciones a baja frecuencia.
comprobar en la Figura 15f. Las méaximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del

Figura 15a; Disipa la energia del valor 298 N.m al valor 255 N.m como se puede observar
orden de 7x107* conforme se muestra en la Figura 15d.

(poo=0.6), se ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la

De los resultados obtenidos a través del método a de Bossak con disipaci
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Figura 16. El péndulo simple. Solucién con el esquema a-Hilber, p,, = 1.

Conforme dicho en el apartado anterior, el método o de Hilber sin disipacién obtiene los
mismos resultados que el método de Newmark con (ps, = 1), conforme se puede observar
en las graficas correpondientes a la Figura 16.
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Figura 17. El péndulo simple. Solucién con el esquema a-Hilber disipativo, p,, =0.8.

Por otra parte, respecto al método o de Hilber con disipacién numérica (p-=0.8), se ha
observado que: No obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la Figura 17a; Disi-
pa la energia hasta el tiempo aproximadamente de 25 segundos, despues de este tiempo
se nota un crecimiento abrupto en la energia total como se puede observar en la Figura
17b. Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia hasta el tiempo aproximadamente
de 25 segundos, posteriormente a este tiempo ocurre un crecimiento abrupto conforme se
muestra en la Figura 17d. Introduce errores de periodo y de amplitud de gran despues de
transcurridos 25 segundos conforme se muestra en las Figura 17c y 17e. No presenta fallos
de convergencia lo que se puede comprobar en la Figura 17f. Las maximas amplitudes de
las oscilaciones axiales son del orden de 1.2x107° conforme se muestra en la Figura 17d.
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Figura 18. El péndulo simple. Solucién con el esquema a-Hilber disipativo, p,, =0.6.
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on numérica

(poo=0.6), se ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la

De los resultados obtenidos a través del método o de Hilber con disipaci

en la Figura 18b. Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra
en la Figura 18d. Introduce errores de periodo y de amplitud de pequena magnitud de

Figura 18a; Disipa la energia del valor 298 N.m al valor 275 N.m como se puede observar
periodo y de amplitud conforme se muestra en las Figuras 18c y 18e, lo que implica en

las oscilaciones a baja frecuencia. No presenta fallos de con-

vergencia lo que se puede comprobar en la Figura 18f. Las maximas amplitudes de las

oscilaciones axiales son del orden de 8x107®* conforme se muestra en la Figura 18d.
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Figura 19. El péndulo simple. Solucién con el esquema a-generalizado, ps, = 1.

Con relacién al método a generalizado sin disipacién numérica (p., =1), se ha observado
que: No obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la Figura 19a; No conser-
va la energia, hay un crecimiento desmedido de la misma a despues de transcurridos
aproximadamente 2 segundos como se puede observar en la Figura 19b. No disipa las
oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en la Figura 19d, incluso hay
un crecimiento desmedido de la misma a partir de un tiempo de 2 segundos, lo mismo se
observa con las componentes del desplazamiento y de las velocidades conforme se muestra
en las Figura 19¢ y 19e, respectivamente. No presenta fallos de convergencia lo que se
puede comprobar en la Figura 19f. Las méaximas amplitudes de las oscilaciones axiales
son del orden de 4x10~* conforme se muestra en la Figura 19d.
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Figura 20.
Poo =0.8.

Por otra parte, respecto al método « generalizado con disipacién numérica (po, =0.8),
se ha observado que: No obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la Figura
20a; No conserva la energia, hay un crecimiento desmedido de la misma a despues de
transcurridos aproximadamente 4 segundos como se puede observar en la Figura 20b. No
disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en la Figura 20d,
incluso hay un crecimiento desmedido de la misma a partir de un tiempo de 4 segundos, lo
mismo se observa con las componentes del desplazamiento y de las velocidades conforme
se muestra en las Figura 20c y 20e, respectivamente. No presenta fallos de convergencia
lo que se puede comprobar en la Figura 20f. Las maximas amplitudes de las oscilaciones

El péndulo simple.

Solucién con el esquema a-generalizado disipativo,

100000

10000

1000

100

Total energy

T T T T T
I I I I I
5 10 15 20 25 30
time
Change of length
1e-05 T T T T T
8e-06 - -
60-06 - B
4e-06 |- A =
S
)
2
2006 |- B
0
-2e-06 [~ -
46-06 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30
time
Newton-Raphson iterations
8 T T T T T
7 4
6 4
2 s -
S
s
2
5 4
8
K
5
zZ 3r 1
2 4
s 4
o I I I I I
0 5 10 15 20 25 30
time

axiales son del orden de 1x107° conforme se muestra en la Figura 20d.
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en la Figura 21b. Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se mues-
tra en la Figura 21d. Introduce errores de periodo y de amplitud de pequena magnitud

conforme se muestra en las Figuras 21c y 21e, lo que implica en una minima disipacion
para las oscilaciones a baja frecuencia. No presenta fallos de convergencia lo que se puede
comprobar en la Figura 21f. Las maximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del

(poo=0.6), se ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la
orden de 1x1077 conforme se muestra en la Figura 21d.

De los resultados obtenidos a través del método o generalizado con disipaci

Figura 21a; Disipa la energ

Figura 21.
Poo =0.6.
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Figura 22. El péndulo simple. Solucién con el esquema energia-momentum generalizado,

Poo = 1.
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Figura 23. El péndulo simple. Solucion con el esquema energia-momentum generalizado
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Figura 25. El péndulo simple. Solucién con el esquema energia-momentum generalizado
+ &, poo=1.

De acuerdo con las Figuras 22, 23, 24 y 25 se puede observar que los métodos de energia-
momentum generalizado y de energia-momentum generalizado modificado han presentado
la mejor performance entre los métodos aqui estudiados. Estos algoritmos conservan la
energia, poseen disipacion minima para frecuencias bajas, presentan méaxima disipacion
para frecuencias altas y introduce error de periodo y de amplitud de muy pequena mag-
nitud.

6.2 El péndulo elastico - Bathe

Este ejemplo ha sido analizado por KUHL & CRISFIELD [1999]. En este apartado se considera
el péndulo flexible. Las caracteristicas geométricas y fisicas, las condiciones iniciales y
demas datos del problema, se describen a continuacién:

rigidez axial, FA,= 10* N;

masa, m = 10 kg;

longitud, [ = 3.0443 m,;

aceleracién de la gravedad, g = 9.8 m.s™?;
paso de tiempo, At = 0.05 s;

intervalo de tiempo, t = 30 s;

numero de pasos, N, = 600;

tolerancia para la convergencia, TOL = 107°.
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En la figura 26 se muestran el sistema de referencia adoptado, las caracteristicas
geométricas y las condiciones iniciales del péndulo elastico. Se ha discretizado dicho
péndulo con un elemento de barra bi-articulado 2D. Notese que para este caso, hay dos
grados de libertad restringidos y dos grados de libertad libres.

SIS s

m @— Uo

Figura 26. El péndulo elastico. Condiciones iniciales

Del mismo modo que en el ejemplo anterior, la inclusién de un grado de libertad mas
resulta en el aparecimiento de la oscilacion axial de alta frecuencia, cuya maxima ampli-
tud, de acuerdo con los resultados numéricos, no supera el valor de 120 mm, pués, aqui
se considera la longitud del péndulo extensible, esto es, deformable elasticamente. Por
otra parte, el desplazamiento angular varia casi linealmente respecto al tiempo, mientras
que la velocidad y la aceleracién oscilan con baja frecuencia. Aunque haya oscilaciones de
alta frecuencia, debido a la deformabilidad del péndulo, no hay un crecimiento abrupto o
desmensurado en la amplitud de la oscilaciéon axial. Dicho comportamiento se observa en
los resultados numéricos que se detallan a continuacion.
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time

, se ha observado que: Ob-

tiene la trayectoria correta como se muestra en la Figura 28a; No conserva la energia total
sin embargo no se observa un crecimiento abrupto de la misma como se puede notar en la

’

’

on numeérica

time

Figura 27. El péndulo elastico. Soluciéon con el esquema Newmark, p,, = 1.
se muestra na la Figura 27d. No presenta fallos de convergencia de acuerdo con la Figura

Figura 28b; Los errores de periodo y de amplitud son de pequena magnitud conforme se
27t

muestra en las Figuras 27c y 27e; Las oscilaciones axiales son de alta frecuencia pero se
mantienen acotadas, ademas, las maximas amplitudes estan por abajo de 120 mm como

Con relacion al método de Newmark sin disipaci
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Figura 28. El péndulo elastico. Solucion con el esquema Newmark disipativo, peo
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Por otra parte, respecto al método de Newmark con disipaciéon numérica (p-=0.8), se
ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la Figura 28a;
Disipa desmesuradamente la energia como se puede observar en la Figura 28b. Disipa las
oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en la Figura 28d. Introduce
errores de periodo y de amplitud de gran magnitud conforme se muestra en las Figuras
28c y 28e. No presenta fallos de convergencia lo que se puede comprobar en la Figura 28f.
Las maximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del orden de 100 mm conforme se

muestra en la Figura 28d.
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Figura 29. El péndulo elastico. Solucion con el esquema Newmark disipativo, p,, =0.6.

De los resultados obtenidos a través del método de Newmark con disipacién numérica
(poo=0.6), se ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la
Figura 29a; Disipa desmesuradamente la energia como se puede observar en la Figura
29b. Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en la Figura
29d. Introduce errores de periodo y de amplitud de gran magnitud conforme se muestra
en la Figura 29e. No presenta fallos de convergencia lo que se puede comprobar en la
Figura 29f. Las maximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del orden de 100 mm
conforme se muestra en la Figura 29d.
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Figura 30. El péndulo elastico. Solucion con el esquema a-Bossak, po, = 1.
Conforme se ha comentado anteriormente, el método o de Bossak sin disipacién obtiene

los mismos resultados que el método de Newmark con (ps = 1), que se puede observar

en las graficas correpondientes a la Figura 30.
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del valor 298 N.m al valor 286 N.m como se puede observar en la Figura 31b. Disipa las
oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en la Figura 31d. Introduce
errores de periodo y de amplitud de pequena magnitud conforme se muestra en las Figuras
Las maximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del orden de 120 mm conforme se

31lc y 3le. No presenta fallos de convergencia lo que se puede comprobar en la Figura 31f.
muestra en la Figura 31d.

Figura 31. El péndulo eldstico. Solucién con el esquema a-Bossak disipativo, p. =0.8.
que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la Figura 31a; Disipa la energia

Con relaciéon al método o de Bossak con disipaci
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(poo=0.6), se ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la
en la Figura 32b. Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en
la Figura 32d. Introduce errores de periodo y de amplitud de pequena magnitud conforme
se muestra en las Figuras 32c y 32e. No presenta fallos de convergencia lo que se puede
comprobar en la Figura 32f. Las maximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del
orden de 120 mm conforme se muestra en la Figura 32d.

Figura 32. El péndulo elastico. Solucién con el esquema a-Bossak disipativo, p,, =0.6.
Figura 32a; Disipa la energia

De los resultados obtenidos a través del método a de Bossak con disipaci
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Figura 33. El péndulo elastico. Solucion con el esquema a-Hilber, p,, = 1.
Conforme se ha comentado anteriormente, el método o de Hilber sin disipacién obtiene

los mismos resultados que el método de Newmark con (ps = 1), que se puede observar

en las graficas correpondientes a la Figura 33.
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Figura 34. El péndulo elastico. Solucion con el esquema a-Hilber disipativo, p., =0.8.
del valor 298 N.m al valor 288 N.m como se puede observar en la Figura 34b. Disipa las

oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en la Figura 34d. Introduce
errores de periodo y de amplitud de pequena magnitud conforme se muestra en las Figuras
Las maximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del orden de 120 mm conforme se

34c y 34e. No presenta fallos de convergencia lo que se puede comprobar en la Figura 34f.
muestra en la Figura 34d.

que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la Figura 34a; Disipa la energia

Con relacién al método o de Hilber con disipaci
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Figura 35. El péndulo elastico. Solucion con el esquema a-Hilber disipativo, p., =0.6.
la Figura 35d. Introduce errores de periodo y de amplitud de pequena magnitud conforme

(poo=0.6), se ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la
Figura 35a; Disipa la energia del valor 298 N.m al valor 286 N.m como se puede observar
en la Figura 35b. Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en
se muestra en las Figuras 35¢ y 35e. No presenta fallos de convergencia lo que se puede
comprobar en la Figura 35f. Las maximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del
orden de 120 mm conforme se muestra en la Figura 35d.

De los resultados obtenidos a través del método a de Hilber con disipaci
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Figura 36. El péndulo elastico. Solucion con el esquema a-generalizado, p,, = 1.
tiene la trayectoria correta como se muestra en la Figura 36a; No conserva la energia total

sin embargo no se observa un crecimiento abrupto de la misma como se puede notar en la
Figura 36b; Los errores de periodo y de amplitud son de pequena magnitud conforme se
se muestra na la Figura 36d. No presenta fallos de convergencia de acuerdo con la Figura
36f.

muestra en las Figuras 36¢ y 36e; Las oscilaciones axiales son de alta frecuencia pero se
mantienen acotadas, ademas, las maximas amplitudes estan por abajo de 120 mm como

Con relaciéon al método o generalizado sin disipaci
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muestra en la Figura 37d. Introduce errores de periodo y de amplitud de pequena mag-
nitud conforme se muestra en las Figuras 37c y 37e. No presenta fallos de convergencia
lo que se puede comprobar en la Figura 37f. Las maximas amplitudes de las oscilaciones

en la Figura 37b. Disipa muy poco las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se
axiales son del orden de 120 mm conforme se muestra en la Figura 37d.

(poo=0.6), se ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la
Figura 37a; Disipa la energia del valor 298 N.m al valor 292 N.m como se puede observar

De los resultados obtenidos a través del método o generalizado con disipaci

Figura 37. El péndulo elastico.

Poo =0.8.
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la Figura 38f. Las méaximas amplitudes de las oscilaciones axiales son del orden de 110

las Figuras 38c y 38e. No presenta fallos de convergencia lo que se puede comprobar en
mm conforme se muestra en la Figura 38d.

pa la energia del valor 298 N.m al valor 288 N.m como se puede observar en la Figura 38b.
Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se muestra en la Figura 38d.
Introduce errores de periodo y de amplitud de pequena magnitud conforme se muestra en

ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la Figura 38a; Disi-

Por otra parte, respecto al método o generalizado con disipaci

Figura 38. El péndulo elastico.

Poo =0.6.
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Figura 39. El péndulo elastico. Solucién con el esquema energia-momentum generalizado,

Poo = 1.

on numeérica, se ha

’

Con relacion al método de energia-momentum generalizado sin disipaci

observado que: Obtiene la trayectoria correta como se muestra en la Figura 39a; Conser-

va perfectamente la energia total como se puede notar en la Figura 39b; Los errores de
periodo y de amplitud son de pequena magnitud conforme se muestra en las Figuras 39¢

y 39e; Las oscilaciones axiales son de alta frecuencia pero se mantienen acotadas, ademas,
las maximas amplitudes estan por abajo de 120 mm como se muestra na la Figura 39d.

No presenta fallos de convergencia de acuerdo con la Figura 39f.
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Figura 40. El péndulo elastico. Solucién con el esquema energia-momentum generalizado

disipativo, ps, =0.8.

’

on numérica

’

Por otra parte, respecto al método energia-momentum generalizado con disipaci

(poo=0.8), se ha observado que: Obtiene la trayectoria correcta como se muestra en la
Figura 40a; Disipa la energia del valor 298 N.m al valor 295 N.m como se puede observar

en la Figura 40b. Disipa muy poco las oscilaciones axiales de alta frecuencia conforme se

muestra en la Figura 40d. Introduce errores de periodo y de amplitud de pequena mag-
nitud conforme se muestra en las Figuras 40c y 40e. No presenta fallos de convergencia
lo que se puede comprobar en la Figura 40f. Las maximas amplitudes de las oscilaciones

axiales son del orden de 120 mm conforme se muestra en la Figura 40d.
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Figura 41. El péndulo elastico. Solucién con el esquema energia-momentum generalizado
pacién numérica

disipativo, ps, =0.6.
se muestra en la Figura 41a; Disipa la energia del valor 298 N.m al valor 290 N.m como

se puede observar en la Figura 41b. Disipa las oscilaciones axiales de alta frecuencia
conforme se muestra en la Figura 41d. Introduce errores de periodo y de amplitud de

convergencia lo que se puede comprobar en la Figura 41f. Las maximas amplitudes de las

De los resultados obtenidos a través del método energia-momentum generalizado con disi-
oscilaciones axiales son del orden de 120 mm conforme se muestra en la Figura 41d.
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Figura 42. El I;éndulo eléstico. Solucién con el esquema energia—momentu}m;l generalizado
+ & poo=L.

Por ultimo, en la Figura 42 se puede observar que para distintos valores de &, el método de
energia-momentum generalizado modificado presenta un decaimiento de la energfa total.
Por otra parte, se nota la disipacién de las oscilaciones axiales de alta frecuencia, bien
como, no presenta fallos de convergencia.

7 Conclusiones

El principal objetivo en este trabajo ha sido comparar la performance de distintos esque-
mas de integracion temporal aplicados a problemas de dinamica no-lineal. Se ha estudiado
dos importantes propiedades que es la capacidad de mantenerse numericamente estable
y de disipar altas frecuencias. Desde este punto de vista de extraer las siguientes conclu-
siones:

e El método de la regla del trapecio y el método del punto medio no garantizan la
estabilidad numeérica, bien como, no tienen la capacidad de disipar altas frecuencias
(ver Figuras 10, 13, 16 y 19);

e Al incluir la disipacién numérica los métodos de Newmark, o de Bossak, o de Hilber
y a generalizado, han sido estables numéricamente (ver Figuras 11, 12, 15, 18 y 21),
aunque no para cualquiera eleccién del pardmetro de disipacién (ver Figuras 14, 17

y 20);



e La principal desventaja del método de Newmark es la excesiva disipacién lo que
implica en errores de periodo y de amplitud muy grandes, esto es, también disipa
de manera excesiva bajas frecuencias (ver Figuras 11 y 12);

e La introduccién de la conservaciéon algoritmica de la energfa, ecuacién (63), den-
tro del esquema de Newmark (método energia-momentum) garantiza la estabilidad
numérica en régimen no-lineal (ver Figura 22);

e El método de energia-momentum generalizado garantiza la estabilidad numérica
ademds de disipar altas frecuencias (ver Figura 23 y 24);

e Si se hace una buena eleccién de los parametros de disipacion el método de energia-
momentum generalizado garantiza la estabilidad incondicional, asi como, disipa altas
frecuencias;

e La principal desventaja del método de energia-momentum generalizado es que posee
precision de primer orden;

e Que parametros escoger para garantizar la estabilidad incondicional utilizando el
método de energia-momentum generalizado es tema abierto a la investigacion

Es importante resaltar aunque los métodos de energia-momentum (MEM), energia-
momentum generalizado (EMG) y energia-momentum generalizado modificado (MEMG-+¢)
hayan obtenido buenos resultados para los ejemplos aqui propuestos, esto no garantiza
el buen comportamiento de dichos métodos frente a otros problemas de dindmica no-
lineal. Por tltimo, se puede decir que hay la necesidad de investigar nuevos algoritmos
que puedan superar algunas debilidades que ain persisten en buena parte de los esque-
mas aqui estudiados, principalmente, respecto a la necesidad de obtener la estabilidad
incondicional.
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