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Introduccion

En esta Monografia se presentan distintos aspectos relacionados con la
simulacion numeérica de problemas termomecanicos acoplados con cinematica
no lineal. Especial énfasis se pone en la formulacién de modelos de contacto
termo-friccional en el marco de una cinematica no lineal con grandes
deslizamientos y deformaciones finitas. En el contexto de las deformaciones
infinitesimales se presenta una formulacion termomecanica acoplada con
cambios de fase que permite la simulacion numérica de procesos de fundicion.

El contenido de la Monografia se ha estructurado en base a tres
capitulos, incluyéndose también algunos apéndices.

En el Capitulo 1 se presenta una formulacién para el analisis de
problemas termomecanicos acoplados no lineales en grandes deformaciones
con contacto friccional. En el primer apartado se presenta una introduccion al
tema. La formulacion del problema termomecanico y del problema
termomecanico de contacto friccional en el continuo se presentan en los
apartados 2 y 3, respectivamente. En el apartado 4 se presenta la formulacién
del problema termomecanico discretizado en el tiempo y se analizan dos
algoritmos de integracion de formula producto basados en la particidon
isotérmica e isentrépica, respectivamente, de las ecuaciones diferenciales de
gobierno del problema. Para la integracion temporal del problema friccional se
presentan dos algoritmos de integracion. Se presentan también las expresiones
matriciales del residuo y operador tangente de contacto para su
implementacion por el método de los elementos finitos. Por ultimo en el
apartado 5 se presentan algunos ejemplos numéricos de aplicacion.

En el Capitulo 2 se plantea un problema que aparece con frecuencia en
las simulaciones numéricas de problemas de contacto friccional con grandes
deslizamientos. Como solucion al problema que se plantea, en el capitulo se
propone un nuevo método de integracion temporal del problema friccional. Para
la introduccién de las caracteristicas basicas del nuevo algoritmo que se
propone se propone la consideracidon de un problema modelo sencillo: el
deslizamiento de una particula sobre una superficie rugosa. En el contexto de
este sencillo problema modelo se introducen las hipdtesis que se consideran en
el nuevo algoritmo de integracién que se propone. Para ello se introduce una
nueva parametrizacion de la curva incremental de deslizamiento en base a la
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informacion que se dispone de la posicion de la particula sobre la superficie y
de la normal a la superficie en los instantes inicial y final del incremento de
tiempo considerado. Una vez introducida la nueva parametrizacion y evaluada
numéricamente la longitud de la curva de deslizamiento se introduce en un
esquema paso-a-paso el nuevo algoritmo de integracion. La extension del
algoritmo a problemas con cinematica no lineal con grandes deformaciones se
puede realizar de manera comprensible una vez introducidos los principales
aspectos del algoritmo. La formulacion del algoritmo para problemas con
grandes deformaciones y su linealizacion exacta se presentan en los
Apéndices A y B, respectivamente. Finalmente en el capitulo se presenta una
serie de ejemplos numéricos y unas conclusiones finales.

En el Capitulo 3, escrito en colaboraciéon con el Dr. M. Chiumenti y el
Profesor M. Cervera, se presenta la formulacion de problemas termomecanicos
con contacto friccional y cambios de fase, en el contexto de deformaciones
infinitesimales. Toda la formulacion del problema se obtiene de manera
consistente en el marco de la termodinamica. Después de una introduccion al
problema, en el apartado 2 se presenta la formulacién del problema
termomecanico en el continuo: las ecuaciones de gobierno del problema, un
modelo constitutivo termoplastico J2, las ecuaciones de gobierno del problema
termomecanico de contacto friccional, un modelo constitutivo de contacto
termofriccional y la formulacidn variacional del problema. En el apartado 3 se
presenta la formulacion discretizada en el tiempo, analizandose dos algoritmos
de integracion de formula producto, basados en la particion isotérmica e
isentrépica de las ecuaciones de gobierno del problema termomecanico con
cambios de fase. En el apartado 4 se presentan distintos ejemplos numeéricos
de aplicacion. En primer lugar se realiza un analisis numérico de los algoritmos
de integracion temporal isotérmico e isentrOpico, para problemas
termoelasticos y termoplasticos, cuasiestaticos y dinamicos, y débilmente y
fuertemente acoplados. Los resultados obtenidos muestran claramente que
para problemas fuertemente acoplados el algoritmo isotérmico es fuertemente
inestable tanto para problemas termoelasticos como termoplasticos,
cuasiestaticos y dinamicos. A continuacion se presentan distintos ejemplos
numéricos, académicos e industriales, de problemas de solidificacion y
enfriamiento. El capitulo finaliza con unas conclusiones. Se incluyen ademas
dos apéndices en los que se presentan de forma detallada, los algoritmos de
integracion del problema termoplastico y termofriccional, respectivamente.
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CAPITULO 1

SIMULACION NUMERICA DE

PROBLEMAS TERMOMECANICOS DE
CONTACTO FRICCIONAL EN
GRANDES DEFORMACIONES

1.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presenta una formulacién para el analisis de problema termomecanicos
acoplados no-lineales de contacto friccional en el contexto de deformaciones finitas. La
simulacién de problemas termomecanicos acoplados de contacto friccional ha sido uno de
los principales temas de investigacion en los ultimos anos. Problemas termomecanicos
acoplados de contacto friccional aparecen en muchos campos de aplicacién en ingenieria
y en particular en distintos procesos de conformado de metales, tales como solidificacién,
conformado superplastico, embuticién de chapas y laminado entre otros. A pesar de los
importantes avances que se han producido en la mecanica computacional, la simulacion
a gran escala de este tipo de problemas, sigue siendo hoy en dia una tarea muy com-
pleja debido principalmente a la naturaleza altamente no lineal del problema, que incluye
en muchos casos una cinematica no lineal, grandes deformaciones, grandes deformaciones
ineldsticas (plasticas o viscoplasticas), condiciones de contorno no lineales, tipos de con-
torno variables debido a la interaccién por contacto friccional, fenémenos de desgaste por
rozamiento, grandes deslizamientos, cambios de fase con generacién/absorcién de calor la-
tente, grandes variaciones térmicas, contacto térmico, generaciéon de calor por disipacién
friccional y otros fenémenos de acoplamiento termomecanico. En las ultimas décadas, se
ha producido un interés creciente por estos temas, tanto por parte de investigadores como
de empresas de distintos sectores, tales como el automovilistico y el aeronautico, entre
otros, motivado por la necesidad de obtener productos finales de alta calidad, con altas
prestaciones termomecanicas, y de reducir costes de produccion.

Los problemas termomecanicos acoplados involucran, tipicamente, diferentes escalas
de tiempo asociadas con los campos mecanico y térmico. Esta ampliamente aceptado que
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un esquema de integracién temporal efectivo del problema termomecanico acoplado de-
beria tener en cuenta y aprovechar estas distintas escalas temporales asociadas a cada uno
de los campos. Estas consideraciones motivaron la aparicion de los algoritmos secuenciales,
mediante los cuales el problema original se divide en varios subproblemas que se resuel-
ven de forma consecutiva. Esta técnica resulta especialmente atractiva ya que permite
evitar los tipicamente grandes y no simétricos sistemas de ecuaciones que se obtienen en
la formulaciéon monolitica del problema acoplado, obteniéndose en este caso subsistemas
de ecuaciones mucho menores, tipicamente simétricos. Para problemas termomecanicos
acoplados, una formulacion secuencial natural del problema se puede obtener a partir de
la division del problema original en dos subsistemas, un problema mecanico a temperatura
constante seguido de un problema térmico a configuracion fija. Tal como fue mostrado por
SIMO & MIEHE (1991), esta clase de algoritmos puede enmarcarse dentro de los algorit-
mos de formula producto que surgen de la particién del operador que define la evoluciéon
de las ecuaciones de gobierno. El problema se resuelve en dos pasos, un primer paso en
el que se resuelve el problema mecénico en condiciones isotérmicas, seguido de la solucién
de un problema térmico a configuracién fija. Sin embargo, ARMERO & SIMO (1992A,
19928, 1993) mostraron que una particién del problema original como la mencionada,
no preservaba la propiedad de contractividad inherente al problema original, conduciendo
por lo tanto a un algoritmo secuencial que como mucho serd sélo condicionalmente estable.
ARMERO & SiMO (1992, 1993) propusieron una particién alternativa, que denominaremos
particion isentrépica, mediante la cual el problema original se descompone en un problema
mecanico isentrépico (a entropia constante, pero con variacién de temperatura) seguido
de un problema térmico a configuracién fija. Esta particion del problema termomecénico
acoplado preserva las propiedades cruciales del problema original, permitiendo por lo tanto
obtener un algoritmo secuencial incondicionalmente estable.

Desde un punto de vista matematico, la solucion de un problema de contacto fric-
cional supone encontrar la solucién de un problema de contorno con valores iniciales,
dentro de un espacio de soluciones con restricciones. La formulacién de la forma débil de
la ecuacién de balance de cantidad de movimiento, induce limitaciones en las variaciones
admisibles de los desplazamientos en el espacio tangente al espacio soluciéon, impuestas por
las restricciones fisicas de contacto, conduciendo a desigualdades variacionales. Véase, por
ejemplo, KIkUuCHI & ODEN (1988) y DuvAuT & LioNs (1972). La introduccién de una
regularizacién de las restricciones de contacto friccional, utilizando por ejemplo métodos
de penalizacién o de lagrangiano aumentado, permite evitar la necesidad de encontrar la
solucion del problema de contacto friccional dentro de un espacio de soluciones con re-
stricciones y conduce a una formulacion muy conveniente del problema desde el punto de
vista numérico y de implementacién computacional. El método de penalizaciéon ha sido
utilizado por un nimero importante de investigadores, entre los que podriamos citar a
ODEN & PIRES (1984), CHENG & KikucHI (1985), HALLQUIST, GOUDREAU & BENSON
(1985), StMO, WRIGGERS & TAYLOR (1985), CURNIER & ALART (1988), WRIGGERS,
VU VAN & STEIN (1990), BELYTSCHKO & NEAL (1991), LAURSEN (1992), LAURSEN &
SiMO (1992, 1993), entre otros muchos. Por otro lado, algoritmos basados en el método
del lagrangiano aumentado han sido utilizados, entre otros, por LAURSEN (1992), SiMO
& LAURSEN (1992), LAURSEN & SiMO (1992, 1994) y LAURSEN & GOVINDJEE (1994).
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Una de las principales ventajas que tiene la regularizacion del problema de contacto fric-
cional, es que se obtiene una formulacién resultante conducida por los desplazamientos, con
una estructura similar a la del problema pléstico, permitiendo por lo tanto la utilizacién de
los modelos numéricos y algoritmos desarrollados para problemas de plasticidad computa-
cional. Véase por ejemplo SIMO & HUGHES (1998) y SiMO (1998), para una excelente
presentacion del andlisis y solucién numérica de problemas de plasticidad y termoplastici-
dad computacional.

El resto del contenido del capitulo es el siguiente. En el apartado 2 se presenta la
formulacién en el continuo del problema termomecédnico no lineal en deformaciones finitas,
con restricciones de contacto friccional. La formulaciéon del problema termomecanico de
contacto friccional se presenta en el apartado 3. En el apartado 4 se presenta la formu-
lacién discreta del problema termomecanico acoplado de contacto friccional y se analizan
dos algoritmos de integraciéon de formula producto, basados en la particiéon isotérmica e
isentropica del problema. Se presentan también los algoritmos de integracion del problema
friccional y se dan detalles de la implementeacion del modelo termomecanico de contacto
friccional por el método de los elementos finitos. Por tdltimo, en el apartado 5 se presenta
una serie de ejemplos numéricos de aplicacion.

1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA TERMOMECANICO ACOPLADO

Se describe a continuacion el sistema cuasi-lineal de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales, las condiciones de contorno y las condiciones iniciales, que gobiernan la evolucién
del problema termomecanico acoplado. Consideraremos, en primer lugar, ecuaciones con-
stitutivas generales que incorporan modelos actuales de plasticidad en deformacién finita,
y en particular, modelos basados en la descomposicién multiplicativa del tensor gradi-
ente de deformacion y en la descomposicion aditiva de la entropia especifica. El modelo
constitutivo se derivara dentro de un marco termodinamico consistente.

1.2.1 Planteamiento del problema. Forma local de las ecuaciones de gobierno
del problema termomecanico acoplado

Sea 2 < ngim < 3 la dimensién del espacio y sea I := [0,T] C R, el intervalo de tiempo
considerado. Sea el conjunto abierto 2 C R"™¥™ con contorno 9f2 y el conjunto cerrado
2 := 2 U0, la configuraciéon de referencia de un medio continuo B.

Sea ¢ : 2 x I — R™im™ la aplicacién que preserva la orientacién y representa el
movimiento del medio B, con descripcién material de la velocidad V' := 0,¢p = ¢, gradiente
de deformacién F := D¢ y temperatura absoluta © : 2 x I — R. Para cada instante de
tiempo ¢ € I, la aplicacién t € I — ¢, := @(+,t) representa una familia de configuraciones
de un parametro, indexada por el tiempo ¢, que hace corresponder a la configuracién de
referencia del medio B su configuracién actual o deformada S, : p,(B) C R4,

(A) Forma local de las ecuaciones de gobierno. El sistema de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales que gobiernan el problema termomecanico acoplado estd definido
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por las ecuaciones de balance de la cantidad de movimiento y de balance de energia,
juntamente con las restricciones que aparecen por la segunda ley de la termodinamica. El
sistema. debe ser complementado con las adecuadas ecuaciones constitutivas definidas de
forma consistente en el marco de la termodinamica. Adicionalmente, se deberdn considerar
las adecuadas condiciones de contorno y condiciones iniciales.

i. Forma local de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y de en-
ergia. La forma local material de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento
y de balance de energia para el cuerpo B®), pueden escribirse como un sistema de ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales de primer orden, en la forma, véase por ejemplo,
TRUESDELL & NOLL [1965],

¢(i) — yv®
p((]i)"/(i) _ DIV[P(i)] + B® en 0 xT (1.1)
oW H® = _DIV[Q®W] + R + DY),

donde @ : 2() x [ — R™im eg la aplicacién que define el movimiento del medio en el
intervalo de interés I := [0,T], V() : Q) x [ — R™im es el campo de velocidades del
medio, p(()z) : 20) 5 R, es la densidad en la configuracién material, B® : () x [ — R™im
es el vector de fuerzas maésicas por unidad de volumen en la configuraciéon de referencia,
DIV[] es el operador diferencial de divergencia material, P(®) es el primer tensor (no
simétrico) de Piola-Kirchhoff, O la temperatura absoluta, H® la densidad de entropia
o entropia por unidad de volumen en la configuracién material, Q(?) el flujo nominal de
calor por unidad de superficie en la configuracién material, R es el término (prescrito) de
fuente de calor en la configuraciéon material o generacion de calor por unidad de volumen
material y unidad de tiempo, Dg;)t es la disipacion interna por unidad de volumen material.
Como caso particular, las ecuaciones de gobierno para un problema cuasi-estatico pueden
obtenerse haciendo p((,z) =0en (1.1).

Adicionalmente, la entropia H() y el tensor de tensiones primero de Piola-Kirchhoff
P ge definen mediante ecuaciones constitutivas, tipicamente formuladas en términos de
la funcién de energia interna por unidad de volumen material E(), estando sujetas a las
restricciones impuestas por el segundo principio de la termodindmica.

ii. Restricciones termodindmicas. La densidad (material) de entropfa H®) y el tensor
de tensiones primero de Piola-Kirchhoff P(®) se definen mediante ecuaciones constitutivas,
tipicamente formuladas en términos de la funcién de energia interna por unidad de volumen
material E(*), y sujetas a la siguiente restriccién en la disipacién interna Dg;)t impuestas
por la ecuacién de Clausius-Plank, véase por ejemplo, TRUESDELL & NoOLL [1965],

DY = ), ) { @O D _ O 50 en Q0 x T (1.2)
donde F® := D es el tensor gradiente de deformacion.

Adicionalmente, el flujo nominal de calor por unidad de superficie material Q®, estars
definido a través de una ecuacién constitutiva, como por ejemplo la Ley de Fourier, y
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sometido a la siguiente restriccion sobre la disipacién por conduccion:

. 1 . . .
Dl — —mGRAD[@(’)] QW >0 en QWxT (1.3)
iii. Condiciones de contorno. Vamos a suponer que tenemos las siguiente condiciones
de contorno. El movimiento ¢(*) esta prescrito en la parte del contorno I fj) C 00N el

vector nominal de tracciones ¢(*) estd prescrito en la parte del contorno I, éi) c 0020 con
)

parte del contorno I, g) c 902 y el flujo nominal saliente de calor por unidad de superficie

vector unitario normal exterior N : I §’ — 52, la temperatura ©) estd prescrita en la

material esta prescrito en la parte del contorno I g ) ¢ 002 con normal unitaria exterior

N® . [ ;i) — 52, de acuerdo con los siguientes valores:

cp(i) = cﬁ(i) sobre Fg) x I )

t®) = p@) . N — () sobre s 1

e =/t sobre Fg) x I (14)
QW = Q. N® = O sobre pg) x T |

donde @® : 1Y) x I — RMim §0 . 1 x [ — R™im, @0 . 1P x T - Ry QW :
'Y x I — R son valores prescritos de configuracién, traccion nominal, temperatura y flujo
(saliente) nominal de calor.

Como es habitual, supondremos que se verifican las siguientes condiciones de com-
pletitud y de compatibilidad en las definiciones de las condiciones de contorno:

rourHurt® =90 )
ronr® =ridnr® =rHnr =g

ryuryur® =g (
rPnry =rynrd=rynrv =0

(L.5)

donde se ha denominado genéricamente como I'(¥) la parte del contorno que en cada caso
completa 92, y que representa la parte del contorno en la que actdan las restricciones
impuestas por el contacto.

iv. Condiciones iniciales. Adicionalmente, supondremos que existen las siguientes
condiciones iniciales . 0
" (-, 1)]i=0 = @y (*)
VO )]0 = V() en 00 (1.6)
OV (-, )|i=0 = 65" ()

(B) Ecuaciones constitutivas de un modelo termopldstico genérico. Consideramos a
continuaciéon un modelo constitutivo termoplastico genérico definido en funcién del tensor
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gradiente de deformacién F®) := D) un conjunto de variables internas que denominare-
mos colectivamente como G, que pueden incluir fenémenos de endurecimiento isotrépico
o cinemético, y la densidad de entropia material H®.

Una expresion genérica para la densidad de energia interna, energia interna por unidad
de volumen material, tiene la expresion:

EO) = EO(F6), g6, i) (1.7)

Siguiendo el procedimiento habitual, conocido como método de Coleman, sustituyen-
do (1.7) en la ecuacién de Clausius-Plank, la restriccién impuesta por la segunda ley de la
termodindmica, conduce a las siguientes ecuaciones constitutivas para el tensor primero de
tensiones de Piola-Kirchhoff P() y la temperatura absoluta @), junto con la expresién
reducida de la disipacién interna:

PO = 9p, EO(FD, G0, H),
00 .= 9w BO(FD, G, HO),
AD = 95, EO(FD, GO HO),
DD 4D . GO > .

wint *

(1.8)

donde hemos introducido la variable A(®) como el conjunto de variables que son ter-
modindmicamente conjugadas del conjunto de variables internas colectivamente denom-
inadas como G,

Las ecuaciones de evolucién para el conjunto de variables internas G*) pueden expre-
sarse como:

GO =3G9 (P, A0, 00) (1.9)

donde G(I?(i> es una funcién prescrita, no necesariamente regular, que depende implicita-

mente de F con el objeto de asegurar la invarianza fente a un cambio de base. Nétese
que las ecuaciones de evolucién (1.9) estan sujetas a la restriccion impuesta por (1.8)4.
Adicionalmente, consideramos una ecuacion constitutiva genérica para el flujo de calor
Q(i);
QY = Q(i)(F(i), G’("),H(i)) (1.10)

que estd sujeta a la restriccion impuesta para la disipaciéon por conduccién D((;O)n > 0.

(B.1) Modelo constitutivo termopldstico basado en la descomposicién multiplicativa
del tensor gradiente de deformacion. Consideramos a continuacién un modelo fenomeno-
l6gico de plasticidad en grandes deformaciones basado en la descomposicién multiplicativa
local del tensor gradiente de deformacién en una parte eldstica y otra plastica. Esta fac-
torizaciéon local fue introducida en un contexto fenomenolégico de la plasticidad por LEE
& Liu [1967] y LEE [1969], que interpretaban la parte plastica del tensor gradiente de la
deformacién como una variable interna microestructural. Mecanismos de endurecimiento
en el material, que tienen lugar a nivel microestructural, se caracterizan mediante un con-
junto adicional de variables internas fenomenolégicas, denominadas colectivamente como

£a-
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En el contexto de la formulacién termomecanica acoplada, consideramos ademéds una,
descomposicién aditiva de la entropia local en una parte elastica y otra plastica. La parte
plastica de la entropia local puede verse como una variable interna adicional que representa
fenémenos microestructurales de dislocacion. Esta descomposicion aditiva de la entropia
local fue adoptada por SiMmO & MIEHE [1992].

Las consideraciones anteriores, motivan la definicion del siguiente conjunto de variables
internas (con el objeto de simplificar la notacién, eliminaremos en la medida de lo posible,
el indice [-](i) que representa la particularizacion de las variables para el cuerpo B(i))

G := {F? ¢, H"} (1.11)

con
F := F°FP?, y H := H°+ H? (1.12)

Consideraremos que la funcién de energia interna E depende de la parte eldstica del
tensor gradiente de deformacién F'¢, de la parte elastica de la entropia local H® y de las
variables internas plasticas de endurecimiento £,. Vamos a suponer por simplicidad que las
contribuciones termoelasticas y de endurecimiento plastico estan desacopladas, de manera
que la energia interna tiene la forma:

E = E(C° H®) + H (&) (1.13)

donde C¢ := FeTF¢ es el tensor de deformacién eldstico derecho de Cauchy-Green, que
puede verse como un tensor covariante de segundo orden definido localmente en la config-
uracion intermedia.

PrROPOSICION 1.1. La derivada material del tensor eldstico derecho de deformacién de
Cauchy-Green C* puede escribirse como:

Ce:=D - Dr (1.14)

N | —

donde

D? := sym[C°L?], donde L? .= FrFr~!

_ . 1.15
donde L :=F°"YF® y 1:=FF! (1.15)

]
I
<
B
Q)
~

donde DP y D son, respectivamente, el tensor plastico de velocidad de deformacién y el
tensor velocidad de deformacién. Podemos ver estos tensores, como tensores covariantes
definidos en la configuracién local intermedia como la parte simétrica de los tensores de
dos-puntos (contravariante-covariante), también definidos en la configuracién intermedia,
que son la parte plastica del tensor gradiente de velocidad LP y la parte simétrica del
tensor gradiente de velocidad L, respectivamente. Nétese que en estas definiciones el tensor
elastico de Cauchy-Green C® actiia como tensor métrico en la configuracién intermedia. De
forma consistente con estas definiciones, el tensor de dos puntos gradiente de la velocidad

L, puede verse como el pull-back a la configuracion intermedia del tensor de dos puntos
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gradiente espacial de la velocidad I, con la parte elastica del tensor gradiente de deformacién
Fe. []
PROPOSICION 1.2.  Utilizando las relaciones anteriores, se puede establecer la siguiente
expresion
O~ E:Ce:=20- E:D— 20~ E: DP
c O <A . . (1.16)
= (F° 2806E FP~"):.F —(F° F° 2806E FP~") . F?P

[

Utilizando las expresiones anteriores, la restriccion impuesta por la segunda ley de
la termodindmica a través de la ecuacién de Clausius-Plank, conduce a las siguientes
ecuaciones constitutivas y expresion para la disipacion interna:

5’ = 2806E(C’B,H6),
O = oy E(C®, H®),
B = =0, H(la),
Dint =8 : D" + O HP + B~ £, > 0,

(1.17)

donde S es el segundo tensor (contravariante) de Piola-Kirchhoff relativo a la configuracién
intermedia

Alternativamente, podemos escribir las ecuaciones constitutivas y la disipacion interna
como:

P:=F°205.E(C° H) F"77,
O = Oy E(C°, H),
/Ba = _aﬁaﬁ(ga)v
Dint := (FTP): FP +© HP 4+ 3% £, > 0,

(1.18)

donde el primer tensor (de dos puntos) de Piola-Kirchhoff P puede expresarse en funcién
del segundo tensor de tensiones (contravariante) de Piola-Kirchhoff en la configuracién
intermedia, mediante las operaciones clasicas de pull-back/push-forward, dando lugar a
la relacion P = F¢ § FP~T. Ademds, el tensor de dos puntos, entre la configuracion
intermedia y la de referencia, P := F¢T P, puede verse como el tensor conjugado de la
derivada material del tensor gradiente de deformacién plastico F?. Nétese tambien que
la ecuacion de balance del momento de la cantidad de movimiento que implica la simetria
del tensor segundo de Piola-Kirchhoff en la configuracién intermedia § = S7, implica la
restriccion F¢~1 P FPT = Fp PT Fe~lenel primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
p.

Una expresion equivalente para la disipacién interna es:
Dint := X : LP + O HP + % &,, (1.19)

donde se ha introducido el tensor X := C® § como tensor conjugado del tensor gradiente
de velocidad plastico en la configuraciéon intermedia. Noétese tambien que la ecuacion de
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balance de momento de la cantidad de movimiento conduce en este caso a la restriccion
Ce—1 5 — 5T Ge-T

Notese de nuevo, que el tensor elastico derecho de Cauchy-Green juega el papel de
tensor métrico en la configuracién intermedia, en la definiciéon del tensor de dos puntos
3. Este tensor de tensiones es conjugado del tensor de dos puntos gradiente de velocidad
pléstico, definido en la configuracién intermedia, LP.

En el marco de la formulacion de problemas termomecédnicos acoplados, podemos
descomponer la disipacién interna en suma de la disipacién mecanica y de la disipacién
térmica, como:

Dint := Dmech + Diner (120)

donde
Dpech =8 : DP + Y £ = X LP + B* €4,  Diper := O HP. (1.21)
La respuesta termoplastica del modelo puede definirse a partir de una funcién de

fluencia de la forma @ = @(5’ ,0,%). En el contexto de plasticidad asociada, la evolucién
de las variables internas plasticas puede escribirse como:

D? =y 06B(5,0,5%),
H? := v 0e®(S,0, 8

, (1.22)
éa = 3Ba (S )

Alternativamente, suponiendo una funcién de fluencia definida como @ = (%, 0, 3%),
la ley de evolucion de las variables internas plésticas puede escribirse como:

L=y 05®(%,0,8%),
I_.Ip =7 395(2, @,/Ba)v (123)
éa =7 3Ba§13(2, @7 Ba)'

OBSERVACION 1.3.  El modelo termopldstico anterior se ha definido considerando una ex-
presién de la energfa interna E = E(C°, H®) +H(£,), como una funcién del tensor eldstico
derecho de Cauchy-Green (definido en la configuracién intermedia) y la entropia eldstica,
mas un potencial plastico funcién de las variables internas plasticas de endurecimiento.
Alternativamente, podriamos adoptar la temperatura absoluta en lugar de la entropia
elastica como variable principal, introduciendo la funcién de energia libre de Helmholtz
¥ =¥ (C*,0)+ H () a partir de la transformacién de Legendre ¥ = £ — OH®.

En términos de la funcién de energia libre, la disipacion interna puede escribirse como:

Dipy:=P:F+H°Q—-0¥+60 HP >0 (1.24)
con Dint := Diech + Diner, donde

Domech := P : F+ H © — ¥ > 0, y Diper 1= O HP (1.25)
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Calculando la derivada material de la funcion de energia libre y aplicando la regla de
la cadena, el método de Coleman conduce a las siguientes expresiones de las ecuaciones
constitutivas y de la disipacién interna

S = 23C—1€W(C_'e,@),
H® := —0o¥(C*°,0),
B =~ Hka),
Dint 1= 8 : D? + OH? + 8* £, > 0,

(1.26)

Utilizando la descomposicion aditiva de la entropia en su parte elastica y plastica, la
descomposicion aditiva de la disipacién en su parte mecanica y parte térmica, y la ecuacién
constitutiva para la entropia elastica, la ecuacién de balance de la energia puede escribirse,
de forma alternativa, como:

c0® = —DIV[Q] + R — HP + Dpneen (1.27)
donde cq := —@é%@@(é’e, O) es la capacidad calorifica en la configuracién de referencia,
HEP = —@3;06@((_7@, ©) : C¢ representa el término de acoplamiento por efecto Joule y

Dinech =S : DP + B f'a es la disipacién mecénica. []

1.3 FORMULACION DEL PROBLEMA TERMOMECANICO DE CONTAC-
TO FRICCIONAL

En este apartado vamos a presentar la descripcion y la formulacion del problema termo-
mecanico de contacto, en el contexto de una cinematica no lineal con grandes deformaciones
y deslizamientos.

1.3.1 Notacién

Sea 2 < ngim < 3 la dimensién del espacio y I := [0,T] C R, el intervalo de tiempo
de interés. Sean () c R™im y 2(2) c R™im conjuntos abiertos con contornos regulares
002W vy 9023 y sean los conjuntos cerrados 21 := 2MUaRM y 2G) .= A U9gNA3 las
configuraciones de referencia de dos medios continuos BM) y B, con particulas materiales
etiquetadas como X € 2(1) y Y € 23, respectivamente.

Sea ¢ : 20) x T — R™m la funcién vectorial que preserva la orientacién y caracteriza
el movimiento del medio B®, con velocidad V) := 9,0, gradiente de deformacién
F® .= D y temperatura absoluta O : 2() x I — R. Para cada instante de tiempo
t € I, la aplicacién t € I — cp%” := @ (.,t) representa una familia, de un parametro,
de configuraciones indexadas por el tiempo ¢, que hace corresponder a la configuraciéon
de referencia B, su posicién en el espacio definido por la configuracién espacial St(i) :
@i (BO) C R,

Supondremos que no existen fuerzas de contacto entre los dos medios en la configu-
racion de referencia. Las configuraciones espaciales subsiguientes haran que los dos medios
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entren en contacto y generen fuerzas de contacto en una parte del contorno durante el
intervalo de tiempo I = [0, T].

Denominaremos superficie de contacto I'™ C 02" a la parte del contorno del medio
B® que contiene todas las particulas materiales que pueden entrar en contacto en algin
instante de tiempo ¢t € I. Denominaremos v(#) := gogi)(F (i)) la configuracién actual o
deformada de la superficie I'®. A continuacién, vamos a prestar especial atencién a los
puntos materiales de las superficies de contacto X € I'™ y ¥ € I'®, La posicién actual

en la configuracién espacial de estas particulas vendrd dada por & = cpgl)(X ) € FD y

Y= go§2)(Y) € v, Véase la FIGURA 1.1 para una ilustracién de la notacién utilizada.

FIGURA 1.1. Descripcién esquemética de la interaccién entre dos medios en
las configuraciones de referencia y deformada.

(A) Parametrizacion de las superficies de contacto. Sea A% c R™im~! un dominio

pardmetrico de referencia para la superficie de contacto del medio B(®). La parametrizacién
de las superficies de contacto para cada medio B se introduce mediante una familia
(que preserva la orientacién) de aplicaciones de un pardmetro indexadas por el tiempo
P s 4G ¢ Rraim =l Rrim gal que T'0) = {7 (AD) y 4O = 9 (AD). Utilizando
la regla de composicion de aplicaciones, se puede obtener la relacién z/;,gi) = cpti) o z/;(()i).

En particular, para cada punto material Y € I'®, con posicién en la configuracién
espacial y € v(?) existe algin punto & € A® tal que Y := (()2)(5) y Y = ,52)(5). Se
va a suponer en lo que sigue que estas parametrizaciones tienen las condiciones minimas
necesarias de regularidad. La FIGURA 1.2 muesta la parametrizacion de las configuraciones
de referencia y deformada de una superficie de contacto.
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2 (2} (2
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FIGURA 1.2. Parametrizacién de las superficies de contacto en las configu-
raciones de referencia y deformada.

1.3.2 Restricciones mecanicas de contacto friccional

Utilizando una notacién estandar en la mecdnica del contacto, asignaremos para cada par
de superficies en contacto los papeles de superficie slave y master. En particular, sea I'(!)
la superficie slave y I'®) la superficie master. Adicionalmente, denominaremos particulas
slave y particulas master a los puntos materiales, en la configuracién de referencia, de
las superficies slave y master, respectivamente. Con esta notacion, en la formulacién
discretizada del problema de contacto, se impondra que ninguna particula slave pueda
penetrar la superficie master, para todo instante de tiempo t € I. Noétese, que a pesar
de que en la formulacion en el continuo del problema de contacto, los papeles asignados a
cada superficie son irrelevantes, esto no ocurre asi en la formulacién discreta (espacial) del
problema.

(A) Punto mds cercano de una particula slave en la superficie master. Consider-
emos una particula arbitraria de la superficie slave X € I'D que ocupa la posicién

T = (1)(X ) € 4 en la configuracién actual o deformada, y consideremos la super-

ﬁ(:1e master I'®, con particulas Y € I'® que ocupan las posiciones y := cp( )(Y) e~y
en la configuracién actual o deformada.

Sea g(X,t) € v 1a proyeccién de la posicién actual de la particula slave X sobre la
configuracién actual de la superficie master I'®), definida como:

Y(X,1): = arg _min (e (X) — P (7)1} (1.28)
er

§(X,t) = o2 (Y) (1.29)

La definicién del punto de proyeccion de la particula slave sobre la superficie master nos
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permite definir la distancia entre la particula slave y la superficie master para cualquier
instante de tiempo t € 1.

Sea gn(X,t) la funcién penetracién, definida para cada particula slave X € I'M) y
para cada instante de tiempo ¢ € I como la distancia que existe entre la posicion de la
particula slave y la superficie master v := cp§2)(F(2)) en la configuracion deformada.
Utilizando la definicién de la proyeccion establecida anteriormente, la funcién penetraciéon
gn (X, t) puede definirse como:

gn (X, 1) = —[p(X) — o (T (X, 1))] - v (1.30)

donde v : (3 — S2 es la normal unitaria externa a la superficie master en el punto de
proyeccion g(X,t) € () y 82 es la esfera unitaria definida como:

S%:={v e R™m . |v|| =1} (1.31)

(B) Presién de contacto. Sea P(Y)(X,t) el primer tensor de Piola-Kirchhoff y N (X)
la normal unitaria exterior a la superficie slave I'*) en la configuracién de referencia. La
traccién nominal (de Piola) de contacto en la superficie slave en el punto material X € 1"V
viene dada por

tV(X,t) = PY(X,t) - ND(X) (1.32)

Adicionalmente, definimos la presién de contacto ¢ (X, ¢) como menos la projeccién de la
traccién nominal de contact ¢(Y) en la direccién de la normal unitaria exterior a la config-
uracion actual de la superficie slave n(l)(X ,t). De esta manera podemos descomponer el
vector de traccién nominal de contacto como:

tW(X,t) = —tn(X,t) nW(X, 1) + Pyt (X, 1) (1.33)

donde ]P’n(l)t(l) es la projeccién de (1) sobre el plano tangente asociado al punto de con-
tacto.

Con las condiciones adecuadas de regularidad de la superficie, cuando la particula
slave X entra en contacto con la superficie master, se verifica la relacién siguiente

v =n® (¥ (X,1),t) = -nV(X,1) (1.34)

donde n(!) es la normal unitaria exterior a la superficie slave en el punto & = gogl)(X )y
v := n(? es la normal unitaria exterior a la superficie master en el punto § = <p§2)(17).
Una expresion equivalente para la descomposicién de la tracciéon nominal de contacto

viene dada por:

tO(X 1) = tn(X,t) v(V (X, 1), 1) + Pt (X, 1) (1.35)

(C) Restricciones normales de contacto. Utilizando las definiciones introducidas ante-
riormente para la funcién penetracion gy (X, t) y la presion de contacto ¢ (X, t) podemos
establecer las restricciones unilaterales de contacto
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i. Restriccion cinematica de impenetrabilidad. La restriccién cinemadtica de impene-
trabilidad puede expresarse en funcién de la penetracién gy (X, t), mediante la desigualdad

gn(X,1) <0 (1.36)

ii. Restriccion de no adhesion. La restriccion de no adhesion implica que la presion de
contacto debe ser no negativa. Matematicamente, esta condicion puede expresarse como:

tn(X,t)=0 if gn(X,t) <0 (1.37)

iii. Condicién de persistencia en el contacto. Esta condicién implica que la velocidad
normal de separacion de los puntos en contacto debe ser cero cuando la presién de contacto
es positiva. Es decir, que para valores positivos de la presiéon de contacto, los puntos
deben de permanecer en contacto. Matematicamente, esta condicién de persistencia puede
expresarse COImo:

tn(X,t) gn(X,t) =0 (1.38)

Este conjunto de restricciones de contacto, impenetrabilidad, no adherencia y persistencia,
puede expresarse en forma de condiciones complementarias de Kuhn-Tucker, como:

0
0

1.39
. (139
0

(D) Base convectiva en la superficie master. Utilizando la estructura geométrica in-
ducida por la restriccion de impenetrabilidad a través de la definicion de la funcién pen-
etracién gy (X,t), podemos introducir una base convectiva asociada, adecuada para la
definicién de las restricciones friccionales y el planteamiento del problema friccional. La
definicién de la base convectiva emana de la diferenciacion de las coordenadas de las su-
perficies de contacto con respecto a las coordenadas convectivas. Juntamente con la base
convectiva, podemos definir la base dual o reciproca en la forma habitual. En lo que sigue,
vamos a considerar el caso tridimensional ng;,, = 3. La particularizacién para el caso
bidimensional ng4;, = 2 es trivial una vez considerado el caso tridimensional.

Utilizando la parametrizacion de las superficies de contacto introducida anteriormente,
vamos a considerar a continuacién un punto & := (£1,£2) € A®) perteneciente al dominio
paramétrico de referencia, tal que

Y =90,  y=92) (1.40)

Asociado a cada particula master Y € I'® introducimos las bases convectivas superficiales
E (&) yey(€), a=1,2,en las configuraciones de referencia y deformada, respectivamente,
como

E.(&) = 90€),  eal€) =) (1.41)
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donde (-) o indica derivada parcial con respecto a {*. Utilizando la composicién de apli-
caciones ¢§2) = gogz) o ¢(()2), obtenemos la relacién

ea(8) = FP ({7 (8)) - Bal€) (1.42)

donde Ft(z) = Dcp,gz) es el gradiente de la deformacion.

Consideremos ahora para cada particula slave X € 'V, la particula de la superficie
master Y (X,t) € T (2) tal que verifica la condicién de 'punto més cercano’, solucién del
problema de minimizacién dado por (1.28). Entonces, existird un punto & := (€%, £?) € A®
perteneciente al dominio de parametrizacion, tal que

V(X,6) = E(X, 1), 5(X,1) =97 (E(X, 1) (1.43)

Para cada particula master Y (X,t) € I'® definimos sus bases convectivas asociadas en
la configuracién de referencia y deformada, respectivamente, como

Tgef(X’t) = Ea(é(X’t)) ) Ta(X’t) = ea(é(th)) (1'44)

Utilizando la composicién de aplicaciones 1#,52) = gogz) oz,b(()z) podemos encontrar la relacién

o = FD (9 (&) - ¢! (1.45)

que muestra que los vectores de las bases convectivas ‘r;ef y T estan relacionados de forma

convectiva mediante el gradiente de deformacién Ft(2) en la particula master Y (X,t).

Adicionalmente, laa normales unitarias exteriores v"¢f € S? y v € S? en la particula
master en las configuraciones de referencia y deformada, respectivamente, pueden definirse
como

ref T{"ef X T;ef T XTy 146
v T ref ref vi= m ( . )
717 x| T X Ty

Los vectores 7¢f € T, S? y 1., € T,,S?, a = 1,2 definen los espacios tangentes T,,r.;S? y
T, S? ala esfera unidad S? en v"¢f y v, respectivamente. En particular, el espacio tangente
a la esfera unidad S2? en v € S? se define como

T,S% := {6v € R™™ : v -v =0} (1.47)

Los vectores de la base convectiva 77¢/ y 1., a = 1,2, juntamente con los vectores normales
unitarios exteriores "/ y v, definen sistemas locales en la particula master Y (X ,t), en
la configuracién de referencia y deformada, respectivamente.

(E) Métrica superficial y curvatura en las configuraciones de referencia y deformada.
Los vectores de la base superficial convectiva 77¢/ y 7, o = 1,2, inducen una métrica
superficial o primera forma fundamental en las configuraciones de referencia y deformada,
definidas respectivamente como

Mg := ref . Tgef

«

; Map = Ty - Tg (1.48)
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Métricas superficiales inversas M*® y m®® pueden definirse de forma habitual. Adicional-
mente, bases duales en la configuracién de referencia y deformada pueden definirse como

Tiep = Maﬁrgef , T = mO‘BTB (1.49)

La variacion de la base convectiva superficial con respecto a las coordenadas convecti-
vas, juntamente con la normal unitaria exterior, induce la segunda forma fundamental o
curvatura de la superficie definida, en la configuracion de referencia y deformada, respec-
tivamente, como

W = Bap(@) v kap = eap(&) v (1.50)

(F) Velocidad de deslizamiento relativa. Introducimos la velocidad relativa de desliza-
miento en la configuracién de referencia definida como

vt (X, 1) = Y (X, 1) (1.51)

La velocidad relativa en la configuracion de referencia puede expresarse en funcién de la
variacion por unidad de tiempo de las coordenadas del dominio paramétrico, utilizando la
aplicaciéon dada por (1.40);, la base convectiva superficial en la configuracién de referencia
dada por (1.41); y aplicando la regla de la cadena, como

v (X t) o= Earrel (1.52)

Como era de esperar, la velocidad relativa de deslizamiento definida por (1.51) o (1.52)
pertenece al plano tangente a la superficie master en el punto master Y (X, t).

La velocidad relativa de deslizamiento en la configuracién deformada puede definirse
como el ’push-forward’ de la velocidad relativa de deslizamiento en la configuracién de

referencia, utilizando el gradiente de deformacion Ft(z), mediante la expresion
vr(X,1) == FP(E(X, 1) -0 (X, 1) (1.53)

La forma-uno asociada a la velocidad relativa de deslizamiento en la configuracién de
referencia se define como .
bref o :8
vp (X,t):=¢ MopT, s (1.54)

mientras que la forma-uno asociada a la velocidad relativa en la configuracién deformada
se define como el 'push-forward’ de la correspondiente forma-uno en la configuracion de
referencia, en la forma

V5 (X, 1) 1= EOMop1? (1.55)

OBSERVACION 1.4. La definicién de v5(X,t) es objetiva, a pesar del hecho que los
campos material y espacial de velocidad no lo son. Esta crucial propiedad se verifica
gracias a que la definicién de v5(X,t) se realiza utilizando la base convectiva. []
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OBSERVACION 1.5.  Nétese que en la definicién de la forma-uno asociada a la velocidad
relativa, interviene la métrica Mg en el punto Y (X, t) en la configuracién de referencia,
y no la métrica mqg en la configuracién deformada. Esto es asi porque definimos 'v"T
como el 'push-forward’ de la correspondiente forma-uno en la configuracion de referencia,
y no como la forma-uno asociada al vector espacial vy en la configuracion deformada. Esta
ultima definicién conduciria a un aumento del coste computacional, debido a la complejidad

existente en la linealizacién del algoritmo de integracion friccional. []

(G) Traccién friccional. Definimos el vector de traccién tangente nominal t7(X,t)
como (menos) la proyeccién del vector de traccién nominal de contacto friccional ¢V (X, t)
en la direccién de la normal unitaria exterior v, como

tr(X,t) = —P,tW (X, t) = t3(X, 1) T (1.56)

Adicionalmente, la forma-uno asociada a este objeto se define como

(X, t) = —P,'D (X, t) =ty (X,t) T (1.57)

(H) Restricciones friccionales. Utilizando las definiciones anteriores para la velocidad
relativa de deslizamiento y el vector de traccién nominal de contacto friccional, introduci-
mos las restricciones friccionales de la siguiente manera:

i. Funciéon deslizamiento. FEspacio de tracciones admisibles. Definimos la funcion
deslizamiento & : T,,S? x Ry x R, — R de manera que los estados (5, ty) € T,S? xR en
el espacio de tracciones, y las variables internas o € R, estén restringidas a permanecer
en el dominio cerrado de estados admisibles definido como

Eg == {(tp,tn,0) € T,S? x Ry x Ry : &(th,tn, ) <0} (1.58)

En particular, la clasica ley de rozamiento de Coulomb puede extenderse para acomodar
efectos de desgaste o dano utilizando un coeficiente de rozamiento definido como una
funcién de una variable interna «, que puede identificarse como la disipacién friccional o
la magnitud del deslizamiento acumulado. Entonces, el espacio de estados admisibles se
define mediante la funcién deslizamiento:

D(ty, ty, @) := |[t7] — pla)ty (1.59)

donde || - || indica la norma de su argumento y p(«) es el coeficiente de rozamiento de la
ley de Coulomb.

ii. Regla de deslizamiento y ecuacion de evolucion de la variable interna. La regla de
deslizamiento se define como:
vh (X, 1) =0 si Bt ty,a) <0

; b 0 (1.60)
v (X, t) =5 pp si P(tp,tn,a) =0
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donde p’. := 8tu,T€Z5(th, tn,a) y v € Ry es el factor (no negativo) de consistencia. Para la

ley de rozamiento de Coulomb pr es la forma-uno normalizada de la traccién friccional
: b . 4b b
definida como pZ = t7./||t7||.
Adicionalmente se necesita definir la ecuacion de evolucién para la variable interna
«. Tal como se ha comentado anteriormente, podemos definir & como el deslizamiento
acumulado, siendo en este caso su ecuacién de evolucién

WX, ) =0 si D(th,ty, ) <0

: (1.61)
(X, t):=x si Oty ty, ) =0

o, de forma alternativa, podriamos definir o como la disipacion friccional, teniendo en este
caso la ecuaciéon de evolucion siguiente:

&MX,t):=0 si Bt ty,a) <0

. o ) ) , (1.62)
&(X,t) =ty -vp =7 [ltr] st D(tr,tn, ) =0

donde la tltima expresién en (1.62)s se obtiene haciendo uso de la regla de deslizamiento
(1.60).

Por comodidad en la notacién, vamos a agrupar estas dos opciones alternativas en
una expresion tunica en la forma

&(X,t):=0 if (s, tn,a) <0

1.63
A X, t) = [(1 —w)+ w||t%~||] if @(tgw,tN,a) =0 ( )

donde w es una constante tal que, para w = 0 se recupera la expresién (1.61) y «a representa
el deslizamiento acumulado, mientras que para w = 1 se recupera (1.62) y « representa la
disipacién friccional acumulada.

iii. Condicion de consistencia de deslizamiento. La condicion de consistencia de
deslizamiento establece que la velocidad de deslizamiento debe ser cero para valores posi-
tivos del factor de consistencia de deslizamiento. Matematicamente esta condicion se puede

expresar como .
v Dty ty, ) =0 (1.64)

Las expresiones anteriores conducen a un problema de evolucién con restricciones definido
por las ecuaciones de evolucién

v (X,t) =y Py

1.65
X, 1) =7 [(1—w) + wty] o

sujetas a las restricciones, expresadas en forma de condiciones complementarias de Kuhn-
Tucker como

Bt tn, ) <0
v>0

b (1.66)
vy P(tr,tn,a) =0
v Qs(tgw,tN,a) =0
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(I) Regularizacion de las restricciones de contacto friccional. Tal como se discute en
KikucHI & ODEN [1988], por ejemplo, la solucién de problemas de contorno con valores
iniciales sujetos a restricciones tales como (1.39) y (1.66), implica encontrar una solucién
del problema dentro de un espacio de soluciones con restricciones. La formulacién de
la correspondiente forma variacional induce limitaciones en los valores de las variaciones
admisibles en el espacio tangente, impuestas por las restricciones fisicas de contacto, con-
duciendo a desigualdades variacionales. Véase, por ejemplo, KIKUCHI & ODEN [1988] o
DuvauTt & Lions [1972].

Se han propuesto diferentes métodos para sortear la necesidad de encontrar una
solucion dentro de un espacio de soluciones con restricciones. Uno de los métodos mas
utilizados para eliminar las restricciones asociadas al espacio de soluciones, es el método
de penalizacion.

Utilizando el método de penalizacién, las restricciones normales de contacto se regular-
izan introduciendo un coeficiente de penalizacion normal ey y sustituyendo las condiciones
complementarias de Kuhn-Tucker definidas en (1.39) por la ecuacién constitutiva para la
presiéon de contacto

tn(X,t) == en(gn(X,1)) (1.67)

donde (-) es el operador de Macauley, que representa la parte positiva del operando. La
expresién (1.67) puede verse como una regularizaciéon de las condiciones complementarias
de Kuhn-Tucker dadas por (1.39), dando lugar a una ecuacién constitutiva para la presién
de contacto y a un modelo conducido por los desplazamientos analogo al modelo de plas-
ticidad.

La comparacién de (1.67) con (1.39) revela que ahora, se permite una violacién (pre-
sumiblemente pequena) de las restricciones (1.39) y que las restricciones se verificaran
exactamente a medida que ey — oo.

La regularizacién de las restricciones friccionales del problema de evolucién definido
por (1.65) y (1.66) se realiza introduciendo un factor de penalizacion tangente e que puede
considerarse como un parametro constitutivo en la expresién de la velocidad relativa de
deslizamiento. Entonces, el problema regularizado de evolucién friccional puede escribirse
como

1
b b b
vp (X, t) = + —L,.t
7( ) =7 Pr e VT (1.68)
. b
&(X, 1) = [(1 —w) + wltz|]
sujeto a las restricciones siguientes
B(th, by, ) <0
v=>0
) (1.69)
vy P(tr,tn,a) =0
Y é(t%’tl\f’a) =

donde EthbT es la derivada de Lie de la traccién tangente friccional a lo largo del flujo
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inducido por la velocidad de deslizamiento relativa vy, definida como
Lot = o (1.70)

La comparacién de (1.68) y (1.69) con (1.65) y (1.66), revela que las restricciones fric-
cionales se satisfacen exactamente a medida que e — oo. En este caso el factor de
consistencia de deslizamiento v es igual a la norma de la velocidad de deslizamiento rel-
ativa 'v"T. Por otro lado, se considera que la velocidad relativa de deslizamiento puede
descomponerse en una parte elastica recuperable y una parte plastica o irrevesible. La
introduccion de la derivada de Lie en la regularizacién de la expresion de la velocidad
relativa de deslizamiento, permite mantener la objetividad de las ecuaciones de evolucion
del problema friccional.

Utilizando la definiciéon de la forma-uno de la velocidad relativa de deslizamiento
dada por (1.55) y la derivada de Lie de la traccién tangente friccional dada por (1.70), las
ecuaciones de evolucién para las componentes de la tracciéon tangente friccional (1.68)4,
junto con la ecuacién de evolucion para la variable interna, toman la forma

t.Ta = €T (Ma,ﬂég - pTa)

(1.71)
&= [(1 —w) + w|y])

Tal como se ha visto anteriormente, la regularizacion del problema friccional conduce
al siguiente problema de evolucién con restricciones
‘Cthg“ = €T [v; - 3t;¢(tbj’,tm a’)]
. b
& =7 [(1—w) + w|[tp]]
O(tr,tn, ) <0, ¥ >0, 5 &y, tn,0)=0
v D, tn, ) =0

(1.72)

Dentro del contexto de los métodos de paso fraccionado y de los algoritmos de formula
producto, podemos introducir una descomposicion del operador friccional que gobierna el
problema de evolucion, introduciendo un estado de prueba, definido mediante la congelacién
de la respuesta irreversible del deslizamiento plastico, es decir haciendo v = 0, seguido de
un algoritmo de retorno, de la siguiente manera

Estado de prueba Algoritmo de retorno
b b
£th§ = €T v% Lyptp = —er 7y 3t?¢(tT,tN,a)
G=0 &= [(1— w) + wlt] (1.73)
unconstrained B(th, ty, o) <0, v >0, v Dty ty, o) =0

OBSERVACION 1.6.  Noétese que dnicamente se ha realizado la regularizacién de la regla
de deslizamiento (1.68), mientras que (1.69) puede verse como las ecuaciones de gobierno
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de un problema de evolucién friccional con restricciones similar al de plasticidad. Por
otro lado, la regularizacién de las condiciones complementarias de Kuhn-Tucker (1.66)
analoga a la realizada para las condiciones complementarias de Kuhn-Tucker del problema
de contacto normal dadas por (1.39), conduciria a un modelo constitutivo friccional similar
al del problema viscoplastico. []

1.3.3 Modelo de contacto térmico

Consideraremos aqui un modelo de contacto térmico en la interfase de contacto que tenga
en cuenta los fendmenos de conduccién de calor a través de la superficie de contacto y el
calor generado por disipacion friccional en la interfase.

(A) Conduccién de calor en la superficie de contacto. La conduccién de calor a través
de la superficie de contacto I'Y) puede expresarse como

Qne == Q) (X, 1) = h(ty,0c) go(X,1t) (1.74)

donde el coeficiente de transmisién de calor en la superficie de contacto E(t ~N,0¢) se supone
que es una funcion de la presion de contacto ¢ y de la temperatura media del gas encerrado
entre las superficies de contacto g := é(;(@(l), O, v gg := §o(OM),0()) representa la
diferencia de temperatura entre los puntos de las superficies en contacto. Podemos definir
entonces

go(X, 1) :=0M (X, 1) — 0 (Y (X,t),t)

_ (1.75)
0c(X,t) :=he O (X, t) + (1 — he) @D (Y (X, 1),1)

donde h. es el coeficiente de efusividad relativa de la superficie I'™), supuesto constante,
definida como la efusividad de la superficie I'V) dividida por la suma de las efusividades
de las superficies I'V) y '),

i. Modelo de conduccién de calor por contacto friccional. La resistencia a la trans-
misién del calor en las superficies de contacto se debe principalmente a la reducida area
efectiva de contacto existente en la interfase. Tipicamente, cuando dos superficies entran
en contacto, éste tiene lugar béasicamente a través de un nimero reducido de puntos de
contacto rodeados de microcavidades. Por lo tanto, basicamente la transmision de calor
se produce principalmente por conduccion a través de los puntos que realmente estan en
contacto y por conduccién a través del gas encerrado en las microcavidades. Otros efectos
como la radiacién entre las superficies de las microcavidades pueden en general despreciarse
ya que los dos cuerpos estan muy cerca. Realizando la hipétesis que los dos mecanismos de
conduccion de calor, a través de los puntos efectivos de contacto y a través del gas de las
microcavidades, actian en paralelo, el coeficiente de transmisién de calor ﬁ(ﬁg, tn) puede
expresarse como

?L(tN, gg) = Es(tN) + EG(tN, gg) (176)

donde hg (tn) es el coeficiente de transmision de calor a través de los puntos de contacto,
que se supone que es una funcién de la presion de contacto ty, y ha(tn, 0c) es el coeficiente
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de transmisiéon de calor a través del gas encerrado en las microcavidades, que se supone
que es una funcion de la presién de contacto y de la temperatura media del gas encerrado.

En base a modelos estadisticos y teniendo en cuenta la influencia de distintos factores
de las superficies de contacto, tales como, pardmetros de rugosidad, coeficientes de micro-
dureza Vickers, variacion de la dureza, etc. se considera una expresion del coeficiente de
transmisién de calor propuesta por SONG & YOVANOVICH [1987]:

. 1.25 k mrt 10 0. 119%=
hs(tn) = == C—]j(l.G2 )7 e

(1.77)

donde k es la conductividad térmica media, que depende de las conductividades de los dos
cuerpos en contacto, o es la rugosidad de la superficie, m es la pendiente media de las
asperidades de la superficie y ¢, ce describen la variacion de la dureza.

La transmision de calor a través de las microcavidades se debe basicamente a fen6me-
nos de conduccion a través del gas o liquido encerrado en ellas. En base a esta hipotesis
y teniendo en cuenta la variaciéon de la altura de las microcavidades debido a la presién
de contacto tx, YOVANOVICH [1981] obtuvo la siguiente expresién para el coeficiente de
transmisién de calor a través de las microcavidades:

A k
ha(tn,0c) = 2
1.36 a\/— log(5.594%) + Cpcla

(1.78)

donde £, es la conductividad del gas, Cpc es una constante constitutiva para el gas, H,
es la dureza Vickers y o la rugosidad de la superficie.

ii. Modelo de conducciéon de calor simplificado. Para valores altos de la presién de
contacto, se puede formular un modelo simplificado de contacto térmico en funciéon de la
dureza Vickers H,., de un coeficiente de resistencia térmica de contacto h., y un exponente
€, obteniendose

B(tN) = T Uql] (1.79)

(B) Generacion de calor en las superficies de contacto. La disipacién friccional que se
produce en las superficies de contacto Djyi. := ||t]||y actia como una fuente de calor.

1.3.4 Formulacién variacional del problema termomecanico acoplado.

(A) Espacios de configuraciones y de temperaturas admisibles. Consideramos espacios
de configuraciones y de temperaturas admisibles para el cuerpo B® definidos como,
Co o = LD € W (2O)rain: det[DeD] > 0en 20y ] = gD} -
¢ = {00 e Wha(@M)yram : 0 5 0en 2Oy ©W| =6} '
&}
donde WP (02(*) es el espacio de Sobolev de orden (1,p) para algin valor de p tal que
2<p< 0.
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(B) Espacio de variaciones admisibles. Asociados a los espacios de configuraciones y
temperaturas admisibles, consideramos los espacios tangentes (lineales) de las variaciones
de desplazamientos y temperaturas, definidos, respectivamente, como:

V(’) ::{ (%) . Q(z) —y RMdim | n(i)|1"(i) — 0}
o o ) (1.81)
Ty :=={¢" : 0 — R™m | ¢ ro = 0}

(C) Forma débil de las ecuaciones de gobierno del problema termomecénico acoplado.
Utilizando procedimientos habituales, la forma débil de las ecuaciones de balance de la
cantidad de movimiento y de balance de la energia puede obtenerse, formalmente, real-
)

izando el producto interno Ly de (1.1);2 y (1.1)3 con cualquier 77() €V, y cualquier

Coi) € %(i), respectivamente, y haciendo uso del teorema de la divergencia. La expresion
resultante es la siguiente:

(@0, m”) = (v, )
(0 Vi) + (PO, GRADING]) = (B, ") + 0, mi”) o + (90
©VHD, i) — @V, GRADIG)) = (RV + DL ¢¢7) — (@Y. ") por — (@, sy
(1.82)

que debe verificarse para cualquier variacién admisible n((,i) € V((,i) y C((,i) € 76(i). En la
notacién utilizada, (-,-) indica el producto interno Lo(£2(*)) y con un ligero abuso en la

notacion, (+,-) -, () p ¥ (,+)r indican los productos internos Lz(chi)), Lz(Fg)) y
o Q
Ly(I'™) en los contornos i\, F(z) y I'®), respectivamente.
Sean G (Ve ph, (Z)) y G (P@;n{Y) las formas débiles dindmicas

dyn,mech stat,mech
y cuasiestaticas de la ecuacién de balance de cantidad de movimiento, respectivamente,

excluyendo las contribuciones debidas al contacto friccional, y sea ngnech(P(i);néi)) la

contribucidn a la forma débil de la ecuacién de balance de cantidad de movimiento debida
al contacto friccional, definidas como:

Gnmeen (V' POi?) = (o VO, i)+ Gl e (PO
Gt meen (PO 08)) i= (PO GRAD[{)) — (BD, ") — (E9,n{") .y (1.83)
G nPDin)) = — (D )y = ~(PO . N )1

y sean Ggy)n the T(@(i), QW; Céz)) Gg?at ther (QW; (é”) las formas débiles dindmica y cuasi-
estatica de la ecuacion de balance de energia, respectivamente, excluyendo las contribu-
ciones debidas al contacto friccional, y sea G((fiher(Q(i); gg’)) la contribucion del contacto
friccional a la forma débil de la ecuacién de balance de la energia, definidas, respectiva-
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mente, como:

G(l)

dyn,ther

O, HO,QW; () = (@WAD (1) + W, . (QW; ()
e

ontiner (@D 67) = —(QW, GRADIG]) — (R + DI ) + (@Y, &) o

G (@9 667) = (D, ¢ = (QW - N ()
(1.84)
Con la notacién precedente, la forma débil de las ecuaciones de balance de cantidad
de movimiento y de energia para un cuerpo B(%) puede expresarse de forma compacta como

(@® — VO iy =g
G((ZJH mech(v(i) P(l) (l)) GgLZnech(P(Z);n(()Z)) 0 v ’I’](Z) € V(Z)7 (Z) € 7?)1
G iher @D HD QW (i) +GY) (QW;¢) =0

(1.85)
Considerando ahora el sistema dindmico formado por los distintos cuerpos que intervienen
en el andlisis, la forma débil de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y de
energia, puede expresarse como:

n ) ' ) W
S (g — v ) =0
=1
ngi’;n (V@ pO), gl +ZG§’mech(P”);n§)) —0 Ly p®ep®, @ e
=1 =1
ZGSJZ?J)TL theT @(l) H(Z Q(l) C(l) +ZG81her Q(l)’ggl)) =0
=1

(1.86)

En particular, si consideramos ahora la interaccién de los distintos cuerpos agrupados por

pares de cuerpo B y B®) | las contribuciones de contacto mecdnico (a la forma débil de la

ecuacion de balance de cantidad de movimiento) y térmico (a la forma débil de la ecuacién

de balance de energia), en los puntos materiales de contacto X € ry Y (X,t) € re.
para cualquier instante de tiempo t € I, puede escribirse como

G2 (P(l) P(2). ( ) (2)) oW

c,mech c,mech

(PO + G0 L (PPD;qlY)

c,mech

(1.87)
G (W, Q™) <é” ) = G QW (V) + 68 (QP )

Consideramos ademds las ecuaciones de balance (en forma débil) en las superficies de
contacto, en la forma:

(X, 1), 0 oy + FP (Y (X, ),8),05) ey = 0
< l(zlc)(X7t)7 (g )>F(1) +< (2)(Y( 7t)7t)7§(gZ)>F(2) + <Dfm'c(X7t)7§G>F(1) =0

donde (g := d0¢ es la variacion de la temperatura media del gas.

(1.88)
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Utilizando (1.83)-(1.88) las contribuciones mecdanicas y térmicas a la forma débil de las
ecuaciones de balance de la cantidad de movimiento y de la energia, en los puntos materiales
de contacto X € I'M y Y (X ,t) € I'®, para cualquier instante de tiempo ¢ € I, pueden
escribirse como:

g2 (P(l);m()l),m()z)) = —(t(l),n(()l) - "7(()2)>F(1)

c,mech

(1.89)

Gf;,lii?er(Q(l);Cél), 2 =1 210), =y - (Dfric, Ca) ray

donde la relacién t1) := P . N y los argumentos en las variables t1) (X, £), n{"” (X)

y 77(()2)(}_’(X ,1)), se han considerado de forma implicita.

1.3.5 Linealizacién de la cinematica de contacto termomecanico

(A) Derivadas direccionales. Dadas las configuraciones () y las variaciones admis-
ibles 17((]’), para los cuerpos B, i = 1,2, definimos las configuraciones perturbadas cpg)
como

ol = 4 e pfd (1.90)

donde € es un pardametro escalar de perturbacién (no confundir con los pardmetros de
penalizacién ey y er).

Entonces, para un campo arbitrario A(X, ™), () para cualquier X € I'V, 1a
variacién linealizada 6 A(X, 1), ¢(?)) se define en funcién de la derivada direccional como:

d
OAX, o, o) = o) AX, ), ) (1.91)
e=0

(B) Variacion linealizada de la funcion penetracion gn. Utilizando la definicién de
la funcién penetracién gn(X,t) y la definicién de derivada direccional (1.91), la variacién
linealizada de la funciéon penetracién puede escribirse como

Sgn = — [0 (X) — 0 (¥ (X)) = 7a(¥ (X, 1),1) 68°(X,1)] - v

—[W(X,t) =P (¥ (X, 1),1)] - bv 42

Utilizando ademds la relacién 1, € T, S? y la restriccién dv € T,S? la variacién (1.92)
puede escribirse como

dgn = —[n$"(X) — 0 (V(X,1))] - v (1.93)

(C) Variacion linealizada de las coordenadas paramétricas de la superficie de con-
tacto €(X,t). La variacion linealizada de las coordenadas paramétricas de la superficie de
contacto €( X, t) puede obtenerse de la siguiente manera. Utilizando la definicién de punto-
mas-cercano, vemos que se verifica la siguiente condicién de normalidad para o = 1, 2,

[pM(X,1) = P (V(X,1),0)] - 7o = 0 (1.94)
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La derivada direccional de (1.94) conduce a la siguiente expresién
Aap68” = 06" (X) — P (¥ (X, )] 7 — gn (X 0) v (¥ (X)) (1.95)
donde
Aap = Map + N Kap (1.96)

Nétese que la determinacién de 66 requerird, por lo tanto, la inversién de una matriz
simétrica de dos por dos A = [A,p], con componentes A,g definidas por (1.96). Denom-
inando A®? a las componentes de la matriz inversa A~! = [A%F], la variacién linealizada
5&“ puede escribirse como

08" = A*{[n{(X) = n{ (¥ (X,1))]- 75 — g (X, 1) v nY(V (X, 1)} | (1.97)

Para gy = 0, se verifica que Aap = map, A%? =m* y (1.97) toma la expresién

0% gy=0 = [n$"(X) — 0§ (¥ (X, 1))] - 7° (1.98)

(D) Variacion linealizada de dgn. Utilizando la definicién de derivada direccional y
después de algunas operaciones, la linealizacién de la variacién dgn dada por (1.93), puede
escribirse como

ABgn) = gn (0% + oy 087) m™ (v - Ap) + kg5 AE?)
v (06°A@P + AENS)) + Ko 0E7 AP

(1.99)

(E) Variacién linealizada de 6¢®. La variacién linealizada de 6 puede calcularse de
forma implicita, a partir del cilculo de la derivada direccional de (1.97). Después de una
significante cantidad de operaciones algebraicas, puede obtenerse la siguiente expresion:

AapA(OE7) = <ra né ;+gNu-no a5> AZP
— (7a +9N v ASO )555
(,,7(1) (2) 5E1T,) - (Acp(Z) + eap(&) AEP) (1.100)
(DM — Ap — ADT) - () + €a,5(€) 6)

— [Ta - €p,4(€ €) +ygnv- €a,5v(§)] 6P AEY

Particularizando (1.10 ) para gy = 0, y después de algunas manipulaciones algebraicas y
utilizando (1.50) y (1.93), la variacién linealizada de 6¢* para gy = 0, puede escribirse
como:

MagABOE") = (7o -0y AP |gy—0 + 7o - Ap'Y) 687|4, o
— Sgn (D@D - v + Ko AEP 4y —0)

- AQN(T’((); v+ ’iaﬂ6gﬂ|gz\]:0)
—Ta eﬂ,v( ) 6€_ﬁ|gN=0A€_7|gN=0

(1.101)
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(F) Variacion linealizada del salto de temperatura en la interfase go. Utilizando la
definicién del salto térmico gg dada por (1.75)1, su variacién linealizada a configuracién
fija es trivial y viene dada por la expresién:

dge = ¢V (X) — (P (¥ (X,1)) (1.102)

(G) Variacién linealizada de la temperatura media del gas 0. Utilizando la definicién
de la temperatura media del gas encerrado en las microcavidades O dadas por (1.75)2, su
variacién linealizada a configuracion fija tiene la expresion:

006 = he (§V(X) + (1 = he) (P (Y (X, 1)) (1.103)

1.3.6 Contribuciones mecanicas y térmicas de contacto a la forma débil.

A partir de la expresién (1.55) para la contribucién mecanica y térmica de contacto, uti-
lizando la descomposicién de la traccion friccional (1.57), las variaciones linealizadas (1.93)
y (1.97), y las ecuaciones (1.102) y (1.103), las contribuciones mecénicas y térmicas de con-
tacto a la forma débil de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y de energia
pueden escribirse como

G'Z’Lech(LP7 ,’70) — <tN7 6gN>1—v(1) + <tTa7 6ga>f’(1)

ther L . . (1.104)
G (0,C0) := (Qne, 096) vy — (Dfric, 00a) ray

donde, utilizando una notaciéon compacta, ¢ € Cpech ¥ Mo € Vo es el conjunto de apli-
caciones ) € Cr(,?ech y n((,z) € V((,Z), 1 = 1,2, y O € Cher ¥ Co € To es el conjunto de
(4)

t;er _ ' ’ ) ;
las aplicaciones @, m9, © y (o al dominio 2() da idénticamente (*), n((,z), 00 y cé’),

respectivamente.

aplicaciones ©(#) ¢ C y Coi) € 76i), ¢t = 1,2, tal que la restriccién de cada una de

1.4 EL PROBLEMA TERMOMECANICO FRICCIONAL DISCRETO

La soluciéon numérica del problema de contorno con valores iniciales correspondiente al
problema termomecanico acoplado con restricciones de contacto friccional en deforma-
ciones finitas, implica la transformacion de un sistema dindmico de dimensién infinita,
gobernado por un sistema cuasi-lineal de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
en una secuencia de problemas algebraicos discretos, mediante los siguientes pasos:

Paso 1. El espacio de dimensién infinita Z = Cpecn, X Vo X Ciher X To €s aproximado
por un espacio de dimensién finita Z” C Z por medio de una proyeccién de elementos
finitos de Galerkin. La proyeccion en el espacio de la forma débil de las ecuaciones de
balance de cantidad de movimiento y de energia, conduce a un sistema acoplado no lineal
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de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen la evolucion temporal de los grados de
libertad nodales en el intervalo de interés I.

Paso 2. El sistema no-lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias describe la evolu-
ciéon temporal, en el intervalo de interés I, de los grados de libertad nodales y de las
variables internas asociadas a la proyeccién de elementos finitos de Galerkin. Una dis-
cretizacién temporal del problema conlleva una particién I = UN_j[t,,, t,11] del intervalo
de interés I. Dentro de cada subintervalo de tiempo [t,,t,11], un algoritmo de integracién
temporal para la actualizacién de la configuracién, la velocidad y la temperatura (vari-
ables primales) en Z", juntamente con un algoritmo de retorno para la actualizacién de
las variables internas, resulta en un problema algebraico no lineal que debe ser resuelto de
forma iterativa. La utilizacién de un operador de particion, aplicado al sistema acoplado
no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias, en combinacion con un algoritmo de for-
mula producto, conduce a un algoritmo secuencial en el que cada uno de los subproblemas
definidos por el operador de particién se resuelve de forma secuencial, dentro del marco
general de los métodos de paso fraccionado.

1.4.1. Integracién temporal del problema acoplado. Métodos de paso frac-
cionado.

(A) Problema de evolucién genérico. Dada una particién temporal I = UN_[t,, tn11]
del interval temporal de interés I, los algoritmos para la integracién en el tiempo del prob-
lema acoplado termoplastico, se disenan, tipicamente, reescribiendo el sistema de ecua-
ciones de gobierno del problema, como un problema abstracto de evolucién de primer
orden en las variables primales.

Consideremos el siguiente problema abstracto de evolucién de primer orden

—2(t) = Alz(, D]+ £()  en 2x1, (1.105)

donde z(-,t) € Z pertenece a un espacio funcional adecuado Z, tipicamente un espacio de
Banach de Sobolev, A[] es un operador no lineal eliptico, f es una funcién prescrita 'y zp €
Z son unos valores iniciales especificados. Con las adecuadas hipdtesis técnicas, la versiéon
homogenea del problema abstracto de evolucion define un semi-flujo, que denominaremos

ft A [tnvtn—{—l] — Z, (1106)

el cual permite avanzar desde los datos iniciales z(-,tp) € Z, a la solucién del problema
abstracto de evolucién en el tiempo ¢, de acuerdo con z(-,t) = Fi[z(-,t0)] y satisface que
Fiys = FroFg for t > s. En lo que sigue a continuacién, supondremos que se verifican las
condiciones técnicas que permiten asegurar (al menos localmente en el tiempo) la existencia
de este flujo.

Sea Kar : Z2 x R — Z una familia de un parametro de aplicaciones, que denom-
inaremos como el algoritmo, que depende de forma continua del parametro At > 0 que
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denominaremos incremento de tiempo. Supondremos que el algoritmo es consistente con
el semi-flujo, y que por lo tanto verifica las siguientes condiciones

1
li = lim — —z| = Alz]. 1.1
dm Kale] =2y lim S [Ralz] - 2] = Al (1.107)
Ahora la idea clave es la introduccién de un operador aditivo de particién A[-] = A[-]+
A?[], donde Al[-]y A?[-] son dos operadores que definen los siguientes sub-problemas

Problema 1 Problema 2

d

1 1 d _ 2 2
az('vt) =A [Z(-,t)] + f () az('vt) =A [Z(-,t)] + f () (1'108)

donde, adicionalmente, se ha considerado también una particiéon de los términos forzados
f=r+r.

Consideremos ahora los algoritmos KL,[-] vy K4,[-], consistentes con los flujos F! y
F? respectivamente. Entonces, el algoritmo Ka;[-] viene definido por la formula producto

/cAt[-]:(/cgto/clAt)[-], en  Z X[t tnyil- (1.109)

Ademas, con el objetivo de que el algoritmo de formula producto definido por (1.109)
preserve las propiedades cruciales del flujo, por ejemplo, estabilidad disipativa, cada uno de
los algoritmos que emanan de la particién del operador debe disenarse de manera que pre-
serve estas propiedades. En particular, en el contexto de problemas termoplasticos acopla-
dos, ARMERO & S1MO [1992A,1992B,1993] mostraron que la particién cldsica isotérmica
del problema, en un problema isotérmico y un problema térmico a configuracion fija, no
preservaba el estimador a-priori de estabilidad disipativa inherente al problema continuo,
mientras que la particién isentropica que proponian, sique preservaba esta propiedad cru-
cial y permitia por lo tanto obtener algoritmos de formula producto incondicionalmente
estables.

(B) Algoritmos de formula producto para problemas termomecdnicos acoplados. Par-
ticion isentrépica. La ecuaciones de gobierno del problema termomecanico acoplado se
pueden expresar de forma abstracta como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinar-
ias de primer orden dadas por (3.1), en el cuél las variables primales, operador y términos
forzados prescritos vienen dados por

P \'4 0
2={ Vy, A= — DIV[P] ,  f={>B}. (1110)
H —5 DIV[Q] + 5 Dint R

Consideremos ahora el siguiente operador de particién isentrépica Al-] = Al _[-] +
A2 _[], donde

1s€e

|4 0
Al [2]={ L DIV[P] }, A 2] = 0 : (1.111)
1s8e Po 1s8e
0 —& DIV[Q] + & Dint
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junto con la particion de términos prescritos asociada dada por

0 0
1 _ 1 2
fise - pOB 9 fise - 10 (1112)
0 LR

La utilizacién de un algoritmo de formula producto asociado a la particién isentropica
del operador conduce a una algoritmo de integracién temporal secuencial, donde primero se
resuelve un problema mecanico (con conduccién de calor) a isentropia constante, y a con-
tinuacién se resuelve un problema térmico a configuracién constante (configuracién fija).
ARMERO & S1MO [1992A,1992B,1993] mostraron que, en marcado contraste con el algo-
ritmo de solucion secuencial basado en la particion isotérmica del operador, la particion
isentrépica preservaba el estimador a-priori de estabilidad disipativa inherente al prob-
lema continuo, permitiendo obtener algoritmos incondicionalmente estables, basados en
la formula producto de algoritmos incondicionalmente estables. Véase ARMERO & SIMO
[1992A,1992B,1993] para los detalles de una implementacién computacional eficiente del
algoritmo.

(C) Algoritmos de formula producto para problemas termomecdnicos acoplados. Par-
ticion isotérmica. lLas ecuaciones de gobierno del problema termomecanico acoplado se
pueden expresar como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
abstracto dado por (1.105), en el cual las variables primales, operador y términos forzados
prescritos vienen dados por

p \7%4 0
2=V, Az = — DIV[P] , f=: B
e _% DIV[Q] - é HP + é Dmech %R
(1.113)
Consideremos ahora el operador de particién isotérmico A[-] = AL, [-]+ AZ ][], donde
\4 0
Ajlz]=q - DIV[P] &, AZ,[2]= 0 :
0 _% DIV[Q] - % HEP + % Dmech
(1.114)
junto con la particién asociada de los términos forzados dada por
0 0
fiso=93 2B ¢» fho=94 0 ¢ (1.115)
Po 1
0 =R

Co

La utilizacion de un algoritmo de formula producto asociado a la particién isotérmica
del operador conduce a un algoritmo de solucién secuencial en el que se resuelve en primer
lugar un problema mecanico (sin conduccién de calor) a temperatura constante, seguido
de un problema de conduccién de calor a configuracion fija.
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1.4.2 Discretizaciéon espacial: La proyeccién de Galerkin

Consideremos una discretizacién espacial (1) = Uletem Qéi) de la configuraciéon de ref-
erencia 2(9) ¢ R™im  que denominaremos de forma genérica triangularizacién 7", en
una coleccién disjunta de subconjuntos no superpuestos Qéi), ¢t = 1,2. Denominaremos
elemento finito a un elemento tipico de esta coleccion de subconjuntos y llamaremos h > 0
el tamano caracteristico de un elemento en una triangularizaciéon dada.

Asociada a la triangularizacién 7" se introduce una aproximacién de dimensién

finita " Cg) y ¢« ¢ e los espacios de configuraciéon y temperatura

mech ech ther ther

respectivamente, definidos como

admisibles, Cr(,?ech y Ct(h)e,n,

ch . {Wh ¢ Céi)ech L @M g [CO(Q)]rim ¢(i)h|nfj> € [P*(00))]raimy

mech *
et = {eWhech) . o c[CV(QD)] y eDh| e [PF(QW)]},

ther er

(1.116)
donde Pk(!)g)) representa el espacio de polinémios completos de grado k£ > 1.

Los subespacios de dimension finita Véi)h C V((,i) y %(i)h C %(i) de variaciones admi-
(i)h

ther S€ definen como

sibles (o funciones de prueba) asociados con Cg)e}éh y C

V= g eVt e et @reny ng g € (PR
Oh (Db o) . Db = 0] i) (i)h PP (1.117)
To " ={G" €Ty’ + G €lC(2M)] vy G € [PF(2:Y)]}

e

(A) Proyeccion de Galerkin de las contribuciones mecénicas y térmicas a la forma
débil. La proyeccion de Galerkin de las contribuciones mecanicas y térmicas a la forma
débil de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y de energia, dadas para el
caso del continuo por (1.104), pueden escribirse como

Gmech (h ply .= (th, 5ngir>r(1>h + <t}:7“av 5f_ah>r(1>h

o (1.118)
Gf;h (@hvdf) = <Q2c769g>f’(1)h - <Dh7“ic7698>1"(1)h

donde (+)" representa la proyeccién de Galerkin de (). En particular, utilizando la notacién
introducida en (1.104), ™ y n& hacen referencia a las colecciones discretas de aplicaciones
ey n(()z)h, i = 1,2, tal que la restriccién de cada una de las aplicaciones " y nh al

dominio 2" da como resultado ®" y néi)h, respectivamente. Andlogamente, O y (l

se refiere a la coleccién discreta de aplicaciones @ y (((,i)h, 1 = 1,2, tal que la restriccion
de cada una de las aplicaciones ©" y (! al dominio Q2h da como resultado @AD" y (éi)h,
respectivamente.

Las proyecciones §g% y 6£%" vienen dadas por (1.93) y (1.98), y las proyecciones dgl
y 6601 vienen dadas por (1.102) y (1.103), con las cantidades discretas reemplazando a sus

respectivas cantidades en el continuo.
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(B) Linealizacion. La linealizacién de las contribuciones mecanicas y térmicas a la
forma débil dada por (1.118), conduce a las siguientes formas bilineales

B, Ag") 1= BLE 7 ml, M) + B (o, A"

BY (C, AO") = BRI 0(G), AG") + By ™ (G, AO")

(1.119)

AquiBMe9%°(. ) es el término geométrico mecénico definido para valores fijos de la
Lph 9
t

presién (nominal) de contacto % y de la traccién tangente (nominal) friccional t%  para

una configuracién dada @ € C* . mediante la forma bilineal siguiente:

B%e‘:h’geo(ng, A@") = (13, AOBGR)) payn + (E s AOBE™)) piyn (1.120)
B;ﬁfeh’mat(-, -) es el término material mecénico definido para una configuracién fija @} €
t
ng h» bor la forma bilineal siguiente:
le?ech,mat(ng, A‘Ph) = <Atf]<ﬁ 591%>1”(1)h + <Atlll7a’ 5gah>r(1)h ) (1'121)

Bgf“g “(-,-) es el término geométrico térmico definido para un valor fijo del flujo (nominal)
t

h

de calor por conduccién Q',:C para una configuracién fija @ € C por la forma bilineal

mech?
siguiente:
h
B;?er,geo(d} ,A0") = (QF s ABgy)) pinye — (Drier AGOE)) payn » (1.122)
Bt@hher’mat(-, -) es el término material térmico definido para la configuracién actual fija
t

Ok e cl , por la forma bilineal siguiente:

Bt@hﬁer,geO(C(})l, A@h’) = <AQZC7 5gg>p(1)h - <AD};MC’ 59Z>I’(1)h . (1123)

1.4.3 Discretizacion temporal. Algoritmo friccional de retorno

Consideremos el intervalo temporal de interés I = [0,T] discretizado en una serie de
subintervalos disjuntos I := UYN_,[t,,tn11]. La solucién incremental del problema de con-
torno con valores iniciales se obtiene mediante la aplicaciéon de un algoritmo de integracién
temporal de las ecuaciones de evolucién, para un intervalo temporal tipico [ty,tn41], con
valores conocidos de las variables nodales y de las variables internas en el instante inicial
del intervalo t,,, como condiciones iniciales en los nodos y en los puntos de integracién de

un elemento tipico de la discretizacion por elementos finitos Qéi), respectivamente.
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En el marco de los métodos de paso fraccionado, que surgen a partir de una particion
del operador de gobierno del sistema no-lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias que
describen la evolucion temporal de los grados de libertad nodales y de las variables internas,
aplicamos un algoritmo de integraciéon temporal de las ecuaciones de evoluciéon para cada
una de las particiones, utilizando un algoritmo de formula producto.

Utilizando una notacién habitual, utilizaremos (-), o (-)n+1 las aproximaciones al-
goritmicas en los instantes ¢, y t,11 de las correspondientes variables en el continuo (-);.

(A) Algoritmo de integracion temporal friccional. La mayoria de los algoritmos de
integracion temporal requieren la evaluacion de la forma débil y de las variables internas
en un instante de tiempo ,,49, donde ¥ € (0, 1]. En SiMo [1992,1994] se puede encontrar
un andalisis de distintos algoritmos de integracién temporal para problemas de plasticidad
dindmica, incluyendo los métodos de multipaso lineal (LMS), y entre éstos los denominados
métodos de diferencias hacia atras (BD), y los métodos implicitos de Runge-Kutta (IRK).
Aquinos vamos a centrar en dos algoritmos para la integracién temporal del problema
friccional de evolucién con restricciones definido por (1.68) y (1.69): el método de BD de
orden mas bajo, el método de Backward-Euler (BE), y de los métodos IRK, el método
generalizado de proyeccién de punto medio (PMP).

(A1) Método de Backward-Euler (BE). Consideremos la aproximacién de (1.68) y
(1.69) utilizando el método de BD de orden mas bajo, el método de BE, para obtener la
ecuacion algebraica

tTnt1q = UTna T €T [Maﬂ(gg-i-l — &) — Yt PTri1,)

) (1.124)
Upt1 = Oy + Yrg1[(1 —w) + w“tTn—l—lH]
sujeta a las restricciones complementarias de Kuhn-Tucker discretizadas
Bpyr = [t || — plomyr) t <0
n+1 Tn+41 P Cnt1) UINp41 >
g1 >0 (1.125)
Yn+1 ¢n+1 =0

La solucién del problema algebréico incremental con restricciones definido por (1.124) y
(1.125) se obtiene mediante la introduccién de un estado de prueba, obtenido mediante
la congelaciéon de la respuesta irreversible de deslizamiento, seguido de un algoritmo de
retorno que fuerza la verificacion de las restricciones friccionales.

Step 1. Estado de prueba. El estado friccional de prueba se obtiene congelando la
respuesta de deslizamiento irreversible, es decir, haciendo v,4+1 = 0. En este caso no
existen restricciones y el estado de prueba se define como:

t =t g+ erMag(§ly — &)
oy = o (1.126)

. btrial .
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donde tn, 411 = €n (gNn+1> es la presion de contacto en el instante ¢, 1.

Step 2. Algoritmo de retorno. El algoritmo de retorno define el estado final como la
solucién del problema algebriico discreto con restricciones:

by = t?{fﬂa — €T VYn+1 PToyy, (1.127)
g1 = Ay [(1— w) + ][, I '
Py = ||thn+1|| — w(an41) tNpy1 <0
Y1 > 0 (1.128)

Yn+1 @n—i—l =0

Suponiendo que @f{i‘}l > 0, en caso contrario y,+1 = 0 y el estado de prueba es

de hecho el estado final, el parametro de consistencia discreto 7,41 puede calcularse im-
) p Tn+1 P
poniendo la versiéon discreta de la condicién de consistencia @,,.1; = 0. Sustituyendo
b e 4b b s ., ..
pr,., ==ty /It || en la expresién de la traccién friccional

b btrial b
tr,,, =t % —er yuy1 P, (1.129)

agrupando términos, haciendo pgf”ﬁl = gofrial / ||tg,§”ﬁl|| y tomando las normas, se obtiene

n+1
que,
b btrial
Dr,. , = PT,
! ! (1.130)

187, |l = 2] = e

Sustituyendo (1.130) en (1.127)-(1.129), el algoritmo de retorno friccional puede escribirse
como:

tr,,, =1 —er ||;Zr—|z—;l||) T
Tpi1
1 = AT + g [(1= ) + w7 = w er ] (113)
D1 = ||t¥:ﬁl|| — €7 Ynt1 — W(ny1) INpy1 =0
o de forma alternativa, utilizando la condicién de consistencia,
t7,,, = 1(0nt1) tNnir DY
1 = a1+ g (1= w) + w0 p(ani) tnng] (1.132)
Brp1 = L7 = er Vg1 — p(ang1) tnpsr =0

El cdlculo del pardmetro de consistencia 7,1 requerird, en general, resolver la ecuaciéon

no lineal @1 = @(fynﬂ) = 0, donde implicitamente se considera que 41 es una funcién
ant1 = Qpt1(Ynt1), utilizando (1.131)y en vez de (1.132),. Utilizando el método de

Newton-Raphson la linealizaciéon de la funcién de deslizamiento puede escribirse como:

o) + Do)

k
B ay® =0 (1.133)
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con
k i k k ;
oM = @il _ep x| [u(@®)) — (@]t
k k k
D¢7(1—{)—1 = —fr— 801”(0‘2121) DO‘1(1121 ENnt1
(k) _ rial (k) q gotrial || _ (k) 1.134
U1 = Qi T + Ypgq [(1—w) +wl| Trir | —wer 14 (1.134)
Dal), = (1 —w) + w|tifrial]| — 2 w e 7,

k k+1 k
A’Yy(hz1 = ’Yr(z+1 - %S+)1

0 _

y con la condicién inicial 7,/ = 0.

Como es bien conocido, el algoritmo de BE es consistente y tiene una precision de
primer orden. Por otro lado, tal como mostré SiMo [1994] en el contexto de la plasticidad
perfecta J2, a pesar de la restricciéon a una precisién de primer orden, tiene las propiedades
disipativas y contractivas inherentes al problema continuo resultando ser un algoritmo
6ptimo para un comportamiento a largo plazo.

OBSERVACION 1.7. La expresion intrinseca de la traccion friccional puede escribirse
como
b btrial btrial
tTn+1 =T, T €T Tnt1l P,
btrial L T bref trial
tr,., =F, 5 -tr, (1.135)
bref trial L n bref _:8 —B aref
tTn+1 T An+1 ’ tTn + ETMQ,B(En—{—l - En) Trn+1

donde el gradiente de deformacién de la superficie F, 11 y el operador de transporte su-
perficial A7, se definen como:

-T . _« ref
Fn+1 = Tnt1 ® T

An41

ref (1.136)
Ani1 =T ®T;if

ptriel  trial

La traccién friccional en el estado de prueba definida como ¢ Toey
6%

Thsr = T, 1 puede
interpretarse como el resultado de aplicar un algoritmo de dos pasos:

i. Integracion temporal de la traccion friccional en la configuracién de referencia
para obtener t%r:_lmm Esta integracion temporal se realiza, a su vez, en dos pasos.
Primero, la traccion friccional en la configuracién de referencia, en el dltimo paso de tiempo
convergido, se transporta con el operador A}, ; al punto de proyeccién-mds-cercano actual
en la configuracién de referencia. A continuacién se actualiza con la contribucién del
deslizamiento de prueba, definido como la distancia, respecto a la métrica M,g, entre
los puntos de proyeccién mas cercanos actual y tltimo convergido, en la configuracién de
referencia.

ii. "Push-forward” de la traccién friccional de prueba en la configuracién de referencia

.y btrial
a la configuracién deformada o actual, para obtener finalmente tr,,, -
Una vez se ha obtenido la traccion friccional de prueba, se aplica el algoritmo de retorno

en la configuracién actual, siguiendo el método habitual. []
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(A2) Método de proyeccién de medio punto generalizado (PMP). Método implicito
de Runge-Kutta (IRK). El método de IRK se aplica mediante un algoritmo de formula
producto en dos pasos, tal como se describe a continuacién.

Fase 1. Se aplica un algoritmo de BE para integrar el problema de evolucién con
restricciones en el intervalo temporal de interés [t,, t,+9] C [tn, tnt1] donde t,19 := (1 —
Nty +Itpy1 y 9 € (0,1]. Por lo tanto la primera fase del algoritmo es identica al esquema
descrito anteriormente. Explicitamente, supuesto conocido el valor inicial {tTffaf } v para

un valor dado del deslizamiento incremental g7 e = Enao — Sn» se realizan los siguientes
pasos:

Paso 1. Se define el estado de prueba:

et =t o+ erMag(€] ., — )

aflritg =y, (1137)
. btrial ;
Dy = Nty |l — w(efs) th

Paso 2. El algoritmo de retorno define el estado final en la configuracién generalizada

intermedia C,,+y como la solucién del problema algebraico discreto con restricciones:
_ 4trial .

tTn+19a - tTn+19a €T ’Yn—i_'ﬂ an+19a (1.138)

trial

b
Opt9 = an—}-l? + Yn+9 [(1 - w) + w||tTn+19||]

b
Py = ||tTn+19|| — p(an49) tNno <0
Yrto > 0 (1.139)

Yn+9 @n—i—ﬁ =0
Fase IIA. Una vez que los valores de prueba t%’fn’% o ¥ los valores convergidos i, ,
han sido calculados en la Fase I, y en el contexto de un algoritmo de formula producto, los
datos iniciales t*Tnﬂ9 o Y @9 Dara la segunda fase se definen mediante una extrapolacién
lineal:

* i lt _ 1 - ,lgttm'al

et e (1.140)
* — l - 1-9 trial

Xty *= ,lgan‘f"ﬂ 9 Xyt

En el marco de las grandes deformaciones, todos los objetos que intervienen en la ex-
trapolacién lineal dada por (1.140) deben de verse como objetos que estdn definidos en la
misma configuracién C,,+y. Para el modelo de rozamiento de Coulomb, esta extrapolacién
se realiza en el plano txy = tn, ¢ del espacio de tracciones.

Fase 1IB. La segunda parte de la fase II es idéntica a la fase I, donde ahora los
valores iniciales prescritos son t}nw . v el incremento de deslizamiento relativo es g%n+1 =

- - . ., - )
Ent1 — &nyg- L0s pasos necesarios para la actualizacion son los siguientes:
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Paso 1. Se define el estado de prueba de acuerdo con la siguiente expresién:

trial — —
tTCnZiMX = t}n-wa + ETMQB(€5+1 - 654-19)

a:zj_oil — a;_{_ﬁ (1141)
. btrial ;
= Ity | = p(ey) i,

Paso 2. El estado final en la configuracion C,, 1 se obtiene, mediante un algoritmo
de retorno, como la soluciéon del problema algebraico incremental discreto con restric-

ciones: .
tTn+1a - tt]z:j:lla 6T Tntl an+1a (1 142)
Opt1 = aﬁ‘i’ + Ynt1 [(1—w) + w“tPTn—}—lH]
Fnir = [y pall = 0ns1) tngs <0
n+1 Tn+1 H{Cn+1) INp41 =
Yrg1 >0 (1.143)

Yn+1 dsn—}-l =0

Un anélisis riguroso de estabilidad y precisién del algoritmo implicito de PMP en el
contexto de la plasticidad J2 puede encontrarse en SIMO [1994]. Este anélisis de estabilidad
y precision muestra que el algoritmo generalizado de PMP es consistente, de segundo
orden para el algoritmo de PMP (J = 0.5), B-estable para ¢ > 0.5 y garantiza que el
estado final estd en el dominio admisible. Es de remarcar que, en marcado contraste
con otros algoritmos de segundo orden, como por ejemplo el algoritmo de punto medio, la
precisién de segundo orden se obtiene realizando un retorno radial en cada una de las fases,
garantizandose de esta manera que existe siempre una solucion, incluso para incrementos
de tiempo arbitrariamente grandes.

Sin embargo, el comportamiento a largo plazo de este esquema no es éptimo en com-
paracion con el exhibido por el algoritmo, menos preciso, de BE. En contraste, este esquema
resulta 6ptimo en el comportamiento a corto plazo.

(B) Linealizacién del algoritmo de integracion temporal friccional. Los algoritmos
de integracion temporal presentados en los apartados anteriores pueden ser linealizados
exactamente, permitiendo de esta manera obtener las contribuciones correspondientes al
operador tangente consistente o algoritmico. Con el objeto de acomodar la linealizacién de
los algoritmos de BE y PMP en una expresién unificada, obtendremos la linealizacién de
la traccion friccional en el instante de tiempo ¢, 19, para una configuracién genérica Cy 4y,
donde ¥ = 1 para el algoritmo de BE y ¢ € (0, 1] para el algoritmo de PMP. Nétese que
la implementacion del algoritmo de PMP IRK, requiere tinicamente la linealizacién de la
Fase I, mientras que la Fase II puede verse como una actualizacién que permite obtener
las condiciones iniciales para el siguiente paso de tiempo, una vez se haya alcanzado la
convergencia del proceso iterativo.

Utilizando de forma sistematica el concepto de derivada direccional, la linealizacién
del algoritmo de integracién temporal friccional conduce a las siguientes expresiones.
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Paso 1. Estado de prueba. La linealizacion del estado de prueba puede escribirse

Ccomao:

. trial
Moo = 8o (1.144)

trial

Aapiy == Aoy [y =

Paso 2. Algoritmo de retorno. La linealizacion del algoritmo de retorno puede es-
cribirse como:

AtTn_,_,ga = ,U’(an-H9) Ath—H? pt]flﬂga + ,U,(Ckn_+_19) th—H? Ap%jzfga

trial

+ Oat(Oni9) Aty tNnyo PT, 4

Acyt9 = Avpgy [(1—w) +w p(onyy) INnty — W €T Yo

erial (1.145)
+’Y’n+’l9 w A||tT +19||
= Aynpo (1 —w) +w poni) th—H?]
T Ynto W [8a/1'(an+19) th—H? Aan+19 + M(an+0) AtN,hng]
con
AtN, o =enH(gn, ) Agn,
Agn, ., = —0 [ApW" — Ap®t o (P (&1 4)] - v (1.146)
rial = =B
AttTn+,9a = Fap AL
At trzal
ria ”+0ﬁ bt”“l 2)h & 3 &
AL, = 08 = ) gy 7 P o1 AP ME) + ep.y (€) ALY, ]
n+19
ptrial rial o ria rial o ghtriel
Allt, || == piia o At — piriot « g [0 Ap2M(€) + ea 5 (&) A& 9] (1.147)
ALy g =DA% ﬁ{ AWMt — Ap@ME, o)) - T5 — gn, oV [Ap) V] "(Enro)]}
1 btrial 1
AVnyo = ;[A||tTn+g|| — p(omt9) Atn, ] — gaaﬂ(a’n—iﬂ?) N,y Alniy
donde,
Eap = e (Map + May,p 97)
97 = &nto — &n (1.148)
'/Tg — ptrnzzfga pt]v:za,l B

con el operador =,3, en general no simétrico, evaluado en ¢,,49. Aqui, Al v Aph
hacen referencia a los desplazamientos incrementales en el paso de tiempo, es decir de
los instantes ¢,, al t,,4+1, y se supone implicitamente que todos los objetos involucrados en
las expresiones estan evaluados en el instante de tiempo t,19. Sustituyendo Ay, 19 en la
expresion de Aay, 19 y agrupando términos, se obtiene

btrial

Aany = P1 Alltr, [l — B2 plomss) Aln, ., (1.149)
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con
B = 0/ 0Y|nt9 + W €T Ynto
er + 0a/0V|nto Oatt(Onts) tN, ., (1.150)
By = Oa/0Y|nt0 .
er + 0 /0Y|nt0 Oatt(nis) tN, 4y
donde
0a/0Y|ny9 = (1 —w) + w p(ants) tNnis — W €T Yt (1.151)

OBSERVACION 1.8.  Como resulta claro en (1.148) la pérdida de simetria de =,4 aparece
como consecuencia de la variacién de la métrica superficial en la configuracién de referencia
a medida que va variando la posicién del punto de proyeccién més cercano. Tal como fué
mostrado por LAURSEN & S1MO [1993,1994], un procedimiento sencillo para eliminar esta
fuente de no simetria es utilizar la métrica en el centro del elemento master en lugar de la
métrica en el punto de proyeccién més cercano en la configuraciéon de referencia. []

1.4.4 Implementacion por el MEF. Expresiones matriciales del residuo y del
operador tangente de contacto

En lo que sigue, vamos a centrar la atencion en la discretizacion por el MEF de las su-
perficies de contacto y a las expresiones matriciales resultantes del residuo y operadores
tangentes de contacto friccional.

Sean Ngere vV Nmele €l niimero total de elementos slave y master, Ngnod ¥ Mmnod €l
nimero total de nodos slave y master en la triangularizaciéon de las superficies slave y
master, respectivamente, y nf .y ng . el nimero de nodos en un elemento genérico

de las superficies slave y master F(l)h F(z)h respectivamente etiquetados como {X¢ €
R™im g =1,...,n% .} y{Y<€ ]R"d”” a=1,...,n% .} respectivamente.

Este sistema de numeracion local se relaciona con el sistema de numeracién global a
través de la siguiente notacion:

X4=X¢ con A=1IDW(e,a), e=1,..., 0500, A=1,...,05,., (1.152)
Ya=Yf ConA:IDgz)(e,a),ezl,...,nmele, A=1,...,n¢ .

mmnod

donde la matriz IDgl)( -), de dimensién ngepe X 1S, 4, ¥ la matriz IDgZ)(-, -), de dimensién
Nomele X Mo noge S€ definen a partir de la geometria de la triangularizacion T Una formu-
lacién conveniente de la proyeccién de Galerkin se obtiene escribiendo la base polinomial
local como {N“*(¢)}, donde ¢ = ((1,---,Cny;,,—1) son coordenadas normalizadas en el
dominio cuadrado unitario[] en R™#=~1 y utilizando la aplicacién isoparamétrica:

snod

¢edm XM=y ZN" (&)X er®
(1.153)

7nnod

ced—Yh:.= 8(2) Z Ne()Y? € pe(2)
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donde las funciones polinémicas locales N® : [[] — R constituyen las funciones de forma
locales y satisfacen las condiciones N*({p) = 65, donde {, = (C1 ay--++Cny;p—1 o) SON 108
vertices del cuadrado de lados unidad.

La proyeccion de Galerkin de las contribuciones mecédnica y térmica de contacto fric-
cional a la forma débil dada por (1.119) y a las formas bilineales dadas por (1.120)-(1.124),
pueden escribirse como el ensamblaje de integrales definidas sobre los nge. elementos de
la superficie slave de 'V como:

Nsele

Gret (et ) = (J G0 < (o"nf)
e=1

Nsele
Giher(@h,gg) — U Giher e(@h7 C(})L)
e=1 (1.154)

Nsele

BZ@{lech(ng’Asoh) — U B(ZZlBCh e(ng,Acph)
e=1
Nsele

BT (¢h. 80" = | Bgih “(¢q, A0M)

e=1
donde Gznech e(cph, ,',’(})L) y Gzher e(@h’ C(})L), y BZ@{lech e(,r,g, A(ph) y nggech B(C(})L, A@h) repre-

sentan las contribuciones mecanica y térmica de contacto friccional a la forma débil y la

forma bilineal, sobre un elemento slave tipico de la superficie I} e(l)h c 'k dadas por
(1.119) y (1.120)-(1.124).

La integraciéon numérica de éstas contribuciones de contacto friccional elementales
conduce a las siguientes expresiones:

Tint
Gzn,ech e(solez,,r’ge) P Z Wz J(Cz) 645?1 . Rzn,ech e,t
=1
Gzher e(@g’ C(})Le) P Z WZ j(Cz) 5@2,1' . ther €,i
ot (1.155)
ngilech e(’l’]g,AQOh) — ZW’L ](Cl) 5¢§,i . Kénech e A¢§,i
=1
Bt@h?er e(CSL?A@h) - ZWZ J(C’L) O‘@ce,z' . K(t:her e, . A@g,i
=1

donde n;y,: es el nimero de puntos de integracién a utilizar en la regla de integracion en
el dominio Fe(l)h, W; es el peso del punto de integracion ¢;, j(¢;) = || X 1(¢i) x X 2(E) |l
donde X , = dX /d(™, a = 1,2, es el jacobiano de la proyeccién isoparamétrica en el punto
de integracién ¢;, 6@%* y AP son vectores que intervienen en las variaciones de los de-
splazamientos nodales correspondientes al punto de integracién i del elemento e, R™ech €
y K™meeh e gon el residuo y matriz tangente de contacto friccional elemental mecénico,
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correspondientes al punto de integracién i, respectivamente, y Rier et y Kther ei gon
el residuo y matriz tangente de contacto friccional elemental térmico, correspondientes al
punto de integracién 7, respectivamente.

OBSERVACION 1.9.  Como resulta evidente de (1.155), los operadores de residuo y matriz
tangente se han organizado por punto de integracion slave y no por elemento slave. Este
esquema resulta mucho més conveniente teniendo en cuenta que cada punto de integracién
puede involucrar grados de libertad nodales de distintos elementos de la superficie master.
Los operadores de elementos finitos asociados a un punto de integracion tipico involucraran
grados de libertad de los nodos slave pertenecientes al elemento slave donde se encuentra el
punto de integracion, asicomo grados de libertad de los nodos master del elemento master
donde se encuentra el punto de proyeccién. Por otro lado, si los operadores estuvieran
asociados a un elemento slave, ademés de involucrar los grados de libertad de los nodos
slave del elemento, involucrarian los grados de libertad de los nodos de los elementos master
(nétese que podrian ser distintos y como maximo tantos como puntos de integracion slave)
donde se encuentran los puntos de proyecciéon de cada punto de integracion slave. []

OBSERVACION 1.10.  Asociado a cada punto de integracién slave definimos un elemento
de contacto que involucra grados de libertad nodales de la superficie slave y de la superficie
master. Cuando se utiliza una regla de integracién nodal, el elemento de contacto tendra
como grados de libertad, los grados de libertad del nodo slave y de los nodos master del
elemento donde esta el punto de proyeccién del nodo slave. Cuando se utiliza otra regla
de integracién, el elemento de contacto tendrd como grados de libertad, todos los grados
de libertad de los elementos slave y master. []

(A) Aplicacion: Operadores residuo y tangente para una discretizacién superficial
3D con elementos de n-nodos. En este apartado, se presentan aspectos relativos a la
implementacion por el método de los elementos finitos del modelo de contacto friccional,
suponiendo una discretizacion arbitraria de las superficies en 3D mediante elementos de
n-nodos. Supondremos ademas que utilizamos una regla de integracién nodal para definir

(1.155).

En lo que sigue, vamos a prestar atenciéon a un punto de integracién slave tipico, es
decir un nodo slave tipico utilizando una regla de integraciéon nodal, definido mediante
su vector posicién x, y al elemento de n-nodos de la superficie master que contiene su

proyeccién § € " denominado fyéz)h. Supondremos que el punto de proyeccién ¥

pertenece al interior del dominio del elemento ’yéz)h.

Denominaremos elemento de contacto al conjunto de nodos formado por el nodo slave
y los n-nodos del elemento de la superficie master ’yéz)h. Tomando los desplazamientos
nodales como grados de libertad obtendremos el elemento de contacto mecdnico mientras
que tomando las temperaturas nodales como grados de libertad obtendremos el elemento

de contacto térmico.

(A.1) Elemento de contacto mecdnico. Asociado al elemento de contacto mecénico,
definimos los vectores de variaciones de desplazamientos nodales d®. y A®. que contienen
las variaciones de desplazamientos del nodo slave, denominadas dds y Adg, respectiva-
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mente, y las de los n-nodos master en 7£Z)h, denominadas déd, y Ad,, a = 1,...,n,
respectivamente.
dd Ad;
5d1 Adl
b, = . ) AP, = . (1.156)
od, Ad,
Introducimos ademds los siguientes operadores:
v Ta 0
—N1(€) v —N1(£) Ta _Nlaa (5) v
N = . , To = . , N, = . , (1.157)
_Nn(g) v _Nn(g) To _Nnva (E) v
donde @ = 1,2, y No, a = 1,...,n son las funciones de forma isoparamétricas para un

elemento de superficie arbitrario de n-nodos. Utilizando los operadores definidos anterior-
mente, definimos también:

D® := A* (T + gy N
_ (T +anNp) (1.158)
N, := N, — tasD"

donde los indices v y 8 varian de 1 a 2 y se utiliza la notaciéon de Einstein que indica

sumatorio de indices repetidos. En (1.158) A*? son las componentes de la matriz inversa
de A definida en (1.96).
Con esta notacién y utilizando las relaciones discretas,

59 == —N - 6&,

b 1.159
6" := D* - 6@, (1.159)

el residuo mecdnico de contacto friccional R™*“" puede escribirse como,
R™eh .=ty N — tp,D* (1.160)

donde v =1, 2.
El operador tangente mecanico de contacto friccional puede descomponerse en una
contribuciéon normal y otra tangente.

Kgnech — Kgrlbvech + Kg;edl (1.161)

Adicionalmente, a partir de los términos material y geométrico de la forma bilineal (1.120),
los operadores tangentes mecanicos de contacto friccional pueden descomponerse como,

mech .__ mech,mat mech,geo
K. ™=K + K7

Kmech, e Kmech,,mat + Kmech,geo (1162)
cT . cT cr
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donde Kg‘ve‘:h’mat y KQ}VeCh’geo son las contribuciones material y geométrica a las parte
normal del operador tangente mecanico de contacto friccional, y K(?;eCh’mat y K C";“h’geo
son las contribuciones material y geométrica a las parte material del operador tangente
mecanico de contacto friccional, respectivamente.

Utilizando los operadores definidos anteriormente, los operadores tangentes mecanicos
normales de contacto friccional pueden escribirse como

Kgr;,vech,ma,t — GNH(QN) N ® N
Kg]z\’ech,,geo =t [gN ma,@Na ® N,B _ (Da ® N, + N, ® Da) + F\',a,BDa ® DB]
(1.163)

Para definir los operadores tangentes friccionales mecdnicos, vamos a definir en primer
lugar los siguientes operadores:

Nos =07, =Ny op(vT, ..., =N, 0p(vT]T (1.164)
c T

donde o, 8 = 1,2, y las funciones de forma se evaliian en €. En base a las definiciones
(1.157), (1.158) y (1.164), definimos los siguientes operadores adicionales

Ta,@ = Taﬂ - (eﬂ,'y(é) : Ta)D’y

P, =P, —(en~(&) py)D"

(1.165)
Tog :=T,s+39gnNNag
D* := D* — m*ATy
donde o, 5 = 1,2
Con las anteriores definiciones y utilizando las expresiones:
(690(1)h - 690(2)h) *Ta = Ta : 5450
(54,05?’1 ‘v = —N, 0P,
(2)h (1.166)
6<p’a *TR = —Tga . 5¢c
(54,0’(2;1 v :=—Ngyg 0D,
la parte geométrica del operador tangente friccional puede escribirse como
Kzech,geo — tTa AaﬁKzzch,geo
Kcn;‘ffh’geo = Tag ® D° + D @ Ta,@
+ D ® Tyo + Tpo ® D” (1.167)

—(N®Ny+ N, ®N)
- (6,3,’7(5) ' To +gN ea,B'y(é) ' V) DB X D7
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La parte material del operador tangente mecanico friccional dependerd del estado de
deslizamiento/adhesién. Utilizando las definiciones anteriores, definimos:

Kgr;ech,ma,t,stick . Eaﬂ D~ ® D,B
Kg;ech,mat,slip = _(1 _ 52) N(a’) EN H(gN) T, D QN
a)t —
[u(btr)mlN (6(’; - WZ) + Bl W(Z] 575 D> ® DB (1.168)
L7
61 B a =
—[u(a) tn — e ] mo D* ® Pg
ez

donde 1 := B1 Oap(a) tx ¥ Bo := Po Oau() tn, con Bi y B2 dadas en (1.150).

OBSERVACION 1.11. Elementos de superficie bi-lineales. Notese que para el caso particular
de elementos de 4 nodos bilineales de superficie, N,g = 0 for o = 3, eq g = 0 for a = f3,
eqpy = 0 for any o, 8,7, E, 3 = 0 for o = 3 y las componentes del operador no simétrico
Eap (1.148)1 son:

(M1 + Aig7)

12 1= er (Mis + 2X197 + A297)
Eo1 1= €7 (May + Aigr + 2X297)

Foy = er (Maz + Xagr)

S = €r
= €
g (1.169)

donde se ha utilizado la notacién abreviada A\, := Ej 2(€) - rref y g% = Enpo — €% En
estas expresiones, los indices con letras griegas «, 3, varian de 1 a 2. []

(A.2) Elemento de contacto térmico. Asociado a cada elemento de contact térmico
definimos los vectores de variaciones nodales de temperatura 0@, y A@,. que contienen las

variaciones de temperatura del nodo slave, denominadas 60, y A@y, respectivamente, y las
(2)h

de los n-nodos master en v¢~’", denominadas 00, y AO,, a = 1,...,n, respectivamente,
como:
06, ABy
5@1 A@1
50, =¢ - Y A@,.:= : (1.170)
560, A©,

Definimos ademas los siguientes operadores

I he _
—N1(§) (1= he) Ni(€)
To = . , Tg = . , (1.171)
_Nn(é) (1 - h’e) Nn(é)
donde h, es la efusividad relativa de la superficie slavey N,, a = 1,...,n son las funciones

de forma isoparamétricas del elemento master arbitrario de n-nodos.
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Con la notacién anterior y utilizando las relaciones siguientes,

Sgh :=To - 60O,
Jo im0 (1.172)
59G = TG : 5@0
el residuo térmico de contacto friccional R:"®" puede escribirse como,
R .= —Que To + Dyric Ta (1.173)

El operador tangente térmico de contacto friccional puede descomponerse en una parte

- 2 ther - - 2 L ther
de conduccion K" y otra de disipacion friccional KZ2°".

ther ,__ ther ther
Kiher .— [ther | gt (1.174)

Adicionalmente, a partir de los términos material y geométrico de la forma bilineal (1.120),
los operadores tangentes térmicos de contacto friccional pueden descomponerse como,

ther ,__ ther,mat ther,geo
K!her .= gthermat  pether,

1.175
K(t:ger = Kzi;er,mat + K(t:ger,geo ( )
donde K!hermat v gther.geo son Jas contribuciones material y geométrica a las parte del
operador tangente térmico de contacto friccional debida a la conduccién, y Kﬁ?e’“’mat y
K é’;”’geo son las contribuciones material y geométrica a la parte del operador tangente
térmico de contacto friccional debida a la disipaciéon friccional, respectivamente.

Utilizando los operadores térmicos definidos anteriormente, los operadores tangente
térmicos de conduccién pueden escribirse como

Kgilfler,mat = il(th_H, 90n+1)H(gNn+1) To ®To

+ 0o M(tnns1,0Gn11) To © T (1.176)

ther,geo ,__
K!hergeo .=

donde la 1ltima expresién aparece debido al hecho que A(dgg) = 0 para una configuracién
fija.
Los operadores tangentes térmicos friccionales pueden escribirse como

Kihermat .— _ 9y Diric T ® Ta

Kiheraco g (1.177)

donde la 1ltima expresién aparece al considerar implicitamente un parametro de efusividad
constante y que A(dfg) = 0 para una configuracién fija.

(B) Aplicacion: Operadores residuo y tangente para una discretizacion superficial
2D con elementos de n-nodos. En este apartado, se presentan aspectos relativos a la
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implementacion por el método de los elementos finitos del modelo de contacto friccional,
suponiendo una discretizacién arbitraria de las superficies en 2D mediante elementos de
n-nodos. Supondremos ademas que utilizamos una regla de integracién nodal para definir
(1.155).

En lo que sigue, vamos a prestar atencion a un punto de integracién slave tipico, es
decir un nodo slave tipico utilizando una regla de integracién nodal, definido mediante
su vector posicién x, y al elemento de n-nodos de la superficie master que contiene su

proyeccién § € v denominado yéz)h. Supondremos que el punto de proyeccion ¥

pertenece al interior del dominio del elemento ,yéz)h.

Denominaremos elemento de contacto al conjunto de nodos formado por el nodo slave
y los n-nodos del elemento de la superficie master ’yéz)h. Tomando los desplazamientos
nodales como grados de libertad obtendremos el elemento de contacto mecdnico mientras
que tomando las temperaturas nodales como grados de libertad obtendremos el elemento

de contacto térmico .

(B.1) Elemento de contacto mecdnico. Asociado al elemento de contacto mecénico,
definimos los vectores de variaciones de desplazamientos nodales d®. y A®. que contienen

las variaciones de desplazamientos del nodo slave, denominadas dds y Adg, respectiva-
(2)h

mente, y las de los n-nodos master en v¢~'", denominadas dd, y Ad,, a = 1,...,n,
respectivamente.
od Ady
od, Ady
0P, = . , Ad,. = . (1.178)
od, Ad,
Definimos ademas los siguientes operadores
l/_ T1_ 0 _
—Ni(&) v —Nyi(§) 7 —Ny,1(§) v
N = . , T, = . , Np= : , (1.179)
_Nn(é) v _Nn(é) T1 —Np 1 (é) v
donde @ = 1,2, y N,, a = 1,...,n son las funciones de forma isoparamétricas para un

elemento de superficie arbitrario de n-nodos. Utilizando los operadores definidos anterior-

mente, definimos también:
D' := A™(Ty + gy Ny)
Nl = N1 - K}llDl
donde los indices v y 8 varian de 1 a 2 y se utiliza la notaciéon de Einstein que indica
sumatorio de indices repetidos. En (1.180) Al es la componente 11 de la inversa de A,
siendo A11 = m11 + gN K11-
Con esta notacién y utilizando las relaciones discretas,

(1.180)

Sgh .= —IN - 6P,

. 1.181
6" := D' - 6@, (1.181)
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el residuo mecanico de contacto friccional R™*“" puede escribirse como,

R.:=txy N —tp, D" (1.182)

El operador tangente mecédnico de contacto friccional puede descomponerse en una
contribucion normal y otra tangente.

K.=K., + K., (1.183)

Adicionalmente, a partir de los términos material y geométrico de la forma bilineal (1.120),
los operadores tangentes mecanicos de contacto friccional pueden descomponerse como,

- mat geo
K., =K "+ K7

mat co (1.184)
K. =K "+ KJ

donde K meCh mat . KT meCh’geo son las contribuciones material y geométrica a las parte
normal del operador tangente mecdanico de contacto friccional, y K meCh mat v K m“h’geo
son las contribuciones material y geométrica a las parte material del operador tangente
mecanico de contacto friccional, respectivamente.

Utilizando los operadores definidos anteriormente, los operadores tangentes mecanicos
normales de contacto friccional pueden escribirse como

K" :=enyH(gn) N® N

117G N 1 1 1 L (1.185)
KJ” =iy [gnm " N1i®@N; —(D"®N; + N;® D") + x1: D" ® D*|

Para definir los operadores tangentes friccionales mecanicos, vamos a definir en primer
lugar los siguientes operadores:

T11 = [OT, —N171(_) TlT, e — (_) T]T
N11 = [OT, —N1711(E)VT, . ; n 11(5) ] (1186)
P =07, =N11(€) pr, -, —Nu1(§) p7 1"

donde las funciones de forma se evaliian en €. En base a las definiciones (1.157), (1.158) y
(1.164), definimos los siguientes operadores adicionales

Ty :=Ti1 — (e1,1(€) - 1) D!
151 =P, — (el,l(é) 'pZ“)Dl

. (1.187)
Ty, :=T11 +gnNu1
D':=D"'— m!Ty
Utilizando la notacién anterior y las relaciones discretas siguientes:
(5‘P(1)h - 5‘P(2)h) 1= Ty - 0P,
5" v = —Ny - 0@,
(1.188)

6 (2)h T = —T11 : 5450

(;(p(z)h VvV = —N11 . 6450
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la parte geométrica del operador tangente friccional puede escribirse como

K3 =ty AVKIY

CcT1
Ké];(l) = Tll ® D1 —|— 1)1 ® Tll
+D'o Ty, +Ti ® D (1.189)

—~(N® N1+ N1 ® N)
- (61,1(@ *T1+ 9N 61,11(5) V) D' @ D!

La parte material del operador tangente mecanico friccional dependerd del estado de
deslizamiento/adhesién. Utilizando las definiciones anteriores, definimos:

Kg;at,stick = 511 Dl ® Dl
Kgat,slip = _(1 _ 52) M(O-’) EN H(gN) o, D! @ N
+p1 &1 D' © D* (1.190)
— [u(a) tn — %} D'® P
127l

donde 1 := B1 Oapt(c) tx y Bo := PBo Oau(a) tx con By y B2 definidos en (1.150).

OBSERVACION 1.12. Elementos de superficie lineales. Nétese que para el caso particular
de elementos de superficie lineales de 2 nodos, N1 = 0, €11 = 0, k11 = 0, e1,11 = 0,
Ei1=0 A" =m'y 511 :=ep My;. [

(B.2) Elemento de contacto térmico. Las matrices y vectores de contacto térmico
para un elemento de superficie lineal de 2 nodos son las mismas que las obtenidas para un
elemento general en 3D.

1.5 SIMULACIONES NUMERICAS

La formulacién presentada en los apartados anteriores se utiliza ahora para la simulacién
de diversos ejemplos numéricos. Los objetivos son mostrar de forma practica la precisiéon
del modelo de contacto termomecanico presentado y mostrar la robustez de la formulacién
global para la simulacién de problemas termomecanicos con contacto friccional en diversos
ejemplos y en especial en aplicaciones de conformado de metales. La simulacion se realiza
con una versiéon mejorada del programa de elementos finitos FEAP desarrollado por R.L.
Taylor y J.C. Simo y documentado en ZIENKIEWICZ & TAYLOR [1991].

(A) Calentamiento por disipacion friccional de un bloque eldstico que desliza sobre
una superficie rigida. FEste ejemplo se ha tomado de WRIGGERS & MIEHE [1992] y
reproduce el mecanismo de calentamiento por disipacion friccional de un bloque elastico
que desliza sobre la superficie de un bloque rigido. Se supone que los dos medios pueden
transmitir el calor. El bloque superior, un bloque cuadrado de 1.25 mm, se mueve del
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extremo izquierdo al derecho del bloque inferior en 3.75 - 10=2 s. El bloque inferior tiene
5.00 mm de longitud y 1.25 mm de altura. Durante este proceso, se aplica una presion
de 10 N/mm? sobre la cara superior del bloque superior. Se supone que los dos bloques
son de aluminio. Las propiedades mecanicas y térmicas del aluminio vienen dadas en la
Tabla I.1. El comportamiento friccional en la interfase se caracteriza mediante un modelo
de rozamiento de Coulomb con un coeficiente de rozamiento constante de valor 0.2.

Tabla I.1. Propiedades del aluminio.

Moédulo de deformacién volumétrica Kk = 58,333 N/mm?
Médulo de deformacion transversal G = 26,926 N/mm?
Densidad po=2.7-107° N s2/mm?*
Coeficiente de expansién térmica a=23.86-10"% K1
Conductividad térmica k=150 N/s K
Capacidad térmica c=0.9-10° mm2?/s? K
Coeficiente de resistencia térmica heo =150 N/s K
Dureza Vickers H. =932 N/mm?
Exponente e =0.95
Efusividad térmica relativa he = 0.5

La geometria del problema se ha discretizado utilizando 25 elementos de continuo para el
bloque elastico superior y 100 elementos de continuo para el bloque rigido inferior. Las
restricciones de contacto friccional se han regularizado mediante el método de penalizacién,
siendo los coeficientes de penalizacién normal y tangente ey = 1-10% N/ mm” y e =
1-10° N/ mmz, respectivamente. Los desplazamientos del bloque superior se han impuesto
prescribiendo los desplazamientos horizontales de los nodos de la cara superior del bloque
superior. El proceso de deslizamiento se ha discretizado temporalmente en 100 intervalos
iguales. Las caras de los bloques que no estan en contacto se han considerado que estan
térmicamente aisladas. En la interfase de contacto se han considerado los fenémenos
de flujo de calor por conducciéon y de generaciéon de calor por disipacion friccional. El
problema se ha analizado bajo la hipétesis de deformaciéon plana. Para la solucién global del
problema termomecéanico, se ha considerado un método de paso fraccionado resultante de la
particion isotérmica de las ecuaciones de gobierno del problema. La solucion de los sistemas
no lineales de ecuaciones resultantes se ha realizado mediante un algoritmo de Newton-
Raphson, en combinacién con un algoritmo de bisqueda y optimizacién unidireccional. La
convergencia del proceso iterativo se ha condicionado requiriendo una tolerancia de 10~2°
en la norma de energia.

La Tabla 1.2 muestra las normas Euclideas del residuo para tres pasos de tiempo,
mecanico + térmico, tipicos. Para cada paso de tiempo la linea en negrita muestra la
separacion de las normas de los residuos obtenidos para el problema mecanico y el problema
térmico.

Las FiGUuras 1.3 y 1.4 muestran la distribucion de las temperaturas relativas y la
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Tabla I.2. Generacién de calor por rozamiento entre dos bloques.
Norma Euclidea del residuo para tres pasos de tiempo tipicos.

Paso 20

Paso 50

Paso 80

1.67464E+03

1.67464E+03

1.67463E+03

1.48534E+02

1.48549E4-02

1.48556E+02

3.27963E4-01

3.27688E4-01

3.27540E4-01

1.25703E+02

1.25322E4-02

1.25152E+02

5.26016E+00

5.18675E4-00

5.15008E+00

4.78359E-03 4.60015E-03 4.50579E-03
1.90039E-09 1.79104E-09 1.74612E-09
3.77591E4-02 3.53182E4-02 3.59583E4-02
4.11398E-02 3.20033E-02 3.93119E-02
9.07564E-10 6.40018E-10 9.97886E-10

componente vertical del flujo de calor, respectivamente, para cada uno de los bloques, para
tres pasos de tiempo: (a) Paso=20, Tiempo=7.500 - 10~%; (b) Paso=50, Tiempo=1.875 -
1073; (c) Paso=100, Tiempo=3.000 - 1073.

Las FiGurAs 1.5 y 1.6 muestran la distribucién de la disipacion friccional y de la
presion de contacto en la interfase de contacto para tres pasos de tiempo.

(B) Aplastamiento de un bloque. Este ejemplo se ha tomado de WRIGGERS & MIEHE
[1992] y consiste en la simulacién numérica del proceso termopléstico de aplastamiento de
un bloque de aluminio. El bloque se aplasta mediante la aplicacién de dos placas rigidas
que pueden conducir el calor. En este proceso, se produce el calentamiento del bloque
debido a la disipacién plastica en el bloque y la disipacién friccional en la superficie de
contacto. Consideramos un modelo termopléastico J; con deformaciones finitas, con una
funcién de energia libre logaritmica y una ley de endurecimiento isotrépico de saturacién
exponencial combinada con una ley de ablandamiento térmico. Un resumen del modelo se
presenta en la Tabla I.3.

El modelo considerado se enmarca dentro de una clase general de modelos para plas-
ticidad basados en la descomposiciéon multiplicativa del tensor gradiente de la deformacién
descrito en el apartado 1.2, en los que la condicién de incompresibilidad viene impuesta
mediante la expresién det[FP] = 1. Entonces, J := det[F| = det[F*] y denominamos
b := J—2/3 b a la parte del tensor eldstico izquierdo de Cauchy-Green b¢ que preserva el
volumen. Véase SIMO [1992,1994] y ARMERO & S1MO [1992B,1993] para una descripcion
detallada de una clase particular de algoritmo de retorno para plasticidad multiplicativa,
que preservan el esquema clasico de los algoritmos de retorno para plasticidad infinitesimal.

Las propiedades del aluminio vienen dadas en la Tabla I.1. Se ha supuesto que existe
una distribucién inicial uniforme de temperatura, igual a la temperatura de referencia
Oy = 293.15 K. La respuesta pldstica viene caracterizada por una ley de endurecimiento
plastico isotrépico lineal, siendo la tension de fluencia inicial a la temperatura de referencia
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FiGURA 1.3. Calentamiento por disipacién friccional de un bloque eldstico
que desliza sobre una superficie rigida. Distribucién de temperaturas relativas

en tres pasos de tiempo: (a) Paso=20, Tiempo=7.500 - 1074 (b) Paso=50,

Tiempo=1.875-1073; (c) Paso=100, Tiempo=3.000 - 10-3.
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FIGURA 1.4. Calentamiento por disipacién friccional de un bloque eldstico
que desliza sobre una superficie rigida. Flujo de calor vertical para tres pasos

de tiempo: (a) Paso=20, Tiempo=7.500-10"%; (b) Paso=50, Tiempo=1.875-
1073; (c¢) Paso=100, Tiempo=3.000 - 10-3.
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FiGURA 1.5. Calentamiento por disipacién friccional de un bloque eldstico
que desliza sobre una superficie rigida. Disipacion friccional en la interfase de

contacto para tres pasos de tiempo: (a) Paso=20, Tiempo=7.500 - 10~4; (b)
Paso=>50, Tiempo=1.875-1073; (c) Paso=100, Tiempo=3.000 - 1073,
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FIGURA 1.6. Calentamiento por disipacién friccional de un bloque eldstico
que desliza sobre una superficie rigida. Distribucién de la presiéon de contacto

en la interfase para tres pasos de tiempo: (a) Paso=20, Tiempo=7.500- 10~4
(b) Paso=50, Tiempo=1.875 - 1073; (c) Paso=100, Tiempo=3.000 - 1073,
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Yo(©p) = 70 MPa y el pardmetro de endurecimiento a la temperatura de referencia h(@y) =
210 MPa. Se considera también una ley de ablandamiento térmico lineal definida por los
parametros de ablandamiento térmico wg = 3-107* y wp, = 3 - 10~%. El comportamiento
friccional en la interfase se modela considerando una ley de Coulomb con coeficiente de
rozamiento constante de valor 0.2.

Debido a la simetria del problema sélo se ha discretizado una cuarta parte del mismo
utilizando 50 elementos en el bloque y 60 elementos en la placa rigida. En la discretizacion
espacial del bloque se han utilizado los elementos Q1/E12 de deformaciones mejoradas
en grandes deformaciones desarrollado por SiMO, ARMERO & TAYLOR [1993]. La dis-
cretizacion del bloque utilizada en WRIGGERS & MIEHE [1992] no era lo suficientemenete
fina para capturar la distribuciéon de temperaturas generada por la conduccién del calor
y la disipacién friccional, para valores altos de la compactacion del bloque. La méxima
compactacion del bloque, correspondiente a una reduccién de altura de un 60%, se obtiene
en un intervalo de tiempo de 0.0035 s. El proceso de compactacion se consigue prescribi-
endo el desplazamiento vertical de los nodos de la placa rigida. La simulacion numérica se
realiza en 100 pasos de tiempo.

La integracion temporal del problema termoplastico acoplado se realiza mediante un
algoritmo de formula producto basado en una particién isotérmica de las ecuaciones de
gobierno del problema. Para la integracién temporal, tanto de las variables nodales como
de las variables internas, se utiliza un algoritmo implicito de Backward-Euler. Para la
solucion global de los sistema de ecuaciones resultantes se utiliza el método de Newton-
Raphson en combinacién con un algoritmo de bisqueda unidireccional. Se establece que
la convergencia del proceso iterativo se alcanza para una tolerancia en la norma de energia
de 10729,

Tabla I.4. Compactaciéon de un bloque.
Norma Euclidea en energia para tres pasos de tiempo.

Paso 50

Paso 75

Paso 100

8.15773E4-02

8.13804E+-02

8.05270E4-02

5.91627E+01

6.20615E+01

6.78419E4-01

1.26919E+01

3.25550E4-01

6.89033E4-01

1.21883E+00

7.96927E+00

3.43222E4-01

1.11981E-02 1.41444E-01 5.82032E+00
9.33841E-07 6.39979E-05 6.48231E-02
9.66732E-11 9.39676E-11 1.90928E-05

1.20049E-10
1.45432E+04 2.75136E+-04 7.88499E+-04
1.03186E+01 4.29962E4-01 3.91760E4-02
1.09560E-05 1.88359E-04 2.21231E-02
8.65355E-10 8.86778E-10 9.28287E-10
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Tabla 1.3. Modelo termoplastico.

1. Funcién de energia libre:
P(b°,€,0) = W(b) + U(J) + M(J,0) + T(0) + K(£,0),
i. Respuesta hiperelastica logaritmica (u > 0y & > 0 constantes),

1

WE)=p ) llogR)? vy UW)=grlog ],
A=13
donde X4 = J=1/3 X4 y A4 son los estiramientos eldsticos princi-

pales.

ii. Acoplamiento termoeldstico,
M(J,0) = -3ka(@ — Og) log J.
iii. Contribucion térmica,
T(©) = co[(© — Op) — Olog(©/O)].

iv. Potencial de endurecimiento,

K(6,6) = h(O)E” ~ [10(6) — 1 (O)] (),

_[&—(1—exp®)/0, if 0 #0;
H@y_{m if § = 0.

donde

2. Respuesta plastica:

i. Criterio de fluencia de Von Mises con tensién de fluencia oy (©) :=
Y0(0),

$(r,5,0) = \/glldeV[T]ll +8—-0v(©) <0,

ii. Variable de endurecimiento 3 conjugada de &,

B = =) = ~[h(O)¢ — (40(O) — Yoo (©)) (1 — exp™®)].

iii. Ablandamiento térmico lineal,

Y0(O)
h(O)
Yoo (O)

Y0(©o)[1 — wo(O — O9)]
h(©0)[1 — wi (O — Op)]
Yoo (O0)[1 — wp (O — Op)]
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El andlisis se realizé en una Silicon Graphics Power Challenge I. Workstation en 7 : 58
min de CPU. La Tabla 1.4 muestra las normas Euclideas de la energia para tres pasos
de tiempo, mecénico + térmico, tipicos. Para cada paso de tiempo la linea en negrita
muestra la separacion de las normas de los residuos obtenidos para el problema mecanico
y el problema térmico.

Las FIGURAS 1.7 y 1.8 muestran la distribucién de la temperatura (relativa) y la
deformacién plastica equivalente, respectivamente, para tres pasos de tiempo, correspon-
dientes a reducciones en altura del bloque de 30%, 45% y 60%.

Las FIGURAS 1.9 y 1.10 muestran la distribucién de la disipacion friccional y de la
presion de contacto, respectivamente, en las superficies de contacto, para tres pasos de
tiempo, correspondientes a reducciones en altura del bloque de 30%, 45% y 60%.

1.6 CONCLUSIONES

En este capitulo se ha presentado un modelo numérico para el andlisis de problemas ter-
momecanicos acoplados con contacto friccional y en un contexto de deformaciones finitas.
La formulacién de contacto friccional se ha desarrollado completamente en el continuo,
utilizando una cinematica no-lineal. Se ha considerado un modelo térmico de contacto que
depende de la la presién de contacto y de la temperatura.

La solucién del problema acoplado se ha formulado en el contexto de los métodos
de paso fraccionado utilizando un algoritmo de formula producto. El algoritmo emerge a
partir de una particion de las ecuaciones de gobierno del problema. Este método conduce a
una particién del problema acoplado en una fase mecanica y otra térmica que se resuelven
de forma secuencial.

En el contexto de una formulacién del problema de contacto friccional conducida
por los desplazamientos, utilizando el marco de trabajo desarrollado para plasticidad, se
han considerado dos algoritmos de retorno para la integracién del problema de friccion: el
algoritmo de Backward-Fuler y el algoritmo de Proyeccion de Medio Punto. Los algoritmos
desarrollados se han linealizado exactamente para obtener el operador friccional tangente
consistente.

Las simulaciones numéricas muestran la excelente adecuacién del modelo numérico
propuesto para el analisis de problemas termomecanicos acoplados.
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CAPITULO 2

UN NUEVO ALGORITMO DE

INTEGRACION FRICCIONAL PARA
PROBLEMAS CON GRANDES DESLIZAMIENTOS
Y DEFORMACIONES FINITAS

En este capitulo se presenta un algoritmo para la integracién del problema de friccién
con grandes deslizamientos. El algoritmo se introduce en el contexto mas sencillo de un
problema modelo: el deslizamiento de una particula sobre una superficie rugosa. La in-
tegracién temporal de la traccion debida al contacto friccional se realiza introduciendo
una parametrizacién de la trayectoria de deslizamiento seguida por la particula. Esta
parametrizacién se define de manera independiente de la parametrizacion local de la su-
perficie utilizada en la discretizacién de los cuerpos por el método de los elementos finitos.
El punto crucial del algoritmo es que ahora, en presencia de grandes deslizamientos, el
algoritmo permite evitar los problemas tipicos asociados con situaciones en las que el
deslizamiento incremental de la particula se producia atravesando uno o mas de los ele-
mentos utilizados en la triangularizacion de la superficie, por el método de los elementos
finitos.

Es de remarcar, ademds, que el algoritmo se define en base a la normal unitaria
(exterior) a la superficie discretizada, sin utilizar la parametrizacion local de la triangular-
izacion resultante del método de los elementos finitos. Desde el punto de vista geométrico,
la trayectoria de deslizamiento que se construye puede verse como una aproximacion a
la geodésica que, para cada configuracion incremental, pasa por los puntos inicial y final
obtenidos a partir de la soluciéon incremental iterativa en desplazamientos.

El algoritmo es susceptible de ser linealizado de forma exacta, por lo que podria
obtenerse una velocidad cuadratica de convergencia dentro de un contexto de solucién
iterativa por el método de Newton-Raphson. El algoritmo puede extenderse, de manera
sencilla, para la soluciéon de problemas de contacto friccional entre miltiples cuerpos con
deformaciones finitas.
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2.1 INTRODUCCION. MOTIVACION Y OBJETIVOS

Desde un punto de vista matemadtico, la formulacién de problemas de contacto friccional
conduce a la busqueda de la soluciéon de un problema de valores iniciales en un espa-
cio con restricciones. La formulacion variacional del problema conduce a desigualdades
variacionales.

Referencias significativas en el campo de las desigualdades variacionales son los li-
bros de DuvauT & LioNs [1] y KikucHI & ODEN [2]. La regularizacién del problema
de contacto friccional, utilizando por ejemplo métodos de penalizacién o de Lagrangiano
aumentado, permite evitar la necesidad de buscar la solucién dentro de un espacio con
restricciones, y conduce a una formulacién muy conveniente, en desplazamientos, del prob-
lema de contacto friccional. El método de penalizacién puede ser considerado como el pro-
cedimiento mas habitual de regularizacién y ha sido utilizado en el contexto de problemas
de contacto, por ODEN & PIREs [3], CHENG & KIKUCHI [4], HALLQUIST, GOUDREAU &
BENSON [5], StIMO, WRIGGERS & TAYLOR [6], CURNIER & ALART [7], WRIGGERS, VU
VAN & STEIN [8], BELYTSCHKO & NEAL [9], LAURSEN [10], LAURSEN & Simo [11,12]
y AGELET DE SARACIBAR [13,14] entre otros. Para evitar los conocidos problemas inher-
entes a los métodos de penalizacion, tales como sensibilidad al parametro de penalizacién
y posible mal condicionamiento del sistema de ecuaciones, y por otro lado preservar sus
ventajas, se han utilizado otros métodos alternativos de regularizacion, siendo uno de estos
métodos el del Lagrangiano aumentado. En el contexto de la formulacién de problemas
de contacto, el método del Lagrangiano aumentado ha sido utilizado por LAURSEN [10],
SIMO & LAURSEN [15], LAURSEN & SIMO [11,16] y LAURSEN & GOVINDJEE [17], entre
otros.

Una formulacion del problema de contacto sin rozamiento con cinematica no lineal,
incluyendo la derivacién de los operadores algoritmicos de contacto, puede encontrarse en
WRIGGERS & SIMO [18] para elementos lineales de superficie en 2D y en PARISH [19]
para elementos lineales de superficie (tridngulos) en 3D. Una extensién al caso friccional
para problemas en 2D utilizando elementos lineales puede encontrarse en WRIGGERS [20].
Noétese que en los casos mencionados anteriormente, la derivacion de los operadores de
contacto se realiza para una triangularizacién especifica de la superficie, y no se realiza en
el continuo. Una formulacién del problema de contacto friccional, dentro de un contexto
cinematico no lineal y en grandes deformaciones, completamente desarrollada en el continuo
para geometrias en 2D y en 3D, puede encontrarse por primera vez en LAURSEN & SIMO
[12]. Posteriores extensiones en esta linea, que incorporaban un modelo de desgaste,
pueden encontrarse en AGELET DE SARACIBAR & CHIUMENTI [13].

Por otro lado, la formulacién regularizada del problema de contacto friccional per-
mite la utilizacion sistemética de todo el marco de trabajo desarrollado para plasticidad
computacional. Puede consultarse SIMO & HUGHES [21] y SIMO [22] para una excelente
y clara presentaciéon de temas relacionados con plasticidad computacional. En particular,
los algoritmos desarrollados originalmente para la integracion de la tension en plastici-
dad, pueden aplicarse de forma similar para la integracion de la tracciéon de friccién en el
problema de contacto friccional. Uno de los métodos mas populares en los 1ltimos anos
para la integracién en el tiempo de estos problemas, es el método de orden més bajo de
los métodos de Diferencias-hacia-atras, el método de Backward-Euler (BE). Algoritmos de
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integracion, algoritmos de retorno, del problema de friccion, utilizando el método de BE,
han sido utilizados por WRIGGERS [20], GIANNAKOPOULOS [23], WRIGGERS, VU VAN
& STEIN [8], LAURSEN & SIMO [12,16] y AGELET DE SARACIBAR [13,14], entre otros.
En el contexto de plasticidad J2, SiMO [22] utilizé un método de integracién implicito
de Runge-Kutta (IRK), el denominado algoritmo de proyeccién del punto medio (PMP).
La extension de este algoritmo para problemas de contacto friccional puede encontarse en
AGELET DE SARACIBAR [13,14].

En las referencias citadas anteriormente, la formulacién del problema de contacto
friccional, y en particular, la integracién del problema de friccion, se realiza en base a
la parametrizacion local inducida por la triangularizacién de las superficies de contacto
utilizando el método de los elementos finitos. En el contexto del método de los elementos
finitos, la aplicacién isoparamétrica surge de manera natural como la parametrizacién
local de las superficies de contacto. Sin embargo, nétese que debido al cardcter local de
la parametrizacién, algoritmos de integracion basados en esta parametrizacion, pueden en
gran medida perder su utilidad en situaciones en las que los puntos inicial y final de la
trayectoria incremental de deslizamiento se encuentran sobre elementos finitos distintos y
por lo tanto con parametrizaciones locales distintas.

Situaciones como las consideradas anteriormente, que ocurren con frecuencia en un
problema, tipico de contacto friccional, han sido resueltas habitualmente mediante una
proyeccion de la trayectoria de deslizamiento sobre la superficie extrapolada de un ele-
mento de la triangularizacion, definida a partir de un dominio paramétrico extendido. Este
procedimiento permite utilizar una tinica parametrizacién (dentro del dominio paramétrico
extendido). Estos procedimientos son habituales en la practica y se utilizan en distintos
programas de elementos finitos, como DYNA o FEAP, por ejemplo, aunque no es habitual
encontrar referencias sobre el tema.

Algunas de las desventajas de los procedimientos basados en la proyeccién de la trayec-
toria de deslizamiento son las siguientes:

i. Para calcular la proyecciéon de la trayectoria de deslizamiento, es necesario realizar
una proyeccion fuera de los limites del dominio de parametrizacion. Notese, que en este
caso, la preservacion de la orientacién de la aplicaciéon inducida por la parametrizacion
local estéd garantizada inicamente dentro del dominio de parametrizacién. Por lo tanto,
pueden surgir situaciones en las cuales los puntos de proyeccion estén situados en zonas
con jacobiano cero o negativo, ocasionando severos problemas al algoritmo.

ii. La magnitud del deslizamiento es uno de los principales pardmetros que inter-
vienen en la caracterizacién del fenémeno del desgaste. Vease, por ejemplo, AGELET DE
SARACIBAR & CHIUMENTI [13] para la formulacién de un modelo de desgaste basado
en este parametro. La proyeccion de la trayectoria de deslizamiento puede llevar a una
subestimacién considerable del deslizamiento, y por lo tanto, a una subestimacion de la
traccion tangente friccional, de la disipacién friccional y del estimador de desgaste.

Estas consideraciones han motivado la necesidad de buscar un nuevo algoritmo de
integracion temporal que sea adecuado para problemas de contacto friccional con grandes
deslizamientos. El nuevo algoritmo deberia tener las siguientes caracteristicas de diseno:

i. Deben evitarse los procedimientos basados en la proyeccion de la trayectoria de
deslizamiento, debido a las desventajas y problemas inherentes a esta opcion mencionados



74 Un Nuevo Algoritmo de Integraciéon Temporal

anteriormente.

ii. Debe evitarse la utilizacién de la parametrizacion local de la triangularizacion de
la superficie.

iii. Debe introducirse una parametrizacion nueva de la trayectoria de deslizamiento,
que sea adecuada para grandes deslizamientos, es decir, para situaciones en las que la
trayectoria se produce a lo largo de méas de un elemento de la triangularizacion.

iv. El nuevo algoritmo de integracion temporal deberia de ser susceptible de lin-
ealizarse exactamente, con el objetivo de preservar la velocidad cuadratica de convergencia
de la solucion iterativa del problema, utilizando el método de Newton-Raphson.

Con estas consideraciones en mente, se propone a continuacién un nuevo algoritmo de
integracion temporal de la traccion friccional. Para introducir las principales caracteristicas
del nuevo algoritmo, es suficiente considerar un problema modelo, lo méas sencillo posible:
el movimiento de deslizamiento de una particula sobre una superficie rugosa.

El contenido del resto del capitulo es el siguiente. En el apartado 2 se presenta el
planteamiento del problema modelo a considerar, para la introducciéon de las principales
caracteristicas del nuevo algoritmo de integracion del problema friccional. Se formulan las
restricciones holonémicas y no holonémicas del problema, asicomo su regularizaciéon. La
utilizaciéon de un algoritmo de formula producto y un operador de particién motivan la
integracion numérica del problema de evoluciéon con restricciones que se presentara mas
adelante. En el apartado 3 se presenta el nuevo algoritmo de integracién temporal de la
friccién, en el contexto del problema modelo considerado. En el apartado 4 se presentan al-
gunos ejemplos numéricos representativos, mientras que las observaciones finales se recogen
en el apartado 5. La extension del algoritmo para el caso general de contacto multicuerpo
en grandes deformaciones se presenta en el apéndice A. Finalmente en el apéndice B se
incluye la linealizacion exacta del nuevo algoritmo de integracién temporal.

2.2 UN PROBLEMA MODELO: DESLIZAMIENTO DE UNA PARTICULA
SOBRE UNA SUPERFICIE RUGOSA

Las principales caracteristicas del nuevo algoritmo que se propone para la integracién
temporal del problema friccional, pueden introducirse convenientemente en el marco de un
problema modelo sencillo: el movimiento de una particula sobre una superficie rugosa.

La cinematica del movimiento de una particula sobre una superficie rugosa consti-
tuye un ejemplo de movimiento de una particula sujeta a restricciones holonémicas y no
holonémicas. Las restricciones holonémicas aparecen por la restriccion que obliga a la
particula a permanecer sobre la superficie. Restricciones no holonémicas aparecen como
resultado de las condiciones de rozamiento en la superficie.

La formulacion regularizada del problema conduce a una formulacién en desplazamien-
tos, muy conveniente desde el punto de vista numérico. En el contexto de los algoritmos de
formula producto, la introduccién de una particién del operador de gobierno del problema
regularizado, motiva el subsiguiente algoritmo de integracion temporal.

Uno de los puntos clave del nuevo algoritmo reside en el cdlculo del deslizamiento.
El objetivo es poder calcular el deslizamiento incremental en funcién de, inicamente, la
posicion y la normal a la superficie en los instantes inicial y final del intervalo. Es crucial
evitar la utilizacién de la parametrizacion local subyacente en el cdlculo del deslizamiento.
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2.2.1 Descripcién del problema

Sea 2 < ngim < 3 la dimensién del espacio y I := [0,7T] C R, el intervalo temporal de
ineterés. Sea X la configuracién de referencia de una particula P que esta restringida a
permanecer sobre una superficie rugosa I'. Sea ¢ : P xI — R"?™ la funcién que describe el
movimiento de la particula P, cuya velocidad es V' := 0;¢. Para cada instante de tiempo
t € I, la aplicacién t € T — ¢ := @®(-,t) representa una familia de configuraciones
indexada por el tiempo ¢, que hace corresponder a la configuracién de referencia de la
particula P, su configuracién actual. La configuracion actual de la particula en el instante
t € I vendrd representada por x := (X)) = (X, ).
Sea I una superficie rigida, regular y orientada, definida como:

I':={Y e R"m . gn(Y) =0} (2.1)
con normal unitaria v € S? definida como
v(Y):=-Vgn(Y)/|[Vgn(Y)]| (2.2)

donde S? := {v € R"™ : ||v|]| = 1} representa la esfera unitaria.

La dindmica de una particula deslizando sobre una superficie rigida constituye un
ejemplo de movimiento de una particula sujeta a restricciones holonémicas y no holonémi-
cas. La FIGURA 2.1 muestra la descripcion cinemaética del problema modelo considerado.

FiGURA 2.1. Descripcién del problema modelo: deslizamiento de una particula
sobre una superficie rugosa rigida.
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(A) Restricciones unilaterales holonémicas. Las restricciones unilaterales holondmicas
aparecen por el hecho de que el movimiento de la particula esta restringido a la superficie
rigida.

i. Restriccion de impenetrabilidad. La presencia de la superficie rigida actiia como un
obstaculo al movimiento libre de la particula e induce la restriccién de impenetrabilidad,
dando lugar a una restriccion unilateral holonémica para las configuraciones admisibles de
la particula. Sin pérdida de generalidad, supondremos que el movimiento de la particula
P con configuracién de referencia X, estd sujeta, para cualquier instante de tiempo ¢t € I,
a la siguiente condicién unilateral holonémica:

gnop(X,1) <0 (2.3)

ii. Restriccion de no adhesion. Cuando la particula se encuentra moviendose sobre
la superficie, se produce una interacciéon entre las tracciones debidas a la restriccién de
impenetrabilidad y a la rugosidad de la superficie. La traccion debida a la restriccion de
impenetrabilidad es normal a la superficie. Por otro lado, la rugosidad de la superficie
induce la aparicién de la traccion de friccion que es tangente a la superficie y que se opone
al deslizamiento de la particula sobre la misma.

Denominando ¢(X,t) a la reaccién en la particula, definimos la reacciéon normal de
valor tn(X,t) como la proyeccién de ¢(X,t) en la direccién de la normal unitaria a la
superficie v, y consideramos la siguiente descomposicién de la reaccién ¢(X,t) en compo-
nentes normal y tangencial:

t(X,t):=tn(X,t) vop(X,t)+P,t(X,t) (2.4)

Con la notacién introducida, la restriccién unilateral de no adhesion implica que la
reaccién normal debe ser no negativa cuando la particula estd sobre la superficie, y debe
ser nula en caso contrario. Matematicamente, esta condicién puede escribirse como:

tN(X,t)=0 if gnop(X,t)<0 '

iii. Condicién de persistencia del contacto. La condiciéon de persistencia del contacto
requiere que la velocidad de separacién de la particula de la superficie debe ser cero para
valores positivos de la reacciéon normal de contacto. Matematicamente, esta condicién de
persistencia puede escribirse como:

tn(X,1) Vgn o o(X, 1) - V(X,t) =0 (2.6)

Utilizando la definicién de la normal unitaria dada por (2.2), la condicién de persistencia
puede escribirse como:
in(X,t) V(X,t) - vop(X,t)=0 (2.7)

y establece que la componente normal de la velocidad de la particula debe ser cero para
valores no nulos (positivos) de la componente normal de la reaccién de contacto.
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Las restricciones de impenetrabilidad, no adherencia a la superficie y persistencia del
contacto, indicadas mas arriba, pueden expresarse en forma de condiciones complemen-
tarias de Kuhn-Tucker como:

tN(X,t) gN o @

0
0

2.8

0 28)
tN(X,t) vgNOQO(X,t)'V 0

(B) Restricciones no holonémicas friccionales. El comportamiento friccional en la
superficie induce restricciones no holonémicas en las configuraciones admisibles de la
particula.

Consideremos la siguiente particién de la velocidad V(X t) de la particula que desliza
sobre la superficie rugosa:

V(X,t):=Vn(X,t) vop(X,t)+ Vp (2.9)

donde Vn(X,t) es la proyeccién de la velocidad en la direccién de la normal unitaria,
es decir la velocidad de separacion de la particula de la superficie, y Vp := P,V es la
proyeccion de la velocidad sobre el plano tangente a la superficie.

Tal como se ha mostrado mas arriba, la condicién de persistencia de contacto implica
que la velocidad de separacién de la particula de la superficie debe ser cero para valores
positivos de la reaccién normal de contacto. Utilizando (2.7) y (2.9) esta condicién puede

expresarse Comao:
V=0 if tx(X,t)>0 (2.10)

y entonces
Vi =P,V =V if tN(X,t) >0 (2.11)

Adicionalmente, denominaremos Vi a la forma uno asociada a la velocidad de desliza-
miento.
Sea t (X, t) la proyeccién de la reaccién de contacto friccional sobre el plano tangente
cambiada de signo:
tr(X,t):=—-P,t(X,t) (2.12)

tal que, utilizando (2.4), la traccién de contacto friccional sobre la particla puede escribirse

o H(X, 1) = tn (X, 1) vo (X, 1) — tr(X,1) (2.13)

mientras que denominaremos t’, la forma uno asociada a la traccién de contacto friccional.
Con la notacién introducida anteriormente, las restricciones no holonémicas fric-
cionales pueden introducirse de la siguiente manera:

i. Funcion deslizamiento. Espacio de tracciones admisibles. Definimos una funcion
deslizamiento @ : T,S? x R; — R tal que (t},tx) € T,S? x R pertenecen al espacio de
tracciones admisibles definido como

Eg = {(tp,tn) € T,S? x Ry : B(p,tn) < 0} (2.14)
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En particular, para la clasica ley de rozamiento de Coulomb el espacio de tracciones ad-
misibles viene definido por la funcién deslizamiento

Dty tn) = [t7] —ptn (2.15)

donde ||-|| indica la norma de su argumento y p es el coeficiente de rozamiento de Coulomb.

ii. Regla de deslizamiento. Definimos la regla de deslizamiento como

Vi(X,t):=0 if ®(th,ty) <0 (2.16)
Vo(X,t) =~ pfy if Dty tx)=0
donde pb. := 8tu,T§Z5(th,tN) y v € R4 es el pardmetro (no negativo) de consistencia de

deslizamiento. Para la ley de rozamiento de Coulomb pT es igual a la forma uno normal-
izada de la traccién friccional, definida como pb. := % /||t ]|.

iii. Condicion de consistencia de deslizamiento. La condicién de consistencia del
deslizamiento establece que la velocidad de deslizamiento debe ser cero para valores pos-
itivos del parametro de consistencia. Matematicamente, esta condicion puede expresarse
como:

v St tn) =0 (2.17)

Las anteriores restricciones conducen a la siguiente restriccién no holonémica

V(X t) = pr (2.18)

sometida a las condiciones complementarias de Kuhn-Tucker y de consistencia

v>0
(tTatN) =
(tTatN) =

(2.19)

2.2.2 El problema regularizado

La solucion de la dindmica de una particula sujeta a restricciones holonémicas y no
holonémicas dadas por (2.8), (2.18) y (2.19) supone encontrar una solucién en un es-
pacio de soluciones con restricciones. Diferentes métodos se han propuesto para evitar
esta restriccion en el espacio de soluciones. Aqui, vamos a considerar inicamente uno de
estos métodos, basado en la reularizaciéon de las restricciones impuestas por el problema
de contacto.
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(A) Regularizacion de las restricciones holonémicas. Las restricciones holondmicas
unilaterales de impenetrabilidad, no adherencia y persistencia del contacto, pueden regu-
larizarse introduciendo un pardametro de penalizacion normal €y y sustituyendo las condi-
ciones complementarias de Kuhn-Tucker dadas por (2.8) por la siguiente pseudo ecuacién
constitutiva para la presién normal de contacto:

tn(X,t) :=en(gn o (X, 1)) (2.20)

donde (-) es el denominado operador de Macauley, que representa la parte positiva de su
operando.

La comparacién de (2.20) con (2.8) revela que ahora, se permite una (es de esperar
que pequena) violacién de las restricciones de contacto normal, y que las restricciones se
verifican de forma exacta cuando ey — 00.

(B) Regularizacion de las restricciones friccionales no holonémicas. La regularizacion
de las restricciones friccionales no holonémicas definidas por (2.18) y (2.19) se realiza intro-
duciendo un pardmetro de penalizacion tangente ep que actiia como parametro constitutivo
en la ecuacion de la velocidad de deslizamiento. Entonces, las restricciones friccionales reg-
ularizadas pueden expresarse como:

1
VHX. 1) =7 Pr+ —Luity (2.21)

sujeta a las condiciones complementarias (no regularizadas) de Kuhn-Tucker:

Bt tn) <0
v=0

v B(ty,tn) =0
v Dty tn) =0

(2.22)

En las expresiones anteriores, Ly, t"T representa la derivada de Lie de la traccion tangente
de friccién, a lo largo del flujo inducido por la velocidad de deslizamiento V.

La comparacién de (2.21) y (2.18), revela que las restricciones friccionales se satisfacen
de forma exacta cuando e — oo, siendo en este caso el parametro de consistencia de
deslizamiento v igual a la norma de la velocidad de deslizamiento VZ,E. En caso contrario,
se supone que la velocidad de deslizamiento puede descomponerse en una parte recuperable
o elastica y una parte irreversible o plastica. La introducciéon de la derivada de Lie en la
expresion regularizada de la velocidad de deslizamiento, mantiene la objetividad de las
ecuaciones de evolucion del problema friccional.

(C) Descomposicion del operador friccional. Tal como se ha visto anteriormente, la
regularizacion del problema friccional conduce a las siguientes ecuaciones de evolucién:

Lty = er [V7 — v 0y &(t7,tN)]
(. tn) <0, v>0, v Bty ty)=0 (2.23)
Y @E(th, tN) = 0
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En el contexto de los algoritmos de formula producto, podemos considerar una par-
ticién del operador de gobierno del problema friccional introduciendo un estado de prueba,
definido mediante la congelacién de la respuesta irreversible (plastica) de deslizamiento, es
decir haciendo v = 0, seguido de un algoritmo de retorno:

Problema 1: Estado de prueba Problema 2: Algoritmo de retorno
EVTtgw = €T VTE £VTth = —er Y 3th¢(tZ~,tN) (2.24)
unconstrained B(th,tn) <0, v >0, v B(th, ty) =0 |

El Problema 1 viene definido por unas ecuaciones de evolucién sin restricciones para
la traccién friccional y tiene como condiciones iniciales las mismas que las del problema
original. La solucién del Problema 1 conduce al estado de prueba. El Problema 2 viene
definido por las ecuaciones de evolucion con restricciones para la traccion friccional y tiene
como condiciones iniciales la solucién obtenida en el Problema 1.

Noétese que los problemas asociados con la eleccién de la parametrizacion local asociada
a la triangularizacion para la parametrizacion de la trayectoria de deslizamiento, aparecen
unicamente durante la solucién del Problema 1. La solucién final se obtiene como solucién
del Problema 2 mediante la aplicacién de un algoritmo de retorno. Por lo tanto, para la
introduccién del nuevo algoritmo vamos a centrarnos en la solucién del Problema 1 y la
obtencion del estado de prueba.

El Problema 2 puede integrarse utilizando un algoritmo de diferencias hacia atras,
por ejemplo, tipicamente el algoritmo de Backward-Fuler, o alternativamente utilizando
un algoritmo del tipo implicito de Runge-Kutta, como por ejemplo el algoritmo del punto
medio proyectado propuesto en el contexto de la plasticidad por StMO [22]. Una aplicacién
de este tltimo algoritmo para problemas friccionales puede encontrarse en AGELET DE
SARACIBAR [13,14].

2.2.3 Definicion de la trayectoria de deslizamiento. Calculo del deslizamiento

La integracion temporal del problema de evolucién sin restricciones definido como Prob-
lema 1y dado por (2.24), supone tener que calcular el deslizamiento que ha experimentado
la particula en su movimiento sobre la superficie rigida. El punto clave del nuevo algoritmo
de integracion friccional reside en la forma en que se integra el Problema 1 y cémo se cal-
cula el deslizamiento experimentado por la particula. Nuestro objetivo es poder calcular
el deslizamiento en un intervalo de tiempo tipico, en funcién tnicamente de la posicién
de la particula y de la normal a la superficie en los puntos inicial y final de la trayec-
toria incremental de deslizamiento. Evitar el cdlculo del deslizamiento en funcién de la
parametrizacién local de la superficie es uno de los puntos cruciales del diseno del nuevo
algoritmo y tiene especial relevancia cuando la trayectoria de deslizamiento atraviesa var-
ios elementos de la triangularizacion, estando los puntos inicial y final de la trayectoria en
distintos elementos de la triangularizacion.

La principal idea subyacente al nuevo algoritmo de integracién temporal de la friccion
es la siguiente. La velocidad de deslizamiento de la particula se integra en un intervalo de
tiempo tipico para obtener el deslizamiento incremental. Esta integracion se realiza con-
struyendo una trayectoria de deslizamiento, definida localmente en funcién de la posicién
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de la particula y la normal unitaria a la superficie en los puntos inicial y final de la trayec-
toria incremental. Geométricamente, la trayectoria que se construye puede verse como una
aproximacion a la geodésica definida por estos dos puntos y sus normales unitarias a la
superficie. Nétese que la trayectoria de deslizamiento y el calculo del deslizamiento se real-
izan sin utilizar las parametrizaciones locales de la triangularizacién, permitiendo de esta
manera obtener un algoritmo adecuado para integrar el problema friccional en presencia
de grandes deslizamientos.

Consideremos el intervalo temporal de interés I = [0, T] discretizado en una serie de
subintervalos disjuntos I := UN_[t,,t,41]. Siguiendo un convenio estdndar de notacién,
denominaremos (-)pn, ¥ (-)n+1, las aproximaciones algoritmicas de la variable en el continuo
()¢ en los instantes ¢, y t,11, respectivamente.

Una descripcion paso a paso de la parametrizacion de la trayectoria de deslizamiento
y del célculo del deslizamiento en un tipico intervalo de tiempo [t,,t,41], es la siguiente:

Paso 1. Datos geométricos. Consideremos como condiciones iniciales dadas en el
instante ¢, la posicién de la particula en la superficie Y;, := ¢(X,t,,) y la normal unitaria
v, = vow(X,t,). En el contexto de problemas conducidos por los desplazamientos,
consideremos un movimiento incremental prescrito de la particula del instante ¢,, al £, 41,
siendo Yy, 41 := @(X,tnt1) ¥ Unt1 := v o (X, t,11), la posicién de la particula sobre la
superficie y la normal unitaria a la superficie, respectivamente, en el instante ¢, 1.

Paso 2. Definicion de los sistemas ortonormales locales asociados a las posiciones Y,
v Yo+1. El punto crucial del nuevo algoritmo de integracion reside en la construcciéon y
parametrizacion de la trayectoria de deslizamiento, como una aproximacién de segundo
orden de la geodésica que pasa por los puntos inicial Y, y final Y, de la superficie.
Asociados a los puntos Y;, v Y;,+1, e inducidos por la trayectoria de deslizamiento supuesta,
definimos los sistemas ortonormales locales definidos, respectivamente, por los vectores de
las bases {v,,, %, } ¥ {¥ny1,Ta, ..} con a = 1,2, Aquiv, € S* y v,,, € S? son las
normales unitarias a la superficie en los puntos Y;, y Y, 41, respectivamente, ¥, € T, S>
Y Tap., € Tvn+152 para « = 1,2 son vectores unitarios tangentes a la superficie en los
puntos Y, y Y41, respectivamente, y 71, € 1,,5* y #1,,, € T,,,,S* se definen de
manera que son vectores unitarios tangentes a la curva de deslizamiento en los puntos Y,
y Y41, respectivamente.

La definicién de los sistemas locales ortonormales (71, T2,,Un) ¥ (F1,,1s 72011 Vnt1)s
asociados a los puntos Y,, y Y, 11, respectivamente, se realiza de la siguiente manera.
Consideremos el vector de distancia Euclidea d entre los puntos Y,, y Y, 41, con norma de
distancia Euclidea d := ||d|| y vector unitario m definido como

d=Y,11-Y,, d=|d|, m=d/d (2.25)
Utilizando las normales unitarias v,, y v,,+1 y el vector unitario m definido anteriormente,
construimos los sistemas ortonormales locales de la siguiente manera:
v, Xm
vn xm|’
Vpt1 XM

[ P

(2.26)
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Una interpretacion geométrica de los sistemas ortonormales locales asociados a los puntos
inicial y final de la curva de deslizamientoincremental puede verse en la FIGURA 2.2.

FIGURA 2.2. Definicién de las bases locales ortonormales asociadas a los
puntos inicial y final de la trayectoria incremental de deslizamiento.

Paso 3. Parametrizacion de la curva de deslizamiento. Utilizando los sistemas ortonor-
males definidos anteriormente, definimos la curva de deslizamiento como una aproximacién
de segundo orden a la geodésica que pasa por los puntos inicial y final, utilizando la sigu-
iente aplicacién:

d

_ oyl O 1 s
Cel-1+1] = Y(Q) = H Q) Yt 55T O) A,
4 (2.27)
2 2 -
+H (C) Yn-l—l + 9 cos @n+1% (C) Tlnia
donde
cos B, := 7:-1n -m (2.28)
coSOp i1 :="T1,,, M

Vv He, Ha, @ = 1,2 son las funciones de forma de Hermite definidas en el dominio
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isoparamétrico [—1, 1] como

HI(C) =2+ -¢)%/4,
H() = (2- O +0)?%/4,

(O =1+ -¢)*/4

(©) = —(1— Q)1+ 0)/4 (229)

r}_‘[l
7_22

Paso 4. Calculo del deslizamiento. El célculo del deslizamiento I'*'"P se realiza de la
siguiente manera. La aplicacién tangente a la curva definida por (2.27) puede escribirse
como:

d _
2cos O, v

FVHA(C) Yo+~ VRO £

Ce[-1,41] = Y7 (¢) := VH(() Y, +
(2.30)

2¢08 Oy 11 nt
donde VHA(C) := dHA(¢)/d¢ y VHA(C) := dHA(C)/d¢ para A =1, 2.

Utilizando la aplicacion tangente definida arriba, la longitud de deslizamiento puede
calcularse como la integral, definida en el dominio isoparamétrico, de la norma Euclidea
de la aplicacién tangente:

1
et — / ¥e(ol de (2.31)

Esta integral puede evaluarse numéricamente utilizando una regla de integracion,
dando lugar a una expresién de la forma:

Nint

e =% wr |[Yr (¢ (2.32)
I=1

donde (; € [—1, +1] son las posiciones de los puntos de integracién en el dominio isoparamé-
trico [—1, +1], W; son las funciones de peso de integracién y N;,; es el nimero de puntos
de integracion a utilizar en la regla de integracion.

2.3 UN NUEVO ALGORITMO DE INTEGRACION FRICCIONAL

En este apartado se presenta el nuevo algoritmo de integraciéon temporal que se propone
para problemas friccionales con grandes deslizamientos. Para centrarnos en la idea prin-
cipal del algoritmo, éste se va a introducir en el contexto mas sencillo posible. Para
ello consideraremos el problema modelo introducido en el apartado anterior. El algo-
ritmo puede linealizarse exactamente, permitiendo obtener velocidades de convergencia
cuadraticas cuando se utiliza en el contexto de un esquema iterativo de soluciéon de Newton-
Raphson. El algoritmo es adecuado para problemas de contacto con grandes deformaciones
y grandes deslizamientos.

Tal como hemos visto anteriormente, en el contexto de algoritmos de formula producto
obtenidos a partir de una particién del operador de gobierno, el algoritmo se centra en la
integracion temporal y solucion del Problema 1 de la particién, mientras que el Problema
2 puede integrarse mediante un algoritmo de retorno estandar.
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La idea principal del nuevo algoritmo es la siguiente. El deslizamiento incremental
experimentado por la particula puede obtenerse a partir de la velocidad de deslizamiento de
la particula. El procedimiento seguido para definir la curva de deslizamiento incremental
y el algoritmo utilizado para calcular su longitud se ha descrito mas arriba. Tal como se
ha mencionado, éste es el punto clave del algoritmo. Por otro lado, la derivada de Lie a
lo largo del flujo inducido por la velocidad de deslizamiento, que aparece en el problema
1 en (2.24), se integra mediante un operador de desplazamiento u operador de transporte
paralelo ortogonal, a lo largo de la curva de deslizamiento.

La integratcién de las ecuaciones de evolucion con restricciones (2.24) del problema
friccional 2, que tiene lugar a configuracién fija, se realiza mediante una aplicacién estandar
de un algoritmo de retorno. Como que la integracién se realiza a configuracién fija, puede
utilizarse la parametrizacién local de la superficie.

Consideremos el intervalo temporal de interés I = [0, T] discretizado en una serie de
subintervalos disjuntos I := UY_,[t,,%,+1]. La solucién incremental al problema friccional
de evolucién definido por (2.23), se obtiene aplicando un algoritmo de integracién temporal
para integrar las ecuaciones de evolucién dentro de un incremento de tiempo [t,, t,41], con
condiciones iniciales conocidas en t,,.

Siguiendo una notacién convencional, denominaremos (), 0 (+)n+1, las aproximaciones
algoritmicas de la variable continua (-);, en los instantes ¢,, y 1, respectivamente.

Una descripcion paso a paso del algoritmo es la siguiente:

Paso 1. Condiciones iniciales en el instante t,,: Base de datos. Consideramos como
condiciones iniciales conocidas en el instante t¢,, la traccién friccional t"Tn, la posicion
de la particula sobre la superficie Y,, := @(X,t,) y la normal unitaria a la superficie
v, :=vop(X,t,). Consideramos un movimiento prescrito de la particula del instante de
tiempo t,, al t,11, siendo Y, 41 := ¢(X,t,11) la posicién de la particula en la superficie
en el instante t,11 v Vpy1 := v o (X, t,11) la normal unitaria a la superficie en esta
posicion.

Paso 2. Definicién del sistema ortonormal asociado a los puntosY,, y Y, 1. Utilizando
las normales unitarias v, € S? y v, € S? y (2.25), definimos los vectores unitarios
tangentes 7, € T,,5° y 7, ., € T,,.,S* dados por (2.26). Las normales unitarias
junto con los vectores unitarios tangentes definen las bases de los sistemas ortonormales
(l/n,‘f'ln,‘f'zn) € S? x Tunsz X Tunsz y (Vn+1,‘f'1n+1,‘f'2 € 8?2 xT, S? x T, 82,

n+1) VUn+1 VUn+1
asociados a los puntos Y, e Y, 11, respectivamente.

Paso 3. Parametrizacion de la trayectoria de deslizamiento y calculo del desliza-
miento. Utilizando las bases ortonormales definidas anteriormente, definimos la trayectoria
de deslizamiento utilizando la aplicacién (2.27). La aplicacién tangente (2.30) se utiliza
para definir el valor del deslizamiento dado por (2.31). El deslizamiento puede evaluarse
numéricamente, utilizando una regla de integracién para calcular (2.31), obteniéndose la
expresion (2.32).

Paso 4. Traccién friccional de prueba. La traccién friccional de prueba puede calcu-
larse utilizando un algoritmo de dos pasos:

i. Transporte paralelo de la traccion friccional thn en el instante t,, a lo largo de la
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trayectoria de deslizamiento, desde el punto Y,, al Y, 1.

ii. Contribucién del deslizamiento de prueba, utilizando un algoritmo de Backward-
Euler.

Este algoritmo de dos pasos, conduce a la siguiente expresién

btrial

o= Aty ep TR (2.33)
donde Iy, es el deslizamiento, A € SO(3) es el operador de desplazamiento u operador
ortogonal de transporte paralelo definido como

A=7,  QTa,, a=1,2 (2.34)
y donde SO(3) es el grupo ortogonal especial definido como
SO(3):={A:R>* - R3 | AT = A1 y det[A] = +1} (2.35)

La expresion (2.33) representa la expresién semi-discreta del problema de evoluciéon dado
por el estado de prueba en (2.24), donde el operador ortogonal de transporte paralelo se ha
introducido para integrar la derivada de Lie a lo largo del flujo inducido por la velocidad
de deslizamiento y se ha utilizado un algoritmo de Backward-Euler para la integracién
temporal de la velocidad de deslizamiento.

Paso 4. Projeccion en el disco de Coulomb. Algoritmo de retorno. La traccion fric-
cional calculada en la configuracién actual se proyecta en el disco de Coulomb utilizando un
algoritmo de retorno. Esta proyeccién, involucra el célculo de la funciéon de deslizamiento

de prueba, definida como:
btrial

O =t | = ptw,, (2.36)

Si @Lrial < 0 entonces la traccion friccional calculada satisface las restricciones friccionales

y la proyeccion es simplemente:
. btrial

b
th =t (2.37)

En caso contrario, debe realizarse la proyeccion sobre el disco de Coulom de los valores de
prueba calculados. Para el caso més sencillo, el modelo clasico de Coulomb, el algoritmo de
retorno conduce a un calculo directo de la traccién friccional que puede expresarse como:

btrial

b
tr, = MNP, (2.38)

btrial

trial
donde pT,,, = t%vnﬂ /||t

Un resumen del algoritmo de integracién puede verse en la Tabla II.1.

btrial
Ty |

OBSERVACION 2.1.  El algoritmo ha sido introducido en su totalidad, en el contexto
de un problema modelo lo mas sencillo posible: el deslizamiento de una particula sobre
una superficie. La extension del algoritmo para el caso de contacto entre varios cuerpos,
en presencia de deformaciones finitas y grandes deslizamientos, puede realizarse de forma
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Tabla II.1. Algoritmo de integracién temporal friccional.

1. Condiciones iniciales en el instante t,: Base de datos. Dadas las vari-
ables histéricas {t"Tn,Yn,un} para la (forma uno) traccién friccional,
coordenadas cartesianas y normal unitaria exterior (en los puntos de
cuadratura) y para valores prescritos de {Y,11,vn41}

2. Definicién de los sistemas ortonormales asociados a los puntos Y, e Yy, 11.

Sea
X
7/;2 127’/” m s ’f‘l Z:’f'z X Vp,
" v xml] " "
R v Xm N N
T2n+1 = L, T1n+1 ::T2n+1 Xl/n_|_1
[Vn+1 x m|

donde

d=Yy ~Y,, d=|d|, m=d/d

3. Parametrizacion de la trayectoria de deslizamiento y calculo del desliza-
miento.

i. Parametrizacion de la trayectoria de deslizamiento.

donde
cosO, =T, -m, o8Oy =71, M
H(O)=02+00-0%4,  HNO)=0+1-¢)?/4
H(O)=(2-O0+0%4,  H()=—-(1-01+¢)?*/4

ii. Aplicacién tangente.

C € [—1,+1] — YT(C) = VHl(C) Yn + MV’HI(C) 71,
d oo -

VH2(O) Y, _
+ VIO Yor + 2c08O,41

iii. Deslizamiento.
Nint

ot =N "W [|Yr (G|

I=1
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Tabla II.1. Algoritmo de integracién temporal friccional.

4. Estado de prueba.
i. Traccion friccional de prueba.

trial .
2 Aty ep IR,

Trnyr ° n+1

donde
Ai=Ty, , ®Ta,, a=1,2
ii. Funcion de deslizamiento de prueba.

. btrial
G = It | = 1t

5. Algoritmo de retorno friccional: Proyeccion en el disco de Coulomb.

i. Algoritmo de retorno.

trial . trial .
; B tifﬁl o if @717 < 0 (stick)
freta t trial otherwise (slip)

/jl Nn+1 an+1 a p

donde
btrial btrial btrial

p7%+1 __t7%+1/“t7%+1n

directa. En este caso, dentro del marco general de deformacién finita, el cdlculo de la
traccion friccional de prueba se realiza en la configuracién (fija) de referencia. Una vez
se ha calculado la traccién friccional de prueba en la configuracion de referencia, debe
realizarse la operacién de push-forward a la configuracion actual y a continuacion realizar
la proyeccion en el disco de Coulomb por medio de un algoritmo de retorno definido en la
configuracién actual. []

OBSERVACION 2.2.  El algoritmo descrito anteriormente es susceptible de ser lineal-
izado exactamente, pudiendose obtener el operador consistente o algoritmico tangente. La
linealizacion del algoritmo, en el contexto general de problemas de contacto multi-cuerpo
en deformacién finita, se presenta en el Apéndice B. []

OBSERVACION 2.3.  La implementacién del nuevo algoritmo de integracién temporal
friccional en el contexto de los métodos de Lagrangiano aumentado es inmediata. En
este caso, seria necesario construir una trayectoria de deslizamiento en cada una de las
iteraciones anidadas de actualizacién de los multiplicadores de Lagrange. []
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2.4 SIMULACIONES NUMERICAS

La formulacién presentada en los apartados anteriores se ilustra a continuacién en una serie
de simulaciones numéricas de problemas tridimensionales. Los objetivos son basicamente
dos, por un lado mostrar el comportamiento del nuevo algoritmo de integracién temporal de
la friccién en situaciones en las que se producen grandes deslizamientos y deformaciones
finitas, y por otro lado mostrar la robustez de la formulacién presentada, globalmente
en el contexto del método de los elementos finitos, en diferentes simulaciones numéricas.
Los calculos se realizan con una versiéon mejorada del programa de elementos finitos de
proposito general FEAP desarrollado originalmente por R.L. Taylor y J.C. Simo, y que
estd documentado en ZIENKIEWICZ & TAYLOR [24].

(A) Conformado de una bandeja de aceite. Este ejemplo se ha tomado de LAURSEN
& SIMO [12] y muestra una aplicacién de cardcter industrial de la teoria presentada en los
apartados anteriores. La descripcion del problema es la siguiente. Se tiene una chapa de
metal, inicialmente plana, que quiere conformarse mediante la aplicacion de un punzon,
que se supone rigido. Se considera que la chapa estd empotrada en sus extremos a un molde
supuesto rigido. Para la chapa, se supone un modelo constitutivo elastoplastico del tipo
Jo, con propiedades del material £ = 70 GPa, v = 0.3, oy = 140 MPa y endurecimiento
isotrépico lineal con pardmetro H = 100 MPa. El comportamiento friccional entre la chapa
y los ttiles rigidos, el punzén y el molde, se describe mediante un modelo friccional clasico
de Coulomb, con coeficiente de rozamiento 0.25. Las dimensiones iniciales de la chapa son
600 mm de largo, 560 mm de ancho y 5 mm de espesor. El punzén tiene una parte central
plana y zonas inclinadas laterales. El proceso de conformado se produce hasta que la parte
plana del punzén se ha movido una distancia igual a 100 mm.

Por razones de simetria, sélo se modela la mitad de la geometria del problema, uti-
lizando 800 elementos de continuo en la discretizacién de la chapa. Se utiliza una formu-
lacién mixta de elementos finitos Q1/P0 en deformacién finita, utilizando interpolaciones
discontinuas constantes para la presién y el volumen, junto con una interpolacién trilineal
para los desplazamientos. Puede consultarse, por ejemplo, SIMO [22], para una descripcién
de la formulacion.

Los pardmetros de penalizacion normal, para el contacto, y tangente, para el roza-
miento, se han tomado ey = ep = 10'° y se ha utilizado el nuevo algoritmo de integracién
temporal de la friccién. El proceso de conformado se ha realizado en 100 pasos de tiempo,
utilizando control de desplazamientos del punzon. Para la solucién del sistema no lineal de
ecuaciones se ha utilizado el método de Newton-Raphson en combinacién con un algoritmo
de busqueda unidireccional.

La simulacién se ha realizado en una Silicon Graphics Power Challenge . Workstation.
El tiempo de CPU utilizado en la simulacién ha sido de 2 horas y 31 minutos. La Tabla
I1.2 muestra los valores de la norma Euclidea del residuo para cuatro pasos de tiempo
tipicos, correspondientes a desplazamientos del punzoén de 25, 50, 75 y 100 mm, dentro de
un esquema incremental iterativo que utiliza el método de Newton-Raphson. La velocidad
de convergencia cuadratica puede obtenerse gracias a la linealizacién exacta del algoritmo
de integracion temporal y la obtencién del operador tangente consistente.

La FIGURA 2.3 muestra la configuracién inicial de la chapa y de los ttiles de con-
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FicurA 2.3. Conformado de una bandeja de aceite. Configuracién inicial
para la chapa y los ttiles, y configuraciones deformadas para desplazamientos

del punzén de 25, 50, 75 y 100 mm.
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EQ. PL. STN.
Min = 0.00E+00
Max = 2.15E-01

3.08E-02
6.16E-02
9.23E-02
1.23E-01
1.54E-01
1.85E-01

EQ. PL. STN.
Min = 0.00E+00
Max = 6.88E-01

9.82E-02
1.96E-01
2.95E-01
3.93E-01
4.91E-01
5.89E-01

EQ. PL. STN.
Min = 0.00E+00
Max = 1.21E+00

1.73E-01
3.47E-01
5.20E-01
6.93E-01
8.66E-01
1.04E+00

EQ. PL. STN.
Min = 0.00E+00
Max = 1.61E+00

2.30E-01
4.61E-01
6.91E-01
9.21E-01
1.15E+00
1.38E+00

FiGUurA 2.4. Conformado de una bandeja de aceite. Distribucién de la
deformacién plastica equivalente para desplazamientos del punzén de 25, 50,
75 y 100 mm.
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YIELD RATIO
Min = 0.00E+00
Max = 1.15E+00

1.65E-01
3.30E-01
4.95E-01
6.59E-01
8.24E-01
9.89E-01

YIELD RATIO

Min = 0.00E+00

Max = 1.49E+00
2.13E-01
4.26E-01
6.39E-01
8.52E-01
1.07E+00
1.28E+00

YIELD RATIO

Min = 0.00E+00

Max = 1.87E+00

2.67E-01
5.33E-01
8.00E-01
1.07E+00
== 1.33E+00
== 1.60E+00
YIELD RATIO
Min = 0.00E+00

Max = 2.15E+00

3.07E-01
6.15E-01
9.22E-01
1.23E+00
1.54E+00
1.84E+00

FiGura 2.5. Conformado de una bandeja de aceite. Distribucién de la
relacién de fluencia para desplazamientos del punzoén de 25, 50, 75 y 100 mm.
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Tabla I1.2. Conformado de una bandeja de aceite
Norma Euclidea del residuo para cuatro pasos de tiempo tipicos

Step 25

Step 50

Step 75

Step 100

2.72291E+04

2.99612E+04

3.31514E+04

3.09564E4-04

7.24502E4-04

7.95762E4-04

6.04478E+-04

5.94460E+-04

1.63322E+04

1.87194E+04

8.44338E+-04

3.50416E+04

1.57428E+03

2.38115E+03

6.17215E+03

2.21297E+03

1.60151E4-02

1.59523E4-02

1.22857E+02

5.76473E4-01

1.12800E+01

2.08237E4-00

2.29146E+01

1.50948E+00

4.32125E-03

2.50423E-04

5.38027E-01

1.34566E-04

6.46626E-08

6.48886E-08

2.12824E-06

1.38417E-07

formado, junto con las configuraciones deformadas de la chapa para cuatro instantes del
proceso de conformado, correspondientes a desplzamientos del punzén de 25, 50, 75 y 100
mm. Las FIGURAS 2.4 y 2.5 muestran, respectivamente, la distribucion de la deformacion
plastica equivalente y la relacién de fluencia, para los mismos cuatro instantes de tiempo.

(B) Aplastamiento de una tuberia entre dos placas. Este ejemplo se ha tomado de
LAURSEN & SIMO [11] y corresponde al aplastamiento de una tuberia de aluminio mediante
la aplicacion de dos placas, también de aluminio. Las propiedades del material, tanto para
la tuberia como para las dos placas, son médulo de deformaciéon volumétrica K = 74.4 GPa,
modulo de deformacion transversal G = 28.5 GPa y tension de fluencia oy = 485 MPa.
No se han considerado efectos de endurecimiento plastico. La tuberia, en la configuracién
inicial, tenia un radio interior de 9 cm, un radio exterior de 10 cm y una longitud de 40
cm. Las placas tenian un espesor de 2 ¢cm, 40 ¢cm de longitud y 15 cm de ancho. Se ha
considerado una ley de rozamiento de Coulomb con un coeficiente de rozamiento p = 0.1
entre las placas y la tuberia.

Debido a la simetria del problema, se ha discretizado s6lo una octava parte de la ge-
ometria utilizando 128 elementos de continuo para la tuberia y 15 elementos de continuo
para cada una de las placas. Se ha utilizado una formulacién mixta de elementos finitos
Q1/P0 en deformacion finita, utilizando interpolacién discontinua constante para la presién
y el volumen, junto con una interpolacién continua trilineal para los desplazamientos.
Véase, por ejemplo, SIMO [22], para una descripcién del método. Los pardmetros de pe-
nalizacién normal de contacto y tangente de friccién se han tomado como ey = e = 100,
El andlisis se ha realizado en 100 pasos de carga, utilizando control de desplazamientos
de los lados menores de las placas. Para la solucién del sistema no lineal de ecuaciones se
ha utilizado el método de Newton-Raphson en combinacién con un algoritmo de buisqueda
unidireccional.

La simulacién se ha realizado en una Silicon Graphics Power Challenge L. Worksta-
tion. El tiempo de CPU utilizado en la simulacién ha sido de 27 minutos. La Tabla II.3
muestra los valores de la norma FEuclidea del residuo para cuatro pasos de tiempo tipicos,
correspondientes a desplazamientos del punzén de 25, 50, 75 y 100 mm, dentro de un
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FIGURA 2.6 Aplastamiento de una tuberia entre dos placas flexibles. Con-
figuracién inicial de la tuberia y de las placas y configuraciones deformadas
para desplazamientos de los lados de las placas de 25, 50, 75 y 100 mm.
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EQ. PL. STN.

Min = 0.00E+00

Max = 3.37E-02
4.82E-03
9.64E-03
1.45E-02
1.93E-02
2.41E-02
2.89E-02

EQ. PL. STN.

Min = 0.00E+00

Max = 6.07E-02
8.67E-03
1.73E-02
2.60E-02
3.47E-02
4.34E-02
5.20E-02

EQ. PL. STN.

Min = 0.00E+00

Max = 1.85E-01
2.64E-02
5.27E-02
7.91E-02
1.05E-01
1.32E-01
1.58E-01

EQ. PL. STN.

Min = 1.06E-03

Max = 3.38E-01

4.92E-02
9.74E-02
1.46E-01
1.94E-01
2.42E-01
2.90E-01

FIGURA 2.7. Aplastamiento de una tuberia entre dos placas flexibles. Dis-
tribucién de la deformacién plastica equivalente para desplazamientos de los
lados de las placas de 25, 50, 75 y 100 mm.
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YIELD RATIO
Min = 0.00E+00
Max = 1.00E+00

1.43E-01
2.86E-01
4.29E-01
5.71E-01
7.14E-01
8.57E-01

11
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FIGURA 2.8. Aplastamiento de una tuberia entre dos placas flexibles. Dis-
tribucién de la relacién de fluencia para desplazamientos de los lados de las
placas de 25, 50, 75 y 100 mm.
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esquema incremental iterativo que utiliza el método de Newton-Raphson. La velocidad de
convergencia cuadratica puede obtenerse gracias a la linealizacién exacta del algoritmo de
integracion temporal y la obtencién del operador tangente consistente.

Tabla II.3. Aplastamiento de una tuberia entre dos placas flexibles.
Norma Euclidea del residuo para cuatro pasos tipicos de carga.

Step 25

Step 50

Step 75

Step 100

8.11798E4-09

1.12212E+10

1.02522E+10

9.94982E4-09

8.48452E+07

4.69798E4-08

6.32628E+08

3.16392E4-09

2.06944E+06

8.54720E+07

6.33897E4-08

1.50084E+09

2.05370E4-04

1.42299E+07

1.74784E+07

5.68297E4-08

5.81648E+00

7.20342E+04

2.33905E4-06

5.20430E+07

8.62700E-04

4.33376E4-00

6.22580E+-02

4.68104E4-06

9.95670E-04

8.67621E-04

9.75066E4-04

2.44372E+00
9.69764E-04

Este ejemplo muestra las posibilidades que tiene la formulacién propuesta de analizar
problemas que involucran deformaciones finitas entre cuerpos. La FIGURA 2.6 muestra
la geometria del problema en la configuracién inicial junto con las configuraciones defor-
madas para cuatro pasos tipicos del proceso de carga. Las FIGURAS 2.7 y 2.8 muetran las
distribuciones de la deformacién plastica equivalente y de la relacion de fluencia, respecti-
vamente, para los mismos cuatro pasos del anélisis considerados. La FIGURA 2.9 muestra
la distribucién de la deformacién plastica equivalente al final del andlisis. Se muestra la
mitad de la geometria para apreciar mejor la deformada de la tuberia en la secciéon media
y la distribucion de la deformacion plastica equivalente en la zona media interior de la
tuberia.

(C) Simulador de un freno en un proceso de embuticién profunda. En este ejemplo
se analiza un simulador de freno en un proceso de embuticién profunda. En el simulador
se tiene una chapa metalica que estd inicialmente plana y que se hara pasar entre una
serie de rodillos. Las propiedades de la chapa son, médulo de deformacion volumétrica
K = 171.6 GPa, médulo de deformacién transversal G = 79.2 GPa y endurecimiento
plastico isotrépico dado por la ecuacion de Swift

oy = 536.0 (0.0033 + &7)"2! MPa

Los rodillos se han considerado que son rigidos. La chapa tiene un espesor inicial de 1
mm, una longitud inicial de 60 mm y una anchura inicial de 2 mm. Los rodillos tienen una
anchura de 4 mm y distintos radios de 5 y 2 mm. Con respecto al extremo izquierdo de
la chapa, los centros de los rodillos estan situados a unas distancias de 9, 20, 31, 34 y 44
mm, tal como se indica en la FIGURA 2.10. Se ha supuesto un coeficiente de rozamiento
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EQ. PL. STN.
Min = 1.06E-03
Max = 3.38E-01

4.92E-02
9.74E-02
1.46E-01
1.94E-01
2.42E-01
2.90E-01

FIcurA 2.9. Aplastamiento de una tuberia entre dos placas flexibles. Dis-
tribucién de la deformacién plastica equivalente al final del andlisis. Se mues-
tra la mitad de la geometria para apreciar mejor la deformada de la tuberia
en la seccién media y la distribucién de la deformacién pldstica equivalente en
la zona media interior de la tuberia.

de Coulomb entre la chapa y los rodillos de p = 0.144. Se ha analizado el problema en
condiciones de deformacién plana, permitiendo de esta manera un analisis bidimensional
del mismo. Unicamente se ha discretizado la mitad de los rodillos que interacciona con
la chapa. El proceso de carga consta de dos fases. En la primera fase el rodillo principal
superior (en la izquierda) se mueve hacia abajo una distancia igual a 6.35 mm mientras
que el extremo izquierdo de la chapa se mantiene fijo. En la segunda etapa, los rodillos se
mantienen fijos y se estira la chapa, horizontalmente desde la izquierda, hasta una distancia
final igual a 6.35 mm.

Para la discretizacién del problema se han utilizado 320 elementos de continuo para
la chapa y 100 elementos de superficie para cada uno de los rodillos. Para la chapa se
ha utilizado una formulacién mixta de elementos finitos Q1/P0 en deformacion finita,
utilizando interpolacion discontinua constante para la presion y el volumen, junto con una
interpolacion continua bilineal para los desplazamientos. Los parametros de penalizacién
normal de contacto y tangente de friccién se han tomado igual a ey = 5-10'2 y ep = 5-101°,
respectivamente. El andlisis se ha realizado en 200 pasos de carga, 100 en cada una de las
fases, utilizando control de desplazamientos del rodillo principal y del extremo izquierdo
de la chapa en cada una de las fases, respectivamente. Para la solucién del sistema no
lineal de ecuaciones se ha utilizado el método de Newton-Raphson en combinacién con
un algoritmo de bisqueda de optimizacién unidireccional. La convergencia del proceso
incremental iterativo se verifica en la norma de energfa, utilizando una tolerancia de 1072°.

La simulacion se ha realizado en una Silicon Graphics Power Challenge . Workstation.
El tiempo de CPU utilizado en la simulacién ha sido de 2 horas y 5 minutos. La Tabla I1.4
muestra los valores de la norma Euclidea del residuo para cuatro pasos de tiempo tipicos.

La FiGURA 2.10 muestra la geometria inicial de la chapa y la posicion inicial de los
rodillos. La FIGURA 2.11 muestra la deformada de la chapa para cuatro etapas diferentes
del proceso, correspondientes a desplazamientos del rodillo principal de 3.175 y 6.350 mm
durante la primera fase y a desplazamientos horizontales prescritos del extremo izquierdo
de la chapa de 3.175 y 6.350 mm durante la segunda fase.

La FIGURA 2.12 muestra la evolucion de la reaccion horizontal en el extremo izquierdo
de la chapa y la evoluciéon del desplazamiento horizontal del extremo derecho de la chapa.
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FI1GURA 2.10. Simulador de freno en proceso de embuticién profunda. Ge-
ometria inicial de la chapa y posicién inicial de los rodillos.

FI1GURA 2.11. Simulador de freno en proceso de embuticién profunda. Con-
figuracién deformada de la chapa en cuatro diferentes etapas del proceso,
correspondientes a desplazamientos del rodillo principal de 3.175 y 6.350 mm
durante la primera fase y a desplazamientos horizontales prescritos del ex-
tremo izquierdo de la chapa de 3.175 y 6.350 mm durante la segunda fase.
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FiGURA 2.12. Simulador de freno en proceso de embuticién profunda.
Evolucién de la reacciéon horizontal en el extremo izquierdo de la chapa y
la evolucién del desplazamiento horizontal del extremo derecho de la chapa.
La escala de tiempo es tal que ¢ = 1 corresponde al final de la primera fase
del proceso de carga, correspondiente a un desplazamiento vertical del rodillo
principal de 6.350 mm.

La escala de tiempo es tal que ¢t = 1 corresponde al final de la primera fase del proceso de
carga, correspondiente a un desplazamiento vertical del rodillo principal de 6.350 mm.

La FIGURA 2.13 muestra la distribucion de la deformacién plastica equivalente en
la chapa, para cuatro diferentes etapas del proceso correspondientes a desplazamientos
del rodillo principal de 3.175 y 6.350 mm durante la primera fase y a desplazamientos
horizontales prescritos del extremo izquierdo de la chapa de 3.175 y 6.350 mm durante la
segunda fase. Fn la FIGURA 2.14 se muestra un detalle de la distribucién de la deformacion
plastica equivalente en la parte central de la chapa, para un desplazamiento del rodillo
principal de 6.350 mm durante la primera fase y para un desplazamiento del extremo
izquierdo de la chapa de 6.350 mm durante la segunda etapa.

(D) Embuticiéon profunda de una bandeja cuadrada. Este ejemplo se ha tomado de
una serie de ejemplos de prueba propuestos en la Conferencia Internacional Numerical Sim-
ulation of 3-D Sheet Metal Forming Processes, NUMISHEET’ 93, August 31-September 2,
Tokyo, Japan. El ejemplo consiste en la embuticiéon profunda de una chapa inicialmente
cuadrada, mediante la aplicacién de un punzén y utilizando unos ttiles de frenos. Durante
el proceso de embuticion, los extremos de la placa no tienen restringido el movimiento
horizontal y pueden deslizar entre los 1tiles de conformado. La magnitud de este desliza-
miento dependera de las condiciones de rozamiento entre la placa y los titiles y de la presiéon
ejercida por los utiles de frenado sobre la misma.
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EQ. PL. STN.
Min = 0.00E+00
Max = 2.14E-01

1.50E-02
4.20E-02
6.90E-02
9.60E-02
1.23E-01
1.50E-01

FiGURrRA 2.13. Simulador de freno en proceso de embuticién profunda. Dis-
tribucién de la deformacién plastica equivalente en la chapa, para cuatro
diferentes etapas del proceso correspondientes a desplazamientos del rodillo
principal de 3.175 y 6.350 mm durante la primera fase y a desplazamientos
horizontales prescritos del extremo izquierdo de la chapa de 3.175 y 6.350
mm durante la segunda fase.

EQ. PL. STN.
Min = 0.00E+00
Max = 2.14E-01
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FIGURA 2.14. Simulador de freno en proceso de embuticién profunda. De-
talle de la distribucién de la deformacién plastica equivalente en la parte
central de la chapa, para un desplazamiento del rodillo principal de 6.350 mm
durante la primera fase y para un desplazamiento del extremo izquierdo de la
chapa de 6.350 mm durante la segunda etapa.
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Tabla II.4. Simulador de freno en proceso de embuticiéon profunda
Norma Euclidea del residuo para cuatro pasos tipicos de tiempo

Step 50

Step 100

Step 150

Step 200

5.28310E4-02

6.53489E4-02

4.12709E4-04

4.12687E4-04

3.81569E+-02

3.58552E+-02

2.51557E+02

1.58693E+02

2.37672E+01

1.14570E+02

2.82030E+-01

3.67684E4-01

1.42762E+01

2.48702E+01

3.65624E+00

6.23131E4-00

3.97753E4-00 5.95389E4-00 2.94132E-01 2.14350E-01

1.81214E-01 5.91212E-01 5.56107E-02 9.54870E-03
5.06938E-04 2.36497E-03 1.29838E-05 2.17244E-07
5.21445E-09 6.42952E-08 5.46098E-10 5.29836E-10
5.96470E-10 5.03292E-10

Teniendo en cuenta las condiciones de simetria, se ha discretizado tnicamente una
cuarta parte del problema. La simulacién numérica se ha realizado en una Silicon Graphics
Power Challenge . Workstation y se ha completado en 14 h 26 min de tiempo de CPU. La
evolucién de la norma Euclidea del residuo para cuatro pasos de tiempo tipicos muestra
una velocidad cuadréatica de convergencia.

La FIGURA 2.15 muestra el proceso de embuticion de la chapa para cuatro pasos
de tiempo, correspondientes a desplazamientos del punzon de 10, 20, 30 y 40 mm. La
FI1GURA 2.16 muestra la geometra final de la chapa al final del proceso y en la FIGURA
2.17 puede verse la evolucién de los deslizamientos horizontales de la chapa en la esquina
y en los puntos medios de los lados, hasta un desplazamiento maximo del punzén de 40
mm. Los valores finales obtenidos para este desplazamiento concuerdan excelentemente
con los valores medios numéricos y experimentales obtenidos en los analisis presentados en
NUMISHEET’93. benchmark test.

Las FIGURAS 2.18-2.19 muestran la presion de contacto en la parte superior e inferior
de la chapa, respectivamente, para desplazamientos del punzén de 10, 20, 30 y 40 mm.
Las FIGURAS 2.20-2.21 muestran la disipacién friccional en la parte superior e inferior de
la chapa, respectivamente, para desplazamientos del punzén de 10, 20, 30 y 40 mm.

2.5 OBSERVACIONES FINALES

En este capitulo se ha presentado un nuevo algoritmo de integracién temporal del
problema friccional, adecuado para grandes deslizamientos y problemas de contacto multi-
cuerpo con deformaciones finitas. Para introducir los aspectos basicos del algoritmo es sufi-
ciente considerar un sencillo problema modelo: el movimiento de una particula deslizando
sobre una superficie rigida. Las principales caracteristicas del algoritmo pueden intro-
ducirse en el contexto de este problema modelo, siendo relativamente sencillo la extensién
del algoritmo para una situacién general de contacto multi-cuerpo, con grandes deforma-
ciones.
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FIGURA 2.15 Embuticién profunda de una chapa cuadrada. Evolucién de la

deformada de la chapa para un de