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Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1 MOTIVACION

Como se sabe, la simulacion del comportamiento de los materdales es uno
de los principales problemas de la fisicn. Dicho comportamiento se formula
a través de la Mecdnica de Medios Continuos. Por lo general, esta repre
sentacion del comportamiento de lod materiales ae realiza bajo un punto de
vista macroscopico, a través del enal se admite que ¢l medio se comporta
como un continne honogénes, De estn maners, es posible representar ol
comportmmiento de diversos materiales que ademds se suponon isétropos,
por gjemplo: materiales eldsticos, plisticos, viscosos y con degradacién, Sin
embarge, mnchos de los materiales utilizados en la constrinccion e industria
son matertales heterogéneos, es decir constituidos por Ia combinacion de dos
o mibs componentes. A estos materiales se les denomina maleriales com-
puestos o simplemente compuestos, definiéndoseles como el wmedio o material
heterogéneo que resulta de la combinacién de dos o mag materiales COmpo-
nentos o fases, o ostos materiales la combinacion de las fuses se produce sin
WA reaceion gquimica gie produzea un nuevo material homogéneo, como es
ol chgo de las aleaciones, Adenas, se considera que en todo el dominio del
compiiesto los componentes guardan igual proporeion y digtribucion.

Los compuestos abarcan un aniplio grupo de miteriales utilizados por el
lhombire alo largo de la historia, pero es en lag atimas déeadnz cnando el avan-
ct teenoldgico exige de materialey con estrictas caractorfstieas do resistencia,
duetilidad y dorabilidad. La imposibilidad de consegniy tales earneteristicas
con materinles convencionales, o factores de tipo econdmico, han impulsa-
do a la investigacion y al desarvollo de nuevos materiales, Entre ellos, los
materiales compuestos ofrécen nia cuantioss vaviedad de posibilidades com-

il
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binando diferentes materiales, formas, proporciones y distribuciones de los
componentes,

i las dltimas décadas se ha registrado una clara tendencia o elevar el nso
de eata clage de materinles y se prevé un mayor aumenlo para los proximos
aios. Un ejemplo de ello se indiea en In Figura 1.1, la cual se presenté en el 1/
Congrese Nacional de Materales Compuestos eelebraclo en Madvyid (1997).
Fste grifico pertenece a un estudio reslizado por la empresa Rolls Rovee
(1990), que analiza “la tendencia del ugo de materinles en turbings de gas
neronduticns”

PREDICCION EN LA TENDENCIA DEL USO DE MATERIALES
EN TURBINAS DE GAS AERONAUTICAS

(= Expectativas

I e,
PORCENTAJE 5@ \-'{x o L
EI\EILP:QE?J OR g bt -"'" - ‘\\ COMPUESTOS
R PR\
s % - = Nk

- -
. -
2a r;'j LS s -L COMPUESTOS
- ALUMINIO | - . BE BASE DE
10]' ;7 2 sy, RESINA
0. _—.'..u_-___'..' '_..I-_-_ l - .-li“" e —

1960 1970 1980 1990 200 2010 ANO
A f {

Tynn | REZT11 1 BAGE4 | EJZ00

Spey RET188 V2600

Figura 1.1:  Expectativas del uso de materiales en tarbinas de gas
aeronduticas, de acuerdo a un estudio realizado por la empresa Rolls Royee.

Lav figurs vepresenta el uso y proyeceidn de los materinles tradicionnlimen-
te utilizados, talea como: el niquel, ol acero v el titanio, asl como también los
materiales compuestos usados por esta clase de mdustria, Sepiin este grifico
los materinles compuestos vau desplazando progresivamente a los materia-
les tradicionales. Pero en la priactica, dicho avance se ve frenado debido o
log problemns ¢ue se devivan del uso de matertales heterogéneos, tales co-
ma: delaminacion, desprendimiento de fibras, disminucion de la durabilidad
ante cargas cielicas de temperatura y humedad, ispersion de resultados, fa
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bricacion, ete, Sin embargo, pese o todos estos inconvenientes, los materiales
compuestos signen ganando terreno frente a los materiales iradicionales. Por
consiguionte, s cada vez mids importante modelar adecuadamente su com-
portamienito,

1.2 PRESENTACION DEL PROBLEMA

=l presente trabojo se enmarea dentro de las teorfng y métodos que hacen po-
sible ln vepreseniacion por ardenadaor de los materiales compuestos. Como se
anbe, la bisquada de leyes matemiticns que determinan el comportamiento
de esta clase de materiales ha sido objeto de estudio durante variag déeadas.
Pero, su elevada dificultad conduce s elaborar complejas teorins, o por ol
contrario, se utilizan grandes simplificaciones cuyo resultado genera modelos
poco acertados,

Las leves que goblernou el comportamiento tengo-deformacional de los
materinles se formula o travis de rigurosos conceptos fisicos v matemdticos
desarrollados dentro del contexto de la Mecdnien de Medios Continuos (Mal-
vern, 1069). Estas leves de comportamiento se denominan ecuationss cons-
tituttvas y pueden ser: eldsticns, plisticas, viscosas, de degradacién, entre
otrag, Lo mecdnica computacional a (ravés de métodos noméricos como
el Método de los Elementos Finidtos (Zienkiewiez & Taylor, 1994a) (Bathe,
1982) (Hughes, 1987) (Onate, 1992), integra dichas leyes de comportamiento
vy hace posible modelar por ordenador cualguier estructura (cuyos materiales
obedecen ¢l comportamiento dictado por las ecnaciones constitutivas),

Sin embargo, el uso divecto del Método de los Elementos Finitos no resul-
ba conveniente para la t'tt[Jl'UStrlll-tltti{')l'l de los materinles compuestos, pnesto
que, enda material componente tiene su propia ley constitutiva y esta ley
s validu Minicamente en el dominio de dicho componente. Por consigniente,
lag dimensiones de los elementos finitos deben fener menores (o sl menos
iguales) dimensiones que los materiales componentes, para que cada uno de
los elementos no contenga mds de un material.  Esto trae muchos incon-
venientes de orden prdetico a ln hora de realizar unn diseretizacidn de un
cuerpo constituido por un material compuesto, yn que lag dimensiones de
cadla componente nsualmente son muy pequeiing con respecto & lag dimen-
siones globales del cuerpo, y en consecnencin 5o genera una gran cantidad
de elementos. Obviamente, esto provoca que In eantidad de informacion v
cileulos necosavios pura obtener la solucién del problema superen ficilmente
las eapaeldades actuales de procesamiento en ordenader o al menos su costo
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computacional es demasiado alto para fines pricticos,

Frente a este problema, In alternativa natural es suponer que el compuesto
es nn material homogéneo a nivel macroscdpico. Para ollo se requiere de una
ley de comportamiento global del compuesto, donde esté neotado el espacio
de tengiones y deformaciones admigibles, tauto en el rango lineal como en ¢
ne lineal y que obedezean las leyes de la termodinamica. Esto se consigue
admitiendo algunas suposiciones acerea de s comportamiento, de donde se
derivan diferentes modelos: De manera general, estos métodos se los conoce
como macroynodelos. Aqui se prieden encontrar una extensa cantidad de mo-
delos para materiales con determinada elnse de fibras largas o fibray cortas,
laminados con fibras en una o varias direcciones, [nminados de una o varias
capas, ete. Estos modelos no pueden ser generalizados, ya que se dorivan
del estudio particular de cierta clase de compuestos, por consigniente no son
objeto de estudio en esta Monografia, Una recopilacién de algunos de los
principales modelos so puede encontrar en lag signientes referencias (Hull,

1987) (Otiate et al,, 1991) (Car, 2000),

Una de las principales idens que explotan los macromodelos es ¢l uso de las
cennciones constitutivas estandar desarrolludas para materiales homogéneos
@ isdtropos, a través de algunas modificaciones que permiten suponer un
comportamiento orfdtropo ¢ incluso anisdtropo, Bajo esta prespectiva ge
desarrollaron los primeros criterios de fluencia como una generalizacion del
criterio de flhiencia de von Mises (Hill, 1948). Los eriterios mas conocidos
son: el de mdwima tension, o de roturn de Azzi- Tsar-Hill v ol de fluencia
de Tswi-Wu (Tsai, 1074) (Tsai & Wu, 1971), Posteriormente se han veali-
zaclo varias propuestas, entre ellas una forma general de establecor levos de
comportamiento para materiales anisdtropos a través de la feordio de mapeo
de espacios (Betten, 1981) (Beotten, 1988) (Oller ef al, 1995a). Este método
utiliza las ecuaciones constitutivas estdndar a través de una transformacidn
del espacio real anisétropo de tensiones y deformaciones en un espacio vir-
tual isdtropo. Para lo cual se requiere parametrizar dichos espacios an bosge o
ensayos de laboratorio. Sin embargo, se debe tomar en cuenta que los resul-
tadoy de los ensayos de laboratoro realizados sobre un determunado material
compuesto no son extrapolubles o otres maleriales compuestos. Por ende, al
cambiar las propiedades, forma, proporcion o distribucién de algin compo-
nente el materinl vesullante es otro compuesto que se comporta de forma
distinta.

Por otra parte, una de las téenicas mas ntilizades para representar ol
comportamiento de los ninteriales compuestos es o teoria de mezelos (Trus.
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dell & Toupin, 1060). Este método trata al colnpuesta come un maberial
homogéneos, en el enal participan el comportamiento de los diferentes cons-
tituyentes de aduerdo a su proporeién en volumen. La formulacion conven-
cional admite gue la deformacidn de los materinles componentes o fases es |
mista (Green & P, 1965) (Ortiz & Popov, 1982a) (Ortiz & Popov, 1982h),
Una nueva propuesta permite una deforimacion diferente en las distintas fo-
ses bajo el concepto de deformacidn serie-paralels (Oller et al,, 19950), Una
nuevi propuesta de caracter general pava compuestos reforandos con fibras
se realiza o través de una combinacién de la teorfa de mezclas con la teorfa
de anisotropla mediante mapeo de egpacios (Car, 2000).

La obtencidn de leyes (nicamente macroscdpicas tienen el inconveniente
de carecer de informacion microestructural, la cual es fundamental para ana-
lizay log fendmenos micromectnicos que generan el comportamiento na lineal
de Jos materiales compuestos. Con el prapdsito de solventar este inconvenien-
L se bused nnevas alternativas basados en el estudio del comportamiento de
la estruoctura nterna de estos mateviales, lo enal did lugar a una nueva forma
de obtener leyes de comportamiento denominada micromodelos (Obraztsov
& Vidiley, ZLQH'J). En éstos se estudia los micromecdnismos que se geTNeran e¢n
ol compuesto en base o ensayos sobre un determinado matervisl compiesto,
Bajo un punto de vista similar se han abierto paso una serie de métodos
que utilizan doble escala (o mialtiples escalas). Es decir, se aborda ol pro-
blema de los mateviales compuestos bhajo dos puntos de vista diferentes, uno
macroscopico y otro mierosedpico. De tal forma que se buscan las propieda-
des del compnesto o través de la informacion microscdpiea que se goenera en
un volumien representativo. De la manera de representar dicho volumen se
devivan diferentes métodos, entre estos se puede citar: el medelo de ensam-
ble de edferas (Hashing 1962) (Hashin, 1983), ¢l self-consistent method (Hill,
1965) (Budiansky, 1965) (Hashin, 1970) (Christensen, 10979), el métoda de
Mori-Tanaka (Mori & Tanaka, 1973) y los métodos que utilizan una celdo
unidad (leoria de promedios v la teoria de los desarrollos agintoticos). De
estos diforentes métodos. los de ladltima elage tienen mayor aceptacidn y es
justamente en donde ge ha encontrado una gran potenciabilidad, razén por In
cual se estudian en ln presente monografin, Imjn al nonibre gendérico do feoria
de homogeneizacidn, Esta teoria ha sido objelo de discusidn durante mds
de trés déeadas, tiempo en el cual ha vecibido importantes contribuciones,
principalmente por investigadoves franceses, holandeses y norteamericanos.
No obstante, hace mis de 30 afios, Hill (Hill, 1967) puntnalizé el wmayor
mconveniente del estudio de un materinl o nivel microestrmctural (., for
non-linear systems, the computations needed (o estublish any constitutive
law are formidable indeed .. 7") ol cual es o] enorme esfuerzo computacional
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U se reguiere,
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1.3 OBJETIVOS

En la p]'ﬁr:l.ic:n, ln complejidad de la representacion mimériea de los materin-
les compuestos condice o caracterizar cada cluse de éstos materiales o traviés
de métodos distintos. Asf por ejemplo, existen modelos nunéricos orienta-
dos a representar el comportamiento de determinados materinles velorzaclos
con fibiras sontinuas, otros para determinados mateviales reforzados con -
bras cortas, otros pars clorta elnse de mamposterfas, ote. Cada ano de estos
medlelos estd Fundamentado en diferentes suposiciones y simplificaciones ¢gue
s6lo son aceptables para un detarminado tipo de compnesto, en conseouencta
no pueden ser generalizados, Todo esto hace del tratamiento numérico de los
miateriales compuestos un tema engorroso. Por el contrario, en este trabajo
se busca estudiar al compnesto bajo nn punto de vista general y en lo po-
sible &0 desen obtener informacién acerca de log fendmenos que se producen
a nivel de componentes, con el propdsito de reproducir el comportamiento
del material compuesto tanto o un nivel globul como local. Do acuerdo a
la literatura sobre el tema, log métodos que generan esta informacion son
aquellos que utilizan dos escalas,

De la revision de los métodos existentes on dos esealas, como la teoria
de promedios, la teorfa de la expansion asmtotica y las nuevas propuestas
que se han realizado en estos Glbimos anog, so busca puntos de convergencia
que establezcan una base conceptual sélida, que permita obtener las propie-
dades locales v globales del compuesto. La formulacién establecida debe ser
clara y rigurosa, pero sobre todo capaz de determinar el comportamiento de
diferentes compuestos. Para ello se requiere determinar las ecunciones de go-
hierno, establecer convenientemente el problema de valores de contorno del
compiiesto en cada una di las dog esealag v formular [a solucion del prablema
mediante las Léenicas miméricas adecuadas como lo es ol Método de loa Ele-
mentos Finitos (MEF), Este iltimo punto implica, abordar el problema de
s implementacidn, imposicion de lag condiciones de contorno, solucidn bajo
un eontexto macro-micro-cstructural, convergencia, efe. Finalmente, valicdar
ol método propuesto con los otros métodos presentados, aplicar el método
desirollada parva el estudio de i grupo amiplio de compuestos (por ejeniplo:
compuestos formiados de Gbra y matriz) v contrastar los resultados obteni-
dos con resultados de ensayos experimentales, para detevminar la validez y
aleancs de la propuesta. De maners general, la presente investigacion tiene
coma objetivo contribuir con el desarrollo de un método capaz de caracte-
rigar diferentes materinles compuestos v de ser pogible bajo la formulacién
egtandny de ln Mecidmien de Medios Conbinwos.
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1.4 CONTENIDO

El tema de materiales compuestos abaren un amplio conjunto de conocimion-
bos (como por ejemplo: clases de materiales compnestos, clases de materiales
componentes, tratamientos de los materiales utilizados, procesos de [abrica-
cidn, ensayos de laboratorio, aplicaciones, ete) que se cncientran distribiidos
en diferentes ramas de Lo lngenierin! la quimics, o industrial, la civil v la
aerondutica: El presente trabajo de investigacion centra el estudio en la re-
presentacion del comportamiento tenso-deformacional de estos materiales por
ordenndor v evita el resto de tening, ya gue para ellos existe textos eapeciali
zados con informacidn detallada al respecto, Esta monogralfn estd orientada
al tratamiento numdérico de los materiales compuestos a través de la teoria
de homogeneizacidn, on bage o ln Mecdnica de Medios Continues estandar,

La primera parte de este trabajo esta constitnida por el presente capitulo
de hitroduceion y un segundo capitulo denominado Estado del Avte, en el
eual se revisan algunos de los principales métodos para modelizar los com-
puestos medionte homogenclzacidn, Estos métodos se exponen de manera
que en lo posible guarden tanto un orden histérico come eonceptual. Dentro
del Estado del Arte se recoge los trabajos de mayor relevancia de la teorfe
de homogeneizacion, como lo es: el mélodo de promedios (Hill, 1967) (Man-
del, [Q'i'i!') (véase el apartade 2.2) v el método de los desarrollos asinldticos
(Sanchez-Palencia, 1980) (Bensoussan et al., 1978) (Duvant, 1976) (véase el
apartado 2.3). en donde se formuilan los conceptos generales de eata teorfa.
La extension do [a teorfa de homogenaizacidn al rango no lineal condiice n
ancontrar que lag variables de estado macroscopicas dependen de un infinito
nimero de variables internas microscopicns (Suguet, 1982) (Suquet, 1987)
(véuse el apartado 24), A continuacidn se comentan diferentes propuestas
presentadas en los (ltimos afios (véase el apartado 2.5), en donde se formulan
nuevas formas de imponener las condiciones da contorno y nuevas propuestas
pati solicionar el problema no lineal o travéa de métodos en dog sacalag,

En la segunda parte de In Monografia se presenta unn propuesta innovado-
van e la formulacion de la tearia de homogeneizacion para medios periddicos
(vénse capitulo 3). Esta recoge los principales conceptos presentados en las
propuestas anteriores, tales como: o division del problema del material com-
pucsto en dos esealas y la utilizacion de un volumen elemental representativo
para su representacidn a nivel microestructiral. La formulacidn desarrollada
se lundamenta en el concepto de perodicidad local (Sanchez-Palencia, 1987)
(Levi, 1087), v concuerdn con la hipdtesis (que es de aceptacion general) que
log valores efectivos macroscdpicos de tensiones v deformaciones correspons
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den o) promedio de los valores mieroscopicos. Sin embargo, anies de proceder
a determinar las magnitudes locales (y el corvespondiente paso o sus valores
globales), se requiere profundizar aceren de las consecnencias do la simetifa
de la microestructura y su divisidn en unidades estrneturales (véase el apnr-
tade 3.2). Lo eual permite establecer varios conceptos que posteriormente
son utilizados para construiv un puente desde lag magnitudes locales hacia las
magnitudes globales, En especial, a través de los veelores de periodicidad de
ina celda unidad se obtlene el lensor de deforinacidn homogeneizado, dicho
tensor representa una medida de la deformaeidn global del dominio represen-
tativo (véase el apartado 3.4), Por otrn parte, partiendo de la ecuacidn de
syuilibrio a nivel microestimetura (bajo la hipdtesis de periddicidad local) y
definiendo el tengor de tensiones homogeneizado on base a n cldsicn teorin de
promedios, se obtiene la ecuacion de equilibrio n nivel macrosedpico (véase el
apartado 3.5). A continnacidn, ge formiila el probluma de valores de contorno
a nivel de la microestructura (véase apartado 3.6), pero en este caso se pros-
cinde de la utilizacién de tensoves de influencin (Hil], 1967}, concentracion
(Mandel, 1972) o localizacion (Suquet, 1987), como también de las funciones
periddicas (Sanchez-Palencia, 1980) (Lene & Duvaut, 1981). En ¢l subapar-
tado 3.6.6 se soluciona el problema mediante ¢l Método de los Elementos
Finitos (MEF). La implementacién de lag condiciones de contorno apropia-
das se realiza a través de los multiplicadores de Lagrange (véase subapartado
3.6.7), En la sigiiente apartade (3.7), se extiende esta teoria a medios que
presentan poros o agnjeros, Toda esta formulacidn permite abordar el pro-
blema microestructural de un compuesto de forma clars, como una extension
dela inecdanica de medios condinnoes hncia el estudio de estryctnras periodicas,

En el capitulo 4 se aborda el problema en lag dos escalas. En primer lugar
se diseiite hacerca de la idealizacion v las consideraciones de la teorfa de ho-
mogeneizacion (véase apartado 4.1), A continuacidn se formula el problema
lineal (véase apartado 4.2). Para su solucidn se requiere obtener lag constan-
tes eldsticas del compuesto, parn ollo se propone un método colerente con la
formulacidn utilizada, véase ol subapartade 4,23, A continuacion, el proble-
ma elastico de materiales compuestos se solucionn mediante el Método de los
Elementos Finitos en dos esealas, pevo de forma desacoplada (véase subapar-
tado 4.2.6). La formulacion del problema no lineal de materiales compuestos
se presenta en el apartado 4.3, En este caso, Ia ley de comportamiento del
compuesto se obtiene a través de I celda nunidad (véase subapartado 4.3.2),
esta ley de comportamiento estd conducida por la deformacidn global del
compuesto y formulada en el espacio de tensiones microgedpicas. La solucién
global del problema requiere del acoplamiento de s maoroestinctira con la
microestructura (véase el subapartado e],.'j.fl)r e4lo 8¢ consipue numéricaniente
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mediante la solucion diserota dal problema de valores de contorno en cada
una de lag dos escalas mediante un Método de Elementos Finitos en Dos Es.
calas (véase el apartado 4.4). En donde, la solucién del problema no lineal se
realiza dentro de un esquema iterativo a nivel macroscdpico y mioroscdpico.
A nivel macroscdpico, ln estrategin de convergencin utilizadn corresponde al
mitodo de cuasi-Newton, para esto se propone In obtencion de un fensor
constitultve homogenetzado secante o través de dos métodos, con cadn uno
de los cuales se neelera lo convergencia y consecueitemente se disminuye ol
coste numérico de los problemas na lineales (subapartados 4.4.2 v 4.4.3). Lo
implementacion del eodigo del Métado de Elemientos Finitos en Doble Escala
(MEFDE) se presenta en el apartado 4.5, Como una importante herramienta
para ln implementacidn y optimizacion de ta propuesta se utiliza la paralelj-
ancion (a través de PYM (“Parallel Virtual Machine”), véase el subapartado
4.5.5), con lo cual se mejorn sustancialmente el tiempo de edleulo, La estruc-
tura del programa en pavalelo permite dividir el problema en varios procesos
de menores dimensiones, qie pueden ser abordados ya sea en un ordemador
con varios procesadores o por vavios ordenadores conectados en red,

Finalmente, en la tereera parte de la Monografin se presenta la aplicacion
v validacion de [a propuesta: En primer lugne se realiza al estodio dentro dol
rango eldgtico de simples eompuestos con el propésito de aclarar algunos de
log conceptos presentados, como por ejemplo: la imposicion de las condicionos
de contorno, la determinacion de las propledades elésticas del compuesto y
el posible mejoramiento de los resultados mediante un refinamiento de malla
(vénse capitulo §), Luegn se aplica ol método propuesto a la obtencidn del
comportamiento lineal v no lineal de materiales reforzados con fibras en una
sola diveceion (fibras lagas y lbras cortas). En este caso, s¢ estudia de
forma separada el comportamiento en diveccion longitudinal a la fibra y el
comportamiento trangversal o la fibra (vénse capitulo 6). A contiimacion se
soluciona problemas no lineales en las dos escalas. Entre estas aplicaciones
se tiene: la determinacion del comportamionto de un fubo grueso sometido
A presion interior, el material de este ejemiplo corrosponde a un COmPUESLO
reforzado con fibras (véase el apartade 7.1). Después se presenta ol ensayo
a cortante de una pared de mamposteria de ladrillo (véase ol apartada 7.2).
Por ailtimo se represonta un ensayo de una probeta de una matriz epoxi con
fibras continnas (véase el apartado 7.3), Los resultados de estos ejemplos
so contragtan con olros métodos o con emgayos experimentales. Finnlhnente,
g0 presentan las conclusiones y futuras lineas de investigacion. El apéndice
contiene un breve resumen de las leyes de In termodindmica y la fornmmulacian
de lns eensciones constitutivas utilizadng para vepresentar el comportamiento
de los materiales componentes.



Capitulo 2

TEORIA DE ’
HOMOGENEIZACION .-
ESTADO DEL ARTE

2.1 INTRODUCCION

La representacion del comportamiento de los materiales homogéneos se consi-
ane a traves de leyes o ecunciones matemdticas formuladag (dentro del contex-
to de ln mecdnica de medios continwos) o nivel macroscopico . Asf, ln mayorin
de lormulaciones extrapolan dicho concepto y conciben el comportamiento
de los materiales compuestos bajo un punto de vista macroscdpico, aungue
ello conlleva o ignora lo que sucede a nivel de los materiales constituyentes,
Sin embargo, desde hace alpunas déeadas se han realizado formulaciones que
busean obtener el comportamiento global del compuesto mediante los cam-
pos de tensiones v deformaciones que se producen o nivel de los materinles
componentes.  De aqui surgen nuevas formas de vepresentar ¢l comporta-
mienta de los materiales heterogéneos dentro de un contexto multi-escala, en
donde se utiliza un volumen elemental representative para modelizay al com-
puesto; entre éstas se puede citar el modelo de ensamble de esferas (Hashin,
1962) (Hashin, 1983) en donde se¢ lens un dominio mediante esferas do di-
ferente talla, respetando la relacién volumétrica de lag fases, Otros trabajos
proponen in método que se denomina “self-conswstent method” (Hill, 1965)
(Budiansky, 1965) (Hashin, 1970) (Christensen, 1979) en donde s representa
las heterogeneidades de un medio como una inclusién (elipsoidal o cilindriea)
dentro de una matriz infinita de propicdades eldstiens desconocidas. Por otis
parte, se propone también modelog micromecinicos basado en ol método de
Mari-Tanaka (Mori & Tanaka, 1973), tstos consideran fibrag o fracturas de

B
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forma elipsoidales, cilindricas o planas embebidas en unn matriz sotropa,
transversalmente isdtropa u ortdtropa. En general, estos métodos siguen
una formulacién con auledeformaciones (“eigenstrain™ ) (E:JJ ,en donde se
congidera un sélido eldstico lineal, homogéneo ¢ infinito v se admite la in-
clugion de uni awlodeformacidn ("uig(elmi.rniu") uniforme dentro nna region
elipsoidal. Esta iden es originalmente propuesta por Eshelby (Eshelby, 1958).

Por otra parte, de acnerdo a (Sam‘l'mz‘-l'-‘a]m'u:ia., 1987), en el estuclio de los
mediog heterogéneos se puede adoptar dos puntos de vista diferentes. Uno
de ellos se denoming global o macroscdpieo, En ésie lag dimensiones de las
heterogeneidades del medio son mny peguetias y por [0 tanto son ignoyadas,
En consecuencia, se considera que el compuesto es un materinl homogéneo,
Para ello se utiliza una escala ylobal representada por oy, tal como lo presenta
ln Figura 2.1, El otro punto de vista que se adopla es el local o niicrosedpico,
en donde se analiza la estructura interna del compuesto. Para ello se utiliza
una escela local gy, en la coal se represents una porcién del medio cono-
cido como volwmen elemental vepresentativo. Dicho dominio esta formado
por log pequenos constituyentes o fases. Naturalmente, se supone que los
dimensiones de las fases son anficientemente grandes como pars satisfacer lns
hipdtesia de la mecdinien del continuo, es decir nimcho mayores a la distancia
entre moléeulas.

X3
X1
Madia heleregtnes - - Mudin hemuagfneo
wT
i

Volurman repilasanialive

Figura 2.1 Teoria de homogeneizacion! utilizacidon de dos cscalas,

T8e admite que la deformacion total extd formaeda por una parte eldstica y otia melastica
jeserila {':' = E‘IF* +- E;J).
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Se considers adomis la hipdtesis que el medio heterogéneo os estadisticamento
homogénes, annqgue o experiencia obtenida sugisre que conseguir un domi-
nio estadisticamente homogéneo no es tarea ficil, sin embargo se parte de |a
idden e es posible determinar un volumen elemental representativo (Suquet,
1957). Bajo estos conceptos pueden encontrarse diferentes formulaciones, tn-
les como: el método de promedios, la teoria de la capansion asintdlica, ete.

A continuacidn se revisan algunos de los desarrellos do mayor relevancia,

2.2 METODOS DE PROMEDIOS

2.2.1 Introduccidn

El método de promedios, también denominado mdtado hewristieo, fue el punto
de partida del trabajo de investigacion realizado por Suguet (Suquet, 1982),
en donde se proponen vanias aportaciones a la teoria de homogeneizacion,
agui se presentan algunas de ellas. Este antor define la teoria de homoge-
neizacion como: el procedimiento que consiste en sustituwiy un material fuor-
temente heterogéneo por un material homogéneo el eual se desea equivalente
al precedente dentro del rango usual de cargas. Se denomina material fuerte-
mante heterogines (0 material compuesto) un maderial dentro del cual nna
muestra de tamano manipulable contieno un gran nimero de hetevogeneida-
des (granos, eristales, fibras, agujeros, isuras, ete) embebidos dentro de una
matriz de propiedades diferentes (la matriz y las heterogeneidades son los
constituyentes),

Con el propdsito de obtener nna ley de comportamiento macroseipico
de algunos materiales, Hill (Hill, 1967) v Mandel (Mandel, 1972) proponen
que dichas magnitudes pueden ser obtemdas a tvavés del promedio de los
miagnitides mieroscapicns gue definen ¢l estado del sistema, Es decir, sen Vel
volumen de un dominio representativo del inedio heterogénes. Entonces, las
variables macrosedpicas de tensiones o deformaciones se obtienen a través del
promedio de sus respectivos valores mierosedpicos dentro de dicho dominio,
eato o5

a’ = (a)v, o e" = (g)y (2.1)

tonde o' y &' representan los tensores de tensiones y deformaciones n nivel

macroscopico?, @ y £ son los campos corvespondientes de tensiones y defor-

——

e

“En ol trabujo de Suquet, asl como en la deoria de la expanstdn asinidtica, los tensores
i nivel tacrosedplen so representan comoe: o'y g%,
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maciones a nivel microscopico”, El paso de estos campos microsedpicos a sus
respectivos macroscopicos se justifica o travéd del operador promedio (()), ¢l
cunl se encuentra definido de la siguiente forma: Sea @ las coordenadas de un
punto bajo la escala macroscapica, Vel dominio del volumen representativo
v la funeion f es una varinble de estado de dicho dominio que depende de dos
escalas: unn x, que representan lag variables macrosedpicas v otra iy, para las
vairiilles rnitrrum:(’)pif:am", entonees:

£y = 5 f Fla V= PG (2.2)

v comsiderando como variables de estado los tensores de tengiones v defor-
maciones, s liene

a’(x) = (a{z,u))v 0 e'(x) = (e(x,u))v

En este caso, el problema dentro de la eseala microscipica exhibe dos
diferencias notables con respecto al elisico problema de valoves de contorno:

1) Las cargas consisten en promedios de eanmpos v no de desplazamientos
o fuerzas de masa o superficie,

2) No existen o no estin claras las condiciones de contorno en ol dominio
reprosentativo,

En cunlquier caso, ol problema eldstico de log materiales compuestos so
aborda de la siguiente manera: se husca obtener de forma aproximada el ten-
sor constitutive homogeneizado elastico C* (o sy inverso D). Con lo cual,
o5 posible desacoplar el problema y establecer una la ley de comportamiento
del medio heterogéneo eldstico, como una funcidn cuyas variables dependen
inicamente de la escala macroscdpicn x;. Suquet generaliza ¢l método de

promedios v lo aplica a medios periddicos.

*Cuando puede haber confusion so expresan como; ¥ v el

‘Dantro del eapitilo del Estado del Arte, condtantemente so vequiers hacer referenala
i iing fucian cualegulora f gue depends de pus de una sscaln o varisbles (s crisles
puedan ser no escalaves), por ejemplo: (m, p). B tales easox, se ha preferido reprosentar
lns variahlea defitra del PArAILORTE eotin I.!EII'I'LIHFE"F eaboy on: o, q) o vez de Fla y)
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2.2.2 Formulacion en deformaciones (caso general)

La ley de comportamiento de wi medio heterogéneo en funeidn de sus dos
eacalag, microdeopica v microsedpica, se cseribe:

ayle ) = Cyw eplulz,y)) (2.3)

donde € es el tensor conatitutive eldatico en un punta, De aenerdo eon
la condicidn de promedio (ver ecuacidn 2.1), las magnitudes macrosedpica
cummnplen:

o) = Coy(a v = ( Coyule, ) culule, ) dyv (2.4)

se ndmite que, en cualquier instante la deformacion microscopica® e(u(a, y))
o5 una funcidn lineal de su homdloga macrosedpica e{u®(x)), entonces se
puode representar conio

c,j(u.(.-;:.y)) = il EH('U'T:(:T,-‘)) (2.5)

donde, el tensor d es el tensor de transformacién que se denoming fensor
de concentracion de deformaciones, Reemplazando la ecuacion 2.5 en la
ecuacion 2.4 se obtiene

ayle) = Chulw) eu(u’(x)) (2.6)

an donde, f-"'ﬁ.; = (CT-'.j,,q'ciP,,g-l)v ef ol tensor coustitulivo efective del medio
heterogéneo, Por consiguiente, ln ley de homogeneizacidn es un promedio
de lu ley microscdpica ponderada por un tensor do concentracion de defor-
maciones d (también lamado fensor de mfluencia (Hill, 1967) o tensor de
localizacion (Suguet, 1987)). Esta ley de homogeneizacion depende de dicho
tonsor, ¢l cual permite obtener la deformacion microscopicn en fincion de In
macroscapica,

Método de Hill-Mandel

Fate método® obtiene una ley constitutiva eldstica del material compuesto
mediante la aplicacién de deformacidnes macrogedpicas € impuestas al volu-
men representativo V. Entonces, considérese el siguiente problemn de valores

ElUsualmente cusndo uns variable se coloen domo dupendisite de dos esealas (2, y) s
lianee referencin principalmente ol efecto microsedpico.
0]n pregeitacidn do esla métodos se basa o el beabajo de Sudjuiet (E\mu..ui.. 1982)
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i.lf.‘- conlorne o Ilh(t‘.l de ll'.l meroestructura;

I i,

() = Cuulu) el : ,r.{.=_(_' _s) i V2,
ayli) (i) g ludn) i =3 o 1 =W en V2.7)
day; ;
doity) _ { ecuacron de equilibrio en V'

iy
ily) = r:}'l'.,-{};,- condicion de condorne sobre OV

en donde, iy, representa las coordenadas de referencia para todas las particulos
que pertenecen n V, o representa el tensor de tensiones, e¥ os el tensor de
deformaciones con respecto o la escala microscapica’, € es el tensor cons-
titutivo eldstico de los componentes y @ e un desplazamiento (uniforme)
impuesto en el borde del volumen representativo. El conjunto de ceunciones
2.7 establecen un problema elistico bien formulado de valores de contorne
conodcido como desplazamientos impnestos o problema de Divichlet (acerea
del problema de Dirvichlet véase (Lubliner, 1990)), que admite una solucion
nmnica,

Puesto gque se considera que el problema es lineal, ¢l enmpo de desplnzis
mientos #(y) es nma funeidn lineal del eampo de deformacion uniforme (u*)
nnpuesio, entonces

U (y) = o' (en(u®) (2.8)

donde, 1! o 1a componente (i) del vector de desplazamientos v solucién del
problema 2.7 para un estacdo de deformacidn macrosedpico unidad®, definido
de la siguiente manera

i 1 1
gj(u) = Iff = 5 (it + 0ubja) (2.0)

donde I Moas un tensor de sopundo orden cuyos componentes (77) se definen
do forms similar al tensor identidad de cuarto orden f , 8 deciy }f‘; = {_JH,
Por ajemplo, para un problema bidimensional, se tiene

no [ L0 oo [O00] . e [0
£ 'nn} i [ull : [1 nJ

En algumes traba jon se represenia fa deformacion can respecto o by esealy mperosed)iien
come €, i ver de £ ¥ la delormineidn con respecto n la eseala microsedplea como £, en
vy i £V,

BEn eate caso, gy (u®) cumple duienmente ln fneidn de un pardmetro del prablemn
2.7.
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Desplacamianla v!!

- |-

VOLUMEN REPRESENTATIVO I ¢ L t
ll.’ = I

[V S ) Nesplazamiarla: v'* Coa
P > N

i, i

— N\ ¢ t

%,

Medla haleroghnea - Desplozamionto: v 2

e

Figura 220 Desplazamientos impnestos o in voluinen representativo de un
medio heterogéneo,

De esta forma, pk son los desplazamientos microscopicos mducidos por
las deformuciones mucroscopicas unidad, tal como lo presenta la Figura 2.2,
eato e

o' ed el vector de desplazamientos microsedpicos correspondiente a uni
deformacidn macrosedpica de alaeganiento puro en In direceion y.

v s el vector de desplazamientos microscdpicos correspondiente a una
deformacion macroseapica de alargnmiento puro on la diveceidn g,

v'% g5 el veetor de desplazamientos correspondionte a una deformacion ma-
croscopica de cizallamiento puro en las diveccioned i v yo.
De la. ecuacion 2.8 se obtiene el campo de deformaciones
W[k ol . :
el (uly)) = &, (v (1) culu’) en Vo (2.10)
yvoel tensor o que interviene en la ectncion 2.5 corresponde a

dijh = 5?1("’k’(12)) en V
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el tensor d se denomina tensor de concenbracion de deformaciones; éate re-
laciona las deformaciones microsedpicas en funcién de la deformacién ma-
croseapica, Finalmente, so obtiene el tensor constitutivo elistica del com-
puesto € gomo un promaedio de la ley microsedpiea ponderada a través del
tensor de concentracion de deformueiones,

C":jk.' = (Ci,wq(#)rwkl"(.’.f))‘v {2-1 1)

De acuerde con Hill (Suquet, 1982), ol tensor homogenizado O, =
(im0 )y prosenta los signientes simetyias:

a R - iy 7
o = Chim = Clys (2,12)
cuya demostracion se fundamenta en el siguiente lemia de la energla eldstioa;

Lema de Hill: Sea v un campo de desplozamientos microscopicos y s un
canpo de lensiones micrascdpieas asociado que verifican una de lay sigulentes
condictones:

o vy=chy en AV, siendo e un valor constante aplicado o OV
y ademds %’;’- =0 en V.

o sny =ofn en AV, siendo of; un valor constante aplicado a OV
y ademis 'r—‘:,':—;’f- =0 en WV

antonees:

(5(0) sy = (G (si)v (2.13)

la demostracidn se encuentra en la referencia citada,

Formulacién para materiales periddicos

Gran parte de los materinles compuestod corresponden a materiales periddicos,
o bien & el material heterogéneo o5 del tipo aleatorio, se pucde tambidn
analizar el volumen elemental a través de condiciones periodicas. En cual-
duier caso, para la idealizncidn de los materinles compuestos, Suquet (Suguet,
1982) diferencia entre: maleriales periddicos y materiales cuasiperiddicos. Se
mit:lﬂ.f]t-?l".@ que los materiales o medios periddicos son aquaellos que se pueden
vepresentar a través de una celda base, ya sen ésta paralelepipeda o hexagonal.
on eambio, el término cuasipertddico se justifien bajo la presencia de defectos
en la periodicidad del material. Sin embargo, estos madios también pueden
ser representados por una celdas base, admitiendo gue sus caracteristicas
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geométricas, como también propiedades de los materiales componentes, son
funciones continuas de las variables macroscopiens =, Es decir, dos celdns
base vecinas son practicamente idénticas, pero las celdas base alejados pue-
don ser diferimtes.

SIIL[Hc‘.t- deseribe los canpos nueroestrueturales come campos Huetuantes
provocados por la presencia de gran cantidad de peguenas heterogeneidn-
des, de aqui gue egtos campos son fapidamente oscilantes. Para establecor
la formulacion realiza lag siguientes consideraciones: Sea Y el volumen ve-
presentative de un material periddica”, de tal forma que este dominio se
repite periddicamente!.  Congideranda la geometrin del medio, es natural
la Diigqueda de un campo de desplazamientos microseépicos w(y) tal que los
campos de tensiones y deformaciones asociados sean periddicos. Para o cual,
se define un espacio periddico de tensiones "':;,,.,, o0

Spee(¥) = {HIH;_-, = iy 1 8la-n es Y — antiperiddico' }

Se considera ademas, un campo de deformacion periddico que es la combi-
nacidn de campos lineales y campos periddicos, en consecnencia la cinematica
del problema se deseribe como un espacio de desplazamientos periddicos D P
(microscdpicos), que enmple la siguiente condicién:

DP(Y)={uuy=elyy +& @ es ¥ —periddico'},

Entonces, el desplazamiento microscdpico u(y) se obtiene solucionando
el gigniente problema de valores do eontoriio sobie la eelda base;

aiy () = Ciga =]y (uly)) eeuacon constitutiva en Y(2.14)
doyy

% = ecuacion de equelilrio en Y
(EE;('UnV = £(u") ceuacidn de promedios

T e 8,.(Y) , ue DP(Y) restvicetones periddicons

el problema anterior ¢s un problema bien formulado que admite una solucion

"8i ol velumnen representativs del medlo hotorogéneo eorrasponds a i medio portédice
se ropresenta @ dominio con Y

WEn Jn ltoratura aceren de homopeneizacion, se utiliza la expresién: ¥ periddico pura
doeir que Y os el periodo con el cunl se replto una funcidn determinada,

VWEntidndase por funcidn Yeantiperiddica unn funcitn que presenta, cada perfodo Y,
vidlores de la mibsma magnitud pord slpne conlrario.

BEntidndase por funcidn Yoperddica uin Mnicidn que presentn, cadi perfodo Y, los
mismos valores,
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inica de e v uw (Suguet, 1982),

En virtud de la linealidad del problema 2,14 la solucidn de u qe puede
oseribir comeo:

i = T} (y) et (2.15)

¥ ot veprasenta i campo de desplazamientos periddico, ¢l cial corresponde
I solucidn del siguiente problema eldstico,

# = C“(.‘.’)E”(f’“) couacian constitutiva en Y (2.16)
Hakl . m )
— = cedacidn de equilibrio en Y
dy
el _ gkl T o Yo 4
(€ Ny =17 donde ; Iy = 5 (6awdin + dudm)
s e Sper(¥) oM e € DPY) restrieciones periddicas

en donde, 8 representa ol campo de fensiones microscopicas asociado a o,

v como en el cpso precedente, este ennpo o representa los desplaznmiontos
THHETHSCOPICOE inriuuidns por las deformaciones macroscopicas unicacl.

Condiglanes perladizas:
Dasp. poriddian; v'' (X"

[Jagp. puriddico:

VOLUMEN REPRESENTATIVO p
1‘;’” (Xx*)

{Calda unidod)

Desp, parifdica; Fl"" ‘(H
A}
b

Mudln poerlddieo i

Figura 2.3: Imposicion de desplazamientos periddicos a la celda,
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1] tensor de concentracion de deformaciones d, que interviene en la ecua-
cidn 2.5, ge obtiens a partiv de la ccuncidn 2,15,

dir(y) = =7 (1)) (2.17)

y los coeficientes del tensor constitutivo € son determinados como el pro-
medio dentro del volumen representativo de los coelicientes constitutivos
eldsticos (de los materiales componentes) pondernda por el tensor de con-
centracidn de doforimnciones, esto ea:

C":J = (t"".'ﬂl"f dl-"FH}""

Suquel ademas presenta que es posible confirmar la simetria del tensor cons-
titutivo mediante una pequeiia vaviacion del lema de Hill (ver ecuacién 2.13),

oy atea parte, en ln siguiente referencin (Lene & Duavaut, 1981), so indiea
que las funelones de desplazamiento periddico (DP(Y)) pueden generay pro-
blemas numéricos y es prefevible usar wnas funciones penadicas x*, definiclas
Comao:

8 = oft = 1y, (2.18)
en donde, las fiunciones Xy #e obtienen a través de la solucion de:

xY Junciones peridiicas
/1. _. Crorstly (X7 )eb (v)dy = — /‘ ' Cipmeng iy Vv periddico (2.19)

El uso de las funciones periddicas puede encontrarse con mayor detalle en
las siguicntes referoncins (Lene & Duvaut, 1981) (Lene, 1986) (Guedes &
Kikuehi, 1990). Dichas funciones periddicas es la forma usual de imponer las
condiciones de contorno en el métoda qiie utiliza los desarrollos asintdticos
(dentro del rango eldstico), el cual se presenta mis adelante,
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2.2.3 Formulacién en tensiones (caso general)

De manera shindlae gue en Lo seceidn anterior, se poede formular 1o ley de
comportamiento del material heterogéneo a través de las tensiones (Suquet,
1982), Entonces, el comportamiento del material compnesio, expresaco en
sua dog escalas, se escribe;

gy lula, p)) = Do) agle, y) (2.20)

en donde el tengor I2 e el inverso del tensor constitutivo eldatico €, De
acuerdo con el método de promedios, las magnitndes macrpsedpicas deben
cumplir:

(e () = (Dl w) onlau))v (2.21)

Admitiendo una relacion lineal entre las rensiones microscdpicns e en funeién
de su promedio {(a) = &', se¢ Hene

oy, y) = (e, p) af(a) (2.22)
reemplazando la ecuacion 2.22 en 2,21 resulta:
g (@)) = D) o) (2.23)
clonde:
D) = (Dijpa(2.Y) a2, 9))v (2.24)

La ley de homogeneizacion 2.23 y 2,24 es un promedio de la ley microsedpicn
pondernda pare un tensor ¢ denominado tensor de concentracidn de tensio-
nes(Mandel, 1972) (Suqguet, 1982),

Método de Hill-Mandel

Como en el caso anterior™, considérese un volumen representativo 1V del

materinl compuesto.  Entonees a nivel de la microestrueturn se planten el
giguiente problema eldstico:

Eﬁj(y] = D) amly) ecuacton constibutiva en Vo (2.25)
oyl i
,;;jy) =0 venaeidn de equalibrio en Vo (2.26)
i
£y - r'-'r,‘_‘I 1, condictan de eontorno sobre OV (2.27)

W presentacidn del ndtodo se basa en ol rabnjo de investigngion e (Sueuet, 19582),
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Condiciones die conlarna

|
Tanalbm ')

VOLLMEN REPRESERTATIVO

ttitt
222
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ttitt

fonatbn: o *
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Medlo Haelorogénon Tumsion: c¥

4

Figura 2.4 Tensidn iniforme im;'n,tc-:ﬂm ioun volumen L'uprn::s(zlll;u.l.ivu de un
medio heterogéneon,

Lag ectunciones anteriores deseriben un problemi bien formulado de valo-
res de contorno conocido como de fuerzas impuestas o problema de Newmann
(acerca del problema de Neumann véase (Lubliner, 1990)). En efecto, ya que
se verifica que el momento angular de fuezas exterioves ed nulo, esto asegura
I existeneis de una solucion dmea (Sucuet, 1982) de los campos de tensiones
y desplazamientos (e, u). De acuerdo a la condicidn de promediod sobve ol
campo de tensiones, se tieno

(#l;,: (.'f))t’ = ”lif (228)
y adimitiendo la linealidad del problema, es posible eseribir

LS a4
oiyly) = ﬁi_;(.ﬂ)f’m (2.29)
donde :r:";
v 2.27 parn un estado de tensién macroscopico I KRl tensor e se denoming
tensor de concentracidn de tensiones y representa las tensiones microscdpicas
inclucidas por las tensiones macroscdpicas unidad (ver figura 2.4), tal que:

as 1o componente (i) del tensor e golucién del problema 2.25, 2.26

e ' representa lns tensiones niicrosedpicas inducidas por una Lension
macrosedpica de traceidn simple en la diveccion .
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¢ o™ representa las tensiones microscopions inducidas por una tension
macroscapica de traccion simple en la direceidn g,

e c'? representa las tensiones microsedpicas inducidas por unn tensidn de
cisullamiento puro en las divecciones iy v 4.

El tensor e que interviene en 2.24 es:
Eijkt = £ (2.30)

finalmente, los conficientes homogenizados del material se obtienen como in
promedio ponderado a través del tensor de concentracién de tensiones, esto
(& H

D = Dty (2.31)

La segunda parte del lema de Hill (ver seuncion 2.13) establece la stmetria
del tengor de Hexibilidad.

Formulacién para medios periddicos

Considérese un dominio formado por un material periddico, de tal manera
gque el volumen representativo del compuesto corvesponde & un dominio Y,
denominado celda unidad, ¢l cual ey periddico. Entonces, la solucion del pro-
Blema se busen mediante campos de tensiones y dedgplaznmientos periddicos,
mediante el siguiente problema eldstico sobre la, celda:

el(u(n) = Diguly) o eeyacin constitutiva en 12.32)
ad‘ 13 , .
..:,;;i =1 ccuacion de equiltbrio estatien
[
{ry)y = @y cenacion de promedios en Y
o &S, (Y) , ue DEY) restricciones periodicas

en donde, 5,,.(Y) y DP(Y) representan respectivamente un espacio de ten-
siones y desplazamientos periédicos'. De acuerdo con Suguet (Suguet, 1082)
el canjunto de eensciones del prablema 2,32 o4 un problems bien formula-
do que admite una solucion tnica de (o, u). Puesto que so admite que el
problema 2.32 es lineal, la tengidn o se puede expresar de la siguiente forma:

o) = 25 w) ofulu)

MEL sspacio de tonsiones perlédicas S,,.(Y) y desplazamientos poricdicos DP(Y) estin
definiclos en ln formulacién para medios periddicos en deformacionss (el subapatade an.
tarior), tal come lo preseita Suquet (Suguet, 1982).
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donde el tensor ¥ so denoming tensor de concentracion de tensiones ¥ ro-
sulta de lw solucién del siguiente problenia eldstico en el dominio de ln colda
¥

e (i) = D(y) &M ectactdn constitutiva en Y(2.34)
ot , aedd * S

—— =) miere — equilibrio en

iy

-kl Kt ,
ey =1 ecuacton de promedios en

] i ! - . JF = i i im
e € Sal¥Y) ul e DP(Y) restricoiones periodicas

y como el método auterior, los campos & representan las tensiones mi-
aroseopicas indneidas por las tensiones macroscdpicas. Es decir:

& &y vepresenta la tensidn microsedpica induclda por la tension ina-
croseopicn de fraceidn simple en la diveccion y,.

e ¢ representa la fension microscdpica inducida por la tension ma-
croscOpien de cisallamiento en la diveceidn y; vy, ete .
D st forma, @l tensor e que interviene en la ecuncidn 2,24 os:
oy (2.34)

“1;!1" = t‘i_j .

yse nbtiene los coeficientes eldsticos 0 mediante la superposicion de efec-
Los, estio es:

iire = (Diipg o)y (2.35)

v
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2.3 TEORIA DE LA EXPANSION ASINTOTICA

2.3.1 Introduccidén

Esta formulacidn matematica realizada o través de los desarrollos asintaticos
descompone el problema de los medios heterogéneos en escalas de diferente
orden de magnitud, De esta forma, se obtiene en cndan una de lis escnlos los
ecuaciones (ue gobiernan ¢l comportamiento tenso-deformacional del mate-
rial bio nn riguroso sustento matemitico. Esta teoria fue propuesta v des.
arrollada por Sanchez-Palencia (Sanchez- Palencia, 1974) (Sanchez-Palencia,
1980), Bensoussan (Bensoussan ef al, 1978), Duvaut (Duvaut, 1976). Lene
(Lene & Duvaut, 1981), entre otros. El lector interesado en profundizar acer-
ce e los conceptos matemsiticos de los métodos asintdticos puede consultar
las siguientes referenciag (Sanchez-Hubert & Sanchez-Palencia, 1992) (Cole
& Kevorkian, 1980).

Como ge menciond al inicio del capftulo, en log problemas con materiales
comnpuestos se puede adoptar dos puntos de vista diferentes. Si se adopta un
punta de vista microsedpico, es posible apreciar en el material los pequeiios
componentes y por consiguiente los respectivos campos de las variables de
ertado, Estos campos microscdpicos presentan fluctuaciones u oscilaciones,
cuyn longitud de onda estd relacionada con la dimengion de los componentes,
5i por el eontrario se adopta un punto de vista macrosedpieo, en dste no se
parciben las heterogeneidades del medio, m las rdpidas oscilaciones de los
canipos de las varinbles. Esta diferencia de magnitud, entre la longitud de
onda del campo microscépico y ol macrosedpico, gufa o dividiv el espacio de
referencia en dos espacios de diferente orden de magnitud. En consecuencia,
se ubiliza un espacio global o macrosedpico, al cual se denomina con la varinble
wi. Ademads, se considera un espacio loeal o microseipico y, en el cual se
representa la estructure mterna del compuesto o mmcroestructura, Las esoalas
de estos espacios estan relacionadag mediante un pequeno pardmetro ¢, que
representa la diferencia de magnitud entre lag longitudes de ondn de 1ag dos
escalas

Y=—. (2.36)

Entonces, o8 podible abtener un operador diferencial en dos escalas dedh-
cido de la siguiente forma: sea una funcién [*(x), en donde ¢ es la longitud
de onda del campo fluctnante microsedpico,  Entonces, esta funcidn puede
ser escrita de forma equivalente en los dos escalas [*(x) = [(z, 1), tal que =z,
(z; = @) o8 In varinble macrosedpiea y = /e es la microscdpica. Da esta
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forma, la derivada de la funcién () von respecto a las dos escalas es:

of _19r  of (2.37)
dr,  edy Dy
pucsto que laa variables: y v z son consideradas independientes, se reem-
plaza la variable macroscdpicn z; por @, esto es:

il 1 @ i)

(2.38)

Ahora bien, dentro de un contexto multiesenla, el eampo de desplaza-
mientos ' se puede descomponer do la siguiente fornn

w' () = u(w,y) = uOe,y) + ew'(a, y) +Fu(a,y) - (2.39)

donde u® es el campo de deformaciones del medio heterogéneo, el cual se
descompone en lo suma de funciones diferentes (u”, u', . .) que coexisten
bajo diferentes ordenes de magnitud (e %% ¢!, ). En general, se admite
que estas funciones cambian lentamente en cada una de las escalas,

Ked an onidae
ouaoriiGinron

WMICROTSTRUCTURA DEL COMPUESTD DIVIVIDG EN CELDAS

Figura 2.5: Divisidn de an medio en celdas nnidad,

5i el compuesto es un medio periddico, este principio se lo conoce como
hapdtesis de perodieidad local (Bummlmﬁml el ol IUTB) (Sn.u(:hﬂ?.- Palencia,
LO87) (Levi, 1087). Es decir, considérese que se tiene un medio dividido en
celdas unidad de dominio Y, tal como presenta la Figura 2.5, considérese
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ademaz que se han identificado dos puntos 21 ¥ 172 en celdas vecinas gue
son homdlogos por poriodicidad, El prineipio expresa que ol valor de la fun-
cion [ (que representa el campo de una variable de estado del problema)
as e estos puntos (aproximadimente) ignal, puesto que dichos punfos con
respecto i la esealn local son equivalentes v en relacidn a la escala pglobal
cichos puntos se encuentran en posiclones muy cercanas. Por el contrarvio,
el valor de la funcidn es en general distinto para un punto eualguiera 23
homdlogo por peviodicidad pero alejado de P1; ya que la distancia es grande
von respecto o ln esenla . Asl también, el valor de la funcidn serd distinto
pura in punto 4 gue g6 encuentra dentro de la misma celda pero alejado
del punto inicial P1, puesto que en este cago la distancia entre dichos puntos
es grande con respecto n ln eseala ;.

Para oblener las ccunciones gque goblernan en eada una de las dos es
enlas, la mayor parte de trabajos utilizan log treg primeros términos de la
descomposicion del campo de desplazamientos (ver ecuacion 2.39) y ademis
descomponen el campo de tensiones, Sin embargo, por sencillez v para nun
mejor explicacion del método, es posible obtener lag mismas expresiones uti-
lizando fmicamente los dos primeros términos del campo de desplazamientos,
tal como se presenta a continuacidn, Aungue on lo posible, se intenta seguir la
formulacidn estandar de esta teoria, que se puede encontrar en las siguiontes
referencias (Lene, 1986) (Devries el al., 1989),

2.3.2  Formulacién a través de los desarrollos asintéticos

Clonsidérese un cnerpo eldstico el enal ocupa una region © relacionado a un
sistema de ejes @ Fste cuerpo esti sujeto a un sistema de fuerzas de masa b
v Muerzas de superficie ¢ sobre una porcidn 92, del contorno del dominia 992
En n otra poreidon del contorno 982, s impone nn desplazamiento nulo,. Con-
sidérege ademds que, este material eq eldstico v presenta una fina estructura
periddion, tal que ¢l dominio §2 se recupera por la repeticion de un dominio
hase: rectangular, hexagonal o una forma mas complicada. Se designa por Y
al poriode caracteristico del material, el eual ha sido ampliado por homotecia
y fijado uno para todo el dominio £, Bl pavdmetro que designa 1a relacidn do
homotecin es ¢, Este valor o pequedio y transforma ol dominio Y al pm‘fm.!u
dentro del material eldstico. Por consiguiente, la estruetura eldstica del nia-
terial queda completamente determinada si se deseribe un simple periddo,
Este perfodo amplindo ¥ estd relacionado a un sistema de ejes 3.

Se admite que Cu(y) son los coeficientes eldsticos sobre Y, los cunles
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pueden variar rapidamente, pero satisfacen las relaciones de simetria
Clant(y) = Chinely) = Craii(w)
v ralaciones de positividad
o =0, Cinaly)EiEu = abiily, Vij = &ji

Las funciones C(y) definidas sobre ¥ son extendidas por periodicidad al
completo espacio ¥, tal gque se supone gque va ha ser cobierto por contignos
periodos idénticos a Y,

Los coclicientes elasticos en el material §2 son entonces {'.'Q','-‘w. definidos
por

L i
i day i (] _'
Clipla) = Cyp ( - )
por conaiguiente, log campos de tensiones y desplazamientos del material

heterogéneo deben satizfacer el siguiente problema de valores de contorne a
nivel global'®:

Va' 4 pb =0, en 1 (2.40)
1 B
g’ = Ce(u'), =7 (Vu + (Wu)’)
o n =t sobre i
u =0, sobre §1,

el problema 2,40 tiene solucién vinica (u®, '), Sin embargo, por la gran can-
tidnd de heterogeneidades en el medio eldstico, no es posible el computo de
'’ eunnda ¢ os pogueiio. Por ende, se busea obtener un limite a través de la
expansion asintotica.

Admitasge que el campo de desplazamiontos estd [ormado por: un cam-
po macroscopico promedio v que sdlo depende de la escala macrosedpics,
lo cunl se justifica al considerar el material eomo lomogéeo bajo la eseala
global. Mds otro campo ' que completa los desplazamientos respectivos
de las particnlas. Pnesto que las celdas unidad son ignales, este campo de
desplazamiantos se repite aproximadamente en ¢l dominio de celdas cercanas
(hipdtesis de periodicidad local (Sanchez-Palencia, 1987) (Lavi, 1987)). Aho-
ra el campo de desplazamientos se puede escribir en funcion de las escalas

S DElncion v es equivadento g .cbmcl Aunbejeng u"wmru ViR enibe i -
] n ¥ (ulvalente a §i tambld (V)" os oquivalente o 52
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Wy ¥ del ovden ¢, como lasuma de funciones que virfan lentamente dentro
de 51 dominiao,

W) = wile, y) = u(x) +eul(2,y) (2.41)
Al sor Ia funcidn o' periddica se cumple la siguiente condicion,
wlla,y) = u)(z,y + o) (2.42)
en donde e es la dimension de la eelds nnidac,

Fn pequening deformaciones, lu deformacion en un punto del material se
CXpresa:

T e, b‘l“
eyle) = 2(3:1:1 ! (I?‘v)

Si s0 considera esta expresion a través del operador gradiente expresado
e los dos escalas (ver ccuncion 2.38), se tiene

efy(z,y) = [(g‘:} | i%) + - (g:' | L;::!)J (2.43)

y descomponiendo el eampo de desplazaniientos w' por su equivalente ey
desarrallos asintGticos, reaulta

il Ol dul Ol
E:‘J“(‘L'y) a ‘3[(8’; = 3:::4)+ (51‘_; ¥ Da_i) *

el segundo érmino entre paréntesis (V al 4 (V,ul) ") puede ser desprecia-
do 1)11'-'3“ o que estd multiplicado por el valor de ¢ (muy pequeiio). Ademas,
como u’ s6lo depende do ln escala macrosedpica 2, el tercer término entre
puréntesisg! (V,u0 + (V,2°)") & nule,

Entonees, la deformacion se puede escribir de la siguiente formal™

&= &y + £l (2.45)

WL novacion V,u es oquivalente n
”‘1

;i:ﬂl como bumnbién (V)" es aenividente a '":'

s I deardn de o aapitisto) .'Hm.';inr'n w i rr];rwuml‘,m liv doformacidn mn
crosedpion £ como € ¥ la deformagidn microsedplea e, coma =],
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o,
1 7au? O
i e E T o ——k " 44
e = (i) 3(0' ! m‘l) (2.46)
| onl Ol
¥ [~ i o [ = s —-‘J) 2
EIJ lf,.J('“- ) 3 (ij} awl ('2 -1."’}

Par otra parte, el tensor de tensiones (o = O jusu) se expresa goro'®

ayy (o) = Clyla 1{)(;‘;1 t fi’f'u) (2.48)

estableciendo 1a ecuncion de equilibrio estiatico (Ve 4 pb = 0) v derivando
con tespecto a las dos esealns, resultal”

Br.'r.-ll, i 119 (21 ; = ;
i, < By, t ply =0, (2.449)

Obsérvese que en uno de los términos intevviene el pardmetro ¢, lo cual
impliea que este término tiene un orden diferente a los otros dos, esto perimte
dividir la ecuncidn 2,49 en las ecuacidnes que se cumplen en cada nna de las
dlos eacalaa:

—= =) en la colda (Y) (2.50)
I , .
— 4 pb, =1 en el cuerpo (§2) (2.51)

Utilizando notacidn tensorial, la ecuacion 2.50 se escribe

Vo =10, donde o= Cy)(e" +e) (2.52)

La deformacidn E.'"’(n‘*) juega el vol de un pardmetro con respecto a el sigtenn
diferencinl en g, Debido a la linealidad de o v w!, éstas variables se pueden
expresar de la sipuiente forma

a = 8"(y) ("), u' = x*(y) (") (2.53)

donde 88 es el tensor microscopico de tensioned agociado a e"(u”) y xM
pepresentan unag funciones periddicas. De esta forma, el problema bajo la

WEL métoda de los desarrollos asintdticos estdndar descompone o tensidn en o =
a el et 4 L Sin embargo, este trubajo obbione lay mismaes expresiones sin tal
deseatiponielon,

WO bsdrvese que ta tensidn of (o) so representa simplemente por a (e, 1),
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vscala mierosedpicn se pueds espresar como;

V8 =1 miero — équilibrio en Y{2.54)
=@ ()7 M4 & ,\’H)I cevacion constitulivan Y
}cj” eu Y = periodive, a'ln) esy — antiperiddioo

B tensor I tiene lns gignientes componentes
W Ys :
’l’.?' = E(ﬁ.‘kfsa;}. 4 -:),,,d_m) {g-ﬁﬁ)
se prode provar que el sistoma 2.54 determing ol vector x4 (y).

Por obra parte, para cualguier funcién (e, y) se define sn valor medio
(do ln misma forma que en Lo tearin de promedios) como:

1 F .
= [ Sty = 1 (2.56)

Lav solucién de [n ecuacion 2.53 esta dada por
(e, y) = C)IY — ev(v*))eh (i) (2.57)

y tomando el valor medio en el dominio ¥ como la tensidon homogenaizada,
e fiene

7 = (04) = Chuei(u®) (2.58)
en donde,
£ f : ki
Chim = (Cur(p)) = (Coymly)l, (x" (1)) (2.50)
d
estos valores definen el material homogéneo equivalente y se denominan co-
éficientes homogeneizados?,
La ecuacion 2.51 (ecuacion de equilibrio on la eseals macrosedpica) de los
desarrollos asintoticos, gueda
V' + ph =0, en §1

De tal manera que, la tension media o = (o) y el campo de desplozamiento
u! gon 1o solucidn del siguiente problema elfistico de valores de contorio

Vo' + pb =10 ecuacion de equilibrio en $3(2.60)
ol = Chugilu") ecuaciin constitutiva eldstica
Li=0" 1 vector de traccion sobre 08
a' =0, desplazarnientos restringidos sobre 051,

EN esta trabafo G v denoming Lmnbidn fensor canstitutive homagendisaco.
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Los coeficientes €, definidos por 2.59 son independiente de ;. El tensor
o s denomina fensor de tensiones macrosedpicas y el tensor €7 = &' (")
su denoming tensor do deformpciones macrosedpicas, quo satisface

e = (" (1) +e'(ul)) = (e"(u)) 1 (' (u' D =0 (2.61)

Eeouivalencia con la teorin de promaedios
{ I

Definase un campo de desplazamientos periddicos® como: v = w! + &'y
Fintonces, el campo de deformacidn de este campo de desplazamiento os:
e'(v) = e'(u') + &, en donde e representa el valor medio definido sobre la
celda base ¥ . De tal forma que, los cosficientes homogeneizados se obtionen
de la zolncion del problema eldstico siguiente:

Vo =10 e Y (2.62)
a = Cy)e"(v) en Y
(g¥(v)) = &" eny

g'(v) es Y — periddico, a(n) es ¥ - antiperiodico

y se obtiene los coeficientes homogeneizados, gue relacionan " con £*, cono
indiea la formula 2.58. El problema 2,62 es el método de homogeneizacion
en Lérminos de ln teorin de promedios,

2.3.3  Aplicacién del método

Para utilizar la formulacion presentacda se propone un procedimiento denomi-
nado localizacidn, on In que se obtione la tensgion microscdpica e{a, 4), ¥ =
x/e de la signiente forma:

l. So determing log seis campos de vectores®™ ¥* sobre ¥ asociados con
ol tensor I solueién dol probloma 2.54, el eual os un problews de tipo
eldstico gobre el dominio no homogdénen Y,

2, Desde los campos do vectores x“ se abtiene los cocficientes homoge-
neizados Clyy por la formula 2.59,

3, Solucionando el problema elistico 2.60 sobre £, se obtiene o campo
macroscapico de tensiones e () v el campo macrosedpico de deforna-
ciones (@) parn @ € £,

Wlamibidn lo prosenta (Suquel, 1982)
% Parn problemas bidhmensionales ge requieven dnicamento tres campos de voetores ¥
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4. Usando 1 formuala 2.57 se puede ealeulay al(x,y). Paa @ fijo en §2,
este campo de tensiones sobre ¥ representa lo tension mnerosedpics
of(x) = (ela,y)) localizada dentro de un dominio €} peridgdico, en
@&

A [)ru'l.ir de estn formulacion se han propuesto dileventes caminos [
abordar distintas clases de problemas, algunos de caracter no lineal, Por
ejemplo, en el trabajo publicade por (Lene, 1986), ¢l cual presenta que &l
tensor constitutivo eldstico de diterentes mateviales periddicos (obtenido a
través de la teorin de homogeneizaciin) es ortébropo, propone una ecuncidn
constitutiva de dano por “debonding”, es decir despegue entre libra y matriz.
En este cnso, se hacen lag glpuientes suposiciones:

e Cada componente se comporta de forma elastica.

* Ll campo de desplazamientos tangenciales es discontinuo en ln interfase
de log componentes,

Se introduce una lev de propagacidn del daio a través de una goln variable
interna K que representa el despepue. La ecuacidn se formula dentro de la
termodingmica de Jos materiales generalizados. Véase los detalled en la refe-
renci.

En otro artfenlo (Devries et al, 1989) se propone una ecnncion cons-
titutiva de dano o degradacion del compuesto por rotura de 1o fibra, para
compuestos reforzados en unn diveceion, Esta ecuncion constitutiva se utiliza
para obtener ¢l comportamiento de nna matriz epoxi reforzada con fibra de
vidrio. La formulacion se obtiene ajustando el comportamiento de las propie-
dndes del compuesto con una funcién de dos variables de dano introducidas,
las cuales vepresentan;

L. Variable d;, la densidad de rotura de una Gbra.
2. Variable s, Ia densidad de fibras totas en una seccion.

En esta eenacion se deseribe la propagacion de la fibra adoptando la hipdlesis
de normalidad,

De manera general, se puede decir que, varios trabajos sobre homoge-
neizacion buscan veproducir el comportamiento no lineal de cierta clase de
materiales compuestos a través de unns pocas variables internas, las cuales
representan de manera global los procesos de caracter no lineal importantes
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dentro del vohumen de la celdn, como puede ser: froctnea de fibras, despo-
e de compaonentes, deformaciones ineldsticns, lsuras, cte, De esta forma
se consigne simplificar los complejos micromeeanismos que se producen den-
tro de Iy mieroestrnctura, Sin embargo, dicho procedimionto, utilizada para
extender la teoria de los desarrollos asintdticos y también In teorin de promes
clios, no esta excento de inconvenientes, Por una parte, es muy dificil realizar
simplifienciones sin alterar el comportamiento del compuesto representado v
ademas, se debo abordar el problema de eada clase de materinl compunesto
como un problema particular,
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2.4 ACOPLAMIENTO DE VARIABLES EN
EL PROBLEMA NO LINEAL

En los trabajos presentados por Suquet (Suquet, 1982) (Suquet, 1987) se os-
tudia los conceptos desarrollados en ln teorin de homogeneizacion y se busca
extenderlos al comportamienio no lineal. En este caso, ¢l grado de complejis
dad es muy clevado, es por ello que Suguet vealiza su estudio de acuerdo al
comportamiento de log materiales componentes; es decir: compuestos cuyos
componentes son visco-elisticos, eompuestos alagto-plasticos, ote. Uno de los
principales resnltados cde osta investigacidn es que las variables macroscopioas
del problema dependen de las variables microscépcas. En consecuencia, no
es posible desacoplay estos campos, como 1o es en el caso eldstico. A con-
tinnuacion se prosenta un estudio para un compuesto euvos constituyentes
son materiales elisticos perfectamente plasticos y un estudio paen materiales
viseoeldsticos o viseopldsticos (Suguet, 1987), El interés de estos desarrollos
ge centra en los conceptos v Ing conclusiones obtenidas, v se evita de eata
manera buenn parte de las operaciones matemiticas y pasos intermedios rea-
lizados, Bl lector interesado en el detalle del desarrollo matematico tiene gue
referivge a (Suquet, 1987).

2.4.1  Materiales cuyos componentes son eldsticos per-
fectamente plasticos
Se considern que cada constituyente tiene una superficie de Huencia, la cual
delimita un conjunto P(y) que contiene todos los estados de tensiones gue
el material puede fisicamente admitiy®
aly) € P(y), y €V, (2.63)
dondle P(y) estd definido a través de la funcién da la superficie de (lnencia
Iy, @)
P(y) = {e|f(y.2)} (2.64)
ae admite que este conjunto P(y) es convexo cervado y sus constituyen-
bes obedecen la regla de la normalidad. Se considera también que existe el
siguiente conjunto para las Lensiones mnerosedpicas:
P = {f?“'|n'j‘_'] = a5 tal que existe & que sabisface : (o) =a',
aly)e Ply) . Yy eV} (2.65)
P ui;]:liﬁcm.r li. nomenelatura, en adelante g0 hu preferido colocar el superindies

mnicaments a los magnitudes macroscdpleas,  Bs deeir; o representa lo bensidn mi-
croscaplon v a7 representa Ia tonsion macroscopiea.
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Definiciones gimilares para P ge encuentran on brabajos anterores busndos
en el andlisis mite*!: (Hill, 1967) (Drucker, 1959) (Shu & Rosen, 1967) (Me
Langhtlin, 1970),

La ley conatitutiva a nivel microdedpico, para materinles elasto-plasticos,
se puede expresar de o signiente forma:

e(u) = e" e’ | e=D:a (2.66)
a(y) € P(y) Yy e V
&(y) - aly) <0 Va e Py

donde, £° es Jn deformacion eldstiea, £ es la deformacion plastica, P(y) es ol
conjunto de auperficies de fluencia que delimitan el estado tensionnl admisible
o de los coniponentes v I2 oz ¢l tensor constitutivo eldstico de Hexibilidad.
Potencial Macrosedpico

Se admite que lns varinbles mecdnicns macroscopicas, que son suptiestoag co-
mo funciones aditivas, proceden del promedio del nivel microscdpico (teorfa
de promedios), Entre ellas: la masa, la energin intorns, la entiopia, v la
digipacion,

D esta forma, mediante el equilibrio de energia virtual (conocido también
como condicion de Hill (ver ecuacion 2.13, que establece (o 1 ) = o : g% ),
se encuentra quo la deformacion se puede URPLESAT Cotno

&= D" :a.ﬂl‘ | (Iﬁ‘_T :,Ep) (2.67}

donde, e es el tensor de concentracion de lensiones®® Entonces, DY : o
representa ln parte eldstica de la deformacion macrosedpiea, por consiguiente

e wm I g (c:'r oD ) = (r.'"'": ") (2.68)
v ln parte plistica de la deformacién es dada por
£ = (el 1 &) (2.69)

por lo tanto, ni la parte eldstica ni la parte plastica de la macro deformacion
o5 el promedio de sus andlogns microsedpieas.

MEstaa teforenciag lns presenta (Suquet, 1987). )
Babién denominade tensor e localizacién de lengsiones (Sueuol, 1987}, 0 tensor de
infTrieneio,
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Si se considera que |n energfa internn mocrosedpicn o4 ol promaodio de la
energin interna microsedpien v ademds suponiendo dnicamonte procesos a
igual temperatura, la micro energla se reduce a lo energia eldsticn:

PPER m (pf) = %({E(ﬂ) —&l'): O (e{u) - ") = %{n (1) o)

Suguet divide la tension microsedpica actunl o(y) en dos partes: la pri-
mera concuerda con un material perfectamente eldstico v Ia segunda s un
tensor de tenstones residuales auloequilibrado (entiéndase por autoequilibrodo
un eapo Huctuante con media nula (%) =0 ),

aly) = ely):a” o' (y) (2.70)

Mediante esta descomposicién se puede demaostrar que la energia interna es
I (P

prE = ﬁcr‘r F 2l - olE %(o" D a”) (2.71)

El primer término de la expresion de la energia eldstica del COMPUESLE, COrTes-
ponde a ln energla elistica macroscopien, mientras que el segundo término
es ln energla almacenada y vepresenta lu energin eldstica do lasg tensiones re-
siduales, que nsunlmiente es un valor positivo,

Considere que el material compuesto ha sido sobre cargado al estado de
tensiones microscpicns o(y) con las tensiones residuales o, Bl espacio de
Anencia macroscopica es el conjunio de tensiones macroscépicas #° o] cual
puede ser investigado desde el estado actual & por un camino eldstico, a
lo largo del cual no cambian las tensiones residuales remanentes, Fl estado
mictoscopico & satislace la signiente relacidn

F < aly)=cly) (" - a”), (2.72)
despues de algunas operaciones vesulta
a* e P*({e")) = ne() '[(P) - {e"Ww)}] Yy eV (273)

Bl espacio de Huencia macroscépico P*({a*}) es un conjunto convexo® (in-
torseccion de conjuntos convexos). Para sy determinacidn en nn tiempo
t dado se requiere del conocimiento del campo completo de tensiones re-
siduales. En consecuencia, “ne es posible elimmar completamente ¢l nivel
macrasedpicn desde el comportanilento macroseipico, como lo e en el caso
oldatica” (Suquet, 1987).

in este apariado, enande unn variable wo presenta entee corchetes, por ejemplor {e")
represanta ol campo completo de o varialile
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Estructura de la ley constitutiva macroscépica

Suquet desarrolla la estructura que tendria una ley congtitntiva a nivel ma-
eroscopico, indieando que se busen analizar iinicamente de formm cunlitativa,
puesto. que no es posible desacoplar s variables de lns dos esealns, Entonces,
admitiende que lag virtables de estado son:

e Lo delormacién macroscopicn £,

e Bl campe complela de microdeformaciones plisticas {e”(y), » & V},
Esto significa un nimero infinito de variables internas®’,

Una vez especificadas estas vavinbles, el estado netual de tensiones se obtiene
de lu signiente forma;

) la tensidn macroscdpica & se deduce a travéa del tensor de deformacian
macroselpico €' y el ecampo microsedpico {€”) medianta la ecuacidn
2.67:

]:1') 141 campo @’ puede ger calenlado como una funeion lineal del campa
de deformacidn pldstica microsedpica €, el cual se considera conoeido,

o' =—R:e" estoes a'(y)=— | Rl y)e"(dy (2.74)
Al

en donde, R es un operador integra-diferemeial expresado en términos de la
fiicidn da Groen.

Una vez identificadas las variables de estado, se debe determinar la energia
interna del material. 8e conoce en log cdlenlos previos que

pE" = ;Ecr" s DF ot %(d‘" D ia”)

expresando ln £7 en términos de las variables de estado (27, {e"})
T | , |- . .
e = §(:£" — &) OV (80 — &) + 5{::" s (e(u”) — &)
mediante ln ecuacidn 2,74 v el hecho que " es autoequilibrado, se tiene

PEX(E, (")) = %(E‘" — WY O (67 — el 4 %(st cEhy  (2.75)

TR drminos rigurosos un dominio, gque en este caso es Lo colda unidad, tiens Infinita
nimera de printos y por consiguiente nfinito nidmero de grados de libertad. Por 1o tanto,
rostlba i wimero infinito do valores de las variables internas,
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Lins ft-:?yﬂ-*i de estado velacionan lns fuerzas termodindmicas asocindas con las
variables de estado y lng variables de estado las solucionan.  Las fuorzas
termaodindmieas son definidas ecomo

g oE”
i = i
" ber Y P ofery (2.76)
vnlbonees;
aE" B
PT HEII. — Ci.l'l ; {E:I _ E.'r(,ull) a d.u.- (2_7?-)

¥ por un eampo virtual de la deformacion plisticn microscopica g

< - ;{}i‘"] : rTE”> = <G“ ; (87 = E“’ﬁ")g\-?g;]i_ : fe? > — (Re" 9"
(g" : el : &) — (Re" : fe”)

= (6" : (c:a" +0"))

= (0" ) (2.78)

La fuerza termodindmica agociada con el estado del campo de la variable
{e”} es el campo dé tension microscdpico |}, Reorganizando la lay consti-
tutiva macroscopien, se tiene:

Layes de estado

. OE* de

o' =pzm v Ao}= hﬂ’m (2.79)
{a}eP P={r(y) € Ply) pura cada y en V'}
donde T es una tension admisible gque depende de y (Huctnante),
Leves complementarias
({er} . (@}~ (e <0  V{g}eP. (2.80)

Suguet concluye expresando "esta informacion sohre la ley mneroseapica tie-
ne poca utilidad, puesto que ley congtitutiva involuern a un infinito nimero
do varinhlis internas {£7}7,

Este inconveniente, gue surge del acoplamiento da las variables en las dos
escalas, ha gonerado mucha dificultad en ol intento de extender los métodos
existentes de homogeniezacidén hacia ln solucién de problemas no lineales.
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Por consigniente, bijo L idea que no es posible manejar una ecuincién consti-
tutiva con un mimers infinito de variablos internas, o busea obtener modelos
aproximados, en donde este campo de variables internas se resume en wnng
poens variables, Generalmente se veemplaza ¢l campo de variables nternas
microscopicns {ae} (o el campo de deformaciones plasticas ({€”}) por nna
forma mids simple, Por ejemplo, en ol caso de una matriz reforzada con fi-
Drns, un solo vador de o puede representar o esta variable interna en todo ol
dominio de la matriz a nivel de la celda unidad y otro valor de a a la variable
interna del dominio de la fibra, Procedimientos similares se utilizan en (Ri-
ce, 1970) (Suguet, 1982) (Michel, 1984) (Lene, 1986) (Deviies ¢f al, 1989),
Para materiales con microporos o fisuras Sucuet (Suguet, 1982) propone una
ecuacion constitutiva de degradicion, en donde las variables internas estdn
relacionadas con la generneidn y geometrfa de los delectos, eatos pueden ser:
microporos esféricos, elipsoidales, cilindricos o fisuras planas,

Lo ielea e vealizar esta elage de simplificaciones ha gido mantenida tanto
por log autores de la teorfa de promedios, como también por log alores de
la teorfa de los desarrollos asintéticos, bajo la afirmacién que no es posible
obtener de forma “exacta”® los campos de tensiones y deformaciones a nivel
microscépico. Sin embargo, ] avance tecnoldgico actual de los ordenadores
puede haber modificado dicha hipétesis,

ALt iendase eome goluctdn Yadacta”, o selucidn resl o tambidn I solieidn momérlen
obtenida mediante una téenicn adecunda, coma lo es el Métado de low Elementos Finltos,
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2.4.2 Materiales cuyos componentes son viscoeldsticos
o viscoplasticos

Si los constituyentes son viscooldsticos o viscopldsticos son vilidas lag ecna-
cioneg 2.79 y 2.80 de la ley constitutiva macrosedpicn. En este caso, la ley
constitutiva a nivel de componentes os

g(i) = 8" + & = D(y)o + 3 (4, 77) (2.81)

donide @ es ol potencial que define la parte ineldstion del incremento de de-
formacién y € es lo deformacion ineldstica, Las relaciones 2.67 v 2.69
permanecen vilidas y definen la parte cldstics e ineldstica de la deformacion
mucrocopica. Ademas, siguiendo (Rice, 1970) se puede presentar que el com-
puesto adiite un polencial macrosedpico desde el cual se puede obtener la
parte nelistica del meremento de deformacidn:

sitfan A i i} o
grian) o = Gz (@ e’ (2.82)

donde, ®(a*, ") = (g, 0)) = (p(y,c: 07 + o).

La forma t'l)u'lj.!]d}t.ﬂ de ln luy constitutiva u'smfru,'qr;uﬁpjeu 1;

. (D ,
& wm DTER r{{f ) (2.83)
donde lng tensiones residnales o gon enconiradas comeo la solucidn du] o

blema microscopico

A
(i) = Da" I-i?-—;-(::r .a") (2.84)
o' autorguilibrado,  e(u")  campo de de formaciones adiisibles.

Una ver mis los niveles maecrosedpico y mierosedpico estdn acoplaclos a través
de las tensiones residuales o,

Como en el subapartado antervior, para conseguir modelos de aplicacién
practica Suquet (Suquet, 1987) presenta el desarvollo de algunos modelos
aproximados, donde realiza simplificaciones importantes para dismimir la
complejidad del problema, reemplaza el campo de variables internas mi-
croscopicas {a} (o el campo de tensiones residuales {a*}) por una forma
mis gimple.
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2.5 NUEVOS TRABAJOS ACERCA DE LA
HOMOGENEIZACION

Como se ha presentado en el capitulo antevior, los cocficientes eldsticos ho-
mogeneizados del material compuesto se obtienen a través de un volumen
elemental representativo o celda nuided. Con la determinacion de dichos co-
eficientes, el problema eldstico puede ser solucionado de forma desacoplada,
A continiacion se va ha comentar alpunos de los frabajos representativos
donde so aborda @l problema eldstico ¢n eada ina de las escalas,  Ademis
se propone, el uso de los métodos adaptativos v estimadores de ervor para,
asegurar la fiabilidad de tales resultacdos. Por otra parte, se encuentran tra-
bajos donde se cuestiona la teorfa de homogeneizacion. Finalmente, se ha
dirigido la atencién hacia la golucidn del problema no lineal. En este eqso,
o de log problemas importantes que tratan algunes trabajos es acerca de la
tnposicion de las condiciones de contorno en la celda unidad, puesto que ln
descomposicion de los campos en una parte uniforme y otra periddica puede
no ser lo adecnado en problemas no lineales. Por iltimo, se revisan algunas
propuestan que ntilizan técnicas no convencionales para ahordar el problema
no lineal mediante el Método de log Elementos Finitos en varias escalas,

2.5.1 Condiciones de contorno y su implementacion

Una de los problemnas bisicos de la teorfa de homogenaizacidn v que hasta,
el momento no existe acuerdo entre los investigadores es acerca de la forma
de tmponer las condiciones de contorno en el volumen unidae representativo,
Clomo se conoce, en mecdnica de sélidos el problema estandar de valores de
contorno obtiene los campos de tensiones o y desplazamientos u dentro de
nn dominio §2 (generado por unas determinadas solicitaciones). Para lo cual,
se requiere conocer lag condiciones de borde del dominio, es decir log valores
prescritos del vector de tensiones £(n) o desplazamientos @ en el contorno
del dominio 882 Existen tres condiciones de borde utilizadas en el andlisis
de estructuras (Luhliner, 1990), las cuales se las conoce como:

e [5] problema de Dirichlet donde parte o todo el contorno estd sometido
i desplazamientos impuestos €2,

s [l probloma de Neumann donde parte de su contorno o s totalidad
estd bajo fuerzas impuestas 98,

s La condicién mixta en la gue existe una combinacion de las dos condi-
ciones anteriores 90, v 882,
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Naturalmente, las condiciones de horde busean reproducir las condicio-
nes reales, aungue idonlizadas, de uno estruetura, En sate cisa, o nivel (e
la microestructa se intenta reproducir las condiciones que se generan en o
mterior de la estructura interna del compuesto, Como so presento en los
apartados anteriores, la teorfa de promedios planten la hipdtesis (que o4 de
aceptacion general) que las tensiones y deformaciones macrosedpicas coyres-
ponden al promedio de los respectivos campos microscopicos, Para forzar el
cumplimiento de al menos uno de los dos enmpos se utilizé o bien la condi-
cion de Dirichlet (Hill, 1967) (imposicidn de un desplazamionto uniforme), o
la condicién de Neumann (Mandel, 1972) (imposicion de una tension unifor-
me), El ervor introducido por dichas condiciones es despreciable cuando lus
dimensi anes (J &) ]l.-l-‘:i l'lELml'ug(-n'l(-iitll.‘l{.‘i(-!ﬂ 801 Ty I]Q(jl]lﬁ!ﬁﬂﬂ €00 ]'Q;g[mct,(, 1l W-'llll'
men elemental represetativo. Sin embargo, para la solucidn numérica de 1n
volumen que contiene muchas heterogeneidades se rocuiere un esfuerze com-
putacional grande. Esto condujo a que trabajos posteriores consideren los
materiales periddicos, en donde un voliumen elemental relativamente simplo
contiene la informacién complota acerca de la microestructura del compues-
to, Aai, las propuestas de la teorin de homogeneizacion con media periddice,
basados tanto en la teoria de promedios (Suqguet, 1982), como en los desarro-
llos asintdticos (Sanchez-Palencia, 1980) (Duvant, 1976) (Bensougsan et al,,
1978) (Lene & Legnillon, 1982), reproducen las condiciones de periodicidad
o través de las lunclones periddicas. Pero estos métodos, al desgomponer los
campos de las variables microsedpicas en una parte uniforme v otra periddica
ubilizan la superposicion de electos, lo eual los vestringe a problemas eldsticos
(véase (Suquet, 1987) pdginn 241). Es por ello, que algunos trabajos recientes
exploran diferentes posibilidades para imponer las condiciones do contorno
en ol problema no lineal, '

Swan (Swan, 1994) propone una téenica del control de deformaciones (£7),
para lu homogeneizacion de compuestos ineldsticos periddicos, In cunl se bosa
en la descomposicion aditiva, del campo de desplazamientos (u = G +w,), en
una contribucién lineal que ed impuesta, mas una contribuecion periddicn que
se desconoce. En esta publicacion se indien que las celdas unidad presentan
lados opuestos que tienen la misma forma, La solucidn se obtiene de forma
meremental a través de una téenica predictor-corrector, en la que el predie-
tor eg la parte lineal del campo de desplazamientos y en adelante se aplican
correctores periddicos, hasta conseguir el equilibrio del dominio, Se propone
también una técnica de control de tensiones (o), ésta presenta un mayor
graddo de complejidad, puesto que ademis de buscar el equilibrio del domi-
nio, se vequiere adicionar restricciones en deformaciones v desplazamientos,
Este problema fue solucionado mediante una implementacién basada en la
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formulaciin mixta de elementos Anitos o través del método de penalizacion.
El lector interesado en los principios de lag formulaciones mixtas puede refe-
rirse a (Zienkiewicz & Taylor, 1994a) (Simo & Hughes, 1998) (Hughes, 1987).

Por otra parte, en una investigacidon que trata sobre la derminacién de
las propiedades eldsticas de la mamposteria, A. Anthoine (Anthoine, 1995)
propone unn mteresante forma de imponer las condiciones de contormo. En
esto easo, la formulacién presentada se fundamenta en In forma henvfaticn,
basnela en la teorfa de promedios. Se encuentra que la mamposterfa, ideali-
zadlan o dos dimensiones, ea suceptible de ser dividida en celdas cuadriliteras
v liexagonales, enyos lados estan relacionados por una base de vectores™, En
este articulo se solucionan inicamente aquellas celdas cuadrildteras con base
de vectores ortogonales. Para solucionar los celdas hexagonales se presenta
gui alpunns de éstas pueden ser recmplazadas por una eolda cuadrilatern de
base ortogonal (aungue esta Gltima tiene el doble do su tamano), Para solu-
cionar el problema sobre el dominio de lo celda se utiliza los multiplicadores
de Lagrange, ciya deseripeidn se enenentra eon poco detalle en el apéndice de
la publicacion. Finalmente, obtiene las propiedades del material, para lo cual
ntiliza, por simetria, sélamente la cuarta parte de la celda iidad. Adenids,
compara la solucidn obtenida con propuestas anteriores de homogeneizacidn
para mamposteria; dichas propuestas siguen un procedimiento de varios pa-
sod (dow, tres y multiples pasos) (Pietrnszezak & Niu, 1992) (Maier ¢t al,,
1991} (Pande el al, 1989). La propuesta presentada por Anthoine tiene la
ventaja de conseguirlo en uno solo, '

En ana publieacidn posterior A, Anthoine (Anthoine & Pegon, 1996) ana-
liza nuevamente una lnﬂlllp(ﬂﬁtt‘!\'fﬂ-. pero eén esto t-l'&])tljﬂ log materiales com-
ponentes (ladrillo y mortero) tienen comportamionto no lineal. Bl estndio se
venliza para tres tipos diferentes de earga; en la representacion del compuesto
no se utiliza la celda completa, sino que por simetrin se reduce o ln cuarta
parte, El ablandamiento o “softening” de los materiales genevan dificultades
de convergencin que son solucionadas a través de téenicas numéricas avimza-
dag como "arc-lenght”. Se propone un métode de control de deformaciones
y control de tepgiones impuesto por log valores macroscopicos respectivos
A tiavés de los multiplicadores de Lagrange, Usualmente el método de los
multiplicadores tienen la desventaja de generar valores nulos en la diagonal
de la matriz de rigidez, sin embargo el método utilizado en estn referencia
no presenta dicha difieultad, gracias al aumento del funcional mediaute dos

WEan base de vectores se denomina posteriormente o Lo propuests de osta Motogealin
comn vectores de periodicidad,
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vectores de multiplicadores de Lagrange Ay ¥ Ag que representan las fuer
zis del contorne. Este método se presenta s adelante con mayor detalle,
puesto que es el gue se utiliza en esta Monografia, pero de [orma mdas simple
v Eeneral,

Un articulo presentado por (Michel et al., 1099) propone otro método de
conbraol de dnﬁm.ltm:'u;mes y control de fensiones para la determinacion del
comportamiento del compuesto, La formulacidn presentada se basa en la
descomposicion del eampo de desplazamientos en una parte uniforme y otra
periddicn (1 = @ | w,). Su aplicacion se restringe s materiales eldsticos y
materiales rigidos-plasticos (elisticos perfectamente plisticos), En esta for-
mulacion se propone el concepto de grado de libertad macroscépico. Tsto oy,
se introduee en eacdda uno de log elementos de la colda unidad diseretizacs un
nodo adicional llamado naodo macrosedpico, ol cual tiene la funcidn de agregar
los grados de libertad adicionales, en donde se imponen o introducen Ing res-
triceiones macroscdpicas (€' 6 a*). Se disenten las condiciones de contorno
periddicas mediante los multiplicadores de Lagrauge, Se presenta log detalles
de su implementacién dentro del esquema del Método de log Blementos Fini-
tos, Por otra parte, en esta misma referencia se presents un método basado
en In Transformadu Ripida de Fourier como una alternativa al Métoda de
los Elementos Finitos. Este método considera el problema de un material de
referencia homogénen y eldstico bajo una autodeformacian (“oigenstrain”)
no homogénea y periddica. La solucidn del problema se consigne medianto
la. forma explicita de la funcidn perddica de Green del medio en referencia.

2.5.2  Solucién en dos escalas del problema eldstico

En esta seceldn se hace veferencia al trabajo prosentado por (Guedes & Ki-
kuchi, 1990). En este trabajo se considors que ¢l compuesto eg (in material
periodieo, se utiliza y discute la teorfa de homogeneizacion a través de los
desarvollos asintdticos, se presenta con mayor detalle la determinacién de los
coeficientes oldsticos homogeneizados™ para el material compuesto, Luego
se presenta un estimador del error (n priori) para analizar In ealidad de la
aproximacion numérica,

A continuacidn los antores proponen solucionar ¢l problema eldstico de
los materiales compuestos de forma similar a la presentada en las referencias
(Lene, 1986) (Devries el al., 1989), ésto os:

"Estas corresponde a las constantes edealares del tensor constitutive homogeneizado.
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Realizar el pre-procesamiento del compuesto, Hsto consigte en obtener
f traves de I celda unidad los coeficientes homogenaizados.

2. solucionar ¢l problema macroscopico suponiendo que el material ey
homogéneo, enyo comportaniento fue establecido en el paso anterior

(L),

3. A coutinmacion se realiza el post-proceso. Bsto se veliere o la obten-
aién posterior de los eampos de tensiones y deformaciones 4 nivel mi-
croctpico, en los puntos de interés de la macroestructura,

Finalmente los autores ntroducen un método adaptativo para mejorar la pre-
cision de los coeficientes homogeneizados. Fste método consiste en realizar
una discretizacion mas fina en aguellas partes de la celda unidad donde se de-
termina los mayores errores de aproximacion agocindos o la solucién mimérica
(mediante el Método de Elementos Finitos). Fstas zouas son determinadas
a travis del estimador del evror desarrollade. Para verificar la bondad del
método adaptativo, los autores comparan un refinamiento uniforme de la
discretizacidn de la celda unidac y los resultados con el método adaptative,
obtiendose naturalmente mejores resultados con el iltimo método.

2.5.3  Cuestionamientos a la teoria de homogeneizacion
y utilizacion de Métodos adaptatives y multi-
grid

Clome se conoce, los métodos adaptativos son una estrategia para mejorar la
calidlacl de la solucion obtenida a través del Método de los Elementos Finitos,
Estos métodos se encuentran bajo diferentes denominaciones, de acuerdo o
la forma de conseguir In mejora. Entre estas se tiene: téenicas que utilizan
it refinamiento de I malla conocidos como “hll'”'}.ﬂ”l.ﬂd,l_;“' téenicns que nores
mentan o] orden polinomial de las funciones de aproximacion “pemethods”
51 5o utiliza relocalizacién de los nodos “r-methads” o combinaciones de lag
anterioves, por ejemplo: “hp-methods” . Por otra parte, los métodos “multi-
grid” es una téeniea que busea nproximar la solueidn del problemia o acelerar
su convergencia mediante la solucidn iterativa de la estinctura discretizada
on diferentes niveles. Es decir, transmitiendo la solucidn desde una malla
mds gruesa o una mas fina y vieeversa,

En esta seccidn se comentan los trabajos presentados por Fish y coautores
(Fish & Wagiman, 1993) (Fish & Markolefas, 1993) (Fish ef al, 19941) (Fish
el al., 1994a) (Fish & Belsky, 1995a) (Fish & Belsky, 19951) que cuestionan la
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teoria de homogeneizacion, pero ademads han realizads variss contribuciones
en el refinamiento de la solucidn del problema elistico de medios heterogtneos
en varias escalas a traves de los métodos ya indicados. Por ejemplo, en
ln veferencia (Fish & Wagiman, 1993) se lee: “Los desarrollos asintéticos
prosentan una rigurosa dediecion matemitica en los medios heterogéneos
C"ﬂ-n('l() el E;Illil]?lﬂ [0 lll-!-j Higllli‘l]'l]ﬂﬂ HI}])('IBi.(,‘.‘i(JHEIS:

I, La micro-estructura os periadica, ex decir ol compuesto se forma de la
repeticién espacial de una estructura muy pequeiia o celda unidad,

2. Los términos de In descomposicion del degplazamiento w®(x, y) son pe-
ridlicos dentro de y con el mismo perfodo de la microestructura,

Sin embargo, si el material es localmente no periddico o materiales periddicos
pero cuya solucion es no periddicn en y por la presencia de efoctos locales
(contorno de la macroestructura, despegue entre componentes, ete.), entonces
los desarrollos asintGticos dan una aproximacidn pobre de los campos loca-
les", Enun artfeulo (Fish ef al, 1994b) se expresa: “Desafortunadamente, en
las dreas de alta concentracién de tensiones, tanto en el nivel macromecdnica
(macro-crak) o nivel mesomecinico (lados libres, despegue de componentes),
la suposicion que la solucién macrosedpica (0 microscopica) es uniforme den-
tro del dominio del volumen elemental representativo 1o es valida',

Finalmente, en otra referencia (Fish & Belsky, 1005a) se dics: “Ha hien
conocido gue en el limite de ¢ — 0 la solucidn del problema del medio hete-
rogénea se aproxima al problema de valores de contorno con coeficientes ho-
mogeneizados. Desalortunadamente, en mchas situaciones practicas cuando
el valor de ¢ es finito v la solucién del problemn homogeneizado tiene un alto
gradiente, la solucidn obtenida puiede distar bastante de la solucién del pro-
blema inicial, Las principales fuentes de error se loealizan en las porciones del
dominio del problema donde la solucién tiene altos gracientes, Irénicamente,
estas son precisamente las regiones de mayor interés desde ¢l punto de vista
practico”. Por otra parte, la visidn de estos investigadores, puede resumirse
en la siguinto opinidn (Fish & Belsky, 1995b) “La teoria matemdtica de la
homogeneizacion sirve para capturar ln frecuencia baja que presenta el medio
heterogéneo, mientras que en los lugares con altos gradientes ln respuesta es
oscilatoria, es por ello que s introduce un términe perturbador, la solucion
e deterining aplicands téenicas de velajncion hasia conseguir convergenecia”,

Estad ideas tlomadas de los ]J'l'lhlitiﬂf!if;l’lt‘,‘.‘j f_ll’“_.lﬂl‘.u" I forma de abordar el
problema. En el artfenlo titulade “Aulliscale Jiwdte element method for a lo-
cally nonperiodic heterogeneous medium” (Fish & Wagiman, 1993), proponen
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descomponer el dominio global en una parte peridien, en la cnal se utiliza
la solucidn de la teoria de homogeneizacion. En el resto del dominio, donde
se suponen que dominan los efectos locales, se considera como unid porcion
no periddica (por ejemplo: én el contorne), En esta poreion del problema se
sobrepone una malla fina, cuyas condiciones de contorno es el desplazamien-
to obtenido en la solueidn del problema global, En este cago, el campo de
desplazamientos corresponde al campo de desplazamiento macroscdpico (1)
enriquecido por una contribucion de la microestructura (a través del segundao
térming dela descomposicion asintdrica u'), Lo golueion e obtiene de forma
acaplada (ver detulles en o referencia). Sin embargo (en opinion del autor
de estn monograffa), no estd claro que esta division, ni la introduecién de
esta perturbacion lleven a mejores resultados,

Un trabajo mds elaborado (Fish & Markolefas, 1993) propone nun método
adaptativo “s-method” para problemas eldsticos, el cual se basa en I supor-
posicion de ung mally fing donde un estimador de evror indien que se ragniere,
S0 opera de la siguiente forma:

1. Se propone un estimador de ervor, el cual se aplica nodo por nodo,

2. Be identifica las regiones criticas de acuerdo a los contornos de la den-
sicacl de evror estimado,

3, sesobrepone una malla fna en dichos lupaves donde se hinn determinado
errores inaceptables.

4. Se abtiene la solucidn del refinamiento adaptativo,
5. Se valorn 1 ealidad de 1 solucidn i traviés de una norima global v loeal.

¢l proceso reguiere repetiv los pagos 4 v 4 hasta obtener |a precision deseada.,
Luego (Fish el al., 1994b), desarrollan un indieador y estimador de la reduc-
cidn del error en lo microeseala (“Microseale reduction error indicator and
estimators” ), el cual se baga en la estimacién de loa términos de nlto orden
que se desprecian en o cldsicn formulacion en doble eseala de la teoria de la
expansion asintatica,

Otro artieulo en esta misma direccidn recoge los trabajos anteriores (Fish
el al, 19%a). En este arficolo se generaliza ol "s-method” sobreponien-
do mallas en varios niveles: Para ello se presenta dos versiones, una para
mollag estructuradas ¥ otea purne no estructuradas. Lo version con mallas
eatructuradas se soluciona con un solver flerativo para sistemas simétricos
positivos definidos, se analiza dos procedimientos: el uso de precondicionador
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de gradiente conjugado y un algoritmo “multisgrie” jevdrquico, Se discute
el proceso adapiativo basado en un estimador de ervor v una estrategia de
refinmniento. Finalmente se propone una estrategio para simular la forma-
cion de discontimiidades y s propagacion a través de un método adaptative
jerdrguico gque utiliza campos discontinuos.

Por otra parte, un cambio de estrategia se encuentes en la publicacion
(Fish & Belsky, 1995a) (Fish & Belsky, 1995b) que titula " Multi-grid method
far periodic heterogeneous media” (parte 1y 2). Tn este trabajo, se aban-
donn la hipGtesis de uniformidad de los campos de las variables en la escala
macroseopica. Se propone unos operadores de tranformacién para pasar ln
informacion de la malls groesa o la fina y viceversa (Mintergrid trausfer ope-
rators”), para lo cual se utiliza los términos de los desarrollos asintéticos,
La golucién se realiza de forma itorativa en las dos escalas, una en la mn-
ctoseopica y otra a nivel de los componentes. Nuevamente se utiliza el indi-
cador y estimador de reduecidn del ervor én la mieroeseala,

Cabe agregar que, la desealificacién de la solucion periédica no se realiza
de forma rigurosa. Por olra parte, puesto que la respuesta depende de la
solucion obtenida con el Método de los Elomentos Finitos, es obvio que ol
usa de los métodos adaptativos (en cada una de lag esealns) van a miejoray
¢l resultado. Sin embargo, no estd claro que s introduceion de dichas per-
turbaciones y la correspondionte relajacion sea lo adecuado, mis bien da la
Hupresion que en egte caso la solucion depende tanto del valor de la perturha-
cién como del nivel o eseala en donde se lo introduce, Ademds, la utilizacidn
de toda estag téenicas de refinamiento eleva considerablemente la compleji-
dad del problema eldstico de materiales compuestos.

Finalmente, se ha presentado una propuesta diferente para materiales he-
terogéneos, pero que sigue una linea de investigacion en esta direccion. Fsta
g0 denomina “Homogenzed Dirichlel Projection Method”" (HPDM). En oste
cas0 58 obtiene los efectos de la microestructura bajo diferentes esealas sobre
la respuesta a nivel macroscopico del medio heterogénea. Al ignal gie en el
easo anterior, se introduce un estimador de ervor v se refina sucesivamente en
los varios niveles o escalas mediante un métode jordavquico, Ver los detalles
an la siguientes referencias (Zohdi et al, 1996) (Moes ef al, 1998) (Oden
et al., 1999).
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2.5,4  Homogeneizacion mediante andlisis de transfor-
macion de campos

El mnétodo de andlisis de la transformacidn de campes o unag nueva forma de
solucionar los problemn inelasticos de compuestos en la eseala microsciopica,
Este método fue desarrollado por G. J. Dvorak (Dvorak, 1991) (Dvorak,
1992) (Dvorak ef al, 1994), El método se puede aplicar tanto o una cel-
da unidad, como a miétodos que carneterizan do forma diferente al voluman
representativo, tales como: el “Self-consisten method”, “Mori-Tanaka mel-
hod”, 1w tbros métodos que utilizan la solucién de Eshelby®! (Eshelby, 1958).
Conceptualmente, a partir de unas ecnaciones constitutivas éste método pro-
porciona una aproximacion uniforme por regiones, o trozos, de lag deforma-
clones locales instantdneas, o camipos de tensiones, en los diferentes conipo-
nentes; con lo cual, es posible estimar las magnitudes globales instantdneas
de un volumen representativo del compuesto a través del valor promecdio en
dicho dominio,

Para la formulacidn del método se admite la descomiposicién aditiva de
la deformacion total (e = €® 4 €%), De esta manera, se almacena todas las
defornaciones inelisticas, o tensiones de relajacidn, como campos de auto-
deformaciones (“eigenstrain”) (€*) o autotensiones (“oigensiress” ), reforidos
conjuntamente coma campos de transformacidn, dentro de un cuerpo que de
otra manera serin eldstica. Los campos residuales penerados por los cani-
pos de transformacidn son evaluados con clertas funciones de influencia de
transformacidn o lensores de factores de concentracidn, Estos resultan de
la solucién del problema oldstico, aplicndo localmente las autodeformaciones
o autotensiones, a través de una de las diferentes métodos que utilizan el
valtinen reprégentative, Do esta forma, las funciones de influencia ([.[_:_-]')tmn
den a6lo de lag propiedades elisticas de los materiales componentes v de la
geometria de la microestruetura, los cunles permanecen constantes duran-
te bodo el process (deformaciones infinitecimales). Una vez determinadas,
estas funciones se utilizan para eseribir un sistema de eensciones diferencia-
les que permite evaluar las deformaciones o tensiones locales instantancas,
De aeuerdo u Dvorak, se pueden introducir ficilmente diferentes ecunciones
constitutivas y ademids eucnentra que reduce el costo compntacional respec-
to a los métodos que solucionan mediante ¢l MEF la celda unidad, al menos
cianda se utiliza diseretizaciones gruesas de estos dominios.

M itatos mdtodon eonalderan un medio lsutrdpico eldstics ¢ ufinita oy donde slponen o
melusidn de nna antedeformacion (Meigenatrain™) aniforme dentro de un regidn elipsoidal,
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Por otra parte, en ol trabajo presentado por J, Fish (Fish el al., 1997)
(Fish & Slick, 1999) se propone un método en dos escalas en el cual se com-
hina la teorin de homogeneizacion a través de los desarrollos asintdticos y el
método de anilisis de la transformacion de campos desarrollado por Dvoral.
La formulacion resulta extensa v complajn, Laiden de Fish v coalitores es la
siguiente, mediante la teorfu de ln expansion asintética se descompone el pro-
blewa en dos escalas y obtiene las leyes que gobiernan en eada una de ollus.
La solucion convencional del problema en la microestructura a través de las
funeiones periddicas, es adecuado para prablemas eldsticos, En cambio, con
el método de andlisis de la transformacién de campos se husen determinas e
comportamiento inelastico del compuesto, a través de las rlllli!-iﬁil'.l&.'ﬁ e transe
formacion de influencia o tensores de factores do concentracion, Para esti,
en el articulo (Fish ef al, 1007) se presenta primero la Leovin de lu eXpangion
asintotica, pero en este caso se descompone ademds de los eamnpos usuales
(esto es: desplazamientos u', deformaciones e v tensiones o) las autode-
formaciones (“eigenstress”) €**. A continnacién, se extienden algunos de los
conceptos desarvollados en la teorfa de transformacion de eampas, obtenien-
do expresiones que relacionan campos arbitrarios de transformacién con los
campos de lng variables de estado de los materialos componentes,

Fisl y conutores mantienen ln idea que “desde ol punto de vista practico
no es factible la solucion de sistemas estruturales no lineales de medios hate-
rogéneos a través de |n solucién precisa de los campos microestiuctirales, por
el enorme esfuerzo computacional que se requiere”. Por consiguiente propo-
nen un procedimento computacional denomina eaguema de promedio en dos
puntos para compuestos de dos fases, en el cual se sacrifica presicién a camblo
de menor costo numérico. Este método consiste en obtener los tensores de
factores de concentracién como iin promedio de log valoves de log elementos o
regiones que corresponden a cada fase; esto es, uno para la fibra y otra para
la matriz. De esta forma, el método en dos esealas ge vealiza a través de loos
signientes pasos, en cada ineremento:

L. 5o determina ln respuesta de la estructura global usando el esquema de
homogeneizacion matemdticn en 2 puntos, esto gignifica que o historia
del material se actualiza como un valor constante por eada fase (filiwa-
matriz) en cada punto de mtegracion de la macrovstructira.

2. 5e almacena la historia de los eampos macroscopicos en la base de
datos,

3. Sevealiza el post-proceso que consiste en obtener los ca 1POS Microscopicos
en aquellos puntos eriticos de la solucidn macroscopica, a través de la
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historia almacenada,

Se reporta un ejeniplo de aplicacidn en donde la solucién es bastante rapida,
con un ervor del orden del 3%, Sin embargo, al no estar acotado el error,
este método es ouestionable, puesto que en problemas iumtt‘uwnrﬁ no lineales
Lo [“"{]ll'f‘llﬂﬂ errores generar otros de mayaor lln]'.ll.)rl,ﬂ.llr. m,

En un articulo reciente J. Fish y coautores (Fish & Shelk, 1999) propo-
nen otro método basado nuevamente en la teoria de lo expansion astnldlicn
v la tearfa de transformacion de caompos. Fste método bugea mejorar la
aproximacion de problemas no lineales con respecto al método anterior (es-
quema de promedio de 2 puntos) y se denoniing un esquema adaptative de
2/n puntos, Luego de un complejo desarrollo matemitico en donde se -
tan estas dos teorins, se presenta el esquema de 2 puntos v ol esquema de
n pundes, En ol esquema de n puntos se utiliza una aproximacion uniforme
dentro de cada elemento (n elementos) de los campos de antodeformaciones
(“eigenstrain” . A este método se lo presenta como dplimo en precision.
En cambio, en ol esquema de 2 puntos el campo de autodeformaciones (“ei-
penstrainn” ) v los factores de concenlracion elistica de eada una de las fases
son aproximados como valoves constantes. Estas simplificaciones permiten
solticionnr rapidainente la celda a cambio de precision. Este método se deno-
inina adaptative porque en la solucion del problenm en dos escalas combina
los dos esquemas mencionados. Para ello opera de la siguiente manera: en
principio el problema de los materiales compuesto se soluciona a través de
una celda por enda punto de integracién de la macroestructura, mediante el
escuena de 2 puntos. A continincién ol algoritmo identifica aquellas regiones
ue son consideradas como erfticas. Entonces, en dichas regiones se calculan
dos veces el problema de I celda, primero mediante el esquema de 2 puntos
y después con el esquema de n puntos. En base a estos resultados se estima
wi etror de aproximacion. Fn las zonas dentvo de esta region critien que
tiene error de aproximacién mayor a una determinnda tolerancia, se caleula
en adelante con el esquema de n puntos. De esta forma, el dominio ma-
aroscopico es dividido en una parte donde se utiliza el esquema de 2 puntos
v otra donde se utiliza el esquena de n puntes. La zona en donde se utiliza
el esquema de n puntos puede extenderse en enda uno de los incrementos de
Carga,

Este esquema de n puntes covvesponde a la forma eldsien do In teorda de tranformicidn
e cippas arn |Jm|:lurmm T8 liimnlm.
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2.5.5 Homogeneizacion mediante el Método de Ele-
mentos Finitos Voronoi

Este método es otra innovadora propuesta pava problemas no lineales, el
cual representa un material heterogéneo a través de elementos finitos Voro.
not (Ghosh et al,, 1995 Ghosh ef al., 1996). [iste método fue concebido para
reproducir ¢l comportamiento de materiales con distribucidn aleatoria de las
heterogeneidades, Para ello, representn un volumen o un medio con dig-
persion arbitraria de heterogensidades madiante una particidn del dominio
en poliponos convexos de varios Indod denominados elementos Voronoei. Pa-
ra vepresentar las heterogeneidades, eada nne de estos elementos contienen
una segunda fase o inclusién dentro del dominio, tal como se presenta en la
fipura 2.6, En este caso, cada uno de estos elementos Voronoi pueden ser

¥ ALY

LN - 1LY,

Fipura 2.6: Idealizncion del medio heterogéneo mediante una particion del
volurmen representativo con elementos Voronol,

considerados como una celda base, de tal forma que varios de estos elemen-
tog dentro del dominio representativo caracterizan un volumen de un medio
con dispersion aleatoria de sus hoterogenidades, Con el propdsito de facilitar
g utilizacién los autores han desarrollado generadores de malla que erean
estos poligonos basadod en gu forma, talla v localizacion de heterogeneidades
(Ghosh & Mukhopadhyays, 1991; Ghosh & Mukhopadhyays, 1093).
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Esta formulacién busca veduciv el costo computncional gue so genera al
determinar los campos microestiucturales dentro del compuesto, ya que en log
materiales aleatorios la determinacion exacta do log campes microscopicos no
es tan relevante como la determinacidn de los campos a nivel MACTORCApIcos,
En este métado eada elemento Voronoi representa un elemento finito, cuyva
formulacion se vealiza o través de un método hibrido de tensiones introducido
por (Pian, 1964), Posteriormente, para representa al compuesto se incorpo-
ra una heterogeneidad dentro de la matviz del elemento Voronio (Ghosh &
Mukhopadhyays, 1993), cuyo efecto se introduce mediante la restriccion de
continuidad del vector de tracciones en el interfase matriz-inelusion, En la
interfuse, el campo de tensiones y deformaciones puede ger discontinue, mien-
bras que el campo de tlt.‘.‘s])llmu.l1'|.i(-.u'1|.m-: se congiders continuo, Las discontinui-
dades en el eampo de tensiones se consigue mediante la posibilidad de que
se produzean saltos dentro de los coeficientes en la interpolacién polinéimica
de Ing tensiones, De tal manera que, el fancional de cnergia complementaria
del elemento cumple la restriceidn de continmidad del vector de traceidn en la
interfase matriz-inclusion impuesta a través de multiplicadores de Lagrange.

Posteriormente, se propone abordar el problemas eldstico de materiales
compuestos mediante un método de dos escalas (Ghosh ol al,, 1995). El
método presentado obtiene lns ecusciones que gobiernan en cadn una de las
esealas mediante la teorfa de los desarvollos asintéticos y el andlisis del vo-
lumen representativo se realiza mediante el método de los elementos finitos
Voronoi, En el articulo (Ghosh ef al,, 1996) se extiends este método a pro-
blemas no lineales. Ademis se presentan interegantes sjemplos que comipari
el método propuesto con la teoria de homogenizacién mediante Jos desarro-
Hos asintéticos, con resultados obtenidos a partiv de ensayos de laboratorio
y con ecunciones constitutivas determinadas para ciertos compuestos. Los
resultados obtenidos son bastante buenos y a un costo computacional menor
con respecto i los mdétodos que ubilizan la celda unidad, En una publicacién
posterior (Lee et al., 1999) se introduce un eritevio de fracturn dentro dal
elemento y un método adaptativo en la eseala macroscopica.

Este mnovador método resulta sumamente eficiz para el estudio do com-
puestos con distribucion aleatoria y ademds puede reprosentar una celdn
unidad de un medio poriddico, incluso en algunos casos con un solo elemento
finite Voronol, esto le confiere una gran ventaja por la rapidez del vesultado,
Pevo, por las suposiciones ¢ue se realizan en sy formmlacion, la presicidn de
los campos microscdpicos, otorgado por un iinico slemento finito Voronai,
s menor gque el obtenido mediante una celdn unidad (con varios elementos
finitos), anngue ol valor promedio global de estos CAPOS 86A MUY Aproxi-
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mado. Por otra parte, por su formulacién se puede encontrar difienltades al
ntentar extender esta metodologia a problemas (de medios periddicos) (e
presenten: despegue do componentes, formas complicacag de heterogencida-
cles, compuestos con mas de dos (nses, ete.
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Capitulo 3

TEORIA DE
HOMOGENEI;ACIGN:
FORMULACION

3.1 INTRODUCCION

En el Estado del Arte se ha presentado los métodos wmds relevantes de la
tearia de homogeneizacion divigidos a solucionar el problema de los matoriales
compriestos,  BEntre estos; el método que utiliza la teorio de la expansidn
asinldlica vs el (ue se ha impuesto en estos dltimos afios. Sin embargo, se han
cncontrado muchas dificultades al extender, tanto la teordfa de lo expansiin
agintdtica coma la teordn de promedios, al problema del comportamiento no
lineal de log materinles compuestos, Por este motivo, recientemente se han
propuesto algunas féenicas no convencionales, como por ejemiplo: la teoria
a¢ tranaformacion de campos o los elementos finitos Vorono,

En egte capitulo se propone una niteva alternative de la teoria de homogenii-
zacion para medios periddicos, La formulacién desarrollada utiliza la Mecinica
de Medios Continuos estindar y coneuerda con las ideas principales presen-
tadas en el Estado del Arte. Es decir, se admite que los valores efectivos o
nivel macrosedpico de tensiones y deformaciones estin nsociados al promedio
de log cnmpos correspondientes microscdpicos y la descomposicidn del pro-
blema en dos escalis, como lo presenta la teorfa de la expasidn agintdtica,
Pero, se buscan mmevos mecanismos o conceplos que podieran haber pass-
do inadvertidos, El andlisis parte de lag consecuencing que se devivan de
I periodicidad del medio y su division en celdos unidad, En dicho andligis
s0 proporciona una serie de conceptos (ue, junto a la hipdtesis de perio-
dicidad local (Sanchez-Palencia, 1987), permiten dedueir de forma rigurosa

67
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algunas de las variables macrosedpicas a purtiv de los ecampos de lag variables
microscopicas. Ademids, se obtienen lns ecunciones que gobiernan al proble-
ma en enca una de las dos esenlas, sin teney que roenrrir o los desarvollos
agintoticos, A continuacidn so plantea el problema de valores de contormo a
nivel de la microestructura a través de las restriceiones de borde adecuadas
para la celda unidad, tanto en el rango lineal como no lineal. Sn solucidn se
determing mediante el Método de los Elementos Finitos, en donde lag restrio-
ciones de contorno son impnestas mediante los multiplicadores de Lagrange
(Anthoine & Pegon, 1996, I"hu.tlnu;nhs s oxbiende esta formulacion a los
medios que contienen sgujeros o poros.

El problema global del material compuesto se plantea dentro del contex-
b de doble escala, Para la solucidn del problema no lineal se asimila que
no es posible desacoplar las variables de estado microestructurales (Suquet,
L1982, Suquet, 1987), es por ello que se propone obtener el comportamien-
to del compuesto de forma numérien o través del Método de los Elemientos
Finitos. Esto es, solucionar el problema por el camino natural, el cual indi-
ca que las variables macroestvicturales dependen de un infinito nimero de
variables ternas, Lo formulueidn presentada se justifica plenamente por
que estian involucrados aspectos geométricos de la microestructura, Ademds,
no st requiere hacer ninguna suposicion sobre lo naturaleza de los materia-
les componentes, ni dudosas simplifienciones del problema. El vesnltado es
un método general, que no requicre el desarrollo explicito de una councidn
constitutiva, puesto que es el ordenador, o través de un algoritmo, quien
determina el comportamiento del material o partic de la informacidn de la
microesiructura, Lo obtencidn de los campog a nivel microestructural con-
ducen a elevar el costo computacional, tanto en procesamiento de cilenlo
coma en manejo de informacion, Sin embargo, la complejidad del problems
asi lo vequiere, En este trabajo se presenta una formulacidn rigurosa y cohe-
rente que, gracing a las capacidaces actuales de los ordenndores, es capnz de
solucionar problemas de materiales compuestos mediante ln delerminacion
de log campos do las variables a nivel microsedpico. De esta forma, se abor-
da también los fendmenos micromecdnicos que en estos materiales acontecen,

3.1.1 Utilizacion de dos escalas

La complejidad que representa el comportamiento de log diforentes mate-
riales conduee a analizaclos vinicamente al nivel en el enal se producen los
fendmenos de intevés. Asi, la Mecdnica del Medio Continue utiliza una escala
denominada macrosedpiea, en la cual busca reproduciv el comportamiento fe-
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nomenoldgico de los materiales ohservivdo en los ensayos de laboratorvio. Por
el contrario, la eristalografin que estudia el comportamiento y las propiedades
de los moléeulas o cristales, utilize une eseala atdmzen en la que vepresonta a
eada material mediante un pegqueno dominio denominade eelda wnidad. Asi
tamnbién, se busca representar el comportamiento de log niedios heterogéneos
a nivel macroscdpico. Sin embargo, dicho comportamicnto es consecueneia
i complejos caunpos de tensiones v deformaciones producidos a nivel de sus
constituyentes. Estos campos de tensiones v deformaciones microestructu-
rales pocrian obtenerse a través del Método de los Elementos Finitos, si 1
representacion de ln estraetura, formada por el inaterinl compuesto, se veali-
gara discretizando a nivel de log materialey componentes, Obviamente, esta
diseretizacion genera tal cantidad de grados de libeviad que en la mayoria de
los casos ficilmente se sobrepasaria laa capacidades de los ordenadores, o in-
cluso suponiendo gue n través de las herramientas adecnadas dichos eampos
microscopicos sean reproducidos, ellos contendifan tanta informacion que so
aspecto gerfa cadtico,

PPor consiguiente, es natural la busqueda de simétiiag que permitan re-
dueir o compactar informacion a nivel microestructural, La teorfa de home-
geneizacion ofreco este cmminoe al considerar el problema de los materinles
compuestos en un estado limite, en donde es posible dividir el problema en
dos escalas de diferente orden de magnitud (Sanchez-Palencia, 1974), la pri-
mera denominada escala macroscdpica o global, enya notacidn es (). En
dichn escala s busca el comportamiento de la eatructnra global formado por
el compuesto, domo s éste fuera un material homogénes, Ademads, se dis-
pone de una segunda escaln (i) denominada microsedpica o local, en la quoe
se carncteriza un volumen elemental representative, donde se determinan los
campos microestructurales, La divisidn del problema en dos escalas se justifi-
ca cuando la diferencia de magnitud entre dichas escalas o8 grande. Es decir,
4 Loosla tliimunsim:. dal maedio global o la longitnd de onda caracterisgtica del
problama waerosedpico y si L os la dimensién de la celda o ol periodo de la
longitud de onda caracterfstica en la microestructura, la relacion entre las
dos escalas ¢ tionde a cero

== — (3.1)

Eata formulacion, ol igunl que las formlaciones prosentadag, busea aprove-
char lag congecuencias que ge devivan de o periodicidad de Ia estructura inter-
na del compuesto. En este caso, la hipdlesis de periodicidad local (Sanchez-
Palencia, 1987), (Levi, 1987) (Estado del Arte, apaitade 2.3), presenta que
lns simetrins de los campos de las variables surgen de forma natural, como



TOCAPITULO 8. TEORIA DE HOMOGENEIZACION: FORMULACION

consecuencin del principio de minimizaciéu de energin. Bajo esta hipotesis
se pratende detenminar nnag magnitudes macroscdpiens do tensiones v defor-
IHI'I-f:iI‘.Hl[!.":'. e gintetizan los CAIN PO l’ni(:‘[‘t_'p,ﬁu'ﬂﬁl‘_nim;-ﬁ Vv representan @) COIPOT-
tamiento del conipuesto, comao g este material fuera homogéneo. Para da
el salto entre lns magnitudes de la esealn microscdpien a la MACTOSCA i,
primera se va a analizar la division del medio en unidades estructurales (0
celdas unidad) junto a las consecuenciag de la periodicidad del medio o nivel
Hierosedpico,

3.2 DIVISION DE LA ESTRUCTURA IN-
TERNA DEL COMPUESTO

La teorfa de homogeneizacidn analiza el problema de los materiales COmpiles-
tos a nivel microestructural a través de un volumen elemental representativo
del compuesto. Como se conoce, estos materiales estan formados por una dis-
tribucion periddica o una distribucion aleatoria de materinles componentes,
En eualquier caso, la distribueidn y proporciones de los materiales compo-
nentes tiene que mantenerse en todo el dominio, puesto que de lo contravio
el compuesto yesultante tiene que ser considerado como otro material, Fn
los medios con distribucién aleatoria de heterogensidades, el volumen re-
prosentativo, entendido como una muestia deol compuesto, requiere IL“?E‘TI_E,'HJ'
michas heterogeneidades para contener informacién suficiente del COMpuUes-
to, esto dilienlta Lo solucion del problema sobre todo a nivel computacional,
En cambio, en los medios periddicos un volumen relativamente gl fale pue-
de albergar toda o informacidn de la microestructura, En oste trabajo se
vat i tratar dnicamente log medios peviddicos, puesto que los materiales con
distribucidn aleatoria requicren ndemés de un andlisis bajo el punto de vista
estadiatico,

3.2.1 Division de un medio periédico en eceldas unidad

Se entiende por medio periddico al medio heterogéneo cuyos constituyentes
sigien i patrén determinado o distribucion periddics, la cual se mantiene
constanute en todo el material, Esta propiedad de periodicidad penera o nivel
de componentes unn estroctura regitlar gue permite su divisién en unidacdes
estructurnles, véase por ejemplo o Figura 3.1, Estas unidades estructurales
tienen la tniea particularidad de ser entre si exactamente ignales v se los
conocen coma celda wridad, Sin embargo, en ol presente trabajo se prefiere
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Figura 3.1: A la izquierda ge presenta la estructura interna de un medio
periddico, a la derecha wna célula del material,

Hamar eéluln, para enfatizar no solo su forma, sine también su contenido.
Cabe puntualizar que el concepto de la ealda unidad como nna unidad es-
trunctural fue utilizado desde imicho antes en la fisica del estado sdlido dentro
dol estudio do la red oristaling, véase por ejemplo (Paviov & Jojloy, 1987).

En el Estado del Arte (apartado 2.3) se indiea que una celda unidad
que representa a un medio periddico en dos dimensiones se le clagifiea co-
mo i dominio: cuadrildtero, hexagonal o una forma mas complicads (Lene,
198G). Sin embargo, se recogen y proponen algunos couceptos que permiten
identificar toda celda unidad, incluso lns mads complicadas, como una célula
cuadrilitera o una edlula hexagonal.  De esta maners, se facilita o com-
prension de estas estructuras, como también las restricciones de borde a lag
cjue e encuentran sometidas, Bate trabajo trata Gmcamente el problema bi-
dimensional, sumigue los coneeptos son vilidos para ol espacio tridimensional,

3.2.2 Vectores de periodicidad

De acuerdo a la definicidn de un medio periddico, la estructura internn del
medio se genera por la repeticidn de componentes. Este fendmeno ocasio-
na ciertas simetrias en el medio, las cuales permiten dividic al compuesto
en células, En especial, 1a simetria que se desen resaltar es la simetila por
traslacion, De tal forma gque, eada particula del medio estd relacionada a
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Figura 3.20 En la parte izquierda se presenta un modio periédico dividido
en células hexagonales, a su derecha se encuentra! ln célula, sug vectores de
periodicidad vy caras: ab, be, od, de, of y fa.

otras particulas que se encuentran distribuidas regnlarmente y bajo ciertas
direcciones (relacién de periodicidad).  Es decir, si se sefinla un punto /P
cualgquiera en una célula (véase la Figura 3.1 o Figura 3.2), v a continuacin
se seiala el punto equivalente por periodicidad en cada una de las células
vecingag, entonees a estas particilas o puntos se definen entre s como puaitos
periddicos. De esta forma, se define como vector de periodicidad' (1), al
vector que une puntos periodicos. Ahora bien, estos vectores de periodicidad
no son més que la simetria de traslacion, Por consiguiente, eada céluls esti
asocindn o una base de vectores (Lene, 1986) (Anthoine, 1995) o vectores do
perfodicidad D (k = 1,2 espacio bidimensional) especificos. S romarca
que, estos vectores relacionan o cada mutto del medio con sus respectivos
puuntos periddicos,

3.2.3 Caras o lados de la células

La divisidn del compuesto en células es unn particion virtual que se ealiza
mediante superficies materiales®. En consecuencia, ¢l dominio de la célula os

En algunos trabajos sobre teoria de lnexpansién asintdticn, se denoming veetores hads,
vor (Lime, 1986)

8o entiende por superficie matariel s s shiparficls constituida slompre por Ins misimas
partivulus, dicha superficie puede moverse en ol espacio.
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Fignra 3.3: Microestruetura de un compuesto dividide en céliulas Liexagona-
les, cuyas caras no son vegulares, A ln derecha del grafico se encuentra: Ia
célula, sus vectores de periodicidad y caras: ab, be, ed, do, of y fa,

wi volumen material® que estd limitado por pares de superficies materiales,
Es decir, para eada superficie que pertenece al contorno del dominio de o
célula existe ofra superficie de igual forma ubicada en @l lado opuesto de la
IS,

Una cara o lade de lo célula estd formade por una o varias superficies
materiales adyacentes cuyas particulas con respecto o lag particulns de las
superficies materinles opuestas estian relacionados por ¢l migme vector de
periodicidad.  Por ejemplo, en In Figura 3.1 la cwrva fe v la curva be son
lacdos opuestos, también denominados como caras periddices, Fstos lados
estin relacionados por un inico vector, ¢l cunl se va ha etigquetar como D1,
Adenids, es [l verificar que la eélula de la Figura 3.1 tiene 3 paves de caras
peviddicas: las curvas fe y be, lag curvas af v ed (el vector de periodicidad
es 12%) | finalmente las lineas ab y wd (&l voetor de periodicidad es una
combinacion lineal de los otros dos, esto es: D* — DY), En este caso, la
divisién en edlulas se vealiza con lados curvos y rectos. En la Figura 3.2 la
division so realiza con lados rectos y en la Figura 3.3 las célulag tieno lados
regnlaves. En eata dlthma figura lag caras estdn formadas por mas de nna

8 entiondo ppor pelumen material pou eapacio corvaco limitades por e o mds BN
fietes mintorinles,
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Figura 3.4: Estructura interna del compuesto dividida en ecélulas cua-
drilateras,

El grupo o clase de célula esti asociado al mimero de entas o lados que
presenta. Gracing a lo definicion presentada de cara, ¢l niimero de arupos de
células es reducido, tanto en ol espacio bidimensional como en el tridimen-
sional. De esta forma, un medio periddico representado en dos dinensiones
puade ser dividido dnicamento en células de d cavas o euadrildlerus, o bien en
células de 6 caras o hezagonales. Por ejemplo, la célula de la Figura 3.1 es
dominio hexagonal, pero también se puede generar otros dominios hexagona-
les diferentes, tal como el que se presenta en la Figura 3.2 y 3.3, Ademis se
puede dividir al medio en células cuadriliteras, véase por ejemplo las Figuras
44y 3.5, Se debe observar que en la iltima célula cambian los vectores de
periodicidad, ast como también el drea del dominio (se duplica).

3.2.5 Vértice

Al considerar inicamente el dominio de una eélula, cada piitito que pertencee
al contorno dol dominio tiene un s6lo punto periédico, ol eual estd ubicado en
el lado opuesto de la célula. Excepto, el lugar geométrico donde terming una
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ciara v comienza olra, éste ge denomita en adelante coma vértice, 15n conges
cuencia, lag células cuadriliteras tienen 4 vértices y lns hexagonales 6. Sin
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Figira 3.5:  Estructura interna del compuesto dividida en célulag cua-
drildteras (rectangulares), en la parte derecha se presenta: la célula, vectores
de peviodicidad, vértices v caras periddicas,

eribirgo, existe una diferencia importante entre la relacidn de estos vértices
en las diferentes clases do células, En la cuadrildtera los cuatro vértices de
la eélula son puntos periddicos, lo enal puede verificarse en lag Figuras 3.4
v 3.5, donde los enatro vértices son los puntos a, b, e, d. En cambio, en las
colulag hexagonales, vénse Figurns 3.1, 3.2 v 3.3, los seis vértices estdn dividi-
dos en dos grupos de tres puntos periddicos cada uno, estos son a, e, e vibd [

Finalmente, al conjunto de caras que divide ol material en eélulas forma
nna red o malla, o la que se le denomina red cuadrildtera o red hexagonal e
sonerdo lus células que se generan. Cabe indicar que ln posicidn doe nna red es
arbitvaria, puesto que si se traslada (sin rotacién), ésta contimia dividiendo
al medio en células de ln migma forma, eambiando fnicamente la posicion de
los constituyentes dentro del dominio de |a célula,

Obsdivese que al ser la eélula un concepto puramente geométrico, cual-
gtern de lus posibles célnlas puede ser utilizada para representar la estruotu-
ra interna periddiea del medio. Por consiguiente, ol método propuesto debe
proporcionar igual resultado a partir de cualquiera de lag células. En otras
palabras, la formulacidn debe ser objetiva,
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3.3 PERIODICIDAD LOCAL DE LAS VA-
RIABLES

En un medio continuo, el concepto de deformacion y tension se concibe para
un punto; es decir, no estd ligado o log dimensiones de un dominio. Tambidn
se admite que dichas variables son campos continuos que varfan suavemen-
te en au vecindad, Dentro del mismo contexto, s se considera el material
compuesto (nicamente a nivel macrosedpico es posible suponer que los cain-
pos de deformaciones y tensiones globales cumplen con estos vequisitos, Sin
embargo, a nivel de componentes se presentan cambios bruscos de ostas va-
rinbiles 1 consecuencia de sus distintas propiedades. Do tal forma que a nivel
mieroestractural dichos campos presentan un gran mimero de irvegularidades
o Huetuaciones gque dificultan extremadamente su manejo. Esto conduce a la
hiisquoda de nuevos mecanismos para el manejo do las variables del problema,

Wod do golddd
quadriliifaras

WICROESTRUCTURA, DEL COMPUESTD DIVIVIDD BN CELDAS

Figura 3.6: Los puntos P1, P2, y P3 homdlogos por periadicidad.

La alternativa que se propone en el presente (rabajo estd relacionada con
la hipdtesis de perodicadad local (Sanchez-Palencin, 1987) (Levi, 1987) (for-
mulada en los desarrollos psintdticos, apartado 2.3). Este principio asegura
que dentro de un medio periddico los campos de lag variables de estado pre-
sentan periodicidad local. Dicha periodicidad de las variables surge de forma
natural al considerar el problema de esta clase de medios. Supdugase que un
cuerpo (2 estd formado por un material compuesto periddico v que édste es
dividido en eélulas ¥ muy pequenas (Figura 3.6), Supdngase también que el
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cuerpo sufre un desplazamiento o deformacion por fuerzas que actiinn en sy
conforno. A nivel de la microescala, considérese una célula cualquiera que
na se encutntre justamente en o borde. Obviamente, dicha célula sufre wna
transformacidn a consecuencia de lns fuerzas que se generan e su conboro,
al igunl que sucede con lag células vecinas, El primeipio de minimizacion de
energia asaguri que cada uno de eztos dominios buscan su conilibrio interno
con el minimo consumo de enevgin, Puesto que por definicién estos dominios
son iguales (tanto en forma como en propiedades) v estan distribuidos regu-
larmente uno a continuacion del otro, ol campo de fuerzas v desplazamientos
que se penern on estos dominios ex el mismo (tambitn os posible justificar este
resultado por el principio de Sem- Venant en elagticidad (Oleinik et al., 1992)
(Anthoine, 1995)). En otras palabras, si se toma como referencia el contorno
de la eélula, lns carng periddicas de lns eélulas vecinng, aundgue cambidn de
lorma, se mantienen “paralelas” (ver Figura 3.7), lo cunl asegura la compati-
bilidlad de desplazamientos, de |6 contrario se producivia un solapamiento del
material o se formarfan oquedades. Cabe observar que este peculisr campo

=

,:';-- Y
\! 5,7 ;

A DETORMACION. 00 LA RED CUATRILATERA

17777 (2.
'gg U A eiula I;I‘:M'F'U
R ; 1y " originol Hularmata
?-\

MICROLSTRUCTURA OF UN COMPULSTO

Figura 3.7; Deformacion de una red cuadrildtera, bajo un campo de des-
plazamionto periddico, sin que se produzea un cambio en log vectores de
poriodicicad,

de desplazamiotitos tiene la caracteristion de mantener la periodicidad local
del medio. Algo similar ocurre con las fuerzas que so generan en el contorne
do In célula, dado que las fuerzas que actian en la cara de una célula, por
¢l principio de accidn y reaceidn, se trasmiten con lag misma magnitud v en
direceién opuesta a la célula vecina, De aquf que en estas celdas se producen
fuerzas do la misma magnitud y direccién opuesta en sus caras periddicns.



TSCAPITULO 3. TEORIA DE HOMOGENEIZACION: FORMULACION

Este principio se ha denominade en la literatura sobre homaopemeizacion co-
o un campo de fuerzas antipevicdico (véase Estado del Arte, subapartado
2.2.2, en I formulacion para medios periddicos),

3.3.1  Efecto del campo de desplazamientos periédico

Clomo se menciond e ol apartado anterior, en los medios (.‘)I-?I'it"k.liﬂ‘(.!\."l S6 Pro-
ducen camnpos de degplazamientos que mantienen la periodicidad local del
medio, Un analisis de estos campos reveln que estos desplazaniientos gene
ran simultdneamente dos consecnencias, La primera es un desplazamicnto
diferencial de las particulas dentro de la célula, que provoea la deformacion
de las earas (ondulaciones), Sieste desplazamiento no altern los vectores de
periodicidad, dicho desplazamiento se puede entender como nna perturha-
cidn, puesto que sélo se manifiesta a nivel microestructural, Por ejemplo:
en la Figura 3.7 s¢ presenta un dominio dividide en célilas a través de una
red cuadrildtera; ol dominio se le impone un canipo de desplazamientos pe-
riGelicos, con la particularidad que no afecta ln distancia de lng caras de las
célulag, pero si afecta i su forma. Obsérvess que, pese a la perburbacion e
sufren los dominios de las eélulas, la dimensicn global de s ved enadrildiera
no cambia, Notese ademds que la distancia entre vértices (v en general pun-
tos periddicos) no se altera,

La segnnda consecuencia de un campo de desplazamientos periddico os
modificar la base de los vectores periddicos. Por ejemplo, considére que la
celda se deforma, pero en este caso se afecta la distancia entre caras pe-
riodicas, ver Figurn 3.8, En este casgo, puesto que las células vecinas sufren la
misma transformacién (condicién periddica), dsta altera la dimensién global
de la red y el efecto se amplifica desde el nivel microsedpico al macroseopico.
Cada uno de estos dos efectos, que se producen siniltdneamente, tiene su
inportancia, El primero, que se puede considerat como u degplazniien-
ta diferencial de las particulas, se requiere para que la celdag aleancen su
equilibrio interno. El segundo, que altera los vectores de periodicidad, estd
relacionado con ln deformacion del medio.

B las células hexagonales, se puede generar perturbaciones tanto a partir
de cambios de forma en las carag, como también con desplazamientos do tres
tle sus vértices periddicos, sin crear un efecto que so manifieste 4 nivel global,
tal como lo presenta la Figurn 3.9, Esto sucede pordue los veetores de perio-
dicidad dentro de una célula estdn definidos por tres vértices periddicos de la
etlula. Entonces, se puede trasladar con igual desplazamiento los otros troes
vértices sin alterar los vectores de periodicidad, puesto que la célula es nu ¥
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- BEFONMACION BDE A RED CUADRILATERA
g i 4

Erry o &

MICROCSTRUCTURA DI N cOmPUE=I0

Fignea 3.8 Deformacion de la red bajo un campo de desplazamientos pe-
ridclico que modifien [n base de vectores de la edlula.

DEFORMACION DE LA RED WEXAGOMAL

‘
.’l'-.’ -III
* Calula ..". Calula
arlglnal dularmtida

£ MICROESTRUCTURA DE UN COMPULSTO

Figura 3.9: Campo de desplazamiento periédico, que presenta un despluza-
miento relativo de tres de los vértices periddicos.

pequena, esta perturbacion del dominio no se aprecia a nivel macrosedpleo,
Sin enibargo, si se disminuye o aumenta la distaneis relativa entie los vértices
periodicos, se requiere necesariamente que los otros vértices sufran la misma
transformacion para que el medio mantenga la poriddicidad local y el efecto
se amplifica desde In escala microsedpiea a la macrosedpica.

Se remarea, la deformacion en la escala macroscopicn estd relacionadsa
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con la transformacidn que sufren los vectores de periodicidad o lo yue o5 lo
migimo, con el t.lf.':-.iphmunitmhn relntivo entre puntos peviddicos, Dicha rela-
cifn se abtiene en el signiente apariado,
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3.4 TENSOR DE DEFORMACIONES HO-
MOGENEIZADO

Congidérese un cuerpo §1 de material compuesto cuyas particulas, a nivel
macrogedpico, se encuentran etigquetadas noun sistema de coordenadas de
referencea X . Bajo dichio sistema de coordenadas se admite que ol material es
homogéneo. Sin embargo, bajo un punto de vista microscdpico, el material s
encuentra formadeo por una disteibucidn periGdica de materiales componentes.
Supougase que se amplia un lugar cuslquiera P, que bajo el punto de visin
macroscapico e practicamente un punto de coordenadns X, de tal forma
que ey posible apreciar los materiales componentes y por consiguienta los
campos de lag variables que se producen en la microeseala, Sea iinn eelda
de dominio Y (ver figura 3.10) la ampliacién de dicho dominio, el cual se
encuentran bajo o gistema de eoordenadas de referencia® Y. Este dominio

/ (5 l;""
g il
4 f .
b -If'f.-"- B
‘ Y‘J Di

e

Y

¥i
{58

Figura 3.10; Vectores de periodicidnd D' en la coufignracion de veferencia y
d' en In configuracidn actualizada,

por definicidn estd asodlado a unos vectores de periodicidad D' (dende, para
un espacio bidimensional § es 16 2, es decir: D' 6 D?), En esta figurea, Jos
puntos 4, £, b, representan log puntos pariddicos de une célula en las
coordenadas de refevencia. Por consiguiente, la distancia entre dichos puntos

VEn edte apnrtodo se va a distingulr las coordenedas de veferencia ¥ de Ins coordenadas
aetiealizadas 4, pota o se debe confundly con ol doimmis ¥ ode [ edlula
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delinen los vectores de periodicidad, esto es
D'=Yp-Yp i=12 (3.2)

Considéreso ademds, que el medio 0 anfre un desplazamiento wu(x.y),
dicho desplazamiento pendra nud meva posioion de las I‘a‘l"l-l‘”{'ll.llili'.i A nivel
macroseapico, esta o8 @ = X +w. En cambio, a fivel microscdpico la
célula queda representada en las coordenadus aclualizadas y, tal como 1o
presenta la Figura 3,10, En donde, ¢l campo de desplazamientos w traslada
In posicién de los puntos Py, P, Py, de las coordenadas de referencia a li
POsicion p, py, pg en las coordenadas actualizadas, De acuerdo a la hipdtesis
de periodicidad local, ¢l medio aungue se deforme mantiene la periodicidad
local. En consecuencia, ln eéluln estd nsociadn o una nueva base de veclores
de periodicidad d', definido por ln posicién de los puntos periddicos en ¢l
aspacio actualizado,

d' =y, — Yy, =D bup —~up, ; i=12 (13.3)

donde, d se denomina vector actualizado de periodicidad y wp g, e el
desplazamiento relutive entre puntos periédicos.

Lav transformacion del espacio de Ins eélulas estd asocindi al cambio de
los vectores de poriodicidad. La derivada parcial de estas vectores s

od' Ay, ~ Yp,) (3.4)
A1) H(Yﬂ - Y(rr;) i

Ahora bien, bajo el punto de vista macrosedpico los vectores de periodicidad
representan unos vectores infinitesimales (D] = 0). En consecuencia, bajo
laescala global el eambio de estos vectores puede ser entendido come

ade L%[ a('!u’ﬂ. = yﬂnJ J — ! . (3.5)

oDi NYp=Yp)! ~axi
en donde, el superindice z repredenta que la variable se considera bajo el pun-
to de vista macroseipico, Entonees, F'* es ol tensor gradiente de deformacién
homogeneizado. Este simple cambio de esealn permite determinar el CAPO
de deformaciones niacroscépicns a través de los eoncoptos desarvollados en
la Mecdnica de Medios Continuos, véase por ejemplo la signiento referencia
(Malvern, 1969),

Entonces,

- F.D (3.6)
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El cuadrado de ln longitud del vector actualizade de periodicidad e

| = d'-d (3.7
= DU (D

y ln diferencia del enndiado de la magnitnd es

laf* =D = |DY(F")). |F* D} - DT-D (5.8)
= DJ [{Fu)! § II'D
= 2D E.D

de donde, resulta la medida de deformacion de Green Lagrange (E) para el
compuesto. En peguenas deformaciones no hay diferencia apreciable entie
las distintns medidas do deformaeién, es deciv & ~ £, Entonces, es posible
escribiy

e = l[u."”"*')" P (3.9)
Ljad” od =
.e ap oD ]

Por consiguiente, se define como tensor de deformacidn homogenerzado®
(e7) la deformacién medida entre puntos periddicos. Esta medida de de-
formncion mide el cambio global del espacio de la célula bajo un campo
de desplazamientos periddico y es independiente de las ondulaciones que se
generan en los contornos de las células, Naturalmente, este tensor de defor-
macion homogeneizado, al medir 1a deformacién que se produce entre puntos
del contorno del dominio de la célula, corresponde ademas al valor promedio
de datormacién” (e(y) )y on dicho rit,mmun,

e = (eby (3.10)
1
= W -5’ dV
a V{\’/ [Vuu+(\7,,u) dV

an donde, € es el tensor do deformaciones en la escala microscdpica, V, u es
gradiente de los desplazamientos de una particula con respecto a la escala 1

nl‘ I "-II[H:IT“fI'Il.'“E{I T vepresentu el tensor transpuesto,
Fn li propuesta de esta monogralia s ntiliza la palabivn hiomagencizado cunndo s
1'""‘-""' i Uik Wll‘“lllt'ﬂ l'l“ cafuidhar llllll:l'f.lﬂltsl'.llt'l)
“Parn thll'll'lnl\‘m' la potactin s¢ hn prefevido prescidiv del superfndics y en los varinblos
mieronedplons, por sjemnplo ol fensor de deformacidn n nivel microsedpicn =0 representn
stmplemiente por &,
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v Wy representa el volumen global del dominio ¥,

Este resultado coincide con la teorfa de promedios (ver apartado 2.2) v
con ln teorda de lo cxpansion asinfética® (ver apartado 2.3). Sin embarge, on
vt formulacion no se descompone el campo de desplazamientos, evitando de
esta manera ln introduccion del tensor denominado de localizacion (Suquet,
1987), de concentracidn (Mandel, 1972), o de influencia (Hill, 1967) de de-
lormaciones o tensiones, como tambidn se evita la introduceidn de funciones
peribdicas (Duvaut, 1976) (Sauchez-Palencia, 1980) (Lene & Duvaut, LO81).
Esta tnnovadora forma de mediv la deformacion de la eélula a través de la
transformacion de los vectores de periodicidad, permite (como se presenia
posteriormente) mponer ol vequisito de perioadicidad de desplazamientos en
las restricciones de borde de la célula.

A continuacién se presenta un enndro que resume las expresiones ci-
neméticag en eada una de las dos escalas;

ESCALA MICROSCOPICA. -
Tensor de deformacion (deformaciones infinitecinales):

R e
ESCALA MACROSCOPICA.—
Tensor de deformacion homogeneizado;
o_1[od” wd [ :
& = %IQLD ;% —-IJ = g [y e dV
Lo o ad y _ ax |
donde,  F* = limp_, (m) = ﬁ Y
D' aYp Yy ; d= Yp — PM:-_P{ g, = up, con d=1,2

"En la Teovia dis la erpurisidn amntdlica ol tensor de deforinacidn macrasedpico £9 suole
representarse como; €7
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3.5 ECUACION DE EQUILIBRIO Y TEN-
SOR DE TENSIONES HOMOGENEIZA-
DO

Nuevamente, se supone que 0 s el dominio de un cnerps de moterial con-
puesto con distribueion periGdien de sus componentes, al cunl se le subdivide
en edlulng de dominio V. Por definieién, estos dominios son ignales y su
volumen V4 es muy pequeny (V- — 0) bajo ¢l punio de vista macroscdpico,
Ademds, puesto que las caras de las ¢élulas son suporficies materiales, cada
uno de estos dominios representa un velwmen material en el cual se cumple ¢l
postulado bisico de la Mecdnica de Medios Continuos conocido como balance
del momento (Malvern, 1969)

i

/ ainy S + / phdV = — | pdV (3.11)
Sy o Vy 1

|‘.'£. - 'L':j

donde & es el tensor de tengiones” (a nivel microsedpico), n es un vector de
diveceion unitario, poos lo masa, b oes lo foerze asociadn o la masa, » es la
velocidad v Sy la superficie del contorno de la eélula, En particular, ol objeto
de este trabajo estd enfocado a problemas de la mecidnica de sdlidos en equili-
bro estdtico, én consecnencia se considera que la aceleracion (de/dt) es igual
i cero. Entonees, la ecnacion que asegura el equilibrio en la microestructiurn
S0 explesa

/ @ity dS / i dV =0 (3.12)

By o1

v aplicanda el teorema de e divergencia (Malvern, 1969), se tiene
[ Tigsd dV + f-”'-": dV =0 (3.];!]
. '-"p' F 'I-"'-l.-

No obstante, al considerar esta ecuacion bajo el punto de vista de la
escala macroscopica, resulia en el cago idealizado que el volumen de la célula
es ity pequeno y tiende a cero, Por consignicnte, Hevamos esti expresion a
su lHmite

lim“ (/ﬂ- Tigyy AV 4 by W) =0

it .
Wy AL

"Como se menciond, sa hia preferlde prescindie del superindice ¢ en lng variables mis
crosedpling,
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las integrales de Lo eccuncion 3,13 dependen del volumen de la célula (V- — 0).
Por vonsigiionte, es obvio que el segindo términe que representa el valor de
lag fuerzas de volumen en la eélula es de un orden de magnitnd pequeno
y tienden a cero; on consecuencia, lo mismo sucede con la divergencin del
tensor de tensiones sobre el dominio de la célula

/ dijy IV =10 ; / pby dV =10, (3.14)
l‘.-"‘. 4 l.-“.

Las exprasiones anteriores vepresentan dog conceplos que frecnentemente se
han utilizado en la teoria de homogeneizacion. La primera integral indica ol
concepto de equilibrio en la microestructura, esto es: b integral de las ferzas
sobre el contarne del dominio de la eflula se anula. En cambio, la segunda
integral presenta que o nivel de la microestructura no se requiere considorar
el efecto de los fuorzas de masa, puesto gue al ser la célula relativamente muy
peqguedin, 1o integral sobre las fuerzas masicas o5 de un orden de magnitudd
despreciable,

Por otra parte, la fuerza asociada a un elemento de superficie orientada
dS= ndS (siendo 7 un vector unitario perpenticular a d3) es igual a £(n)ds,
donde £(n) es el vector de traceidn en la superficie dada, Dicho vector de-
pende no g6lo de la posicidn, sino tambidn de la ovientacién del elelento de
superficie diveccionada por n, y se encuentra definido de la siguiente maneia

. ,
t(n) = ,,,l_zl‘-ﬂ,lo g " on

Considérese dos elementos de superficie orientados periddicos que perte-
necen al contorno de una célula 5% = nydS § dS° = nadS, tal como se
presenta en la Figura 3.11. Por definicidn de superficies periddicas, log vee-
tores de orfentacion ny ¥ ng exteriores al dominio de la eélula son iguales
pera de setitido contrario. 5i se desprecia los efeetos de las fuerzas de masa e
mevela (fuerzas relativamente muy pequenas), el principio de accidn y reacs
cidn asogura gue la fuerza de superficie f = &(n)dS en los dos elamentos da
superficie periddicos mencionados son de igual maguitud y direceidn opues-
ta. Este principio viene expresado en la literatura sobre homogeneizacién
cuando ge afirma que ¢l campo de tensiones en el contorno de 1o eéluln oy
antiperiodico, véase por ejemplo (Bensoussan el al., 1978) (Sanchoz-Palencia,
1980) (Suquet, 1982) (Lene, 1986) (Anthoine, 1995) (Michel ef al, 1999) ete.
Eu ofras palabras, (si s¢ toma un elemento oS fan pequeno como se quiera)
la surma de fuerzas esteriores al dominia de la célula en punlos periddicos es
wiptiard £,
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¥i

=

Figura 3.11: Las fuerzas que aetian en el contorno son iguales en magnitud
v direccion contraria.

Ahora bien, si se define un tensor de segundo orden o) come el promedio
de las reacciones en el contorno de la célula;

L5, wemiyn; dS
J gy HRE i Sed

< -1
o, winy ds (3.15)

o =

el teorenia do la diverpencia (también se puede utilizay ol teoyema de la
tengidn medie (Malvern, 1969)), presenta

/ mrhh-,-'.f'r-.-,-rfS=] Fijyy AV + / Wiy Fig dV (3.16)
Jay vy v

despreciando el efecto de las fuerzas de masn oy,; = 0 (ver también la ecuae
cidn 3.14), se tiene

/yka,l;'n,‘, f!fi'_] Wiy iy 4V (3.17)
Sy Ve

1

v e obtiene In cligica ccuncion de la tearia de prowedios, como el valor medio
de tensiones dentro del volmmen de la eélula, Pero esta vez no se obtiene de
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wianera heuristica, dado que

f,., ) -m.i & iV
r'.r Yoy AV
J:.; ﬁku ﬂ',‘j f',“"’

Sy g dV
1

VT vy

(3.18)

w ey
Ty =

ik t“'".

Para cualguier veetor wnitario n”, el enal se puede entender como un
voctor unitario bajo 1o esealn macroscopica, se deffne un vector de iraccion
homogencizado £ como la fuerza promedio on el contorno de la edlula Sy
determinada por la direccion (n"),

S ukoymy dS 3
gy tny diS K

R (3:19)

= = it dV 'H.',:.'

Iv'.\-’ 5

el valor del lado derecho de la ecuacién, es una funecién que depende de 1a
direccidn de n®, v puesto que

i = aln] (3.20)

ol tensor a* eumple parn efectos macroscdpicos iguales requisitos que el ten-
sor de tensiones & en los materiales homogéneos, Fn consecuencia, al tensor
a’ se denoming en adelante tensor homogeneizadeo de tensiones.

Por otra parte, bajo el punto de vista global, al considerar ¢l cuerpo 2
formado por el material compuesto, ln ecuncidn do equilibrio estitico esta-
blece '

/ aigyy AV 4 / ply dV =0 (4.21)
v Jy

en donde, naturalmente so han considerado los efectos de las fuerzas de vo-
himen (o misicas), puesto ¢que en la macroeseala su magnitud puede ser
apreciable.  Admitase que el medio con microestructura periddica puede
representarse como un material homogéneo formado por una infinidad de
particilas exactomente ignales, las cuales se han denominado células ¥ — 0.
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Entonces, es posible expresar la souneién de equilibrio global como la integral
del equilibrio sobré cada una de estas célilas

L, Ty dV ) dV + {3 pbidV)dv =0 (3.22)
Jv AWy, Jv AWy

y teemplazando las integrales sobre el volumen de la céluta por las variables
homogeneizadas, se tene

[_ ”}:;f'.i' TALEES l_p"'b}r dV =1 (.'3.23)
en donde, ¢l efecto de Ins fuerzag misicos corvesponde al promedio de sus
correspoidientes valores en la celda unidad

p'hl = V_‘f F
J5

b dV (3.24)
Liv conacion 3.23 es vilida paea cualquier vegidn 2 del material compuesto,
por lo tanto es vilida tumbién si se escoje un dominio pequeiio cunlquiera,
cuyo limite es ol dominio de la célula (2 — ¥, ¥ = 0). En consecuencia so
abtiene la forma local homogeneizada de la cantidad de nmovimiento
W s N HME
J"Ju{f 'i' f.) b' = U (!‘l‘ﬂ)
La simettin del tensor de tensiones homogeneizado puede obtenerse de dos
maneras. La primera que se presenta s continuacion sigue un procedimiento
awdlogo a la deduccién de la simetria del tensor de tensiones en materiales
homogéneos (Lubliner, 1990). Eato es, reemplazando lu eenncién 3,25 en ol
balance del momento angular en ln macroeseala, en donde ¢ijn representa el
veclor permutacion'®, se tiene

/ iy gy S + / tuny @b dV =0 (3.26)
o5 YA's
Por el teorema de Gawuss
/ 2,0y dS = / (O w20 gy ) dV (3.27)
Jg Vv

/;(d";g.; oo g ) dV

N confundiv ol vector de permitacidn € con el pardmetro ¢ que se utiliza en log
desarrollos asintdticos,
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De ¢sta forma
/L: i (08, + 2yohy Huypt L) dV =0 (3.28)
[, el o (ot b)) av <o
y utilizando la ecuncion 3.25 | se reduce a
[ , €kt dV =0, (3.29)
Stendo esta encuacion vilida para cualquier regicn del compuesta 02, v redu-
ciendo este dominio al limite §2 = Y = 0, se fiene
ety = 0 (3.30)
egto implica qie el tensor de tensiones homogeneizado es simétrico
0 = @i (3.81)

Pero tambidn, la simetrfa del tensor de tensiones puede obtenerse di-
rectamente desde la gimetring de o cdlula, Considérese un vector unitario
cualquiera »® bajo la escala macrosedpica y partiendo de la simetrfa del
Lensor de tensiones se pueda escribir

t = aing = ~afi(-nj)

(3.32)
eutonces se puedo establecer la siguiente igualdad

S heynyds Jsy moin; dS

—_— = — (i}
il Hy YTy ds ! J.‘fr Uity ds ( ? k)

y simplificando

/ ayng dSng = — / @iyt dS (=)
of My v

o4 Ny

es posible dividir la superficie (Sy) del contorno de la eélula, en dos superfi-
cies opuestas, tal que se denomina St a la superficie de contorno de la célnla
formada por ln suma de los elementos de superficie que cumple con la signien-
te condicién dST = ndS-n* > 0. En cambio, 5~ es la superficie del contorno
de la edlula formada por los elementos de superficie 48 = nds  n’ < 0.
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Puesto que dS* y dS son elementos de superficie periodicos, lag fuerzas
globales de superficie que actian en 8% v & son de igual magnitud pero de
sentido contrario,

/ ayny dST = —f ayry dS” (3.33)
5+ 5-

lo cual concuerda con la hipdtesis de simetrfa del tensor de tensiones,

En el signiente cuadro se prosenta los prineipales resultados de este apar-
tado:

ESCALA MICROSCOPICA
En el domimio de la célula, se tiene:
, f"r Gija dV =0 f\-&- phydV =0
Lus fuerzag exteriores al dominio ¥ en puntos periddicos cumplen:
t; dS{-' = —1, ttS;J.;.n
ESCALA MACROSCOPICA :
Expresidn local del equilibrio estdtico;
s+ 7 =0
donde, a* es el tensor de tensiones homogeneizado, esto es:
ol = ﬁ— fv‘, aydV ol =a 1 (n") = af; né
y A0 es la Fuerza de masa homogeneizada:
P8 = g [y phe AV
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3.6 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
EN LA ESCALA MICROSCOPICA

En este apartado se establece el problema  nivel micromeednico del material
compesto. 5o admite que el material es un medio periddico v por ende o
siceptible a la division en unidades estructurales. El compoitamiiento del
comipliesto se obtiene a través de la célula como mnidad estructural, Para lo
cual se considera el problema cuasi-estitico y en pequeiing deformaciones, Se
establecen las varinbles del problema y se formula lag ecuaciones de gobierno,
Ademds, se deteriuinan las condiciones de contorno de la célnla, tales que
reproducen la hipétesis de periodicidad local. Por simplicidad, se considera
en este trabnjo que los materiales componentes tienen adherencia perfecta,
sin embargo el método no exeluyo la posibilidad del despegue de los materiales
componentes o través de la inclusion de unn adecuada interfoee,

3.6.1 Descripecidén geométrica

Considérese un dominio §2 de material compuesto periédico suceptible u la
division en unidades estrncturales (células), cuyo dominio es Y. Tal que el
dominio global £ puede ser reproducido por la repeticion ordenada de los
pequenos dominios Y. Cada uno de edtos dominios estd constituide por ln
distribucion ordenada de los diferenies materiales componentes. Entonces,
lag particilas de una célula se etiquetan de acuerdo o g posicién a un es-
picio de referencin microsedpico y. Al contorno del dominio se le denomina
Yy estd formado por superficies materinles paves, tales que forman caras
periddicas. Se recuerda gue cada punto del contorne de la eélula tiene un
punto periddico en el lado opuesto de este dominio, excepto los vértices que
tienen mds de un punto periddico y ademis que los vectores de periodicidad
patan definidos por la posicién relativa entre puntos periddicos, vato s

Di - YPI i lwﬁl"‘l‘

Estos dominios incluide su contorno pueden desplazarse en el erpacio (de
acuerdo al movimiento de las particulas), Bl eampo de desplazamientos w
definen la nueva posicion de todas las particulas del dominio Y. Se esta-
bleca como medida de deformacién en 1 escala microsedpica al tensor (e
deformaciones (en pequenas deformaciones) €, que s pueda EXPrEsar como
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el pradiente simétrico de los desplazamientos
i T
£ = ;j(vuu (Y, u) )

it _I(Hﬂ; . thi
= 3\Ey T ) ‘

3.6.2  PBcuaciones de gobierno

Liv ecuncidn diferencial que gobierna el problema micromecdnico de log sélidos
en equilibrio estatico es

Vyo +pb=10 (3.34)

donde, @ es el tensor de tensiones, p 1o densidad de masa y b s fuerzas
asociadas a la masa, Sin embargo, tal como se ha comentado anteriormente,
puesto gque se supona que la eélula es muy pequedia, las fuerzas misicas son
de un orden de magnitud mucho menor que las fuerzas generadag por la
interaccion de los materiales componentes. En consecuencin, la eenncion que
gobierna el problema a nivel micromecinico se reduce a

Vie=10 itiicra — equililnio, (3.35)

Supéngase que el campo de tensiones e (y) es una funeion conocida a
traves de la deformacion del maberial componente £(y). Dentro del contexto
de elosticidad lineal, 1a ecuncidon que rélaciona estas varinbles se conoce comao
la ley de Hooke (Malvern, 1969)

a=C:¢ (3.36)

en donde € es el tensor constitutivo elistico, cuyos coeficientes son constantes
v naturalmente dependen del matorial componento, Por lo tanto, depende
de la posicidn y, dentro del dominio de In edlula. Pero, si los materiales
componentes presentan comportamiento no lineal, se requiere modificar la
eetncion 3.36. En este cago, lu tensidn depende de 1o que se conoce como
una ecuacion constitubive (Malvern, J(]ﬁﬂ) Existe diferonies ecunciones cors-
Fitutivas estindar para el comportamiento idealizado de los materinles, como
por gjomplo: elasticos, plisticos, viscosos, degradables, ete, En enalgnier ea-
s0 se admite para cada material la existencia de un patencial de energio (D)
o una funcion de energio bbre especifica (W), que es una funcién de estado
y depende de las variables libres (en este caso €) y unag varables internas
(e = [ag] con k= 1, .. .m). De tal forma que, ln ecuacion constitutiva a
través de dichas variables determina el valor de la variable dependiente (en
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este caso o). Para materiales ineldsticos la ecuacion anterior se recmplag

por la forma incremental '
a=C:é (3.87)

donde ¢l tensor constitutivo € representa un tensor variable que depende
del esticlo del materinl, Admitase la ecnacidn 3.37 como una expresion do
caracter peneral,

Fenacion de equilibrio en la mieroestruetin:
V,oe=10
Ecuacion constitutiva en cada punto ¥ de la microestructura
(determinacion del Tensor de tensiones);
oc=a(Wea) | &-C:é

Funecian de anegia libre:
= (e, )

Variable libye:
&= 3 (Vyu+(V,w))

Varinbles internas:
a=|ag] eomk=1. n J

3.6.3 Condiciones de contorno de la célula

Para establecer completamente el problema se debe introduciy las condicio-
nes de contorno en el dominio ¥ de la edlula. En ol problema estdndar de
materiales homogéneos, usunlmente se admite para un dominio §2 la existen-
cia de un contorno 9090, NN, = B v 0, LAY, = 95, en donde 5 1, ed
la parte del contorno en la que ge conoce los desplazamientos (condicién de
Divichlet), 9, es la pavte del contorno en donde se conoce las fuerzas (con-
dicién de Newman), siendo ¢ = a-n el vector de traceion, Sin embargo, para
I celda unidad se requieren unas condiciones especiales, talos que introducen
la periodicidad local del campo de desplazamientos v fuerzas a nivel de la
microestructiog.

Al considerar que ol compuesto sufre nna deformacion macrosedpica, la
hipatesis de periodicidad local implica que ¢l dominio estd asociado o g
base de vectores periddicos en el espacio de referencia, y otra base de vectores
periddicos en el eapacio actualizado, Bl cambio o transformacion de dicha
hase do vectores representa nocesariamente un desplazamiento relative cutre
puntos periddicos, entonoes

i i
d-D'= g i = Uy
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en donde, ty, representa el desplazamiento de un pinto eualguiera de coor-
denadas y, v w0 vepresenta el desplazamiento del correspondiente punto
pariddico de coordenadas g, + D', Sin embargo, bajo el punto de vista global
(en donde [D2] — 0) este despluzamiento relativo s¢ puede interpretar como

d— D~ “ljitmn{up.1 p— ) =Vu'-D (3.3R8)
donde Vu® es el gradiente de desplazamientos en la escals macrosedpica,

El gradiente de desplazamientos se puede expresar como la suma de un

tensor simétrico ¥y otro antisimétrico
1 T I 7
Vau = 3 Vu+ (Vu)' )+ 3 Vi — (V) ) = £+ w

donde el tensor simétrico € representa un estivamiento y por ende se deno.
wina tensor de deformacion Lagrangeane lineal, mientras el otro tonsor w
representa un giro de enerpo rigido, de alif que se denomina tensor de rota-
cién Lagrangeano lineal (Malvern, 1969). Por lo tanto, se puede expresar la
venacion 3,38 de la siguiente forma

Upip — Uy = €+ D § WD, (3.39)

donce el términe w* I representa dnicamente una rotacién (de cuerpo rigido)
del dominio de ln célula. Puesto que este término no afecta la medida de
deformacion del dominio, puede ser obviado

Upipy — Uy = " - D) (3.40)

dicha eondicion de despluzamientos relativos entre puntos periddicos garun-
tiza la periodicidad local de la microestructura.

Por otra parte, prescindiendo de las fuerzas misicos (Ve = 0), lag fuerzas
exteriores al dominio de la célula asociadas a dos elementos de superficie (e
puntos) periddicos son iguales en magnitud pero de sentido contrario!!,

adndS,.p = o-(-n)ds, (3.41)
l‘-r,.,.p ils = —t,, s
-f pef = _»f i
esta condicidn garantiza la peviodicidad del enmpo de erzas v debe ser sa-

tislechin cunndo la eélulan aleanza el equilibrio bajo el minimo consumo de
energin.

"Esto se conoce como un campo de fuerzas antiperiodicns
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3.6.4 Formulacion fuerte del problema

B3ajo las consideraciones de esta apartado, gl problema microestructuval local
de log materiales compuestos se reduce o solucionar el siguiente problema de
valores de contorno en el dominio ¥:1#

Vo =0 eeuncian de equitibrio §3.42)
=0 ecuacion conshitutioa “genérica” en ¥
Uy — ty = € 1D periodicidad do desplazarmentos en Y
Livp = =1, perwodicidad de fuerzas en GY

En donde los campos microscdpicos de tensiones o y deformaciones e son
lns imeognitas del problema, C es el tensor constituliva que corresponde al
(respectivo) material componente en cada punto g del interior del dominio,
e' s el tensor de deformaciones homogeneizado, D vepresenta a los vecto-
reg de periodicidad que relacionan log puutos del contorng periddicos de la
célula y £ ¢l veetor de tracaién. Obsérvese, que las condiciones de contor-
no imponen un campo peridico de desplazamientos (no determinado) cuya
medida de deformacion global " se supone que es un valor conocido, Al
mismo tiempo se restringe la solueidén a un campo de fuerzas antiperiGdicas
en el contorno del dominio (en este caso, se supone los vectores unitarios de
direccionamiento de superficie (n) en divecceidn saliente al dominio). Dicha
condicidn de fuerzas “antiperiddicas” puede ser entendida tamibidn come una
copdicion de periodicidad de fuerzas, solo que en este caso se hace veferencia
i la mism diveccién para los vectores de direccionamiento en los elomentos
dlo superficie periddicos. Observe que, en el problema do valores de contorno
a nivel microschpico, tanto el desplazamiento come ln fuerza en cada pun-
to del dominio (incluido el eontorno) es ln sclucién del problema cuando 1
célula alecanza el equilibrio,

3.6.5 [Iquivalencia con la formulacién débil del proble-
ma

Las ecusaciones del probleing 3.42 vepresentan la formulacion diferencial o for-
mulacion fuerte, cuya solueidn exacta ed extromadamente laboriosa o en mn-
chos casos imposible, es por allo que se han desarrollados métodos nunéricos
quer solucionan el problema de forma aproximada. Por ejemplo, dentro de los
métodos niméricos es posible resolver una ecuacidn diferencial directamente

Lo formulacidn fuerte también se denomina como Jovmulacidn diferencinf
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con el conocido método de los diferencias finitos, También ge puede ntili-
zar ol Método de los Elementos Finitos (utilizado en este trabajo), lo eual
requicre wna formaulacion débil equivalente' (Hughes, 1987). La ecuacién
diferencial de equilibrio 3,35 (en donde no se consideran las fuerzas masicas)
debe ser nula on todos los puntos del dominio Y v ademas se deben satisfacer
s condiciones de contorno impuestas a través de lag ecunciones 3.40 v 3.41.
Aplicanda el método de los residuos ponderados' | se obtiene

/ wYedy + | wE—on)doy =0 (3.43)
JY !

donde w es un conjunto de funciones arbitrarias de prueba asociadas al cani-
po de los desplazamientos y que satistoce lag condiciones de contorno de
Diriehlet en 9Y, £ (vector de tracelén) vepresenta las fierzas impuestas en
el contorno. Aplicando ol teorema de Gauss (Malvern, 1969) se obtione ln
forma débil de Lo ceuacién de movimiento

~ / Vo dY 4 / wtdidy = 0 (3.44)

la existencia de la nnicidad de la solucidn de la forma débil es diseutida en
(Duvant & Lions, 1072),

En la literatura de mecinica de sdélidos, In expresion anferior se la co-
noce como el Principio de los Trabajos Virtuales (PTV) (Malyern, 1969).
Stpongase que se elige como vector de ponderncion w un desplazaniento
virtual w = du factible (método de Galerkin), es decir (NE & CRCORE U Canl-
po de desplazamientos hipotético arbitrario, no asociado » ningin sistema de
cargns exteriores actuales (independientes de ellas), v que ademas satisface
las condiciones geométricas de contorno en dY'; entoncoes, luega de algunas
operaciones, se puede escribiv la forma déhil de la ecuacién de movimiento
COolno

/ seigdy = | swikapy (3.45)
v oy
Uppp = Uy = €D endY, tup=-t, oY

en donde, de es el campo de deformaciones virtuales obtenido a partir del
campo de desplazamientos virtuales. La ecuncidn anterior constituye una

MLa formudacién débil s ln convee también como formulacidn integral
MELmétodo de low residuos ponderadas se basa en una téenica que opera con la souncién
mtegral equivilente, en vez do la oenaelén diferencial del probleina.
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condicion de equilibrio de ln microestroctura (en donde no se considery ol
efocto do lns fuerzas de masa), ya que los desplazamientos virtuales v defor-
maciones virtuales son arbitrarios,
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3.6.6  Solucion a través del Método de log Elementos
Finitos

En las viltimas euatro déeadas el Método de los Elementos Finitos (MEF) se
lia convertido en ol procedimiento numérico mds empleado para simular ¢l
comportamiento de estructuras en mgenierfn, Una discucion detalladi sobre
este. método puede encontrmse en (Bathe, 1082) (Hughes, 1987) (Onate,
1992) (Zienkiewicz & Taylor, 1994a), El concepto fundamental del Método de
los Elementos Finitos aplicado al prablema 345 consiste en o discretizacion
del dominio ¥ en una secnencia de elementos Yooy (no sobre puestos), los
cliales estén formados cada uno por nn rinico material componente, de tal
torma. gue

o Uni.'!um‘fn} (3.-’16)

P

donde, ¥, veprosenta el dominio de los elementos finitos, cada uno de estos
dominios tiene un mimero establecido de nodos, en donde se va ha determi-
nar ln inedgnita del problemn ().

Entonces, mediante la interpolacion espacial convencional para el PO
de log desplazamientos, se tiene

uey = 3 Nty = Niyitgy (3.47)

=]

donde N{y = [Ngs,. o N | son las funciones de interpolacidn de los des-
plazamientos (l."l clomento (p) (deade:d = Lo Padie ¥ & = L. i thagen) ¥

‘E(.:; son los desplazamientos nodales,

Escribiendo la deformacion del elemento, en pequenas deformaciones, en
funcion de los desplazamientos, resulta

| ; L
&) = EHVNE:-)“I:ﬂ (VN

1 i
= E((VNE'”)) + (V)T ) g,

donde B, se conoce como 1o matriz de derivadas de las funciones de formm.
Aplicando el método de Galerkin, también conocido como métode de los 1esi-
duos ponderados, que consiste en aplicar como funciones de puso lag mismas
que se utilizan para aproximar el enmpo de incdgnitas, lo cual permite ol-
tener matrices simétricas (Hughes, 1987) (Zienkiewicz & Taylor, 1994n). De
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estae manera, la forma débil de las ecnacioies de movimiento (ver ceuacion
3.44) aplicada al elemento (&) o3

s Ef{;}rr dY
Yie)

[ l B, GB Y i
B £ 1)

El primer mienibre de la eenacion 3.49 representa las fuerzes inbernas elemen-
teles, El segundo miembro corresponde o las fuerzas externos elementales,
entoneias

j N"ty ddy (13.49)
Yy

Ny doy

#¥ieh

Fioy = EE"",}EF dY = kg, fuerzns internas elementaldd.50)
S0

iy = / N'E ddy Juerzas externas elementales (3.51)
Jovi,,

Los valores totales de las fuerzas internas y externas resultan de la sumatoria
ensaniblada de los contribneiones elementales, estos s

nalam
R (3:52)
nietor - .
- Ae—'l kgt = Kii,
sitlem
ot = A fiel (3.53)

donde A es el operador de ensamblaje sstandar del Método de los Elementos
Finitos (Hughes, 1987) (Simo & Hughes, 1998); kg o8 la matriz de rigidez
elemental, K es la matriz de vigidez global de la estructura, en este caso de
la eélula. Finalmente, se debe cumplir con el equilibrio de fnerzas, s deci

F:m‘ - Fr;l'fl (3‘54)

En el siguiente cundro se resume las expresiones obtenidas:

Ecuacion global de equilibrio en la microestructura:
E'u’n.l . Fll.‘ri.
nalani ielern
rand et
A‘ﬂ:l j[e} = An—rt ifﬁl}
donele, lag fuerzas internas elementales son
ik ' T oy
fint .",m B o dY = kg,
y las fuerzas externas elementales es igual a
7 - f,m }N”fm day
donde la matriz By, y las lunciones de forma N (o SOI;
1 B - Y == i i T
By = {((VN{y) + (VNG Nty : Ny = [N N
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Elementos isoparamétricos (integracidn numérica)

Para facilitar el edlenlo de las variahles, se transforma el espacio de los ele-
mentos o un espacio moparamétrico (elementos isoparamdétricos), en donde ¢l
voetor de fuerzas internns dado por 3.50 e evaluado por cuadratura mundérica,
de aenerdo a (Hughes, 1987)

ink

115 = 3 Bl ol (350

=1

donde yi « € Yio) ropresenta los puntos de integracion o euadratura, w! corres-
ponde a log pesos y 1y o8 el nimero de puntos de intogracion para el ele-
mento Y,y Hsto quiere decir que las tensiones s6lo so requicren en unos
puntos diseretos dentra de ol lemento ¥,), que usualmente son los puntos
de cuadratira del elemento.
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3.6.7  TImplementacién de las restricciones de periodi-
cidad

Como se presentd en ol Estado del Arte, las restriciones de periodicidid
pueden ser infroducidas al problema eldstico lineal medinnte unas funcio-
nes periddieas x (Duvant, 1976) (Lene & Duvaut, 1981) (Lene & Leguillon,
1982) (Lene, 1986) (Guedes & Kikuchi, 1990). En cambio, ln imposicion de
lag condiciones de contorna al problema no lineal es un tema no tan evidente,
véase por ejemplo las siguientes referencias (Swan, 1994) (Authoine & Pegon,
1996) (Michel et al, 1999), en donde se proponen diforentes métodos, contro-
lando lus deformaciones homogencizadas e o lag tensiones o, Los métodos
(ue presenta estas tres dltimas referencins estan relacionados con la feorin
de promedios y también con la propuesta de esta Monogralin, Pero, existen
algunas dilerencias conceptuales con la teorfa de homogeneizaciin que aqui
se propone,  Por gjemplo, todos estos métodos descomponen el campo de
desplazamientos en uno uniforme y otro periddico, En cambio, en el presente
trabajo no se recomienda esta descomposicion, mag bien se ha introducido
A expresion cinemitica coherente con la periodicidad el medio, el cual
relaciona la deformacién global de la eélula con el cambio de los vectores de
periodicidad,

Por otra parte, muchos trabajos utilizan gélo parte del dominio de la
ctlula, por las simetring que en muchas ocasiones estos dominios presentan
(Jansson, 1992) (Anthoine, 1995) (Anthoine & Pegon, 1996), con lo cnal se
disminuye sustancialmente el edleulo computacional. Esto es posible parque
dantro de la células puede generarse campos periddicos o antiperiddicos, lo
que hace factible que se utilice dnicamente wna parte. Sin embargo, este pro-
cedimiento no se va ha utilizar, ya que no siempre las eélulas tienen cjes de
simetria. Pero sobre todo, mantener completa la célula permite introducir de
forma natural los condiciones de periodicidad, mediante la relacién existente
entre aquellos nodos del contorno de la célula que corresponder i puntos pe-
viddicos (vénse las ecuaciones 340 y 3.41). Por consiguiente, al discretizar la
céluln so debe tener la precaucion de que los nodos generados en el contorno
del dominio estén ubicados en puntos periddicos,

El problema 3,42 es un problema bien formulado de valores de eontorno,
auya solucion representa. el equilibrio de la microestructura, Dicho equilibrio
se reduce a tvavés de los trabajos virtuales al balance de fuerzas deal interior
del dominio con respecto a lag fuerzas que actiian en su contorno, esto es

F:JJ.‘.(UJ =— Flmhl": t-]
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lo cual puede ser determinado de forma discretn mediante el Método de los
Elementos Finitos, en donde la eenacidn anterior vepresenta un sistema de
peinciones que se puede expresar de la siguiente forma

K.u=F (3.56)

donde, K es ln matriz de rigidez global de 1a estructura, w es el vector no-
dal de desplazamientos v F el vector de fuerzas en el contorno del dominio
de In célula. Este sistema de ccunciones debe ineluir las restricciones de
peviodicidad de desplazamientos v fuerzag en su contorno, sin embargo las
peeuliaridades de estas condiciones puaden erear dificultades a la hora de su
implementacién. En el presento caso, se busca ina formulacion general gue
permita imponer las condiciones de contorno a cualquier clase de célula,

Por ejomplo, en la Figura 3,12 se presenta en [a parte isquierda la disere-
Ligacion de nna celda hexagonal v en Lo parte derechia se indica el contorne de
I eélula dividida en tres paves de carng periGdicas, lag enales se encuentran
relacionadas [ los vectores ﬂl| D2 Y DB - D ’- Para la solucldin numdérion
del problema de la eélula, en cada uno de los nodeos del contorne resultantes
de la diseretizacién, se requiere introduciy In condicidn de periodicidad de
desplazamientos v fuerzas. Dichas condiciones, que son las presentandas en

Célula diseretizada < Caras peribdicas

Figuva 3,120 Célula hexagonal discretizada v 1 relacién de periodicidad de
S18 carag,

las ecuaciones 340 y 3.41, pueden ser introducidas en ol sistema de ecun-
ciones 3.56. La solucion del sistema resultinte se puede aleanzar o travis
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de: ol método de penalizacion (o método aterativo), el método de elimmnacion
de filas y colummnas, o el método de los multiplicadores de Lagrange (A). La
conveniencia de algune de los métodos depende del problema. Por ejemplo,
loa métodod iterativos son convenientes en sistemas de ecuaciones grandes;
al método de eliminacion de Rlas v columnas genera nn sistema de genacio
nes mas poguena gque ol original, ocagionado naturalmente por la eliminacion
de las incépnitas restringidas, pero este proceso puede vesultar bastante la-
borioso (Zienkiewicz & Taylor, 1994a). Finalmente, un método apropiado
para poner restricelones es ol método de los multiplieadores de Lagrange.
Sin embargo, este Gltime método presenta algunos inconvenientes, estos son:
avmenta e mimera de ecnaciones v el ancho de bands de Ly matriz de rvigi-
dez, pero gobre todo, este método produce términos nulos en la diagonal de
la matriz de rigidez que pueden erear dificuliades de cileulo.

En o implementacion de las condiciones de contorno presentado por Ant-
hoine (Anthoine & Pegon, 1996) a través de los multiplicadores de Lagrange,
se evita este iltimoe inconvenieute (ceros en la diagonal de la matrix K).
Poro ademdds, eata forma de mponer las condiciones de borde se adeetin
completamente a los conceptos vertidos en esta Monogralin. En este caso,
los multiplicadores de Lagrange se dividen en dos vectores: Ap y Ag, que
representan las fuerzas en los respectivos nodos periddicos del contorno de la
etlula, mientras se velaciona simultdneamente estas fuerzas con ol desplaza-
miento relativo entre dichos nodos,

L solucion estacionaria del funcional aumentado por los multipliendores
de Lagrange es:
I = rl;“‘T' K-u-u'-F+Al(kyou—-AD)
+A] (kyu— AD) + %(.\l )Ty =Ag)  (8.57)

Esto Heva al signente sistema lineal bien condicionndo

K ki k& 0 F
k, I —I|-|x|=|aD (3.58)
K, =I I X3 AD

en donde:

K o5 la matrix de rigidez de la ¢élala,
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by, es una malviz que relaciona los grados de libertad de los nodos del
contorno, Cada fila de esta matriz contiene el valor =1 en la colimmna
del grado de libertad vestringido, el valor 1 en la colummna del grado de
libertad de su correspondiente nodo periddico y el resto de valores de
la fila estd constitnido por ceros.

I es la mabriz identidad.
u vs ol vector de desplazamientos,

Ars Ay son los mnltiplicadores de Lagrange qiie répresentan las correspondi-
netes fuerzas del contorno de la eélula (Ay = Ag).

F o5 el vector de [uerzas exteriores.

Al es ol vector de desplazamientos relativos entre nodos del contorno
(pyp — u‘.,),

Este sistema de ectinciones representadeo grilicamente so presenta en la Fign-
ra 3,13, Cabe observar que este método, utilizade por Anthoine (Anthoine,

Figura 3.13: Fsquema, grifico del sistema de ecunciones luego de imponer las
condiciones de contorno mediante los multiplicadores de Lagrange.

1995; Anthoine & Pegon, I.HDG) en celdas con vectores base ortogonales, es un
método general si se considera los conceptos desarrollados en este trabajo de
investigacin, por lo que se puede aplicar indistintamente en cualquier eélula,
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Por consigniente ol ebdigo de elementos Anitos reguiere conocer la infor-
macion respectiva a las relaciones de periodicidad del contorno, es decir los
vértices periddicos y los nodos que relacionan los puntos periddicos de las
carng. Por ejeniplo, supdngase que se tiene una eflula como la presentada
en I Figies 3.12, el archivo de datos que introduce la diseretizacion de la
estrictura, podiin contenst la gigniente informacion adicional;

RELACION DE PERIODICIDAD
3 1t | vertices 3, pares de nodos 11

115 | Vartice periodice

18 | Vertice periodico

58 | Vertice periodico

118 61 ! Par de nedos periodicos
121 64 ! Par de nodos periodicos
94 36 I Par de nodos periodicos
gk 27 ! Par de nodos periodices
82 52 | Par de nodos periodicos
79  Bb I Par de nodos perlodicos
91 33 ! Par de nodos periodicoa
88 30 | Par de nodos periodicos
112 21 ' Par de nodos periodicos
109 24 ! Par de nodos periodicos

!

49 27 Par de nodos periodicos

en este caso, la célula es hexagonal y ticue 6 vértices a, b, ¢, d, e, [, véase
el lado derecho de la Figura 3,12, Pero, de ncuerdo al subapartado 3.2.5,
los vértices de una célula hexagonal se dividen en dos gropos do vértices
periddicos, asf que se debe Rjar inicamente uno de estos. Es decir tres vértices
periddicos, por ejemplo: f, b, d represontados en la parte izeruierda de In
Fignra 3.12 por los nodos 115, 58, 18 (si fuera una célula eundrildtors se fija
los cuatro vértices), Entonces, puesto que el eddigo conocs las coordenadas de
los nodos, ficilmente determing log vectores de periodicidad 2. La posicién
o espacio de la célola se [jn o través de log vértices de periodicidad. Esto
es, supdngase que se fja en su posicién inicial a un vértice eualeuiera, por
ejemplo el 115; la posicidn de los nodos 58 y 18 en los diferentes incrementos
de earga viene establecido por ¢l desplazamiento relativo €+ ID con respecto
al nodo 115, La posicién del resto de nodos del contormo no se conoce, pera
gi e sabe que el desplazmmiento relativo entre cada par de nodos periadicos
(por ejemplo: el nodo 118 con el node 61, ¢l 121 con el 64, ete.) espocificados
a travées de la matriz k), eumplen con la condicién % I impuesia dentro
del vector AL, En estos nodos las fuerzas exteriores al dominio tienen
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igual magnitud (desconocida) pero sentido contrario, dichng fuerzas estin
representadas en los multiplicadores de Lagrange Aj v Ag.
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3.6.8 Solucion del problema no lineal

El problema de la célula o8 no lineal cuando se produce en uno o mas de los
mateviales componentes un comportamiento del tipo ineldgtico (plasticidad,
depradacion, ete.). Por consiguiente, para obtener la solucion se requiere
aplicar in procedimiento ineremental iterativo, Constdérese un tiempo cunl-
quicra £ =4, en donde s¢ adniite que el dominio se encuentra en equilibrio.
En consecuencia, ¢l campo de tensiones e, es tal que, para un campo de
desplazamicntos ssocindo 1, se cumpla

R =F"g.) - F*"(,) = (3.59)

donde R se conoee como residuo. Ahora, supdngase que se incrementa las
solicitaciones en un imstante Ly, esto defitie un vectar ce cnrpns de fuerzasg
externas FyY|. Entonces, el problema en la célula se estableco do la sipuiente
forti:

Encontrar un Aw admisible,
donde el campo de desplazamiento actualizado es .y = u, + Au, lug
variables infernas nctualizadas son e,y ¥ un campo de tensiones o,
(en los puntos de integracion yﬁu) & Vi), tal que:

FUlL - Fpl =0 (equilibrio)
donde el campo de tensiones e, es funcién de la ecuacion constitutivi.

La solucidn de esta clase de problemas se consigue de forma tterativa a
tiavés del Método de los Elementos Finitos (Bathe, 1982) (Crisfield, 1991)
(Zienkiewicy & Taylor, 1994n). Esto eg, admitase para un instante cunlguiera
k, donde k es el contador de iteraciones, que el campo de desplazamientos
(aproximado mediante el incremento de desplazamiento nodal) es

“Efll-l = w, +Au) | (3.60)

(6 [lll!lffl?r.l. ntilizar diferentes eaguemas para deferminar el incremento de des-
plazamicntos Ayt aquf =e vealiza congsiderando la linealizacion de las fuer-
408 internag F"”(#,ﬂl) en Lorno al estado actual, definido por ufﬂ p (Simo &
Hughes, 1998). Teniendo en cuenta la linealidad del operador de ensamblaje
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A v medinnte ol uso de lo repla do la cadena, #e tiono

e i ) 401
W Al A (n}u_l_la (k1) (3.61)
! Uy e=] “opn1 -
UUE.?I du}:;)_n b
u\c;!r.rll E)O‘E:?] ‘JE‘L’?] k1
g A .ﬁu( r ! iy
: (NJ ke “ ¥l
o Pl L vl
welen f)a‘r’k) i
AE_-: [»K HEJ 7’1 J‘B("’ y AHENI"I'}‘
(¥} Bkl

o fntroduciends nina mateix U }"”. denomingada matrie de rigudes elemental,
definida como

k c?cr i
k’gc;n-H = [_ (tf) z{-]ﬂ(u} !'fl_r (Jb.l)
Vi

n-l 1

v realizando el esamblaje de las matrices de rigidez elemental, se tiene

"}

uy Ui

Figura 3.14: Convergencia mediante ol método do Newton-Raphson.

aFinh, - e
{m“iy‘- Al = B0 pqulhh (3.63)
el

donde

; it ey - 2
KE::l = A::I ki’:?,..‘.j (:{.b'i]
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ln wakriz K vy 8¢ la conoce como matyiz de rigides global en o tiempo 1,4
de la iteracion k.

De esta forma, se puede estimar Au', " U peemplazando la ecuncién de
equilibrio por la siguiente aproximacion lineal de la expresion

it k)

}"ll
[pint, = |+ 2 ity <o, (369
: tok

do donde se obtiene el sistemn de conaciones (ue permiten determimar ol
meremento de log desplazamientos

At = [ s, = pros ] (3.66)

utilizando esta férmula dentro de un esquema iterativo resulta nn procedi-
miento andlogo al cldsico Newton-Raphson, véase Figura 3.14,
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3.7 MEDIOS QUE PRESENTAN AGUIJE-
ROS O POROS

La teorfn de homogeneizacion formulada para materiales compuestos piiedo
aor extendida o mediod con presencia de agujeros o poros (Suguel, 1982)
(Oleinile et al., 1992) (Anthoine, 1995) (Michel ef al,, '19!)9)_ Pero, puesto
que en la region de log ngujeros no esta delinido los campos de tensiones ni
deformaciones a nivel microscdpico, las ecunciones relacionadas al promedio
de estos campos no son divectamente aplicables,

MILIROLRTHVETURA 8. Uk MEIIE WIEHEL S IR ILA O L e
L DO AGLLERGE O FOROS Yo CON ADIICRGE 6 #ilkaa
X 5
3 _ Hulwidsn
b —— S i
= - 2

. Divlitdn s

-
an ' waldny o

\
5y
\ \
b L)
GiLOA CoW Poios CELDA ETH FORDE Y
I LI TN ' Lh 'rUI HHTEMIGR

i COHTGHNG

Figura 3. 15 Material con poros dividido en eélulas.

De acverdo con Suguet (Suquet, 1982; Suquet, 1987), es posible obiener el
valor pramedio de deformacidn en el dominio de la célula, si se considera que
el agujero se encuentra dentro del dominio representativo sin coineidir con
su contorno, expresando ademds la deformacion a través del desplazamiento
el contorno de la célula, esto es

1 /' 1
CEjj S — =(wny 4 wyng) ds 3.67
4 Vi-'.urg( 4 J d) ( )
donde Ve es ol volumen del dominio de la eélula (Y) v dS es el elemento
de superficie del contorna de la célula (9Y). Si el agujero forma parte del
contorno la ecuncidn anterior no es vilida, paia edte caso se hia propiesto
expresarla de la siguicnte Torma (Anthome & Pegon, 1996) (Michel el al,
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1999)
! S . .
<gy >= 7 fw.r:“- dV 7 -/D'r ﬁl-'('um_,- fayny) dS (4.68)

donde, ¥* es ln region del sélido y ¥ es 1a regidn del agujero (V4 = W),

Sin embargo, en la formulacion propuesta en esti Monografia, el heclio
que exista agujevos dentro del dominio o incluso coincidiendo con el contornoe
de la eélula, no alters ln medida de defornacion presentada a través de los
vectores de poriodicidad

. L ddy Ody .
E”“ﬂﬁﬁﬁﬂ_%] (3.69)

por consiguiente, no se requiere realizar las niodificaciones anteriores,

En ¢l easa del tensor doe lensiones homogeneizado & éste puede ser de-
terminado de forma similar a través del promedio, integrando el campo de
tensiones dentro del dominio de la célula. Obviamente en la parte del poro o
agujero no hay tensiones, por lo que la integral se debe realizar inicamente
sobre la parte sdlida del doniinio, pera su promedio debe ser abtenido con-
siderando el dominio total (Suquet, 1982) (Anthoine, 1995) (Michel et al,
1999), e decir

1 :
C":j = W /,‘“ iy dV, ({3.?0)

5i el compuesto se representa inicinente en dog dimensiones, como es
el easo de este trabajo, el dominio de la célula Y representa una superficie
Sy, en vez de un volumen Vi, La superficie total Sy puede ser obtenida
mediante la magnitud del producto vectorial do loy vectores de periodicidad,
es decit

L f | .
ﬂ""‘ = = a; r.t'.._‘;' T | et ppiatirty i .{.E'II 3."1.
Yo Sy / v 1Dy & D] Jy ™ ¢ ek
donde dS es el elemento de superficie del dominio Y,

En el diguiente cuadro se remarea las principales conaciones de este apar-
tado;
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TENSOR HOMOCGENEIZADO DE DEFORMACIONES:

e = §[Sihap - by]
TENSOR HOMOGENEIZADO DE TENSIONES:
o = fyeoy dV
Problemas bidimensionales:

donde ¥Y* ey ln poreion sélida del dominio Y.
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Capitulo 4

SOLUCION DEL PROBLEMA
EN DOS ESCALAS

i el eapftulo anterior se ha presentado algunaes conceptos que reanltan de
la poriodicidad de un medio y sn division en unidades estructurales, A con-
tinuacidn, se ha generado, a partiv de la hipdtesis de periodicidad loeal, el
concepto de deformacion y tensién homogeneizada,  Ashinismo, se ha for-
mulaclo el problema de valores de contorno en In microestructura bajo lag
condiciones de borde adecuadng, impuestas mediante los multiplicadores de
Lagrange. lin adelante, so aborda ¢l problema de la homogeneizacién en lag

=

e lueilis Mormaglnio

i

Madlo halarogénoo

— .
Y'I

=)

Valufran rapresenlitlva

Figura 4.1: Teorfa de homogeneizacién, utilizacién de dos esenlss

dos esealns. Ea decir, o partir del comportamiento obtenido a través de la
microestructura, se busca solucionar ¢l problema de valores de contorno en la
escala macrosedpica, adinitiendo que el compuesto es un material homogéneo,
tal comao se presenta en la Figura 4.1,

115
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4.1 IDEALIZACION DEL PROBLEMA

En este apartado se busea aclavar algunos conceplos tedricos. Como se lia
expuesto, la teorin de homogeneizacion para medios periddicos tiene una for-
mulacion rigurosa graciag a clerias suposiciones gue e cumplen Gnicamente
en condiciones ideales, estas son:

L. El material compuesto tiene una distribucion periddica de los materinles
componentes, lo cual permite 1a divisién virtual en dominios iguales ¥
lHamados eélulas,

2. La eélula que contiene la estructnra interna del compuesto es muy pe-
quenn con respecto a la estructura global (Y =< Q).

ostas dos supociciones estan contenidas en la hipdtesis de periodicidad local
(ver el apartado 3.3), ln cual expresa que el eampo de tensiones y deformas
ciones en el dominio de la eélula es el mismo para las células vecinas, Este
coneepto permite dividir el problema en dog esealas, admitiendo que mien-
trag lag varinles microsedpicas forman campos fuerte fuctuantes, las corress
pondientes variables do estado macrosedpicos cambian muy lentamente, En
consecuencia, dicha hipdtesis s ol fundamento en la mavoria de métodos de
la teorfa de homogeneizacion, como por ejemplo: en la teorfa de promedios,
en la teorin que utiliza los desarrollos asintéticos, v obviamente también en
la propuesta de este trabajo.

Sin embargo, en ol estado del arte (véage el subapartado 2.5.3) se recoje
algunos artfeulos que enestionan la hiptesis de periodicidad local (Fish &
Wagiman, 1993) (Fish & Markolefas, 1993) (Fish et al., 1994b) (Fish et al,
1984a) (Fish & Belsky, 1995a) (Fish & Belsky, 1995h) cnando existen al-
tos gradientes a nivel MECTOSCOPIcos o en presencia de efectos [ocales, como
efectos de borde de la macro estructura, fracturag, ete, Estos trabajos en
términos generales proponen; determinar la solucion del problema eldstico a
nivel de la macroestructura mediante la teorfn de homopeneizacion. Es decir
aceptando como vilida la periodividad de los campos a nivel microscopico.
A continuacidn, puesto que se considera que ésta no es vilide donde existen
altos gradientes, se infroduce un término perturbador en el campo de despla-
zamientos, el cunl no ey mds que el segundo término do la descomposicion que
propone los desarrollos asintdticos y mediante téenicas de relajacion se busen
convergencia a través de un procedimiento itevativo. En algunos de estos
trabajos en eambio, sobréponen on estos lugares mallas finas de elementos
finitos (téenicas multi-grid) donde se introduce estos términos de pertirba-
cidm, Estas béenicas la combinan con algoritmos de minimizacién de error
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de In solucion para el Método de log Elementos Finitog, Cabe agregar qne,
todn esta formulacion no solo aumentan la complejidad del problema, sine
ademis no estd claro que condnzean a un mejor resultado.

Campo sobre la celda l Valor macroscépico
i 5 A/
a0
'
! --
%, 1
h i
[
X
A B

Figura 4.2: Representacion simplificada de una funcién cuasi-periodica

(_f'lm.'l;l-!-lllctll.[-!, (811} j.[l‘:-lt'l'j!;'-nl',l- do los CHLpOE |m-1rri,1;-!,f;(”,pi¢nﬂ il.'l'l[}“l':l:l. I V-
riacion de los eampos de una célula con vespecto a las células vecinas, lo cual
aparentemente contradice la hipotesis de periodicidad. Sin embargo, se debe
entender que esta hipdtesis es sdlo una idealizacidn del problema para neep-
bar un cambio lento de lag varinbles macroscdpicas. Por ejemplo, supéngase
que existe un gradiente alto entre dos puntos de la macroestrictura A y
B, véase la Figura 4.2, tal que se produce una variacién considerable en la
tensidn (o deformacién) de dichos puntos (% y @) bajo el punto de vista
macroseopico. Ahora bien, la teoria de homogeneizacion idealiza el problema
puesto que considera que las dimensiones de la eélula bajo la escala global
tienden a cero. Por consiguiente, entre estos puntos A vy B se supone una
infinidad de células, tal que ¢l cambio de tensidn de una célula nbicada en
el punto A a la vecina es muy pequena y asf sucesivamente hasta lagar o
la céhila en el punto 2. El problema real difieve de la idealizacién, puesto
gue por ln dimension finita de la célula prueden existiv solamento alginas
céhilas entre A ¥ B, tal cono 1o presenta la Figura 4.2, Por ejemplo, en la
parte devecha de o misma figura (4.2) se indica una ampliacidn, en donde
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g0 aprecin una representacion de la variacion de los campos microsedpicos,
Dicha variacién se encuentra indicada como error o lo largo de un “perfodo”
d, ol cnnl representa ln longitue de una celda. Ahora bien, admitase que la
dimension de la celda disminuye y que la amplitud o variacién del campo
de la funeién no cambia, puesto que se mantienen las misma propiedades do
los componentes de la celda, Entonces, es ficil ver que ol error disminiye
propovcionaluiente con o disminueion de ln dimensgidn d v en el Hmite tiende
A representarse como un campo periddico (véase el esquema ubicado en Ia
parte superior de la ampliacion) sobre un dominio d muy pequeno (o — ).
Con lo ennl mevamente se Hegn o 1o hipdtesis de periodicidad loeal, En ol
caso que se desen reproducir exactamente ol eampo de tensiones en la micro-
sstrnetnra ge podria introducir tna correcion (efeclo de f.-uﬂm) e tomarfn en
cnenta la variacian de los campos por Ia dimensidn finita de la eélidda, la cual
se agregarin al campo periddico, de tal manera que se reflejaria el cambio
o variacion dentro de ln propia célula. Empero, esta correceion no altera o
valor global de lag variables dentro de la célula, dnicamente 1as ajusta parn
que la variacidn de una célula a la siguiente sen de forma continua, Se re-
maren, este efecto de eseala surge porque no se cumple completamente con
lag suposiciones de la teorfa de ln homogeneizacion, Naturalimente, en el enso
gue la célula es relativamente muy pequena dicho efecto no es apreciable v
por ende, no se toma encoenta en este trabajo.

Por otra parte, se ha cuestionado también el uso de In hipotesis de pe-
riodicidad en aquellas zonas que se encuentran cerea de log contornos de la
macroestructura. Este tema lo abordd Sanchez-Palencia (Sanchez Palencin,
1987) en base de los desarrollos asintdticos. Para analizay ¢l efecto de borde
esbe autor introduce ut Wermine adicional ' del orden de lus deformaciones
microsedpicas, de tal forma que el campo de desplazamientios se expresa como
u' = u foeu! 4 eu' Luego del andlisis se indica que a nivel macroscdpico
el efecto de este 1érmino adicional {(ew'") no es apreciable, puesto que el
gradiente de este tédrmino adicional (E'u.“") se desvancee muy rapidamente,
de hecho experimentos 111111'1(#1'iq<15 prosentan gue el efocto de este término
o5 considerable Ginicamente en la celda que se encuentra en el borde (esto
es, e amortigua practicamente en 1 perfodo) (Dumontet, 1986). En otras
palabras, las condiciones periddicas no son las reales en la celda que se en-
uentra jnsto en el borde. No obstante, se debe aclarar que ineluso en este
CARO @8 UNA aproximacion v si bien no es la mis precisn, si lo os para todas
aquellas cuantiosas célulns que estén en ol interior del dominio MACToRCapico.
Por consiguiente, si se admite que la célula tiene dimensiones moy poguefios
con respecto a la macroestructura, el error cometido por esta aproximacion
(condiciones de periodicidad) en el contorno del dominio macroscdpico es a
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nivel global despreciable,
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4.2 FORMULACION DEL PROBLEMA ELAS-
TICO EN DOS ESCALAS

A través de lu teorfa de homogeneizacion se aborda el problema de los ma-
teriales compuestos dentro de un contexto multieseala, en ol cual el com-
puesto se condiders como un material homogéneo bajo el punto de vista
macroseopico. De esta maners, es posible plantear el problema como ln for-
ma estindar en la Mecaniea de Medios Continuos, utilizando como variables
macroscopicas nnos valores globales o electivos de los campos microscépicos.
Para ello, In teorin de promedios formulada de forma heurigticn considera
que ciertas variabled (como tensiones v deformaciones) corresponden al pro-
medio de las vespectivas variables microscdpicas (Hill, 1963) (Hashin, 1970)
(Mandel, 1972). La teorfa de los desarrollos asintGticos indica que los valores
do estas variables tionen magnitudes diferentes en cada una de los escalas
(Sanchez-Palencia, 1980) (Bensoussan et al, 1078) (Duvaut, 1976). Dentro
de este contexto, la propuesta de este trabajo, formulada para medios pe-
riddicos, agrega que el tensor de deformacidn homogeneizado del compuesto
corresponde a la medida de deformacidn del dominio de una eélula, y ndemss
ge presenta la deduccion formal del tensor de Lensiones y las ecunciones de
equilibrio en cada una de lag escalas, sin recurrir al nso de los desarrollos
asintoticos,

El problema eldstico del material compuesto a nivel macrosedpico puede
solucionmise como un problema estindar de valores de contorno si s¢ dispone
cle las propiedades eldsticas del compuesto, Para ella, alginos métodos deter-
minan un tensor auxiling denominado! tensor de influencia (Hill, 1963), fen-
sor de concentracion (Mandel, 1972), tensor de localizacion (Snquet, 1082),
otras formulaciones basadas en los desarvollos asintéticos utilizan las funecio-
nes periddicas (Sanchez-Palencia, 1980) (Duvaut, 1976) (Lene & Leguillon,
1982), La formulacién e implementacion del problema eldstico en dos escalas
a través de la teorfa do la expansion asintdtien se presenta en el siguiente
trabajo (Guedes & Kikuchi, 1990), Otrag formas de buscar las constantes
elasticas en mateviales periddicos puede encontrarse en (Meguid & Kalamlba-
vov, 1994) (Luciano & Barbero, 1994). En la presente propuesta se formula
también el problema eldstico del compuesto, operando de forma similar a los
métodos mencionados que desacoplan las dos escalas, pero se propone nna
nuava allernativa para determinar el tensor constitutive del compuesto que
preseinde de estos tensores auxiliares y funciones periddicns.
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4.2.1 Datos geométricos y expresiones cinemaiticas del
problema

Se considera un problema de valores de contorne, enyo dominio §2 estd for-
mado por un material compuesto. La estructura interna de este material og
i fina estructura periddica, tal que con respecto o una escala macrosedpica
a el material ae ttﬁplsit']tkl‘u homogénes. El doaminio del material egtd acotado
por el contorno &8, en donde 982, s la parte del contorno en la que se conoce
tos desplasnmientos (condicion de Dirichlet) y 80, es I parte del coutorno
en donde se conoce las fuerzas (condicién de Newman) y se cumple:

dﬂ“ f-‘l t".)ﬂ.g, - W
a0, a5y ain.

Lav cinematica del problema ssti relacionada con un eampo de desplaza-
wientos ! en la eseals macrosedpica, la cnal expresa el desplazamiento de
caca particula del dominio §2, Ademds, se define como medida de deforma-
cidn al gradiente simétrico de desplazamientos (pequenas deformaciones), es
decii

" . T
£ = E(Vu' -+ (VH‘) ) {'1.’)
L poud Ol
El:_t.; = _('_A + _,‘).
2Ndw; D

-

Por otra parte, la estructura interna del compuesto es suceptible de ser
dividicda en unidades estructurales muny pequeias denominadas células, cuyo
dominio e un espacio abierto y acotado ¥ (de volumen Vi), tal que se puede
restablecer el dominio completo del enerpo (2 por la repeticién ordenada de
células (véase apartndo 3.2), Las partfculas de los materiales que conforma
Ia célula se etiquetan a nivel microestructural en un espacio de roferencia
y. Las condiciones de borde de la celda se consigue prescribiendo en todo su
contorno 8, que en el easo tridinengional corresponde o nna superficie Sy, el
campo de desplazamientos v luerzas a campos periddicos (ver subapartado
3.6.3), mientras simultdneamente se conecta al estado local macrosedpico
mediante el fensor de deformaciones homogeneizado. Es decir, el campo de
desplazamientos es un campo periddico controlado de la siguiente forman

Upyp —y =€+ D en dY° (4.2)

donde, w, v w, corresponde a los desplazamientos de los puntos periGdicos
Yuin ¥ U, vespectivamente y D es el vector de periodicidad. La periodicidad
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del campo de fnerzns resnlta de o condicdén que el vector de traceién £
nsociado o los elementos de superficie periddicos tiene igual magnitud pevo
divecciones opuestas

typp dS = —t, dS en Y (4.3)
Loin==1, en Yy

donde f = t(n) dS, siendo 7 el vector unitario exterior al dominio de la
célula ¥ v perpendicular al elemento de superticie dS.

A nivel microscopico, el campo de desplazamientos w(y) define la posi-
eidn de lag partfeulas de la célula y su promedio reproduce el valor de des-
plazamiento a nivel macroscopico. Se establece como medida de deformacion
microseapica £, al gradiente siméirico de los desplazamientos

&= %(VH wt (9, u)T) (d4.4)

. I (E}u; E;"u..,-)
oo meth o ),
foo2\ay o o,

La relacion cinemdtica que asocia lag dos escalas se obtuve en ol apartado
3.4, en el enal se presenta que el tensor de deformaciones honogeneizado
puede expresmse de o siguiente forma

trod! od 1
T o |t + ] et e | s i
=355 ‘55 -7 7 fv‘.“‘

donde 12 v d son los vectores de periodicidad del compuesto en la configura-
cion de referencia y actualizada respectivamente, nsociados a la coordenada
i

4.2.2 Ecuaciones de gobierno

Las seuaciones que gobiernan el problema de los niaterinlés compuestos, den-
fro de eada una de las esealas, fueron obtenidas en el apartado 3.5. Aqui
e exponen nuevamente, de forma resumida, con el prapdsito de plantenr ¢l
problema elistico en dos escalas.  La expresion local de equilibrio para @l
problema estatico dentro de la macroescala es

Va® o p"h’ =) ecuncidn de equilibrio macroscdpico (4.5)
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donde Vo' es ln divergencia del tensor de tonsiones homogeneizado v ' b*
es el valor de las [uerzas de masa del compuesto, el cual naturalimente corres-
ponde n un valor constante (pequenas deformaciones), on consecnencia no
depende de la escala @, Este vector puede obtenerse mediante el promedio
de las fuerzas de masa de los materiales constituyentes, es dedijr

, 1 f ik

p'h = v / pbdV fuerzas de mosa {4.6)
Y Y

en este caso p y b representa I densidad y la fuerzn nsocinda o la mass de

los materiales componentes dentra del dominio de la célula v son funciones

de las de coordenndus y.

En el apartado 3.5 se presentd ademds que dentra de la escala microes-
tructural no ge requiere considerar ol efecto de lad fuerzas de masa. Por lo
tanto, la ecuacion de equilibrio micromeednico queda

Vyo =10 ceuacton de equilibrio mieroscapico, (4.7)

Por otra parte, admitiendo el comportamiento eldstico de los materiales
compaonentes, para eada punto ¥ de la eseala micosedpicn, se tieno

o=~C"¢ (4.8)

donde C(y) es el tensor constitutive eldstico. Ahora bien, considerando que
todos los constituyentes del compuesto son materiales eldsticos y sin admitiy
I posibilidad de deslizamientos entre los materiales componentes, es natural
la bisgneda de una ley elistica de comportamiento para el compuesto (Lene
& Leguillon, 1982) (Lene, 1986) (Suquet, 1982) (Suquet, 1987) (Oleinik ¢t al.,
1992), que relacione las variables globales como la eldsica oxpresion para
materiales homogéneos

il (4.9)

donde € es el tensor formado por las constantes eldsticns homogeneizadas
de dicho compuesto, denominado tensor constitutive eldstico homageneizado,
Finalmente, se presentd ademds que el tengor de tensiones homogenelzado
puede ser obtenido, como lo propone la teoria de promedios, mediante ol
promedio de fnerzas o reacciones en el contorno de la eéluly, o lo gue es lo
migmo, el promedio del campo de tensiones dentro de este dominio, esto os

= ] /crdl-’. (4.10)

2= 'l_.r"',
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4.2.3 Determinacion del tensor constitutivo eldastico ho
mogeneizado mediante un método de perturba-
cion

Generalmente se asocia los materiales compuestos bajo el concepto de anigo-
tropin,  Es decir, la vigides del material depende de la direccion a la que
¢ hace referencin, No obstante, se gabe que matevinles con distribucion
aleatdvia, como es ¢l caso del hormigén, presenton dentro del rango olistico
nn comportaniento sotropo.. Este comportamiento se puede justificar, en
el rango eldstico, al considerar que una distribucion aleatoria ideal de los
componentes garantiza igual distribucidn de heterogensidades en todas lns
direcciones del material. Este indicio conduce al hecho que In rigurosa perio-
dicidned de la microestructurn genera ciertas simetrias en el tensor constitn-
tivo eldstico. Existon algunos trabajos sobre el tema (Lene & Duvaut, 1981)
(Lene & Leguillon, 1982) (Lene, 1986) (Guedes & Kikuchi, 1990) en donde se
presenta que el tensor eonstitutivo homogeneizado obtenida o partiv de una
celda unidad, que representa a un medio periddico, es ortdtropo. Este hecho
fucilita notablemente el problema, puesio que el tensor constitutive (C") es
de enarto ovden y tiene 81 componentes, pero si ol material homogencizado
(en estado eldstico) es ortdtropo, entonces hay que determinar dnicamente 9
vornponentes independientes,

El método que se propone para determinar estas constantes elisticas estd
relacionado con el procedimiento seguido, tanto por In teorfa de promedios
como en li teoriog de la expansion asintétien, presentados en ol Estado del
Arte. Se recuerda que, la ley constitutiva eldstica liomogeneizada establoce
que a partir de wna deformacién se determina la respuesta del material me-
diante el tensor constitutive, véase cenneion 1.9, Pero tambicn, o partir de
una deformaeidn homogeneizada £° se puede deteriinar el tensor de tensio-
Ties hnnmgeneimmm a' a través de la célula, véase ecuncion 4,10, Entonces,
s puede aplicar diferentes pertubaciones (deformaciones pequenias) a la cel-
da, tales que activen lag diferentes constantes elistions del com puesto, A
continuacion, se determina ln tension homogeneizadn en Ia celda, para cada
una de estas deformaciones. Luego es posible obtener las cosntantes elisticas
del compuesto a través de la siguiente sxpresion

CF = g1 (&) (4.11)

obviamente, la ecuncion suterior tiene infitas saluciones, puesto que el tensor
C" es de cuarto orden, mientras que los tensores a® y 2% son de segundo or-
den, Sin embargo, 51 se considera 1a condicién de ortotropia y se establese un
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aistemin de couaciones con las difeventes perturbaciones (o estados de earga),
¢l problema tiene solucién dnica.

Por ejemnplo, en problemas bidimensionales idealizados como un problema
de tensién plana o deformacion plana, el tensor constitutivo elistico se puede
expredar de la siguiente lorma

CI'I' i C‘T‘ﬂ‘ﬂj} {) )
clr — C‘Hyuum (.:'pm‘w O (‘\1. 12)
0 0 Che

supongase que se aplice o una célula las siguientes tres deformaciones;

E'! =3 (ﬂlﬂlll Ut n)
Eﬂﬂ = (U. Epips u)
Emu = (U, U, 26,,-9)

para cada unn de estas deformaciones, se determina el tensor de tensiones
homogeneizado, esto es: o'(e*y), o*(e’y), o"(e%y). A continnacién ge ob-
tienen los coeficientes del tengor constitutivo, que en este caso resnlia;

Ol = ":;;;(‘Em'l)x Com
Crapy = 0pa(€%2)/ey,
oy = d':u(ﬂ?]/ Cy
Cover =05, (6%1) /b
Clay = '-Tfy(rd)/z"-'w

la demostracion analitica de la hipdtesis de simetria del tensor constitutive
del compuesto es algo no trivial, Dicha demostracién ha sido presentada
por diferentes nintores de la teorin de la expangion asintdtica, aungue éstas
pueden no ser suficientemente rigurosas. No obstante, a través de egta iimple-
mentacion numérica o las funciones de periodicidad se cumple dicha hipdtesis

c’rﬂ L = C.l:.l'uy

por consiguiente, s se aplica otras deformaciones a la célula (dentro del rango
elistico) y se determina el tensor de tensiones homogeneizado, dicho tensor
coincide con In tensidn homogeneizada predecidn por el Lensor constitutivo
eldstico homogeneizado (obtenido tal como se indica en este subapartado),
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4.2.4  Formulacién fuerte del problema elastico

El problema de los materiales compuestos periddicos, presentado en los sub-
apartados 4.2.1 y 4.2.2, puede entenderse como un problema gobernado por
las respectivas ecuaciones de equilibrio en cada una de las dos esealas. En
eate enso, o caracter eldstico lineal del comportamiento de log materiales
componentes permite desacoplar ol problema v obtener a través de o escals
microseopicn los coeficientes eldsticos homogenezados del compuesto (suba-
partado 4.2.3). En el Estado del Arte se indica la formulacidn del prablema o
través de la teorfa de promedios (Suquet, 1982; Suquet, 1987) v los desarro-
llos asintdticos (Lene, 1986) (Guedes & Kikuchi, 1990). En la formulacién
propuesta en esta Monografia, los conceptos principales s¢ mantienen, pero
cambia pareialmente la forma de obtener el tensor constitutive eldstico del
compuesto. A nivel macroseopico el problema se plantea come un problema
de valores de contorno de un medio homogéneo estdndar, donde ol tensor
constitutivo (homogeneizado) tiene que ser previamente obtenido a partiv de
i célula del compuesto. La formulacién se presenta en el siguiente cuadro:

PROBLEMA EN LA ESCALA MACROSCOPICA = (dominio (2);

Vo + p'b" =0 ecuacidn de equilibria en §
o0 = O gt ecuacidn constitutiva en
uwt = " d{:s}dcmmln.*icn.tu en 81,
T =T Juerzas en 88

PROBLEMA EN LA ESCALA MICROSCOPICA y (dominio ¥7);
Fuerzag de masa (p"b")
prht = 1# j‘ b dV = constante
Tensor coustitutivo elistico homogeneizado (CF), solucionar;

V,a=10 ecuacion de equilibrio en Y
og=0C"¢ cetacion constiluliva en Y
Upp ) = Wy == g7 0D degplazamientos en OY
Torn=—1, [uerzas en Y

para las signienbes fres r.'lt"l?)lumtirmm (c'uﬁn bidimensional):

e:?;' = (Egyi €5, 2e5.) = (e 0.0, 0.0)

£] = (el ,,;,,, 2e w) (0.0 ¢, 0.0)

&) = (el &y 267) = (DU 0.0, €) (ejempla: ¢ =0,0001)

vy obtener: a®(ef), o¥(el), a¥(el)  en donde & = 'T"." Jy o dv

Cunun = a5,(€7) /e
Cliwpi = f’,.-,;{'fa)/'f
oy = E‘“' )/ e
Clargy = ":'nuu = ay.(&5)/e = oy (ef) /¢
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Finalniete, =1 se desen informacion acerca de los CANIPOR IMicToseOpicos,
se puede obtener estos campos on cada uno de los puntos de integracién de
la macrgestructiura, o bien tinicomente en los puntos de interés (Guedes &
Kiknehi, 1990), Para ello, se debe solucionay el problema sobre la edlula,
impaniendo como condicién de contorno Ia deformacion homogeneizada ob-
tenida en cada nnmo de dichos puntos,

4.2.5 Formulacién débil del problema elistico

La solucion exacta del problema formulado en el subapartado antevior (suli-
partado 1.2.4) prede ser extremadamente laborioso o en nuchos cosos impo-
sible, Bin embargo, su solucién se pusde obtener de formia discreta o través
del Métode de los Elementos Fantos, pata ello se requieve una formulacion
inlegral equivalente! que solucione el problema en cada unn de las escalns,
Considérese en primer lugar el problema a nivel macrosedpico, Entonces, la
ecuacion diferencial 4.5, la enal establece ol equilibrio [ncﬂl en ln macroes-
tructira, debe ser nula en todos los puntes del dominio 2, pero ademds se
debe satisfacer las condiciones de contorno impuestas. Aplicando el método
de los restduos ponderados®, 8¢ obtiene

/ w (Vo) di) + f we () d 4 | w e (B = @) O = 0
o5 ] okl

donde w es un conjunto de himciones wbitracing de prueha asociadas al cam-
po de log desplasnmiontos, que satisface las condiciones de contorno de Di-
richlet en 982, mientras que &' representan las fuerzas (vector de traceidn)
impuestas en el contorno 98, Aplieando el teorema de Couss (Malvern,
1969) se obtiene la forma débil de la ecnacidn del equilibrio estatico en la
macroescala

= [ Vaw:a" d) + / w - (p"h") U -1—/ w el di - 0 (1.13)
Jn Ji i

Se puede elejir coma vector de ponderacidn w un desplazamiento vir-
tual w = du® factible (mdtodo de Galerkin (Zienkiewics & Taylor, 1994a)
(Onate, 1992)), Es decir, se escoge un campo de desplazanientos hipotético,
arbitrario, no asociado a ningiin sistoma de cargas exteriores actuales (inde-
pendientes de ellas) y ademds que satisface las condiciones geométricas del

"a formubacidn integrl oquivalente se conoce como formulagion débil,

5 métode de los ressdios porderados Be bash on i Ldonien gie operacon i ecuacion
integral equivalente en lugoar de Lo eeuncidn diferencial del probloma (Zienkiowies & Taylor,
1984a) (Oiiate, 1992),
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contorno en 2. Do esta forma, se puede eseribir In forma débil de la ectn-
aion de equilibro en la macroescala como In expresion del Principio de los
Trabajos Virtuales aplicado al eompuesto

/ de’ 1 O et i) = fdu" (pTbT) dY + su” 1" das) {1.14)
Ju 0 a1
en donde, de* o5 el campo de deformaciones virtuales obtenido a partir del
campo de desplazgamientos victunles du’ dentro de la escala 2. Bl tonsor de
temsiones homogeneizado se abtiene n partir de las constantes oldsticas del
material &7 = C":1 e (ccuncién 4.9) v p"b* representa las Fierzas nsocindas
a I mada que a4 un valor constante, véase ecuacién 4.6.

Notese que se ha desacoplado las escalas, va que 1a ccuncidn 4,14 5o des-
cribe en términos que involucran vinicamente a la escala macroscopica. Sin
embargo, pava la solucidn de dicha eeuncién falta determinar ol tensor CONEs
titutivo eldstico homogeneizado €. Las constantes de dicho tensor priede
obtenerse tal como se prosentd en el siubapartado 4.2.3. Esto es, admitiendo
que ol material compuesto és ortdiropo, se establece un gimplo sistema de
ecunciones que resulta de la siguiente expresion

(G'.-F)m-r =] IET-]—I

donde, &f representa diferentes deformaciones que activan Ins distintas cons-
tanted del compuesto, Para el problema tridimensional bastan seis deforma-
ciones adecuadas, en cambio para el problema bidimensional sélo se requieren
Lres.

Para cada una de estas deformaciones 7 (que son valoves conocidos) se
debe solucionar el problema de valores de contorno en ln céluls, Esto se
consigue mediante el planteamiento matemdtico presentado en el capibulo
anterior, en ¢l subapartado 3.6.5. Es decir, se debe hacer eumplir la eouacidn
ditevencial 4.7, la cunl establece ol equilibrio local en cada punto ¥y de la
microestructura, junto a las condiciones del contorne establecidas. Utilizando
el método de residuos ponderados (véase, ¢l subapartado 3.6.5) se llega a Ia
siguiente expresion

= | VwiadV 4 [ wfdS =) (4.15)
y oy
v aplicando el Principio de los Trabijos Virtuales o nivel de ln microestine-

tura, se tiene
fﬁs:r:r d\ =/ St dS (4.16)
¥ ay
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donde, de ez el campo de deformaeidn virtual microsedpico obienido o partiv
del eampo de desplazamientos virtuales, ol cusl es uy campo admisible que
cumple con la condicion de desplazamientos en el contorno de la ¢élula, esto
051 Uy p — iy, = €% D) mientras que el vecior de braccion € que se genern en
el contorno de la eélula mantiene Ia periodicidad del campo de fuerzas, esto
a8 f,,.,_ p==J,0 lo que representa lo mismo L.p = —t,.

Luego de haber solucionado el problema sobre la eélula, se obtiene 1a ten-
gion homogencizada e (e";), para cada una de las diferentes deformaciones
impuestas, mediante el promedio de tensiones en la microestructura, véase
la ceuncion 410, A continuacidn, se determinn fcilinente las constantes
elisticas,

4.2.6 Solucién del problema a través del Método de los
Elementos Finitos

De acuerdo al subapartado 4.2.3 el tensor conatitutivo eldstico homogeneiza-
do, en el problema bidimensional, es de 1o forma

&y ¢y 0
C"= | Oy €4 0
0 0

dichus constantes pueden ser determinadas mediante perturbaciones en la
microestructura, tales que activen a cada unn de ellas, Para un problema
biclimensional, lns signientes tres deformaciones son suficientes:

- (EL. F'!nr' '.EE-J,].M)I — (t‘- 0.0, ﬂ.n)

u
E; = (E;::I Ejr:ﬂl BE:H)Q = (0-0 i By U.D)
g5 = (s €5y 225,05 = (0.0, 00, €)

donde ¢ cumple [a funcidn de un pardmetro que perturba el sstado natural del
equilibrio de la microestrctura. Eu olvas palabras, se impono tres pequenios
estados de carga (por ejemplo: e = 0.0001). A continuacién, se soluciona
cada uno de los tres problemas de valores de contorno en ln microesstructurm,
Esto de consigue de la siguiente formia, supdngnse que se hi disoretizado la
célula que representa al material compuesto, en una secuencia de elementos
Yoy (no sobrepuestos), los enales estdn formados cada une por un iinico
material componente, de tal forma qne

"}.-‘- - U,E’;W'YM (,] IT}
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y utilizando e Método de log Elementos Finitos (véase, en el capftulo ane
tevior, el subapartado 3.6.6) se obtiene el equilibrio en la microsstructura
maediante la giguiente expresion

sied o i = viedeni _
Am-‘-l ( B{,')C‘B-(ﬂ l.'ﬂ"(,,l,) ﬂ.:,d = — N”t(r,) d&ﬂ(}},, lﬁ)
Yo ' My
K- = F

en clonde, A es ol operador de ensambilaje, N son lng funciones de inter-
polacidn de desplazamientos v B s 1o miatriz de derivadas de las funciones
de forma {0 de interpolacién). En este caso, el tensor constitutive € corres-
pondle al tensor eldstico (constante).

La aplicacion de las distintas perturbaciones son impuestas bajo las condi-
ciones periadicas, para ello ge puede utilizar los multiplicadores de Lagrange,
tal como se presenta, an el capftulo anterior, en el subapartade 3.6.7, esto es

K k' k& i F
k, I ~I|[:-|A|=]AD
k, —I I A AD

la.solucidn del sistemi de ecuaciones permite deterniinay el ennipo do teusio-

nes mieroscopiess en el doninio de la célula, con lo cual se obtiene el tensor de
tensiones o para eada unade las deformaciones aplicadas (e™(e”), a"(2%;), a"(2"3)).
Esto es, determinando el promedio de lag tensidn en la eflula (ecuacidn 4.10)

o traves de la integracion numérica

i l [
gy = i 5 iy dV
'I Walwass |, Minitag

7y = = - (20 aulla)wlin)  (d19)
T e (T ) £ )

donde yE,,) € V(o) representa un punto de integracion, ! es el correspondiente
peso, jiy es el determinante del jacobiano y nie es el nimero de puntos de
mtegracion para el elemento Yy, finalmente se determinan las constantes

C'.] = ”r:n{slr!}xﬂ
Gi=oL(efe & Ca=aj(eti)/e
Yy = H:Ju(‘E}H)/C

Ci = ag,(e"3)/e.
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Obtenido el tensor constitutive elistico homogencizado se aborda el pro
blema en lo macroestrmctura mediante la forma estandar del Método de los
Elementos Finitos. Como se menciondg, una discucion detallnda sobre este
método puede encontrarse en (Bathe, 1982) (Hughes, 1987) (Ofnate, 1992)
(Zienkiewicz & Taylor, 1994a). En este caso, considérese que se discretiza ol
dominio macrosedpico £ en una secuencia de elementos oy (o sobirepuesto),
de manera que

£ = Uy (4.20)

A teavds de la uterpolacidn espacial convencional para el campo de los des-
plazanientos se tiene

'u'(r) = L N"':,M{T] N(r):ﬁ.(’u} “21)

o]

donde Ny = [N, . N3] son las uciones de interpolacién de los des-
plazamientos del elemento 8:.') (desde ¥ = 1,. .\ . Myute Y €= 1,.0 ., Malem) ¥
ﬁ?ﬂ} gol los desplazamientos nodales de la macroestrictim,

Fscribiendo la deformacion elemental, en pequenas deformaciones, en fun-
cion de los desplazamientos, resulia

1

Efyy = 5((“«7 (o) Tey) + (VNG :;E.}}"‘) (4,22)
I =
= VNG + (VNG g,
= B(“) ‘H-{,s,

donde ln matriz B,y se la conoce coma matriz de devivadus de los funeiones
de Jorma. Aplicando el método de los residuos ponderados, que consiste en
utilizar como funciones de peso las mismas que so utilizan para aproximar el
campo de incognitas, so obtione matrices simétricas (Hoghes, 1987) (Zienkie-
wicz & Taylor, 1994a). De esta manera, a través del Principio de los Trabajos
Virtuales (vénse ecuacién 4.14), aplicado a un elemento (e) cnalquiers de 1o
macroestructura, se fiene

B],C" By, d= [ N dQ .+f N, da (4.23)

Jey,, i) )
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donde, o priter miembro de la ecuncidn 4.23 representa las ferzoas inter-
nns elementeles v el segundo miembro cortesponde o lag fuerzag externag
aplicadas al elemento

o= /; BLO" By 49| iy = ke iy (420
Il y

' ?J:,' =t [ N"p"b* df2 N"f&,] il (4.25)
4 “(r'i H“{,,;.

Los valores totales de las fuerzas internas y externas en la macroestructura,
rosultan del ensamble deo lag contyibuciones elementales

pied i
Fo= AL (4.26)
A:mhrm . o |
y=] k{l‘h Uy =K
relemn
et A g oz

donde A os ¢l operaclor de ensamblaje estdandar del Método de los Elementos
Finitos (Hughes, 1987). Naturalmente, el sistema de ecunciones debe cumpliv
el equilibrio

le = Fu’.u'!l (‘4.28}

Como se miencionsd, para el edleulo de lag varinbles se transforma el espacio
de los elemontos a un espacio isoparamétrico (Hughes, 1987) (Simo & Hughes,
1998 ). En este caso, el vector de fuerzas internas dado por 4.24 s evaluado
por integracidn numdrica o cuadratura, de acuerdo a

1t Bloya"[suat, 10 (o) (4.29)

I
1]

I

== BEI)GM B[r}ﬁ?;'}

i=1

anla
:umm':ﬂ Ul

donde, el tensor constitutivo elistico homogeneizado © se obtione desde la
microestructura (tal como se ha indicado anteriormente), .'r:fn] & {dy vepre-
aenta cada uno de log punta de integracion de la macrosstimetira, w! e el
correspondiente peso v ngy e el nimero de puntos de integracion para el
elemento Qg En otras palabras, las tensiones s6lo se reguieren on inos
puntos discretos '{:EH dentro de un elemento
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Después de solucionar el problema de valores de contarno elastico en la
escaln macrosedpica, se puede generar el posproceso en los puntos de interds,
tal como lo propone (Lene, 1986) (Devries ef af, 1989) (Guedes & Kiku-
chi, 1990). Es decir, determinar log compos de tensiones v deformaciones n
nivel microestretural de aquellos puntos de lo macroestructura que se con-
sideran velevantes, En el presente trabajo, se prefivid obtenar los campos
microscopicos en cada uno de los punios de integracion de los elementos de
[a macroestroctura, Pava lo cual, se aplies o deformacion de cada una de
estos puntos o una celda, En consecuencia, la solucidn del problema eldstico
de materiales compuesto mediante la teorda de homogeneizacion requicre de
1m cadigo de elementos finitos capaz de solucionar primero un ndmero de-
terminado de problemas en la mieroestructura (3 en al easo bidimensional)
von lo que se determina las constantes eldsticas del compuesto, a continua-
tidn se soluciona el prablema de la macroestruciura, Finahuente se obtiene
los campos de tensiones y deformaciones microsedpicos en cada uno de los
puntos de futegracion del dominio macroscdpico o bien, simplemente en los
puntog erfticod de la macroestructira,
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4.3 FORMULACION DEL PROBLEMA NO
LINEAL EN DOS ESCALAS

Dentro de un contexto mibs amplio, el comportamiento de los materiales com-
ponentes esta caricterizado por un rango lineal v otro no lineal. Por consi-
gilente, o4 posible que en une o mds materiales componentes sobrepnsen su
nmbral eldstico por las solicitaciones aplicadas a la estructura, gonerdndose
dentro de ln microestrueturs fendmenos de plasticidad, degradacién, desliza-
miento de componentes o frnctura. En cualgniera de estos ensos, el material
compuesto se comporta como un material no lineal, que depende de la his-
toria local de los constituyentes, Este hecho fue presentads por Suquet (Su-
quet, 1982; Suquet, 1987), al introducir ¢l comportamiento no lineal dentro
de la learda de homagenerzacion.  Fste antor concluye que “el comporta-
miento del compnesto depende de un inlinito ndmero de variables internas”.
Esto representa una gran dificultad por el enorme esfuerzo computacional
que mmplica. En los trabajos de investigacion desarrollados posteriormente
se propone ciertas gimplificaciones a partiv del conocimiento de la nabirale-
za de los materinles componentes, véase por ejemplo (Lene, 1986) (Suquet,
1987) (Devries el al,, 1980). También se plantean ciertas ecuaciones consti-
tutivas para determinados materiales compuestos (Aravas ef al, 1995). En
cualcuiera de los casos, estas propuestas son ecunciones constitutivas apro-
ximadas, aplicables a compuestos particulares y no pueden ser generalizadag,

Por otra parte, Jangsou (Jansson, 1992) utiliza la feoria de homogene-
zactdn formulada a través dé los métodos asinidticos v obtiene a través de
uni celda el comportamiento no lineal de matrices voforzadas con fibras, pevo
su trabnjo dnicamente se realiza o nivel de la escala microscipica, Trabjos
recientes v en algunos casos paralelos al presente trabajo proponen métodos
para solucionar de forma acoplada las dos escalas. El método propuesto por
Fish y comitores (Fish ef al, 1997) (Fish & Shek, 1999) utiliza la teovia de
la expansiin asintdlica para obtener las ecuaciones que gobiernan en cada
una de las escalas, El comportamiento del compuesto se obtiene mediante
una celda del material compuesto a teavés de n leorfa de transformaeion de
campos (véase Estado del Arte, subapartado 2.5.4). Una segunda propues-
ta la presentan Ghosh y coantores (Ghosh el al., 1996) (Lee ef al., 1999),
fata utiliza también loa desarrollos asintéticos, pero el comportamionto del
compuesto se obtiene mediante el Método de los Elementos FPinilos Voronod
(vénse Estado del Arte, subapartado 2.5.5), En esta Monogralin se propone
una nueva alterativa, enyos conceptos han sido presentados parcialmente en
diferentes publicaciones (Zalamea ¢f al,, 1998; Zalamen ef al., 19994 Zala-
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men ef al., 1999h; Zalamea ef al., 2000). Al final de este capitulo se presenta
lag principales diferenciasg e esta propuesta con lag anteriores.

En esta propuesta se considera que, de acmerdo con la Meednica de Me-
dios Continuos, las magnitudes de vartables como tengiones v deformaeiones
corresponden o lag gque se prodocen en enda uno de los materiales componen-
tos deol compuesto, No obstante, parn plantear completamente el problema
de los maderiales compuestos, se requiere ademis unas magnitudes globales
o efectivas que representan el comportamiento o nivel macroscdpico, Ahora
bien, la teoria de homogenetzacidn permite descomponer el problema de los
materiales compnestos en dos esealas de difevente orden de magnitud, A nivel
de los materiales componentes se utiliza una eseala denominada microscdpica
., En oambio, o nivel de la macroestroctura formada por el material com-
puesto se ntiliza ima escala denominada macrosedpica @, en donde se opera
con unos valores globales o efectivos de Jas variables, como si este medio
heterogéneo fuern un medio homogéneo, Esta descomposicion en dos esea-
lus es una herramienta que permite solucionm el problema a través de la
Mecinica de Medios Continuos. 8in embargo, no se debe perder de vista que
lns vaviables del problema siempre dependen de las dos escalas (2, 4) y por
congiguiente la sohieidn global del problema no lineal tiene que realizarse de
forma acoplada.

4.3.1 Datos geométricos y ecuaciones de gobierno

Los datos geomdiricos y Ing expresiones cinenuiticas establecidos pari el pro-
bleina eldstico del compuesto, en el subapartado 4.2.1, se mantienen vilidas
para el problema no lineal, vazdn por la cual el lector deberd referivae a dicho
subapartado. Simpleniente se menciona que el problema se descompone en
dos escalns de diferente orden de magnitud, en ¢l cual a nivel macroscépico
se considern un cuerpo de dominio 0 (formado por el material compuesto de
fina estructura periddica) que es considerndo homogénes y que se encuentra
representado en un espacio de referencia macrosedpico @ En cambio, a tii-
vl de o microestructura se considera un dominio ¥, el cual caracteriza un
doniinio representativo del compuesto (periodico) denominado eélula. Dicho
dominio se encuentra representado en un eapacio de referencia local o mi-
CrOsCOpico 1.

Por otra parte, en el subapartado 4.2.2 se presentan las ecuaciones de
gobierno para @ problema eldstico. En este caso, las ecuaciones de aguili-
brio local, taito en In eseala macrosedpicn como microsedpion, pormanceen
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villidas, Pero, se requiere reemplazar las leyes de comportamiento elistico
de los materiales (ecuaciones 4.8 y 4.9) por leyes de comportamiento no li-
neal, tales que reproduzean el comportamiento ineldstico de eada nno de los
materiales. A nivel de la microcstructura, la eenacidn 4.8 se reemplaza por
ln siguiente relacidn ineremental

d=C : & (4.30)

en donde el tensor constitutivo © depende del estado del material COmpo-
nente, La eouncidn anterior representa de forma general el comportamiento
inelistico de los constituyentes, Dicho comportamiento se establece median-
te las ecuaciones constitutivas estiandar de Ja Meednica de Medios Continuos
(Malvern, 1969), Estas son funciones matematicas qne buscan reproduciv el
eomportaniento enomenoldpico observado en los miateriales, Las counclones
congtitutivas depenclen de tres distintas clases de variables, que son: vara-
bles libres (vsualmente; € & @), variables mternas (o0 = |og v, - o)
Juniko i sus respectivas ecnaciones de evolueidn (&) y variables dependientes
(usualmente: o 6 €). La deduccidn de las ecuaciones eonstitutivas se realiza
generalmente a partiv de un polencial de energfa, denominado $, Se han
establecido diferentes ecunciones matemdticas para representar ¢l comporta-
miento fenomenoldgico ideal de muchos materiales homogéneos e igbtropos,
asi por ejemplo se dispone de ecuaciones constitutivas que reprodncen el
comportamiento de materiales eldsticos, plisticos, viscosos, de degradacidn,
etc. y combinaciones de éstas. En el apédice se encuentra la formulacién de
las algunas de lag ecunciones constitutivas utilizadag en este trabajo. Para
simplificar, en el signiente cundro se presenta esquemdticamente una ley de
eomportamiento general controlada por lag deformaciones:

ECUACION CONSTITUTIVA DEL MATERIAL COMPONENTE: |
Potencial de enegla del material:
I = d(e, o)
Variable libre: Tensor de deformaciones

«= (5 &)
Vartubles internas:
o=l con k=1, . n
Varinble dependiente: Tengor de tensiones
o = a(P,é «)

Como se menciond, este esquema de una eenacion constitutiva es vilido
para los materiales componentes. A nivel macroscdpico, se raguiere establocer
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nna ecuneion constitutiva del compuesto también de forma incremental, esto
67

F =0 ;g (4.31)

dicha ley de comportamiento pnede ser obtenida divectamente mediante los
coneeptos presentados en ol eapftulo anterior, tal como se presentn on el si-
guiente apartado,

4.3.2  Ecuacién constitutiva del compuesto

En el caso de los materiales compuesios la eeuncidn constitutiva depende,
ademas del comportamiento de los materiales componentes, de la geometrin
dle sus constituyentes, s por ello que la dediecion de una ecuacion consti-
tutiva de un medio heterogéneo es sumamente compleja, Un ejemplo inte-
vesante en donde so formula una ecuacién constitutiva de manera explicita,
para el comportamiento transversal de clertag inadriees reforandas con fibras
continuas en una diveccion, lo preseuta Aravas® (Aravas of al, 1995), Por
otra parte, Suguet (Suquet, 1982; Suquet, 1987) busca formular las ecua-
ciones constititfivas para compuestos de comportamiento no lineal a partir
de las variables microscdpicas’. Parte de estos desarrollos se presentan en
el Estaco del Arte (ver apartado 2.4). En dicha formulacién el investigador
restringe la ecuncion constitutiva de acuerdo o la naturaless do los cons-
tituyentes. Es deciv, compuestos cuyos constituyentes son elasto-plasticos,
viscosos, ete. Se supone ademss la existencia de un potencial macroscdpico
y el funcién de dicho poleneial se obtienen las expresiones parn determinar
lns macravariables, Las expresiones resultantes, dentro del rango no lineal,
tdependen del campo completo de lag variables de estado a nivel de compo-
nentes. Obviamente, desacoplar los cumpos de las variables macroseépicas de
las microscdpicas simplificaria en gran medida el problenia, ya que permitiria
obtenar scuaciones matemdticas cuyas variables dependen inicamente de una
escali, Pero, puesto gite no os posible eliminar lag variables microscdpions de
la ecuacion constitutiva macroscopica, se han propiiesto diferentes simplifica-
ciones, La mas usual consiste en representar ¢l eampo de variables internag
mieroseapicas mediante un valor promedio para cada uno de los componen-
tes (Suquet, 1982) (Suquot, 1987) (Lene, 1986) (Devries ef al, 1089) (Fish

e

TEn la formulacidn de ln sovacion constitutiva, prosentads POF ATIVAS, 0 supong qie
el compuesto és transversalienta sdtropo,

" Algimos trabijos sobre homogensizacidn roconacen a Suquet como el investigacor que
introduce esta teorfn dentro del rango no lnenl (Swan, 1904) (Aravag ot al,, 1005),
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et af., 1997). Sin embargo, dichas simplificaciones pueden afectar serinmente
la precisidn de los resultados,

El trabajo de Suquet al enal se hace refevencia confronta el hecho que
unn eenpeidn constitutiva del compuesto depende de un “niniero infinito
de variables internas” (Sugquet, 1987) (o tambidn, véase apartado 2.4). Fn
olras palabras, para determinar las variables macroscdpicas se requiere co-
nocer ¢l eampe completo de las variables microsedpicas dentro del volumen
elemental vepresentativo, Este inconveniente ha representado durante mucho
tiempo wuna gran dificultad, puesto que implica un esfuarzo computacional
muy grande, al punto que se ha congiderado hasta el momento nne tares ini-
posible de realizar. No obstante, el presente trabajo desarrolla precisamente
este camino, apoymlo en lag capacidades actuales de los ordenadores. Para
ello ge propone madificar el coneepto convencional de una ecuncién consti-
tutiva® por una ecuacidn constitutiva de tipo ninmdérica. Es dediy, se parte
del conocimiento de la geométria de la microestructura del compuesto y del
comportamiento de Jos constituyentes (los cuales generalmente corresponden
a materiales homogéneos e isétropos) y se busea obtener ol comportamiento
del compuesto mediante un algoritmo numérico, Esto es posible, mediante
la veproducion de los eampos de las variables de tensiones v deformaciones
microestructurales, los enales son [unciones del comportamiento y forma de
los materiales componentes.  Por consiguiente, el campo completo de las
variables internas dentro del dominio de la céhula, almacenada de forma dis-
creta en la memoria del ordenador, representan lag varviables internas de lo
ecnncion constitutiva del compuesto, De esta forma, no se requiere operar
directamente con las ecuaciones del comportamionto de 1os constituyentes, ni
con g geometiin, para fornular una ecuacion constitutiva, sino mas bien, ol
comportamiento del compuesto resulta de la simulacion de o interaceion de
los materiales componentes, El resultado del método es una ecnacion cons-
titutiva de caracter general.

Formulacion de la ecuacidn constitutiva

L ecuacion constitutiva para el compuesto se fornmla como un algoritmo
incremental, en el cual se controla In deformacidn global € del compuesio
(variable libre) o través de st incremento £” en un instanie de tiempo Al y
git dletermina la respuesta del material mediante la obtencién del tensor de
-?i.l'-*?l'rlu ﬂjHIH}J]{i de una seuncidn constituriva, quo manticno ol concepto convencional,
prracun tmaterial roforznde con fibras on una diroceidn vémse (Aravas ef ol | 1905)
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tensiones homogeneizado o, vs deciy

x ol gl at) i i
o (i ' {t) Y L g {&) (*’1.-}2)
-'."I 1} 3 W i
donde, € representa el tensor constitutivo homogeneizado. Ln ecnacidn
anterior puede ser expresada en térniinos de las variables microsedpicas sohre
el volumen l'ﬁ'|)1'@ﬁ‘3|l“ﬂ-i\’(). oslo 68

ilan T}_/ (0(@,e®, ) 4 o3 (@, (4, &(30) ) aia.33)
Yo Wy

1
W v

_ (ﬂ.{f pdai) (‘{[7. E.:-(r-w.‘..r)l Al A:)J) dv
donde $(y) representa el potencial de energia y ee(y) las vaviables internas,
que depencden de su posicidn ¢ dentro del dominio de ln eélula,

La sohieidn de esta ecunacidn representa la respuesta mecdnica del com-
puesto, para lo cual se requiere establecey adecuadamente eada uno de log
puntos que o continuacion se detallan:

e Datos del problema:

~ Datos geométricos mieroestiucturales (1), estos son:
¥ Geomoelria del dominio de la eélula ¥ forma y ubieacidn de
los materinles componentes dentro del doniinio representativo,
# Relicidon de periodicidad en o] contorno del dominio: Puntos
periddicos, carns periddicas y veetores de periodicidad.
= Comportamiento de los materiales componentes a través de las
respectivag ecuaciones constititivas o = a(d £ ). Do forma
general, admiftase que la expresion ineremental representa lag di-
ferentes leyes de los materiales comporientes, eato es

('& = G ¥ é)] 3‘ L 1| va g ﬂmnl'npmmrh‘.iln

Lasg variableg de la ecuacion son

e Variable libre: Admitase como variable libre del problema la deforma-
cidn a nivel macrosedpico g7,

e Variables internas: Las variables internas del problema corresponden a
las variables internas e = |og g0 o, de las ccunciones constitu-
tivas de los materinles componentes, en cadn punto del dominio de |
céluln (y € Y),
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e Varinble dependionte: Se considera como variable dependiente al tensor
de tensiones homogencizado o el enal se obtiene p través del campo
de tensiones microscopicas &, que a 8u vez depende de lasg variables
establocidas en Jog puntos anferiores,

Finalmente, el potencial macrosedpico O estd definido implicitamente on
funcion de la geometria de la microestructura v el potencial de eneigia de
lag ectnciones constitutivas de los materiales componentes”, esto es: 7 =
PUY, Py, £, a)),

A conbinuacion se resume en ol siguiente cuadro las expresiones obreniclas:

ECUACION CONSTITUTIVA DEL COMPUESTO-
& =C e

Datog geomdélricos:

- Domiinio de la eblula ¥

- Relacidn de periodicidad AY
Ecunneidn constitutiva pava cada constituyente:

(ﬂ' - ﬂ'(‘].", E, ﬂ-’))‘a 1=1,... i hoampaneites
Variable libre: Tenszor de deformaciones liomogeneizaclo
e’ = (V" + (Vu*)")
Varinbles internas:
a=caly) ypeY  donudea = |og conk =1, .. ‘e

Variables dependientes: (e, €) € Y es la solucidn del problema:

Ve —_“ eewacion de equilibrio ¥
o=0C:¢ ceuacidn constitubiva en Y
Upip — Uy = €% D period. de desplazamientos en 9
fM 0= —‘f,, pertodicidad de fuerzas en JY

Virinble dependiente, tensor de tensiones homogeneizado:
o’ = am‘:);. "I?'..E, ﬂ:} = 'il? I’n‘J iy

Solucidén incremental

Supdngase que se busen obtener el comportamiento cuasi-eatitico de un de
terminado material compuesto, en donde se conoce los “datos geométricos de
la mieroestructura” (Y), supéngase ademis que ol dominio se ha diseretizado
en elementos finitos, y se conoce las variables del problema en un tiempo ¢
dado, es decir: los tensores homopeneizados do tensiones o) v deformacio-
nes £y log varinbles internas ¥ en todo el dominio de la eélule, En

%Se considera tileamente ol easo de adhoronein Pl;!t‘&!t:l,ll.,
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conseciencia, presto que el compuesto se supone en equilibrio, ol residuo R
¢ aproximadamente igial a cevo

R = |FE':.,£ = FE::)!I ==}

de penerdo o la ecuacion 4,32 el mcremento do la respuesta dol compuesto

pars el tiempo £ Al, depende del incremento de deformacion homogeneizado
ERT Y A
E

&J'[dﬁ . é-‘au:E..rm.n D,;:'(l-l-.&.n _ ﬂ,a.{'l} (-‘l'“)

y puesto que e A0 = g4t A0 wy up valor eonocido, se puede abtener
¢l tensor de tensiones homogeneizado a3 golucionando el problema en
el dominio de la céluls:

A A tmiera — equilibrio en Y
(AN AR A . — .
ol =0 i ecuacion constitutiva en ¥
AN = ufhtl) m gsttad. D pericdicidad de desplazam. en 9Y
DI = _glean periodicidad de fuerzas en @Y

la imposicidn de las eondiciones de contorno se vealiza tal cono se ha indica-
do en el apatado 3.6.7. Bl campo de deformacion hmlmguneizudu i pHesto
implica tanto una variacion de las fuerzas internas AFD) como de las fuer-
705 externas A2 sy solucion se determina de forma numérica mediante ol
Método de los Elementos Finitos (subapartado 3.6.6). Naturalmente, enan-
do se sobrepasa el rango lineal de los componentes s¢ requiere de una es
trategia de convergencia como el Newton-Raphson, véase subapartado 3.6.8.
Supdngnse que k es ol contador de iteraciones, la convergencia se aleanza
cuando nuevamente se cumple el equilibrio de ferzag en el dominio de la
célula, es deeir

R m (R -'m)ﬁ.';m’ -~ (F ..;-:)Ei.';'ml < Tolerancia (4.35)

a confimuacion se determing el tensor de tensiones homogeneizado &, que
eq igual al promedio del campo de tensiones

D_r(t.-,-;i\t) _l_/. a,{.'.w.ﬁ.l) AV
Ve Jus

4l ge desen, se puede comprobar que el promecdio del canipo de deformaciones
es fgual al eampo de deformaciones global impuesto, es decir

crlran Tj' f a0 g1
Yo
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Finalmente, se procede al almacenamionto del mievo estado de las variables
internas, esto es: a(t80 — ({140 (A0 U0 g6 cadn punto y que
perteneee al dominio de o célula (y € Y). En estas condiciones, se puece

aplicar i nuevo ineremento de carga (&),

Puesto que la ley de comporiamiento en la escala macroscopica es con-
seenencia del comportamiento y forma de los materiales componentes a*
o’ (Y, o(d e, cr)), el comportamiento global del medio heterogénen mantie-
ne las earacteristicas fenomenoldgicas do log constituyentes. En otras palas
bras, si ol comportamiento de los componentes corresponden a un material
eldstico entonces lu ley de homogeneizacion también send eldstica; si parte de
los componentes tienan ecuaciones constitutivas con degradacion y el resto
con plasticidad, entonces se obtiene un comportaniento macroscopieo coi
degradacidn y plasticidad acoplada, ete, Asi también, el cumplimiento de las
cennciones de la termodindmica en las ecunciones constitutivas de log come-
ponentes asegura el cumplimiento de dicha ley en el compuesto,

Fata ecuacion constitutiva, basada en @l equilibrio dentro del dominio
de o cdlula, e sumamente conveniente, puesto que generalmente se cono-
ce ln estructura formada por los constituyentes v se dispone de ecuaciones
constitutivas adecnadas para representar ¢l comportamienta de los mate-
rtales componentes, De esta forma, es posible reproduciy los fendmenos de
plasticidad, degradacion, fractura, ete. como también analizar cambios del
comportamiento del compuesto o partle de I modificacion de la forma de los
componentes, Incluso, se podefa simular deslizamientos entre componentes
a traves de adecuadas interfaces de contacto, o también estudiar log electos
por temperatura y humedad, Sin embargo, estas dltimas opeiones no van ha
ser implementadas en este trabajo, ya que forman parte de las lineas futu-
ras de investigacion. En resumen, la propuesta permite ademds de obtener el
comportamiento del compuesto, abordar el disenio s través de la modificacion
de lag propiedades de los materiales, proporeiones, distribucidn o cambio de
forma de log componentes. En contrapartida, el ordenador requiere realizar
i gran nimere de operaciones y almacenar toda la informacion necesarin
acarca do las vaviables internas en el dominio de la célula.
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4.3.3  Formulacién fuerte del problema no lineal en dos
escalas

Nuevamente, considérese el problenin de valores de contorno do un dominio
{2 que estd formado por un material compuesto de fina estructura periadiea,
Dicho dominio estd acotado por i contorno #, en donde H, o8 ln parte
del contorno en la que se conoce log deaplazaimicntos (condicién de Dirichlet)
y 982 es la parte del contorno en dande se conoce las fuerzas (condicién de
Newman), PPor otra parte, la estructura interna de este material es sucep-
tible de sor dividada en unidades estructurales muy pequeiing denominadas
células. El dominio de nna eélula es un espacio abierto y acotado ¥, tal que
s puede vestablecer ¢l dominio completo del material compuesto 2 por o
rapeticidn ordenada de células. Se admite que las condiciones de bovde de 1o
celda (“in sitn”) se consigne prescribiendo en todo su contorno ¥ el campo
de desplazamientos y lerzas o campos periddicos. Admitage ademds, 1a exis-
tencia de dos escalas de dileronte orden de magnitud, tales que las partfeulas
del cuerpo €1 se etiquetan por su posicion a un espacio de referencia u nivel
macrosedpico 2, mientrag que la posicldn de lus particulas de la célula e
etiguetan a nivel microestructural en un espacio de veferencia .

De esta forma, la teoria de homogeneizacion descompone el problema de
los materiales compuestos en dos escalas, macroscopica y microscdpicn, en
donde se considera que sus respectivas variables son continuas y canibian
suavemente.  Fn consecuencin, bajo o esesla muacroscopica o establees el
problemia estdndar de valores de contorne para materiales homogéneos, en el
cual se busea un enmpo de desplazamientos w” () v tensiones o (@), tal que
ennpla con lag giguientes ecunciones:

Problema macroscapeo

Vo' + p'b* =0 ecuacion de eqtitlibrio en (1 (4.36)
; 1 : \ .
a® = Vv oY veacion constitutiva en {2
¥
= i desplazamientos en 41,

aon=1 fuerzas en 05

en donde ¥ representi un volumien an el easo tridimensional o una suparficle
en ¢l enso bidimensional, El sistema de eenaciones 4.36 es un problema de
valores de contorne asociado a las dos escalas, ya quo requiere del campo de
tensiones microestructurales e (z, ).



44 CAPITULO 4. SOLUCION DEL PROBLEMA EN DOS ESCALAS

Stmultdneamente, se establece of probloma sobve la microestructura, [s-
te considera un dominio ¥ formado por los constituyentes del compuesto,
el cual se vepite periddicamente. Entonces, bajo In escala microscdpica se
requiere oblener im campo de desplazamientos w(y) y tensiones a(y) que
cuniplan con las sigunientes ecunciones:

FProblema microsedpieo

Vo =1 couaeidn de equilibrio en Y (4.37)
o= C:é eeuneion constitutiva en Y
Uy = Wy =g"+D) periodicudad de desplazam. en OY
Fpip= =1, periodicidad de fuerzas en 9Y

este problema sobre la microestructura estd asociado a la escals macroscdpien
a través del tensor de deformaciones € (@) v tiene que ser satisfocho en cada
putito de la macroestructura, Estos dos sisteming de ecunciones 4,36 v 4.37,
representan el equilibrio del problema de valores de contorno en cada una
de las esealas, Bu solucidn, tiene que realizarse de forma acoplada. Fsto
implica vi infinito uiinero de problemis de valores de contorno, uno en la
macroeseala y el resto en ln microesealn. De aqui la dificultad de solucionar
el problema no lineal de wateriales compuesto mediante la teorfa de homo-
geneizacion,

4.3.4  Acoplamiento macro-micro-estructural: Concep-
tos

Los problemas de valores de contorno formuludos por los sistemas de ecuin-
ciones 4.36 y 4.37, representan el equilibrio de fuerzas de forma acoplada
en cadla una de las dos esealas. Es decir, para eadn punto = del problema
macroestructural 4.36 se debe camplic el problema 4.37 ¢l |a microestroctus-
re. Como se menciond, esto implien un infinito mimero de problemas que
daben ser resneltos, La solucidn exacta de estos dos problemas de valores de
contorno en Ins dos escalas es practicamente imposible. 8in embargo, pese
a las difienltades quo involuera satislacer este planteamiento matemdtico, se
puede abordar el problema de forma disereta, a través del acoplamiento del
problema en las dos escalas mediante el Método de los Elementos Finitos,
que en adelante s denomina Método de los Elementos Finitos en Dos Esca-
lus (MEFDE).
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L idea bisica de dicho ncoplamiento es quo las variables de estado del
problema macrosedpico (y por ende el comportamiento del compuesto) es
evaluado inicamente en los puntos de integracién de los clementos finitos
del doniinio (macroscépico). Dicho comportamionto se obtiene a través de
la célula, que hace de puente entre las varinbles de estade en las dos esca-
las, L decir, eada punto de integracién de los elementos finitos en la escala
ncroseapicn se traduee como un problema de valores de contorno de la mi-
croestructura. La solucidn se determina euando todos los problemas sobre
la microestructura y ademsds el problema sobre la macroestructura cumplen
con las peuaciones de equilibrio, Esto se realiza gracias o la linealizacidn del
problema que permiten los indélodos Heralivos (como por ejemplo el Newton-
Rapshon). Naturalmente, como el problema es no lineal, es decir depende de
la historin de los materiales componantes, se requicere almacenar la evolucidn
de las varfables internas del dominio completo de eada una de estas células.

Cabe indicar que, annque 1o informacion requerida por este método ed
prande, la tearia de homogeneizacidn compacta una gran cantidad de infor-
macion acerca de ln microestructura del compuesto. Esta afirmacion se basa
el la suposicion que las dimensiones de la edhila son muy pequefias con res-
pecto o la estructura global, por lo tanto eada elemento finito nacrosedpico
generalemente contiene un nimero mucho mayor de eélulas que el mimero de
puntos donde se evaliban los eanipos microestructurales, esta es los puntos de
integracion de dicho elemento, La informacion microestructural so restable-
ce en ln macroestructura gracias a la hipdtesis de periodicidad local (véase
el apartado 3.3 o también (Sanchez-Palencia, 1987) ([mﬁ, 1987)). Do ogta
forma, se aprovecha las simetring que presenta ln geometria do la ostruetura
interna del compuesto y la simetria local de log cnmpos que se generan para
reducir significativamente el orden del mimers de variables que resultaria de
un andlisig viguroso mediante ¢l Método de log Elementos Finitos (esto s,
discretizar componente por componenie todo el dominto macroscdpico).

La eficiencia de esta compactacion de informacién es un compromiso entre
la diferencia del orden de magnitud entre lag escalas (n mayor diferencia del
orden de magnitud de las esealas, se espera mayor eficiencin) y la calidad de
Ja diseretizacidn en lag dos estructuras (o mayor calidad de digeretizacion, se
espera un menor error de aproximagion del MEF vy por consiguiente mayor
eficiencia),  Por ejemplo, en ¢l caso de andlisis de estructuras de matrices
poliméricas reforzados con fibras, las células pueden ser muy pequeiias, del
orden de algnnas micrns. Asf, al ulilizar el método de doble eseala propues-
to, se diseretiza la macroestructura en elementos finitos, para cada punto de
integracion de estos elementos se soluciona una célula, ésta contiene la infor-
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macidn de clentos o miles de célulag (renles), las cunles corresponden a las
(ue se encuentran en la vecindad del lugar en referencia en la macroestructu-
ra. Naturalmente, en los lugares con mayoves gradientes se debe disminuir el
tainano de los elementos paca vedueir los ervores numéricos. Cabe remarcar
gue mienteas o celda es inds pegquena con respecto a la macroestrnctura se
espera una mejor aproximacion a las condiciones periddicas y por lo tanto
una alta precision del método,

4.3.6  Formulacién débil del problema no lineal

Como se menciond, la solueidn exacta del problema multiescala (véase los sis-
temag de ecinciones 4,36 y 4.37) es practicamente imposible, Sin embargo, se
puede obtener wia solicién aproximada mediante los métodos numdéricos. En
eale caso, s¢ propone un acoplamiento a través del Método de los Flementos
Finatos. Para ello se vequiere una formulacidn integeal equivalente que soln-
cione el problema, de formn acoplada, en cada una de las escalas. Operando
de forma andloga a la formulacion débil del problema eldstico (subapartado
-'1.2.5), e aplica el método de los residuos pum‘lemr]ns? (Zienkiewics & Tay-
lor, 1994a) a la eenacion diferencial 4.5 que esiablece ¢l squilibrio local en la
macroestructura, junto a las condiciones de contorno impuestas, se obtione

/w-(Vcr’) dS1 4 / w-(p'b") d+ | w-(E — ) dO =0

e Q i1

donde w es un conjunto de funciones arbitraviag de pruebn agociadng nl cam-
po de los desplazamientos, que salisface las condiciones de contorno de Diri-
chlet en 90, y las [uerzas o nivel macroscapico (f" = £°(n) dS), impuestas
en el contorno €%, se representa a través del vector de traccién €. Apli-
cando el teorema de Ganss (Malvern, 1969) s¢ obtiene la forma débil de la
ccuncion del equilibrio estdtico en ln macroeseala

— [ Vw:a" )+ / we(p"b") d2+ [ wet" dO = 0 (4.38)
411 A 51

se puede elejiv coma vector de ponderncldn w un desplazamiento virtual
w = du" factible y lnego de alpunas operaciones, se eseribe la forma débil
de ln ecnacion equilibrio en la macroescala como la expresion del Principio
de los Tyabajos Virtuales aplicado al compuesto, donde dicho material se
congidera homogéneo

[JE"’:.*.T" i) = / su” (p"b") dQ1 Sut £ don (ﬂ.-’i!«l)
Ju )

{1 i

TEl ndtodo de los peiduos ponderados se baga on una téenicn fue opera, can 1 ocuacion
integral equividente, on vez de b ecuncidn diforencind dol problema
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naturalmente, de” es el campo de deformaciones virtuales obtenido a partir
del eampo de desplazamientos virtuales du” dentro de la esealn @ p'b"
representa lag fuerzas nsociadas o ln masa (Vﬂ!ﬂﬁﬂ ecuacion 'Hi). e es 1
valor constante y o o5 ol tensor de tensiones homogeneizado obtenido n
partir de lag Ltensiones microscdpicns (véage ccuncidn 4.10), Entonces

/:55": (nl_a; [cr cﬂ“') d§) = /ﬁu*v(;f"b"‘) dsd + / S dafy (4.40)
J1 Yy i o 85

En este easo, ol tensor a®(z) cortesponde pl valor global efectivo del
campo microscdpico e(x, ), Para determinar el campo de tensiones que
e genera a nivel de la microestructura se requiere establecer y solucionar
el problema en la célula (véase el problema 4.37), Visto de otra manera,
esto o8 precisamente la ecuacion constitutiva del compuesto desarrollada en
el subapartado 4.3.2, Enfonces, la ecnacion difevencial 4.7 que establecs ol
equilibrio local en eada punto de la microestructurn, debe ser satisfecha en
el dominio unidad bajo lag condiciones del contorna periddieas. Aplicando el
métaco de residuos ponderados (tal como se presentd en el apartade 3.6.5),
s biene

,f VwiadV+ [ w EddY =0 (4.41)
¥ ay

Aplicando el Principio de los Trabajos Virtuales a nivel de 1o wicroes-
tructura (véase apartado 3.6.5), se tiene

deradY = daa -t dOY (4.42)
JY ay

donde, de es un campo virtual de la deformacion microacopica obtenido a
partir del eampo virtual de los desplazamientos microscopicos, el canl es un
campo admisible que cumple con la condieidn de desplazamientos e el con-
torno de la eélula, esto es wy,,p = w, = €+ 1), y € corresponde al vector de
traccién que se aplica al contorno de la eélula, este debe mantener la perio-
dicidad del campo de [werzas, es decir b0 = —ty.

Se remarca, para solucionar la ecuacion 4.40 se requiere determinar en ea-
da punto de la macroestructura el tensor de tensiones o, el cual se definié a
(ravéd del campo microseopico de tensiones e(y). Se puede obtener los cam-
pod microscopicos mediante la solueidn de la ecuncion 4.42, que representa el
cquilibrio dentro de la célula o través del Prineipio de los Trabajos Virtnales,
[9sto #s resolver infinidad de vecea el problema de valores de contorno 4,42
(uno por cada punto ; de la macroestructura), Sin embago, puesto gua el
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probleman o nivel de iy macroestruetora (véﬂm.e I eenncidn 4.40) se aborda
de forma disereta, se requiere acoplar un nimero finito de problemas de n
eacala microscdpica. Por otra parte, por la dificultad y coste numdérico que
este proceso tmplica, algunes autores como Fish y conutores (Fish of al.,
1997) afirman “no es posible obtener de forma precisa los campos a nivel
microscopico, o al menos no con fines pricticos, por el enorme esfuerzo com-
putacional que se requiere”, por ello proponen i método aproximado con
el propoésito de reducir ol coste del problema. No obstante, en al preseute
trabajo de investigaciin no se comparte dicha opinion.
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4.4 METODO DE LOS ELEMENTOS FINI-
TOS EN DOS ESCALAS (MEFDE)

El problemy de valoves de contorno de mn euerpo formado por un material
compuesto s¢ divide, a través de la leeria de homogeneizacidn, en dos pro-
blemas en distintas escalas. De la aplicacion del Método de los Elementos
Finitos pars solncionar este problema de forma seoplada resulta lo que o
denomina el Método de los Elementos Finitos en Dos Escalas (MEFDE),

Cousidérese que los materiales componentes tienen comportamiento no
lineal®. En consecuencia, las tensiones obtenidas a partiy del teusor eldstico
homogeneizado € puede no ser vilida y por consigniente tiene que ser ve-
rificadi o corvegida a partiv de la eouacion constitutiva desarollada para el
compuesto (véase el subapartado 4.3.2), Esto conduce a determinag, para
cada uno de los puntos de integracion de ln macroestructura, el equilibrio en
el dominio de In ¢élula. De agni resultan dos problemas que tienen que ser
nhordados. El primero tiene relacion con el planteamiento del problema a
través del Método de los Elementos Finitos y en especial, la estrategia que se
utiliza a nivel macroestructural para conseguir la convergencin del problema.
Bl segundo se vefiere a la implemencién de este método, sobretodo a la forma
de solucionar estos onantiosos problemeas a nivel microestructural. En este
apartiacdo se trata el primero de estos problemas, en el siguiente apartado se
presenta In implementacién del método,

4.4.1  Solucién incremental a través del Método de los
Elementos Finitos
Considérese un tiempo cualquiera ¢ = 1,,, en donde se supone que el dominio

global se encuentran muy cerea o pricticamente en equilibrio. Entonces, a
nivel macrosedpico se tieno

R, = F"(a!)— F"'(%) =0 (4.43)
s I{H = H’:: = Fu i
pars un campo de tensiones homogenelzadas o vy un campo de deaplaza-

mientos u asociado, Ahorn, supdngase ademds que se incrementa las soli-
citaciones en un instante £, lo cual implica que el vector de carga de las

Famibidn ex posible congiderar que puedo genararso un deslizamianto entre matariale
componentes
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fuorzas externas se modifien, es decir F . = F, + AF,.. Por consigulente,
el problema que se requiere resolver es ol gipuiente;

e e T

Encontrar un An admisible, donde ol campo de desplazamientos actualizado
es ) = up Al v un campo de tensiones a? | (en los puntos de integracion

ﬂ::ﬂ € Q) tal que

F™ (e ) = Bt ) =0 (equilibiio) ; en donde of,, = T’li_ [, o v,

Este campo de tensiones microscdpico e se obliene determinando en la celda un
A, admisible, donde el campo de desplazamiento actualizado es €, = #, +
Atiy,, las variables internas actualizadas son [e],.q, ¥ un campo de tensiones
Tusy (en log puntos de integracion yi_!} £ Yig)i tal que

me(ﬂ',wl] - F”"Hu--}-]) =0 ; endonde e, es lneidn de lag ecnaciones
constitutivas.

Lav solucion de este probléma acoplado en dos escalas puede ser resnelto
a traviés del Método de los Elementos Finitos formulado en eada una de las
escalas. Como se indicd anteriormente, una explicacion detallada del Método
de los Elementos Finitos puedé encontrarse en (Zienkiewicz & Taylor, 1994a)
(Ofiate, 1992), Pava tratar el problema en doble escala se vequiere, en pri-
mer lugar, determinar el tensor constitulive elistice homogeneizado. A con-
tinuncion, resolver el problema ¢ldstico sobre la macroestructura, tal como
se presentd en el subapartado 4.2.6. Posteviormente se requiere verificar y
corregir las tensiones obtenidas en cada uno de los puntos de integracion de
la macroestructura, Esto se consigue o través de 1o eevacidn constibubiva del
compuesto presentada en el subapartado 4.3.2.

La no linealidad del problema se puede abordar mediaute un procadiniden-
to incremental gracias a la linealizacion que permiten los métodos iterativos,
Esto es, para un instante cualguiera &, en donde k es el contador de itera-
ciones, el campo de desplazamientos (npl'r)xiumrlo medinnte el ineremento de
desplazamiento nodal) a nivel macrosedpico es

il = w4 A an
y considerando la linealizacidn de las fuerzas internas F““"(c;r:f:_‘i) on Loro

al estado actual, definido por w2/} (Hughes, 1987) (Simo & Hughes, 1098).
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By decir, temendo en cnenta la lHnealidad del aperador de ensamblaje A
(ntilizando I vegla de 1o endena), se tiene

fjrmthrf}f])) . el t)fml( )
1) A A Vo (@) \© rrfl Au-.:{k-l 1) (4.45)
R S ntd Boog il ik L :
BﬂiFH 0'"'?}).?1 i i
indean T -}aﬂﬂ‘) Hﬂ .
A (*‘) [:{« =:>Ifi): "H t":”' '-fl:ﬁl!l:l] d'.""
/i) denytd uy)
nelim " ﬁ)g-m(kl} &
= . wik+1)
= An:l [ . B{r] [ "([) ] () dla '&iﬂflif:lhlihl
e L de,

e introdiciendo una niatkriz k(rilul' denominada matriz de rigides tangente
c)'umfuhrl definida como

w(k)
T da, ;s :
A'{L-JH.II ¥ (-1[—;{]‘(},“]5'(&) dx (4.46)
Ba) Epti
y vealizando el ensamblaje de las matvices de vigidez elemental, se tiene
arttatth :
v NI S O (R .
g "' &H*HI = Ky Auyy, (4.47)
S
donde
“_’ pialisin y b
I{H+l = Ad—ii A‘Eﬂ;"'+'] (4."13)

la matriz Kn” se la conoce como malriz de rgides global para el mstante

del tiempo 4,4, en la iteracion k. Para estimar .ﬁuﬂ‘f’” se veemplaza la

ecuacion de equilibrio por lo siguiente aproximacidn lineal

dFmi (k)
Tl At =g (4 do)

b1

[Pt (rn) = B (s, +

de esta forma se obtieno @ sistomn de cenaciones que permiten determinar
el incremento de los desplazamientos a nivel macrosedpico

A" = (KT [F™(on ) = B (0] (4:50)

ntilizando esta rmla dentro de un esquema iterativo resulta un procedi-
miento equivalente al cldsico Newton-Raphson. No obstante, parn evaluar la
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mabrlz tangente elemental se vequiere el tensor constitutive homogeneizado
(véase ecuncion 4.46). Eu este caso, éste depende de la estructura inferna
del compuesto y no es facil su evaluacion explicita,

g1 w .
Sy _ dart) ) o (T#.’\ EEl"I)-I "W)

_l"+| = J“ﬂ =i
e €l E"’Enll

(4.51)

puesto gue el tensor alax, ﬂ) tlﬂ[mll{.i-t-? ol estade de los muateriales COMIPONeI-
tes v la geometria de ln microestructurs,

Una de Ing alternativas consideradas fue determinar oste tensor media-
be un procedimiento similar al empleado para la determinacidn del tensor
conatilutivo elistico, Esto es, mediante ln aplicacion de peduenns perturba-
ciones o la celda, junto a la suposicion de simetria del tensor constitutiva,
Do esta manera; e podria obtener en cada punto de integracién un tensor
congtitutivo tangente, sin embargo dicho procodimiento es extremadamento
Iaborioso, ya que implica solucionar varing células por cada uno de los puntes
de integracion de la macroestructura (en cada una de las iteraciones). Por
otra parte, también se puede solucionar ¢l problema de forma incremental
utilizando duicamente el tensor eldstico inicial hcmu)bmwmndo ¥ opn lugar
del tensor constitutivo tangente homogeneizado €| tal como lo presenta la
Figura 4.3 (método de Newlon maodificado (?Jiunlm-wt 7 & Taylor, 1994b)),
Pero esto conduee & un exceso de iteraciones a nivel de la macroescala ¥ s
to que por cada una de estas tleraciones se requiere solucionar nuevamente
cada uno de los problemas sobre la microescala el costo de In solueidn eg muy
elovade,

Bajo estas consideraciones se opté por un eamino slternativo, enyo resul-
taco es bastante satisfactorio. La estrategia ntilizada se fundamenta en el
método ineremental secante de cuasi-Newton (Zienkiewicz & Taylor, 1994h),
ver la Figura 4.4, Supdngnse que el ineremento de desplazamientos Aw, esti
formado por las contribuciones du,, de cada ileracidn

isal

up® = 3" dui (4.52)

i
una vez realizada la primera iteracion (véase la ecuacion 4.50)
ful, = ~[KH R, (4.53)

donde K} es la matriz de rigidez tangente (aunque también se puede utilizar
la matriz de rigidez secante K, del incremento anterior e inelugo la matriz
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Figura 4.3: Convergencia mediante el métado de Newton modificado que
utiliza ln matriz de rigides inicial.

inicial KY), se puede encontrar una matriz de rudes secante
1= Yy 3 -
du, = — K3~ (RL, — R y) (.54)

esta matriz de ngidez secante se puede utilizar para ealeular la siguiente
comtribucidn del desplazamianto, tal como lo indien o Figura 4.4

su? = —(K})R2 | (4.55)

entonces, de forma general se puede escribir para k = 1 la ecuacidn anterior,
ahora sin subindices,

dut = —|K* - R (4.56)
donde — K% se determing de tal forma que
sup ™l = —[K*| 'I(Rk R (4.57)

en la referencia (Zienkiewicz & Taylor, 1994b) se expresa que “para nn sis-
tema en donde K es un esealar su determinacién es trivial, pero en sistomag
con mas de un grado de libertad su determinacion es mds dificil v de hecho
o es tnica. Muchas formas difeventes de lo matriz K¥ pueden satisfacer la
relacion 4.57, y como era de esperar muchas alternativas se pueden utilizar en
la practica”. En la literntura sobre el tema existen varias propuestas, la mas
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A

u
: =

U, Uriny

Figura d.4: Convergencia a travds del método incremental secante de enasi-
Newton,

popular de ellas se la conoce como BFGS (en honor a Broyden, Fletcher,
Goldfarb y Shanno) (Deunis & More, 1977), No ohstante, bajo esta s
ma estrategia (enasi-Newton) se ha prefevido realizar dos nuevas propuestas
alternativas, las cunles se presentan en los siguientes subapartados (4.4.2 y
1.4.3),

Se remuaren, ln obtencidn del tensor congtitutivo homogenerado para eas
dn punto de integracién es extremadumente lnborioso v su utilidad es muy
restringida ya que en la siguiente iteracion se requiere un nuevo cémputo,
Esto condujo a buscar un tonsor constitutivo secante (o aproximado) para el
cotpueato (ouya abtencion debe ser relativamente ripida), tal que

)
ik =alk) Doy,
Cl:ﬁrz'ﬂ = Gllll'l oL Hﬁ&)

wihy
a"‘:"n i ]

De esta forma, se opera con diche tensor en la ecuacidn 4.46 v al ensamblar
la matrviz de rigidez global K de la macroestructura ((-mlm(:mn 4.48), s o8-
pera obtener una matriz secante K(ﬂ ue arigeno nna convergencia casi tan
ripida como el método de Newton-Raphson.

Eate proceso se realiza de la siguiente manern: Una vez obienida la matriz
do rigidez global se soluciona el sistema de ecuaciones a nivel maerosedpico,
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obteniéndose como resultado v nueva aproximacion del eampe de desplaza-
mientos u”. Se puede entonees ealenlar la deformacion homogeneizada * en
cadla punto de integracién de la macroestrnctura, A contimiacion, se deter-
mina ln tensidn admisible en cada uno de estos puntos mediante la cenncion
constitutiva del compuesto a través de la célula, tal como se presentd en ol
snbapartade 4,3.2. Con dichos valores se corvigen las tensiones y se proce-
de a verificar ln condicién de convergencia o uivel macroscépico. 8i dicha
condicion no se satisface, se repite el proceso adicionando en la malla de los
elementos finitos las Merzns residuales K.
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4.4.2 Determinacion del tensor secante a través de un
maetodo analitico

Este método se basa en considerar el problema inicamente hajo el punto de
vista macroscopico. En donde la ley constitutive del compuestos eg

S S am
Gy = Ulikt Ehi

dicha ley se puede descomponer de la siguiente manera

ke I ik

F‘J{ ) = (€ ikl + A’:"J(_m}r) i (‘-1-5.93
sRfhy e awlk) EH k)

7y = Chu S +ACH £y

siendo €7 el tensor constitutivo correspondiente a un materinl elistico. En
consecuencia, el (ermino €€ del lado derecho de la ecnacién vepresenta
la tengidn bajo comportamiento eldstico del mnterial g2 En cambio, ol
segundo bérmico representa un retorno al caunpo de tensiones admisibles.
Esta hace posible aprovechar los valores anteriores (de In iteracidn k) para
mejorar la aproximacion en la iteracion actual, puesto que en eada punto de
infegracion de la macro estructura se puede obtener una correccion AC(x)
i través del incremento del tensor de deformacién no convergido ¢ y del
increniento del tensor de Lensiones t;&)rl‘(-:ﬁ@muriiem,f) ;fr"“"} ul.u,rgm-lu por la
solucidn del dominio de la eélula

: t'(*‘ k) kY mik ,
o 3 = ACL, (4.60)
y despejando ACH ge obtiene

Al = (e =)
Ac® A (ghy= (4.61)

IJI\‘

ahora bien, la ecuncién anterior tiene mfinitas soliciones, No obstante, al
ser el tensor AC™ dnicamente una medidn de la transformacion del tensor
vonstitutivo, se puede imponer algunas restriceiones adicionales convenientes
para disminuir el grado de indeterminncidn y obténer una solieitn rinica,
Por ejemplo, se puede suponer que la correcion AC),y, es simétrica e incluso
consicerar que mnchos de los términos son milos, con lo cual fdeilmente se
abtione una solucidn, Esto es posible, porque muchas formas diferentes de
esta correccion del tensor constitutivo pueden ser utilizados en la practica.
El problema radica en encontiar las restricciones apropiadas. Este método
gue se propone tiene la ventaja de realizarse de forma directa y relativamente
simmple,
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4.4.3  Determinacion del tensor secante a través de una
red neuronal

Como se hin mencionado, el tensor constitiiivo homogeneizado (f." depern-
de del estado del compuesto, asi dentro del vango lineal del materinl dicho
Lunisor t!'ﬂrl'L'Hpt?l'LdE! al tensor constitutivo eldstico inicial € v cuando se pro-
duce alguna clase de deformacién inaldatica (plosticidad, degradacién, des.
plazamiento entre componentes, ete) dentro del dominio de la céluln, dsta
no linealidad del material se puede representay como una trangformncion del
tensor conatitutivo macroscdpico

O = g Chom £t (4.62)

donde, ol tensor ex es un tensor de transformacion. Obviamente en ¢l caso
elastico lineal dicho tensor corresponde al tensor identidad, por el contrario
gi el compaortamiento s no lineal el tensor debe ser determinado. Sin embar-
go, existe infinito nimera de posibles tensores de transformacion, ya que ol
orden de éste y del fensor constitutivo es mayor que el orden del tensor de
tensiones y el de deformaciones.

La funeidn de la ved nouronal es obtener un tengor de transformacion e
conveniente, tal que modifique adecnadamente al tensor constitutivo inicial,
deteviminanido un tensor constitutivo secalile, eslo os

(o = : C" (4.G3)

de esta manera, al realizar esta operacion en cada iteracion para cada uno
de los puntos de integracién del dominio macroscépico, se espera dentro del
algoritmo iterativo de cuasi-Newton acelevar sustancialmente el proceso de
convergencia. Ahora bien, la red newronal puede utilizar log valores de tensio-
nes y deformaciones de las iteraciones anteriores como indicadoves del eambio
que ha sufrido ol tensor micial eldstico y apartir de un algoritme de aprendi-
znje, gque winimiza el ervor obtenido, obtiene i tensor de transformacién cv.
Dicho algoritmo de aprendizaje ¢s un proceso iterative do correccidn a traves
del estimnlo y respuesta (dicho proceso tiene que sor relativamente rdpido),

Estructura de la red neuronal

Existe ina gran variedad de redes neuronales artificiales, cada una de las
cuiales son croadas con fines mny diversos, estos modelos de redes dependen
de algunos factores como: tipo de neurony, topologia de la red v alporit-
mo de aprendizaje. Para revisar In teorin de lag redes neuronales artificiales
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el lector deberd referivse a textos pspecializados sobre ol tema, por ejemplo
(Martin del Brio, 1997). Sin embargo aqui se éxponen rapidamente algunos
de log conceptos basicos, Quizd, una de las mejores maneias de clasificar
los diferentes tipos de vedes neuronales es o través dol tipo de aprendiznje,
% decir: el aprendizaje supervisado, el no supervisado, el hibrida y ¢l refor-
zaddo. Ahora bien, es necesario estudinr cuidadosamente s alguno de estos
algoritimos se adecia al problema, Eu gste caso, se encontrd que una ped
neuronal velativamente simple denominada red newronal lineal adaptative de
multiples capus (maltt layer adaptiwe bhnear newron) que corresponde a las
redoes de R]!l'{‘!llf.lli.'i:ujr! Hllpurviﬂmh-us, !m,lit) condiciones especinles puede ser uti-
lizada para acelerar Ia convergencia del problema muneroscépicn,

Una ved estd formada por pequenas nnidades de proceso conocidas como
neuwronas (ver Figura 4.5), las cuales estdn conectadas con otras neuronas i
través de lo que se conoce como simapses, que no es méds que establocer un
valor (0 peso) para cads conexion, De esta manera, el estinlo que recibe la
NEUronAse expresa e = 3. pye;—0;; donde, e; es el eatimulo de entrada en la
newurona, gy corresponde a los pesos o valores de la sinapsis, e; corresponde u
los valores enviados por las neuronas precedentes v 0 se denomina umbral (o
valor de actwacidn, en este cago f = 0), Dicho estimulo se process mediante
una funcidn de activacton F(e), cuya respuesta se transmite a través de la
Sinnpgis 4 otrag nenronus,

La arquitectura o topologia del sistema artificial neuronal se geneva por
la conexién de las nenronas, Estas conexiones sindpticas son direccionales, os
decir la informacion se propaga en un solo sentido. Las neuronas se Bgripan
formando capas de acnerdo a sus conexiones sindpticas. Se distinguen tres
Lipos de capas: de entrada, de salida y ocultns. Li capa de entraca estd
formada por todag aquellns neuronas gue reciben los datos (tamibién deno-
minados estimulos (¢)) procedentes del exterior, ln capa de salida es aquella
cliyas neuronas proporeionan la respuesta de la ved v las copas ocultas son
todas aquellas grpos de neuronas aue se encuentran entre la capa de entrada
y la de salida. Cuando las conexiones entre nenronas se vealiza entre las dife-
rentes capas y duicamente en la diveceidn de entrada de 1o ved hacia 1 salida
dichas vedes se llaman wnidireceionales, por el contravio si ademds existen
conexiones en direceion opuesta a la ved (conexiones de realimentacidn) se
denominan redes H-‘f'-uf‘f'f!?i-ful-h‘h éatag ademds puede contener conexiones pte-
vales entre neuronas de la misma capa e incluso conexiones de una neurons
COnsigo mismit,

La red utilizada en el presente trabajo es una ved unidireceional con tna
! J
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Neurona EHPH : 'Fiad neuronal

iy

Fle)# Fle) Fle)
Funciones
usuales: @ e 8

lineal sigmoidea gaussiana

Figura 4.5; Partes que conforman una red nouronal v algunns de las prinei-
paules funciones de activacion.

capa de entrada, una oeulta y otra de salida, cada una de lag capag congta de
Lres neuronns, tal como se presenta en la Figuea 4,6, Las conexiones entre In
capa de entrada y Ia capa oculta forma nna matriz de pesos p!| las conexiones
entre la capa oculta v la capa de salida forma ofra matriz de pesos p*. Fn
todns las neuronas se utiliza dnicamente la funcion de activacion identidad
(#'(e) = e). El entrenamiento de la ved se realiza a través del algoritme cono-
cido como retropropagacion del ervor (*Back propagation”). Obsérvese, que
et el caso de utilizar en la eapa oculta una funcidn de activacién sigmoidea”
I red corresponde al elisico perceplran de varins capad {“umlti-layer percep-
fron "), reconocido como wun aproximador universal de funciones (Funahashi,
1989) (Hornik ¢f al,, 1989).

Formulacién y funcionamiento

Usualmente tma red nenronal supervisadn s entrenada mediante un patrén
de estimulo y respuesta, de tal forma que se corrige paulatinamente los valo-
ves do los pesos sindpticos hasta que genera las respuestas adecundas, en ese
momento finaliza el entrenamiento v la ved se utiliza para las predieciones

== ”-Lu funcién sipmodea mis habilual es Fe) = ITL_T cont Fw) & [0,1],
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-~ Funcién de activacidn
.
RS

Fle)

lineal

“— Ineramento glastica

Figura 4.6: Estructura de la ved neuronal uiilizada.

posteriores, En esta aplicacién se altera en parte egte concepto, Ea decir, la
red nenronal se entrens bajo un patrén estimulo-reapuesta para determinag
un tengor secante loeal carrespondiente i un sélo punto @ de la macroestruc-
tura, de tol forma que ol proceso tiene que ser repetido para cada uno de los
puntos de integracidn del macrodominio. Cabe considerar que la rapidez del
entrenamiento depende principalmente del tamafio de la red nenvonal, por lo
tanto se requiere utilizar una red pequena,

Consgidérese el problema bidimensional de tensién o deformacion plana
v para fines compitacionales el tensor de tensiones se representa por un
vector yvoel tensor constitulivo por una matriz.  Considérese ademids qne
esta red neuronal artificial se concibe para predecir el incremento de Lensidn
homogeneizada admisible " en la célula' o partir del incremento de tension
eldsticn &' (£7)

e B (4.64)

Ahora bisu, sn la capa de entrada y en la eapa de salida la activacion de
lag neuronas e igual al estimulo recibido (funcidon de activacidn identidad).
Entonces, In respuestn de la vod obtenida en la capa de salida o2 igoal a la

1080 utiliza [ndigtintamenta edlula o punto do hntegracidn on la escaln mnerosedpion
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sutnsborin de los respectivos pesos @indpticos por la correspondiente salicda
e las neuronas de la capa oculta, so tiane

7 = 3 ok Fle); (4.65)

i

y como en la eapa oeulta se utiliza también una hineion identidad, se puede
reemplazar el valor de salida Fe); por la entrada o estimulo que recibe

ay Z}Jﬁ, (Zp},ﬁrf) (4.66)
7 i

entonees, s¢ ve elaramente que Iy ved nenronal es simplemente una tranfor-
macién lineal, euya informacién queda registrada integramente en los pesos
Py p'. Escribiendo bajo notacién indicial, se tiene

57 = vy Pl 81 (4.67)

cou lo enal se obtiene la transtormacion de los espacios de tensiones que
corregponde a un determinado punto de integracidn de la estrueturn ma-
croseOpica en un meremento dado,  El tensor secante se determina de la
sipmieite forma!!

y=ppt (4.68)

El sistema neuronal urtiﬁcinl durante el proceso de entrenamiento ajusta
las matrices de pesos p' y p?. Esta actividad In wulmn. miedinnte un algorit-
mo de entrennmiento de ln red, Las matrices p' v p? son injcializadas cada
una como la matriz identicdad T, lo cual agegura que si la ¢élula se encuentra
eu estado elistico no hay ervor en la salida y por ende no se modifican dichas
matvices. El ajuste de las matrices de peso so realizn mediante un proceso
iterativo, hasta que el error producido en la salida, que L{J]l(‘,ﬁp{)nilt‘ a la di-
ferencia entre ol valor deseado rrj y el obtenido de la red o, sea menor que
una cierta tolerancia, El algoritmo de entrenamiento es ol olslco: “buck pro-
pagation” (Rumelhart & Mo Clelland, [98{1) (HuJiI.-lem:rn, 1990) en donde
ol njuste de los pesos se deterniing & bravég do ln minimizacion de la funeién
del error E(p). '

Para este entrenamiento se requiere de un patrdn de datos, el enal o5 un
conjunto formado biunivocamente por valores de entrada (o estiminlo) junto a

Ik este ono, se considera qua tanto lns matrices de pesos (p', p?) como los tensores
constilubivos (€7, (""'“') HOI R brices
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st correspondientes valores de salida (o respuesta). Este patrén do datos se
forma de ln siguiente manern, ge itiliza como entrada @l ineremento de tension
elistico [5""(&”')) de lns iternciones anteriores no convergidas y como patrdn
de galida ol incremento de tension correspondionte (#*) determinado por ln
calula, Naturalmente, si existen varving ilernciones anteriores la respuesia de
la red neuronal es un promedio; estos valores de lps iteraciones anterioves
etmplon o funcidn de In momoria, S optd por duplicar los valores de la
altima iteracion, para que esta dltima tenga mayor peso, nuls los valores de
2 itevaciones anteriores, si lag hay, De tal manera que, el patrén completo
consta como maximo de cuatro estimulos con sus vespectivas respuestas, v
como minimo de dos en la primera teracidn, En la fercera iterncion In
ved satura la memoria, en adelante s aumenta los resultados de Lo altima
iteracion y eliniing los primeros, de ssta forma la memoria recuerda solamente
lag dltimas ileraciones,

Entrenamiento

El algoritmo de entrenamiento supervisado opera de la sipuiente manera:
supongase quoe se dispone de un patron de entrenamiento, cuyos téminos
tiene una relacién biunivocn entre n estimulos (E’J) y n respuestas (&),
Durante ¢l proceso de entrenamiento ge aplica cada uno de Ir)s-:'f:ﬁi.[nmlw nla
ved, por lo que se obtiene en la salida de la red n respuestas (& ). Entonces,
sl se defing una funcidn como el arror cuadritico medio corresponiente a la
salidn netual de la red neuronal respecto a la deseada, se tiene

{=n
|

ol g ) _ =Nt 0
E{(p'ip*) = ég(nf - d; ) =123 (<.69)

l"'!l
1 TG _ '
5 Z (ﬂ‘p 0= .!J?ﬂil;,»‘.qr:{ )) e (k) =128

=1

donde el gubindice @ corvesponde a ln newronas de salida, el subindice &
corresponde o la neuronas de entrada y la sumatoria se realiza para todos los
valores del patrén de entrenamiento (n =2, 3, 4 4). La minimizacién de la
funcidén se realiza mediante el gradiente, de la siguiente forma

p(t 1) = p(t) - 6VE(p) (4.70)

donde & es un valor positivo menor a 1.0 que define Ia velocidad de entrena-
miento. Un valor muy pequeiio produce un entrenamiento lento, en canbio
un valoy relativamente grande ocagionarin que la red no convergn,  En la
aplicacidn se utiliza un eontralador antomdtico de 4, el enal fija al inicio el
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vilor de 4 = 0,02/, siendo 1 el nimero de estimulos o vespuestas que tiene
ol patrdn de entrenamiento. Il valor § se modifica en eada uno de log ontre
namientos posteriores, aumentando o disminuyendo ligeramente de acuerdo
a la comparacion del ervor en ¢l entrenamiento actual (- 1) y el entrena-
miento anterior (). Puesto que hay un gradiente respecto de los pesos de la
capa de salida y otro respocto de los pesos de ln capa oculta, la correecién

en cada una de lng matrices de pesos para un entrenamiento ¢+ | e
- o (el 400 |
i , g 1 sl sal)
Pt + 1) = pii(t) =4 L( [(of™ —&™)] [pheail ]) (4.71)
=
’-'"

Pl + 1) = pl(t) = § Z( (e < 37“’)7’3}] [a:“] ) (4.72)
{=]

ohséivese que en cada una de las ecunciones anteriores existen dos grupos de
términos encerrados en corchetes, el primere representa el error producido en
la salida de la capa de las neuronas y el segundo corresponde a los valores de
entrada a la respectiva capn. Diclio proceso se repite hasta que el error sea
menor o anh tolerancia especifica, allo no eg siempre posible porque los datos
de entrenamiento originados de las distintas iteraciones pueden corresponder
a difeventes transformaciones lineales, en este caso la solucién de la ved se
aproxima o un promedio, y sale del proceso al sobrepasar un niimero maixinio
de entrenamientos,

La actualizacidn anterior conduce a obtener una matyiz secatite no simétiica,
por este motivo se vealizd una pequena modificacién que mejord el resultado.
En vez de modificar las matrices de pesos p? v p' mediante las matrices Ap?

y Ap' | se utilizd una dniea matriz de correccién Ap simétrica, dotorminada
de o signiente manera

Apyy = 0.25 % (Apf) + Apj, + Aply + Apl,) (4.73)

de tal forma gque, las matrices de los pesos simdpticos son iguales v simétricns
p*=p! (4.74)

de esta forma, la matriz de fransformacion e = p* - p' es tambidn simétrica.

Cabe remarcar que, Ins redes nedronales estdan afectadas por lo que se de-
nomina fenomeno de dimensionalidad, esie fondmeno expresa que el tiempo
liecesario para entrenar una red depende de ln dimensidn de la migma,. En
el prosente caso se trata de una red pequena (tres capas, con tres nenronas
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enda una) v con un reducido patrdn de entrenamiento, por oste motivo su
entrenamiento es practicamente inmediato, Por otra parte, una red neuronal
artificial luego de sor entrenada se utiliza vepetidas veces aplicando diferentes
estimulos v obteniendo vespuestas, pero en este easo no es asi, Se entrena
ung red inicamente pars obtener o través de los pesos une aproximacion
al tensor constitutivo secante del compuesto para un determinado punto de
integracion y en una determinada iteracion. Para otvo punto del compuesto
el proceso se repite,



4.5, IMPLEMENTACION NUMERICA

4.5 IMPLEMENTACION NUMERICA: GE-
NERACION, ACOPLAMIENTO Y PA-
RALELIZACION DEL CODIGO

El método propuesto para In solucién en doble escala del probléma de ma-
terinles compuesios requiers de la solucién acoplada de varios problemas de
valores de contorne (mediante el Método de los Elementos Finitos), don-
de uno de ellos corresponde al problema de la macroestinctura v los demds
corresponden a lag (numerosas) eélulas. La solucidn conjunta de estos pro:
blemas implica unn gran cantidad de cilenlos computacionles ¥ manejo de
cuantiosa informacion, por consigniente su implementacidn tiene (ue ser req-
lizacu de forma apropiada. A continuacion se indica ¢l procedimiento seguicdo
en este trabajo, el cual congigne realizar de nianera Gptima cadn una de las
actividades, dando como resultado una potente herramienta para solucionar
eata clage de problemas.

4.5.1  Generacion del codigo

La generacion del cédigo, para implementar el método propuesto de la tearda
de homogeneizacidn, o8 sin duda una de las actividades més laboriosas de
este trabajo de investigacion, Bl programa resiliante os capaz de solucionar
cuantiosos problemas de elementos finitos a la vez. En este subapartado se
exponen las principales ideas. Fn este coso se partié de un cidigo de ele-
mentos linitos existente no optimizado, denominade PLODZ Puesto e ¢
problema de homogeneizacion alberga el problema en dos egcalas y para faci-
litar lns operaciones de manejo de informacion y paralelizacién, se encontrd
conveniente duplicar dicho e6digo, De tal forma que, unn parte del codigo se
denoming en adelante Pragrama Global, el cual es el encargado de solucionar
In macroestructura, Otra parte del eddigo, que se le denoming Programa Lao-
cal, es el que soluciona cada vna de las células, Sin embargo, para Facilitar 1a
aperaciones de mantenimiento del eddigo (actnalizaciones, ete), o nivel de su-
brutinas el ¢odigo se enenentra dividido en tres blogues, ol primero contiene
todas las subrutinas exelusivas del Programa Global, el segiinda contiene las
submitinas exclusivas del Programa Local v el tercer blogue contiene todas
acuallng subratinas que son cormmnes para los dos programas,

En el Programa Loeal se implement6 el método de los muiltiplicadores de
Lagrange para imponer las condiciones de contorno periddicas en las células,
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véase subapartado 3.6.7. Dentro de este conlexto, una de las principales ta-
reas es la realizacion de subrutinas para ensamblaje v solncion del sistema
e ecuaciones en donde se incluyen lag condiciones de periodicidad, Por otra
parte; yugiie este progruma es guien determing el comportamiento del com-
puesto on cads punto de integracion de la mbcroestrneturs v dicho compor-
tamiento lo determina a través de la solueidn de tantas eélulag como punfos
de integracion tiene esta macroestructing, se requiere constrair una base de
dutos especial capaz de almacenar por separado Lo informacion resultante de
cada una de las células. Naturalmente, se debe tener en cuenta que existe
informacion comiin para todas ellas que no reguiere ser duplicada, como lo
es por ejemplo ln geometrfa (deformaciones infinitesimales), Para operar con
al informeacidn adecuada de cada una de las edlulas se aumentd en muchas
variables que utiliza el codigo una nueva dimensdion que hace referencin al
niimers de eéliln (icefu). Este aumento de dimension en lag vaciables finpli-
e una revision v modificacion exhanstiva de cada una de las subrutinas del
cadigo de elementod finitos del Programa Local. Todas las subritinas modi-
ficadas se encuentran contenidas dentro del blogue con el eddigo exelusivo de
dicho Programa Loeal. De esta forma el programa trabnja secuencialinente
com eada una de las eélulas. Es decir, para una determinada célula el Progra-
ma Local extrae de |a base de datos la informacion correspondiente a dichia
edlula, aplien las condiciones de conlorno a lag que se encuentra somoetida,
obitiene el equilibiio de fuerzns v inalmente actualiza las variables de este do-
minia, a continuacidn opera de igual manera con la siguiente célula. Puesto
que egte cddigo tiene ln eapacidad de solncionnr varing célulag s ademais ol
encargado de oblener el densor constitulive eldstico homogeneizado, Por otro
lado, ol eddigo del Programa Global se carseteriza por earecer del conjunto
de subrutinas que conforman lag ecuaciones constitutivag de los matorinles,
sin aimbaigo digspone de otrag subritinas le permiten suministrar informacion
del Programa Local, asf como también vecibir informacidn del wismo,

Eatas dos partes del eddigo que aparentan ser dos programas independisn-
tes de elementos Rnitos, trabajan eu secuencia y eada uno de ollos eumplen
funciones especificas. El Programa Global ¢ue soluciona la macroestructura,
deaconoce s propiedades y el comportamiento del material,  Sin ombar-
go, obtiena dicha informacion o través del conjunto de subrubinas que se ha
denominado Programa Local, e inversamente este iltimo programa conoce
lnicamente la microestroctura y opern sobre ella a travég de la informacién
que le suministra el Programa Global. Eata divisidn del eddigo en dos pro-
pramas, permite maneja satiglactoriamente ol problemn en cada una de las
escalns. De gsta manern, os posible considerar lag diferenciag que existe on
cada uno de los dos problemas (el macroscopico v el microscdpicn), deada la
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lecturn de los archivos de datos, hasta la impresion de los resultados para el
POSPIOCEss,

4.5.2  Algoritmo y Secuencia de actividades

Il dlgoritmo que deseribe ¢l Método de Elementos Finitos en Dos Esealas
(propuesto) se esquematiza on la Figura 4.7, Ademads se presonta de forma
osquomitica la secuencia de actividades que realizo dicho algoritmo:

I, Empieza el proceso el Programa Global, realiza taveas de inleinlizacion,
lee la informacion acerca de la macroestructura que contiene ademis
la direccion del archivo de la inicroestiietira.

2. Se procede al cdlenlo del tensor constitutivo eldstico homogenerzado
(€) n través del Programi Loeal. Para 16 enal, realiza las siguientoes
neiiviclades:

I Arronea ol Programa Local, este inicializa las base de datos, cuyn
capacidad es de tanlas células como puntos de integracidn tiene
la macroestiictura (neeli = MuePGmaoecra). A continuacién, lee
loy informacidn de la microestructura.

[T Determing la matriz de rigidez de log elementos finitos de la célula,

HI Se aplica el meremento de carga, En este caso, se procede a la
solucion en seenencia de tres eélulas (feelu = 1,2, 3), imponiendo
una deformacion macroscdpica €' prestablecida, tal como se ha
propuesto en el apartado 4,23, Paraello so procede de la signiente
forma:

1V Se determing las fuerzas nodales,

V Se ensambla v solucionn ol sistema de ecuaciones de ln microes-
tructura, bajo condicionss periddicas.

VI Se verifion las tensiones o través de la ecuncidn constitutiva, En
este Cis0, 3¢ (?ﬂl-lﬁidm'ﬂ e los componentes Fienen (Iui'lll.l!ﬂl.’t.llll'liﬂl'l-
to elastico (no cambian las tensiones). A continuaecién, se obtiene
¢l tensor de tensiones homogeneizado, Entonees, si: icelu < 3
retorna al paso [11.

VII 81 deely = 3 se determing las constantes del fepsor constitutivo

elistico homogeneizado (C7). La informacion se envin al Progra-
ma Global.
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egcuienn de actividades oo la microescala

base de datos base de datos

(8]
CEm) — -(Em) -
{10.5) (Flnnllzn proceso )— SR —— (Flnullxa proceso ) (%)

Algoritmo de elementos finitos en dos esealas, A Lo izquicrda

3. Se obtiene 1o matriz de rigidez de cada elemento finito (k) de la
gstructuri I'I)I.'l.ﬂl'()ﬁf.'-('ll.?jf'-F.l--

168 CAF ‘f TULO 4. SOLL CJ!’C').N DEL PROBLEMA EN DOS ESCALAS
MACRO-ESCALA MICRO-ESCALA
Inicializacian (29 Iniciatizacién ()
(1) Lectura de datos o 7 | Lectura dcu datos
3 Matriz de rigidez . c Matriz de rlgldez (n
de los elementos da los elementos
1
Incramanio iculutleulu 1
. Incremento - Incremento s
4. do carga de carga ()
¥ ‘
{5"3_ Fuerzas nodales Fuerzas nl:rdnlm i (V)
de las elementos de los elementos
|
1
Ensamble y solucion Ensamble y solucion (V)
sisl, de ecuaciones sist. de ecuaciones
{B.5) E X lternclan
”_) - ( Ecuaciones ) Vil
lteragién A (Vi) Conslitutivas
(8.
% { Vi)
(r ) 8l na
- anvergencia s
leslu=ncalu
s [_loviumosiy
Actualiza Actualiza




1.5

- IMPLEMENTACION NUMERICA

4. Be aplica ¢l nuevo ineremento de carpa.

5. Se caleula las fuerzas nodales en cada elemento,

G, S¢ genera y tesuelve el sistema de ecunciones de la macroestriet ura,

7. Mediante la senacién constitutiva del compuesto se verifica que las ten-

B

siones en cacla punto del macrodominio sea admisible. Dicha funeidn lo
cimple ¢l Programa Loeal, por consiguiente se envia la informacién de
le deformacidn macrocdpiea &' de cada punto deintegracion. Entonces:

[T El Programa Loenl solucionn secuencinlmente cada una de las
colulag (desde icelu=1 hasta iceli=ncelu), Para lo cual extroe
de las base de datos la informacion del problemn mieroscdpico
(eélula) y aplica como incremento de earga ¢l correspondiente in-
cremento de deformuocidn €%,

IV Se determina las fuerzos nodales,

V Be cnsambla v soluciona el sistema de ecuaciones de la microes-
tructura bajo condiciones periddicas,

VI Maediante las respectivas ecuaciones constitutivas de los compo-
nentes se verifica que las tensiones microscdpicas sean admisibles
51 no lo son, éstas son corregidag, A continuacion se obtiene la
tension homogeneizadn &® de la célula v ¢l tensor secante f )

VI Se verifies la condicidn de equilibrio en el dominio de o eélula; e
decir, para una fteracion & cualquiera; R o gl gl g
el equilibrio no se cumple (R!m = Tolerancia) se retorna al paso
IV ¥ la convergencia se realiza siguiendo una estrategia Herativa
(método de Newi.mlul'{uphsml) Cuando converge, so obtiene la
fension macrosedpica e, sl tceln < neelu vetorna al paso 111,

IX Cuando se ha solucionado todag las edlulas (icelu = neelu), se
transmite ln inforimacién de las tensiones homogeneizadas al Pro-
eramma Global,

El Programa Global ingreasa log valores recibidos como las nuevas ten-
slones en los puntos de integracidn. A continuacién wmﬁr& el equilibrio
de las fuerzas en el dominio de la macroestructura (R = FY, - F? ),
5i, no hay equilibrio (R” = Tolerancia) se retorna nl paso 5 y se utiliza
una técnica iterativa de convergencia (11'1é,t;ncln de cuasi-Newton).

- Cuando converge ol problemn mncroestrnetural (R” < Polerancia),

s netualizan las bases de datos del Programa Global, 50 hay mas
inorementos retorma nl paso 4,
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X Simultdneamente se actualiza las bases de datos del Programa
Lacal, es decir la informacion de todas las células.

10, Fuializa el Programa Global,

X1 Finaliza el Programa Loeal,

fomo se puede ver en la Figura 4.7, el eddigo del Método de log Elemen-
tos IMinitos en Dos Esealas eata formado por ¢l acoplamiento de In solucion
del problema dentro de cada uno de los dos niveles, El esquema que estd o
la izquicrda representa el cbdigo del MEF que soluciona ¢l problema . ni-
vel macroscopico y el esquema que esti en la derecha corresponde al cddigo
del MEF que solucionn ¢l problema o nivel microscdpico. Se remarea, el
cOdigo de la macroesealn no dispone del bloque que representa lns eennciones
constitutivas, pues es el cddigo de la microeseala quien determing en primer
lugar el tensor constitutivo elistico homogeneizado v a continiacién enmple
la funcidn de eciacion constitutiva del compuesto.

Como se ha mencionado, ln convergencia en las dos esealas exige que por
cada iteracion del problema en la escala macrosedpica se deban solucionar
cacla unp de las células. Dichos problemas son resuelios en secuencia por el
Programia Local, lo cual implica ademis de un volumen grande de informa-
cion, una elevada cantidad de procesamiento numérico. Obsérvese, que éstos
problemas a nivel de la microestructura son independientes vy por lo tanto
pueden ser solucionados en paralelo. Cabe ahadir que, al dividiv el eédigo en
un Programa Global y ofvo Programa Loeal ge habia considerado ésta parti-
cularidad del método, en donde 1a paralelizacidn de la solucidn de las eélulas
o8 una importante herramienta de b propuesta,  Ademids, se aprovechs la
gran potencia de los pctuales sistemas informdticos, mediante la solucidn del
problema en wna red de varios ordenadores o con el uso de un ordenador de
viriod procesadores,
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4.5.3 Introduccion a la paralelizacién

Antes de presentar las principales divectivas de la paralelizacidn del codigo
de elementos Anitos en dos esealas, se expone rapidamente algunos conceplos
de carncter general acerca de paralelizacion. En primer lugar, existen tres
diferentes niveles de paralelizacion, la de grane fino, la de grane medio y
la de grano grueso, La paralelizacion de grano fino se consigue a nivel de
lstruceionos del compilador, en este caso se realizan varias operaciones de
punto Hotante sobre un simple procesador (por sjemplo: una multiplicacion
y tina siima}, para lo cual de congidera ¢l orden de gjecucion v la dependencin
de datos en las operaciones del eddigo. En camnbio, la paralelizacion de grano
medio se realiza a nivel de bucles. Esta clase de paralelizacién se realiza
nutomaticamente por el compilador enando los bucles son sencillos y no hay
deperidencias de datos; pero en general, se requiere de un software especifico e
mdicar al compilador que bucles pueden ser paralelizados o través de las sen-
Lenciag ndocuadas en el eodigo, Tanto la paralelizacion de grano fno, como la
de grano medio utilizan memoria compartida, Finalmente, la paralelizacion
de grano grueso se realiza a nivel de subrutinas y programas, En este caso,
lo memoria ed distribnida y la interaccion se consigne a través del paso de
mensnjes, Sibien, esta clage de paralelizacion presenta mayor grado de com-
plejidad, su conceptualizacidn permite abordar el problema dentro de una
estructuracion de actividades que pueden ser realizadas simultfaneamente a
bravés de viwios procesadores. Ademds, el paralelismo con memoria distribui-
da presenta alta escalabilidad!® y portabilidad', Gracias a la paralelizacién
de grano grieso se han realizado mnchas mejoras sutaneiales eu las aplica-
ciones del Método de los Elementos Finitos, comao por ejemplo: se ha elevado
la eficiencia de la solucién de sistemas lineales (Ortega, 1989), desarrollado
algoritmos de solucidn denominados elemento por elemento para aplicar el
Método de log Elementos Finitos (Barvagy & Carey, 1988) (King & Sonnad,
L987), resueltos gran variedad de problemas mediante el método de descompo-
gicidn de domdndos (Marinl & Quarteroni, 1989) (Glowinski ef al., 1991), ete,

Dentro de la paralelizacion de grano groeso existen dos software estandar
que presentan gran Aexibilidad, estos son: “Message Passing Interfuce” deno-
minado MPIy “Parallel Virtual Machine” denominado PVM, Estos paguetes
de programas permiten utilizar una red hetorogénes de ordenadores, en serio
o paralelo, como un simple recurso computacional n ordenador virtual, en el

286 witlende por esealabilidad la caractoristioa de inevementar b paraleliancidn de
acnerdo al ineremento de recursos,

18 entlende por portabilidad la capactdad del funcionamiento del software bajo dife-
vidibes platalorinag o dlgtamay oporativos,
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cual se puede inicializar varios procesos, sincronizarlos o intereambiny infor-
macidn, Se prefiid utilizar ¢l PVYM por au amplia difucion y facil obtencién
del software » través de mternet,

4.5.4  Introduccién al PVM (“Parallel Virtual Machi-

ne”)

Fste software permite adecnar el cdlenlo computacional sobre elomentos se-
parados de proceso acoplados en una red de teabajo. Es decir, puede sstar
implementado sobre una red que consiste en ordenadores con diferentes pr-
quitecturas, incluyendo simpled sistemas de CPU, maquines vectoriales vy
multiprocesadores. Los elementos de computo son accedidos por el progri-
wa de aplicacion s través de vutinas de interfase estdndar, Fstas rutinas
periiten la inicializacidn y terminacién de procesos dentro de la red de tra-
bajo, asf como también la comunicacion v sincronizacion entre los mismos.

Los programag de aplicacion que ntilizan PVYM estan formados por pro-
gramag componentes, cada uno de los cuales realizan determinadas tareas.
Durante su ejecucion se puede generar varias reproducciones de cada pro-
grama componente, El programa de aplicacién ve al PYM como un recurso
Hexible de computo en paralelo que soparta un modelo denominado paso de
mensayes. Lo interfase del PVM estd preparada para operar en un ambiente
heterogéneo. Para ello verificn si la configuracion de todas las maquinas uti-
lizan la misma representacion de datos, en tal caso no es necesario realizar
ninguna conversion en las comunicaciones, Pero, si la representacion de datos
e low ordenadores es diferente, todns lng comunicaciones dentro da PVM se
realizan a través de lo representacion estdndar de datos externos XDR.

El paguete pnede ser obtenido gratuitamente por internet y se requiere
ejue estéd instalado vy configurado en el o los ordenadores de la red, Bésteamente,
el paquete del PVM estd compuesto de dos partes, la primera es ol proceso
“dacmon” lamado prmid, el cnal veside en eada uno de los ordenadores de
la ved. La segunda parte del pagquete es una librerla de rutinag de interfoce
del PVM denominada lhibpum.a. Existe un paguete de librerfas para progra-
mas en C y obro para programas en Fortran, Los programas de aplicacidn
deben ser conpilados con unan de estas librerias, Se recomienda consultar “A
Users' Ghmde and Tutoral Jor Network Parallel Computing” (Geist et al.,
1994) guie gonitiene anmiplia informacién acerca de las caracteristions v opeio-
nes del PVM, como también la descripeidn de las subrutines disponibles,
errores que pueden generarse y alpunos ejemplos de aplicacidn.
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4.5.5 Estructura de paralelizacion del Método de los
Elementos Finitos en Dos Escalas

PVM permite realizar un programa de aplicacion bajo diferentes patrones de
control o estructuras. Por ejemplo: la estroctura SPMD (“Single Program
Multiple Data"), también conoeido como “regular erowd”, se carncteriza por
tener todos los procesos idénticos. Otra eéstruetura stmilar frecuentemen-
b utilizada se la conoce como “lree structure” o estructura en arbol. Por
lo general dichas estrueturas exhiben un patrén vegular de comunicacién y
sincronizacion. Un programa de aplicacion estructurado de forma distinta
es ol conocido “Master-Slave”, on donde un programa macstra controla a
viios pragramas esclavos pava realizar nus o varias taress, Finalinente, ol
MPMD (“Multiple Program Multiple Data") vepresenta una estrictiurs con
programas o componentes cada uno diferentes de los otros. Utilizar una u
obri estructura depende de [a aplicacidn o problema que se requiere solu-
cionar y su eficiencia se basa en log siguientes aspectos, quo tienen que ser
considerados:

1. Dependencia de datos.
2. Balance de carga,
3. Minimzacidn de las comunicaciones,

Por las particularidades del método propuesto on las dos escalns, se pro-
pone solucionar el prablenia mediante la paralelizacion del cddigo o nivel de
problemas de elementos finitos, o través de una estructura “Master-Slave” .
En este CaEo, ol Programa Global ('.11111])1(- la funcidon de Programu maesiro y
el Programa local hace la funcién de programa esclavo, Es decir, el Programa
Global se encarga de: inicializar, distribuir tareas, sincronizar v finalizar a
los Programas Locnlos,

El concepto de esta division de actividades se presenta en la Figura 4.8, en
donde se representa al Programa Global mediante an monitor de ordenador
en el que figura “GLOBAL", junio a cuatro Programas Loeales representa-
dos por sendos terminales de ordenndores en donde figura respectivamente:
“1 LOCAL", "2 LOCAL", "3 LOCAL" y “4 LOCAL". En ¢ monitor del
Programi Global se ha discretizado una (mnero) estructura en elementos,
en cada uno de los cuales so han indieado 4 puntos, a través de un pedquedio
clreulo con un mimero dentro (1, 2, 3.6 4), que representan los puntos de
integracion. Ahova bien, puesto que por cada punto de ntegracién ge solu-
ciona una celda, las celdas correspondientes a log puntos de integracion que
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tienen el niimero “1” las soluciona el Programa Loeal “1 LOCAL", las celdas
que corresponden a los puntos de integracién “2" son resueltas por al proceso
"2 LOCAL" y asf sucesivamente. Los Programas Loeales solucionan el pro-
blema en paralolo, mientras que con respeeto al Programa Global trabajan
practicamente en secnencia, . Esta estructura del eodigo presenta nuichas veir

@x anAL

-(é—_LE_M-ZAL |

Figura 4.8: Fste esquema simboliza el reparto de actividades en la solucion
del problema de materiales compuestos mediante MEFDE, El Programa Glo-
bal solnciona el problema a nivel macroscdpico. Para lo cual se ha digere-
tizado la macroestrictura en elementos finitos, Dicho programa obtiene ol
comporatamiento del material en cada uno de los puntos de integracién a
través de los Programas Locales, eada uno de los cuales soluciénan varias
células,

tijas, en primer lugar potque a nivel de la microestructura cada eélula con
respecto a las demis representa un problema independiente y por tanto la
dependencin de datos es minima, nsi como también lo oy las comunicaciones,
puesto que eada Proceso Loeal guarda en sn propia base de datos las varinbles
de los problemas que soluciona, Ademis, el problema en dos escalng quada
fraccionado en varins partes de menor tamafio y cada proceso (o programa)
trabajn sobre una parte especifica del problemn. Da egta forma, el Programa
Global dnicamente conoce la macroestructura y el o los I’m;mmm-z Locales
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golo conacen un nimero determinado de células. El nimero de provesos y
dimensiones de los mismos se fijan durante la compilacién del eédigo. Esta
haren puede ser realizada en unos pocos mnmtos, antes de solucionar un de-
terminado problema, asi log procesos disponen inicamente de |y cantidad de
memoria gue requicren. De tal maneva que, el problema global del conipuesto
gueda fraccionado en partes de menar tamano, que pueden ser solucionados
de forma distribuida en varios ordenndores, o en varios procesadores de un
ordenador multiprocesador,

Se remarea, ol paralelizar la solueidn de las celdas a través de los procesos
esclavos, entre dstos no existe dependencin de datos. Ademds, en cada inere-
metto o iteracion del Programa Global, el Programa Local soluciona unas
determinadasz eélulag y guarda en sus base de datos las variables intering de
estos dominios, de esta forma la dnica comunicacién que requiere vealizar,
cuando ¢l Proceso Local cumple la funcidn de ecuneidn constitutiva, es como
datos de entrada el incremento de deformacion de los dominios v como da-
tog de salida las tensiones homogeneizadas, Finalmente, el balance de carga
depende de la taren encomendada al proceso y la capacidad de éste para
realizar dicha labor, Pan gimplificar este puito, se supone en adelante que
todos los procesos disponen de ignaldad de recursos, esto sucede por ejemplo
cuando se trabaja en un multiprocesador o en una red con ordenadoves de
las mismas caracterfsticas, En tal caso, se espera que exista un balance de
carga distribuyendo en lo posible igual mimero de eélulas para eada proceso.
En el subapartado 1.5.6 se analiza este toma en ol caso que el problema es
linoal y no lineal,

Estructura “Master-Slave” (Programa Global - Programa Local)

A continuacion se presenta ol control y secuencia de log procesos del pro-
grama, s¢ ha inclaido una breve explicacion de unas pocas subrutinas que
dispone el software de PVM para que se entienda de mejor manera la Glosoffa
del codigo. Supdngase que se inicia el Programa Global, el cidigo de este
proceso contiene entre sus primeras sentencias una aubrutina que inscribe al
proceso dentro de PYM, es decir mediante la siguiente snbruting en fortran

call pvmfmytid{ mytid )

la cual retornn un nimero de identificacion para el proceso dentro de la
variable mytid. Fl Programa Global lee los datos del problema maeroscdpico
e inmediatamente engendra un niimero de Programas Locales o esclavos, 1l
nimero de estos Programaz locales se fija durante la compilacién en funcién
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alos procesos que se desee utilizar. La subratina de PYM gue permito esta
reproduceion de procesos es

call pvmfspawn(nodename, PVMDEFAULT  arch,nproc,tidelag numt)

donde, la variable nedename contiene el nombre del progroma de los Procesos
engendrndos o esclavos, nproe contiene el nidmero de procesos engendrados.
Cada ymo de ostos nievos procesos se enrola en PV a través de la subruting
mdicada (pumifmylid). Para el posterior paso de mensajes los procesos escla-
vos requieren del wimero de identificacion del proceso padrve. El software de
paralelizacidn dispone de la siguiente subruting

call pvmfparent( iptid )

dicha aubruting entrega o un determinado programa el mimero de identi-
ficacion del proceso por el cual fue engondrado (en la variable iptud). A
continuacion el Programa Global envia informacién requerida por los nue-
VOs procesos, como por gjemplo: cuantos procesos han sido generndos, el
nfimero de identificacion de dichos procesos (Hds), la direccion v ¢l nombre
del archivo de datos de la microestructiura (celprob), ete.

call pvmfinitsend( PVMDEFAULT, info )

call pymfpack( INTEGER4, nprec, 1, 1, info )
call pvmfpack( INTEGER4, tids, nproc, 1, info )
call pvmfpack( INTEGER4, codigo, 1, 1, info )
call pvmfpack( INTEGER4, igrapg, 10, 1, infe )
call pvmfpack( REAL8, promiest, 3, 1, info )
call pvmfpack( STRING, CELPROB, 70, 1, info )
magtype = 1

call pvmfmcast( nproc,tids, magtype, info )

nétese que el proceso de poso de niensajes consta de fres partes, la primeri
subrutina limpia el bufer de envio, las siguientes empacquetan la informacion,
finalmente se procede al envio, Usualmente, so utiliza la subrutina pumf-
send para enviar un mensaje de un proceso a otro, pero como en este caso
s transmite el mensaje a varios procesos, se utiliza la subrutina pumfmeast,
la ¢nal vequiere lu siguiente informacion: el mimero deo Procesos recoplore:
(nproc), sus mimeros de identificadion (tids) y el nimero del mensaje (magty-
pe). En este instante todos los proceso se encuentran activos, Por una parte,
el Programa Global realiza algunas (areas de inicializacién, como inicializar
su base de datos, ete. Pera, para proceder a la obtencidn de la matriz de
rigidez de cada clemento de la macroestruciurn, vequiere disponer del tensor
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constitutive eldstico homogeneizado. Por lo tanto, lueps de haber finaliza:
do las tarens de inicializacion se detiene momentdneamente a traves de las
siguicntes subrutinas

magtypa = 2
call pvmfrecv( -1, msgtype, info )
call pvmfunpack( REAL8, veric, 10, 1, info )

por niedio de las cuales o] Progrania Global espera liasta recibir las constantes
eldsticas del compuesto contenidas en ol vactor denominado verie, con valores
veales de doble precisidn, cuya dimensidn es 10 (problemag bidimensionales),
Se remarca, la subrutina pemfrecy tiene la cavacteristica de detener al pro-
ceso hasta recibir el mensaje.

Mientras tanto, los Programns Locales reciben el primer mensajo y de-
sempaquetan la informacion mediante las siguientes sentencias

msghbype = 1

call pvmfrecv( mtid, msgtype, info )

call pvmfunpack( INTEGER4, nproc, 1, 1, info )
eall pvmfunpack( INTEGER4, tide, nproc, 1, infe )
call pvmfunpack( INTEGER4, cedigo, 1, 1, infe )
call pvmfunpack( INTEGER4, igrapg., 10, 1, info )
call pvmfunpack( REAL8, promiest, 3, 1, info )
call pvmfunpack( STRING, nomcelula, 70, 1, info )

Ademds del nimero de ldentificacion del proceso con que el PVM log
identifica, es util que cada ngrmnu Local se enumere o etiguete, es decir
uno de log procesos va a ger etiquetado con el mimero 1, otvo con el mimero
2, v osf sucesivamente hasta nproe, esto fieilmente se consigue de la signiente
HLRNerH

do iproc=l1, nproc

i1( tids(iproc) .eq. mytid ) mi = iproc
enddo
print #*, 'Yo moy el proceso:’, mi

a continuacidn cada uno de los procesos leen el archivo de datos de la eélula
contenido en la variable nomeelu, inicializan lag bases de datos (que eatdn
adecunduas parn nn mimero determinado de eélulag) y obtienen ln matriz de
rigidez de eada elemento de la mieroestructura. Para la gestidn de las activi-
dades se encontrd conveniente crear una nueva variable (denominada codigo)
gue indica al Programa Loeal que actividad le corvesponde desarvollar. Por
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gjeniplor en el primer mensaje que reciben los Programas Loeales el valor
di In varable codigo es 555, BEste valor de cadigo indica a cada uno de los
procesod esclavos In funeidn gqne estd cumpliendo, en este coso como ecuucion
constitutive del compuesto. Entonces, cada uno de estos asclavos luepo de
obtener lns matrices de rigidez elementales se encuentran con la subrutina
de recibimiento de mensaje, a través de ésta se detienen en espera del -
cremento de deformactén de cadn una de las respectivas eélulas. Excepto
uno de log procesos, ya que se encuentra programado que el proceso que esté
etiquetado con el mimero 1, cambie su codigo a 333 en el inicio del proceso,
[35to lo permite superar esta barrera para proceder a o determinacion de las
constantes elasticas del compuesto, lag cualeg transmite al Programa Global
a travdés del signiente mensaje

eall pvmfinitsend( PVMDEFAULT, info )

call pvmfpack( REAL8, vaeric, 10, 1, info )
megtypa = 2

call pvmigend( mtid, msgtype, info )

i diferencia que la subrutina de recibir, In subruting de envio de mensajes
pomfsend no bloguen el proceso, simplemente transmite o mensaje v con-
finua, En este caso, como este proceso también va a realizar la funcion de
ecnacion constitntiva del compuesto, este proceso lnego de Ia transmisidn del
mensaje limpia su bage de datos, modifien nuevamente el valor de codigo a
555 v se detiene junto a los otros procesos en espera del ineremento de de-
[ormacidn.

Al recibir el Programa Global las contantes olfsticns del compuesto, éstoe
determina la matriz de rigidez de eada elemento de In macroestructura, apli-
e el primer ineremento de carga, ensambla la matriz de rigidez global y el
vector de fuerzas externag, v soluciona el gistema de eenaciones. A conbi-
nuacidn, obtiene la deformacion en eada uno de los puntos de integracion de
In macroestruetura, coloca el incremento de deformacion de forma ordenada
gobra un Nnico vector v lo transmite a través de un nievo mensnje,

call pvmfinitsend( PYMDEFAULT, info )

call pvmfpack( REAL8, STRANHOM, MVALG, 1, info )
call pvmfpack( REALS, vaeric, 10, 1, infe )
eall pvmfpack( REALS, DTIME, 1, 1, info )
call pvmfpack( INTEGER4, IFOST, i, 1, infa )
magtype = 3

call pvmfmecast( nproc, tids, msgtype, info )
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todos los Programas Locales veciben la misma informacién, pero ol mimero
de etiqueta (1, 2, nproe) permfte a cada uno de ellos distinguir que par-
te de la informacion les corresponde, Cacla uno de estos proeesos soluciona
secuencialmente las células respectivas. Esla labor, que implica obfener el
equilibrio de fuerzas en eada une de estos dominios, requiere de una gran
potencin cileulo, No abstante, al no haber dependencia de datos, la eficien-
cia de la paralelizacion es muy alta. Como se indico, cada Programa Local
soluciona una célula a la vez hasta obtener convergencia, luego almacena la
informacion y procede con la siguiente. De esta forma, cuando ha soluciona-
do todas las células que le eorresponden, la dnica informacién qgue requiere
transmitir es ln tension macroscdpica resultante de cada dominio. Estos
procesos continan con la determinacidn del tensor constitutivo secante que
corresponde a eada una de lns eélulas,

Por otra parte, el Programa Global reeibe uno por nne la informacién de
las tensiones homogeneizadas que proviene de los Programas Localos, ordena
esta informacion de acuerdo a la etiqueta del proceso que envia v no contimia
hasta que toda la informacién estd completa. Sélo entonces, verifiea la con-
dicién de convergencia (R = Tolerancia). Esto es, i las fuerzas internas
en In macroestructura son iguales a las soliciiaciones impuestas. Si verifiea
esta condicion, transmite una senal o los Programas Loeales que indica que
ellos tienen que almacenar las variables, el mensaje que envin ¢s ¢l valor de
codigo ignal a 777, Si la condicidn no se cumple a nivel global, el valor de
codigo que envia es dd. Luego del envio del valor de codigo, el Programa
Global espera el valor de los fensoves constitutivos secantes. Los Programus
Locales envian dichos tensores y reciben el valor de la variable codigo. Si dste
es el 444, en vez de actualizar las variables, recuperan los valoves del estado
auterior convergido para iniciar una nueva iteracidn, De cualquier forma, los
Programas Locales esperan nuevamente el incremento del campo de deforma-
ciones macroscopico. Por lo tanto, si hnbo convergenein a nivel macroseopico
vl nuevo ineremento de deformaciones es un incremento de carga, en cambio
8 no hubo convergencin el nuevo incremento de deformacién es una nieva
aproximacion. Realizandose de esta forma el procedimiento itorativo entre
las dod escnlas,

Cuando se hayan aplicado todos los incrementos de carga a nivel global,
el Programa Glohal eliming o los Programas Locales de 1o siguiente manera:

do itids=1, nproc
call pvmfkill( tids(itids), info )
enddo
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a conbinnacion, este proceso a traveés de la sigiiente subrotina
call pvmfoxit( info )

tambien finaliza.
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4.5.6 Balance de carga

Durante la solucion de un problema al Programn Glolbal, h_mg;; de trans-
mitir el incremento de deformacion, continda con In solucién del problema
finicamente cuando ha vecibido los resultados de todos los '1-'*rnm-,_unug [0
les. 51 alguno de dichos programas tarda mayor tiempo que los demds, se
congidera que no hay un balance adecuado de carga, puesto que este exceso
de trabajo podria ser compartido con el resto de Programas Locales que se
encuentran detenidos, Asi, el balance de carga se puede considerar éptimo
s1 todos los procesos esclavos tienen aproximadamente el misino tiempo de
daracion, En un primer intento de consegnir un buen balance, bajo la su-
pocicion de igualdad de recursos para los diferentes Programas Locales, se
dividié el problema microestructural otorgando ignal mimero de célnlas a
cada Programa Loenl. Al solucionar log primeros ejemplos eon este chdigo
en paralelo se detectd que al balance de carga entre procesos era of adecundo
cuando el problema completo permanceis en végimen eldstico (lineal). Sin
ciibarge, enando ol problema es no lineal, puede originarse en uno de los
procesos un numero niucho mayor de celdas que entran en régimen no lineal
¥ puesto que ol equilibrio de dichas célulag se consigue mediante una estra-
Legia iterativa, la carga de algune (o algunos) de los procesos, con respecto
i loa demids, puede aumentar significativamente produciendose entonces el
desbalance.

La rafz del problema tiene que ver con la distribucidn del tribnjo & los
Programas Loecales, Clomo se indicd, cada uno de estos procesos tionen los
mismos recursos y on lo posible les corresponde solucionar igual nimero de
eélulag, La distribueién de estos problemas microestructurales se vealizé de
lag siguiente manera: el Programa Loeal etiquetado con el mimero | solueio-
ni las células que correspondon a los puntos de infegracién de los primeros
elementos de ln mucroestructura, el procesa etiquetado con el mimers 2 go-
Inciona los siguientes, y asi sucesivamente hasta llegar al dltimo Programa
Local que soliciona los puntos de integracion de los 1iltimos elementos de
la macroestruetura, tal como se presetitic en la Figura L8, Como se ha di-
cho, en problemas no lineales los Programas Locales requieren iterny para
obtener el equilibrio de fuerzas en el dominio de la célula. Pero, puesto que
log fendmenos no lineales, como plasticidad y dano suceden generalmente
en zonas localizadas y en grados diferentes on unn estructura, los procesos
e contienen las célnlas afectadas |'cql.|i(-:mrl cle muchio mayor r,iermm g {om
procesos cuyas célulag signen en régimen eldstico,

Obviamente, no es podible conocer a priori las zonas donde plastifica o
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degrada el material, puesto que depende tanto de ln eslrnetora comao de los
solicitaciones. En principio se pensé en realizar un balance de crga de forma
dindmica, de tal forma que aquellos procesos que hayan finalizado ayuden a
los demis con parte del trabajo, Sin embargo, esto no s6lo que complicaria el
algoritmo, sino que al ser necesario transmitir cuantioss informacion acerea
de las variables intérnns, st eonveniencia seiin dudosa,

2l bulanee de cargn se consiguid asignando de diferente forma el trabajo
de eada Programa Local. Obsérvese que, durante la diseretizacion de una
estructura, la numeracion de los elementos finitos se realiza por zonas, enton-
ces cuando el material que le corresponde a un slemento (o & una vecindad
de elementos) entra en comportumiento no lineal, s atecta por lo genoeral
al trabajo de un Programa Loeal o en el mejor de los casos a unos pOcos
do estos programas. Por consiguiente, la asignacion de lns celdas a cada
Programa Local 1o se realiza por partes de acuerdo o la numeracion de los
elementos finitos (tal como se presenta en la Figura 4.8), sino mas bién se
asigna los puntos de integracion de la macroestructura de acuerdo o la nu-
meracion global en forma secuencial a los diferentes procesos, de tal forma
que: el primer punto de integracién de la mactoestruetura 1o soluciona ol
Programa Local que tiene In etiqueta 1, el segundo punto de integracién le
corresponde al Programa Local con ln etiqueta 2, y asf sucesivamente, hasta
legar al dltimoe Programa Local que estd etiguetado con el mimero nproc,
nuevimente el sigiiente punto de integracion nproc 4 1 (bajo In numeracidn
global) le carresponde al Programa Local 1, ete. Por ejomplo, sUpGHgAsE (e
se nbiliza cuatro Programas Locales y los elementos de la discretizacion del
macrodominio contienen también cuatro puntos de integracion cada uno. En
este caso, la determinacidn del comportamiento del compuesto en el primer
punto de integracidn de eada elemento del dominio macrosedpico le corres-
ponde al Programa Local 1 v asi sucesivamente hasta que lag odlulag ¢que
corresponcan al cuarto punto de integracidn de cada elemento MACTORCOPICo
le corvesponden al Programa Local 4, Do esta forma, todos los procesos fle-
nen {(en todo momento) ignal probabilidad de inerementar el trabajo por la
no linealidad de las células, Puesto que ¢l nimero de Programas Locales y
el nimero de puntos de integracion de los elomentos finitos pueden eambiar
de un problema a otro, se recomienda tener cuydado en el manejo de los
punteros, para que en el momento de pasar o informacién desde 1o macro-
estrictura hacia b microestructura y viceversa los Programas no confundan
la mformacion. En los ejemplos realizados en un multiprocesador se observa
que la diferencia del tiempo de duracién entre log Programas Locales no su-
pera el 5%.
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4.6 COMPARACION DE LA PROPUESTA
EN DOBLE ESCALA CON OTROS METODOS

Como se indicd en el Estada del Arte (subapartado 2.5.4), existen muy po-
cng propuestas para solucionar ¢l problema no lineal de forma acoplada en
las dos escalas, La propuesta de Fish y coautores combina la feoria de la
expansion asintotica y o teoria de trapsformacion de campos (Fish el al,
1997; Fish & Shek, 1999). En cambio, la propuesta de Ghosh v conntores
combina la teoria de lu erpunsién asintitica con el método de los elementos
finitos Voronot (Ghosh et al., 1995, Ghosh et al., 199G: Lee ef al., 1999).

Para efectos de comparacion se recuerda que la propuesto vealizada por
J. Fish y conutores (Fish et al, 1997) es justificada por sus autores (en la
introduccion del articulo) en base al signiente razonamiento “el acoplamiento
del problema no lineal requiere de la solucién de una eelda por eada punto de
integracién de la macroestructura, Sin embargo, esto no es posible realizar
por el enorme esfuerzo computacional que requiere, al menos no parn fines
practicos”. Por esta razén, la propuesta presentada por estos autores prioriza
la disniinucidn del coste computacional en perjuicio de su precisién. En dicha
propuesta, se utiliza un algoritmo que identifica los puntos criticos en base
a un eriterio de maxima tensidn o maxima deformacion plastica y solamen-
te en estos lugares se determina los enmpos microestincturales mediante la
solucidn de una celda. De esta forma este método reduce el edlenlo compu-
tacional y el almacenamiento de informacidn a cambio de precision', Cabe
agregar, que este método utiliza la teorda de transformacidn de campas para
abordar el problema no lineal en las celdas. El enal proporciona una solucion
con compos uniformes dentro de cada uno de los elementos resultantes de
ln diseretizacion, en base a “cigenstran” o “eigenstross’ (véase subapartado
2.5.4), Sin embargo, J. Fihs y coautores proponen almacenar dnicamente un
vidor promedio de las variables internas de los elementos que corresponden a
enda niaterial componente, es decir un valor constante para cada fase, Este
método se denomina esguerna de promedio de 2 puntos, puesto que alimacena
i valor para ln fibra y otro para la matriz,

En un articulo reciente J. Fish y coautores (Fish & Shelk, 1999) proponen
otro motoda basado nmevamente en lo teorin de la expansiin asintdteca y la
teorin de transformacion de compos, Este método busca mejorar la aproxi-

"De [ns experiencin obtenida con ol métode propuesto en sata Monografia, ol coste del
problemn es elevadeo por le selucidn de las coldas que entran en proceso ne lneal y no asf,
la solueian de laa eldas quo se cncusntran on estado eldatica,
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macion de problemas no lineales con respecto al método anterior {esquema
de promedio de 2 puntos) y se denomina un esquema adaptative de 2/n pun-

tos. Se denoming esguema de n puntos a la solucidn de la celda mediante

una aproximacion uniforme de los campos de “eigenstrain® dentro de cada
uno de log n elomentos resultantes de la discretizacidn, A este método se lo
preseita come Optime en precision, En cambio, el esquerna de 2 punios el
campo de “eigenatrain” y los factores de concentraeion eldstica de eada una
de las [ases son aproximados como valores constantes. Estas simplificaciones
permiten solucionar ripidamente la celda n cambio de precigion v por lo tanto
se lo presenta eomo dptimo en velocidad. El método propuesto se denoming
adaptativo porque en Ja golucion del problema en dos esealag combina los
dos esquomas mencionados. Para lo cual opers de la sipuiente manera; en
prineipio ¢l problenia de los materinles compuesto se aborda a través de la
solucidn de ln macroestructura y una celdn por cada uno de los puntos de in-
tegracion gue tiene dicha macroestructura, a través del esquema de 2 puntos.
A continuacidn el algoritmo identifica aquellas regiones que son congideradas
como oriticas, mediante un eriterio de mdxima tension o maxima doforma-
cion. En dichas vegiones se solucions nuevamente el problema de la celdas
con el esquema de n puntos, n base a log vesultados del esquema de 2 puntos
y del esquema de n puntos se estima un error de aproximacion. Entonces, en
las zonas que se obtiene errores de aproximacion mayores a una determinada
tolerancia se utiliza en adelante ¢l esqguema de n puntos, De eata forma, ol
dominio macroscdpico es dividido en una parte donde se utiliza el esquema
de 2 puntos y otra parte donde se utiliza ¢l esquema de n puntos, la cual
puede extenderse en eada uno de los incrementos de carga,

El método tornmladeo en esta Monografia presenta muchas diferencias con
las dos propuestas indicadas en los pireafos anteviores, En primer lugar, para
el anilisis de la celda no se utiliza la teoria de fransformacidn de campos, mas
bien se bused la forma adecuada de hacerlo medianto ol Método de los Ele-
mentos Finitos (MEF). De acuerdo o Dvorak (Dvorak et al,, 1994) quien es
el gue formula la teoria de transformacion de campos (TTC), los resultados
de este método con respecto a lod resuliados obtenidos con el MEF ( Abacus)
no presentan mayores diferencing v es mis eficiente la TT'C que el MEF,
al menos cuando se ntiliza discretizaciones gruesas. Ahora bien, el método
propuesto en esta Monograffa encuentia una forma directa de obtener las
ecunciones que gobiernan el problema on ends una de lag sscalas, razdn por
la cual no se utiliza ln leovia de la expansion asinddtica. Sin embargo, las
ecuaciones vesultantes (en eada ina e las escalas) de estos distintos métodos
pueden considernrse equivalentes. Las diferencing mis relevantes se producen
en la esteategia introducida por J. Fish y coautores para no solucionar una

185
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céluln por cada punto de integracidn de la macroestructura, En el primer
método, que ubiliza el esquema de 2 puntos; se consigue un gran ahorro del
coste computacional, pero introduce muchas posibles nentes de ervor al solu-
cionar finicamente log puntos que se consideran erfticos, Ademds, [ns celdas
e solucionan con el esquema de 2 puntos, el cual es un método de aproxima-
cion pobre, En el segiundo método, se intenta corvegir la introduecion de los
posibles erroves mediante el método adaptative de 2/n puntos. Si bien, este
método consigue adn una disminucion bastante aprecinble del coste conipu-
tacional, es bastante nigs complicado y menos preciso que hiaber solncionade
todas lag células con el esquema de n puntos, que es la forma equivalente
al método propuesto por esta Monografin, Cabe agregar que la solucion de
i celda por eada punto de integracidn de la macroestructura es la forma
correcta de golueionar el problema en doble escala.  Ademds, la dificultad
de solucionar este problema radica no solo en disponer de gran potencin de
cileulo, sino fwnbién en encontrar la forma adecuada de hacerlo. Una de
estag formas es precisamente la implementacion en paralelo del Método de
los Elementos Finitod en Dos Escalas presentada en esta Monograffa.

El método de Ghosh v coautores (Ghosh ef al., 1996) soluciona también
nna celda (o un volumen representativo) por cada punto de integracion de la
mucrocstruetiurn, En este cago, ln principal diferencia con respoecto al método
propuesto se encuentra en la forma de obtener log campos microestructura:
les. Clomo se indicd (véase Estado del Arte, subapartado 2.5.5), edte método
fue ideado parn pregentar materiales con dispersion aleatoria de las heteroges
netdades. Para ello utiliza un volumen representativo discretizado mediante
clementos finitos Voronoi. Cada imo de estos elementos representa un pe-
queio dominio que contiene las dos fases de un material compuesta.  Por
consigiiente una celda de un medio periddico puede representavse con uno
solo de estos elenmentos Voronol, La formulacidn de dichos elementos no con-
vencionales se realiza considerando el efecto de esta inclusidn en el contorno
del elemento, Para ello se admite saltos en el campo de tensiones o deformas
ciones en el contorno de esta inclusion (interfase), ademas se considern que
el eampo de desplazamientos es continno, Para el enso de medios con distri-
bueidn aleatoria, este método se presenta actualmente como el mds potente.
Con respecto a o solucion de unn estrueturs de maoterial compuestos de un
madlio periddico, este método presenta una notable ventaja en ahorro de costo
computacional, puesto que para solucionar cada celda finicamente soluciona
un elemento finito Voronol, Los resultados a nivel macrosedpico son bastans
te buenos, gsin embargo a nivel microsedpico se tiene mucho menor precisian
y poca informacion acerca de los fendmenos micromecdnicos. Ademas, por
lng consideraciones que se realizan durante su formulaeidn, existe ciertas li-
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mitaciones de este métoda, principalinente la imposibilidad de considerar el
despegue de los materiales componentes.
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Capitulo 5

DETERMINACION DE LAS
PROPIEDADES ELASTICAS
DEL COMPUESTO

El propésito de este capitulo es aclarar al lector algunos de los conceptos de la
teorin de homogeneizacion, tales como: la representacion de un compuesto o
Lravés de nna celdn unidad, la forma de imponer las condiciones de contorno
y el posible mejoramionto de tales resultados mediante un refinamienta do L
discretizaciones de la celda, En especial, lns propiedades eldsticas del com-
puesto obtenido a través del andlisis de una celda mediante el Método de log
Elementos Finitod dependen de la ealidad de la malla ubilizadn, Se COMpari
los resultados con valores presentados en la siguiente referencia (Bendase &
Kikuchi, 1988), en donde se utiliza la teorfa de los desarrollos asintdticos (en
la veferencia, Ia imposicién de las condiciones de contorno e vealiza o (raves
de las funciones periédicas). En este eapitulo, se estudia dos compriestos, o
primero corresponde a un compuesto formado por particulas cuadrildterns
de dos materiales componentes (apartado 5.1), El segundo problema corpes-
ponde a un medio con poros o agy joros rectangulares (apartado 5.2).

En el capitulo 6, se estudia la representacion v el comportamiento de com-
puestos fibra-matriz, euyo refuerzo (la fibra) tiene una direccion preferente,
Eu este estudio se representa ol comportamiento longitudinal de materiales
con fibras largas (spartado 6.2), fibrag cortas (apartado 6.3) v ol Compol-
tamiento del compuesto transversal a Ins fibras (apartado G.4). Finalmente
en ¢l capftulo 7 se presentan algunos problemas solucionados en dos esealas
(In nineroscopiea ¥ la nli(:rt_ugr,:c_':],}ir_'n)_ Los gjemplos prosentados se contrasta
o bien con ensayos experimentales o con la solucion determinada con olros
métodos numéricos, de dicha comparicion se concluye la bondad del método

1
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propuesta,

5.1 COMPUESTO FORMADO POR PAR-
TICULAS CUADRADAS

Considérese que se requiere obtener ol comportamiento de un material com-
puesto formado por particulas cuadvadas de dos materiales componentes o
fases, Dichas partfoulas se encuentran alternadas en dos divecciones ortogo-
nales, tal como se presenta en la Figura 5.0, La longitud del lado de cada
particula cuadrada (L/2) es 1.2 mm. Los materiales componentes prosentan
comportamiento isétrapo y tienen las propiedades elisticas presentadas en
Ia Tubla 5.1

MATERIAL | MOD, ELASTICO [ COEF. POISSON [ UMB. FLUENCIA
| COMPONENTE | £ [MPa] v | o” [MPy]
M1 BT 040 et
M2 1000 0,30 i wE

Tabla 5.1: Propiedades eldsticas de los componentes

_ DirMensioNEs
‘-q\:\m LA CELDA |

CELDA |

o MATERIAL: M|
=" ]
L/2

_\__..4

o MATERIAL: M2

o
L2

T

Figura 5.1: Detalle de la micro-estruetira de uni material compuesto.

Como se ha mencionado, se puedon utilizar difeventes células piira tepre-
sentar al compuesto. En este caso, so usa una celda con la misma forma que la
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celda ntilizada en la veferencin, esto es una celda cuadrada cuyo lado (L) mide
2.4 mm, ésta contiene en su interior cuatro particulas (dos de eada Compo-
nente), véase en b Figura 5.1 la Celda 1. En I figura se indicn ademds otras
dos celdas (Celda 2 y Celda §) de In misma forma, pero que difieren en s
interior por la posicion de los materiales componentes. Congidévese adenids
la hipdtesis de tensidn plana, En primer lugar, se desea conover el campo de
tensiones cuando en ol compuesto se genors la siguiente deformacién (bajo ol
punto de vists mucrdscopico) e = (<7, enn 2681 = (0.02, 0.01, 0.0). Para
lo cual, el problema se formuls como un problema de valores de contorne so-
bre la célula, cuya solucién se obtiene a través del Método de los Elementos
Finitos,

Para una primera aproximacién del enmpo do las tensiones, se discrotiza
cada nma de las tres células con una malla gruesa uniforme de 36 elemen-
tos igoparanéiricos de 4 nodoes, Los resultados obtenidos con la Celda 1 se
presentan en la Figura 5.2, Esta fipura se encuentea dividida en 4 Grificos,
cada uno de los cuales ostd etiquetado en la parte iuferior izquierda con tin
wimero: 1,2, 3 6 4. El Grifico | indiea Ia digeretizacion de la eélila, en
donde eada uno de los 36 elementos finitos contienen un s6lo nuterial (M1
& M2). Se presenta ademas, los nodos del contorno de la celda a fraves de
los cuales se imponen las condicianes de contorne medianto los multiplica-
dores de Lagrange, tal como se presentd en el subapartado 3.6.7. Fs deeir,
la celda del Grifico | tiene 4 lados, de los cunles el Jado que contiene a los
nodos 1, 2,3, ... 7 es pariddico con respecto al lado gue contione los nodeos
A3 Ad A5, .. 49 y también el lado que contiene a los nodos 1, 8, 15, ... 43 es
periddico con ol lado que contiene a los nodos 7, 14, 21 ... 49, Obsérvese que
la velocidn de periodicidad entre los nodos del contorno e la signiente: los
nodos 1, 7, 43 y 49 son vértices periddicos, el resto de nodos del contorno se
dividen en pares de nodos periddicos, esto es: 2, 44; 3, 45; 4,46 5,47, 6,48 y
tambicn 8, 14; 15,21 22,28; 20, 35; 36,42, Para que se cumpla la hipétesis
de periodicidad local el desplazamiento relativo entre estos nodos cumiple
Aw = D g* (donde D, (con i=1,2) es el vector de periodicidad), Ademas,
la fucrzn en eada nodo del econtorng con respecto i la fuerza del nodo corres-
pondiente periddico es igual pero de sentido contravio, tal como se indicd en
el subapartado 3.6.3,

Como se puede ver, se presonta ademds en el Grafico 1 6l campo de despla-
gamientos obtenido. Nétese que a consecuencia de la diferencia do rigider de
los materiales componentes, el contorno de la céliula pregenta ondulaciones,
Sin embargo, los lados periddicos mantienen su periodicidad, garantizando
de esta forma o compatibilidad de desplazamientos con las células vecinas.
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En el Gralico 2 se presenta ¢l campo de tengiones o, (y), el Grdalico 3 ¢l
campo de tensiones o, (y) y el Grifico 4 el compo de tensiones cortantes
aop(y). Claramente se evidencia que en los vértices de las particulas rigidas
sE ].H‘(}!.l uee una fuerte concentracion de tensiones,

Dis I misgma fornia, se ha diseretizado v solucionado enda una de las obrag
dos colulas, cuyos resultados se presentan en las Figuras 5.3 v 5.4, Obsérvese
en el Grifico 1 de la Figuras 5.2, 5.3 y 5.4 que cada una de lag células pre-
sentan diferantes ondulaciones en su contorne, sin embargo si #e considora el
deslase de estos dominios, es el apreciar que corresponden sl mismo campo
de desplazamienios. Algo similar sucede con el camipo de tensiones o,,(y),
(1) ¥ ouy(y) de lag Figuras 5.2, 5.3 y 5.4, Estd claro que cada uno de los
tres dominios reproduce exnctamente ¢l mismo campo de tensiones, B con-
geoueneia, ¢l resultado obtenido es mdependiente de la eélula gque se escoja
(Celda 1, Celda 2 0 Celdad).

Este ¢jemplo tiene lo peculinvidad de que s particulas rigidas estdn en
contacto entre si Mnicamente on sus vértices, esto ocaslonn una gran con-
ventracion de tensiones y deformaciones en dichos puntos v puesto que los
clementos linitos utilizados para la discretizacion son elementos relativanion-
te grandes v de interpolacién lineal, el error numérico por integracion es muy
alto. Por consiguiente se requiere realizar un refinamiento de la discretiza-
cion. Por ejemplo, se va a discretizar de manera uniforme la celda 1 en 266
elementos, ol resultado obtenido presenta sustanciales diferencias, vénse ln
Fignra 5.5. No obstante, ol error numérico puede ger min demasiado gran-
de. El refinamieno requieré ser realizado en lag zonas en donde se producen
errores numericos altos, on este caso conviene alinar en o zona qua existen
altas concentraciones de tensiones o deformaciones, Lal como se presenta en
la Figura 5.6, en donde la malla tiene 324 elementos,

Commo se menciond, este compuesto e estudiado en el artfculo prosen-
tado por Bendsee y Kikuehi (Bendsge & Kikuehi, 1988). Estos autores, quo
ntilizan la teoria de los desarvollos asintéticos, buscan obtener las constantes
elasticas del compuesto, para ello utilizan unas funciones periddicas ¥ (véase
el apartado 2.8). Se recuerda que, par la periodicidad del medio, se admite
que ol compuesto se comporta como un material ortdtropo (vénse ol subapar-
tiada 4.2.3), entonces el tensor constitutivo elistico del compuesto (l.’xpl.‘u.‘-u.lﬂt‘)
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Figura 5.2: Resultados con la Célula 1; Grafico 1.- Dir?c;etimmn y deaplaza-
mientos; Gridfico 2.- tensidn a,,: Grdfico 3.- tension i Grifico 4.- Tension
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Figira 5.3 Resultados con la Célula 2; Grifico 1.- Discretizacion y desplazar
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Figura 5.4: Resultados con la Célula 3; Grafico .- Discretizacidn y deaplaza-
mientos; Grafico 2.- tension o, Gréfico 3.- tension ay,; Grifico 4.- Tension
Doy
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Figura 5.6; Célula diseretizada en 256 elementos. Grafieo |- Diseretizacion
v desplazamientos; Crifico 2.- tension o,,; Grifico 3.- tension i Gralico
k- Tengion gy,
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Figura 5.6: Célula discretizada en 324 elementos, Grifico .- Discretizacion
y desplazamientos; Grifico 2.- tension o,,; Grifico 3~ tension a,,; Grifico
4.~ Tension oy,
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de forma matricial) es:

C.‘Ill et or! C"u:u:uﬁ U'UU
€= | Ohus Clhyy 000
0.00 000 €%,

Fn la referencin se parte de la discretizacién uniforme de 256 elementos
finitos, A continuacion, se aplica un refinamiento de ln malla mediante un
métado ndatativo. Este método se basa en un estimador de ervor y el poste-
plor tefinmiento de la diseretizacion en donde ge esperan errores nuiméricos
apreciables, detalles del método adaptative se presenta en una publicacion
de Guedes (Guedes & Kikichi, 1990), De esta manaera, el articulo presenta
lox coeficientes eldsticos para el compuesto determinado mediante la celda
diseretizada con 256 elementos, posteriormente se obtienen también dichos
coelicientes luego de aplicar 1 vez el método adaptativo y ademés cuando se
aplica consecutivaniente una segunda vez este método. En este trabajo no
ge utiliza ningin método adaptative, sin embargo se han obtenido las cons-
tantes elasticas a partir de las diseretizaciones presentadas, con ¢l pl(b[)("n'illu
de comparar ¢l método propuesio para obiener dickas constantes (viéase ¢l
subapartado 4.2.3) cou el método que utiliza las lunciones periddicas. Los
valores detevminados se presentan en la Tabla 5.2,

DISCRETIZACION G | Oy | Couy | Coay |AUTOR |
Uniforme (36 elomentos) | 211.3640 | 88.7921 | 211.3640 [ 115.9346 | Zalamen
Uniforme (256 elementos) | 149.7998 | T1608G | 1497998 [ 87.1283 | Zalumen
Variable (324 elemientos) | 125.0103 | 61.8019 | 125.9193 | 75,3200 | Zalamea
Uniforme (256 elementos) | 149.80 71.61 149.80 87.12 Bendsge
Mét. adaptativo (1 vez) 127,12 (2.01 127,12 75.90 Bendspe
Mét, adaptativo (2 veces) 125.749 62.62 125.79 75.78 Bendspe

Tabla 5.2: Valoves de lag constantes eldsticas determinados para el compuesto
mediante lag diferentes diseretizaciones de la delda undad,

En este ejemplo, los coeficientes elisticos del compuesto (ver la Tabla 5.2)
son los adecnados finicamente & se realiza una discrotizacion finn alrededor
de los vértices donde se unen las partfeulas de mayor rigidez (ver la Tabla
5.2, filas: 3, 5 y 6). Esto es porque en dichos puntos, se produce una ele-
vada concentracion de tensiones y deformaciones junto a altos gradientes de
ostas varinbles, loa cuales condncen a grandes errores numdéricos al ntilizar
una malla gruesa, Cabe aclarar que este gjemplo es un cago extremo por
s geotnetria; por lo general, es posible obtener aproximaciones aceptables
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dis las propiedades elisticas del compuesto con discretizaciones relntiviamente
simples de la eélula, Sin embargo, siempre es conveniente usar un método
adaptativo o al menos comparar la solucion determinada con nna diseretiza-
clon con la solucidn obtenida de una discreteizacion distinta, para agegurar
la fiabilidad de los resultados.

Por otra parte, si se observa los resultados de las constantes eldsticas
obtenidag para la discretizacidn de 266 elementos (fila 2 y fila 4 de la Tabla
5.2) se puede ver que log valores obtenidos con el método de la referencin
y con el método propuesto coinciden. Esto indica que la imposicion de las
conciciones de contorno (periédieas) mediante las funciones periédicas e
equivalente al método de los multiplicadores de Lagrange utilizado en este
teabajo. Sin embargo, este dltimo método tiene la ventaja de tener aplicacion
directa en problemas no lineales,
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5.2 MATERIAL CON AGUJEROS

Como se indicd, el método propuesto puede ser facilmente extendido n medios
con agujeros o poros. Pero, puesto que (a nivel microscopico) en el dominio de
los agujeros no estd definido ¢l campo de tensiones ni deformaciones, se debe
considerar durante Iy implementacion las recomendaciones presentadas en ol
apartado 3.7, En el signiente ejomplo de aplicacion so estudia un material con
apujeros rectangulares, tal como se presenta en la Figura 5.7, En el articulo
presentado por Bendspe y Kienchi (Bendspe & Kikuchi, 1988), se utiliza ln
Celda 1 (vénse In Figura 5.7) para obtener las propiedades del compuesto. En
esle ejemplo, se utiliza ademis una celda cuyos lados coinciden parcialmente
con los agujeros (Celda 2). Las dimensiones do los poros tienen |o signiente
relacion: A = (3/6)L, B = (2/5)L. La parte sélido del medio corvesponde n
un material isdtropo con las signientes constantes eldsticas: Cppu = Cuu

30 N/mm® y Oy = Cepey = 10 N/mm?. Se desen conocer ol CALpa

 MATERIAL CON AGUJEROS
CELOA |

£

tuand |0

o b

CELDA 2

=

Figura 5.7: Mieroesctructura de un medio con agnjeros vectangulares y las
dos celdas ntilizadas para su representacién.

de tensiones microsedpleas eunndo el compuesto tiene una deformacion de
&* = (&1, £y, 2e5,) = (0.0, 0,0, 0.1),

Como lo presenta la Figura 5.7, se wtilizan dos eélulas del tipo cua-
drilaterns (2 paves de lados msric‘}rlinm). i la Celda 1 el dominio del agnjero
se encuentra en ¢l intevior de la celda, en la Celda 2 ¢l agnjero se presenta
en diferentes partes del contorno. Estas celdas se han diseretizado con dos
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Figura 5.8 Resultado de la Celda 1 con .disr.mtlzm,idn uniforme (304 ele-
mentos), para una deformacién de €' = (ERer Epyy 265.) = (0.0, 0.0; 0.1).
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Figura 5.9: Resultado de la Celda 2 con dmuetramidn varinble (304 ele-
mentos), para una deformacién de &° = (g, "  265,) = (0.0, 0.0, 0.1),
Grifico 1.« Desplazamientos; Grafico 2. tension o, {h:&.ﬁm 3.+ tension a,,;
Grilico 4.- Tensidn Ty
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manllag diferentes, pero con la misma cantidad de elementos (304 elementos),
Liv primera de éstas utiliza una diseretizocion uniforme v en la segunda una
discretizacion mas apropinda o ln geometria de |a celda,

En la Figura 5.8 se puede apreciar los resuliados obtenidos con la Celda
L Al igual que en el ejemplo antertor, la figura tiene cuatro grificos. En el
Grifico 1 se indiea la célula diseretizada y 1o deformacion de la malla bajo
la carga impuesta, En los Grificos 2, 3 v 4 se presentan respectivamento 1os
campos de tensionas (mic:rtmc(’:picm) Typy Ty ¥ Tuy que se producen. De la
migimn forma, se presenta la solucion con la Celula 2, ver la Figura 5.9, En
este cnso, la malla de la celda tiene ol mismo mimero de elementos, pero las
dimensiones de los elementos de menor tamano se encuentran en las esquinag
del agujero, que es en donde se espern grandes gradientes o concentraciones
en los campos de lag vaviables. Eata diferencia en la diseretizacidn indnee n
obtener nna solicién con mayor precisién.,

Como se indied, en la voferencia (Bendsge & Kikuchi, 1938) so determinan
lag constantes elasticas del compuesto, En este drticulo se utiliza la Celda 1
con la discretizacion uniforme de 304 elementos y posteriormente se aplica
hasta tres veces el método adaptative, con el propésito de obtener una mejor
aproximacion de las propiedades del compuesto, Los valores determinados
de las constantes para las dos discretizaciones indicadas y log resultados de-
terminados en la referencin se presentan en la Tabla 5.3, Como se indica

DISCRETIZACION | Coi | Chuy | Chy [ Coy [ AUTOR
Uniforme (304 elementos) | 13.0147 | 3.2407 | 17,5522 | 2.7848 | Zalamesn
Variable (304 elemontos) | 12,9353 | 3.1906 | 17.4921 | 2.7351 | Zulamea
Uniforme (304 elementos) | 13.015 | 3.241 | 17.552 | 2.785 | Bendsse
Mét, ndaptative (1 vez) 129010 | 3178 | 17473 | 2.714 | Bendsge
Mét, ndaptativo (2 veces) | 12.865 | 3.146 | 17.4437 | 2.683 | Bendsge
Mét. adaptativo (3 veces) | 12844 | 3.131 | 17421 | 2.668 | Bendsee

Tabla 5.3; Constantes eldsticas del medio poroso obtenidas con distintas
discrotizaciones de la celda nnidad.

en In veferencia (Bendsge & Kikuchi, 1088) (véase la Tabla 5.3, fla 3, 4, 5,
y G), al refinar la malla de elementos finitos se tiende asintéticamente a las
propiedades exuctas del compuesto. En este coso, si bien el métado adapta-
tivo aplicado 1, 2 ¥ hasta 3 veces aumenta significativamente el nimero de
elementos en la discretizacion (véase referencia (Bendsge & Kikuchi, 1088)),
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ln variacién de los coeficientes elisticos no cambian de forma importante,
De las dos discretizaciones utilizadas en este ejemnplo, la segunda e 1o nids
apropiada; esto se debe exclusivamente a la mejor calidad de la malla y no a
la diferencin de forma de las células, En este cago se obtiene ung buena aproe
ximacion a lag propiedades del compuesto (ver Tabla 5.3, fila 2) con el mismo
numero de elementos. Como se presenta en este ejemplo, la aplicacién de Ia
propuesta de esta monografin a medios porosos se realiza de forma natural y
no requiere quo estos agujeros o porod se encuentren dentro de la celda, si-
no gua preden coineidiv con el contorno de la misma. Finalmente, obsérvese
nuevamente que al utilizar In misma diseretizacion de la celda unidad (ver fila
1y 3dela Tablo 5.3), los resultacos obtenidos con el método de los multipli-
cadorey de Lagrange y el método de los desarrollos asintéticos son los mismos.



Capitulo 6

COMPORTAMIENTO DE
MATERIALES REFORZADOS
CON FIBRAS EN UNA
DIRECCION

Sin lugar a duds esta clase de compuestos se elcienbin entre 10s materinles
quie despiertan mayor interds en la ingunierim razon por la cual se han des-
arrollado una gran variedad de métodos pars representar si comportamiento,
Sin embargo, dada la complajidad del problema no existe hasta el momento
una metodologin de solucidn universalmente admitida. Con el propésito de
resaltar ol aleance y las lmitaciones del método propuesto, en este capitulo
s uplica la teorfa de homogeneizacion para reproducir el comportamiento de
esta clase de materiales bajo determinadas solicitaciones; Ahora bien, la jm-
plementacion del método e realizé en un eédigo bidimensional, esto conduce
a diferenciar el comportamiento de estos compuestos en: comportamiento
longitudinal y comportamiento transversal a las fibras. De esta manera, en
el presente eapitulo se indica la representacion de un compuesto de fibras
largas en una diveccion (apartado 6.2), luogo so obtiene o comportamiento
de un material con fibeas cortas (apartado 6.3) que a su vez se subdivide en
compuestos con matriz dictil y compuestos con matriz frégil, Finalmente,
se determina el comportamiento del compnesto transversal a lag fibras (apar-
tilo 6.4), en este caso se utilizan dos disposiciones diferentes: Ia disposicion
cuddradu y In disposicidn hexagonal. Algunog de los compuestos analizados
se utilizan en ol siguienta capitulo, en donde se abordan problemns en dable
escali.

207



WRCAPITULO 6, COM PORTAMIENTO DE MATERIALES REFORZADOS

6.1 BREVE CRONOLOGIA DE ESTOS MA-
TERIALES

Como se sube, parte de los materiales que se encuentran en la naturale
zi deben sus propledades niecinicas a la combinacién de un material del
tipo libroso embebido en un medio con menor rigidez denominado matriz.
En materiales coma log Lejidos orgdnicos, las fibras se alinean en la direc-
cion o direcciones de log muyores ssfuerzos, De osta forma estos materinles
compuestos presentan alba resistencia, De la misma manera, muchos de los
materiales ulilizados en o industiia o en la construecion pertenecen a es-
te grupo de materiales. Estos compuestos se fabrican con el propasito de
obtener propiedades dptimas, combinando la alta resistencia otorgada por
las fibras, con otras propiedades deseables que presenta la matriz, como por
ejemplo: bajo peso, alta resistencia o ambientes quimicos, ofe.

Estu clase de compuestos pueden ser clagificados de acuerdo a las dimen-
siones v direcoion de las fibras, en:

= Matrices reforzadas con fibras largas, en una o en varvias direcciones.
¢ Matrices reforzadas con fibras cortas.

Las fibras mis utilizadas son: de vidrio, de carbono, poliniéricas ( polia-
mida, polietileno), de horo y metdlicas, Dentro de las fibras hay un ancho
mavgen de propiedades, las cuales dependen de los materiales COmponen-
tes, procedimiento de fabricacion, condiciones de procesado, ate, De manera
general, las fibras se caracterizan por tener alta resistencia a traccidn, No
obatante, algin micro defecto puede originar el fallo de Lo b o una traceion
mucho mds baja que su resistencia normal, Uno de los primeros trabajos so-
by estos aspectos lo presenta Criffitl (Griffith, 1920)", el cual utiliza fibras de
vidrio de alta vesistoncia para probay que la aparente vesistencia del material
aumenta tanto como disminuye la talla de sus defectos internos, tambidn se
reportd un aumento de registencia en relacion a la dismineidn del didgimetro
de fibra. Otras investigaciones (Hitchon & Phillips, 1979) analizan la varia-
ciom de resistencia de la fibra con respecto a au longitud, usando un andlisis
estadistico, naturalmente a mayor longitud mayor prohabilidad que existan
defectos.

I[,.]l reforancia \-"lmll.‘ tlusl Hl;’u "“!il-t,‘.p' Ruin‘{rnwed G’mﬂ”}, [.',.'{.-"qmﬁ-‘ﬁu_r (ﬂ[ﬂﬂm,”'n |'l',¢ 3|‘m|h
LOO5), phgina 37,
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Caon el propdsito de aprovechar la alta vesistencin y rigidez de estas
libras en componentes estructurales, se embebid dichos elementos e ma-
brices diietiles, tales como matrices poliméricas (resinas polyester), esto did
lugar a eompuestos conoecidos como filra de vibrio. Eu esta clage de compues-
Los se conslgue una union resistente gracias a la extensa drea de superficie de
contacto entre fibra y matriz, resultando un compuesto resistente a esfuerzos
mecdnicos, ataques quimicos y de bajo peso. Posteriovmente se han fabrieado
innumerables materiales reforzados por fibras para todo tipo de aplicaciones,
por ejemplo: compuestos de tibras altamente vigidos (fibrag de earbono) em-
bebidas en matrices dietiles (resinag epoxy o metdlicas) que se utiliza en
la industria aeroespacial, El material escogido para realizar la Funcién de
matbriz depende de factores como: facilidad de Fabrieacién, compatibilidac
coll las fibrag, las propiedades finnles desendas, costo, entre otvos, Quizd, las
matrices mis ulilizadas son las de polimeros, entre ellos: polyester, epoxi,
nylon, policarbonato y polipropileno,

Como se conoce, existen varios libros especializados sobyve ol tema que
presemtan una extensa cantidad de informacidn acerea de: materiales utili-
zados, propiedades componatites, tratainicntos, procesos de fabricacion, éete,
il presenie trabajo no tiene el propdsito de repetir esta amplia informaeion;
sing mas bien obtener el comportamiento fisico de esta clase de compuestos,
aclarando el aleance y 1as limitaciones del método desarrollade. Cabe sefinlar
que en la practica para representar el comportamiento de log materinles com-
puestos se utilizan modelos seiniempiricos, los cuales se hasan en una serie de
pardmetros obtenidos en ensayos de laboratorio que sirven como pardmetios
de ealibracién.  Por otra parte, algunos modelos numéricos a partir de la
beoria de homogeneizacidn se encuentran en las signientes referenciag (Lene,
1986) (Devries ¢f al, 1989) (Suquet, 1987) (Jansson, 1092) (Aravas et al,,
1995) (Michel ef al., 1999) (entre otros).
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6.2 REPRESENTACION LONGITUDINAL
DE COMPUESTOS CON FIBRAS LAR-
GAS

Supdngase ¢ue la estructura del compuesto estd formado con fibras continuas
oriéntadas en una soln direccidn, las cuales estdn embebidas en una matriz,
Suptngase ademds que la distribueidn de las fibras es periddien, Bajo esta
representacion idealizada del material, se puede tommr cono celda unidad a
nna pequena parte de fibra con la matriz que le rodea, es decir un pequenio
prismn con la bra en suinterior, tal como lo presenta la Figura 6,1.a). En
este caso, en donde la fibra es continua, la longitud de la edluln puede ser
simplemente un valor cualquiers (conveniente), gracias a la hipdtesis de pe-
riodicidad,  Este dominio puede ser Feillmente representado en un cddigo

IDEALIZACION
. TRANSVERSAL IBEALIZACION
P LONGITUDINAL
# Hc F
< 4
f ]I'[|Li Iﬁ]
1 A
DF ¢
P
a) CELDA REAL b) CELbA MOBIFICADA

Figura G.1: Prespectiva de la célula real y eéhila modificada

de elementos finitos tridimensional. Sin embargo, puesto que la teoria de
homogeneizacion se implementd en un cddigo bidimensional, se representa
al compuesto considerando una idealizacion longitudinal o las Gbras, o una
idealizacion transversal a las fibras, de acuerdo al problema, De esta mane-
o, tm oeste apartado se centra el interés en conocer el comportumiento el
maberial en el plano longitudal a las Bbias, para ello se realiza la representa-
cidn longitudinal del compuesto. Dejando para mas adelante los problenias
en donde el interds se centra en el comportamiento transversal a las fibras,
Para la caracterizacidn longitudinal se requiere realizar una modificacion del
dominio (ver Figura G.1.h), tal como se indica en el siguiente subapartado.
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En la literaturs de fibras se pueden encontrar simplificaciones similarves.

6.2.1 ldealizacién longitudinal de la c¢élula

Como se menciond, ¢l dominio mas simple que enmple con las caracteristicas
de unn unidad estroctural es una celda de forma de prisme, cuya seceidn
transversal cumple con las proporciones de fibra y matyiz (ver Figura 6.1.a).
La longitud de la eélula (L) es shoplemente un valor conveniente, gracias
a las condiciones de pariodicidad. Obviamente, para representar en dos (i-
nengiones n este dominio se requiere realizar alpunns simplificaciones, las
cuales se espera que no distorsionen el comportamiento del compuesto, Por
consigiiente, en adelante se considera que la seccion del prisma es cuadrada,
cuyo lado se le denomina b, Obviamenté este volumen debe cumplir con las
proporciones e fibra y matriz, Para una fibra de seceidn cirenlar el lado de
la seceidn cuadrada del prisma resulta b, = (7 = (4 % )", siendo dy ol
didgmetro de la fibea y ¢/ es la fraccidn en volumen de la fibra,

i una diseretizacion bidimensional de un dominio, todos los elementoy
tienen la misma profundidad, por este motive se reemplaza la seccidn de
la fibra por un recténgulo equivalente, cuya profundidad es igual a la de
In eelda, tal como lo indiea la Figura 6.1.5. Para fibras de seccién civeular
la altura equivalente de la fibra os hy = (r = dy)/(4 % h,). Cabe remarcar,
que estas simplificaciones se producen al forzar la simulacion tridimensional a
una simolacion bidimensional. De tal manera que, la idealizacion de material
puede sor representada como lo presenta ln Figura 6.2, En este caso, es nanal
utilizar la hipétesis de tension plana,

6.2.2 Comportamiento del compuesto bajo esfuerzos
de traccién

Con el propdsito de ilustrar el comportamiento de este tipo de materiales,
s¢ obtiena a continuacdn el comportamiento de un compuesto, cuyos datos
corresponden a un material constituido por una malriz epoxi reforzado con
fibras de carbono, el compuesto se denomina T300/014C, Las caracterfsticas
tle log materiales componentes son las siguientes: la malriz epoxi corresponde
i il material de comportamiento iséirope con un rango elistico lineal que
al ser superado presenta ablandamicnto, produciendose la correspondiente
degradacién del material. Dicho comportamiento fus representado mediante
ina ecuncidn constitutiva isdtropa de dafio, cuya formnlacidn se enenentra en
el Apéndice B. En cambio, las fibras (largas) tenen una seecion eircular de
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o MICROESTRUCTURA: MATRIZ REFORZADA CON FIDRAS LARGAS

CELDA

A\ \~ MaTRIZ CELDA BEL

“. COMPUESTO

.

-~ FIBRA

Figura 6.2: Miero-estructura de una matriz con fibras continuas v célula del
compuesto

5 pum de didmetro; El material de estas (ibras es carbone, si eomportaniiento
es eldstico hasta el nmbral de tensiones, posteriormente se considera un ciorio
endurecimiento hasta su rotura, su comportamiento se representd nobraves
de ima ecuacidn constitutiva elastoplisticn isotropa estandar quo sigue sl
eriterio de von Mises. Se supone adherencia perfecta entre los compaonentes,
Loy pardmetros de eacda uno de los materiales se presentan en la Tabla 6.1,

Material Madulo de [ Coeficiente | Limite de | Energ, Fractura (Gi)
Componente | eldsticidad | de Poisson | Huencia Endurecimiento (H)
M, G M [M Fa] v M Pa] | TH [N Pal); (G [N]m])
(MATRIZ (M1) | 14716 0.325 43.323 G=5
FIBRA (M2) 230551 ().000 2800.0 H = 30000

Tabla 6.1: Propiedades de los materiales componentes

De acuerdo al subapartado anterior, In céluln utilizada os de seceién cua-
drada cuya lado (altura y profundidad) es h, = 6.429366 pm, la fibra de
seccidn cirenlar se vesmplaza por una de seccidn rectangular equivalente cu-
ya altura es hiy = 3.068040 g, Para ln longitud se tomd un valor igual a
le = 8.0 pm. Se considera la hipotesis de tensién plana. Con el propdsito
de visualizar el comportamiento del compuesto en la direceién de la Blra, se
impone a la célula una deformacidn en la diveccidn de Lo fibra (ejo xx) de:

&' = (], €y, 261,) = (0,005, 0,0), aplicada gradualmente en 25 incrementos,
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La solucidn del ejemplo a través del método propuesto se pregenta en
la Fignra 6.3, De la misma manera que algunag de los figuras anteriores,
eésta e encuentra dividida en cuatro graficos, El Grifico 1 correspande a
ln discretizacion del dominio en 24 elementos jsoparamétricos de 4 nocos,
en cada uno de estos elementos estd indicado ol material componente. Asf,
M1 representa el material de la motviz v M2 el material de la fibra, En
el Grafico 2 se presenta la malla en el estacdo inicial y el desplazamiento o
deformacidn de la misma luego de ser aplicada la solicitacion (incremento 246).
Obsérvese que bajo esta solicitacidn las condiciones de contorno periddicas
generan un desplazamiento uniforme en el contorna del dominio, Fl Grafico
3 presenta el campo de tensiones o, (en direccion de la fibra) en el dominio
de la célula, en donde claramente se aprecis o diferente regpuesta de los
materiales, Finalmente, el Grafico 4 presenta el campo de deformacidn By
el epal indica que en todo e dominio tiene lngar la misma deformacién, Esto
iplica que, enando la deformacién se produce en la direccién longitudinal
de laxs fibras, o teorda de homaogeneizacion verifica la hipatesis de la tearia de
mezelas, Esto es, la deformacidn de eada uno de los materiales componentes
ex dgual a la deformacion del compnesto,

En la Figura 6.4 se presenta las curva tension-deformacién obtenida para
el compuesto a través de la oélula y también 1a8 eurvas de cotportamionta
de cada uno de los materinles componentes (fibia y matriz) determinadas en
semdus simulaciones. Se puede observar que el material de la fibra presenta
alta rigides. En cambio, el material de la matriz, ademds de presentar una
vigidez relativamente baja, al sobrepasar el umbral de fluencia inicia el pro-
ceso de degradacion. Sin embargo, como se puede apreciar en Ia Figura 6.4,
la respuesta. global que presenta el compuesto no se ve alterada signifieati-
vamente, puesto que la mayor parte de energla de deformacidn es absorbida
por la fibra, Cabe agregar que, de acnerdo » esta representacion mediante |a
celda unidad y bajo condiciones periddicas, se podvia continuar deformande
al compuesto hasta que la fibra sobrepase su limite de fluencia 2800 N fmm?,
para en i practica ésto no sucede, ya que la matriz se desprende (o desgarra)
ucho antes de exigiv toda la capacidad n las fibras.
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Figura 6.3: Resultados obtenidos mediante una celda unidad de mn corn-
puesto de matriz con fibras continuas bajo una deformacién en dirwiﬁu i
la fibra; Gréfieo 1: Discretizacion, Grifico 2: Desplazamientos, Grifico 3:
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CURVAS: TENSION-DEFORMACION
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Figura 6.4: Curvas de tensidn-deformacién del compuesto v de los materiales
componentes: fibra y matriz,

6.2.3 Comportamiento del compuesto bajo esfuerzos
de cortante

Como se conooe, estos materiales presentan un v:'mnpmtmmentn vompleta-
eite nluzl;élmpn v por consiguiente, sn LD_!]';;}{:H;,mnu-an eg muy diferon-
te si las solicitaciones no coinciden con la direceidn de la fibra, En es-
be caso, s¢ v ha someter al compuesto n una deformacién cortante de;
el = (g5,.6,,,260) = (0.0,0.0,0.006), la misma que e impuesta de for-
ma gradpal ala edlula en 30 incrementos de carga,

Al resultado obtenido se presenta en la Figura 6.5, Al igual que en el
cago anberior, esta fignra se encuentra dividida en cuatro graficos. El Grafico
1 presenta la diseretizacion de la célula, El Grdfico 2 indica el esquema de
desplazamientos o deformacion de ln malla enande se aplica toda la solici-
tacion (incremento 30). Nétese que al imponer una deformaeién cortante la
célula presenta cierta rolacidn; ademis, ya no se produce un desplazamiento
uniforine en las caras, En el Grifico 3 se representa ol campo de tensiones
cartantes (o, ), que en este caso es consiante para todo el dominio y no aupe-
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Figura 6.5: Resultados obtenidos von la Célula del compuesto sometido a
una deformacién cortante €7 = (s et 267 ) = (0.0,0.0,0.006); Gréafico |
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i el nidximo valor de cortante que puede soportar la matriz, En ol Grafico
4 se encuentra el campo de deformaciones cortantes (2e,,) para el mismo
incremento, Obsérvese, que la deformacion ya no es constante, puesto que
existe una localizacidn de deformaciones en la matriz, mientras gie la fibra
practicamente no se deforma, Esto indica que bajo esta clase de solicitacio-
nes, [ miateiz no es eapaz do transmitiv esfuerzos grandes a la fibra.
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Figura 6.6: Comportamiento bajo esfuerzos de cortante del compnesto (do-
terminado mendiante la celda unidad), la fibra de carbone y la matriz epoxi.

Lins curvas tension-deformacion del comportamiento del compuesto de-
Lerminado a través de la eélula y del comportamiento de cada uno de los
materiales componentes so presenta en la Figura 6.6, Obsérvese que aungne
¢l compuesto presenta mayor rigidez que I matriz, no es capaz de sobrepasar
la tensidn maxima de ésta, Naturalmente, esto sucede porque en la matriz
que pertenece al compuesto se genera ung concentracion de deformaciones,
lo cual inicia tempranamente el fendmento de dogradacién.

Como se puede ver, el comportamiento del compuesto pnede ser abtenido
mediante una eélula que representa al material. En este cnsn, ol compies-
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Lo presenta alta anisotropfn, pese a que las ecuaciones constitutivas de los
materinles componentes son sdtropas.
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6.3 REPRESENTACION LONGITUDINAL
DE COMPUESTOS CON FIBRAS COR-
TAS

Ya sen por In disponibilidad de los materiales o por el praceso de abricacidn
del compuesto, el reluerzo de la matrviz se realiza en muchas ocasiones con
fibras cortas, De las experiencing obtenidas sobre esta olase de materiales,
exizten dog comportandentos claramente diferenciados de acuerdo al com-
portamiento no lineal de la matriz. Si la matriz presenta endurecimiento y
ductiliclad, entonees se eapern que el compuesto aproveche la enpacidad rosis-
tente de lag fibras, Si por el conbrarvio, la matriz en estado no lineal presenta
ablandamiento ol compuesto puede localizar rapidamente, como sucede en
muchas ocasiones cuando se utilizan matrices Fragiles, ya que al rebasar la
capacidad resistente de ln matiiz, ésta se fractura.

Sin embargo, recientes estudios sobre matrices frigiles reforzadas con fi-
bras, sugieren que este no siempre s el caso y que dicho comportamiento
depende de factores como: cantidad de refuerzo, forma y dimensiones de las
fibras, entre otrod. Hoy en din hay una amplia experiencia sobre el tema,
pracias a ensavos rvealizados en winbrices do morters de cemento reforzados
con fibrag. Gran parte de estas experiencias se pueden encontrar en libros
especinlizados sobre el tema, tales como: Fiber reinforced cement composites
(Balagurn & Shah, 1905), High perfomanced fiber remforced cement com-
posites 2 (Naaman & Reinhardt, 1996). Donde ademds se corrobora las
dificultades de determinar ¢l comportamiento de esta olase de materiales.

6.3.1 Idealizacién longitudinal de la célula

Por razones constructivas, és diffeil obtener un compuesto con distribueién
periddica de las bras, sin embarge se va ha congiderar que ¢l compuesto es
periddico, Bajo esta hipdtesis es posible determinar un simple volumen repre-
sentativo del material. Por sencillez 1a célula escopida contiene vinicamente
nna fibra y la matviz que la rodea. Es decir; al igual que en el caso de fibras
largas, la eélula es un prisma de seceién cundrada, en cuyo interior se on-
cuentra una fibra.

Lag dimengiones de la eélula estd en funcion de; las proporciones de
fibra v matriz, forma v dimensiones de la fibra, En ¢l caso do fibras rectas
de seccidn circular los datos de In fibra son tinicamente ol didmetro (dy)
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y la longitud (ly). Ademis ge requiere conocer el valor de la separacion
longitudinal (s) entre fibras, De tal manera que, la longitud de la celda
(lc) puede ser caleulida como la longitud de la Bbra (1)) mds la separacion
(#) entre fibras (L = [; 4+ #). En el articulo publicado por Guedes (Guedes
& Kikuchi, 1990) el valor de s es igual al 10% de la longitud de la fbra,
Entonces, si ¢g es el coeficiante de praporcién en volimen de la fibra v puesto
quie la fibra tiene seceidn ciroular, el lado de 1y seceldn cnadvada de la eélula

resulta
7 Wil l”; :
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Figura 6.7: Material bajo diferentes distribnciones periddieas.

Al igual que en el caso de fibras largas es necesario realizar una gimplifi
cacian adicional para representar la célula como un problema bidimensional
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(véase la Figura 6.1); esto es, se teemplaza la seccion cireular de ln fibea par
una seccion rectangilar equivalente, cuya seccidn es b, < h i (domde, N, es la
profundidad de la colda y Ay la altura de la fibea.

En la Figura 6.7 presenta que para representar diferentes distribuciones
de fibras en nna direceion basta con modificar lns condiciones de contorno de
la celda, Es deciv, obsérvese que en la Fignra 6.7 ge repregents cualto com-
puestos distintos, cuya diferencia es iinicamente la distribueion de las fibras,
Para cada uno de estos compuestos se ha separado una celda y numerado
los vértices paviddicos del 1 al 6. Estos vértices definen log lados o caras
de In coldn; por ejemplo, el lado comprendido entre los vértices 4 v 6 osole
denomina lada 45 De esta forma, en el material 1 la célula os hexagonal,
ya que tiene tres pares de lndos periddicos, estos son: ¢l lndo 12 con el 56,
ol 23 con el 45, y el 14 con el 36; In célula de material 2 es cundrilftera,
es decir tiene dos pares de lados periddicos, estos son: el lado 13 eon el 46
y el 1d con el 36; la célula del material § od similor o 1o eélula del mate-
rial 1, tnicamente cambia la dimension de los lados periddicos; la eélila del
material 4 es una eélula hexagonal particular, ya que dos de los tres pares
de lados correspondientes tienen ymas condiciones de periodicidad inversas,
esta son: el lado 12 con el 54 (inverso del 45), el 23 con el 65 (inverso del
656), ¥ el 14 con el 36. Parn el andlisis de las matrices con fibras cortas se
vis ha suponer la primera distribueidn, Esta eleccidn es poco conservadora,
pero es la que se utiliza en trabajos anteriores, vénse por cjemplo el articulo
prosentado por Guedes (Guedes & Kikuchi, 1990), en donde se obtiene la
variacion de los coeficientes eldsticos de un compnesto de fibras cortas, para
diferentes valores de la relacidn [y /d;.

Por otra parte, ¢l colapgo del compuesto se realiza mediante uno de los dos
mecanismos siguiontes: falla del material por el desprendimiento de la fbea
Justo por la superficie de contacie, lo enal implica una falla de adherencia
entre compoventes. La segunda posibilidad es que la falla del material se
produzea en uno de los componentes, es decir falla de 1o matriz o de la fibra,
En este trabajo se considera dnicamente la segunda posibilidad, es decir, se
stpone adherencin perfocta entre materfales componentes.

6.3.2 Comportamiento a traccién de un compuesto con
matriz dictil

En la siguiente representacion nunérica el compuesto corresponde a un ma-
terial con fibras cortas, Se considera que el comporfamiento de los materia-
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les componentes corvesponden i materiales solropos, cuyas propiedades se
presentan en la Tabla 6.2, La matriz es un material dvietil quo presenta plas-

Material Mdédulo de | Coeficiente | Limite de | Endurecimiento
Componente | elasticidad | de Poisson | Huencin (H)
M 6 M, |M Pa] [z |M Pal | Pa]
MATRIZ (ML) | 14715 0.325 43.323 H=10
FIBRA (M2) 239551 0.000 2800.0 H = 30000

Tabla 6.2: Propiedades de los materales componentes

ticidad perfecta, Para modelar el comportamiento de la matitz como de la
fibra se va ha utilizar una ecuncion constitutiva estindar que sigue ol criterio
de von Mises. Aunque se conoce que la fibra no supers el rango elistico v
ciiando esto sucede algunas clases de fibras Hegan directamente o gu limite
de rotura.

Ein esta aplicacion se considern que la fibia tiene una longitud de 300 o
v es de seccion civeular cuyo didmetro os b g, La sepavacién longitudinal
(s) entre fibras es de 50 pm, Se gonsidera ademds adherencia perfocta y In
hipdtesis de tension plana. De acuerdo a la idealizacion propuesta (suba-
partado 6.3.1), I célula tiene las dimensiones prasentados en Lo Tabla 6,3,

Cloef. Val. Coel, Vol. | Separacion f.-ﬂ.l'lgihllf.i Alto de | Alto equiv.
de fibra | de matriz | entre fibvas | de ¢élula | eélula de fibra
(¢7) {€m) (8) [pan] L("!:.') Jj-”“l i [!'-"'"-"*] hy 'f”'*""'l
0,525 0.475 50 350 5.052436 | 3208642

Tabla 6.3: Dimensiones de la célula de fibras cortas

Se somete a lo celda o un proceso incremental en donde se aplicadn gra-
dualmente una deformacién en la diveeeidn longitudinal a la fibea (eje xx).
En o Figul’ﬂ 1.8 se Jresenta 4 gl'.‘iﬁ[:(ﬁ)}j que 001‘1‘(_-5]__‘){)ru'[ml enando o delorma-
cidn aplicada o la céluly es der g" = (£ae €5y 265,) = (0.006,0,0), esto os
en el ineremento niimers 30. Como ¢l dominio de ln edluls es relativamente
delgado con respecto a su longitud, para la visualizacién de los resultados.
st multiphicd las dimensiones geamétricas verticales por 10. Entonces, en
el Grafico 1 se encuentra la diseretizacion de la célula: en ol Grifico 2 se
presenta el esquema de desplazamientos; el Grifico 8 contiene el campo de
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lengiones o, en este se observa que existe una concentracion de tensiones
en o fibra, y finalmente el Grdfico 4 contiene el campo de deformaciones «,
i donde se aprecia gue los mayores valores se epcientran en ln matriz cerca
de los extremos de la fibra, como también existen valores altos en la matriz
que se encuentra en la parte central de In célula.

Se continua con los inerementos de deformiacion (a la celda de fibras cor-
tag) hasta aleanzar un valor total de e = (g0, €5y 265,) = (0.010,0,0). Por
otra parte, con el proposito de comiparar la respuesta de este material con un
compnesto de fibras largas, se roalizé una nueva simulacion con ol compues-
o del apartado anterior (véase el subapartado 6.2.2) que tiene las mismas
proporeiones y propiedades similarves do los materiales componentes. A este
compuesto de fibras largas se impone la deformacidn (en direccion de las fi-
bras) de e* = (7., &), 222 ) = (0.0125, 0,0).

Los resultados obtenidos se presenta en la Figura 6.9. Como indica la
ligura, el compuesto de fibras continuas no cambia apreciablemente su com-
portamiento al fuir la matriz, pero si lo hace cvando lega a fnir (a fibra,
Para el compuesto reforzado con filyras cortas se ahserva que, conforme plas
tificn la matriz, la respuesta del compuesto se modifica considerablemente,
haata el punto de comportarse como un material con plasticidad perfecta,
En este caso la matriz no es capaz de transmitiv un mavor esfuerzo a la fibrm
y manbiene dicho comportamiento hasta que la matriz agota su duetilidad y
ge rompe. Cabe anotar que en este proceso no lineal, gonforme se incrementa
la carga, la convergencia es cada ves mas lenta, motivo por el cual se 1tilizé
al final inecrementos mds peguenos.
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CURVAS: TENSION-DEFORMACION
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Figura 6.9: Curvas tensién-deformacion bajo esfuerzos de traccion sitmple:
compuesto de fibras corta, compuesto de fibras largas, fibra y matyiz,

6.3.3 Compuesto de matriz fragil con refuerzo de fibras
cortas

Gran parte del estudio sobre estos materiales estin divigidos al refuerzo de
matrices de cemento. Véase por ejemplo, lng signientes veferencing, en donde
se estudian difeventes aspectos sobre estos compuestos (Banthia et al., 1995)
(Houget et al, 1005) (Jun & Stang, 1998) (Taerwe & Gysel, 1996) (Mit-
chell ef al., 1996), Sin embargo, pese o la gran eantidad de publicaciones
existentes; los resultados obtenidos no siempre concuerdan o si lo hacen os
tinicaumente de forma cualitntiva.  Esta seccidn se¢ centra en la simulacion
do estos compuestos. Como punto de veferencin se parte de publicaciones
que contienen ensayos experimentales, Lamentablemente s difieil conseguin
un trabajo experimental ¢ue contenga todos los datos necesarios para com-
parar rigurosamente los resultados, ya que ademds del ensayo de algunos
especimenes del compuesto, necesarios para validar ol modelo, se requiore
conocer las cavacteristicas y prapiedades de cada nmo de los materiales com-
ponentes,
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En esta clase de compuestos, la tipiea matriz de cementa portland con-
siste en: mortero de cemento (cemento mds un agregado fino), u hormigon
(eemento. mas agregados grueso y fino). En la practien se otilizan aditivos
plastilicantes y reductores de agua para obtener una buena mezcla, traba-
jabilidad y calidad de I matriz, como también es frecuente aditivos para
mejorar la adherencia Bbrp-matriz, De acuerdo o los fines dedeados 1ag ea-
racteristicns de la matriz fluctda dentro del sigujente rango: la resistencia o
traceion de la matriz de hormigdn estd entre 225 M Pa a 7,0 M Pa (la vesis-
teneia a eompresion es aproximadamente del ovden de 10 & 15 veces mayor),
el madulo de elasticidad estd alvededor de 20 G Pa v el coeficienie de Poisson
generalmento os de 0,20,

La fibra puede ser metdlica, mineral, polymérica, u orgdnica. La fibra
mietdlica tiene alto modulo y resigtencia, puede presentar ademds un coni-
portamiento dietil, La fbea wineral, nsualmente de vidrio, tiene un madulo
alto con respecto al cemento pero mds bajo que la metdlica, la falla es fragil.
Algunas fibras polyméricas como el Kevlar tienen alto modulo, pero su unidn
cotl la matriz no es tan buena como la de las fibras minerales o metdlicas, Lus
fibras metdlicas provienen de aleaciones e hierro mds carbono, su resisten-
cin estd en el rango de los 690 M Pa a 1380 M Pa, ol médulo de elasticidad
¢s de alvededor de 210 GPa. La seecion de las fibvas puede ser: elveular,
cuadrada, eic. Para fibras metdlicas, la longitud es por lo general menor a
los 75 pum con una relacién longitd-didmetro ({/d) tipicamente entre 50 a
100. En esta clase de compuestos (matriz de cemento y fibras metdlicas) ol
refuerzo es superior al 0.5%, v debido a la disminucién de la trabajabilidad
generalmente no se nbiliza porcentajes mayores al 6%.

De neuerdo g publicaciones sobre estos materiales (Li ef al, 1995) (Li
et al, 1908) (Balaguru & Shah, 1995) (Naaman & Reinhardt, 1996), se han
identificado diferentes comportamientos ¢laramente diferenciados, como lo
presenta la Figura 6.10, en donde:

a) El compuesto no gana resistencia, Se compaorta aproximadamente co-
mo la matriz (hormigdén), va que el compuesto [alla inmediatamente
después de la fractura de ln matriz. Este comportamiento se detecta
principalmente cuando se utiliza cantidades bajas de fibras (menores
al 1%) v valores bajos de la velacidn | Jid.

b) El compuesto disminnye bruseamente su eapacidad de vegistencia degs
pués de la primera fractura, pero no falla. En adelante presenta parte
de dicha eapacidad y ductibilidad, tal como lo presenta la curva b de la
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¢) Deszarrolla "mulliple cracking”

Inleio da |a formdacian de frocturas

_Primero_fraclurg de |a_malrlz

-

b) Comporfamienie duchl, desputs de lraclura
——

a) Cemparfamlanto fraglil

Figura 6.10: Comportamiento de compuestos de cemento reforsados con fi-
bras cortas

Figura 6.10. Durante este proceso, se agrandan las fisuras anteriored y
aparecen algunas nuevas, hasta que falla por completo ol compuesto.

¢) Bajo ciertas carncteristicas favorables, el material después de pasar
de la zoua eldstica, entra en un proceso denominado miidtiple [ractu-
ra (“multiple cracking”) en donde, presenta una significativa ganancia
de resistencia y ductilidad; en dicho proceso se peneran graduahuente
numerosas fracturas, hasta el colapse del material,

Obviamente, es el dltimo de estos comportamientos ¢ mas deseable, Para
obtener dicho comportamiento, hace falta considerar una serie de variables
que intervienen. En la literatura del tema, hay algunas publicaciones que pre-
sentan formulas pura determinar la fraceion de refuerzo critico, bajo el cual el
compiiesto tiene an comportaminto frigil o cuasi-frigil (curvas: ay b) y so-
bre este valor eritico el compuesto desarrolla mayor resistencia y duetilidad
(eurva: ¢). Naturalmente dada la complejidad del problema los investiga-
dores en el tema presentan difeventes formulaciones bagadas en pardmetros
distintos (Naaman, 1987) (Li & Wu, 1992) (‘Tjiptoroto & Hansen, 1993), A
efectos de comparacion de los diferentes métodos, Nanman presenta ln Tabla
6,4 (Naaman & Reinhardt, 1996), en donde se utiliza valores compatibles,
manteniando todos los pardmetros constantes excepto ln relacién de forma
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de la fibra (2/d),

“Fibra | Naaman (1987) | Naaman (1987) | Li & Wa Tiiptobroto &
1/d T/ T = | Ty T = 2 (1992) | Hangen (1993)
0 100.0 100,0 Negativo 2000 |
1 80.0 G7.0 Negalivo 718
10 28.6 16.7 Sin Solucién 10.3
20 1G.7 9,1 Sin solucion 528
50 741 3.85 2.73 2.14
100 4,85 1.96G 0.55 1.07
200 1,96 1 (.13 0.54

Tabla 6.4, Resultados acerca del porcentaje de vefuerzo de fibras erftico,
para un determinado compuesto, en base a diferentes métodos propuestos,
En esta tabla o, representa la resistencia a la traceién de la matriz yvorla
resistencia promedio de la junta de interface entre fibra y matriz.

D eatos vesultados se deduce dos cosas, ln primera eg, que la forma de la
fibra es muy importante, a mayor //d menos vefuerzo de fibing se reciere.
Lasegunda es, que atin no hay unanimidac entre los invostipadores, lo mismo
sucede si nos referimos o otras caracteristicas del compuesto. Si se reguiere
valores orientativos estas formulas tinen una eierta utilidad, Pero, si lo que
se requiere os mayor informacion, es necesario utilizar nuevos mecanismos
gque permitan conocer ¢l comportamienta del compuesto.

A continnacidn se !'G]'ﬂl‘fl(iii!t‘a!! el comportamiento del compuesto mediante
la teoria de homogeneizacidn, en donde a través de la celda es posible consi-
derar las propiedades do cada componente, forma de las fibras v adherencia
fibra-matriz (auque en este trabajo se considera adherencia perfocta). En
este caso se ropresenta ol comportamiento de dos materiales compuestos, el
primero con un refuerzo de 2% y el segundo con un refuerzo de 6% de fibrag
metdlicas,

6.3.4 Compuesto de matriz de hormigén con el 2% de
fibras
[l conipuesta gue se analiza o continuacién es una matris de cemento ro-

forzada con el 2% do fibras metdlicas, Las propiedades de los materinles
componentes son valores presentados en an articulo de caractor @xperimon-
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tal (Li et al, 1998), Es preciso sin embargo, hacer unu welaracion provia:
Las fibras del ensayo tienen distribucién aleatorin, mientras que en ¢l mode-
lo numérico se supone unn distribucion perieica, Ademss, las fbras reales
tienen unos pequenos dobleces en los extremos (“hooked ends") que no se
consideran en el modelo numérico. Ahora bien, la longitud de Ia fibra es de
30 mm, su seccién es civenlar de didinetro 0.5 mm, esto significs que la rela-
cidn 1/d es igual a 60, Comao se indied, se considera adherencia perfecta entre
los materiales componentes y la hipotesis de tengion plana. Lag propiedades
de los materiales se presenfan en la tabla 6.5.

Material Méadulo de | Coeficiente Limite Energ. Fract, ((/)
Componente | eldsticidad | de Poisson de Huencia Endurecim. (#)
Y |1 Pa] v M Pa] G[N/man[H[M Pa]
CMATRIZ (M1) [ 20000 0.20 fi=d; f.=40]  G=0.006
FIBRA (M2) 200000 .30 1380 H = 20000

Tabla 6.5 Propiedades de log materinles componentes

Bominio
elGatico

e =r11

Figura 6.11: Ecuacion constitutiva de dano

Parn representar el comportamiento del motal se utilizé una ecnncion
constitutiva elastopldstica isdtropa que sigue el eriterio de von Mises, aun-
que en este caso la fibra golo trabaja dentro del range eldstico. En cambio,
el comportamiento de ln matriz de cemento se obtiene mediante ina ecni-
cién constitutiva de degradacién isétropa (Oliver et al, 1990), cuyo dominio
eldstioo en el espacio de tensiones es no simétrico, tal como se presenta en la
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Figura 6.11; o] ablandamiento os de tipo exponencial v estd controlado por
ln energla de fractura?. Eata eonacién constitutiva se encuentrs formulada

ont el Apéndics B,

Las dimensiones de la célula se obtienen en funcidn de ln proporcién de
los materiales (2% fibras), dimensiones de la fibra y la separacidn entre Abras
g Admitase que el valor de s e el 10% de la longitud de la fibra (Guedes &
Kikuchi, 1990), esto es 3 mm. Las dimensiones determinadas para la colda
se presentan en la Tabla 6.6, Se somete a la eélila o una deforimacién glo-

Coef. Volum. | Coef. Volum, Sernn*ﬁ?[ﬁi'{'["I.nngil;ud Alto de | Alto equiv,
de fibra tle matriz de fibras | do eélula | eélula de fibra,
(c/) (€m) (3) [ran| | (L) [man] | he [mm] | Rylmm)
0,02 0,98 B 33 | 2.9875 | 0.0657

Tabla 6.6: Dimensiones de la célula con el 2% de fibras

bal en direceién longitudinal a la fibva (Eje m2), impnesta gradualmente con
pequenos incrementos para obtener convergencia, Como la deformacion de
los contornos de la edlula en sentido perpendicular a la fibra estd restringida,
w0 prefivld utilzar un coeficiente de Poisson nulo (¢ = 0.0) en los matevinles
componentes con el propdsito de no inducir esfuerzos adicionales por esta
restriccion, es decir se busen aproximar la simulacién numérica a un ensayo
a Lraccidn simple. El resultado obtenido del comportamiento de la eélula se
presentan en la Figura 6,12, también se indicn la curva tensidn-deformaeion
de los materinles componentes: fibra y matriz, y el comportamiento obtenido
en el ensayo experimental (Li el al., 1098),

En este coso, exigle una sorprendente concordancia entre la representa-
cidn numdéricn y el ensayo experimental. 81 se compara el comportaniento
de la célula con el de la matriz se observa que = bien existe una pequetia ga-
uancia de rigidez v resistencia, el compuesto despuds de aleanzar sn méxima
resistencia se degrada o mayor velocidad, como consecuencia de la fractura
de la matriz. Sin embargo, posteriormente a esta rotura fragil la célula pre-
senta un cierto grado de recuperacion de resistencia vy sobre todo presenta
ductilidad, la cual ha side reportada en numérosos ensayos experimentales,
Por otra parte, se podria haber esperado una resistencin algo mayor para la
simulacidn numérica del compnesto en comparacion con ¢l ensayo, puesto que

Bl valor de 1a énergin do fractura és un valor usunl para este material, pussio qiie no
e en o relerencia.
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Curva: Tenslon-Delormacion
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Figura 6.12: Curvas de tensidn-deformacién: (global) de la eélula, fibra,
matriz vy ensayo experimental de un compuesto con fibrag aleatorias,

la distribucion periddica alineada en la direceidn de la solicitacidn favorecs
nl comportamiento de la célula y ademas so considern adherencia perfecta,
No obatante, se debe considerar también que el doblez en los extremos de
la fibra real contribuye & mejorar ¢l comportamiento del material compuesto
ensayada, Por otra parte, aungue las fibras del ensayo tienen distribueion
aleatoria, la parte de ln ibra gue se encuentra justo en el logar de la fractura,
(por su esbeltez) tiende a alinearse en direccién perpendicular a la fractura,
lo cual contribuye también a explicar el buen comportmmiento del compuesto
con distribucién aleatoria de libras. En cualquier easo, lo mas imiportante
de este método es que a través de la teoria de homogeneizacidn se obtiene
informacién aceren de log mecanismos que se generan a nivel microestructu-
val, que es en donde se encuentra ln explicacidn de dicho comportamiento.
Con este propdsito, se presenta los campos de las variables de tensiones y
deformaciones ¢ue se¢ producen bajo tres incrementos de carga diferentes, El
primero corresponde cuando la celda se encuentra justo antes de lo que se
conove como primera fractura, véage la Figura 6,12 (cuando o deformacién
aleanza 27, = 0.0002, eada ineromento se representa por una sefial), después



232CAPITULO 6. COMPORTAMIENTO DE MATERIALES REFORZADOS

:
g
m-— — =
| P | i =
ggnﬁﬁ_’a| T [l -
il |l
% =34EARsaag # Eééﬁﬁﬁ,ﬁi{ o
E -

== —"=
y i“g !ﬂ'u "-j.h = =
: Jﬁggn! :155551! ot
1iE il

Figura 6.13: Campos microscdpicos generados en la eélula bajo una deforma-
cion del compuesto de £ = (e, 7 2% ) = (0.0002,0,0) (incremento 20):

Grifico 1: Tension oy,; Grifico 20 Tension o,,; Grifico 3: Deformacion £,
Grilico 4: Deformacion 2¢,,.
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s¢ analiza brevemente enando yn se n producico completamente la localiza-
cion (7, = 0.0006) vy posteriormente cuando I célula sufie deformaciones
micho mayores pero mantiene su capacidad de carga (28 = 0.0020).

En In Figura 6.13 se presenta euatro grdficos que corresponden cuande la
defornmeion global de ln célula alcanza £ = (G0 S 225,) = (0.0002,0,0)
(incremento 20). Nuevamente, para apreciar mejor el resultado la esealn ver-
tical se amplio por un factor de 10. Como se puede constatar en la Figura
0.12, este incremento es justo antes que se produzea el cambio brusco de
comportamiento, conocido como primera fracture de la matriz. Entonces,
el Grifico 1 vepresenta el campo de tensiones .., en donde claramente se
aprecia la concentracidn de esfuerzos en la fbra, En la Grafico 2 se presenta
el campo de tensiones cortantes Tuyy Jos miayores valoves se encuentran en
la matriz junto a los extremos de la fibra. Bl Grdfico 3 indiea al enmpo de
deformiaciones ,,, en date se aprecia una localizacién de deformaciones en
lo# extremos de la fibra, es decir e ha producido una pequetn fractura, Por
consiguiente; se generan pequenas fracturas en los extromos de la fibra o una
deformacion algo menor de lo que s¢ conoce como primera fractura, cuando
aparenterente ol compuesio adn se comporta como un material elistico, sin
embargo o nivel global este efecto tiene poca influencia; obsérvese ademis
que la makriz ceveana a la mitad de la (ibra esta Mertemente comprometida.
Finalmente en ¢l Gréfico 4 s presenta el campo de deformaciones cortantes

"E.L'y)l

En los proximos incrementos de earga se produce la localizacion denomi-
nada primera fractura, el compuesto disminuye sensiblemente su capacidacd
de earga (véase la Figura 6.12), mientras se genera una redistribucion de
esfuerzos, tal como lo indica la Figura 6,14 que corresponde a una deformea-
cion global de & = (i, &8 22 ) = (0.0005,0,0) (incremento 20); esto os,
una deformacion 2.5 veces mayor que ln anterior. Nuevamente, el Grdfico
1 contiene el campo de tensiones o, como ge aprecia las Lensiones se Lo
concentrado practicamente en la parte central de la fibra. Bl Grifico 2 pre-
senta que los mayores esfuerzos de cortanto se generan, ya no en la matriz
cercana a log extremos de la fibra, sino en la matriz cerea al centio, esto
explica las altag tenstones axiales en el centro de la fibra. Bl Gréfico 3 indica
que la localizacién de las deformaciones de los extremos de la fibra se han
extendido, ademds se ha generado una localizacién gue pasa por el centro
de la fibra. Considerando la periodicidad del material se puede chaervar que
In localizacion en la banda central coincide con In localizacion del extremo
de la célula vecing; de esta forma dicha localizacion representa claramente |a
forma en que fractura este material. Sin embargo, el compuesto se encuentra



ZUCAPITULO 6. COMPORTAMIENTO DE MATERIALES REFORZADOS

-

:s 5; —— || =
REEJ'! S E— = ﬁgﬂi! i o e :?“
(i i -

-+

Qaiversicas G Copafionm

M
m%?n

|_$=r.-= P
..-_-Lt - -

Figura 6.14: Campos microsedpicos generados en la célula bajo uni deforma-
cion del compuesto de e* = (2, e, 2¢7) = (0,0005,0,0) (incremento 50);
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Figura 6.15; Campos generados en la célula bajo una deformacion del com-
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ain lejos del colapso. Finalmente, el Grifico 4 indica que las mayores de
formaciones por cortante se producen en la matriz corea del contro de [ fibra.

Posteriormente, ¢l compnesto es capaz de soportar deformaciones ma-
yores manteniendo la capacidad de earga, mientras tanto las Asuras siguen
enganchandose. La explicacidn de dicho comportamiento se puede obtener de
la Figura 6.15, la cual corvesponde a la eélula del compuesto cuniido aleanza
una deformacion global de &' = (Eqer2hy 223,) = (0.0020,0,0) (incremento
450); ed deciv, una deformacion 10 veces mayor a la deformacién que se pro-
duce ln primern fractura (véase la Figura 6,12). Obsérvese gque én ol campo
de tensiones o, (Grifico 1) gran parte de la longitud do 1a fibea se encuen-
tean con Lensiones altas, Notese en ol grafico de la tensiones cortantes Ty
(Grifico 2) que los mayores valores se han teasladado (paulatinamente) des-
de el centro hacia los extremos de la fibra, El griffico de deformaciones e,
(Grifico 3) indica una mayor Jocalizacién o abertura de la grietas, anngue
estas se han concentrado sobretodo en el extremo fzquierdo, Finalimente ol
grifico de deformaciones cortantes (Grdfico 4) presenta que se han generado
grandes deformaciones por cortante en la matriz a lo largo de la fibra. Todo
esto indica que la matriz falla por esfuerzos de cortante desde ol centro deo
Ia fibra hacia log extremos. En el instante que presenta la Figurn 6.15 los
astiierzos se fransmite a la fibra a lo largo de dsta, pero sobre todo a través de
la matriz cercana a sus extremos, cunndo ésta falla por completo se prodiee
el despegue entre la matriz y fibra, que es ol eolapso total del materinl

6.3.5 Compuesto de matriz de hormigén con el 6% de
fibras

En el signiente ejemplo, los materiales componentes tienen las mismas carac-
terfsticas que el problema anterior, véase la ‘Tabla 6.5, Sin embirgo, on oste
enso se tiliza un refuerzo cuyo porcentaje en volumen de fibiras cortas es de
6%. En la representacion numérica se considera que Ins fibras tienen distyi-
bucién periddica y como se menciond, la longitud de las Abras es de 30 mm
y su didmetro de 5 mm, Las dimensiones detorminadas para la célula se
présenta en la Tabla 6.7,

El comportamiento de la fibra se representd mediante una ecuacion cons-
titutiva elastopldstica isGtropa que obedece el criterio de von Mises. [
cambio, el comportamiento de la matriz de cemento se modeld medinnte una
ceuncidn constitutiva de degradacion isotropa (Oliver ¢f al., 1990), tal como
se presenta en el Apéndice B, La célula se discretiza en 110 alementos oy
driliteros lincales, Se considera la hipdtesis de fensién plana v adherencia
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Coel. Volum. | Coef. Volum: | Separacién | Longitud | Alto de | Alto equiv,
de fila de matriz de libras | de célula | célula de fibra
(¢) (€n) () [mm] | (L) [mm] | he [rm] | Faglrom|
0.06 0.94 3 33 L7248 | 0.113838 |

Tabla 6.7 Dimensiones de la célula de un compuesto formado por una malknz
de hormigon vy con el 6% de fbras.

perfecta entre materiales eomponentes, La salicitacion aplicada es una de-
formacion ineremental en la direceidn longitudinal a la fibra (Bje ax).

En la Figura 6.16 se presenta Ja curva del comportamiento tensin-deformacion
obtenido para, ¢l compuesto a través de la célula v 1as curvas tension-deformacion
de los materiales componentes. También se presenta el vesultado de un ensa-
vo experimental (Li ef ol 1998) de traceidn simple de un compuesto, cuyos
componentes tiene iguales propiedades, pero con una distribucién de fibras
aleatoria y ademis, las fibrag del ensayo experhimental tiene dobleces en log
extremos. Obséryeso que tanto la simulacién numérica como el compuesto
del ensayo presentan, después del tramo eldstico, una mareada ganancia de
resigtencia con respecto al horinigdn, en dicho proceso se genera multiples
fracturas (“multiple cracking”). En este enso existe nua mayor rigidez ey el
modelo numérico en comparacién con el compuesto del ensavo, en cambio
dicho material (del ensayo) presentn mmcha mayor ductilidad. Esta diferen-
cia de comportamiento entre el ensayo v el modelo numérico estd relacionado
principalmente con la diferencia que existe en la distribucion de las fibras v
al despegne entre componentes,

Como en el caso anterior, se presenta los campos de las variables que so
generan én la celda en tres inerementos de carga diferentes, con el propoésito
de explicar el coniportamiento de estos compuestos. En la Figura 6,17 (Nue-
vamente se amplio la escala vertieal por un fuctor de 10) 86 presenta enatro
grificos, los enales corvesponden al incremento nimero 20, eunando la de-
tormacion global de la célula aleanza e = (€% €y 263,) = (0.0002,0,0).
Obsérvese en la curva tension-deformacion de la célula (Figura 6.16) que en
este incremento (eada incremento se reprosenta por una seiial) va se apre-
cia un cambio de comportamiento u nivel global de la célula, Entonces, en
al Grifico | se presenta el campo de tensiones Tppy 1 G866 BE Aprecin unn
concentracion de esfuerzos en la fibra, principalmente en su centro. En el
Grifleo 2 se indica el campo de tensiones cortantes (@ay)y los mayores valores
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Figura 6.16: Curvas tension-deformacion: de la célula, de los materiales
componentes v de un ensayo experimental.

se encnentran en la matriz junto a los extremos de la fibra, pero tambidn hay
valores importantes corca del centro de la célula, por lo que se entiende que
seha producido un clerto grado de redistribucion de estuerzos. Bl Grifico 3
presenta el eampo de deformaciones £, el cual indica que ge ha generado
v la localizacion de deformaciones en los extremos de la fibra y también
empieza a formarse una en el centro, Sin embargo, como o presenta la curva
tension-deformacion de la celda (Figura 6.16), el compuesto aungue cambin
de comporfamiento, no disminuye su capacidad de carga, mas bien inicia el
proceso de mailliple froctura. Finalmente el Grifico 4 indica el eampo de
deformaciones cortantes (2e,,).

En los siguientes incrementos el compuesto continia asumentando s ca-
pacidad de carga, mientras se genera un proceso de redistribucion de es-
ferzos.  Dicho proceso se produce de la siguiente manera: en primer lu-
gar log mayores esfuerzos pasan de la zona de los extremos de la fibra al
centro, luego los mayores esfuerzos se desplazan de forma continua siguien-
do la direccidn contraria, es decir desde el contro hacia log extremos. Por
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Figura 6,17 Campos mierosedpicos generados en ln eélual hajo una deforma-
cion del compuesto de 7 = (g7, 28 2e2 ) = (0.0002,0,0) (incremento 20);
Gléﬂm L: Tengion o,,; Grifico 2: Tensién o,,; Gléﬂm 3: Deformacion z,,;
Gudifico 4 Deformacidn 2e,,-
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Figura 6,18: Campos generados en ¢l incremento 150, en donde la deforma-
cidn global de la célula es de € = (e, 60 ef) = (0.0010,0,0). Entonces:
Grifico 1: Tensién o,,; Grifico 2: Tensién @yt Grifico 3: Deformacion &,
Grafico 4: Deformacion 2e,,.
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Figura 6.19: Campos generados en la celda bajo una deformacion del com-
puesto de e” = (e3,,e5,,2¢5,) = (0: 0015,0,0) (incremento 450). Grafico 1:

Tonsion o, Grifico 2: Tenmdn @y Grifico 3: Deformacién «,,; Grifico 4:
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ejemplo, la Figura 6.18 corresponde a una deformncion del compuesto de
€' = (g],.2), 2c8 ) = (0.0010,0,0), vg deeir, 5 voces la deformacion anterior.
El campo de tensiones a,, (Grafico 1) indica que los mayores valores de los
esfuierzos se prodicen en la parte central de Jn fibrn, Bn el Grifico 2 se puede
ver como log mayores esfuerzos de cortante se generan en la matriz coren del
centro, En este caso, conforme se incrementa la solicitacion, In redistribucion
que se genera desplaza los mayores valores (de deformacion cortante) desde la
matriz que rodea al centro de la fibra hacia la mwatriz que rodea los extremos
de la fibra. El Grifico 3 indiea que In localizacién de las deformaciones se
coneentra en los elementos de un extremo, mientras que en ol otro s¢ produce
una descarga eldsticn; algo similar oenrre en la localizacién del centro. Fi-
nalmente, el Gralico 4 presenta el campo de deformaciones cortantes, Notese
gue se estd produciendo una falla por cortante en la matviz alredodor del
centro de la fibra y empieza a extenderse a lo largo do ésta,

Obsérvese en la curva tension-defommiucion obtenida de la colda (Fignra
G.16) que en los siguientes incrementos se mantiene esta capacidad de carga
para después disminuir sensiblemente. Dicho proceso se estabiliza cuando
aleanza unn deformucion de £ = (E;::.Il.,t';'”,ﬁ'iy) = (0.0015,0,0) (ineremento
450). En la Figura 6.19 se presenta los campos de lag vaviables parn esta
deformacion. El campo de tensiones o,, (Grifico 1) indica que gran parte
de la fibra soporta tensiones altas. El préfico de las tensiones cortantes a,,
(Gréifico 2) presenta que los mayores esfucrzos se encnentran cerca do los
extremos de la fibra, El grifico de deformaciones «,, (Grifico 3) indica
una mayor localizacion de las fisuras principales (centro y extremo), pero
también hay deformaciones importantes en el resto de la celdn, estas peneran
la aparicion de gran cantidad de pequenss fracturas, Por dltimo el griifico
de deformaciones cortantes (Grafico 4) indica que se han producido pragcles
deformaciones en la matriz a lo largo de la fibra, En los proximos incrementos
de cargn, ol compuesto mantiene estu capacidad de carga, Nuevamente, la
matriz falla por esfuerzo de cortante desde el contro de la fibra hacia los
EXLIemos,



G4 COMPORTAMIENTOQ TRANSVERSAL DEL COMPUESTO FIBRA-MATRIZ243

6.4 COMPORTAMIENTO TRANSVERSAL
DEL COMPUESTO FIBRA-MATRIZ

En este apartado se obtione o comportamiento transversal (a lng fibias) de
compuestos reforzados con fibras continnas. En la literatura sobre el tema se
pueden encontrar varios artfeulos, presentados en la dltima déeada, que abor-
dim este problema mediante ln teoria de homogeneizacion, véase por ejemplo
(Jansson, 1992) (Dvorak ef al, 1994) (Avavas ef ol, 1995) (Ghosh et al.,
1996) (Michel et al., 1999) en donde cada una de estas publicaciones utilizan
métodos distintos, Para validar o método propuesto se astudia el compues-
to que se presenta on dos de las referencias eitadas (Jansson, 1992) (Gliosh
et al., 1996). En este caso, el material que se desea representar es una matriz
metalica reforzada con fibras unidiveccionales coloendas en diveceidn perpen-
dicular al plano. Jansson analiza dos distribuciones periddicas usualmente
utilizacas parn caracterizar a estos compnestos.  La primera digtribucion
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Figura 6.20; Division del compuesto de disposicion cuadrado en célulag cua-
drilateras.

e denomina disposicidn cuadrada, en ésta las fibras son distribuidas en dos
direcciones ortogonales formando filas v columnas, tal como se indiea en la
parte izquierda de In Figura 6.20; en la parte devecha se presenta la division
de este matorial en células coadrildaterns, Por otro lado, Ia segunda distribu-
c16n de las fibras dentro del compuesto se denomina disposicidn hewzagonal,
Eistin distribucidn y una posible division en celdas (que ubiliza Jausson), se



ACAPITULO 6. COMPORTAMIENTOQ DE MATERIALES REFORZADOS

4
7

Divisién
en células ~. =

W

clolood!

mpAE AT riY
DD T
by i

VA
9

b -

5
) L
|
|
Fe

Figura 6.21: Division del compuesto de disposicion hexagonal en células
cnadrildteras.

prosenta en la Figura 6,21

En ¢l estudio realizado por Jansson se utiliza lo teorin de la expunsion
asintatien, Las condiciones de contorno del problema busean simular un en-
sayo o traccidn Himplce del compuesto. Es decir, se impone una deformacion
global o la célula en una diveccion (£1,) y se busea que la tension homoge-
noizada (o0 total de la celda) en la direccién ortogonal (o ) sea nula. En este

caso, se supone deformacidn plana en direceion longitudinal a las fibras.

COMPUESTO | FIG. CELULA | ¢ VOL, | Diam.F b h
(disposicidn) | (ndm.) (Clage) () [1amn1] [pen] |pm)|
Chiadrada G.20 | Cuadrilatera (.55 10.0 119499 | 11.9499
Hexagonal (.21 | Cuadrildtera (.55 100 | 22.2412 | 12.8410
Hexagonal (.22 Hexagonal (0,55 10.0 11,1206 | 12,8410

Tabla 6.8: Clage de ¢élulas utilizadas v dimensiones,

Otra posibilidad de representar una célula para este compuesto se indica
en la Figura 6.22, Naturalmente, lag dos alternativag son vilidas v deben
conducir a los mismos resultados, En este cuso ln eélula de 1o Figura G.21
corresponde al tipo de edlulas cuadviliteras. Por el contravia, la eédlula de
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Division
en células

Figia 6,22 Division del compuesio de disposicin hexagonal en células
hexagonnles,

Ia Figura 6.22, aunque tiene forma rectangular, corresponde al tipo de celda
hexagonal, puesto que presenta 6 caras periddicas.

El material compuesto (FT/AL) estd formado por fibras de mineral de
alumina embebidas en una matriz de aluminio. La unién entre estos mate-
rinles tiene una elevada resistencia, por lo que es ngnal considerar adherencia
perfecta enitre estos componentes. Las proporciones en volumen de mairiz y
de fibras son respectivamente 56% y 45%. Las dimensiones de lag diferentes
células se obtubieron suponiendo que el didsmetro de la lbras es de 10 jm
y se indican én la Tabla 6.8, La fibva o5 muy resistente, vazén por la cual
g considera que su comportamiento es inicamente elistico, En cambio, el
comportamiento de [n matriz se abtiens a través de una conncidn constitn-
tiva elasto-pldstica isdtropa que obedece of eriterio de von Mises (Simo &
Hughes, 1998), La formulacion de esta ecnacidn se prosenta en el Apéndice
C. Las proplecdudes elddticas de los componentes e indican en la Tabla 6.9,
Lo expresion del endurecimiento utilizado es una combinacién de endureci-
miento cinematico lineal y endurecimiento isétropo del tipo exponencial, La
exprecion es: Ka) = a® + ol + (6™ — a®)(1 — eap(—dar)). En donde, H
(endurecimiento cinemético) es igual a 1000 M Pa. La diferencin entre 1n
tengion de saturacion y la tension de fluencin (o™ — 0%) es 30 MPa v la
velocidad de saturacton (4) es 300.
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C MATERIAL | MOD. ELASTICO | COLF. POISSON [ UMB. FLUENCIA
COMPONENTE Byt [MPa1) y o [MPa
T i — L =
MATRIZ G8000.0 0.32 94.0
FIBRAS 344500.0 0.26 DR

Tabla 6.9: Propiedades eldgticas de loy componentes

Un problema gue debe ser tomado en cnenta (en este gjempla) es ¢l blo-
queo numérico de la solucidn, Este problema se origina porque en la matriz
s produce un estado de cunsi-incompresibilidad. Para evitarlo, Jansson uti-
lizn elementos isoparamétricos de 9 nodos con integracion veducida selectivay,
log cuales determinan la componente hidrostdtica de tensiones moediante unn
enadratura de 2 = 2 puntos de integracién v para la componente desviadora
und Cuadratura de 3 = 3 puntod de integracion. En cambio, en este trabajo se
implementé el método B-bar (Simo et al., 1985) (Hughes, 1987) (Zienkiewicz
& Taylor, 1994a) (Valverde, 1995) (Simo & Hughes, 1998). Este método se
hasa en la formulacién mixta (del Método de los Elementos Finitos) en tres
campos! desplazamientos, tensiones y deformaciones. El método considera
campos de tensiones y deformaciones discontinnos entre elementos, Su imple
mentacion se congighe mediante iy modificacion de o matriz de las derivadas
de Ias lunciones de forma o matriz 2 de los elementos finitos. 5ioge utilizan
elementos (cuadrilateros lineales) isoparaméiricos de 4 nodos (2 % 2 puntos
de integracidn), la parte volumétrica de ln niatrlz B ge evalun como un valor
promedio constante en el elemento, mientras que la evaluacidn de la parte
desviadora se realiza de la forma estanday,

En primer higar se estudia ¢l compuesto con disposicion hexagonal, Para
lo enal, a la celda de este compuesto se aplica una deformacion horvizontal
(Eje zz) total de €7, = 0,01 en 100 incrementos. El valor de la deformacidn
en el sentido ortogonal £, no s¢ encuentra restringido, méds bien (como se
menciond) es la tensién homogeneizada ay  la que debe ser nula. Los re-
sultados obtenidos de lns curvas tensidn-deformacién (deformacion plana),
tanto parn los materiales componentes como el comportamiento del eom-
puesto evaluado a través del dominio representativo, se presenta en la Figura
6.23. Obaérvese que el comportamiento de la fibra es sumamento rigido v se
encuentra definido por sus propiedades elasticas, En cambio, la matriz floye
en deformacidn plana aproximadamente a 106 M Pa (en estado uniaxdal o 94
M Pa) y como se indicd, el endurecimiento es similar al comportamiento de
la miatriz de i veferencia citada (Jansson, 1992). Alora bien, para obiener ¢l
(‘eD“'l!:'ﬂl"iﬂn'liﬂl'l'lﬂ dlel b'('-'l'l'lpill'?ﬂt{.i se realizaron dos simulaciones numéricas, en
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Fignra 6.23: Curvas de comportamineto: tensién - deformacidn de los mia-
terinles componentes (fibra y matriz) y de la celda mediante el elementos
estandar y el método B-bar,

la primera de estas simulaciones los elementos de la célula corresponden al
elomento lineal euadrilitera (de 4 nodos) estandar, En la segunda simnlacién
numdérica se utiliza el mismo elemento pero modificados por el método B-bar.
Los valores de lag tensiones homopeneizadas obtenidas en dichas simulaciones
presentan sustanciales diferencias. Especificamente, como lo indiea la Figura
6.23, ¢l elemento estdndar genera, dentro del rango no lnesl, un exeeso de
rigidez por el electo de blogueo numérico, desvirtuando significativamente el
resultada,

Los eampos micrasedpicos obtenidos para el incremento 100 (métoda B-
bar) mediante la celda que utiliza Jansson se presenta en la Figura 6.24. Esta
figura se encuentra dividida en 4 graficos. Bl Grafico 1 indica los desplaza-
mientos que se producen en la malla, Obzdrvese que en este caso, In condicion
de pertodicidad exige que el contorno de la célula sufra un desplazamiento
uniforiie, sin embargo ésto no es frecuente, Bl Grifico 2 corresponde o lag
tensiones de von Mises, el Grifico 3 presenta al eanipo de deforimaciones £,
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Figura 6.24: Solucién en la microestructura, para el incremento 100: Gréfico
1 Deformacion de la malla; Grifico 2 Tensiones de von Mises; Grifico 3
Deformacion £, Grifico 4 Tension o,
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Figura 6.25: Solucion en la microestructura, para el incremento 100: Grifico
1 Deformpeidn de la malla; Grifieo 2 Tensiones de von Mises; Grifico 3
Deformacidn £,,; Grafico 4 Tensidn o,..
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ol Grafico 4 presenta las tensiones d,,, La solicion de este problema con
eélula hexaponnl (indieada en o Figura 6.22) s presenta en In Fignra 6.25.
[in dicha figura, cada uno de los grificos representa Ins mismas magnitudes
que en la Figura 6.24. Natese que los campos generados por las dos diferen-
test edlulas, tanto para lag deformaciones como lag tensiones, son exaclamenie
ipuales. Naturalmente, con esta dltima eélula el costo computacional es mu-
cho menor. El tensor constitutive elistico homogeneizado determinado por
el ebdigo es el siguiente:

185831 76178 ]
= 76178 185430 {0
0 0 54621

Este vjemplo también se soluciond con elementos cundrdticos de ocho
nodos, con los que se obtiene una mejor aproximacion (aungue aumenta o
costo computacional). En este caso, ademids de evalunr el comportamien-
to do log materiales componentes en mas puntos de integracion, se describe
mejor tanto la geometria de la fibra, como las condiciones de contorno. Los
resuliados obtenidos se presentan en la Figura 6.26. Por otra parte, el ten-
sor constitutivo homogeneizado eldstico determinado por el algoritmo os ¢
siguiente:

186779 76919 0
O = TGO10  18GT770 il
0 0 54928

Cuando se utiliza ¢l elemento cuadrdtico de 8 nodos, también implemen-
tado mediante ¢l método B-bar, se observa que ln curva obtenidn és alpo
menos rigida que con el elemento lineal de 4 nodos, esta pequena diferencia
sit debe (ademds de lng razones ya indicadas) a que el efecto de blogueo con
ol elemiento de 4 nodos no se soluciona completamente, De cualquier maners,
el resultado concuerda bastante bien con el abtenido por Jansson, en especial
cuando se utiliza elementos cuadriticos. Véase la fignra 6.27. En el frabajo
publicado por (Ghosh el al, 1996) se presenta log resultados obtenidos para
este ejemplo por dos métodos, imo o través del médlodo con clementos finios
Voronaoi y otre mediante un eddigo de elementos finitos basado en el traliajo
de (Guedes & Kikuchi, 1990). La eurva tension deformacidn para el com-
puesto con disposicién hexagonal obtenida por Ghosh concuerdan también
con el pregentado en este trabajo..

Por ofra parte, Jansson obtiene el comportamiento del compnesto con
dispogicién cundrada, Ghosh ademas de éste, obtiene taunbién el comportas
miento del compuesto cuando presentn una disposicion cuadrada givadn un
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Figura 6.26: Bolucion en la microestinetura, para el ineremento 100: Grdfico
I Deformacion de la malla; Grifico 2 Tensiones de von Mises; Grifico 3
Deformacion e, Grifico 4 Tension oy,
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Figura 6.27: Comparacién entre las curvas de comportamineto tt*m-n&m
deformacion obtenidas para el compuesto,

angulo de 45 grados con respeeto a la direceidn de la solicitacion, Los cam-
pos microestricturales obtenidos con el método propuesto, cunnde se utiliza
la céluln con disposicion cuadrada (discretizada en elomentos cuadriliteros
lineales y con ¢l método B), se presentan en al Figura 6.28 y enando s
ta celda se encuentra girada 45 grados se presenta en la Figura 6,29, Al
ighal que en el caso anterior, estas figuras se encuentran divididas en cua-
tro gréaficos. Bl Gréfico 1 indiea los desplagamientos que se producen eu In
malla. El Grdfieo 2 corresponde a lag tensiones de von Mises, el Grifico so
3 presenta ol eanipo de deformacioned £,,, ¢ Grifico 4 presenta las tensio-
nes o, Obsérvese que log campos generados por las dos celdas son distintos,

Las curvay tensién-deformacion obtenidas para los materiales componen-
tes y las dos celdas (una girada 0 grados y In otrn 45 grados) se presentan
en la Figura 6.30. Se presenta ademis, los resultados obtenidos por Ghosh®

'Low resultados de Ghosh presentados ¢n et manogeafin corredpondan i los determi-
naddon par este autor con i eoleda unldad (v no con el MEFV), sstos resnltaclos fueron
utilizgados para verificar la validez del MEFV, La colda unidad fue discretizada con una
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Figura 6.28; Solucion en la microestructura, para el incremente 100. Célula
del disposicién cuadrada (rotacion 0 grados): 1 Desplazamiento de la malla,
2 tensiones de von Mises, 3 deformacion ¢, 4 tension .
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Figra 6.20: Solucidn en la microestruetura, para el eremento 100 Célula
del disposicion cuadrads (rotacion 45 grados): 1 Desplazamiento de la malla,
2 tensiones de von Mises, 3 deformacion £,,, 4 tension o,,.
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Fignra 6.30: Curvas de comportamineto tensién-deformacidn de: celda con
disposicion cuadrada s 0 grados, colda con disposicion cuadrada a 45 grados,
comportamients de la matriz de aluminio y comportamiento de la fibra de
mineral de alumina.

(Ghosh et al, 1996), los cuales coneuerdan bastante bien con los resulii-
dos obtenidos en estn Monografia, Como se puede observar en la figura,
el comportamiento de las dos celduy dentro del rango eldstico es muy simi-
lov. Por el contrario en el rango no linenl, las curvas del comportamiento
tenso-deformacional del compuesto presentan sustanciales diferencias. Las
etrvis del comportaumiento del compuesto con disposicidn cuadrada, cuando
la celda no ge ha girado, aleanza aproximadamente unog 400 MPa enando
el material experimenta una deformaci’on de 0,01, Mientras que, al girar la
celda 45 grados con respecto a la diveccion de | solicitacion, ol compuesto
presenta unu disminueion notable de rigides, aleanzando unicamente los 175
MPa. En consecuencia, en estado no lineal este material presenta un alto
grado de anigotropiu.

De los resultados obtenidos so puede coneluir que a nivel de Ta micra-

malln bustante mds fina que ln unilizada, en esta Monografin.
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estructiien ol método propuesto es equivalente al método de los desarrollos
nsintdticos. Estos resultados también concnerdan cercanamente con los de-
terminados con el método de elementos Voronoi, sin embargo por su distinta
formulacidn existen mportantes diferencins, El Método de Elementos Finitos
Voronoi es un método aproximado gue consigne una reduceidn importante
del costo computacional. Esto le permite representar compuestos con distri-
bucidn alentorin de heterogeneidades, mediante una celda que contiene una
distribucion aleatoria de elementos Voronoi. Cibe indicar que con la pro-
puesta de esta Monogreafin también se puede obtener ¢ comportamiento de
materiales con distribucion aleatoria de componentes; pero naturalinente ol
coste computacional es mayor. Sin emborgo, mediante unn celdn unidad que
utiliza el método propuesto se obtiene mayor informacién v de mejor eali-
dadh o nivel de la microestructura,  Ademas, por su formulacion se puede
representar fendmenos como 'lcinl:u-,r|,d11-|g" y puice Ht'lﬂ[ﬂ-i'u'.‘ir} el reclamente o
microestructuras periddicas complejas,
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Como se indicd en el estade del arte, dentro de la literatura de homogenei-
zicion se afirmaba que no era posible solucionar el problema de materiales
comopuestos dentro de wn contesto multiescala (de forma acoplada), por ¢l
enorme esfuerzo computacional que ymplica. De esta manera, gi bien lag for
mulaciones gue abordan este problema en dos esealas mediante el Método de
Elementos Finitos (Ghosh et al,, 1996) (Fish ef al, 1997) se orientan en esta
diveccidn, se busca a fravés de métodos no convencionales reducir dicho costo.
Los resultados obtenidos con estas innovadoras propuestad son ciertamonte
sorprendentes, sin embargo presentant elevada complejidad, dificultad de ge-
neralizagion y menor exactitud, Por otra parte, en el articulo (Michel et al.,

1999) se¢ propone el concepto de grade de liberlad macrosedpico, En dicho
Lrabajo se soluciona tnicamente ¢l problema microestructural, pero pareco
evidente que a través de este concepto se busea ahordar en futuros trabajos
el problema ncoplando las dos escalas, En lo presente Monografia Doctoral
se realiza precisamente dicho acoplamiento (pero no requiere del concepio de
graclo de libertad macrosodpico). La implementacién del método propuesto
consigne unn gran Hexibilidad graciag a la solucidn del problema mediante
un esquema en doble escala, en donde se utiliza un proceso para solucionar la
macroestructura y nno o varios procesos para solucionar la microestructura.

an este capitulo se analiza tres problemas de materiales compuestos dei-
tro del contexto en doble escala (macroestructura y microestructurn), El
primer problema (apartado 7.1) se estudia un tubo de pared gruess someti-
do a presion interior, el material de este tubo corvesponde a una matriz con
fibras continuus. En el segundo problema (apartado 7.2) se vepresenta un en-
saye de uua pared de mamposteria de ladrillo sometida o esfuerzo cortante,
Finalmente, en la dltima aplieacion del método (apartado 7.3) se representa
un ensayo de laboratiio de una ldmina de material epoxi reforzade con fibras
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de carbono,

7.1 CILINDRO GRUESO CON PRESION IN-
TERNA

Como se indicd previamente, son mity escagas [ns propuestas para solucionar
el problema de log materinles compnestos acoplando las dos esealas, Una de
éstas se presenta en un artieulo de (Ghosh ef al., 1996), Estos investigaclores
utilizan un immovador método en dende la microestructura se representa n
través de elementos finitos especiales denominados elementos finttas Varonos,
En estos elemontos se introduce una inclusidn, de tal forma que eontienen
lag dog fases de un material compuesto. El paso de las variables entre las dos
escalas se consigue mediante ln teoria de Iy expansion asintética. Uno de los
gjemiplos ¢ue presenta esto artfenlo consiste en un tubo eilindrico de material
compuesto sujeto a presion interior, dicha presién se inerementa desde 0 a
un miximo de 100 M Pa. La simetiin del cilindro permite realizar of estudio

PUNTO DE INTEGRACIGN | (ELEMENTO 1)

Figura 7.1: Representacion de In cuarta parte del tubo, su diseretizacién y
condiciones de contorno,

considerando dnicamente la cnarta parte de la seceién. La digeretizacion de
este cilindro se realiza utilizando 60 elementos cundrilitoros lineales, de la
misma forma que la referoncia citada, Las dimensiones del eilindro v condi-
ciones de contorno impuestas a nivel de la macroestructura se presentan en
la Figura 7.1,

Si el material por el cual se encuentra formade el cilindro fuera hor nogéien



7.1, CILINDRO GRUESO CON PRESION INTERNA 250

e igdtropo, cgte problema es nno de log clisteos ejemplos académicos de pro-
blemas no lineales.  Pero, en este caso el material no of homogéneo (ni
*iﬂlfﬂ-l'(?[?(i). puesto gue el tubio se encnentra formada por un material cotne
puesto fibra-matriz denominado FT/4L, Las fibras son continuag v siguen
la diveccidn del tubo, En primer lugar, so considera que dichas fibras se
ancrentran distribuidas manteniendo una disposicion cuadrada, véase (apar-
tado G.4) la Figura 6.20. Posteriormente, se estudia nuevamente el cilindro
considerando que ln distribucion de fibras corresponde a la disposicion hesa-
gonal, véuse (apartado 6.4) la Figura 6.22. Como el problema del apartado
G4, la fibra estd formada por 99% a-alumina cristaling (Als€,) eubierto
con silicio, en cambio ¢l material de la matriz es ana aleacién de aluminio.
El comportamiento de la bra se representa con una ecuacion constitutiva
eldstica, mientras que el comportamiento de la matriz se rm.irm.lu{:t'* medianle
una ecnacion constituiva elasto-plastica que obedece el criterio de von Mises,
tal coma lo indica el Apéndice C. Log materiales componentes son los mismos
que los utilizados en la aplieacion del apartado 6.4, las propiedades do estos
componentes se presentan en dicho apartado en la Tabla 6.9. Ahora bien, a
diferencia que el compuesto del apartade 6.4, este material estd formado por
el 40% en volumen de refuerzo de fibras y ol restante 60% es matriz, Se consi-
dera que ol didmetro de la fibra es 10.0 gm. En el apartado 6.4 se presenta al
material compuesto con estas dos disposiciones de fibras y su representacion
mediante sendas eélulas. En este caso, las dimensiones determinadas P
las células con disposicion enadrada y hexagonal se indican en In Tabla 7.1,

COMPUESTO | FIG, | CELULA | FIBRAS | Dian.F. b I
(cisposicidn) | (mim,) (Clase (%] [p4rm] [pn| [jem]
Cuadrada 620 | Cuadrilatera |  40% 100 | 14.0125 | 14.0025
Hix cngonil 6.22 Hexagonal 40% 1000 | 13.0401 | 15.0574

Tabla 7.1: Célula utilizada y sus dimensiones.

Bajo ln consideracion ¢ue las dimensiones de la fibras son muy pequenias
con respecto a la macroestructura (tubo de pared gruesa), ol problema puede
ser solucionado mediante la teoria de homogeneizacién, en donde el conipor
tamieito locul del compuesto ge obtiene o bravés de una celdn, De esta forma,
In solucidn del problema bajo el esquema en doble eseals implica: solucio-
nir el problema a nivel mscrosedpico (tubo) y microgedpico (celda) de forma
acoplala, En este caso, el cilindro se encuentra diseretizado en 60 elementos
finitos, cada uno de estos elementos tieie 4 puntos de Gauss, esto representa
240 eélulas del compuesto (cada punto de integracién o nivel macroscépico
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corresponde a una celda), la solucién se obtiene de forma acoplada (el eilin-
dro con las 240 celdas) en cada incremento de carga.

Como se indicd, el método multieseala propuesto divide ol Progrania et
U1 roceso o nivel macroestriuetieal ¥ UNo 0 varios procesos a nivel mioroes-
tructiral, En este caso, ol problema se soluciond en un ovdenador Oringin
2000 (ue dispone de 8 procesadores, No obstante, para esta aplicacion se
decicid utilizar un proceso para la macroestructura y tres procesos paa la
microestructura que trabajan en paralelo, cada uno de los cuales solucionan
80 celdas,

En el caso que el material compuesto corresponde a la disposicidn cna-
dradda de Bbras, el tensor constitutivo eldstico homogeneizado determinado
por el codigo es el siguiente:

156471 G1806 0
£ m G106 156471 0
0 0 40280

Los resultados obtenidos para el tubo eilindrico, cuando el matorial corres
poncle n In disposicién cuadvada de fibras, se prosentan en la Figura 7.2,
Como se ve esta figura tiene cuatro graficos. El Grafico 1 representa la
diseretizacion de la estructura en elementos finitos v log desplazamiontos o
deformacion que sufre la malla, euando la solicitacién ha sido completamente
aplicada. En el Grifico 2 se presenta el eampo de tensiones de acuerdo al
criterio de von Mises cuando la presién aplicada es de 10 M Pa. En este
cado, todo el dominio del tubo se encuentra dentro del rango eldstico lineal,
Obgdrvese que la distribucién de tensiones sobre el tubo corresponde aproxi-
madamente a la que Se genera con un material isotropo, puesto qie el campo
de tensiones s pricticmmente uniforme en sentido civcunferencial, Fste hocho
coincide con los resultados obtenidos en el apartado anterior, figira 6,30, en
donde se presenta que el compuesto formado por una dispogicion cundrada
de fibras, dentro del vango eldstico presenta muy poca diferencia en su com-
portamiento con respecto a la direccién de la solicitacion, no asi cuando este
material entra en proceso no lineal. El Grifico 3 presenta las tensiones do von
Mises cuando la presién aplicada alcanza los 50 M Pa, en este incremento se
inicia el proceso no lineal en unos pocos puntos de integracién, Finalmente,
en o Gralico 4 se presenta ln tension de von Mises cuando la prosion lega o
los 100 M Pa. En este caso, parte del material se encuentra dentro del FANED
no lineal y el efocto de Lo anisotropia del material se manifiesta, penerdndose
concentracion de tensiones en partes del dominio. Los resnliados reportados
en la volerencia (Ghosh el al,, 1996) presentan las tensiones de von Mises
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Figura 7.2: Tubo cilfndrico sometido n presion interior. Se presenta cuatro
grificos: Grifico 1 Diseretizacion y desplazamientos. Gréfico 2 Tensiones de
von Mises (presion de 10 M Pa), Grifico 3 Tensiones de von Mises (presion
de 50 MPPa) y Gréifico 4 Tensiones de von Mises (presion de 100 M Pa).
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Figura 7.8 Resultados que corresponde al punto de Gauss 1 del elemento
1. Grdfico | Discretizacién y desplazamientos. Crdfico 2 Tensiones de von
Mises (presién de 10 M Pa). Gréfico 3 Tensiones de von Mises (presion de
50 M Pa) y Grifico 4 Tensiones de von Mises (presion dv 100" M. Pa).
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et el tubo cilindrico cuando se ha aplicado la presion de 100 M Pa. Estoy
resultados con los presentados en esta Monografia coinciden bagtante bien,
pese i lns grandes diferencias que existe entre la formulacion propuesta en
esta. Monografia y el mélodo mulliescala de elemendos finilos Voronor,

Como s¢ indicd, para solucionar la macroestructura, se solucionan si-
il taneamente 240 celdas, éstas tienen wia correpondencia biunivoea con
los puntos de integracion de dicha moestructirn, Bn este caso, se presenta
al igual que en ln referencin (Ghosh et al,, 1996) los campos microsedpicos
obtenidos en el punto de Gauss 1 del elemento 1, dicho punto de tutegracion
se encuentra indicado en la Figura 7.1, Los resultados obtenicdos para la eelda
que corresponde a este punto de integracion se encuentran en la Figura 7.3.
Los grificos de esta figura se presentan de Iy misma forma que los graficos
de la macroestructura, Es decir, el Grdfico 1 indiea la discretizacién de la
celda v los T'IEH]'Jl!l-h"-mllh'!IlLD.‘:i de 1o malla cuando la solicitacion ha sido com-
pletamente aplicada. Los Gréficos 2, 3 y 4 representan ol eampo de fensiones
a nivel microsedpico de acuerdo al eriterio de von Mises cuando la presién
aplicada aleanza log 10, 50 y 100 M Pa respectivamente, Naturalmente, a
diferencia que el método de los elementos finitos Voronoi, en este caso existe
informacion detallada de los campos microsedpicos. Cabe aclarar que a nivel
de la microestructura no se ha utilizado en ninguno de los ejemplos realizados
suamzade entre elementos?,

St el tubo cilinerico estudiadao so encuentra formado por el material coms-
puesto que tiene disposicion hexagonal de filras, el tensor constitutive elistico
homogeneizado determinado por el eddigo resulta:

152546 65697 0
C" = | Gh6AT 152338 0
il 0 43252

Los resultados obtenidos, cuando ol compuesto corresponde 4l disposicion
hexagonal, se encuentran en Ia Figura 7.4, Estos resultados se presentan de
forma andloga que en la Figura 7.2, Como en el easo anterior, el compuesto
dentro del rango eldstico ge comporta como un material isétropo (ver Figura
74, Grifico 2), en cambio en el rango no lineal (ver Figura 7.4, Graifico 4)
nuevamente se hace patente una diferencin de comportamiento, Esto signi-
fica que el material con disposicidn hexagonal también presenta anisotropia
dentro del rango no lineal. Este caso, en donde se utiliza el compuesto con

151 el suavizado no distingue entre elementos de diferente iaberinl, s introdiciifan
luertes erroves do postproceso
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Figura 7.4: Tubo cilindrico somotido o presién interior, Se presenta cuatro
grificos: Gréfico 1 Discretizacion y dosplazamientos. Grifico 2 Tensiones de
vorl Mises (presion de 10 M Pa). Grifico 3 Tensiones de von Mises (presion
de 50 M Pu) y Grifico 4 Tensiones de von Mises (presién de 100 M Pa),
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Figura 7.5: Resultados que corresponde al punto de Gauss 1 del alemento
L. Grifico 1 Diserotizacion y desplazamientos, Grifico 2 Tensiones de von
Mises (presion de 10 M Pa). Grifico 3 Tensiones de von Mises (presion de
50 MPa) y Grifico 4 Tensiones de von Mises (presién de 100 M Pa),
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disposicidn hexagonal no se presenta en la referencin. Finalmente, los CHInpOY
wicroscapicos obtenidos para el punto de Gauss 1 del elemento 1 so prosentan
en la Figura 7.5,

Como se puede ver, ¢s posible solucionar el problema de los materiales
comptiestos determinando el camipo de las variables a univel macroscopico
¥y microseopico. Obvianiente, el costo computacional s considerablemente
mayor con respecto ol golucion de un problema de elementos finitos de ma-
ferial homogéneo o lo que es lo mismo un macromodelo. Pero, esto es una
conseenencia natural de la complejidad del problema, En particular, este
problema fue solucionado en 1 hora 15 minutos (tiempo real), utilizando tres
procesadores en paralelo a nivel de la microestructura. Tdmese en cuenta que
ol cidigo en el cunl se implementd este método es un eddigo no optimizado y
que ademas a nivel de materiales componentes, se utilizé inicamente ¢ ten-
sor constitutivo eldstico para obtener convergencia, va que no se implementd
el tensor constitutive algoritmico o consistente, este Lecho genera in exceso
de iteraciones a nivel mieroestruetural,

12 1 T t 1 T
I'-l.au'.liTu.'H UL (el b lstall
Cuasi-Newton (Metodo Diracta) -~
n Cuasl-Nawlon (Rod Neuronal .
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0 = i i i i i i i :
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NUMERO DE INCREMENTOS

Figura 7.6: Comparacién del nimero de iteraciones a nivel maecrosedpico
mediante tres diferentes métodos,
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Enu cambio, a nivel macroestructural ¢ problems fue solucionado a bravés
de tres diferentes estrategias de convergencin. En primer lugnr se utilizo
ol mélodo de Newton modificado, en donde se utiliza dnicamente el tensor
constitutivo homogeneizada inicial (elistico), Posteriormente se soluciond
nuevamente el problema mediante el método de evasi-Newton determinando
N tensol secontbe on cada incremento mediante ¢l método analitico indicado
et el subapartado 4.4.2. Finalmente, se soliuciond el problema utilizando co-
mo éstrategia de convergencia el mélodo de cuasi-Newton, pero con ol tensor
secante obtenido mediante una red neuronal, véase el subapartado 4.4.3. Con
este iillimo método se obtiene el menor niimero de ltersciones, tal como lo
prosenta Ia Figura 7.6.
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7.2 PARED SOMETIDA A ESFUERZO COR-
TANTE

La mamposteria es probablemente ol primer material compuesto utilizado
por el hombre. Sin embargo, pese o su simple fabricacion, la representa-
cion correcta del comportamionto de esta clase de material presenta BrATi
dificultad. De aqui, que muchos de los modelos guo son utilizados para re-
presentar ln mamposterfa lo earacterizon inicamente bajo comportamiento
elistico lineal e ineluso se lo considers como un material ishropo, Mode-
los miis elaborados suponen el comportamionto de la mamposterfa como
waterial ortdtropo, euyas propiedades dependen, ademas de los materiales
camponentes (blagques y moviero), de la forma y dimensién de estos (forma
del ladrillo, piedra, ete. y espesor de las juntas de mortero), Este problems
ge vuelve muy complejo, si ademds se considern el posible comportamiento
no lineal do log constituyentes, o la falta de la adherencia entre los mismos.
Dentro de la literatura acerca de ln representacion numérica de esta clase
de material (B}’H‘I‘ﬂ“. 1995) présenta una revision de algunas de lng téenicas
mids relevantes, en donde, ademds se puede constatar las dificultades v las
limitaciones de los modelos existontes.

Carga horlzontal = Desplaz. impuestos Carga horizontal = Desplaz, Impuestos
£ -
Carga vertical = 0.3 N/mm
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Figura 7.7: Falla en dos paredes ensayadasg a cortante,

En este apartado so va o analizar el comportaniento de una pequedia pa-
red somefida a esfuerzos de cortante, El ensuyo de esta pared fue tomado de
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las signientes referencias (Lourengo, 1996) (van Zijl et al., 1997), en donde
dichos investigadores proponen un modelo numérico (el cual pertenece a los
denominados ymeeromedelos) para determinar el comportamineto de la mam-
posterin, La referencia presenta los resnltados de los ensayos de laboratorio
realizados sobre dog paredes supuestamente idénticas, sometidas a esfuerzos
de cortante, La fulla producida en cada una de ellas se indica en Ja Figura
7.7, Como se puede ver, el grado de desviacién o incertidumbre on el com-
portamiento de estos materiales es alto (va que la falla no es exaetamente
igual), sin embargo nos da una clara idea de las zonas criticas y el tipo de
falla de la pared. Las dimensiones de la pared son: 990 mm de base, por
1000 yme de altura, con una ventana en su interior, El ladvile tiene las si-
guientes dimensiones; 210 = 52 % 100 mn. La unidn de los ladvillos se realiza
con inortero de cemento cuyo espesor es de 10 mm, El ensayo consiste en
fijar la hase de la pared, mientras que en la parte superior se aplics una carga
vertical de 0.3 N/mm? | luego so restringe el desplazamiento de la parte su-
perior v se impone a través de control de desplazamientos un desplazamionto
horizontal de forma incremental. Cabe agregar que se ha obtenido no solo el
comportamiento de la pared dentro de ln zona eldsticn o inicio de 1a falla de |a
pared, sino también se ha continado aplicando la solicitacion hasta generar
pricticamente el colapso total de la estructura, En este proceso, ademis de
la aparicion de nuevas fsuras y agrandamiento (o clerre) de otras Asuras ya
existentes, se produce posteriormente a ln fractura ol deslizamiento friccional
entre las [Jl.ll‘t’-tﬁs 0 trozos resultantes.

Este ensayo vealizado en laboralorio se pretende representar a través de
ln teorfa de homogeneizacion. Pese a que en este easo, no hay ana diferencin
muy grande de magnitud entre las dimensiones de la eélula (un ladrillo v 1a
mitad del mortero que le eubre) con respecto a la macroestructura (pared).
Este hecho puede afectar a la precision del método, puesto que la suposicién
de periodicidad de los campos en la microestructura es una aproximacién
poco fina.

Log antores de |y veferencia vealizaron una serie de ensayos sobre la mam-
postoria, para determinar ciertos pardmetros gue son idtiles dnicamente en
el modelo presentado en la referencia, En cambio, el método propuesta de
la teoria de homogeneizacion, requiere conocer el comportamiento de cada
uno de los materiales componentes. Las propiedades del ladrillo y el morte-
v estdn detalladas en la Tabla 7.2, Para representar el comportamiento de
los materiales componentes ge utilizé la ecuacion constitutiva de degradacidn
presentada en el Apéndice B, Se considern ablandamiento exponencial al
sohrepasar el winbral de tensiones, Se realizaron dos modelos: En el prime-



270 CAPITULO 7. ANALISIS EN DOS ESCALAS

Material Médule | Coeliciente Umbral de Energia de
Componente | Elistico | de Poisson degradacion Fractia

My 6 My | E, [MPa] 1 M Pal [N / n'un]_-
Lachrillo (M1) [ 16700 0.15 fi=200; f.=300] & =.80
Mortera (M2) 7RO (1.20) Ji=030; fo=100| G, = A8

Tabla 7.2; Propiedades de los materiales componentes
|2 P :

5
Loimbral ds dofn ‘f]']

M

Porminio
alasiico

Figura 7.8: Feuacion congtitutiva de dafio

v, ¢l valor utilizado para la energia do fractura del mortoro es un valor de
0.18 N/mm y para ¢l ladrillo de 0.80 N/nw:r.', En ol segundo, se aumenta 1a
energia de fractura del mortero, con el propdsito de suplir de alguna manern
la friceidn que existe, lnego de la falla de sste material, por el deslizamien-
to relativo entre las partes de la mamposteria resultantes; de esta forma la
tensién no disminuye bruscmmnente, sino que mantiene cierta resistencia. En
amhos casos, se considera adherencin perfecta entre los componentes v la
hipdtesis de tensidn plana. La célula que caracteriza nl compuesto estd cons-
tituido por un ladrillo méds una capa de mortero que le roden, cuvo espesor
es de 5 mon (la mitad de la junta).

La pared se divide en 66 elementos cuadriliteros de 4 nodos. Cada uno
do esto elementos realiza la integracién numérica en 4 puntos (2 % 2 puntos
de Ganss). Es decir, pars solucionar la macroestructura en cada uno de los
merementos de eargh, se requiere obtener la solucidn de 264 células, Para
este problema se utilizd un proceso para solucionar la pared v 4 procesos
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Figura 7.9: Ensayo o corte de una pared, Grifico 10 discretizacion de la
parech,  Paralos siguientes Grificos (2, 3 y 4) se prosenta la dngmdsw.ién
(aobm la malladeformada. Grifico 2 cuando el desplazamiento impuesto o5
L.60 mm, Grifico 8 cuando el desplazamiento impuesto es 2.750 pun, Gr dﬁm

4 cuando el desplazamiento impuesto es 4,00 nim
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a nivel microestructural, eada uno de éstos obtiene el comportamicnto del
compuesto resolviendo 66 edlnlns,

El tensor constitutivo elastico homogeneizado determinado por el cédipgo
es el siguiente:

87319 4732 0.0
"= 473.2 3965.0 0.0
0.0 0.0 1518.6

El resultado del problema a fravés de la teoria de homogeneizacion os la de-
terminacion de los campos de tensiones v deformaciones en eadn unn de las
esealas, Sin embargo se prefind Hlustrar la degradacion o dafio que se produce
en la pared, para lo cual se promedié en cada una de lus células la varinble de
dano. Los resultados se presentan en la Figura 7.9. El primer Grifico de esta
figura presenta la diseretizacion de la pared en 66 elementos cundrildteros,
En los Grificos restantes (2, 3 y 4) se presenta ln variable promedio de de-
gradacion. Nétese, que la solucién se coloco sobre la malla que se encuentra
deformads n consecuencia de la solicitacion los desplazgamientos que se pe-
nerat en los nodos de la malla se encuentran multiplicados por un factor
de 20). Entonces, ol Grifico 2 representa el daiio cunndo el desplazamiento
horizontal impuesto en la parte superior de la pared es de 1.50 mm, Como
se puede ver, la degradacién de la pared inicia en dos esquinaes de la verntana
por esfuerzos de cortante, mientras en la parte inferior derechs y en la parte
superior izquierda se produce daiio per esfierzos de traccion, Bl Gréfico 3
corresponde a un desplazamiento horizontal de la parte snperior de la pared
de 2,76 mm. En este easo, la degradacién se ha desarrollado sensiblemente.
En el Grifico 4 el desplazamiento impuesto es de 4.0 mm. Ohsérvese que
inicia la falla por compresion en la parte inferior izeuierda y en ly parte -
perior derecha de la pared. En este ejemplo, la falla por traceion v cortante
gi produce preferentements en ¢l mortero por ser el componente mas débil,
mientras que la falla de compresion se produce en los dos materiales (ladrillo
¥ mortero),

Gracias a que esta teorfa soluciona el problema en las dos escalas se dis-
pone ademds de gran cantidad de informacidn a nivel micromecdnico, Como
se explicd, el comportamiento del compuesto es evaluado en cada punto de
integracion de la macroestructura a través de una célula, Por consigniente, se
obtiene el campo de las variables microseépicas en cada uno de estos puntos,
Por ejemplo: en la Figura 7.10 se presenta cuatro grificos de ln célula del
compuesto quo corresponde al punto de integracidn 3 del elementa 14 de la
macroestructura (véase la Figura 7.9), enando el desplazamiento aplicado es



7.2 PARED SOMETIDA A ESFUERZO CORTANTE 273

Womr

Estmmrnrees on DAt lane
"...:

&

FReby .3
Jzec s mmtal|

Figura 7.10: Resultados para el punto de integracion 3 del elemento 14
Grifico 1: discretizacion, Grifico 2: desplazamiento de la malla, Gréfico 3:
deformacion cortante (2,,), Grdfico 4: tengion cortante (o),
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L5, El Gréfico | de la Figura 7.10 indica i diseretizacion del dominio de
liv célula en 104 elementos cnadyildteros de 4 nodos. A continunacion (Grafico
2) se presenta ol esqueman de desplazamientos. Bl Grifico 3 indica el CAmpPo
de deformaciones cortantes en el dominio de la célula (el cual presenta que
la deformacion se concentra preferentemente en el mortero) v por 1iltimo, el
Grifico 4 presenta el campo de fensiones cortantes.

PARED DE MAMPOSTERIA DE LADRILLO
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Figura 7.11: Resultados de los ensayos v de las simulacidnes numéricas

La Figura 7.11 presenta Ing curvas de la fuerza horizontal medida en la
base de la pared, con respecto al desplazamiento impuesto. Comao es usual en
osta clage do mnteriales, el resnltade de los fnsayos experimentales Presers
tan cluras diferencias. La reapuesta del primer modelo numérico mediante
la teorin de homogeneizacidn coincide en el rango eldstico, en el rango no
lineal decae la resistencia por la rotura del mortero, En ol segundo madelo
numérico la solucién se aproximn mejor, dentro del rango no lineal, a los
resultados reales; como se indicd, en este easo se aumentd de la energia de
fractura en el mortero para conseguir artificialmente el efecto de la friceién.

De los problemas solucionados, este problema es el de mayor costo com-
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Figura 7.12: Resultados de los ensayos y de las simulacidnes numérieas

putacional.  Esto se debe a que easi la totalidad del problems se realiza
dentro del rango no lineal y en edte caso, la mayor parte de los incrementos
vequieren de un mimero alto de iteraciones. En la Figura 7.12 s¢ presenta
In comparacion del nimero de iteraciones cuando se utiliza ¢l método de
Newton modificado con el tensor constitutivo incial v enando se utiliza e
métadao de cuasi-Newton con el tensor constitutive secante medinnte ln rod
neuronal. Fn el primer caso se supera el maximo numero de iternciones v ol
proceso se interrumpe. Con el método de cnasi-Newton se solucionn comple-
tamente el problema, pero por la fragilidad del material, el comportamiento
del material puede variar bruscamente dificultando la convergencia a nivel
de la mueroestructura,

Para representar el comportamiento de la pared considerando el posterior
deslizamiento entre lng partes resultantes de Ia fractura (de la mamposteria)
se requiere el teenions que consideren este fendmeno, Una de ellas es
imeludr elomentos yunta que permitan el deslizamiento friceionsl entre ¢ la-
diillo y el mortero. Otra posibilidad es abordar este problema mediante ol
método de discontinwdades fuertes (Manzoli et al, 1998) o algin método
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basado en la mecdanica de la fractura. Estas téenicas caen fuern del objeto
de estudio de este trabajo. Sin embargo, es importante observar que pueden
ser implementadas dentro de la teorfa de homogeneizacidn para estudiar el
fendmeno de o fractura de ciertos materiales,
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7.3 ENSAYO DE UNA PROBETA DE CARBONO-
EPOXI

La simulacion numérica que se realiza a continuacion reproduce wn ensayo
en laboratorio, cuyos datos y resultados fueron facilitados por la empresa
Cusa-Acrondutica. El ensayo congiste en una prueba a traccion simple de
uua probeta de carhono-epoxi T900/914¢C (matriz reforzado con fibras con-
tinuag). La pieza cnsayada s¢ presenta on la Figura 7.13. La probeta tiene
una longitud total de 380 mm, pero gran parte de la misma (sus dos extre:
mos) se utiliza para fijar y transmitiv la corgn. De tal forma que, 1o zona
donde so produce el ensayo (probeta) tiene una longituel de 160 i, el ancho
es 50 mm y el espesor 2 mm. Esta probeta presenta o cada lado de la piarte
central de la misma una entalla de 5 pun de profundidad. La carga se impone
fijando nno de los extremos, mientras en ol otro se impone desplazamientos
en la direccion longitudinal a la probeta. Este ensayo tiene el propésito de
reproduciv tanto el comportamiento del material, como el tipo de falla que
s genorn en la probeta,

El compuesto estd formado por una matelz epoxi reforzada con fibras
continins de earbone, las cuales se encuentran orvientadas en la direccidn
longitudinal de la probeta (Eje 2¢), el didmetro de lnsg Gbras es de 5 jun y el
porcentaje del relierzo en volumen es 47.5%. La matriz epoxi, es un material
isGtropo que al sobrepasar el umbral de degradacién presenta ablandamiento,
En cambio, la fibra al sobrepasar el limite de fuencia presenta un cierto grado
da endurecimiento, Lug propiedades de los materiales componentes se indican
en la Tabln 7.3

Material Madulo de | Coeficiente | Limite de |  Energ. Fractura ()|
Componente | eldsticidad | de Poisson | fluetieia Endurecimiento (H)

My 6 M, M Fa| 7 M Pa| | (H [MPal); (G [N/m])
I e L e T - =]
MATRIZ (M1) | 14715 0,325 13,323 G =5
FIBRA _(__MB) 239651 0.000 300.0 H = 90000

Tabla 7.3: Propiedades de los materiales componentes

L representacion numérica de este ensayo se presentd en el congreso de
Métados numéreas en ingenierda realigaclo en Sevilla (Car et al, 1999), Bn
el trabajo en referencin se ntilizé dos métodos completamente diferentos: el
primer método representa el ensayo mediante un macromodelo que combina
Ia teoria de mezelas con la téoria de mapeo de espacios. En cambio, el se-
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Figura 7.13; Probeta ensayada de un compuesto de fibras continuas (carbono-
epoxi T300/914C). Dimensiones on mimn.

gundo método ntiliza la presente propuesta de la teorfa de homogeneizacion,
En ambos métodos se usa la misma diseretizacion de la macroestructira,
pero lo gue diferencia snstancialmente o las dos simulaciones es la manera de
obtener el comportamiento del compuesto. En ¢l métado que utiliza la teoria
de mézelas, la anisotropia del compuesto se obtiene gracias a una parametri-
zacion con la teoria de mapeo de espacios. Mediante esta teorfn se le otorga
una alta anisotropia a la fibra, méds detalles acorca de esta propussta se puede
encontrar en la Monografia Doctoral (Car, 2000). En cambio, en la teorfa de
homogeneizacién, la anisotropia del compuesto resulta de la interaccion de
los materiales componentes dentro de la eelda.

En este caso, el compuesto se representa o nivel microestructural a través
de una celda en euyo interior se encientra parte de la fibra, véase apartacdo
6.2, La idealizacién de esta clase de microestructura se realiza de acuerdo a
las consideraciones presentadas en el subapartado 6,2.1. De tal forma que,
la eélula ge redice o un prisma de seceidn eundrada que contiene fnicamente
una fibra y la matriz que le rodea, este dominio guarda lag proporeiones en
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< MICROESTRUCTURA: MATRIZ REFORZADA CON FIBRAS LARGAS
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Figura 7.14; Representacién de un compuesto reforzado con fibras continuas
unidireccionales y sn representacion mediante una eélula

volunen de fibra y matriz. Obsérvese que en esto caso ln geometria de la
célula es muy seneilla, tal conio se indica en la Figura 7.14, La representacion
de eate compuesto fue analizado con mayor detenimiento en el subapartado
6.2.2. Lag dimensiones deteriminadas para la celda unidad se presentan en la
Tabla 7.4, Este dominio se diseretizd en 24 elementos finitos enadriliteros

Coef. Vol, | Coel. Vol. | Diarhetro | Lengitud | Alta de | Alto equiv.

de fibra | de matriz | de la fibra | de célula | célula de fibra
(cr) (G (dp)gm] | (L) [ppm] | b, [pm) hy | ;a-m_,ll |
(0,475 0,525 5 8 6429366 [ 3.05309

Tabla 7.4: Dimensiones de la célula

lineales. Para representar o comportamiento de la matriz se utiliza una eciia-
cion constitutiva de daiio con degradacién exponencial, enyva formulacion so
encuentra detallada en el Apéndice B, mientras que el comportamiento de Ia
filva ge caracterizd mediante una ecuncidn de plasticidad que sigue el crite
rio de von Mises con endurecimiento lineal cinemitico, tal como lo indica el
Apéndice C. En este caso se considera la hipdtesis de tensidn plana,

Por otra parte, a nivel macroseépico ln probeta se digeretiza en 548 elo-
mentos cundrildtoros lineales (isoparamétricos de 222 puntos de integracion),
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Por consigiente, ¢l comportamiento del material se evaliia en 2192 puntos de
integracion (548 x 4 puntos de Gauss). Esto quiere decir que en la escaln
microscopica se requiere solucionar 2192 células, La carga se aplica de In
signiente forma: se lija el extremo izquierdo de la probeta en las dos direc-
ciones. A continuacion se impone un desplazamiento en todos los nodos del
extrenio derecho de 0.005 mm en In diveceion longitudinal de la probeta, por
cada incremento (64 incremientos). Bl desplazamiento total es de 0,32 mm
(0.16 7 si se considera dnicamente ol desplazamiento relativo de la mitad
de la probeta). El problema global se soluciona con un proceso que resuelve
]EL mncroestructura .Y CUHILLrG [jl‘uig.ﬁygug 11 I."ﬂ-l'ﬂ-“#ll.'l tl.“t' I'E"!H'I.'lﬂtvm‘l |”ﬁ (‘-{'-llthln‘.‘i
(548 eédlulas eada proceso local),

El tensor constitutivo eldstico homogeneizado determinado por ol eddigo
0 o] sipuiente:

122371 5034 il
o 5034 20605 i}
{i 0 101561

En la Figura 7.15 se pregenta los resultados obtenidos de la curva Fuerza-
Desplaznmiento, tanto del ensayo experimental, como en las dos simulacio-
nes numéricas: con lu teorin de homogeneizacién y Ia teorin de mezelas.
Obsérvese, que ambas representaciones concuerdan muy bien con los resul-
tados experimentales.

En la Figura 7.16 se presenta los contornos de los valores del eampo de
desplazamientos total. Nétese, que a pesar que el desplazamiento impuesto
an ¢l extremo derecho de la probeta es en la direceidn longitudinal a la mis-
ma (Eje xa, también es la direccidn de las libras), los pradientes mds altos se
encuentran junto a la entalladura en diveccidn transverzal a la probeta (Eje
yy), lo enal refleja una localizacién que se propuce a raiz de la entalladurn
que sigue la diveccidn de la fibra. En la Figura 7.17 se presenta sobre lo ma-
lla deformada (en donde se observa la abertura de la entalladura) el campa
de la deformacion =5, En |a Figura 7.18 se encuentea ln deformacion B
Finalmente, en la Figura 7.19 se presenta lo deformacion cortante 25, la
localizacién de deformaciones inicia en In entalladura v conforine se fnere-
menta la carga se extiende en direccion de Ia fibra (Eje ax), ésta producen
la abertura de la entalladura de la probeta, Este grifico refleja clarnmente
el tipo de localizacién, el enal so observa ademds en el ensayo experimental,
Cabe agregar que si el material fuera isdtropo, la localizacion se produciria
(a partic de la entalladura) mateniendeo una direceion de 45 grados.
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Figura 7.15: Curva Foerzo-Desplazamiento obtenido en el ensayo experimen-
tal y en los modelos miméricos, con la teorfa de homogeneizacion v la teoria
de mezclas,

En la Figura 7.20 se sobrepone sobre la malla deformada el campo de
tensiones oy, Notose que a consecuencia de la loealizacion que se produce
an la probeta, los valores altos de tension se genoran a partiv de la entalla-
dura, En la Figura 7.21 se presenta el campo de tengiones ay,. Enla fignea
g0 observa un comportamiento completamente distinto entre la zona donde
ge ha producido ln localizacién y el resto de ln probeta, En la Figura 7.22
se presenta el campo de tensiones cortantes o2 . Ohsérvese que los valores
altos de cortante se trasladan signiondo el avance de la localizacio o falla de
la probeta. Eu la Figura 7.23 se indica el estado de o varinhle de degrada-
ciou de la matriz, Esto es, el promedio dentro del dominio de la célula de
ln variable interna de degradacién. Este esquema indiea el lugar donde se
produce el desgarre o despegne entre la fibra v la matriz. Por otra parte,
también se presentn en la figura 7.24, la curva que indiea la abertura de la
entallachira en relacion a la carga aplicadn,

Puesto que el método soluciona el problema en cada una de las dos esca-
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Figura 7.16: Ensayo a traceion simple de 1 na probeta de matrix epoxi - fibras
de earbone): Contorno de desplazamicntos,
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Figura 7.17: Ensayo a traccion simple de una probeta de mutrix epoxi - fibras
de carbono): Deformacion =7, '
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Figura 7.18: Ensayo a traccidn simple de una probeta de matrix epoxi - ilras
de carbono): Deformacion .d-.::p.
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Figura 7.19: Ensayo a traceién simple de una probeta de matrix epoxi - fibras
de carbono): Deformacion &y
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Figura 7.20: Ensuyo a traceién simple de una probeta de matrix epoxi con
fibras de carbono: Tensién o .
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Figura 7.21: Ensayo a traccidn simple de una probeta de mutrix epoxi con

fibras de carbono: Tension a';u'
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Figura 7.22: Ensayo a traccién simple de una probeta de matrix epoxi con
fibras de carbono: Tensidn af,.
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Figura 7.23: Ensayo a traccion simple de una probeta de matrix epoxi con
fibras de carbono: Degradacién de la matriz,
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Figura 7.24: Curva Abertura-Desplazamiento,

lag, se dispone ademis de informacidn detallada a nivel de la microestructura,
Es decir, se almacenan los eampos que se generan en cada uno de log plnto
de Ganss de la mneroestructora, obtenidos n travis de las (:ﬁ]umﬁl. Natural-
mente, edta informacion es extensa, asi que el codigo finicamente realiza ol
postproceso en los puntos de Gauss que se indica en of archivo de datos. En
esta simulacian se ha selecionado algunos puntos de mtegracidn de ln probe-
ta, entre ellos se presenta uno qiie se encuentra practicamente en el centra
de la probeta y ofro en la zona de localizacion. Bl primer punto escogido
corresponde al punto de integracién | del elemento 1, que estd nbicado ceren
del centro de In probeta y corresponde a la célula nimers 1. Los campos de
las varinbles en esta célula para el incremento 64 se presentan en la Figurn
7.25. Esta figura tiene cuatro graficos en la parte superior y cuatro en la
parte inferior, Eu la parte superior se indiea (Grdfico 1) la diseretizacion (de
la célula) y la malla deformada o consecuencia del desplazamiento relativo
qiie se produce en sis nodos. Los Grdficos 2, 3 y 4 representan los campos de
deflorimaciones: .., Eypr ¥ Eqy. Como ge observa, esta eélula estd sometidu
principalmente n esfuerzos de traceion en ln direccién de la fibra, on conse-
cuencia tanto la fibva como ln matriz tienen la misma deformacion Ezye For
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el contrario, lag deformaciones en lng otras diveeciones Eyyr Y 264y, (Ademds
de ger valores bajos) son diferentes entre los componentes. En la parte in-
fevior de la Figura, ol Grifico | se coloca nuevamente la malla deformacda.
El Gréfico 2 representa la tension o, en donde se observa una diferencia
notable entre la tensidn de la fibra y la matriz. El Grifico 3 muestra la
Lension o, en este caso aungue el postproceso pinta de colores diferentes
a los componentes, los valores de la tension se diferencia tinicamente en los
decimales. Finalmente, el Gréfico 4 indicn In tensién cortante .

El segundo punto escogide, corresponde al punto de Gauss 2 del elemen-
to 236, este se encuentra justo en una de las bandas de localizacion, junto n
la entalladura. A este punto de integracion le corresponde la eélula mimero
942. Lios valores de las variables en esta célula se presentan en la Figura 7.26.
De la misma forma que la figura anterior, en la parte superior se presentan
cuatro graficos. El Grafico 1 se presenta la malla deformada. En ¢l Grifico
2 80 presenta ol campo de deformaciones &,, donde existe una deformacidn
tniforme.. En el Grifica 3 el campo de deformaciones £, v el Grifico 4
£y En estos dos iiltimos grificos se observa una fuerte localizacion en los
elementos de In matriz que rodean a la fibra, sobre todo en las deformacio-
nes cortantes. En la parte inferior de la figura, el Grilico 1 se presenta la
malla de elementos finitos en el espacio de referencin y los desplazamientos.
En los Grificos 2, 3y 4 los campos de teusiones a,,, 7, v a,, respotivamente.

Eate problema fue solucionado utilizando dos estrategias difeventes para
la convergencia a nivel macroesiructural, En la primera simulacion, se utili-
2a ¢l métade de Newton modificado usando el tensor elistico homogeneizado
como predictor en cada ineremento, En la segunda simulacidn se ntiliza ¢l
métada de cunsi-Newton, en donde se obtiene un tensor secante para cada
una de las celdas (mediante |a red neuronal). Con este segundo método se
obtuvo un nimero mucho menor de iteraciones, tal como se presenta en la
Figura 7.27. Lo que implica un ahorro importante del coste numérico y tiem-
po de edlenlo, Bl problema fue solucionado aproximadamente en 2 horas 45
minutos (tiempo real),

Como ge puede ver, esta Léenien obtiene los campos a nivel microscopico
y mediante su evaluneion determina el comportamiento de la macroestrue-
tura. El estudio de los fendmenos a nivel micromeednico le comviorte a esta
Leenica como la herramienta mds potente hasta ahora desarrollada para la
solucion de problomas de materiales compuestos, Da la comparacion de los
resiltados obtenidos en el presente trabajo con el proporcionade en log en-
sayo experimental, puede concluirse ln bondad de la metodologin propuesta,
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Capitulo 8

CONCLUSIONES Y
FUTURAS LINEAS DE
INVESTIGACION

8.1 CONCLUSIONES

En el presente trabnjo de investigacion se ha revisado diferentes propuestas
y contribuciones para solucionar ¢l problema de los materiales compuestos
en dos escalas. A partir de estas propuestas, que forman el contexto de la
tearin de homogeneizacidn, se ha desarrollado una formulacion completa en
donde se establecen las leyes que gobiernan el problema a nivel mnCroseapicn
v mmierosedpico. Dicha formulacidn se ha implementado numéricamente en
ordenador, obteniéndose como resultado una potente herramienta para so-
lucionar diferentes problemas con materiales compuestos, tal como se ha
presguntado en las aplicaciones realizadas en esta Monopraffa.  El método
propuesto parte de la consideracion que loy constituyentes fornan una fing
estructura periadica. No obstante, es absolutamente general en cuanto a di-
ferentes propiedades v formas de los materiales componentes, Su aplicacion
s extiende a problemas gue caen dentro del rango no lineal. Fsta téenica s
realiza dentro de un contexto de doble escala, lo cual permite veproducir v
analizar los diferentes fendmenos de caracter inelastico (tales como: degra-
dacidn, plasticidad, ete.) que se generan a nivel de la microestinetura, Asi
come Lambién, predecit el cambio de comportamiento del compuesto a nivel
macroseopico a partir de una modificacidn de propiedades, proporciones o
forma de los materiales componentes. Obviamente, por la complejidad del
problema el coste computacional es alto, pero sin duda este inconveniente
serd eadn vez menos importante. De manern general, esta propuesta pre

205
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genta que I teorfa de homegeneizacidn os una (éeniea matemdticn on doble
escala (o nniltiples escalns) que permite representar ¢l comportamiento de
los materiales compuestos b través de los fendmenos que se producen a nivel
de componentes. Fsta téenica da como resultado el Método de los Elementos
Finitos en Dos Escalus,

En el desairollo de In propuesta se ha realizado diversas contribuciones
dentro del contexto de la teoria de homogeneizacidn, Aqui se resnimen las
principnles:

Como se sabe, la teoria de homogenerzacidn para matenales periddicos
utiliza un dominio denominade celdn unidad, el cual contiene toda la in-
formacidn microestroctural del compuesto, No obstante, on los articulos
revisados no se encontrd mayor informacion aceren deo Ing consecnencias que
se derivan de la periodicidad de la microestructura y su divisidn en nnidades
estructurales (celdas unidad o células), razén por la cunl se analiza dichas
catructiuras para poder usar una celda unidad como puente entie las dos es-
calas. En este andlisis se introduce ciertos conceptos a través de los cuales las
célulag resultantes de una divisidn de un espacio bidimensional o tridimen.
sionnl pertenece a un niimovo muy réducido de clases o grupos de dominios,
Dentro del espacio bidimensional, que es en donde se enmarca este frabajo,
los grupos de estas celdas son dos: las cuadriliteras y las hexagonales. Por
consighiente, el uso de cunlguiora de dstas es vilido, su eleceién o proferencin
por alguna de ellas reside en la bisqueda de una celda de menor tamano o
facilidad de discretizacion,

Por otra parte, os de aceptacion goneral que los campos maerosedpicos de
lag tensiones y deformaciones corresponden al promedio de sus respectivos
campos microsedpicod. Sin emibargo, dicho conocimiento puede ser insuficien
Lo pora conectar los dos escalas, En esto trabajo se encuentra, en base a la
hapotesis de perwodiewlod local, que el tensor de deformaciones macroscipico
se relaciona a nivel de la microestructura con el cambio de los vectores de
periodicidad, Ademds, n travis de la ceuncion de equilibrio estdtico o nj-
vel de la microestructura y defimendo el tensor de tensiones homogeneizado,
comao el promedio de las fuerzas gue s generan en el contorno de la edluls,
ge determing ln ecuncidn de gobiermo bajo la eseala macrosedpicn de fornin
rigurasa, Todo esto perinite prescindiv de la teoria de lo expansidn asinddbica
para los medios periddicos v establecer el prablenia en cada nna de las eden-
lag a través de conceptos yva establecidos dentro de Ia Mecinica de Medios
Continuos.
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Para establecer correctamente ol problema de valores de contorno a ni-
vel microscopico, es necesario introducir adecuadamente lag condiciones de
contorna de la celda. Dichas condiciones se olitienen de la hipotesis de pe-
riodicidad local, Tal como se habia establoeido o los métodos anteriores, se
encuentra i |u:-.g fuerzas del contorno en punlos periddicos tienen ig| 14l HIFTES
nitud pero diveceianes opuestas, Pora el cago de los desplazamientos, 1 LAl
mayoria de formulaciones descomponen el desplazamiento en uno uniforme y
olre periddico, En esta propuesta no ge realiza tal descomposicion, més bien
g0 presenta que lu deformacion global de Lo eélula genern una transformacién
de los vectores de periodicidad, que a Bu vez esta relacionado con ol des
plazamieto relativo entre puntos periddicos, Dicha tranformacién se traduce
en una condicion de desplazamientos del contoro de ln edlula que mantiens
la periodicidad local: La implemontacidn de las condiciones de contorno se
vealiza mediante los multiplicadores de Lagrange (Anthoine & Pegon, 1996).
Cabe puntualizar que esta imposicién de las condiciones de contorno en la
microestinetura liga a la celda al estado local macrosedpico a traves del ten-
gor de deformacion homogeneizado, De esta manern ¢l problema sobre la
microestruetura queda completamente definido. La extensian do la formula-
cion & materiales que contienen agujeros o poros se realiza de forma directa,
La formulacion desarrollada permite encontrar el comportamiento del cou-
puesto a través del andlisis de una celda, Véase por ejemplo el capitulo 6, en
el cual se obtiene el comportamiento de materiales reforgados con fibras bajo
diteventes tipos de carga, Determindndose ademds, a través de los CAINPOS
microscdpicos, la interaccion de los materiales componentes v por consiguien-
be, 1og fendmenos micromecinicos. Visto de otra manera, esto representa una
forma de ecuncion constitutiva para el compuesto, donde el comportamiento
del material se establece a través de ln informacion que contiene una célula
Esto es, de acuerdo a la forma, distribucién y comportamiento de los ma-
teriales componentes. En este caso, la historia del materinl, que se registra
a través de ln informacion de lns variables internag, coresponde al CATIPO
completo de lag variables internas que se generan dentro de o celdn, Pero,
puesto que la solucidn de la célula ge realiza de forma discretn, mediante el
Método de los Elementos Finitos, el niimero de variables internas se reducs
desde un nimero infinito a un nimero finito, ¢l cual depende de In discreti-
zocion de la celda y las eonaciones constitutivas utilizadas para representar
ol comportamiento de los materiles componentes.

Posteriormente se aborda el problema en dos escalas. Para allo, s esta-
blece o] problema de valores de contorno sobre la eseala macrosedpica v solive
la escala microsedpica. El problema microsedpico se encuentra neoplada con
el macrosedpico a través de la deformacion global de la célula, mientras que
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el problema macrosedpico se liga al microsedpico mediante la tensidn homo-
geneizadn, Dentro del contexto elistico lineal, el problema en dos escalas
se soluciona de forma analoga a ln mefodologin empleads en lag propuestas
de anteriores frabajos de investigacidn. Dicho procedimiento descompone
el problema en cadn uni de las escalas, a partiv del problema microseépico
se determing las constantes elidsticas del compuesto, o continuacion se solu-
cionn el problema macroscopico, finalmente las tensiones a nivel local e 1a
microestructura se obtiene aplicando la deformacion de un punto de la ma-
crovstructiira o la celda. De los ejemplos de aplicacidn (véase capitulo 5) se
encuentra que el método propuesto para obtener las consiantes eldstions es
equivalente al método que usa las funciones periddicas, que se utiliza tanto
en la teorin de promedios (Suguet, 1982) como en los desarrollos asintoticos
(Leno & Leguillon, 1982) (Bendsge & Kikuchi, 1988).

Una de las principales aportaciones de esta Monografia es la forma de
solucionar ¢l problema no lineal en las dos escalas, En este sentido, In pre-
senta propuesta soluciona muchas de las limtaciones hasta ahora existentes
para tratar con precision los campos microscépicos. En esta Monografia se
demuestra, a través de los ejemplos de aplicacion del eapitulo 7, que se puede
abordar problemag en dos escalas con lag capacidades actuales de los ordena-
dores. Para aleanzar este objetivo, se ided ima hertamienta de gran potencia
y Hexibilidad. Esta corresponde a la implementacion de un algovitino parale-
lizado de elementos finitos quét acopla las dos escalas, El programa resultante
se adupta al problema del material compuesto, puesto que es capaz de so-
lucionar la macroestructura ¥ tantns células como se requicrn. Al misnio
tiempo, se adapta o lo capacidad disponible de procesamiento a través de un
software de paralelizacién que permite fraccionar el problema en partes de
menor tamatio y solucionarlo en paralelo en un ordenador multiprocesador
o una red de ordenadores. Obviamente, €| coste computacional del proble-
mi de los materiales compuesios o través de la olucidn acoplada en las dos
escalas es alto. Pero esto es una consecuencia natural de la complejidad del
problema. Naturalmente, con la velocidad del desamrollo teenoldgico en poco
tiempo se podra golucionar problemas de gran tamadio.

Puara problemas no lineales se utiliza la estrategia de convergencia deno-
minada cuasi-Newlon, Pero no se utiliza la forma convencional del método de
cuast-Newton, mas hien se ensaya, con resultndos bastante satisfactorios, dos
métodos que obtienen un tensor constitutivo secante. El primero lo realiza
de forma directa y el segundo utiliza un algoritmo iterativo que corresponde
al algoritmo de entrenamiento de una red peuronal, De los resultados obteni-
dos, el segundo método disminuys en mayor medidn el costo computacional,
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No obstante, el tema de la convergencia requiere ser estndiado con mayor
profundidad. Por otva parte, de la solucién de los problemas de dos escalas
(capitulo 7) se concluye que la hipdtesis de periodicidad local de los campos
no introduce errores apreciahles cuando ln eélula es muy pequetia con res-
peoto o ln mocroestructura. Finalmente, |a simplicidad, claridad y directa
extension de conceptos ya establecidos de la Meciniea de Medios Continnos
otorgan a esta formulacion una gran ventaja con respecto a las otras formn-
laciones,
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8.2 FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION

A partir de este trabajo surgen varias futuras lineas de investigacion
pueden ser desarrolladns:

(g

s Este método rogquiers ser implementado dentro de un codigo de elemen-
tos finitos para problemas tridimensionales, Esto es hindamental paa
solucionar problemas que no pueden ser idenlizados en dos dimensiones,

Optimizacion del eddigo del Método de Elementos Finttos en Dos Es-
calas, Endicha aptimizacion, entre otras cosas, se puede conseguir nua
importante disminucidn de tiempo de edleulo a través de una reduccidn
de los fallos de la memoria Yeachie”,

Se requiere implementar elementos de junta y de contacto para repro-
ducir ol despegue y el deslizamiento fricdlonal entre materiales compo-
nentes, Tambidn se puede implementar téenicas para abovdar disconti-
nutdades fuertes (Oliver & Simo, 1994) (Mangoli et al., 1998), De esta
formi, se puede realizar estudios mas vigurosos do la loealizacidn.

Puesto que este método soluciona ¢l problema através del Método de
los Elementos Finitos en cnda una de los esealas, o8 recomendable e ngo
de un estimador de ervor y un posterior método adaptativo (Guedes &
Kikuchi, 1990). Sin embargo este tema requiere ser investigadeo profun-
damente antes de ser implementado, por el aumento del coste compu-
tacional que implica, Actualmente existen interesantes propuestas ¢ue
deben ser tomadas en cuenta (Peraire & Patera, 1997) (Aingworth &
Oden, 1997) (Sarrate ef ol 1999).

Se requiere investigar con mayor profundidad la estrategia de conver-
gencin a nivel macrosedpico, yo que es posible que ge desarrollen me-
joras importantes, Se debe realizar ademds nna comparacion entre los
métodos convencionales de la determinacidn una matriz de rigidez so-
cante y las propuestag presentadas en estn Monografin.

Serfa interesante investigar e implementar loa efectos térmicos y de hu-
medad, ya que al ger ¢l medio heterogéneo, dichos efectos pueden gene-
rar tensiones Importantes y contribuir & un envejecimiento prematuro
del material ante cargas ciclicas.

También se debe buscar extender esta formulacién para grandes defor-
maciones en cada mna de las esealas. Dicha extension comprende una
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refornmlacién de todo el problema a nivel tedrico, asi como tambidén sy
implementacién munérica,

Uny interesante linea de investigacion, que se encuentra ya abierta, o8
el intento de reproducir el comportamiento a nivel macroscdpico de
materinles homogéneos mediante la leorfa de homogenezacion a través
de T representacion del comportamiento a nivel de la red eristaling,
véage por ejemplo (Mieche ef al., 1999) (Steinmann et al., 1998),

Finalmente, una linea de investigacion, abierta hace mds de una déeada
(Bendspe & Kiknchi, 1988), que requiore ser profundizada es la opti-
mizacion de materiales compiiestos mediante la teorin de homogenei-
gacion, véase por ejemplo lag siguientes referencias (Silva ef al, 1999)
(Theocaris & Stavroulukis, 1999).
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Apéndice A
BASES TERMODINAMICAS

A.1 Primera ley de la termodinamica

Liv promera ley de lo termodimdmeca (Ollor, 1989) (Lubliner, 1972), postula el
balanee de enorgin. Es decir, exige 1o consorvacidn total de la energia intermi
del sistema, mediante la velacidn de la potencia mecdnica deformativa Py
¥ la cantidad de calor propio Q, existente en el solido, con el cambio de
energln interma global gue éste experimienta. Considérese p Vool volumen
de un solido v 5 la superficie que encierra dicho volumen; Entonces, existe
una cantidad de calor @, (Calor propio mas transferencia global de ealor),
regida por leyes fisicas bien definidas (Newton, Fourier); existe ademis una
cantidad £ denominada densidad de energin interna, tal que:

d .
=( /pz. dV) =@, + P (A1)
dr v

e define la pofencia mecdnica inbroducida Ty, poara todo el g6lido comoe:

P = j b dS + / pbu dV (A.2)
g ¥

ol

donde ¢ ex el weelor de lraceibn (siendo ¢, = Tyny, tal que Tj, ex el tensor
de tensiones de Cauchy vy ny el vector normal a la superficie S), b la fuerza
de wolumen por unidad de masa, p la densided de masa y v ol campo de
welocidndes, Aplicando el teorema de la divergencia oy ecuacidn anterior e
abtiene la siguiente expresién para la potencin introducida:

"L’)F“J . f.')'ﬂ;
i . Y il " g Y ¥ :
T"}n ‘[&: I:.'I';( ar f f)!'.i.) ] 'IU f;h‘.]{” (A !)

4 bt
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al término que se encuentra entre parémtesis s conoce camo balance de la
cantidad de moveniento park el sélido, es deci:

'.:”';, LJ;".

B, + pby = s (Ad)

obsérvese que si la aceleracion es nola (Ov,/00 = 0), la ceuneidn aaterior
so convierte en la ecuacion de equilibrio estilico, Lo potencia introdueida

l.l-!“.l“u“--
/ in = / ( J”i.‘fl ”‘ I I {L Fa W]

en donde la [Juluam. mtegral de la ec lmc'ldn anterior ge conoce conio la po-
bencin eméticn K. La expresion de la potencin deformativa queda:

th — Pln = K-' =2 ‘?H E)Ui

Jvo Ty

dV, (A.6)

Lav eantidad de ealor propio (@, también conocido eomo potencia térmica)
es 1gual a la cantidad calor distribuida en el interior del g6lido mds la que se
introduce por las fronteras y puede expresarse como:

sz'/‘fﬂ" il = /fh?'ﬂ,‘ o5 (A*T)
A o5

donde g (g = qmy) es el Hujo de ealor por conduecion, introducido por las
Ironteras del solido, ¢, el campo vectovial del flujo de calor, ny la normal
saliente (en un punto) a la superficie que envuelve of gdlido, + una fuente dis-
tribuida de e¢alor por unidad de masa, denominada radiacidn, Naturalmento,
ol signo negativo del segundo término del lado derecho de la councidn A7
se refiere al calor que recibe el sélido a través de la superficie, puesto que el
flujo positivo es hacia afuern del sdlide.

A través de la definicion de ln potencia mecdnica deformiativa (ecuacion
ALG) y potencin térmica (ecuncidn A.7), la cenacidn de la conservacidon de la
energin (ecuncién A1) para problemas cnasi estdticos, se escriboe

A. pEdV = A‘ prdV — ﬁ iy + T“'?’-rﬂf (A%)

Transformado la integral de superficie en una de volumen, mediante el
teorema de Green, y luego de algunas operaciones matemiticas, se abtiene
la siguiente exprogion local Euleriana de la primera ley de la termodindmica

ol
pk = pr =g+ Ty ‘}”‘ v (A.9)
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como; /iy = Ly = Dy + £y, que multiplicado por el tensor simétyico
de tensiones, se tione

il EJI['I (2] 3 L -
?,JW‘, =TyLy = TyDy + Tyfhy (A.10)

=

entonces restlta la signiente expresion para la primera ley de la termo-
dindmica:

p = (pr = V) £ Ty D, (A1)

A.2 La segunda ley de la termodindamica

La sequnda ley de la termodindmica (Oller, 1989) (Lubliner, 1972), postula
el halanee de la entropia. Se define como entropfa por nnidad de masa (o
densidad de entropfn) & como una funcién de estado relacionada con el calor,
tal que S =0 en un proceso isentrdpico y adiabitico (pr — Vg, = 0), v que
para un proceso reversible puede expresarse como

. s ape (44 .
8= i _— f.s dt - (?f 9‘“)..”.. (A.12)

donde g es el flujo de calor por conduceidn y # un campo esealay que repres-
senta la temperatura loeal absoluta. La entropia global del sélide vale

Sﬂ’u.‘; == / PS iV (A.]_S)
¥

Existen muchas formas de presentar el sepundo principio de la termo-
cindmica, una de ellas es mediante la ecuacion de Clasius-Duhem. Para ello
st supone (uo existe nn campo esealar # v otro §, ambos son funciones do)
eatado local, ral que o partir de la ecuacidn A7 se tiene

Q,u — /‘ﬂ”. dV = /'f[,'fh' FLSI - Sﬂuhg (A..lll)
Jv WE
o también, expresado de la sipuiente forma
S = / Gav — [ B as t:18)
Jv J i f

que representa, ol eambio de entropia introducido por la transfereneia de ca-
lor al sistema, en forma instantdnea.
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De acuerdo a la segunda ley de ln termodinamica, en un proceso irrever
sible se cumple que el cambio de la produceién internn de entropia es mayor
o ipual que el eambio de entropia introducida, s decir

EE"‘:}SW > gotob (A.16)
il [ ¢

K - Edv— | Ly, ds

Tyl Maaddt x4 /; g

esta ecuacion se ln conoce como desigualdad de Clasius-Duhem, Transfor-
maclo la integral de superficie en integral de volumen (a través del teorema
de Green), se obtienen las signientes expresiones de forma local Euleriana
LT ! i .
-b——+—V(—) =0
i p MO
i

; o 1o
ﬂl&l = ﬂﬂ "1‘ EVfﬁ - 0—21;?.\7'0 E' ”
: 1
pl{}ns - ({JT - Vﬂ’.) —— EmV(z‘ :_" (}
' [ 1 3
P=085 - (r- ;;Vr_“) - mr{;‘?f} =0 (ALLT)
combinando esta dltima con la forma local Euleriana del primer principio (ver

ectacidn A.11), resulta la disipacidn local por unidad de masa (o produceidn
mterna de entvopia), dada por:

£ o s 1
0= p(ﬁs - E)+ f_;,'j.-’fl:" = aq.'v{i" =) (A18)
0 i 1
D=5 =E =Tyl - — =
. + i pﬂm‘?ﬁ_ )

Para procesos termo-mecanico, donda el problema térmico es desacoplado
del meednico, se inpone una condicién deriviada del método de Coleman, que
transforma la desigualdad de Claging-Dubem en dos desipualdades desacopla-
das, donde se puede exigir el enmplimiento de ambas de forma independiente,
Asi, In disipacion meednicn y térmica so puede expresar como;

; } 1
Dy, = 08~E+ ;‘ }JU'J =1 (A.19)
erJ = —t’ﬁvff =0 (A!BIJ)

Li ecuncidon A.19 se conoce como desigualdad de Clasius-Planck, y la
ceuacion A20 expresa que necesarinmente el calor Huye desde la zona de
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mayor temperntura hacia la zona de menoy temperatura,

Unia forma conveniente de la expresion de la disipacion se formula en base
a la energia libre de Helmhollz W (por unidad de volumen), ésta se define
COMmo;

Y=g -850 (A.21)

y hiego de alpunas operaciones,

£=1 8¢

de . "
2§y sha o
it

SO —& = — 86

so obtiene una nueva expresion para la forma espacial o Euleriana de la
disipacion:

Dy = =p(W -+ 86) + Ty Dy = 0 (A.22)

Considerando deformaciones inhnitesimales (o = T4 ¢ = Dy), las
expregiones pavn la disipacidn mecdnica quedan como se indiea en el siguiente
cundro:

En funcidn de In densidad de energfa interna:
Dy = plS ~ pE + @ity = 0 (A.23)
En funcidn de la energla libre de Helmholtz:

Do = =p¥ + p80 + o6 = 0 (A.24)

Ahora bien, admitase la existencia de un estado loeal termodindmieo
inico pors el material, y que estd determinado por el tensor de deformacio-
nes £, la entropfa S por unidad de volumen y un grupo de variables internas
v, (donde ex puede ser un esealar (o conjunto de esealares; i=1,, ., A1), 1n vee-
tor (o conjunto de vectores), ete.) las cuales pueden representar por ejemplo:
deformaciones internas, densidad de dislocaciones, aleance de transformacion
de fase, reaccidn quimica, concentracién de imperfecciones en la ved cristali-
na, pardmetros que representen el cambio de conformacion molecular, talla
del grano, endurecimiento, ete. De tal forma que, 1a energfa interna e una
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funcidn del éstado termodindmico, tal que Ly energia interna local por unidad
de volimon os £ E(S, g, cx). Entonces, la disipacién mecinica resulta

= : &E 5 4 f.'F.'J l'.‘}f: . I’r.;"g 45Tl X P
D- (u = EE)S ; (; = -52:)5.;. -Gt 20 (A.25)

Aplicando el método do Coleman (Lubliner, 1985) a la ecuacion A26 y ad-
mitiendo que s y £ representan lag variaciones temporales de lag variables
libres, se tiene que para garantizar el cumplimiento de la desigualdad de
Clasins-Planck, para un cierto estado termodindmico, log multiplicndores do
eatas variables libres deben ser identicamente ipuales o cero; vesultando de
nejuf los sfguientes relucionds Lermodinamicas:
a& ag

0:— i —
as ' TMT P

(A.‘EU)
entonees,

aE |
ey

es decir, los procesos internos reducen la energia interna.

ey 2 () (A.27)

O también, si se considers la enovein libre de Helmbholtg, la cual es funeidn
de un estado termodinamico, tal qne W = Wi(e, 4, ), entonces la disipacién
mecinica resulta:

_ﬂ_ﬂ._(@iﬂ . oW e
_(P r?fu)c"’ - r8)d S 2 0 (A.28)

y aplicando el método de Coleman, se tiene

o v
il TR P il a0
S b Iy {J‘U“-:J (A.29)
y sir debe cumplir que
o,
—q, = 0 (A.30)

dey,



Apéndice B

DEGRADACION DE
RIGIDEZ

B.1 Bases del modelo de degradacion

En este apéndice se presenta el niodelo utilizado para representar el compor-
tarmienta de materinles tales como: hormigdn, niorteyo de cemento, ete. Esta
ley de comportamiento denominada de dufie o degradacidn cumple con las
leyes de la termodindmica y se basa en lo modificacion del tensor constituti-
vo. Existen diferentes formulaciones para caracterizar la degradacién o dafio
del material. Entre estos, los modelos isotropicos son relativamente sencillos
y amplinmente aceptados para esta clase de materiales. La ecuacion cons-
titutiva implementada se fundamenta en las siguientes publicaciones (Oliver
et al, 1990) (Oller, 1988).

Al 'inicio del proceso de carga se cousidera que el material es un material
eldstico isdtropo en perfecto estado. Conforme se increments la carga el
matarial se pcerca a un limite o umbral de tonsiones que marvea el inicio de
la degradacién, al sobrepasar este unibral ¢l material se degrada, perdiendo
rigidez. Este comportaniento e consigue utilizando una variable interna
escalar d lamada de degradacién o darie, que es la medida de la pérdida de
rigides v que varia dentro del rango de 0 o 1. La ecuacidn del modelo de
dano isdtropo se expresn como:

g=(l=d) C:e (B.1)
donde @ y £ son los tensores de tensiones v deformaciones, o la variable

de dano, y € es ol tensor constitutivo eldstico nicial. Esta ceuncidn reveln
alpumng consecuencing hisicas, estas son:

411
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Reminlo
tif=lics

Figura B.1: Ecuscién constitutiva de dano
[. Puesto que 1o vigides se afecta dnicamonte por iin valor escalar s¢ nian
tiene ln isotropia del material,

2. Se puede mtegrar de manern explicita la ecuacién constitutiva, va que
en ella golo intervienen valoves actiales de tension y deformacion.

3. La eeunctdn constitutiva ene dentro de los modelos sstandar de deseom-
posicion de tensiones, dentro de una enota eldstica y otra ineldstica, tal
como se indica en la aiguiente transformacion:

iy = Cligd = Ekp — o Cgpa B = 735 — 0 (B.2)

Naturalmente este modelo estd completamente definido st se determing el
valor de by vaviable interna o en cadi ingtante durante el proceso de dafor-
HiAcion,

La definicion complota de la councidn constitutiva requiere de;

1. Defintcion do lns variables del problena:

e Variable libre: e
e Variable interna:

2. BEstablecimiento de un potencial, en este caso se define la energia libre
Coma

1
li'(e..(tf) = (1l =dy*(e)y ; W)= EEIJ'C’II'-JHE’N' (B.3)
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3. Determinacion de los tequerimicntos termonmecanicos: a fravés de Ly

inecuacion de Clasiug-Planck vilida para problemas termo-mecdnicos
desacoplados, se tiene

; oy, aw
D=7~ EIF,",) LA T

mediante el método de Coleman (Lubliney, 1985), s tiene:

v

> () (B.A)

O = = (1 — d)Ciymen (B.5)
3r
ehP .
= = =) (13.6)

y puesto que W /dd = —0° de donde, la disipncion es

D = 07 (B.7)

La definicion de una novma 7, del tensor de deformaciones £ (o alter-
nativamente del tensor de tensiones no danado a®). Esta norma se le
denomiing también coma deformacidn eguivalente, Sirve para COMIPiLs
var diferentes estacdos del material, asf es posible distingniy procesos do
carga y descarga. A continuacidn se prosentan algunas posibles alter-
nativas;

Madelo elastico simétrico - Para caracterizar un domimo eldstico
simétrico la norma se define en funcidn de la energin eldstica (1°),
Este dominio eldstico se representa por iin elipsoide centrado en
el origen en el espacio de deformaciones o tensiones,

r= Wy =VeiCie=vVo Cio=yaTe (BS)

Modelo solo traceidn - Este models es itil cuando ln degradacion
del material se praduce inieamente por traceidn, La norma se de-
terminacda mediante la funeidn rampa ((1)), estd toma Gnicamente
los valores positivos del argumento, el enal corresponde o las ten-
siones principales.

T=+a:(e) (13.9)
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Modelo no simétrico : Este modelo puede ser utilizado para repre-
sentar materiales que ¢l dominio eldstico en traceion difiore del
doininio en compregion. Por ejemplo la resistencia a compresion
del hormigon es aproximadamente 10 veees superior a la resis
tencia en traccidn, Para caracterizar esto dominio se utiliza la
sigiiente luncion;

ro (o4 Q) Tie (13.10)

donde ¢ es i factor de peso que depende del estado de tension
a”, definido por

_ Flile) (B.11)

y 1 08 la relacion de la resistencia o compresién sobre |a resistencia
o traceion. En el hormigdn esta relacidn es alrededor de 10, tal
como se express a continuacion:

1o = e ) (B.12}

5, Criterio de dano- Se formula una funcidn (F) que divide ol espacio de

tensiones admisibles, en un dominio eldstico (F < 0) ¥ un dominio de
dano (£ = 0). Este espacio tensional es funcion de la norma 7 v un
timbral de dafio que se denomina . Entonces, es posibile expresar dicho
@H[!Eﬂli{} GOy,

F(rr) = G(r*) - Gr'y <0 para todo t =0 (B.13)
donde G(-) es una funcion escalar mondtona. Esta funcion F(7, 1) = 0
esta definida en el espacio de deformaciones o tensiones no danadas,
Lia forma mas simple de este eriterio es;

; - ]
Flror)=1"-1"£0 para todo § =0 (I3.14)
donde 7 og [ norma descrita anteriormentioe y rf os el umbral de dafio en
ol tiempo . Si 7" es el valor inicial del umbral (propiedad del material),

se debe cumpliv gque »f 2 7 = 7. El dafio ocutre cuando la norma 1
excede el valor del actual umbral,

Leyes de evolueidn.- Se han definido las signientes leyves de evolucion
para ol umibral de daiio y la variable de degradacion:
P (B.15)

. AF(rT) L dG
d = p a:”='”' d(;) (B.16)
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donde fi es el pardmetro de consisiencia do daino que se utiliza para
definir las condiciones de carga y descurga de acuerdo o lag condiciones
do Kulin-Thelker:

Flri) <0, =0, jaxFlr)=0 (B.17)

La condicidn de consistencia establece que si F(7, 1) = 0 necesarinmen-
te se cumple:

T 1':’(7', ry =10 (B.18)

Finalmente la expresion de la disipacién puede sseribiree como (Simo
& U, 1987)

D = W% = WG (r) (13.19)

La evolucién de las variables internng puede ser integradas explicitamente
tomando

' o= mar{r®,maz(r*)} D=s=<1 (13.20)
do= QY (13.21)

16 enal deseribe la evolucion completa de las variables internas en una situa-
cidn de carga v descarga, La funeidn G(r') que define la evolucion del daiio
(dlesde 0 a 1) es (Oliver ef al., 1990):

ey v Dl Al = & , W F -
Gty =1-Sem[A(1-5)]  0<r < (B.22)
donde,
- fi BT es Modulo elastico ([3.23)

- i gu
Ly disipacion total de energin especifica por unidad de volumen paura un
pl'ﬂi?f_‘Hf] l'!l.li-‘l](]l.lil'!l‘.‘i a8

o 1
= Dot - / TG )T dt (13.24)
0 S0

En particular para el modelo con degradacién en traccién v compresién
es facil ver que

™ = 20° en tension, widaziol (13.25)

74 F\I’” en comnpresidn uniarial
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sustituyendo la expesion B.25 en B.24 y utilizando Ia funcién G(-) definida
en 122 e integrando resulta

1 1 . .

g = ('E -+ E)(r*)’ e Lereatdn wiiaaial (B.26)
|

g = (2 o ﬁ)(‘m")ﬂ e COTIPT ARG, WrEartal

donde g, v g, son la energia especifica disipada dentro de un process de
Lraceidn o compresion respectivamente.  Obsérvese que desde esta iltima
expresion resnlta
2 i
4 =0, demde : 1 T (1B-27)
i

tinalmente, es posible relacionar la energla especifica g con la enerpia de frac-
tura Gy por unidad de drea (que usualmente se supone que es nna propiedad
del material), entonces
ef,
h = F ([5.'28}
clonde 1* e o longitud caracterfstica del elemento finito, Utilizando la ecnas
vion B.26, B.28 y B.23 se obtieno que

_(GrE? 1\
A= 3) 29 (8:29)

El valor de A junto con el valor de n determina la forma de la curva uniaxial
de tensidn-deformaciéon, Como A tiene que sor pogitivo, esta expresion tam-
bién delimita ¢ mdximo tamano del elemento quo puede sor utilizado en la
malla de elementos finitos.

Por otra parte, el tensor constituttivo tangente ( ,"‘) g6 puade obtener de
forma explicita, Notese que el incremento de tensidn vale

¢ = Clie (B.30)

s (l=d)C:1e-dC: e
(1 =d)C:é—de

en ragimen elastico

& =(1-d)C:é& d =1
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en cambio, en caso de carga
d = (".'(1] # =%

entonces, ¢l meremento de tension puede eseribivse como

=(1-diCé-Lopoie (1.31)
a=|(1-de - @ﬂ@a’] ¥

y el tensor tangente quada

= (1-d)C - ”f"a & (B.32)
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B.2 Algoritmmo de implementacion

El algoritmo de esta ecuacidn constitutiva de degradacion se presenta en el
sigiiente cuadro, en donde se congidera el modelo no siimétrice.

DATOS INICTALES  (Tustante f 4+ A2):
Propiedades del Material: f," n, Haop, Gy
Valores actuales: 444 ', ot

1) DETERMINACION DE LA NORMA EN ESTADO NO DANADO:
51 b=l entonces il vilor inicial de r” = ¢
Determinacidn del pardimetro A;
; =] -]

A~ (8-
Tensor de tensiones en el estado no danado:

gl o 0 gt hAL
Evaluacion de la norma /3 (modelo no simétrico):

= (s + k) Vorm e

al-l i
donde ¢ es: ¢ o= Eiﬂﬁm

2) 81 EL ESTADO ES ELASTICO (S1 riHal = ) ENTONCES:
Valor del umibral de dano:
S a0
Valor de la degradacian: '
Juat gt o G(T.HA.‘.). d=0
Cialeulo del tensor de tensiones:
aitdt — (] — d-‘.-l-m)g ghtd
SALIR.
3) 81 SE PRODUCE DEGRADACION (Si Tt = ') ENTONCES:
Valor del umbral de dafio:
plhBl o ptRAL ;o= F
Valor de la degradacidn:
(At — G(?.i.-r.m)
Calenlo del tensor de tensiones;
attal (1 _dr-rm)g . gl
1) DETERMINACION DEL TENSOR CONSTITUTIVO TANGENTE:
Cf = (1 =)y — 1 (e PUERY & ottt
T
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En esté apéndice se presenta la formulacion de la eenacidn constitutiva im-
plementadn para representar ¢l comportamiento lineal v no lineal de ciertos
materinles como los metales. s decir, bajo clerto estado tensional provoci-
do hor fuerzas externas, el fif)lll'[.'l('ﬂ'tﬂfl'].:lﬂlﬂnﬁ de estos materiales ]')l'i"fﬂt‘-llt-ﬂ i
relacidn tension-deformacidn lineal hasta aleanzar un umbral de tensiones,
a partiy del enal dicha relacion cambia significativamente, generdndose com-
portamientos como: plasticidad perfecta, endurecimiento o ablandamiento.
Sirultaneamente se producen deformaciones permanentes o plasticas,

C.1 Bases de la ecuacion constitutiva

La presentacion de esta ley de comportamiento (formulada en el espacio de
tensiones) asf como la implementacién estdn basados en (Simo & Hughes,
1998). Se vealizan lag signientes considernciones:

I, Descomposicion aditiva de las deformaciones, Es decir, se acepta que la
deformacion total esta formada por una parte eldstica v otra ineldstica
E=g" g’ (C.1)

donde £ se guarda como una variable independiente v Jn evolucidn de g”
estil definida o través de una regla de flujo (presentada mis adelante)

2. Relacion tensidn-deformacion capaz de deseribiv el comportamiento
eldstico del material. En este caso, ¢l tensor de tengiones o st e
lacionado a la deformacidn elistica £ mediante la luneidn de enerpia
almacenada W, de acnerdo a la siguiente relacién (hipereldstica)

i, 1) m/ 2V EAEIEY) (C2)

419
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donde W presenta una forma cuadratica de la deformacion elastica
(W = (1/2)e°Ce®), y € o8 ¢l tensor constitutivo eldstico, el cual se
congidera constante, Entonees

g=C(g" + &) (C.3)

Espacio de tenswones v condicidn de fluencia: Se define una funcién f
lamada eriterto de fluencia, el cunl restringe el estado {er, g} (donde ¢
representa el endurecimiento) a un espacio de tensiones admisibles £,
definido como

E, = {(e.q) € R xR | fo.q) <0}, (CA4)

por lo tanto, si el estado de (e, ¢) cae dentro de este espacio, se consi-
dern que no hay cambio en las variables internas (g7 §), ¢sto es

=0y g=0 s flo,g) <0 (C.5)
por consiguiente, la respuesta es eldsticn
Heog) <0 = ¢=Ce (CLG)

Entonces, el rango eldstico es un egpacio abierto que puede ser descrito
de la gigiiente forma

int(E,) = {(e,q) € R x & | foq) <0} (€.7)

y la superficie de fluecia es el contorno del espacio de tensiones JE,
definido como

B, = {(e,q) e R <& | fz,q) = 0} (C.8)
de tal forma que

Ee = int(lK,) U IE, (C.9)

- Una vegle de flugo y una ley de endurecomiento que dan lugar a la

irveversibilidad del Hujo plastico. Se considera que un eambio sobre "
y § toma lugar inicamente enando f(o,q) = 0y dicho cambio puede
ger deserito de la siguiente manera

e’ ¥ rlo ), (C10)
q ¥ bl q). (C.11)
donde 7 v h son funciones que definen la direceion del Hujo plastico y el
tipo de endurecimiento. El pardmetro v = 0 es una funcidn no negativa,

Hamado pardmelro de consistencia, el enal obedece unas condiciones
complementarias denominadas de Kuhn-Tucker.
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Condiciones complementarias de Kuhn-Tucker o condieiones carga-
descargo,  Obsérvese que ol sstaco de (e, g) tiene gie ser admisible
v al misma tiempo 5 no negativo, os decir

fo=0 w720 (C.12)
¥ puesto que, si

fla,g) =0 = =10
y=0 = [(a rf) = ().

para cumplir que las tensiones sean admisibles v el incremento de de-

formacion plastica se produgea inicamente en la superficie de fluencia,
s6 Tequiere qie

7 foa) = 0. (C.19)

Condicidn de conaistencia, considérese (en un tlempo £) que el estado
de (&, g) esta sobre la superficie de fluencia, esto es

la(t). q(t)] € Ky = [la(t),qlt)] =0

entonees, para que la tension siga manteniéndose dentro del espacio
adimnisible de tensiones, debe cumplivse:

120 = flo,q)=0.
.r[ﬂ.q)f.[,'l = =0

por lo tanto, se tiene la siguiente condicién adicional

7 fo.q) =0 (C.14)

edta condicidn también se la conoce como condicion de persistencia,

Alora bien, utilizando la regla de la eadena, se tiene

o, 0

,f(n-l q) - (L?_ﬂl'_ o aq q
ar NUSETER . |
= H—E.Ca‘.(s—s") -I-EE-Q
af o1

:C:E—T(E:G’:r+g—i-h)£l] (C.15)

er
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v puesto que vy = 0 = fla, i) = (0, resulta

%:C:é

7= g——r— (C16)
%jg O L E 3{' h
Finahnente,
o =0 () =0C:(&"+7r) (C.AT7)

sustitiyendo la ecuacién €16 en la ccuacion C.17, se puede escribir
o=0" &, (CL18)

donde, 7 e el lenser constitulive eldsto-pldstico dado por la siguiente ex-
presion

C'y=0C si =0 (C.19)
CiraCc:

CPy=C - s si ¥20 (220

? ?,%:C":r-!-%ﬁ-h i ( )

Obsérvese que en general € puede ser no simétrico, excopto on el caso en
cue

E).fl(lﬂ'ﬂ” f(“ﬂ)

rlaq) = e

lo eual se conoee como unn vegla de flujo asociada,
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C.2 Modelo J2 con endurecimiento isétropo
y cinematico

Far este cnso las variables internas de plasticidad son g == {a, A}, donde o
es Lo deformacion pldstice equivalente que define ¢l endurecimiento isdtropo’
de la superficie de lluencia de von Mises y A define el cenfro de dicha su-
perhicie dentro del espacio de tengiones desviadoras. Entouces, el modelo de
plasticidad J2 resulta de las siguiente condicion de Auencia, regla de fujo y
ley de endurecimiento:

n o= devle] -, trid] = 0, (C.22)
fle, ) lImll - \/% K(a), (C.23)
o= C.24
’ ﬁﬂ"?” (2w

p f i .
o = I i Lag
a = 9 % (C.26)

doncle, 7 es el vector normal a la superficie de von Mises, dev|s| representa
el tensor desviador y tr] Ia traza. Las funciones K'(a) v H'(a) se cono-
con como mddulo de endurecimiento isdtropo ¥ cinemdtico, respectivamente.
Siendo |7 = v, v la relacién C.26 implica eue

o ::3”
at) = / \/q"&"(flﬂ dr (C.27)
U "
lo cual coincide con la usual definicion de deformacidn plastica equivalente.

La funcidn de endurecimients utilizada estd formada por un endureci-
miento cinemitico lineal y otra que corresponde a un endurecinuento isétropo

no lineal, ol ennl corvesponde o un endurecimiento de saturacion del tipo ex-
ponencial, vs decir,
Kla) = oy + Ha + (g = G’g#)ll = c'n:p(: -'6(1-)], (C.28)

donde H =0, ¢u, = oy = 0, 8 = 0 son constantes del material,

'Se entlunde por endurveunnto watrope, unn expasién del sspacio de tensiones adimi-
siblos B,. B camblo, ol endurecimiento cinemdtico so caracteriza por of traslido de oste
eapacio de Lonakones,
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Ahora, el pardmetro de congistencia pregsentado en la ecuacidon C 16 se
ageribio como

: i (C.20
Ly /214 e C.29)
donde
7 ;
Ti s (€1.30)
([l !

uote que trjn] = 0, de agqui qne n ;& = n : devjg].

Finalmente, en régimen de carga el tensor constitulivo tangente so ablicne
oo

O = ki@ 2;:[1-%1@1 S l-?lf‘@“qj, pard 4 >0, (C.31)
' BT

donde, 1 representa el tensor identidad de segundo orden y T el tensor iden-
tidad de enarto orden.
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C.2.1  Algoritmo de implementacién

Algoritmo de retorno radial (con endureciniento isGtropo v cinemitico):

5

1) CALCULO DEL ESTADO INICIAL (fral):
Tenzor desvindar de deformaciones
Endl = Engt '_E((l'-'f'[E...i.ll}l
Tensor desviador ;Iu b= ones
s = 2p(en . —eb)
Tensiones relativas

trinf
&t = ol — 4,

2) VERIFICACION DE LA CONDICION DE FLUENCIA:
firil = gl ~ /3K (o)
IF firut < () THEN:
Set (-)n'l | = ('J::I-I;"f
SALIR
ENDIF,
3) DETERMINACION: n,,;, Av:
Voctor normal a la superficie de flusneia
3 t“,;f = Ei!lllf
W) = e
Deformncion plastiea equivalente
@y | o vy \/%A"?
1) ACTUALIZACION DE LAS VARIABLES:
Tengidn de retorno

ﬂnnl-l = ﬁn + \/E[I'H(Hrl'!'l) - ‘Hl(f-}ll)]“ﬂ kl
Deformacion plisticn
Ep = eh + Ayn
Tensor de tengiones
Tpiy =k Ir [En +-I|1 + 3:;.{.“‘ 2uAvyn, |
5) ¢ ALCULO DEL TENSOR CONSTITUTIVO CONSISTENTE:
o=k 1 @1 ‘IHCHH[-‘ y ll@ IJ - ‘!#Cn+-lnn-il Ty

c:ul-l = I _"g?‘“:'r?i

Gy 1= —mv.—m'""; = (1 = Gus1)
TS Y

£

(Simo & Hughes, 1998) (pag 124),
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