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Capitulo 1

Introduccion

”Cuando se es muy joven y se sabe un
poco, las montanas son montanas,

el agua es agua, y los drboles son drboles.
Cuando se ha estudiado y se ha leido,

las montanas ya no son montanas, el agua
ya no es agua, y los drboles ya no son
drboles. Cuando se es sabio, nuevamente
las montanas son montanas, el agua es

”

agua y los drboles son drboles.
Antiguo refrdn del Budismo Zen

1.1 Generalidades

El uso de materiales compuestos en el diseno de estructuras se ha visto incrementado
notablemente en los tltimos anos. Esta tendencia se debe al hecho de que poseen
ciertas caracteristicas especiales y sus cualidades resultan totalmente diferentes de
las de los materiales simples is6tropos utilizados normalmente con fines estructurales.

Estos materiales presentan una elevada relacién resistencia-peso y rigidez-peso,
son resistentes a la corrosion, térmicamente estables y resultan especialmente ade-
cuados para estructuras en las que el peso constituye una variable fundamental en
el proceso de diseno. Los componentes estructurales que requieren gran rigidez,
resistencia a los impactos, formas complejas y considerable volumen de produccién
resultan ideales para ser fabricados a partir de materiales compuestos. Por ello, su
uso en la fabricacién de piezas de automéviles se ha extendido en los 1iltimos anos
(Ali, 1996) (O’Rourke, 1989). Ademds, también se utilizan mucho en la industria
aerondutica y aeroespacial.
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En aplicaciones estructurales es necesario combinar distintos materiales béasicos
para obtener materiales compuestos cuyas propiedades y cualidades mecdnicas son
superiores a las de sus constituyentes. Entre los componentes méds utilizados estan
las particulas y las fibras. En el primero de los casos las particulas de un material o
materiales especificos estdn adheridas entre si mediante una matriz continua con bajo
moédulo de elasticidad. En los compuestos con fibras, estas constituyen el refuerzo
y pueden orientarse en la direccion que sea necesaria para proporcionar la mayor
resistencia y rigidez global posibles. Las sustancias componentes que forman la
estructura del compuesto pueden apilarse de manera tal que la rigidez del compuesto
se obtiene a partir de la rigidez de los constituyentes y su distribucién topolégica.

La principal dificultad que se encuentra en el momento de disenar estructuras
con materiales compuestos es la falta de modelos constitutivos que permitan si-
mular su comportamiento. Las técnicas analiticas convencionales utilizadas para
el estudio de materiales simples isétropos no resultan adecuadas para el andlisis
de materiales compuestos. Tampoco ha resultado satisfactoria la representacién de
un compuesto mediante un tinico material ortétropo con propiedades del conjunto.
Puede observarse en distintas referencias los intentos que ha habido para modelar
el comportamiento de materiales compuestos, utilizando la técnica de elementos fi-
nitos para el andlisis y diseno de estructuras, donde la correlacién entre los andlisis
y los resultados experimentales no resulta satisfactoria (Ali, 1996) (Klintworth y
Macmillian, 1992). El proceso de disefio de componentes en materiales compuestos
se ha basado, principalmente, en métodos empiricos, observindose en la literatura
la ausencia de andlisis o simulaciones del comportamiento de materiales compuestos
sometidos a niveles de esfuerzos que sobrepasan el limite eldstico.

1.2 Aplicaciones de los materiales compuestos

1.2.1 Utilizacién de materiales compuestos en la industria
automotriz

La utilizacién de materiales compuestos con fines estructurales en la industria del
automoévil es baja (Noguchi, 1993), aunque su uso relevante en el mundo de la
competicién, laboratorio de prueba de la industria automotriz, donde se demuestra
el alto potencial que tiene este tipo de materiales. Los automdviles especiales, por
ejemplo los vehiculos de Férmula 1, resultan extremadamente sofisticados en diseno,
construccién y operacién. La mayoria de los equipos que forman parte del mundo
de la Férmula 1 han realizado grandes inversiones en tecnologia que les permite
obtener ventajas respecto del resto de equipos. Como resultado, gracias al gran
desarrollo e impulso que les ha dado la industria aerondutica los materiales com-
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Figura 1.1: Esquema de los componentes de material compuesto en un automévil de
Formula 1 (McLaren MP4/7 1992).

puestos han comenzado a ser muy utilizados a partir del ano 1980. Los disenadores
de automdviles de carrera deben respetar ciertas reglas impuestas en cuanto a la
resistencia, rigidez y peso de los coches. El peso del vehiculo constituye también
una variable fundamental en el momento de definir los materiales que se utilizaran
en la construccion del casco de los coches. La solucién a este problema se obtiene
optimizando la geometria, y la calidad de los materiales a emplear.

La utilizaciéon de materiales compuestos reforzados con fibras se remonta al ano
1950. En aquella época se utilizaban mucho los compuestos de matriz de resina
poliéster y refuerzo de fibra de vidrio orientada aleatoriamente. Este material se ha
utilizado hasta finales de la década de 1980.

A partir de la década de los 80 comienza la utilizacién de materiales compuestos
reforzados con fibras de carbono. Este uso se ha generalizado debido a que presentan
una elevada relacién resistencia-peso y rigidez-peso; son resistentes a la corrosién,
térmicamente estables y resultan especialmente adecuados para estructuras en las
que el peso constituye una variable fundamental en el proceso de diseno. En la
actualidad en los vehiculos de Férmula 1 el 75% de los mismos estd constituido por
materiales compuestos, porcentaje que se incrementa a diario. En la Figura 1.1 se
muestran las diversas partes de un coche de Férmula 1 constituidas por materiales
compuestos.

La utilizaciéon de materiales compuestos ha permitido por un lado mejorar las
prestaciones de los vehiculos y por otro incrementar la seguridad de los mismos de-
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Figura 1.2: Diseno tipico de la suspensién de un automdévil de Férmula 1 (McLaren
MP4-14 1999).

bido a la gran capacidad de estos materiales para absorber energia ante impactos.
Adicionalmente a las partes estructurales, los materiales compuestos se utilizan en
otras partes de los vehiculos tales como discos de freno de carbono-carbono, em-
bragues y como aislante térmico. Los discos de freno de carbono-carbono permiten
una significativa reduccién del peso de los mismos al igual que un aumento en la
capacidad de frenado del vehiculo.

La maés reciente innovacién ha sido el diseno de componentes de suspensién con
materiales compuestos en el ano 1992 por parte del equipo McLaren, lo que permitié
una reduccién del 50-60% del peso, lo que se traduce en una reduccién de la inercia.
En la Figura 1.2 se muestra el esquema tipico de un sistema de suspensiones de un
coche de Férmula 1.(Savage, 1993)

1.2.2 Utilizacién de materiales compuestos en aviacién

La utilizacién de materiales compuestos en la industria aerondutica es anterior a la de
la industria automotriz. Se la considera como precursora en el uso de estos materiales
en diversas aplicaciones. La elevada resistencia y rigidez junto a menores costos y
peso de los materiales compuestos son los principales factores que han permitido su
uso en la industria aeroespacial. El peso constituye la variable fundamental para la
eleccion del material a utilizar en las estructuras de aeronaves. La utilizaciéon a gran
escala de estos materiales en motores de aviacién se debe a Rolls-Royce, utilizando
en partes del sistema de compresion de la turbina RB108 plastico reforzado con fibra
de vidrio.

En motores, los materiales compuestos de matriz polimérica (PMC) compiten con
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Figura 1.3: Carcasa de turbina realizada en matriz epoxidica con fibra de carbono (Rolls
Royce RB211).

el titanio en su utilizacién debido a que presentan una elevada relacion resistencia-
peso y rigidez-peso. Los materiales compuestos de matriz metélica (MMC) resultan
potencialmente atractivos en situaciones en que elevadas temperaturas puedan danar
los materiales compuestos de matriz polimérica. En zonas de temperaturas muy ele-
vadas se utilizan materiales compuestos de matriz cerdmica (CMC). Los materiales
CMC son conceptualmente diferentes a los PMC y a los MMC debido a que las
fibras modifican la forma de propagacién de las fisuras en el material y no actian
como un refuerzo de una matriz (Ruffles, 1993).

La introduccién de motores ”big-fan” en los primeros anos de la década de los 70
coincide con la amplia disponibilidad de los materiales compuestos reforzados con
fibras de carbono. Con la introduccién de estos materiales se lograba una mejora de
sus caracteristicas y una disminucién considerable de peso. A pesar de las ventajas
citadas, estos "fans” no superaban las pruebas de choque contra aves y el material
compuesto fue reemplazado por titanio.

A excepcion del propio "fan” y de la zona de combustién, la mayor parte de
la estructura vista desde el exterior de una turbina estd constituida por material
compuesto reforzado con fibras de carbono. En la Figura 1.3 se observa la carcasa
de una turbina realizada en material compuesto reforzado con fibra de carbono
correspondiente a una turbina Rolls-Royce. En el interior de una turbina muy
pocas piezas estan realizadas en material compuesto. A pesar de esto los materiales
compuestos representan alrededor del 10% en peso de una turbina (Ruffles, 1993).

En el futuro, la utilizacién de los materiales compuestos debers extenderse hacia
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la zona interior de la turbina. Los programas de desarrollo de motores para avia-
cién civil impulsados por Rolls-Royce tienen como objetivo realizar el ”fan case” y
la estructura de soporte del "fan” en material compuesto reforzado con fibras de
carbono.

En los motores de aviacion destinados a uso militar las partes realizadas con ma-
teriales compuestos son diferentes debido fundamentalmente a que estos motores se
montan directamente en la estructura del avién y no tiene una cubierta exterior. En

la actualidad se encuentran bajo desarrollo diversas partes realizadas con materiales
MMC y CMC.(Ruffles, 1993)

1.2.3 Utilizacién de los materiales compuestos en la indus-
tria naval

El uso de materiales compuestos orgédnicos (OMC) en aplicaciones marinas data del
ano 1940. En la actualidad su uso se ha extendido a pequenas embarcaciones. La
utilizacién en grandes navios y estructuras offshore no se ha generalizado debido
fundamentalmente a que los disenadores y constructores de este tipo de estructuras
no estan familiarizados con este tipo de material y deben desarrollar nuevas tec-
nologias que permitan su aplicacién en la industria naval. Existe en la actualidad
una fuerte demanda de materiales compuestos para la fabricaciéon de embarcacio-
nes, submarinos y estructuras offshore debido a que permiten una reduccién en peso
del 25-50% con respecto a los materiales tradicionales (aluminio y acero). Ademsds,
tienen una elevada resistencia a la corrosién (que se traduce en una disminucién
del mantenimiento), baja conductividad térmica, no resultan atraidas por campos
magnéticos y su reparacién resulta sencilla.

En la industria naval el uso de materiales compuestos reforzados con fibras de
vidrio se ha extendido debido fundamentalmente a que presenta una muy buena
relacién precio-resistencia. Las fibras de vidrio tipo E son las mds utilizadas debido
a que tienen una buena resistencia y son resistentes al ataque del agua marina. La
fibra de vidrio tipo S tiene una resistencia superior a la tipo E y tiene muy buena
resistencia a la fatiga, pero su costo es elevado (ver Seccién 2.2.4).

La aplicacién naval més significativa de los materiales es en la construccién de
buques buscaminas, debido a que este tipo de embarcaciones requiere fundamental-
mente materiales con bajas propiedades magnéticas y buena resistencia a cargas de
impacto. Otra aplicacién la constituyen las embarcaciones de patrulla rdpida. En
la marina comercial existen aplicaciones en embarcaciones pesqueras pequenas (<25
m longitud) que se benefician en la reduccién del peso y en el mantenimiento. En
estructuras offshore los materiales compuestos se utilizan debido a su bajo peso y
elevada resistencia a la corrosion. En el sector de las embarcaciones de competicion
los materiales compuestos reforzados con fibras de carbono y aramida resultan muy
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utilizados debido fundamentalmente a su elevada resistencia en comparacién con los
materiales compuestos reforzados con fibras de vidrio, minimizan el peso y permiten
construir embarcaciones de altas prestaciones. En el mundo de la competicién los
disenos utilizan tecnologia de punta, lo que permite obtener datos valiosos en cuanto
a las prestaciones de los materiales que resultan titiles en otras aplicaciones en la
industria naval.

Futuro de los materiales compuestos en la industria naval

Como resultado del continuo desarrollo de estos materiales, las propiedades me-
cénicas y fisicas no se encuentran suficientemente caracterizadas. Los materiales
compuestos de matriz de resina termoestable y refuerzos de fibra de altas presta-
ciones (aramida, carbono) resultan adecuados para estructuras que requieren poco
peso con buenas caracteristicas mecdnicas. A pesar de poseerlas es necesario reali-
zar mejoras y ensayos para establecer su respuesta bajo condiciones de servicio, por
ejemplo degradacion a la exposicién por largo tiempo en agua de mar, cargas de
fatiga impacto o resistencia al fuego.

Los materiales compuestos resultan especialmente indicados para colocar en su
interior sensores y actuadores durante el proceso de fabricacién con el objetivo de
controlar deformaciones, temperaturas, vibraciones, rigidez, etc. Esta caracteristica
puede facilitar informacién a disenadores para optimizar el diseno estructural y los
factores de seguridad en las estructuras.

Los materiales CMC y MMC se utilizan solo en casos excepcionales en los que
se requiere elevada resistencia a las temperaturas y rigidez.

Los métodos de ensayo de materiales compuestos se basan en los realizados en
la industria aerondutica y algunos no pueden aplicarse a la industria naval, por lo
tanto, es necesario definir ensayos y metodologias que permitan caracterizar estos
materiales para aplicaciones en esta industria.

1.2.4 Utilizacion de los materiales compuestos en la inge-
nieria civil

La aplicacién de materiales compuestos a la realizaciéon de obras civiles comienza a
ser relevante en la ltima década, ya que anteriormente su presencia en este campo
ha sido virtualmente inexistente. Hallan su aplicacién en la industria de la cons-
truccién en estructuras sometidas a la accion de ambientes agresivos, plataformas
offshore, depésitos, anclajes al terreno, construcciones no conductivas y no magnéti-
cas, refuerzos de estructuras, armaduras pasivas, armaduras activas, cables, tableros
para pasarelas, perfileria y recubrimientos de tineles.
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Refuerzos de estructuras

De los diversos métodos empleados en el refuerzo de estructuras, el encolado de
chapas de acero mediante adhesivo estructural es uno de los sistemas méds amplia-
mente utilizado y de mayor eficacia gracias al desarrollo de las técnicas adhesivas. A
pesar de la eficacia demostrada por las ldminas encoladas de acero, estas presentan
algunos inconvenientes:

e Las laminas de acero constituyen elementos de peso elevado, lo que dificulta
su manejo y puesta en obra. Son necesarios medios auxiliares para su co-
locacion, los cuales deben permanecer por elevados periodos de tiempo con
las consiguientes molestias en el tréansito en el caso de refuerzos de pasos a
sobrenivel.

e Corrosion en las ldminas, que afecta a su resistencia y a la adherencia entre la
ldmina y el hormigén.

e Necesidad de superficies de hormigén planas que permitan el perfecto encolado
de las ldminas.

El sistema de refuerzos de estructuras con materiales compuestos ha sido de-
sarrollado en los Laboratorios Federales Suizos para el Ensayo de Materiales (EM-
PA) en la década de los 80 con el objetivo de solventar los inconvenientes citados
anteriormente y ante el elevado niimero de estructuras existentes que requieren ser
reforzadas.

La utilizaciéon de laminados compuestos de fibra de carbono y resina epoxi en
el refuerzo de estructuras de hormigén, metdlicas, de madera, etc. comienza a
ser una alternativa al sistema de refuerzo convencional mediante el encolado de
chapas de acero. El aumento en el uso de materiales compuestos para refuerzos se
debe fundamentalmente a las mejores prestaciones mecdnicas, buena resistencia a
la corrosién y bajo peso que facilita su transporte, manejo y colocacién en obra. La
primera aplicacion a escala de este tipo de refuerzo data del ano 1991 en el puente
Ibach en Lucerna.

Este sistema se aplica en diversos paises, y tan s6lo en Suiza y Alemania el niime-
ro de realizaciones de refuerzos de estructuras con ldminas de material compuesto
encoladas asciende a 250 y existen méds de 1000 en el mundo, concentradas en paifses
tales como Suiza, Alemania, Japon, EE.UU. y Canad4. Gracias al empleo de medios
auxiliares mas ligeros durante un tiempo menor se pueden llegar a obtener ahorros
de hasta un 25% en el proceso total de refuerzo de la estructura, compensando
el mayor costo econémico del material compuesto frente al del acero (G. Pulido y
Sobrino, 1998).
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Figura 1.4: Colocacién de refuerzo a flexién en viga lateral de un puente.

En la Figura 1.4 se observa el proceso de colocacién del refuerzo a flexién en una
viga lateral de un puente. En la misma fotografia se observan los medios auxiliares
ligeros empleados en la colocacién del material compuesto, lo que permite disminuir
los costos del proceso de refuerzo de la estructura.

En la Figura 1.5 se muestra la colocacién de refuerzo a cortante en una viga de
un puente. Se aprecia la utilizacién, también, de sencillos medios auxiliares para la
colocacion del refuerzo en las caras laterales de la viga.

Armaduras del hormigén

Otra utilizacién de los compuestos reforzados con fibras es la de sustituir las arma-
duras utilizadas para el armado de hormigén o en tendones de pretensado. Se aplica
fundamentalmente en ocasiones en que el uso del acero como armadura del hormi-
gén presenta serios problemas como corrosiéon, magnetismo o densidad elevada. La
alternativa la constituye el redondo compuesto por fibra de vidrio revestida por una
matriz termoendurecible (poliéster o epoxi). La adherencia entre el hormigén y este
tipo de refuerzo es muy alta ya que se obtienen superficies con relieves comparables
a las de los redondos de acero.

Actualmente las aplicaciones son muy variadas: losas no magnéticas, velos delga-
dos de hormigén (las armaduras pueden estar muy préximas a la superficie exterior),
tierra armada, tirantes de arriostramientos, etc.
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Figura 1.5: Colocacién de refuerzo a esfuerzos cortantes en un puente.

Tirantes

Los tirantes de fibras se utilizan fundamentalmente en aplicaciones donde existen
problemas de corrosién, o en edificios de comunicaciones o transmisiones donde los
tirantes metdlicos serfan susceptibles de calentamiento por absorcién de la energia
radiante o de interferencias en la transmision de ondas electromagnéticas.

Para el caso de esfuerzos de traccién de nivel medio alto (hasta 2700 MPa.)
se utilizan fibras de vidrio y para esfuerzos superiores se usan fibras de carbono o
aramida. Un ejemplo de aplicacién lo constituye la conocida Torre de Telecomuni-
caciones de Colserolla de 268 metros de altura de la ciudad de Barcelona. En este
caso se utilizé una fibra de aramida y cada uno de los tirantes se compone de siete
cordones de 50 mm colocados dentro de una vaina de polietileno.

Perfiles de pultrusién

Los perfiles fabricados por el proceso de pultrusion se utilizan en edificios industriales
donde existe el peligro de corrosién debido a la presencia de acidos. Un ejemplo lo
constituyen las plantas de obtenciéon de aluminio, donde la presencia de vapores
de hidroxido de sodio y dcido hidroclérico generan serios problemas de corrosion.
Otro ejemplo de aplicacién lo constituyen los edificios industriales destinados para
ensayos de ordenadores y productos electronicos debido a las propiedades aislantes
de estos materiales a ondas electromagnéticas.
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1.3 Contenido de la monografia

Esta monografia presenta un modelo constitutivo que permite simular el compor-
tamiento de materiales compuestos reforzados y su correspondiente implementacién
en el contexto del método de los elementos finitos. Estd organizada en 8 capitulos y
tres apéndices en los que se exponen los aspectos mas relevantes del comportamiento
de estos materiales.

En el capitulo 2 se presenta un estudio exhaustivo de las distintas topologias y
componentes de los materiales compuestos. Se presenta, también, un estado del arte
de los diversos modelos en régimen eldstico lineal propuestos por distintos autores
para simular el comportamiento constitutivo de este tipo de materiales. Posterior-
mente, se realiza un andlisis de los criterios de falla propuestos por diversos inves-
tigadores. Por 1ltimo, se presenta una nueva metodologia que plantea una solucién
diferente al modelo propuesto en este trabajo con base en la teorfa de homogeneiza-
cién en la que el problema se divide en dos escalas de orden diferente: macroscopica
y microscopica.

El modelo constitutivo que se propone en esta monografia estd basado en tres
teorfas que permiten simular los diversos mecanismos que se generan durante el
proceso de falla de los materiales compuestos: la de grandes deformaciones para
materiales isétropos, la de transformacién de espacios para materiales anisétropos
vy la de mezclas para materiales isétropos. El capitulo 3 presenta el modelo cons-
titutivo elastopldstico isétropo en régimen de grandes deformaciones y su posterior
generalizacién para materiales anisétropos. La extension del modelo elastoplastico
isétropo al campo anisétropo se realiza a través de una transformacion lineal de los
tensores de tensiones y deformaciones. En la transformacién se utilizan tensores de
cuarto orden que contienen la informacién de la anisotropia del material. La hipéte-
sis basica del modelo consiste en simular el comportamiento del material anisétropo
real a través de uno isétropo ficticio. Este método tiene la ventaja de permitir la
utilizacion de los algoritmos desarrollados para el caso de materiales isétropos.

En el capitulo 4 se presenta la teorfa de mezclas de sustancias basicas que permite
simular el comportamiento constitutivo de cada una de las fases que componen
un material compuesto. Se basa en el principio de interaccién de las sustancias
componentes. Esta teoria se considera adecuada para simular el comportamiento de
un material compuesto reforzado con fibras largas en régimen lineal y con ciertas
modificaciones permite simular, también, el comportamiento una vez superado el
limite de proporcionalidad. En este capitulo se presenta una extension de la teoria
de mezclas cldsica a grandes deformaciones y se propone una modificaciéon de la
misma que permita tener en cuenta materiales compuestos reforzados con fibras
cortas.

Una de las causas del comportamiento no-lineal de los materiales compuestos se
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debe al fenémeno de formacion de grietas en la matriz lo que produce una disminu-
cién de su capacidad para transferir esfuerzos a la fase de refuerzo. En el capitulo
5 se presenta una extensién de la teorfa de mezclas que permite tener en cuenta la
interaccion entre fibra y matriz. El agrietamiento de la matriz conduce a una dismi-
nucion de su capacidad de transferir esfuerzos con lo que se producen deslizamientos
o movimientos relativos entre el refuerzo y la matriz.

En el capitulo 6 se presenta la implementacion numérica de los modelos consti-
tutivos desarrollados en los capitulos precedentes. Se presenta el planteamiento del
problema junto con las variables de estado utilizadas para caracterizar el material y
las ecuaciones que gobiernan el comportamiento mecdnico del sélido. Posteriormen-
te, se describe la discretizacion espacial del problema continuo utilizando el método
de los elementos finitos (MEF). Debido a la presencia de grandes deformaciones y
de fenémenos pldsticos, el problema planteado resulta no-lineal. En este capitulo
se presenta, también, la resolucién de este problema a través de un planteamiento
incremental-iterativo basado en la linealizacién del sistema de ecuaciones no-lineal.
Por 1ltimo, se presenta el algoritmo de integracion de la ecuacién constitutiva uti-
lizado en esta monografia que permite obtener matrices de rigidez consistentes que
preserva la convergencia cuadratica de los esquemas de solucién basados en métodos
de Newton.

En el capitulo 7 se presentan ejemplos numéricos de aplicacién de los modelos.
Estd dividido en dos partes; en la primera se presentan ejemplos sencillos de veri-
ficacién del modelo constitutivo propuesto, y en la segunda se desarrollan ejemplos
en los que se simulan numéricamente ensayos experimentales de materiales com-
puestos. El primero de los ejemplos consiste en simular una serie de ensayos que se
realizan sobre un conjunto de probetas con una entalla en la zona central que pre-
sentan diferentes orientaciones de la fase de refuerzo. El siguiente ejemplo consiste
en simular numéricamente el ensayo ASTM D4255 que se utiliza para determinar
las propiedades a cortante de un material compuesto. Posteriormente, se presenta
un ejemplo de comparacion entre la teorfa desarrollada en este trabajo y la basada
en la de homogeneizacién. Por tltimo, se presenta un ejemplo en el que se simu-
la el comportamiento de mezclas asfélticas. Todas las simulaciones numeéricas se
contrastan con resultados experimentales.

El dltimo capitulo presenta las conclusiones a las que se ha llegado en este estudio
y se sugieren las futuras lineas de investigacion.



Capitulo 2

Propiedades estructurales de los
materiales compuestos

”Yo opero dentro de las reglas. Si hay una ruptura en las reglas, no es mi culpa
como un participante legal: los culpables son aquellos que establecieron las reglas”.

G. Soros

2.1 Generalidades

En los tdltimos anos, la utilizacién de materiales compuestos se ha incrementado
notablemente. Esta tendencia se debe al hecho de que los materiales compuestos
tienen ciertas caracteristicas especiales y resultan totalmente diferentes a los mate-
riales is6tropos normalmente utilizados. Debido a que presentan una elevada relacién
resistencia-peso y rigidez-peso, resultan especialmente adecuados para estructuras
en las que el peso constituye una variable fundamental en el proceso de diseno. Los
componentes estructurales que requieren una elevada rigidez, resistencia a los im-
pactos, formas complejas y un alto volumen de produccion resultan ideales para ser
fabricados en materiales compuestos. Es por ello que el uso de estos materiales en
la fabricacién de piezas de automdviles se ha extendido en los ultimos anos (Ali,
1996) (O’Rourke, 1989), siendo muy utilizados también en la industria aerondutica
y aeroespacial.

Los materiales compuestos surgen como consecuencia de la bisqueda de mate-
riales que retinan las caracteristicas siguientes:

e Bajo costo.
e Buen comportamiento estructural.

e Bajo peso.

13
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e Posibilidad de produccién en forma masiva.

Las propiedades de los polimeros sintéticos pueden ser incrementadas, en gran
medida, a través de mezclar componentes diferentes que al encontrarse unidos pro-
ducen un material con més capacidad de desempenar su funcién que una sustancia
simple.

Los materiales compuestos son utilizados en diversos sectores industriales debi-
do a las caracteristicas econdmicas que presentan, pues reducen sustancialmente el
volumen de materiales de alto costo colocdndolos exclusivamente en las direcciones
y 0 zonas en las que son realmente requeridas.

Los materiales que se obtienen presentan las siguientes caracteristicas:

e Buen aislamiento térmico y acustico.
e Resistencia a algunos agentes quimicos.

e Disipacién de energia provocada por la microfisuracién en las interfases de
sus componentes de modo que el comportamiento general de la estructura no
presenta una brusca caida de su resistencia tltima.

e Bajo peso, economia y facilidad de transporte y reducciéon de pesos muertos.
e Excelente comportamiento ante la corrosién en ambientes agresivos.

e Elevadas propiedades mecdnicas.

e Alta resistencia al fuego.

e Configuracion séndwich que permite conseguir bajos coeficientes de conducti-
vidad térmica.

e Inertes al agua y a agentes quimicos diversos.

Para aplicaciones civiles y/o estructurales es necesario combinar el poli mero
con otros materiales para obtener materiales compuestos cuyas propiedades superen
las de sus constituyentes. El componente més cominmente utilizado estd en forma
de particulas o en forma de fibras. En el primero de los casos las particulas de
un material o materiales especificos estdn adheridas entre si mediante una matriz
continua con bajo médulo de elasticidad. En compuestos fibrosos el refuerzo puede
orientarse en la direccién que sea necesaria para proporcionar resistencia y rigidez
O6ptimas. Gracias a la moldeabilidad del material pueden seleccionarse las formas
estructurales que se consideren més efectivas.
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Las unidades estructurales que forman la estructura completa pueden apilarse
de manera que la rigidez del conjunto se deriva tanto de su configuraciéon como del
material mismo.

En la industria de la construccion se utilizan la fibra de vidrio, la fibra de carbono
o aramida, o la combinacién de ambas para obtener fibras hibridas. La fibra de vidrio
y el polimero de poliéster o epoxi se utilizan para formar un material compuesto
fibroso que recibe el nombre de poliéster. Entre las principales desventajas que
presentan los materiales compuestos es posible mencionar:

e Los materiales presentan en general un comportamiento no-lineal aiin para
tensiones muy bajas.

e En el proceso de fabricacién del material compuesto, debido a las variacio-
nes de temperatura, el material presenta tensiones residuales muy dificiles de
cuantificar.

e Los materiales de refuerzo en un compuesto (fibras, particulas, etc.) general-
mente cambian sus propiedades mecdnicas al ser sometidos a efectos del medio
ambiente, degradando la resistencia final del compuesto.

Para la utilizacién de materiales compuestos en componentes estructurales es
necesario realizar un diseno especifico del material a utilizar. Esto se debe funda-
mentalmente a la elevada anisotropia y relacion de resistencia entre fibra y matriz.
Este proceso de diseno del material compuesto se ha basado en métodos empiricos,
observdndose en la literatura la ausencia de anadlisis o simulaciones del comporta-
miento de estos materiales sometidos a niveles de solicitaciones que sobrepasan el
limite eldstico. Las técnicas convencionales para el andlisis de materiales simples
isétropos son inadecuadas para el andlisis de materiales compuestos. Tampoco ha
resultado satisfactoria la representacion de un compuesto mediante un tinico material
ortétropo con propiedades del conjunto. Puede observarse en distintas referencias
los intentos por modelar el comportamiento de materiales compuestos utilizando la
técnica de elementos finitos para el andlisis y diseno de estructuras, donde la corre-
lacién entre los andlisis y los resultados experimentales no resulta satisfactoria (Ali,
1996) (Klintworth y Macmillian, 1992).

La principal dificultad que se encuentra con el método de los elementos finitos
convencional es la imposibilidad de modelar el comportamiento de materiales alta-
mente anisétropos sometidos a cargas que superan los limites de proporcionalidad
del material.

Por ello resulta necesario a los fines de modelar materiales compuestos intro-
ducir teorfas que permitan simular el comportamiento de materiales que tienen las
siguientes caracteristicas: a) alta anisotropia con deformaciones permanentes direc-
cionadas; b) existencia de varias sustancias que conforman el compuesto; ¢) flujo
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pléstico unidireccional en el caso de refuerzo con fibras; d) deslizamientos relativos
entre matriz y fibra (debonding) a nivel de interface con pérdida de compatibili-
dad cinemsdtica e) pandeo local del refuerzo; f) tendencia de las fibras a alinearse
con la direccién del esfuerzo mayor; g) presencia de grandes deformaciones debido
al fenémeno de alineacién del refuerzo en la direccién del esfuerzo mayor. Todos
estos fenémenos inducen a una pérdida de resistencia y rigidez global del material
compuesto con pérdida de linealidad en la respuesta del conjunto. Durante la fa-
se de comportamiento ineldstico la energia disipada se calcula como la suma de la
contribuciéon de la energia disipada por cada componente mas la disipacién en la
interface.

Los compuestos son materiales no homogéneos que tienen dos o més componen-
tes: un refuerzo que provee las caracteristicas mecdnicas y una matriz que aglutina
el refuerzo y permite una deformacién uniforme del mismo.

La combinaciéon de los distintos materiales componentes permite obtener mate-
riales compuestos cuyas propiedades y cualidades mecdnicas son superiores a las de
sus constituyentes. Entre los componentes méds utilizados como refuerzo de matriz
es posible mencionar a las particulas y las fibras. En el primero de los casos las
particulas de un material o materiales especificos estdn adheridas entre si mediante
una matriz continua con bajo mdédulo de elasticidad. En compuestos con fibras,
estas constituyen el refuerzo y pueden orientarse en la direccién que sea necesaria
para proporcionar mayor resistencia y rigidez global. Las sustancias componentes
que forman la estructura del compuesto pueden apilarse de manera que la rigidez del
conjunto resulta tanto de su topologia como de la composiciéon del material mismo.

El comportamiento mecdnico de un material compuesto estd determinado por las
propiedades del refuerzo, de la matriz y de la interfase fibra-matriz. Las propiedades
del compuesto no solo dependen de las propiedades de cada uno de los componentes
sino también de los métodos utilizados para combinarlos. Por ejemplo la interface
entre fibra y matriz juega un papel fundamental en el comportamiento mecédnico del
conjunto. A continuacién se presentan las principales caracteristicas de los diversos
refuerzos y matrices.

2.2 Clasificacion de los materiales compuestos.

2.2.1 Clasificacion segin su topologia

Los materiales compuestos se clasifican segiin su configuracién en: materiales de
matriz compuesta, materiales de matriz compuesto con fibras cortas y/o largas y
materiales laminados. En la Figura 2.1 se observa la clasificaciéon de los materiales
compuestos en funcién de su configuracion
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MATERIALES DE MATRIZ COMPUESTA.
GERMETS(  ceramico-metal). Hormigén
simple, etc.

MATERIALES DE MATRIZ COMPUESTA

+
FIBRAS CORTAS.
Hormigones con fibras, Mat. Aeronauticos

MATERIALES DE MATRIZ COMPUESTA
+

FIBRAS LARGAS y/0 CORTAS.
Hormigones armados, Mat. Aeronauticos

MATERIALES LAMINADOS.

COMBINAN TODOS LOS CASOS POSIBLES.
Materiales de uso Aeronauticoy
Automotriz.

Figura 2.1: Clasificacién de los materiales compuestos segiin su topologia.

2.2.2 Clasificacion constituyente

Los materiales compuestos, en funcién del tipo y forma de los materiales que integran
el compuesto se clasifican en (Botello, 1993):

e Fibrosos: Compuestos por fibras continuas cortas o largas, en una dos o tres
direcciones, o bien distribuidas en forma aleatoria aglutinados por una matriz.
A su vez esta matriz puede estar formada por dos o m&ds materiales.

e Particulados: Formados por particulas que puntualmente trabajan aglutinadas
por una matriz.

e Laminares: Compuestos por capas o constituyentes laminares con caracterfs-
ticas de resistencia en magnitud y direccién diferentes.

e Hojuelados: Compuestos por hojuelas planas inmersas en una matriz.
e Relleno barra esqueleto: formado por un esqueleto relleno por otro material.

Los mas utilizados son los fibrosos, en los cuales las fibras asumen el papel de
resistir las acciones mecdnicas y la matriz sirve como aglutinante y protector del
medio ambiente. La resistencia mecédnica de las fibras es del orden de 25 a 50 veces
mayor que la matriz. En el caso del hormigén a traccién esta relacién es del orden
de 100 veces. Esto provoca un comportamiento fuertemente anisétropo.

Al aplicar un carga en un material compuesto se producen en su interior esfuerzos
y para lograr una buena transicién de estos entre fibra y matriz se coloca una resina
y una encima.
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La funcién de la matriz es la de repartir y transmitir las cargas a las fibras. En
el caso de laminados compuestos las propiedades de resistencia al corte son muy
importantes. La matriz cumple la funcién de asegurar la continuidad de desplaza-
mientos entre ldminas en todo el espesor de la estratificacién e influye en el modo
de rotura.

En laminas sometidas a compresion la matriz influye en la longitud de pandeo de
las fibras. Las matrices més comunes son: matrices poliméricas, matrices metalicas
y matrices cerdmicas

Las més utilizadas son las poliméricas, que a su vez se clasifican en: polimeros
termopldsticos, polfmeros termoestables y polimeros espumados.

Las propiedades mecdanicas en estado sélido para un material termoplastico son
generalmente no-lineales con un mdédulo de elasticidad muy bajo y un comporta-
miento ductil. Los materiales termoendurecibles tienen unas propiedades muy li-
nealizables con un alto médulo de elasticidad y comportamiento fragil.

2.2.3 Clasificacién estructural

Desde el punto de vista del estudio del comportamiento mecénico, los materiales
compuestos pueden clasificarse en:

e Estructura bésica: se estudia el comportamiento de las moléculas singulares o
mallas cristalinas

e Estructura microscépica: se estudia la interaccion fibra-matriz, su influencia en
la distribucién de tensiones y la aparicién de fallas, discontinuidades o fisuras
bajo condiciones de cargas elementales.

e Estructura macroscépica: se estudia al material como un compuesto de di-
ferentes materiales que contribuyen al estado de equilibrio bajo la accién de
solicitaciones mecdnicas externas.

En el presente trabajo se realizara un estudio estructural desde el punto de vista
macroscopico, considerando las siguiente hipotesis:

e Las fibras se distribuyen uniformemente en la matriz
e Existe perfecta adherencia entre la matriz y el refuerzo
e La matriz no contiene vacios

e No existen tensiones residuales en el material compuesto provenientes de po-
sibles defectos en la fabricacién
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2.2.4 Fibras

En el refuerzo de materiales compuestos se utilizan fibras cuyo didmetro varia entre
5-200pum Estas fibras pueden ser largas, cortas o estar entretejidas. Uno de los requi-
sitos que se exigen a las fibras es su compatibilidad con el material que constituye la
matriz. Los componentes se consideran compatibles si la resistencia de la interface
es similar a la resistencia de la matriz.

Existen distintos tipos de fibras, entre las mds comunes se puede citar (Hull,
1987b) (Botello, 1993) (Vasiliev, 1993) (Barbero, 1998):

Fibras de vidrio: presentan un didmetro de 3-20pm, una resistencia a la
traccion entre 2 y 6 GPa. y un médulo de elasticidad entre 50-100GPa. La resistencia
de las fibras es esencialmente dependiente de la temperatura, incrementdandose en
un factor de 1.5 a 2.0 veces con temperaturas inferiores a 196°C' y reduciéndose para
altas temperaturas. Entre las ventajas de las fibras se puede citar: alta resistencia
a traccién y compresiéon, buena compatibilidad con matrices poliméricas y bajos
costos. Entre las desventajas se puede citar un bajo mdédulo eléstico y la dependencia
de sus propiedades mecdnicas con la temperatura. Las fibras de vidrio mds comunes
son:

e Tipo E: buen aislante eléctrico, buenas propiedades mecédnicas y bajo costo.

e Tipo R: de alta resistencia mecdnica y médulo de elasticidad

Tipo S: es la de mayor costo. Tiene alta resistencia a la traccién y estabilidad
térmica. Muy utilizada en la industria aerondutica

Tipo ERC: con propiedades eléctricas combinada con resistencia quimica.

Tipo D: Alto coeficiente dieléctrico.

El proceso de fabricacién de las fibras de vidrio es idéntico al del vidrio clésico.
Las fibras se extraen realizando un filtrado a través de una malla de platino. El
didmetro de los filamentos es funcién de la temperatura del vidrio, tamano de la
malla y velocidad de estiramiento de la fibra. El vidrio en los plasticos reforzados
con fibra de vidrio es usado como tejido que permite conseguir resistencia en dos
direcciones.

Fibra de vidrio para morteros y hormigones: Fibras AR: la fibra AR es
una fibra de alto médulo (diez veces més resistentes que el polipropileno) con una
gran resistencia a la traccién (tres a cuatro veces la del acero). Es una fibra ideal
para reforzar matrices de cemento. Al ser incorporadas a la mezcla cemento/arena
resulta un material ligero y similar al hormigén con las siguientes propiedades:

e Ligero: Reduce costo de transporte, puesta en obra e instalacion.
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e Gran resistencia: Controla la propagacién de fisura.

e Reducen los cuidados de mantenimiento.

Entre las aplicaciones mds comunes en ingenierfa civil es posible mencionar:

Encofrados de tableros de puentes y parapetos.

Muros antirruido

Renovacién de alcantarillas

Sistemas de transporte de aguas

Fibras de carbono o grafito: se caracterizan por una resistencia a la traccion
que oscila entre 1.5 a 7.0 GPa. y un médulo de elasticidad de 150 a 800 GPa.
La principal ventaja es su alta resistencia en comparacién con las fibras de vidrio
y la independencia de sus propiedades con temperaturas inferiores a los 450°C.
Las fibras de carbono estdn caracterizadas por coeficientes de expansién térmica
negativos. Es muy utilizada en la industria aeroespacial y automotriz. Las fibras
de carbono tienen médulo de elasticidad elevado, asi como ligaduras covariantes
bidimensionales, dando lugar a una estructura paracristalinas 100 %.

Los filamentos de fibras de carbono tienen un didmetro tipico que oscila entre 5
y 8 micrones, y estdn combinados en mechas que contienen 5 y 12 mil filamentos.
Estas mechas pueden relacionarse en hilos y formar tejidos parecidos a los de la fibra
de vidrio.

Existen también tejidos hibridos formados por fibras de vidrio y carbono.

El médulo de elasticidad crece exponencialmente a lo largo de todo el rango
de temperaturas cuando aumenta el tratamiento de calentamiento para la fibra. A
partir de estas temperaturas se identifican tres tipos de fibras de carbono.

e Tipo I: Es la més rigida y mayor temperatura de tratamiento.
e Tipo II: Es una fibra intermedia

e Tipo III: Es la més barata con menor rigidez que las anteriores.

Fibra de aramida: Son fibras orgdnicas y sintéticas que poseen un alto grado
de cristalinidad, gran resistencia y ligadura covariante dentro de los ejes de la fibra.

Existen dos grados de rigidez: uno con un médulo de rigidez en el rango de 60
Gpa. y otro con un médulo de 130 Gpa. La fibra de mds alto mdédulo es la que se
utiliza en materiales compuestos de matriz termoestable.

Las cuatro principales fibras aramidas son: Kevlar RI, Kevlar 29, Kevlar 49 y
Nomex. El Kevlar RI se aplica para el cordaje de refuerzo de neumaticos y el Kevlar
29 en paracaidas, cuerdas y cables. El Kevlar 49 tiene un mdédulo eldstico superior
pero la misma resistencia que el Kevlar 29 y es la fibra preferida para materiales
compuestos de elevadas prestaciones.
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Las principales caracteristicas del Kevlar son: buena resistencia especifica a trac-
cién, ligereza, estabilidad mecédnica en el rango de -30° a +200°C, es cinco veces més
resistente que el acero, posee un elevado moédulo de elasticidad y no es atacado por
agentes quimicos a diferencia de los metales.

Fibra de Boro: presentan un didmetro que oscila entre 100-200 pm, una resis-
tencia a traccién entre 2 a 4 Gpa. y un médulo de elasticidad entre 370 a 430 GPa.
Sus propiedades mecdnicas resultan independientes de temperaturas inferiores a los
400°C'. Estas fibras pueden combinarse satisfactoriamente con matrices poliméricas
o metédlicas. Su principal ventaja es su elevada rigidez y resistencia a la compresion.
Su principal desventaja es el elevado costo.

Fibras sintéticas: las fibras sintéticas se fabrican a partir de polimeros termo-
plasticos tales como los polipropilenos, polietilenos, nylon y poliéster.

Los polidefinos se usan en la produccién de materiales compuestos, cemento
(mortero), las poliamidas y poliésteres son utilizados en geosintéticos.

El principal interés industrial en el uso de fibras sintéticas radica en el campo
de los geotextiles, ya que sus caracteristicas los hacen ideales para aplicaciones de
refuerzos de mallas.

Los geotextiles se dividen en dos grupos:

e Geotextiles convencionales tejidos, no tejidos, mallas y cosidos

e Geotextiles especiales

Los geocomposites se fabrican colocando fibras de alta resistencia en una lamina
de material polimero. La fibra proporciona la resistencia a traccién y el polimero la
forma geométrica y el medio de protecciéon para la fibra.

Fibras orgénicas de alto médulo: Los progresos realizados en el proceso
de sintesis de varios materiales permite obtener fibras orgdnicas de alto mdédulo
que compiten satisfactoriamente con las fibras inorgédnicas. Se caracterizan por una
resistencia a la traccién de 2-4 Gpa., un médulo de elasticidad de 70-150 Gpa. y por
preservar sus propiedades mecédnicas con temperaturas inferiores a los 180°C. (Ej.
Kevlar)

2.2.5 Matrices

En los materiales compuestos las fibras de refuerzo estdn aglutinadas por una matriz
is6tropa polimérica o metdlica. Esta matriz provee la forma del producto realizado
en material compuesto y tiene como misién fundamental garantizar la uniformidad
de las deformaciones de las fibras y la redistribucién de la carga ante la falla de las
fibras.
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La resistencia de la matriz es un factor determinante en el caso en que la orien-
tacién de las cargas no sea coincidente con la direccién del refuerzo. La naturaleza
de la matriz determina los rangos de temperatura a los cuales puede estar sometido
el material compuesto, asi como la estabilidad del material bajo distintos tipos de
acciones externas.

Los materiales compuestos més utilizados estdn basados en matrices poliméricas
o metadlicas.

Matrices de polimeros termoestables

Los polimeros termoestables se fabrican normalmente a partir de precursores liquidos
o semisélidos (resinas, un agente curador, un catalizador y un solvente agregado para
disminuir la viscosidad y mejorar la impregnacion del refuerzo) que se convierten
en soélidos rigidos o fragiles por uniones quimicas cruzadas que llevan a la formacién
de una red tridimensional fuertemente unida de cadena de polimeros que endurece
irreversiblemente (Hull, 1987b). En el estado inicial las matrices termoestables son
un liquido viscoso, cuya temperatura de curado es elevada.

El proceso de endurecimiento es una reaccién quimica conocida como policon-
densacioén, polimerizacién o curado y al final del proceso la resina liquida se convierte
en un solido duro. Este proceso se caracteriza por ser una reaccion exotérmica. Las
propiedades mecdnicas dependen de las unidades moleculares que forman la red y
de la extensién y densidad de los enlaces cruzados.

Las matrices de polimeros termoestables poseen baja viscosidad lo que posibilita
una excelente impregnacién de las fibras de refuerzo y elevadas velocidades en los
procesos de produccion.

El procedimiento de curado es importante para alcanzar las propiedades éptimas
del polimero. Muchos polimeros termoestables pueden polimerizar a temperatura
ambiente, pero el material suele ser expuesto a una temperatura relativamente alta
en un curado final destinado a minimizar cambios de propiedades durante la vida
en servicio. Dependiendo del tipo de catalizador y de la resina los ciclos de curado
pueden variar de minutos a horas.

Las matrices termoestables experimentan retracciones durante el proceso de en-
durecimiento, que varian en un 4% para resinas epoxidicas a un 8% para las del tipo
poliéster. Debido fundamentalmente a que el refuerzo no experimenta retracciones
se inducen en el material estados tensionales. Las tensiones de contraccion durante el
proceso de polimerizacion y las tensiones térmicas provocadas por la diferencia entre
el coeficiente de contraccién térmica entre matriz y fibra afectan a la microtensiones
de los materiales compuestos anadiéndose a las desarrolladas por la carga.

En las resinas pueden utilizarse rellenos y pigmentos. Los rellenos tienen la
finalidad de mejorar las propiedades mecdnicas y los pigmentos mejoran la apariencia
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Resistencia a la traccion 30 — 120 Mpa

Resistencia a compresién 80 — 250 Mpa

Moédulo eléstico 2.5 —10.0 Gpa
Densidad 1200 — 1400 kg/m3

Tabla 2.1: Propiedades de las resinas termoestables.

y la proteccion.

Las propiedades mecédnicas de las matrices termoestables se presentan en la Tabla
2.1(Vasiliev, 1993) (Barbero, 1998).

La resinas termoestables son normalmente isétropas. Su caracteristica mas re-
levante es su comportamiento a elevadas temperaturas ya que, al contrario de las
matrices termopldsticas, no se funden al calentarlas. Sin embargo, pierden sus pro-
piedades de rigidez a la temperatura de distorsiéon térmica que define un limite
superior efectivo para su uso en componentes estructurales.

La principal resina termoestable utilizada en la industria de la construccién es
la resina de poliéster. Las matrices poliméricas termoestables mas utilizadas son:

Resinas poliéster: se caracterizan por su elevada resistencia a los agentes ex-
ternos tales como accién del agua, aceites minerales, dcidos inorgdnicos y la mayoria
de los solventes orgédnicos.

Existen diversos tipos de resinas poliéster: Isophtalic, que se caracterizan por
una moderada resistencia a la corrosién a temperaturas inferiores a 82°C' y buena
resistencia al ataque de agentes quimicos, BPA Fumarate, que se caracterizan por
una mejor resistencia en ambientes con elevada acidez o alcalinidad y Chlorendic
que se utilizan en ambientes con elevadas temperaturas. Las principales ventajas de
las matrices de resina poliéster son su baja densidad, lo que proporciona una buena
impregnacién de las fibras, un gran rango de temperaturas de curado a bajas pre-
siones y bajo costo. Entre las desventajas se pueden citar sus pobres caracterfsticas
mecénicas, elevada retraccién y la presencia de componentes toxicos.

Resinas Phenolformaldehyde: se caracteriza por su resistencia a tempera-
turas elevadas, cercana a los 200° C', su elevada fragilidad y su elevada retraccién
durante el proceso de curado (15-20%).

Resina Epoxi: este tipo de resinas poseen un conjunto de propiedades muy
favorables por lo cual resultan muy utilizadas en la manufactura de diversos tipos
de compuestos. Se caracterizan por su elevada resistencia, buena adherencia, baja
retracciéon durante el proceso de curado lo que permite moldeos de alta calidad con
buena tolerancia dimensional.

Uno de los principales campos de aplicacion de las matrices epoxidicas es la
industria aerondutica, donde se utiliza como adhesivo en las estructuras tipo panal
o en la estructura de aviones o misiles. En la industria de la construccion se utiliza
en edificios y carreteras para la confeccién de juntas o elementos selladores.
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Resinas organosilicas: se caracterizan por su alta resistencia a un elevado
rango de temperaturas (-200°C" a +350° ('), estabilidad a la accién de solventes
orgdnicos y acidos minerales. Entre las desventajas se puede mencionar su baja
resistencia mecdnica a bajas temperaturas (menores a 100°C'), un periodo de curado
elevado y altos costos de produccién.

Resinas Polyamidas: se caracterizan por requerir elevadas temperaturas de
curado lo que provee estabilidad a altas temperaturas, buenas caracteristicas me-
cénicas, resistencia a la accién de agentes externos agresivos y un coeficiente de
dilatacién térmica muy reducido.

Matrices de polimeros termopléasticos

Las matrices poliméricas termopldsticas son las que poseen una asociacién lineal de
moléculas y al contrario de los polimeros termoestables no poseen enlaces cruzados.
La cadena de moléculas se mantiene unida por fuerzas de Van der Walls relativamen-
te débiles. La valencia quimica es extremadamente fuerte por lo que su resistencia y
rigidez se derivan de las propiedades inherentes a los monémeros y a su elevado peso
molecular. Estos polimeros pueden ser amorfos o cristalinos. Los polimeros amorfos
se caracterizan por una alta concentracién de entramados moleculares que actian
como enlaces cruzados. En los polimeros cristalinos existe un alto grado de orienta-
cién y ordenacion molecular. En los materiales amorfos el calentamiento conduce al
desentramado y al cambio de sélido rigido a liquido viscoso y en los cristalinos da
como resultado la fusién de la fase cristalina con lo que se obtiene un liquido amorfo
Y VISCOsO.

Ambos tipos de polimeros termopldsticos pueden tener propiedades anisétropas
dependiendo de las condiciones de solidificacién. En los polimeros amorfos esto se
debe fundamentalmente a la orientacién molecular que se produce durante el flujo
en estado liquido durante el proceso de moldeo. En los polimeros cristalinos las
unidades laminares cristalinas pueden desarrollar una orientacién preferencial debido
a su crecimiento en algunas direcciones a causa de los gradientes de temperatura en
el material fundido. Existen evidencias de que este efecto puede tener una profunda
influencia en las propiedades de los materiales compuestos.(Hull, 1987b)

Los polimeros termoplésticos més utilizados en ingenierfa son:

Geotextiles: Polipropileno, polietileno (baja, alta y extra alta densidad), polia-
mida (nylon), aramida, poliésteres.

Unidades con carga y semicarga: PVC, acrilicos.

Componentes estructurales con refuerzos de fibras.

La utilizaciéon de matrices de polimeros termoplasticos ha aumentado considera-
blemente en los ultimos anos. Este tipo de polimeros presenta un punto de fusién
elevado. Entre las ventajas de este tipo de materiales respecto de las matrices ter-
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Resistencia a la traccion 50 — 100 Mpa
Moédulo eléstico 1.4 — 4.2 Gpa
Densidad 1100 — 1700 kg/m?

Tabla 2.2: Propiedades de las resinas termopldasticas.

moestables es posible citar un perfodo de vida 1til més elevado y una estructura
quimica mas estable.

Las propiedades mecédnicas de las matrices termoplédsticas poliméricas se pueden
observar en la Tabla 2.2(Vasiliev, 1993) (Barbero, 1998).

La resistencia mecdnica y térmica de este tipo de matrices depende fundamental-
mente de la historia del proceso, del peso molecular y su distribucién y a la quimica
molecular. Todos estos plasticos fluyen y experimentan grandes deformaciones an-
tes de su rotura siendo sus propiedades mecédnicas fuertemente dependientes de la
temperatura y de la relacién de deformacién aplicada. Esto se traduce en el hecho
de que en los materiales compuestos habra un redistribuciéon de la carga entre la
resina y las fibras durante la deformacion.

El método de produccién de este tipo de matrices presenta algunas dificultades
asociadas con su elevada viscosidad. Es necesario a los fines de lograr la total
impregnacién de las fibras utilizar elevadas presiones en los procesos de fabricacion
lo que puede causar danos a las fibras de refuerzos.

Matriz de carbono

Los materiales compuestos basados en matrices de carbono se obtienen como resulta-
do de someter a un tratamiento preliminar (carbonizacién) de sistemas compuestos
de fibras de carbono y matrices de resinas fendlicas.

Debido a la elevadas temperaturas y los procesos necesarios para su manufactura
se utilizan fibras de carbono en una matriz de carbono. Las principales ventajas de
este tipo de materiales son su estabilidad térmica y quimica y su baja densidad.

Matrices metalicas

Estos materiales estén constituidos por fibras de elevada rigidez ( boro o carbén ) y
una matriz metédlica con capacidad de deformaciones pldsticas tales como el aluminio
o el titanio. Debido a que las propiedades mecdnicas de las matrices metéalicas son
superiores a las de las matrices poliméricas los materiales compuestos que se obtienen
con este tipo de matrices se caracterizan por una elevada rigidez y resistencia en
direccién transversal al refuerzo.
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a) b)

0 d) 9

Figura 2.2: Materiales compuestos tipicos reforzados a)fibras unidireccionales, b) tejido,
c) orientacién aleatoria, d) orientacién aleatoria cruzada y e) espacial

2.3 Caracteristicas estructurales y propiedades me-
canicas de los materiales compuestos reforza-
dos

Los materiales compuestos surgen de combinar adecuadamente los elementos de
refuerzo y los diversos tipos de matrices considerados en el apartado anterior. La
posicién y tipo de refuerzo dan lugar a los distintos tipos de materiales compuestos
reforzados (ver Figura 2.2):

e Materiales compuestos reforzados con fibras unidireccionales paralelas
e Materiales compuestos reforzados con tejidos de fibras
e Materiales compuestos reforzados con fibras con distribucién aleatoria

e Materiales compuestos reforzados tridimensionalmente

Los distintos tipos de materiales compuestos reforzados con fibras considerados
anteriormente resultan no homogéneos a nivel micro y macro estructural. A nivel
micro estructural la no homogeneidad estd asociada con la existencia de al menos
2 fases (matriz y fibra) y a nivel macro estructural estd asociada a la presencia
de ldminas microestructuralmente no homogéneas con diferente orientaciéon. En el
presente trabajo ambos niveles de no homogeneidad se tienen en cuenta a través de
la formulacién de un modelo constitutivo adecuado para cada fase y para el conjunto.



2.3, CARACTERISTICAS ESTRUCTURALES Y PROPIEDADES MECANICAS DE LOS MATERIALES COMPUESTOS REFORZADOS 27

El principal problema en el andlisis de materiales compuestos es la determinacion
del modulo elédstico del conjunto.

En la actualidad existen diversos micro y macro modelos para el andlisis de
materiales compuestos. Los micromodelos y los macromodelos constituyen las alter-
nativas para de estudiar el comportamiento mecanico de los materiales compuestos.
Los micromodelos se concentran en el estudio del comportamiento del material a
nivel interatéomico (Obraztsov y Vasilev, 1982). Estos modelos presentan un alto
costo computacional en la practica. Los macromodelos expresan el comportamiento
constitutivo del material compuesto como si se tratase de un solo material.

La gran mayoria de los modelos macromecdnicos estdn basados en la teoria de
mezclas. Esta teoria permite estudiar el comportamiento del material compuesto
como una combinacién de materiales componentes simples cada uno con su modelo
constitutivo ”base” que satisfacen una ecuacién de cierre apropiadal.

2.3.1 DMateriales compuestos reforzados con fibras unidirec-
cionales

Los laminados reforzados con fibras unidireccionales constituyen el ejemplo m&s sim-
ple de materiales compuestos. La secuencia de apilamiento de las diversas laminas
da origen a diversos tipos de materiales compuestos con diferentes propiedades. Las
propiedades de las ldminas de materiales compuestos reforzadas con fibras unidirec-
cionales se presenta en la Tabla 2.3(Vasiliev, 1993)

Del analisis de las propiedades de los materiales dada en la Tabla 2.3se observa
que las propiedades mecédnicas de las ldminas en el sentido de las fibras es considera-
blemente superior a las de algunas aleaciones metdlicas, mientras que las propiedades
mecdnicas en la direccién transversal al refuerzo, especialmente la resistencia es muy
inferior.

La relacion tensién deformacién a traccién o compresion en los materiales com-
puestos unidireccionales en la direccién de las fibras es posible considerarla lineal
hasta cierto limite. En el caso de cargas transversales y bajo estado de corte, el
material presenta un comportamiento no-lineal y su rigidez resulta muy inferior
respecto a la direccién coincidente con el refuerzo.

La capacidad de carga de materiales unidireccionales en la direccién del refuerzo
estd dada fundamentalmente por las propiedades del refuerzo y la rotura se produce
debido a la fractura del refuerzo o despegue del refuerzo de la matriz. En el caso
de cargas de compresion la falla se produce debido a la presencia de pandeo en
el refuerzo o despegue de la fibra respecto de la matriz. Bajo estado de corte el

1Se denomina ecuacién de cierre a la condicién de compatiblidad de deformaciones expresada
en la ec. (4.1). (Ver apartado 4.2)



28 CAPITULO 2. PROPIEDADES ESTRUCTURALES DE LOS MATERIALES COMPUESTOS

Caracteristica Tipo de compuesto reforzado unidireccionalmente
Glass- Carbon- Organic- Boron- Carbon- Carbon- Boron-
Epoxy Epoxy Epoxy Epoxy Carbon Aluminiu Aluminiu
Densidad kg/m? 2.1 1.5 1.38 2.0 1.9 2.2 2.64
Resistencia a traccién en la 1.75 1.10 1.8 1.6 0.34 1.10 1.40
direccién de las fibras Gpa
Médulo eldstico en la di- 57 180 72 210 170 200 230
reccién de las fibras Gpa
Resistencia a traccién en la 0.034 0.033 0.028 0.065 0.007 0.045 0.14
direccién normal a las fi-
bras Gpa
Médulo eldstico en la di- 9 6.2 4.9 19 19 140
reccién normal a las fibras
Gpa
Resistencia a cortante Gpa 0.048 0.027 0.042 0.102 0.03 0.045 0.084
Médulo a cortante Gpa 5.2 5.0 2.0 6.2 9 63

Tabla 2.3: Propiedades de ldminas unidireccionales.

mecanismo de falla estd asociado con la matriz y con el despegue de la matriz
respecto de la fibra.

En la Figura 2.3 se observa una micrografia de barrido electrénico de un material
compuesto unidireccional en la que se muestra el fenémeno de despegue entre fibra
y matriz, zonas de plastificacién en la matriz y fisuras en las fibras de refuerzo.

2.3.2 DMateriales compuestos reforzados con tejidos bidirec-
cionales

La mayorfa de los distintos tipos de fibras se utilizan también para fabricar teji-
dos que se utilizan como refuerzo en materiales compuestos. En la Figura 2.4 se
observa una micrografia de barrido electrénico de un tejido de mechas antes de su
impregnacién con resina.

En este tipo de materiales debido a que la fibra no se encuentra en un plano y
que presenta ondas la capacidad de carga de la ldmina se reduce considerablemente.
La estructura del tejido conduce a la formacién de bolsas de resina en los puntos de
cruce que disminuyen también la capacidad portante de la lamina.

Las caracteristicas de los materiales compuestos reforzados con tejido depende
fundamentalmente del dngulo formado por la direcciéon de la carga y el refuerzo.
Para determinados dngulos la resistencia y rigidez del material depende fundamen-
talmente de las propiedades de la matriz.

La resistencia de estos materiales en la direccién de las fibras depende fundamen-
talmente de la proporcién volumétrica del refuerzo respecto del volumen total y la
resistencia a cortante en el plano del refuerzo estd determinada fundamentalmente
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Figura 2.3: Micrografia de barrido electrénico de un material compuesto unidireccional.

por las propiedades de la matriz

2.3.3 Materiales compuestos reforzados con fibras con dis-
tribucién aleatoria

Estos materiales estdan formados por la combinacién de una matriz polimérica refor-
zada con fibras dispuestas con una orientacién aleatoria y de longitudes variables.
Las propiedades mecdnicas de estos materiales estd en funcién de la longitud del re-
fuerzo y del grado de orientacién del refuerzo. El grado de orientacién de las fibras

Figura 2.4: Micrografia de barrido electrénico de un tejido de fibras 0-90.
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depende fundamentalmente del tipo proceso empleado en su produccién. La ventaja
principal de este tipo de material es su relativo bajo costo de produccién.

En la Figura 2.5 se observa una micrografia de barrido electrénico de fibras
orientadas aleatoriamente antes de su impregnacion con resina.

Figura 2.5: Micrografia de barrido electrénico de fibras en disposicién aleatoria.

2.3.4 Materiales compuestos refozados con fibras con distri-
bucién tridimensional

Uno de los principales problemas de los materiales compuestos formados por ldmi-
nas es su baja resistencia interlaminar que estd controlada fundamentalmente por
las propiedades de la matriz. Es posible solucionar esta deficiencia utilizando un
refuerzo con distribucion tridimensional.

Los materiales compuestos reforzados con tejidos espaciales se obtienen mezclan-
do fibras paralelas que forman ciertos dngulos con las restantes. Este tipo de refurzo
se utiliza para materiales compuestos constituidos por matrices de carbono y fibras
de carbono. Este tipo de material, a diferencia del resto de materiales compuestos,
presenta un alto grado de isotropfa y muy baja expansién térmica.

2.4 Modelos constitutivos existentes para el estu-
dio de los materiales compuestos

Los micromodelos y los macromodelos constituyen las alternativas de estudio del
comportamiento mecdnico de los materiales compuestos. Los micromodelos se con-
centran en el estudio del comportamiento del material a nivel de cada componen-
te(Obraztsov y Vasilev, 1982) ; en la practica estos modelos presentan un alto costo
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computacional. Los macromodelos representan el comportamiento constitutivo del
material compuesto como si se tratase de un 1inico material.

Se han formulado algunas teorias para solucionar las dificultades que se derivan
de los problemas con materiales compuestos. Las teorias mas utilizadas son: la
teoria de mezclas y la teoria de homogeneizacion. La teoria de mezclas pertenece al
grupo de los macromodelos y determina el comportamiento del material compuesto
como una combinacién de materiales componentes simples, cada uno con su modelo
constitutivo propio que satisface una condiciéon de compatibilidad con los restantes.

La teoria de homogeneizacién plantea una solucién muy diferente a la planteada
por la teorfa de mezclas, dividiendo el problema de los materiales compuestos en
dos escalas de diferente orden, denominadas macroscopica o global y microscopica o
local.

La escala microscopica se utiliza con el objetivo de analizar la estructura in-
terna o micro-estructura del material compuesto y obtener las variables de estado?
del problema micro-mecdnico. Estas variables de estado permiten determinar las
macro-variables del problema. La escala macroscépica se utiliza para analizar el
problema global y en ella se considera al material compuesto como un material
homogéneo.(Zalamea et al., 1999) (Car et al., 1999d)

Se presentan a continuacién macromodelos y micromodelos constitutivos para
materiales compuestos.

2.5 Modelo elastico lineal para laminados

Las ldminas de materiales compuestos unidireccionales poseen una elevada aniso-
tropia coplanar. Para superar este problema es necesario componer las ldminas
unidireccionales a diferentes dangulos. Las estructuras de materiales compuestos es-
tan realizadas con laminados que presentan varias ldminas con diversa orientacion.
La orientacién de las ldminas es funcién de la orientacion de las cargas, teniendo en
cuenta que el material compuesto laminado es mas resistente y rigido en la direccién
del refuerzo.

Existen diversos modelos que permiten simular el comportamiento de los lamina-
dos compuestos basados fundamentalmente en el andlisis tridimensional de sélidos
y en la teoria de placas laminadas. Antes de considerar los diversos modelos es
necesario estudiar los diversos tipos de secuencias de apilamiento de las laminas asi
como los esfuerzos de acoplamiento que surgen cuando dos o més ldminas ortétropas

2 Variables de estado, independientes o libres: es un subconjunto del grupo de variables termo-
dindmicas en funcién de las cuales se pueden expresar todas las demds. Variables termodindmicas:
conjunto de variables macroscépicas que caracterizan el sistema e intervienen en todos los procesos
fisicos a estudiar.
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sSe unen y se someten a una carga exterior.

Este apartado tiene como objetivo determinar las propiedades eldsticas de lami-
nados a partir de las propiedades, orientacién y distribucién de las laminas que lo
componen.

2.5.1 Propiedades elasticas de un laminado

Este apartado tiene como objetivo dar una visién fisica de la naturaleza de los
esfuerzos de acoplamiento que surgen cuando dos o mds ldminas no isétropas se
unen y se someten a la accién de cargas o de la temperatura.

En la Figura 2.9 se muestra un laminado cruzado constituido por dos ldminas
unidireccionales con refuerzo a (0°-90°)

Si se aplica a cada lamina por separado un esfuerzo de traccién unidireccional o,
debido a la diferencia en los médulos eldsticos en la direccién del esfuerzo aplicado,
se generan en cada ldmina diferentes deformaciones. Cuando las ldminas se encuen-
tran unidas formando una placa delgada, el esfuerzo aplicado produce la misma
deformacion en cada ldmina siempre y cuando esta se mantenga plana. Los esfuer-
zos a traccién en cada ldmina no resultan iguales y esto da lugar a unas fuerzas
de acoplamiento que producen unos esfuerzos adicionales en el plano normal al de
traccién. (ver Figura 2.6) El médulo eldstico del laminado estd comprendido entre
los valores de los médulos eldsticos longitudinal y transversal de cada ldmina. Bajo
la accién de cargas térmicas se produce un fenémeno similar debido a la diferencia
entre los valores del coeficiente de dilatacién térmica longitudinal y transversal de
las ldminas.

En la Figura 2.7 se observa un laminado equiangular de dos capas. En este
caso la aplicacién de un esfuerzo de traccién en cada ldmina por separado con un
angulo respecto de la direccién del refuerzo produce un cambio de forma que implica
deformaciones longitudinales y angulares. El cambio de forma en cada capa es el
mismo pero en sentido opuesto. Cuando las ldminas se unen entre si el cambio de
forma es diferente y se desarrollan esfuerzos de acoplamiento fuera del plano como
se observa en la Figura 2.7

Fn los laminados equiangulares sometidos las cargas de origen térmico se produce
un retorcimiento como el que se ilustra en la Figura 2.8.

Los esfuerzos de acoplamiento surgen porque el laminado no es simétrico respecto
al plano medio y anade un grado de complejidad al cédlculo de la respuesta. Debido
a esto los laminados mds comunes son simétricos. La simetria depende del nimero y
el espesor de las laminas diferentemente orientadas respecto del plano medio. En la
Figura 2.10 se muestran ejemplos sencillos de laminados simétricos y no simétricos.
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Figura 2.6: Distorsién de doble curvatura de un laminado de dos capas cruzadas.

Figura 2.7: Cambio de forma en una ldmina tnica y en un laminado de dos capas
equiangular bajo un esfuerzo de traccién unidireccional.
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+6

Figura 2.8: Cambio de forma de un laminado de pliegues no simétrico bajo carga térmica.

Figura 2.9: a) Laminados de dos capas de ldminas cruzadas. b) Cambio de forma bajo
la accién de un esfuerzo en la direccién del refuerzo.
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Figura 2.10: Ejemplos de laminados simétricos y no simétricos.
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Figura 2.11: a) Lamina unidireccional. b) Cambio de forma en una ldmina unidireccional
bajo accién de un esfuerzo en la direccién 1.

2.5.2 Propiedades elasticas de laminas unidirecionales

Los modelos constitutivos propuestos por diversos autores para simular el compor-
tamiento mecdnico de los materiales compuestos en régimen eldstico lineal se basa
en la ”regla de mezclas unidimensional” de sustancias.(Hull, 1987b) (Barbero, 1998)
(Matthews y Rawlings, 1994). Esta regla se basa fundamentalmente en la hipdtesis
de que en un material compuesto bajo un estado de cargas paralelo a la direccién
del refuerzo las deformaciones en la matriz son iguales a las del refuerzo. En el caso
de un comportamiento eldstico lineal de ambas fases, los esfuerzos correspondientes
a cada componente estdn dados por:

O'f:Ef g, O'm:Em€ (21)

donde ees la deformacién en la direccién del refuerzo, E; y E,, son los médulos
eldsticos correspondientes a la fibra y matriz respectivamente y oyy o, son las
tensiones en la fibra y matriz respectivamente en la direccién de las fibras.

En una seccién recta de una ldmina de material compuesto de superficie total A
el esfuerzo total estd dado por:

ocA = oy Ar+0p Ap=> o.c=05kp+ o ky (2.2a)

T .

b= 1 A
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Figura 2.12: Cambio de forma de una ldmina unidireccional debido a una carga a traccién
en la direccién 2 cuando hay una unién perfecta entre fibra y matriz.

donde A y A, representan las dreas en la seccién de las fibras y de la matriz
respectivamente y ky y k,, representan los coeficientes de participacién volumétrica
de fibra y matriz.

El médulo eldstico del compuesto en la direccién del refuerzo se obtiene teniendo
en cuenta las Ecs. (2.1) y (2.2a), esto es:

Ey = Ef ky+ Ep b (2.3)

donde F; representa el médulo eldstico del compuesto en la direccion del refuerzo.
En la Figura 2.11 se presenta una ldmina unidireccional sometida a un esfuerzo en
la direccién coincidente con la del refuerzo.

Un procedimiento similar permite obtener el médulo eldstico de un material com-
puesto cargado en la direccién perpendicular al refuerzo. La obtencién del médulo
transversal del material compuesto se basa en la hipétesis de igualdad de tensiones
en la fibra y matriz o; = 0, y de una unién perfecta entre fibra y matriz. Las
deformaciones en cada componente resultan entonces:

er=(Bp) "o, em=(En) "0 (2.4)

La deformacion del compuesto estd dada por:

o =cr ky+em kn (2.5)

Teniendo en cuenta las Ecs. (2.4) y (2.5) el médulo de elasticidad del material
compuesto en la direccién transversal a la fibra resulta:
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 EjE,
"~ Efky + Enky

En la Figura 2.12 se presenta un laminado unidireccional sometido a un esfuerzo
en la direccién perpendicular a la del refuerzo. En la misma se observa que la
contraccién en la direccién perpendicular al esfuerzo y coincidente con la del refuerzo
es menor que la contracciéon que se observa cuando la direccién de la carga coincide
con la del refuerzo (ver Figura 2.11). Este fenémeno se debe a la presencia de la
fibra que impide la contraccién de la matriz.

El médulo eléstico transversal calculado de acuerdo con la ec.(2.6) esté razona-
blemente de acuerdo con los resultados experimentales que se presentan en la Figura
2.13 para un material compuesto de resina de poliéster reforzado con fibras de vi-
drio. Sin embargo, la ecuacién no es un buen ajuste a los resultados reales debido
a que con esta formulaciéon no es posible tener en cuenta la presencia de las fibras
en la direccién perpendicular al esfuerzo, existiendo una cantidad considerable de
dispersién. Se han propuesto otras ecuaciones similares a la ec.(2.6) que permite
tener en cuenta los efectos de la contracciéon de Poisson que se ilustran en la Figura
2.12 y permite un mejor ajuste a los resultados experimentales. Una modificacién
de la ec.(2.6) estd dada por:

2 (2.6)

E/E,
= _——m 2.7
> 7 Etkm + E. kg (2.7)
donde E estd dado por:
/ E.
E (2.8)

™l -2

Con la ec.(2.7) se obtienen resultados més préximos a los valores experimentales.
Los datos de la ec.(2.7) los datos no pueden extrapolarse a E,, para ky = 0 debido
a que aplicando esta ecuacién no se obtiene el mdédulo eldstico de la matriz.

Las ecs. (2.6) y (2.7) aportan poco conocimiento fisico de la distribucién de
esfuerzos y deformaciones alrededor de las fibras. La hipdtesis en la que se basa
la ec.(2.6) no es realista, debido fundamentalmente a que las fibras no pueden con-
siderarse como hojas como se observa en la Figura 2.12. Esto puede demostrarse
observando la Figura 2.14 en la cual se muestra una red ideal hexagonal de fibras en
una matriz, sometidos a una deformacién uniforme. La mayor parte de la deforma-
cién de la seccién XX ocurre en la fibra, debido a que Ef > FE,,. La deformacién
en la seccién Y'Y que pasa completamente a través de la resina serd mucho maés
uniforme y la deformaciéon media serd menor que en la secciéon X X, produciéndose
una amplificaciéon de la deformacién en la resina entre las fibras. Este fenémeno
conduce a esfuerzos adicionales y a una distribucién de esfuerzos no uniforme. A
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Figura 2.13: Mddulo eldstico transversal a las fibras en ldminas unidireccionales de resina
de poliéster y fibra de vidrio para diferentes voltimenes de fibra.

los fines de predecir el médulo eldstico transversal del material compuesto se han
utilizado la teorfa de la elasticidad y andlisis por el método de los elementos finitos.
Una simplificacién de algunas de estas soluciones ha sido desarrollada por Halpin y
Tsai (1969) y esta dada por la siguiente férmula semiempirica

(L+&nky)

M
M, — (I—nky) (29)
. (My ) M) =1
(Mf / Mm) +§

donde M puede ser el moédulo elastico transversal del compuesto Fs, el moédulo
eldstico transversal G o el coeficiente de Poisson vo3, My es el médulo eldstico de la
fibra E'y o el médulo transversal de la fibra G, M, es el médulo eldstico de la matriz
E,, o el médulo transversal de la matriz G, y £ es un factor empirico que depende de
las caracteristicas de la fase de refuerzo tales como la forma y la relacién de aspecto
de la fibra, forma y regularidad del empaquetamiento y también de las condiciones
de carga y se obtiene ajustando los resultados a las curvas experimentales. El
valor £ = 0.2 (Hull, 1987b) se utiliza par el caso de fibras de seccién circular o
cuadradas. Para fibras de seccién rectangular £ = 2a/b (Barbero, 1998) donde ay
b son las dimensiones del rectdngulo en la direccién de la carga y perpendicular
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Figura 2.14: Representacién esquemsética de la amplificacién de la deformacién en una
ldmina unidireccional sujeta a una carga transversal.

respectivamente.

En la Figura 2.13 se observa, para voltmenes de fibra comprendidos entre el 10%
y el 45% ., una elevada dispersion en los datos experimentales. La ec.(2.9) es la que
mejor ajusta a los resultados experimentales, sobre todo para valores elevados de
k.

Kies (1962) hizo una de las primeras estimaciones cuantitativas de la distribucién
no uniforme de deformacién en la matriz entre las fibras utilizando el sencillo modelo
que se muestra en la Figura 2.15. La red cuadrada se somete a una deformacion
sencilla a traccién y la deformacién en la resina a lo largo de la linea AB estd dada
por (Kies, 1962):

€ s . |s B,

—=24+-/|-4+2(—= 2.10

2o (E)] o1
donde s y r estdn definidos en la Figura 2.15. Del anélisis de la ec.(2.10) se observa
que se producen amplificaciones en la deformacién muy grandes para fracciones de

volumen altas. La amplificacién de la deformaciéon depende fundamentalmente de
las condiciones de carga.

2.5.3 Modelo elastico lineal para una lamina unidireccional

Los materiales ingenieriles poseen la caracteristica de que a escala microscépica cons-
tan de una fina dispersion de una fase en otra. Al considerar las propiedades eldsticas
de estos materiales se prescinde de esta microheterogeneidad y es usual considerar
por ejemplo a los metales como isétropos y homogéneos. En forma andloga en el
analisis de las propiedades eldsticas de los laminados se supone que las ldminas son
homogéneas, aunque estudios microscépicos revelan una evidencia considerable de
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<Y

Figura 2.15: Modelo de red cuadrada usado por Kies (1962) para calcular la amplificacién
de la deformacién.

microheterogeneidad. En el apartado anterior se ha demostrado que las ldminas de
materiales reforzados no son isétropas debido al diferente comportamiento mecédnico
de las distintas fases que componen la ldmina.

A los fines de simular analiticamente el comportamiento del conjunto se considera
que estd constituido por un material eldstico lineal ortétropo bajo un estado de
tension plana. Este modelo se basa en la ley de Hooke generalizada, que para el
caso isotérmico y restringido a pequenas deformaciones se expresa como (Malvern,
1969):

Oij = Cijkl€kl (2.11)
donde o;; es el tensor de tensiones de Cauchy, €;; es el tensor de deformaciones y
Cijr es el tensor constitutivo que depende de las propiedades mecénicas del material,
referido a un sistema coordenado cartesiano fijo. La expresién matricial del tensor
constitutivo local ortétropo en el caso de tensién plana resulta:

Fop szEzz
1-v, Vyx I*szl/yz
Vyw%yy Eyy 0 (212)
1—vayVys 1—vayVysz
0 0 Gy

donde E,, y E,, son los médulos de Young en las direcciones zx e yy respectivamente
del conjunto que se obtienen de acuerdo a lo expresado en la Apartado 2.5.2, v,y y
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vy son los coeficientes de Poisson en la direccién zy e yx respectivamente y G, es
el moédulo a cortante en el plano xy
La ec.(2.11) establece que los materiales ortétropos ensayados a traccién o com-
presion segun las direcciones principales del material no manifiestan deformaciones
angulares y por lo tanto la deformacién es independiente del médulo a cortante.
Esta situacién no se verifica cuando la ldmina se ensaya con dngulos arbitrarios a
las direcciones principales del material. En este caso la ley de Hooke generalizada
queda:
045 = C'*j]glf‘:kl (213)

1

donde (7, es el tensor constitutivo transformado. La expresion matricial de este
tensor para el estado plano de tensiones estd dado por:

n G G
12 O Cy (2.14)
16 C Coo
donde las C* estdn dadas por (Hull, 1987b) (Reddy y Miravete, ) (Pendleton y
Tuttle, 1989)

Chi = Cu cos*  + 2 (Ch2 + 2C6) sin® 0 cos® @ + Cyy sint 6 (2.15a)
¥, = (Ch1 + Cp — 4C4) sin® 0 cos® 6 4 C1o (Sin4 0 + cos* 9) (2.15b)
5, = Chsin® 0+ 2(Chy + 2Cs) sin® @ cos® 0 + Cy, cos (2.15¢)
te = (Ci1— Cia —2Cg)sinf cos® 6

+ (Cg — Cgg — 2Cg) sin® f cos 0 (2.15d)
56 = (Ci1 — Cra — 2Ce) sin® @ cos 0

4 (Cg — Cgg — 2Cgg) sin @ cos® 0 (2.15¢)
66 = (Cii+ Co —2C1, — 2Ce) sin® 6 cos® §

+Cgg (sin* 6 + cos” 0) (2.150)

donde 0 es el angulo formado entre la direccién principal del material y la del ensayo.
Por lo tanto, conocidas las propiedades F., Eyy, G2y v Vay pueden obtenerse las
propiedades eldsticas de una ldmina orientada a cualquier angulo.

2.5.4 Modelo eldstico lineal para laminados simétricos

En este apartado se presenta un método empleado para la determinacién de los
esfuerzos en laminados basado en la teoria de laminacién (Ashton et al., 1969)
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(Jones, 1975) (Hull, 1987b). Esta teoria se basa en las hipétesis de la elasticidad
anisétropa.

La teoria de la laminacién parte de las siguientes hipétesis: i) las ldminas estan
perfectamente unidas y sin deslizamiento relativo entre ellas, ii) la unién entre las
laminas es infinitamente delgada y iii) el laminado tiene las propiedades de una hoja
delgada (Hull, 1987b)

Los compuestos laminados estdn formados por una secuencia de laminas apiladas
orientadas en direcciones diferentes, por lo tanto sus propiedades eldsticos derivan
de las propiedades de las ldminas unidireccionales, esto es para la capa k-ésima la
relacién tensiéon deformacion estd dada por la ec.(2.13), esto es:

[4s], = [ijkz]z Ekl (2.16)

donde [0y], ¥y [C;‘jkl]z representan la tensién y el tensor constitutivo de la capa z-
ésima respectivamente. El tensor constitutivo Cf,; debe evaluarse para cada capa
puesto que dependen del dngulo entre el sistema coordenado usado y las direcciones
principales del material.
La relacion esfuerzo deformacién del conjunto estd dada por:
Oi5 = C?kj]glgkl (217)

(3

donde C’;‘; 11 €S el tensor constitutivo del conjunto que se determina sumando la rigidez
de las capas individuales multiplicada por la fracciéon de volumen de la capa respecto
del volumen total, esto es:

N

A:jkl = Z [ z'*j/clL V. (2-18)

z=1

donde V, representa la fraccién de volumen de la capa respecto del volumen total.

2.6 Modelos para barras laminadas rectas y cur-
vas

Las barras rectas y curvas son elementos estructurales ampliamente utilizados en
ingenierfa. El problema de flexién en vigas de materiales compuestos ha sido tratado
por diversas teorfas y aproximaciones, entre las que se puede citar:

1. Mecdnica de materiales compuestos

2. Teorfa eldstica no homogénea
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3. Teorfa macroestructural

La aproximacién de mecdnica de materiales compuestos fue inicialmente desarro-
llada por Hoft (1949) y una presentacién mas general fue introducida por Berkowitz
(1969) .

Todos los anélisis existentes de vigas laminadas aplicando teorfa de elasticidad no
homogénea en dos dimensiones suponen simplificaciones. Cheng (1964) y Gerstnen
(1968) consideran solamente cargas de corte, mientras que Lekhnistskii (1968) y
Schile (1962) también consideran cargas por momentos. El anédlisis de Cheng (1964)
desprecia la deformacién normal a través del espesor y Schile (1962) y Gerstnen
(1968) consideran que cada capa es isétropa en su plano de flexién. La teorfa de
Lekhnistskii (1968) se puede utilizar para el andlisis de vigas laminadas de materiales
compuestos en capas bajo la hipotesis de que cada capa es ortétropa en el plano.
El anédlisis de Cheng (1964) se limita al estudio de vigas laminadas simétricas y
los de Schile (1963) y Gerstnen (1968) se limitan solo caso de 3 capas laminadas
simétricamente. El trabajo de Lekhnistskii (1968) es mds general y en el se incluye
un ejemplo numérico de un laminado asimétrico de 2 capas.

La flexién en barras constituidas por capas con diferentes propiedades mecédnicas
puede analizarse utilizando la teoria general de la elasticidad. En el caso de capas
con iguales coeficientes de Poisson entre capas se puede tomar como referencia los
trabajos de Muskhelishvili (1963) y de Schile (1962) .

Los an4lisis hasta ahora citados son aplicables a barras que contienen diferentes
capas de materiales compuestos pero con una orientacién del refuerzo paralela al eje
de la barra. En el caso de que los refuerzos forman un dngulo con el eje de la barra
es necesario abordar el andlisis teniendo en cuenta leyes ortétropas. (Payne, 1949)

Las barras curvas y circulares de materiales compuestos son usadas extensiva-
mente como elementos estructurales. Desafortunadamente no existen métodos de
andlisis apropiados para estos tipos de barras.

2.7 Placas laminadas

Existen diversos tipos de teorias y niveles de sofisticacién para el andlisis de placas
laminadas. Estas teorfas pueden ser lineales o no-lineales. Se distinguen para cada
caso tres tipos de teorias

1. Andlisis de placas delgadas

2. Placas moderadamente gruesas (incluyen deformacién por cortante a través
del espesor)

3. Teorfa clésica
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El andlisis de placas delgadas es el méds popular, probablemente debido a su
sencillez. En este tipo se distinguen dos tipos de andlisis:

1. Anélisis simplificado (Hoff, 1949) (Smith, 1953) aplicable solamente a placas
laminadas simétricas con respecto a su plano medio

2. Analisis completo (Reissner y Stavsky, 1961) (Stavsky, 1961) incluyendo el
efecto acoplado de flexién-extension y aplicable tanto a laminados simétricos
como asimétricos.

El efecto acoplado de flexién-extension en el laminado es un acoplamiento entre
el plano de extension (o accién de membrana) y la flexién de la placa. Este fen6me-
no fue identificado y descrito por Ambartsumyan (1964) y se presenta en placas
ortétropas laminadas no simétricas. Este efecto de acoplamiento en el laminado es
la mayor diferencia entre el comportamiento estructural macroscépico de una placa
con laminado arbitrario y placas homogéneas clésicas tratadas en libros, por ejemplo
por Timoshenko y Woinowsky-Krieger (1959) .

Werren y Norris (1953) muestran que es posible orientar las leyes de un laminado
multicapa de tal forma que el resultado del comportamiento de equivalente sea
isétropo. Es necesario, para que se cumpla lo anterior, que las placas laminadas
cumplan con las siguientes condiciones:

1. El ntimero de capas debe ser superior a 3
2. Cada una de las capas debe tener las mismas propiedades ortétropas y espesor

3. Una capa tipica puede estar orientada en un dngulo con respecto a la direccion
de referencia

Si un laminado cumple con las hipétesis anteriores se puede considerar como
is6tropo y se tendrd en cuenta solo la rigidez a flexién y en general no se consideran
los efectos de flexién y de membrana-flexiéon acoplados. Trabajos futuros que rela-
cionan a las propiedades invariantes de materiales anisétropos fueron realizados por
Tsai y Pagano (1966)

2.8 Laminas laminadas

En el caso de las laminas se tiene una mayor cantidad de teorfas y niveles de sofis-
ticacién que en el caso de placas. Entre las diversas teorias se pueden considerar:

e Teorfa de membrana: es la mds simple de todas debido a que desprecia la
rigidez a flexi6n de la ldmina. Hartung (1963) utiliza esta teoria para aplicarla
a laminas de materiales compuestos.
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e Teorfa aproximada de ldmina: es una teorfa simplificada que incluye la rigi-
dez a flexién, pero desprecia los efectos de desplazamientos tangenciales a la
superficie media sobre las curvaturas y también desprecia los términos de la
forma @;/R; en las ecuaciones tangenciales de movimiento, donde Q); es la ten-
sién cortante en el espesor y R; es el radio de curvatura de la ldmina. Donell
(1933) introduce esta teoria para ldminas cilindricas y la primera aplicacién
a materiales compuestos se debe a Dong (1962). La teoria de Donell puede
simplificarse atin méds despreciando el término Z/R;, donde Z es la coordenada
a través del espesor.

e Teoria de primer orden: Esta teoria consiste en despreciar el término Z/R;
en las expresiones de la deformacién pero no en las expresiones de la curvatu-
ra (L.Langhaar et al., 1970). Esta teoria resulta aparentemente inconsistente
para ldminas curvas, pero es més adecuada que la teorfa aproximada de lami-
nas en la cual el término Z/R; siempre se desprecia. La teoria de primera
aproximacién més popular es conocida como teorfa de Love y la derivacién
de esta fue realizada por Reissner (1952) . Esta teoria tiene la desventaja de
que surgen ciertas componentes de deformacién en una ldmina general sujeta
a rotaciones de cuerpo rigido alrededor de un eje normal a la superficie media
de la lamina. Una mejora a esta teorfa que permite eliminar este problema ha
sido introducida por Sanders (1959).

e Teorfa de segundo orden: esta teorfa se basa en la hipétesis de que (h;/R;)* <
1.0 y ha sido desarrollada por Love (1944) y Fliigge (1960) . Cheng y Ho (1963)
son los primeros en aplicar esta teorfa ldminas de materiales compuestos.

e Teorias que incluyen las tensiones normales y deformaciones de corte a través
del espesor. Esta teoria para ldminas de revolucién se debe a Reissner (1952)
y fue extendida por Naghdi (1957)

e Teoria tridimensional eldstica

Todas las teorfas de ldminas mencionadas son potencialmente aplicables a ldmi-
nas compuestas de diferentes materiales. Sin embargo debido a la complejidad del
comportamiento mecdnico del material y el fenémeno de acoplamiento membrana-
flexién primero se desarrollaron las teorias méds simples. El anédlisis de laminas
anisétropas ha sido desarrollado por Ambartsumyan (1964) y Librescu (1975) .
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2.9 Analisis de materiales compuestos por el Méto-
do de los Elementos Finitos

En la actualidad, el andlisis de estructuras realizadas con materiales compuestos
se realiza utilizando técnicas numéricas y fundamentalmente el método de los ele-
mentos finitos (MEF) (Zienkiewicz y Taylor, 1994). Existen intentos de simular el
comportamiento de estos materiales a través de métodos que proporcionan la solu-
cion analitica exacta de las ecuaciones de la mecédnica de sélidos tridimensionales.
Debido a la elevada complejidad estos trabajos son escasos incluso para los casos
mds simples bidimensionales considerando un comportamiento eldstico lineal en el
material. (Pagano, 1969, 1970).

Una clasificacién de las teorfas mds utilizadas en el contexto del MEF podria ser
la siguiente

1. Teorias de capa tnica equivalente.
2. Teorfas de elementos de sélido bi y tridimensional.

3. Teorfa de aproximacion bidimensional por capas.

2.9.1 Teoria de capa tinica equivalente

En esta teorfa un laminado se representa por una capa unica equivalente con las
propiedades anisétropas del material. Esta teorfa es la més sencilla y econémica de
todas las teorfas de laminados desde el punto de vista del costo computacional.

En esta teorfa los desplazamientos se obtienen como una combinacién lineal de
la coordenada del espesor y funciones de posicién sobre la superficie de referencia,
esto es:

M;

u; (x,y,2) = Zugzj (2.19)
=0

donde M; es el nimero de términos del desarrollo (usualmente M; = Ms) de i-ésimo
componente del vector de desplazamiento. En todas las teorfas de capa tnica los
desplazamientos y sus derivadas son continuos a través del espesor del laminado.
El campo de tensiones resulta discontinuo en las superficies de contacto entre capas
debido a las diferentes propiedades mecédnicas de cada capa.

En funcién de los valores de M; se pueden desarrollar diferentes teorias.
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Z, U
ud | .
1 U,
u 1
ﬂn ug
Yauz

uf/

Figura 2.16: Placa laminada. Giros de la normal en la teoria de capa tnica de primer
orden.

Teorias de capa tinica de primer orden

Esta teorfa consiste en considerar M; = Ms =1 y M3 = 0 en la teorfa de capa tinica
equivalente, por lo tanto el campo de desplazamientos estd dado por:

0 1 0 1 3
Uy = Uy + 2uy, Uy = Uy + 2Uy, U = U3 (2.20)

En las ecs.(2.20) las funciones ! son los desplazamientos a lo largo de tres lineas
coordenadas de un punto sobre la superficie de referencia y u! y ui son los giros de
la normal sobre los ejes x e y respectivamente. (ver Figura 2.16)

La ecs. (2.20) no imponen ninguna condicién al giro de la normal, otra que la
normal se mantiene recta durante la deformacion y constituye la base de la teoria de
placas y ldminas laminadas de Reissner-Midlin (Reissner y Stavsky, 1961) (Midlin,
1951) (Onate, 1992). Si se admite la hipdtesis de que las normales se mantienen
ortogonales a la superficie media tras la deformacién se obtiene la teoria cldsica de
placas y ldminas laminadas de Kirchhoff (Onate, 1992). La teorfa de capa unica se
basa también en la hipétesis de que la tensiéon normal resulta nula (o, = 0).

En ambos casos las ecs. (2.20) son el punto de partida para obtener las defor-
maciones del laminado como:
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e=d T V) oy Ta (2.21)

Yz O
. Vyz ) By

donde

B = e (2.22a)

gy = o (2.22D)

g 1
. - T U
g, = oz 1

(2.22¢)
donde los subindices m, f y ¢ denotan deformaciones generalizadas de membrana,
flexién y cortante transversal respectivamente. En el caso de la teorfa clésica de
placas laminadas, de la ecs. (2.22c) se obtiene que las deformaciones a cortante son
nulas £, = 0 y la de flexién resultan:

8249

ozx2

o 0%ul
En=q G (2.23)

. 0 ug

0x0y

En las ecs. (2.22c) se observa que solo intervienen derivadas primeras de los
movimientos, lo que permite utilizar aproximaciones de elementos finitos de clase
C% La introduccién de derivadas segundas de la flecha en la ec.(2.23) obliga a
utilizar elementos finitos de continuidad C*! para modelar el estado de flexién.

El anélisis tensional de un laminado multicapa se realiza bajo la hipdtesis de
un estado plano de tension, por lo tanto, para una capa k la relacién en el sistema
coordenado global entre tensiones y deformaciones estd dada en general por:

Og D1 Dy D3 Ex
k k
g, — Oy = D12 DQQ D23 Ey = CmE
Oy Dy3 Dys D33
k

(2.24a)

k
m

g\ G2y ) g
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Dy D
o_lcg _ Tz — 44 45 Exz — chcglz (224b)
Tyz k D45 D55 5yz k
En la teorfa clésica de placas laminadas las tensiones tangenciales 713 y T3 no
pueden obtenerse en funcién de las deformaciones 13 y €93 por ser nulas y por lo

tanto su valor se obtiene por condicién de equilibrio.
Los esfuerzos sobre el laminado se obtiene por integracién sobre el espesor, esto

es

n

Prg1
bm = [N Ny N T =3 / (00, 0y Tay)T d2 (2.25)
k=1 " Pr-1
T N s T
o = [Mg, M,, M) :Z/ 2 [0, 0y, Tayl,, dz (2.26)
k=1 hk—1
T SN s T
be = Q@) =3 / [Tass 7ol dz (2.27)
k=1 " k-1

donde hy, es la distancia de la superficie media de la capa k y n el nimero de capas.
La relacion entre esfuerzos y deformaciones generalizadas se puede escribir como

Gom Dy Dpy 0 Em
6 p=| Dny Dy 0 & (2.28)
e 0 0 D. Ec

donde

~ B n hk41 . ‘ ~ B n g1 .
Dp = > Didz 5 Dpy=>_ 2D* dz (2.29)

k=1 k=1 k=1 PE—1

R n hiy1 R n hiy1

Dy = ) / #Dhdz 5 De=)_ / CD¥dz (2.30)
k=1 -1 k=1 Y Pr—1

donde D, s es la matriz constitutiva de acoplamiento membrana-flexién. esta matriz
resulta nula en el caso de que el laminado presente simetria en las propiedades
mecdnicas respecto de la superficie media. La matriz C' estd dada por:

0 «

siendo a; y «y, los coeficientes correctores del esfuerzo cortante que permiten tener
en cuenta el efecto de distorsién de la normal.

c—|% © 2.31
o] (231)
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Teorias de capa tinica de mayor orden

Diferentes autores han propuesto teorias basadas en la inclusién de términos cua-
dréticos y cibicos en la ec.(2.19), entre ellos se puede mencionar a Whitney (1973)
quien propuso la siguiente aproximacién cuadrédtica para el andlisis de placas lami-
nadas

2
z
us = uf (z,y) + zuj (z,y) (2.34)

Posteriormente, Nelson y Lorch (1974) y Nelson (1985) presentan un modelo
cuadratico alternativo que difiere del de Whitney solamente en el término que afecta
a uj.

Posteriormente se propuso un modelo ciibico basado en un campo de desplaza-
mientos caracterizado por la existencia de once variables (Lo et al., 1977)

u =y (2,y) + 2up + 22 (2,y) + 2P (2, 9) (2-35)
uy = uh(z,y) + zuj (z,y) + 223 (x,y) + 2203 (z,y) (2.36)
us = uj (z,y) + zus (z,y) + 2°u3 (z,y) (2.37)

Es importante destacar que las teorfas basadas en estos campos de desplaza-
mientos introducen el efecto de la deformacién normal ¢, y por lo tanto utilizan las
ecuaciones constitutivas completas de la elasticidad tridimensional.

Reddy (1984) propone una teoria de tercer orden, compatible con la hipétesis de
tensién plana a través del espesor del laminado. Esta teoria se basa en el campo de
desplazamientos dado por:

ui = g (2,y) + 2uy + 2 (2,y) + i (2, y) (2.38)
Uz = Ug (ZL’, y) + ZU% (ZL’, y) + ZQU% (.’L‘, y) + Z3U3 (ZL’, y) (239)
ug = uj(z,y) (2.40)

Las funciones u?, u}, u3 y u3 se determinan basdndose en la condicién de que las

tensiones tangenciales transversales 7., y 7,, se anulan en la superficie superior e
inferior de la placa, con lo cual el campo de desplazamientos es:
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4 r2\2 ould
_ 0 12 (% 1, 9us
u = u;+2 [ul 3 (h) (ul + e )] (2.41a)
4 r2\2 ould
_ 0 12 (2% 1 3
us = Uy +2 [u2 3 (h) <u2 + o )] (2.41b)
uz = ug (2.41c)

Las ecs. (2.41a), (2.41b) y (2.41c) proporcionan una distribucién parabdélica de
las tensiones tangenciales transversales, lo que representa una mejora con respecto
a la distribucién constante de la teoria de primer orden de Reissner-Mindlin. Si en
esta teorfa se introduce la hipétesis de ortogonalidad de la normal ul = —0u3/dzy
uy = —0u) /Oy se obtiene el campo de desplazamientos correspondiente a la teorfa
clasica de Kirchhoff.

Posteriormente Reddy y colaboradores (Reddy y Phan, 1984) (Phan y Reddy,
1985) (Putcha y Reddy, 1986) (Reddy, 1987b) han realizado una globalizacién de

las teorfas anteriores considerando el campo de desplazamientos dado por:

ow 4 rz\2 oul
_ 0 _ ow 1 *(% 1, ou3
up = u;+z2 { as + Buy 3 (h) <U1 + e )] (2.42)
ow 4 rz\2 oul
_ 0 _ 1 2 (2 1 3
Uy = Uy +2 { Oéay + Buy 3 (h) <u2 + e )] (2.43)
uz = ug (2.44)

Los valores de oy 3 en la ecuacién anterior permiten obtener las teorias ante-
riores. Sise toma o =1y =+ = 0 se obtiene el campo de desplazamientos de la
teorfa cldsica de Kirchhoff, la teoria de primer orden de Reissner-Mindlin se obtiene
cona=0ypg=y=1.

Las teorfas de capa tinica son adecuadas para representar el comportamiento glo-
bal de laminados delgados, pero resultan inadecuadas para aproximar con exactitud
efectos locales tales como la distribucién de tensiones interlaminar, fenémenos tales
como delaminacién, despegue entre fibra y matriz, etc.

2.9.2 Teorias basadas en analisis como elemento sélido

En estas teorfas, un laminado se modela como un elemento continuo bi o tridimen-
sional. El analisis eldstico tridimensional requiere idealmente al menos un elemento
a través del espesor de cada capa (Dana y Barker, 1974) (Putcha y Reddy, 1982)
(Kupusamay y Reddy, 1984). Los materiales compuestos actuales presentan un ele-
vado nimero de capas y un espesor reducido, lo cual conduce a un gran nimero de
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elementos tridimensionales debido a que es necesario mantener ciertas relaciones en
las dimensiones de los elementos para evitar problemas numéricos de bloqueo en la
solucién. Esto conduce a elevados costos computacionales lo cual hace inviable este
tipo de andlisis para estructuras de grandes dimensiones.

Con el objetivo de reducir el costo computacional que involucran los elementos
tridimensionales es posible utilizar el concepto de sublaminado, en el cual varias
capas se modelan utilizando un unico elemento finito a través del espesor. Las pro-
piedades del material del sublaminado se obtienen por integracion de las propiedades
de la ldmina a través del espesor del sublaminado, en forma anédloga al procedimiento
utilizado en las teorfas de capa tnica.

Las teorfas de elemento sélido de capa tinica bidimensional (Chang y Sawami-
phakdi, 1981) (Chao y Reddy, 1984) (Liao et al., 1988) se derivan por degeneracién
de la teorfa del elemento sélido tridimensional aplicando el mismo tipo de hipétesis
que en las teorias de capa tnica o en las teorfas de aproximacién bidimensional por
capas. Los elementos de ldmina degenerados de elementos sélidos se obtienen a par-
tir de elementos tridimensionales isoparamétricos imponiendo ciertas restricciones
en la cinemdtica. Una seleccién apropiada de la interpolacion de los desplazamientos
incorpora en la teorfa restricciones cinemaéticas. Por ejemplo el conocido elemento
de ldmina degenerado de Zienkiewicz et al. (1971) (Zienkiewicz et al., 1971) se basa
en las ecuaciones de la elasticidad tridimensional pero con una interpolacién isopa-
ramétrica que impone las mismas restricciones cinemaéticas que las de la teoria de
deformacién por cortante de primer orden de Reissner-Mindlin.

Ahmad, Irons y Zienkiewicz (1970) desarrollaron un elemento degenerado para el
andlisis lineal de estructuras laminadas moderadamente gruesas y delgadas y ha sido
aplicado por diversos autores. Este elemento posee la ventaja de ser general en com-
paracién con los elementos basados en la teorfa de ldminas y simple en comparacién
con los elementos tridimensionales.

Las teorfas de elementos de lamina degenerados de sélidos tridimensionales y al
de aproximacién bidimensional por capas permiten representar el campo de tensiones
interlaminares de un laminado compuesto. La utilizaciéon de elementos finitos que
se basan en esta teorfa en zonas locales donde se producen elevados gradientes en
el campo tensional y otras teorfas menos refinadas en zonas menos problemaéticas
resulta eficiente en problemas practicos. Estos métodos se conocen con el nombre
global-local (Jr. et al., 1985) (Reddy, 1985) (Chow y Atluri, 1996)

2.9.3 Teoria de aproximaciéon bidimensional por capas

Las teorfas de capa tnica estdan basadas en campos de desplazamientos continuos a
través del espesor del laminado. Para el caso de materiales compuestos con capas de
materiales diferentes esto conduce a campos de tensiones tangenciales discontinuos.
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Teniendo en cuenta las limitaciones de la teoria de capa tinica Reddy (1987) propuso
una teoria alternativa basada en una aproximacién bidimensional por capas que
elimina el problema de campos tensionales tangenciales discontinuos. Esta teoria
se basa en un campo de desplazamientos que resulta una combinacién lineal de la
coordenada sobre el espesor y funciones independientes de la posicién dentro de cada
capa, esto es:

N;
u; = (z,y,2) = ud (v,y) + Zuf (z,y) @, (2) 1=1,2,3 (2.45)
j=1
donde N; es el nimero de subdivisiones a través del espesor del laminado y ®;
son funciones de la coordenada sobre el espesor z. Las funciones @, son continuas
por intervalos, definidas solo en dos capas adyacentes y pueden interpretarse como
funciones de interpolacién de Lagrange globales asociadas con la superficie comiin
de las capas, a través del espesor del laminado. Debido a la naturaleza local de la
funcién ®;, los desplazamientos resultan continuos en el espesor en la capa. Esto
también implica que el campo de deformaciones transversales es discontinuo en la
superficie de contacto entre capas y por lo tanto existe la posibilidad de que las
tensiones transversales interlaminares puedan ser continuas. Las deformaciones en
el plano serdn continuas pero las tensiones en el plano serdan discontinuas debido al
diferente comportamiento mecdnico de las distintas fases del material compuesto.
Una ventaja de la teorfa de aproximacién bidimensional por capas es que requiere
solamente elementos finitos bidimensionales, pero con muchos grados de libertad por
nodo. Aqui es también posible utilizar el concepto de sublaminacién para reducir el
costo computacional.

Botello (1993) presenta un nuevo elemento finito de sélido degenerado, basado
en una aproximacién bidimensional por capas para el andlisis de multilaminados.
Este elemento se basa en imponer un campo de deformaciones de cortante y con
esto se evita el bloqueo de la solucién por cortante (Zienkiewicz y Lefevre, 1988)
(Onate et al., 1990) (Zienkiewicz et al., 1990) (Onate et al., 1992) (Botello, 1993)
(Botello et al., 1999).

2.10 Resistencia de laminas unidireccionales

2.10.1 Introduccién

La utilizacién de materiales compuestos unidireccionales es escasa debido funda-
mentalmente a que la rigidez y las resistencias transversales a cortadura y traccién
son mucho menores que las correspondientes rigideces y resistencias paralelas a las
fibras. En el primer caso las propiedades del material compuesto estdn dominadas
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por las propiedades de la matriz y en el segundo por las propiedades de la fibra.
Con el fin de obtener elevadas rigideces es necesario colocar laminados en varias di-
recciones. Por lo tanto es necesario conocer la resistencia individual de las distintas
ldminas.

En esta seccién se hace una breve descripcién del proceso de rotura y de resis-
tencia de las distintas laminas y de los diversos criterios utilizados para determinar
la rotura.

Una lamina puede fallar de varios modos diferentes dependiendo de las condicio-
nes de carga, debido fundamentalmente a la elevada anisotropia de estos materiales.
Para el cdlculo de la resistencia de las ldminas en funcién de la resistencia de las
fibras y de la matriz es esencial la comprension de los mecanismos de rotura.

2.10.2 Resistencia a traccién longitudinal

La resistencia de los materiales compuestos depende de las deformaciones de rotura
relativas de la matriz y de la fibra, considerdndose dos posibles situaciones:

e Deformacion a traccién uniaxial de rotura de la fibra mayor que la de la matriz
(7 > em)

e Deformacion a traccién uniaxial de rotura de la matriz mayor que la de la fibra
(5;‘n > 5?)

En el primer caso pueden considerarse dos secuencias de rotura diferentes de-
pendiendo del volumen de fibra y de matriz en el compuesto. Para el caso de un
bajo contenido en volumen de fibras la resistencia de la ldmina depende fundamen-
talmente de las propiedades de la matriz. La matriz colapsa antes que las fibras
y entonces toda la carga es soportada por las fibras, pero como el volumen de fi-
bras es pequeno estas son incapaces de soportar esa carga y se rompen. Cuando el
contenido de fibras es mayor, la matriz absorbe solo una minima proporcién de la
carga debido fundamentalmente a su menor médulo eldstico. Por lo tanto cuando
la matriz se rompe, la transmisiéon de carga a las fibras es insuficiente para causar
su rotura. La transmisién de esfuerzos se realiza desde la matriz a la fibra y al estar
agotada la capacidad resistente de la misma la trasmisiéon produce deslizamientos
relativos entre fibra y matriz y la transmisién de los esfuerzos se realiza gracias a la
presencia de fuerzas friccionales. Un ejemplo de este caso lo constituyen los mate-
riales compuestos de resina de poliéster y fibra de vidrio. Para estos laminados se
observa que para voltimenes de fibra superiores al 10% el comportamiento del mate-
rial compuesto depende de las propiedades de la fibra. La mayorfa de los laminado

comerciales poseen un volumen de fibra que oscila entre un 40% y un 70% (Hull,
1987D).
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Figura 2.17: Rotura a traccién longitudinal de ldminas unidireccionales. a) Antes de la
rotura. b) Rotura de resina antes de la rotura de las fibras. c¢) Agrietamiento de la matriz.
d) Rotura de la fibra antes de la rotura de la matriz.

Para contenidos de fibras altos en volumen se produce un agrietamiento miltiple
de la resina (Aveston y Kelly, 1973). En la Figura 2.17 se observa una representacion
esquemadtica del proceso de rotura de una ldmina unidireccional sometida a traccién
longitudinal.

En la Figura 2.17 se observa el agrietamiento multiple, el cual surge debido a que
las primeras grietas que se forman en el material (ver Figura 2.17b) no ocasionan
una descarga completa de la resina. El espaciado final de las grietas depende de la
relacién entre los médulos eldsticos de las fibras y de la matriz y de la adherencia
entre fibra y matriz.

En el caso en que la deformacién de rotura de la matriz sea mayor que la de la
fibra pueden considerarse, también, dos secuencias de rotura diferentes dependiendo
del volumen de fibra y de matriz en el compuesto. A bajos volimenes de fibra la
carga adicional por rotura de las mismas en la matriz no es suficiente para producir
su agotamiento.(ver Figura 2.17d) Sin embargo, al reducirse la seccién neta efectiva
de la matriz por la presencia de los huecos en las puntas de la fibra, su resistencia
es menor en una cantidad proporcional al volumen de fibras.

Para volimenes de fibra grandes la carga transmitida a la matriz debido a la ro-
tura de las fibras es muy elevada y no podra ser soportada por la matriz, por lo tanto
la matriz rompera cuando se rompan las fibras. Este andlisis puede aplicarse a los
materiales compuestos de fibra de carbono y resina epoxi en los que la deformacion
a rotura de la fibra es inferior que la de la resina. Hull (1987) muestra que en estos
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casos para volimenes de fibra superiores al 3% el comportamiento del compuesto
depende de las fibras indicando que la contribucién de la matriz a la resistencia a
traccién longitudinal es pequena.

El tratamiento anterior desprecia algunas caracteristicas significativas de la re-
sistencia de las fibras tales como la variacién de la resistencia entre las distintas
fibras, la distribucién de defectos a lo largo de cada fibra y los fenémenos de despe-
gue entre fibra y matriz, pero ofrece una aproximaciéon que permite comprender los
mecanismos de rotura de los materiales compuestos.

2.11 Ciriterios de falla para materiales compues-
tos

Al igual que en los materiales isétropos, los criterios de fluencia se utilizan para de-
terminar la resistencia y el comportamiento de los materiales compuestos. Existen
diversos criterios de fluencia formulados y algunos han sido formulados especifica-
mente para un determinado material.

2.11.1 Criterio de maxima tensién

El criterio de méxima tensién establece que la rotura en una ldmina se produce
cuando los esfuerzos en las direcciones principales del material compuesto exceden
un valor maximo especificado. El criterio de méxima tensién se escribe como

—o) < op<o0 (2.46)
—o, < o,<0, (2.47)
—Opy < Ogy < 04y (2.48)

donde o}y o3 son las resistencias a traccién y compresién respectivamente en la
direccién z, o y o, son las resistencias a tracciéon y compresion respectivamente en
la direccién yy o7, es la resistencia a cortante. Los valores de o, 0,y 04y para un
esfuerzo aplicado a un angulo 6 respecto de la direccién principal estdn dados por:

o, = o0gcos>f
o, = 0psin® (2.49)
Ogy = —0psintcosf

Para 0 = 0° la falla se produce por rotura longitudinal y para 6 = 90° la falla
se produce por rotura transversal. Para dngulos intermedios el esfuerzo de rotura
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Figura 2.18: Criterio de fluencia de mdxima tensién en funcién del d4ngulo de orientacién

del refuerzo sobre ldminas unidireccionales de resina poliester y fibra de vidrio (Hull,
1987D).

depende de los valores relativos de o7, oy y o7, obteniéndose del menor valor de los
esfuerzos dados por:

o9 = 0'/cos’f
op = o)/sin*f (2.50)
o9 = —0,,/sinfcosd

En la Figura 2.18 se observa la resistencia a rotura determinada de acuerdo a la
teoria de maxima tensién (Hull, 1987b).

En la Figura 2.19 se observa resultados de ensayos de una ldmina de resina epoxi y
fibra de carbono con un contenido volumétrico de fibras del 50%. La Figura muestra
que existe un acuerdo excelente entre la teoria del esfuerzo méximo y los resultados
experimentales excepto para valores de § comprendidos entre 18° y 42° (Hull, 1987b).
En esta zona existe una interaccién de esfuerzos y la rotura se produce a valores
menores que los predichos por la teorfa de méxima tensién. El criterio empleado
para definir los limites de resistencia del material que se muestran en los ensayos
experimentales dados en la Figura 2.19 no establece si el limite del material se
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verifica cuando una de las fases alcanza este limite o cuando se verifica un cambio
en la pendiente de la respuesta del material compuesto.

Este criterio tiene el inconveniente de no tener en cuenta los fenémenos de inte-
raccién de esfuerzos y ha sido formulado como criterio de fluencia para el material
compuesto y por lo tanto no puede tener en cuenta los comportamientos mecani-
cos de los distintos componentes de un material compuesto, como asi tampoco los
fenémenos de despegue entre fibra y matriz (debonding).

Los criterios de rotura de Azzi-Tsai-Hill y T'sai-Wu (secciones 2.11.2 y 2.11.3) han
sido desarrollados especificamente teniendo en cuenta los fenémenos de interaccién
de los esfuerzos.

2.11.2 Criterio de rotura de Azzi-Tsai-Hill

El criterio de maxima tensién permite distinguir entre la falla debido a la fibra,
representada por la médxima resistencia del material compuesto en la direccién de
la fibra, y la falla en la matriz, representada por la méxima resistencia transversal
a las fibras y no tiene en cuenta la interaccién entre las componentes del tensor de
tensiones. Por lo tanto resulta necesario formular criterios que permitan tener en
cuenta la interaccion entre las componentes del tensor de tensiones, pero teniendo
en cuenta de no incluir componentes no relacionadas ya que esto puede conducir a
resultados erréneos.

Los primeros criterios de fluencia para materiales anisétropos que tienen en cuen-
ta la interaccion entre esfuerzos han sido propuestos por Hill (1948). Estos criterios
resultan de una generalizacién del criterio de fluencia de Von Mises para materia-
les is6tropos y ha sido aplicado por Tsai a materiales compuestos. Suponiendo un
estado de tension plana, el criterio de fluencia se escribe como

(Z_>2 ) [Z;U)?] v (Z_>2+ (Z)Q =1 (2.51)

La ec.(2.51) describe una superficie en el espacio que establece que no se pro-
ducird la rotura del material siempre que el estado tensional este representado por
un punto interior a ella. En general, en los materiales compuestos se verifica que
oy > o, de forma que el segundo término resulta despreciable y el criterio de fluencia

se puede escribir como
g 2 ag 2 g 2
<_“’> + (_y) + ( “’y) =1 (2.52)
ok oy Oy

En la Figura 2.19 se observa una comparacién de resultados experimentales de
ldminas de fibra de carbono y resina epoxi con los provistos por la ec.(2.51)
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Figura 2.19: Resultados experimentales de ensayos de laminas unidireccionales de resina
epoxi reforzada con fibras de carbono tipo I (Hull, 1987b).

Este criterio tiene la desventaja de no distinguir diferentes comportamientos del
material a tracciéon y compresion y por lo tanto no resulta adecuado para simular el
comportamiento mecdnico de materiales con comportamientos diferentes a traccion
y compresion. El criterio que se presenta en la seccién 2.11.3 se ha desarrollado con
el objetivo de superar este problema. Este criterio tampoco incluye los diferentes
comportamientos mecdnicos de los distintos componentes de un material compuesto,
como asi tampoco los fenémenos de despegue entre fibra y matriz (debonding).

2.11.3 Criterio de fluencia de Tsai-Wu

Este criterio es una generalizacion del criterio de fluencia de Azzi-Tsai-Hill e in-
corpora la posibilidad de diferenciar las resistencias a compresion y traccion y la
interaccién entre las tensiones. En el espacio de tensiones se escribe como:

F0% + 2F, 0,0, + Fyyo—; + Fssciy + Fyo, + Fyo, =1 (2.53)
donde
1 1 1 1 1 1 1
Fz:; Fu y_o_* 97 me:()’*()’*” yy_o_*o_*,7 Fss— D) (254)
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donde o} y o} representan las resistencias a traccién y compresion respectivamente
en la direccién i. Los pardmetros de resistencia del material se obtienen de ensayos
usuales, pero el término de interaccién [, se obtiene a través de ensayos biaxiales.
Debido a la complejidad de este ensayo el factor F,se trata como una constante
empirica dependiente del material y se define como

Foy = Fi\/FucFyy (2.55)

donde F;, es un factor empirico comprendido entre —1 y 1.(Surrel et al., 1990) (Tsai,
1974) (Tsai y Wu, 1971)

Este criterio no tiene en cuenta los comportamientos mecdnicos diferentes de
los distintos componentes de un material compuesto y tampoco tiene en cuenta los
fenémenos que se producen en la interfase fibra matriz.

2.12 Modelos estructurales multi-escala

2.12.1 Teoria de homogeneizacién

La teoria de homogeneizacién plantea una solucién muy diferente a la expuesta en
los apartados anteriores. Esta teorfa se basa en dividir el problema de los materiales
compuestos en dos escalas de diferente orden, denominadas macroscdpica o global y
microscopica o local.

La escala microscépica se utiliza con el objetivo de analizar la estructura interna
o micro-estructura del material compuesto y obtener las variables de estado del
problema micro-mecédnico. Estas variables de estado permiten luego determinar las
macro-variables del problema.

La escala macroscopica se utiliza para analizar el problema global y en ella se
considera al material compuesto como un material homogéneo.

Bajo estos conceptos pueden encontrarse diferentes formulaciones de los pioneros
de esta teorfa. Hill y Mandel (1972) plantean el método de promedios, donde la ley
de homogeneizacion eldstica del compuesto se establece a través del promedio de
los campos de las variables microscépicas. Por otro lado, Sanchez-Palencia (1974)
(1980) , Bensoussan-Lions-Papanicolaou (1978) desarrollan la teoria de homogenei-
zacion a través de los desarrollos asintéticos, mediante los cuales se determinan de
manera rigurosa las leyes que gobiernan en cada una de estas escalas. Suquet (1982)
(1987) retoma y generaliza el método de promedios, ademds formula un método de
convergencia para materiales periddicos, y extiende el concepto de homogeneizacién
al rango no-lineal. En todos los casos, las ecuaciones que gobiernan el problema en
las dos escalas son similares. La principal dificultad de la teoria de homogeneizacién
es que las variables macroscépicas dependen del campo completo de las variables
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microscépicas. Con el propédsito de salvar esta dificultad, y desacoplar las variables
globales de las locales Michel (1984) , Suquet (1987) realizan algunas simplificacio-
nes. En los ultimos anos se han presentado muchas aportaciones a este tema (Fish
et al., 1997) (Smit et al., 1998) (Moulinec y Suquet, 1998), pero atin no se ha logrado
consenso.

Zalamea et al. (1999) plantea un nuevo punto de vista sobre las cldsicas ideas de
homogeneizaciéon. La periodicidad de la micro-estructura permite establecer ciertos
conceptos, mediante los cuales se obtienen formalmente los tensores globales de de-
formaciones y tensiones. Las expresiones resultantes son similares a las obtenidas
por las anteriores teorfas, sin embargo no se introduce los tensores denominados de
influencia (Hill, 1967) concentracion (Mandel, 1972) o localizacion (Suquet, 1987) |
ni las funciones periédicas (Sanchez-Palencia, 1980) (Duvaut, 1976). Ademds, pues-
to que las variables macroscopicas dependen de un “infinito mimero” de variables
internas microscépicas (Suquet, 1987) , se soluciona el problema mediante un c6digo
de elementos finitos formulado en las dos escalas.

2.12.2 Estructura interna de un material compuesto. For-
mulacién de un modelo constitutivo (Zalamea et al.
1999)

La distribucién periddica de los componentes de un material compuesto establece
un cierto nimero de simetrias que permiten dividir al compuesto en unidades es-
tructurales denominadas celda unidad o células. Esta division virtual del material
se realiza a través de superficies materiales, denominadas caras o lados. Un material
compuesto representado en dos dimensiones es posible dividirlo en células de 4 caras
o cuadrildteras, o bien en células de 6 caras o hexagonales. Se definen como puntos
periddicos a aquellos cuyas coordenadas materiales X tiene la misma posicién rela-
tiva en las células vecinas. En la figura 2.20 se han senalado dentro de una celda de
dominio 2. un punto cualquiera P y en las células vecinas estos mismos puntos P
periédicos. La posicion relativa entre dichos puntos determina una base de vecto-
res (D;) denominada vectores de periodicidad que poseen dimensiones y direcciones
especificas.

Se considera que bajo la escala global el volumen de una célula es muy pequeno
(V' — 0), por consiguiente el compuesto puede ser considerado como un material
homogéneo, formado por pequenas particulas exactamente iguales. Al deformarse
la macro-estructura cambian los vectores de periodicidad y al considerar la micro-
estructura, el campo de deformaciones sufre fuertes fluctuaciones por la diferencia
de rigidez de los materiales componentes. La deformacién global del campo microes-
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Ax.

X1

Figura 2.20: Vectores de peridiocidad en la configuracién de referencia D; y actualizada
d; (D2 = D1+ D3, dy = di + d3).
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Célula: Estructura
Caras, vértices, interna de
vect. de period. la célula

MICROESTRUCTURA DE UN COMPUESTO

Figura 2.21: Microestructura de un compuesto. Divisién de la microestructura en células
hexagonales.



64 CAPITULO 2. PROPIEDADES ESTRUCTURALES DE LOS MATERIALES COMPUESTOS

Célula cuadrilatera

Célula: Estructura
Caras, vértices, interna de
vect. de period. la célula

MICROESTRUCTURA DE UN COMPUESTO

Figura 2.22: Microestructura de un compuesto. Divisién de la microestructura en células
cuadradas.
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fibra

DETALLE DE LA CELULA

MATRIZ REFORZADA POR FIBRAS CONTINUAS

Figura 2.23: Micro-estructura de una matriz con fibras continuas y célula del compuesto.
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tructural estd asociada al cambio de los vectores de periodicidad D;.

. 1[od" od
€= {aD aD—I} (2.56)

Por otra parte, la condiciéon de periodicidad de la estructura del compuesto,
junto con la consideracién de que el volumen de la célula es muy pequena (V' — 0),
implica que las fuerzas de superficie exteriores al dominio en las caras opuestas de
la célula son iguales pero de sentido contrario. Es decir, el campo de fuerzas en el
contorno de la célula es antiperiédico (Bensoussan et al., 1978; Suquet, 1983). Esto
permite definir a un tensor homogeneizado de tensiones & como el promedio de las

tensiones en el volumen de la célula
1
o = — dv. 2.57
&= /V o (2.57)

Las condiciones de desplazamientos periédicos, y fuerzas antiperiddicas en el con-
torno de la célula, permiten aplicar una deformacién global € a la celda unidad.
Mediante la utilizacién del método de elementos finitos se encuentra el equilibrio
en el dominio de la célula. La tensién global del material se determina utilizando
la ec.(2.57). Si, en cada incremento de carga se almacena el estado de los materia-
les componentes en todo el dominio de la célula (lo cual representa una cantidad
grande de variables internas), y a partir de esta informacién se calcula la respuesta
del compuesto (X). Entonces, dicho procedimiento hace la funcién de una ecuacién
constitutiva del compuesto.

La solucién del problema de materiales compuestos se determina mediante el
método de los elementos finitos formulado en las dos escalas. En consecuencia, se
discretizan las dos estructuras: la macroscopica y la microscopica; para encontrar el
equilibrio de la macro-estructura se requiere el comportamiento del material en cada
punto de integracién de los elementos (elementos finitos de la macro-estructura).
Dicho comportamiento se obtiene a través del andlisis de la celda unidad. De esta
forma la solucién del problema de materiales compuestos se determina a través del
equilibrio de la macro-estructura, y tantas células como puntos de integracién tiene
la estructura global. Para ello se ha desarrollado un algoritmo, y un cédigo de
elementos finitos que soluciona el problema en paralelo; mayor detalle al respecto se
encuentra en Zalamea et al (1998).

En la Figura 2.24 se presenta el esquema de solucién en la escala microscépica y
macroscopica utilizando el método de los elementos finitos. Esta metodologia se
basa en la existencia de dos escalas: macroscopica y microscopica. El algoritmo
de solucién se plantea utilizando el MEF en ambas escalas. En la escala global se
busca el equilibrio del macro-dominio, mientras que en la escala microscépica se
determina el comportamiento del material. Por lo tanto cada punto de integracién
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de los elementos finitos del macro-dominio representa un problema de valores de
contorno en la escala microscépica (Zalamea et al., 1999). Por lo tanto se deben
solucionar simultdneamente la macro-estructura y tantas células como puntos de
integracién tiene el problema. La solucién se encuentra cuando todos los dominios
cumplen con las condiciones de equilibrio.

En la Figura 2.24 se observa el algoritmo de solucién para cada escala. Se debe
destacar que el algoritmo de la escala macroscopica carece del médulo correspondien-
te a la ecuacién constitutiva, ya que el comportamiento del material se determina
en la escala microscopica.

La potencia de este método radica en que modela la forma real de la microes-
tructura, en cuyo interior se encuentran los componentes, cada uno de los cuales
poseen sus correspondientes formas y propiedades. Esto permite que el método sea
absolutamente general, ya que se puede representar cualquier microestructura. Es
por ello que la teoria de homogeneizacién es vdlida para materiales como: matrices
reforzadas por fibras cortas, mamposterias, etc. En el caso en que el compuesto esta
formado por una matriz con fibras largas, de acuerdo a la geometria, la célula se
reduce a un prisma, cuya seccién transversal estd en funcién de las proporciones de
fibra y matriz (ver Figura 2.23). El valor de la longitud de la célula es simplemente
un valor conveniente, gracias a las condiciones de periodicidad, la geometria de la
célula resultante es sencilla.

Car et al. (1999) presentan una comparacién entre un modelo micromecanico y
la teoria de homogeneizacién mediante la simulacién numérica de un ensayo realiza-
do sobre probetas de carbono-epoxi T300/914C con una entalla en la zona central.
En la simulacién del comportamiento constitutivo de la fibra se utiliza una ecuacién
constitutiva elastopléstica isétropa con endurecimiento y para la matriz una ecua-
cién constitutiva elastoplastica con ablandamiento exponencial. La anisotropia del
compuesto resulta de la interacciéon de los componentes dentro del dominio de la
célula.

La principal desventaja del método basado en la teorfa de homogeneizacion es su
elevado costo computacional. La ventaja de estos modelos es que permiten modelar
materiales con estructura interna de elevada complejidad.

2.13 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado una breve resena de los distintos constituyentes de
un material compuesto y sus caracteristicas estructurales y propiedades mecdnicas.

Los materiales compuestos surgen de una combinaciéon adecuada en volumen de
elementos de refuerzo y matrices. Estos elementos de refuerzo se caracterizan por
sus elevadas propiedades mecdnicas y su anisotropfa. Por lo tanto los materiales que
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surgen de esta combinacién presentan una elevada anisotropia. La posicién y tipo
de refuerzo dan lugar a diversos tipos de materiales compuestos. Los componentes
estructurales que requieren una elevada rigidez, resistencia a los impactos, formas
complejas y un alto volumen de produccién resultan ideales para ser fabricados en
materiales compuestos. Es por ello que el uso de estos materiales en la fabricacion
de piezas de automdviles se ha extendido en los tltimos afios (Ali, 1996) (O’Rourke,
1989), siendo muy utilizados también en la industria aerondutica y aeroespacial.

Se presenta también una breve resena de los diversos modelos constitutivos utili-
zados y las distintas metodologia basadas en el MEF para simular el comportamiento
mecédnico de los materiales compuestos.

Del anélisis de los diversos modelos constitutivos presentados se observa que la
mayoria de ellos no tienen en cuenta fenémenos de no-linealidad en el comporta-
miento constitutivo del material. La anisotropia del material solo se tiene en cuenta
en régimen eldstico y en el caso ineldstico solo se considera el comportamiento has-
ta el pico de resistencia méxima a través de modelos cuadraticos (Azzi-Tsai-Hill,
Tsai-Wu) que no diferencian explicitamente el comportamiento de la fibra y de la
matriz. Estos modelos presentan un buen acuerdo con los ensayos experimentales
solo en los casos en que las tensiones que interactian producen la rotura de uno de
los materiales que componen el compuesto, como por ejemplo el caso de tensiones
transversales a la direccién de la fibra y las tensiones cortantes que producen fallas
en la matriz. Algunos autores (Hashin, 1980) (Hahn et al., 1982) en un intento por
diferenciar el comportamiento entre fibra y matriz proponen separar la expresion
cuadratica de Tsai-Wu en dos criterios separados.

En este capitulo se han presentado también otras metodologias para la simula-
cion de materiales compuestos basados en modelos estructurales multiescala basados
en la teoria de homogeneizacion. Esta teoria plantea una solucién muy diferente y
se basa en dividir el problema en dos escalas de diferente orden, denominadas ma-
croscopica o global y microscdpica o local. La escala microscépica se utiliza con el
objetivo de analizar la estructura interna o micro-estructura del material compues-
to y obtener las variables de estado del problema micro-mecénico. Estas variables
de estado permiten luego determinar las macro-variables del problema. La escala
macroscopica se utiliza para analizar el problema global y en ella se considera al
material compuesto como un material homogéneo.

En el presente trabajo se desarrolla un modelo constitutivo que permite superar
las dificultades que presentan los modelos analizados. Para ello es necesario des-
arrollar un modelo que permita simular los siguientes fenémenos a) alta anisotropia
con deformaciones permanentes direccionadas; b) existencia de varias sustancias que
conforman el compuesto; ¢) flujo pldstico unidireccional en el caso de refuerzo con
fibras; d) deslizamientos relativos entre matriz y fibra (”debonding”) a nivel de in-
terfase con pérdida de compatibilidad cinemética e) pandeo local del refuerzo; f)
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tendencia de las fibras a alinearse con la direccién del esfuerzo mayor; g) presencia
de grandes deformaciones debido al fenémeno de alineacién del refuerzo en la direc-
cién del esfuerzo mayor; h) fenémenos de microfisuracién en la matriz y i) fallas en
la fase de refuerzo. Todos estos fenémenos inducen a una pérdida de resistencia y
rigidez global del material compuesto con pérdida de linealidad en la respuesta del
conjunto.
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Capitulo 3

Propuesta de un modelo
constitutivo para materiales
compuestos

”Progress in design of new structures seems to be unlimited”
K. J. Bathe

3.1 Introduccion

Segtin se ha visto en el capitulo anterior la mayorfa de los modelos constitutivos pa-
ra la simulacién del comportamiento de materiales compuestos no tienen en cuenta
los fenémenos no-lineales en el comportamiento constitutivo del material. Por otra
parte la anisotropia del material solo se tiene en cuenta en régimen eldstico o través
de modelos cuadréticos (Azzi-Tsai-Hill, Tsai-Wu) que no diferencian explicitamente
el comportamiento del refuerzo y de la matriz. Estos modelos presentan un buen
acuerdo con los ensayos experimentales solo en los casos en que las tensiones que
interactian producen la rotura de uno de los materiales que componen el compues-
to, como por ejemplo el caso de tensiones transversales a la direccion de la fibra y
las tensiones cortantes que producen fallas en la matriz. Por lo tanto, es necesario
desarrollar modelos constitutivos que permitan tener en cuenta los complejos fe-
némenos que se observan durante el proceso de carga en los que se verifican roturas
de los materiales componentes del compuesto.

Los materiales compuestos constituidos por plasticos reforzados con fibras (FRP
"fiber reinforced plastic”) y, especialmente, los materiales compuestos reforzados
con fibras de vidrio o carbono constituyen los materiales especialmente indicados
para la fabricacion de elementos estructurales en los que el peso y la resistencia
constituyen variables fundamentales durante el proceso de diseno. Por lo tanto, es
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necesario establecer la respuesta de este tipo de materiales bajo diversos tipos de
solicitaciones. El mecanismo de falla en los materiales pldsticos reforzados con fibras
es complejo debido a la presencia de diversos fenémenos y mecanismos. Dependiendo
del tipo de material y de los esfuerzos a los que estd sometido la pieza el proceso de
falla del material puede sobrevenir como una combinacién de diversos mecanismos
de falla.

El modelo constitutivo que se desarrolla en este trabajo tiene como objetivo si-
mular el complejo mecanismo de falla de los materiales compuestos. Estd basado
en tres teorfas que permiten simular los diversos mecanismos que se generan du-
rante el proceso de falla de los materiales compuestos: la de grandes deformaciones
para materiales is6tropos, la de mezclas para materiales isétropos y la de transfor-
maciéon de espacios para materiales anisétropos. Cualquier método basado en la
aproximacién Lagrangeana actualizada o total es directamente aplicable a materia-
les plésticos reforzados con fibras o materiales compuestos en general. La eleccion
del modelo constitutivo, de un criterio de fluencia y de una regla de flujo plésti-
co adecuados resultan de gran importancia en la descripcién del comportamiento
no-lineal anisétropo de los materiales FRP.

Una revisién de los distintos métodos de cdlculo para problemas no-lineales en
régimen de deformaciones finitas se puede encontrar en Cheng y Kikuchi (1985), en
Garcia Garino (1993) o en Cante (1995). Sun y Chen (1989) proponen una funcién
de fluencia cuadrédtica y una regla de flujo asociada basados en el criterio de Hill
para describir el comportamiento pldstico anisétropo de materiales compuestos. La
funcién propuesta se reduce a la funcién de Misses-Reuss en el caso de materiales
anisétropos. En el modelo propuesto es necesario determinar ciertas constantes de
la funcién de fluencia en forma experimental. Una vez determinadas las constantes
Sun y Chen proponen que el comportamiento anisétropo de materiales compuestos
con diferentes direcciones de fibra y orientaciones de las ldminas puede ser descrito
por una curva simple en el espacio de tensiones y deformaciones plésticas efectivas.
Espinosa et al. (1997) extendieron la formulacién propuesta por Sun y Chen al
campo de las grandes deformaciones para simular el comportamiento de materiales
compuestos reforzados con tejidos de fibra de vidrio.

Chen et al. (1997) extendieron la funcién de fluencia propuesta introduciendo
el concepto de PPR (plastic poisson’s ratio). Con el objetivo de determinar la
variacion de la tension efectiva con la deformacion plastica efectiva proponen realizar
ensayos experimentales sometidos a diversos estados de carga. Las constantes que
intervienen en la funcién de fluencia se determinan a través de un procedimiento
de ajuste de manera tal de converger a una curva de tensiones y deformaciones
efectivas.

O’Donoghue et al. (1992) utilizaron la funcién de fluencia anisétropa propuesta
por Hill para describir el comportamiento no-lineal de materiales compuestos. La
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dependencia de la presion en las componentes desviadoras de las deformaciones
la tienen en cuenta anadiendo los términos apropiados en la ecuacién de estado
del material. Voyiadjis y Thiagarajan (1995) proponen una superficie de fluencia
anisotropa para materiales compuestos reforzados en funcién de un tensor de cuarto
orden. En este modelo los pardametros de resistencia axial y cortante se combinan
a través de cuatro constantes de ajuste que permite determinar el tensor de cuarto
orden anisétropo. Este método tiene la ventaja de que su implementaciéon en codigos
de elementos finitos resulta sencilla tanto en coordenadas locales como globales. Las
funciones de fluencia propuestas son los intentos de homogeneizar ”mecédnicamente”
las propiedades direccionales de materiales compuestos. Para cada nuevo material
que se utilice es necesario realizar nuevos ensayos experimentales para ”calibrar” las
constantes de la funcién de fluencia segin los resultados experimentales.

Anderson et al.(1990) propone un modelo para materiales compuestos basado en
la teorfa de mezclas. El modelo propuesto es considerado heterogéneo, pero debido
a las hipdtesis de la teorfa de mezclas el movimiento relativo entre constituyentes no
es considerado. Este modelo se utilizé para el estudio de la propagacién de ondas
en materiales plasticos reforzados con fibras.

Thaumaturgo et al. (1997) utilizé datos de impacto de Marsh (1980) para estu-
diar la influencia de la interfase fibra-matriz en la absorcién de energia bajo cargas
dindmicas. Thaumaturgo encontré a través de simulaciones numéricas y ensayos
experimentales que la energia absorbida bajo cargas de impacto depende fundamen-
talmente de los mecanismos de falla que se desarrollan en los materiales compuestos,
por ejemplo rotura de fibra y matriz, deslizamientos relativos entre fibra y matriz,
fenémenos de delaminacion, etc.

Se han realizado diversos estudios para determinar el tipo de falla en materiales
compuestos bajo distintos estados de carga. Una revisién detallada de este trabajo
se puede encontrar en Abrate (1991, 1994) . Estudios realizados por Williams y
Rhodes (1982) y Huston (1984) establecen que bajo la accién de cargas dindmicas
las propiedades mecédnicas de la matriz determinan el umbral de dano y el progreso
del dano debido a cargas de impacto, mientras que las fibras determinan la resistencia
a la penetracion.

La interfase fibra-matriz también ha sido objeto de estudio por parte de diversos
investigadores. Estudios realizados por Beaumount (1979) establece que el fenémeno
de deslizamiento posterior al debonding es la principal fuente de absorcién de energia
en materiales reforzados con fibras.

Adicionalmente a los estudios experimentales, las técnicas numeéricas se han uti-
lizado para determinar la resistencia de materiales compuestos reforzados con fibras.
El fenémeno de delaminacién es el mecanismo de falla tipico en los materiales com-
puestos reforzados con fibras, responsable de una disminucién considerable en la
resistencia y rigidez del material. Este fenémeno ha sido modelado utilizando la
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mecédnica de fractura. Estos modelos se basan en evaluar la integral J de Eshelby
(1956) o Rice (1968) para el caso de cargas estéticas, extendida por Nishioka y Atluri
(1983) para el caso de cargas dindmicas, o la integral cerrada de Irwin (1958) . Lo
et al. (1993) utiliz6 la integral J para evaluar la variacién temporal de la energia
libre G de un sélido bidimensional bajo cargas dindmicas.

Para simular el fenémeno de la delaminacién se utilizan modelos basados en
superficies cohesivas. Camacho y Ortiz (1996) utilizaron este modelo para simular
el avance de fractura en materiales frigiles. EI modelo consiste, basicamente, en
abrir una fisura duplicando los nodos en una malla de elementos finitos cuando el
nivel tensional en el nodo es igual al factor de intensidad de tensiones efectivas.
La fisura se propaga permitiendo la separacién de los nodos de acuerdo a una ley
cohesiva. Esta ley cohesiva tiene en cuenta la pérdida de resistencia en funcién
de la apertura de la fisura. Espinoza et al. (1998) utilizaron los modelos de zona
cohesiva para el estudio del inicio y propagacién de fisuras en materiales fragiles.
En esta aproximacion se utilizan elementos de espesor nulo, embebidos en la malla
de elementos finitos, que poseen una ley constitutiva de superficie cohesiva. En esta
aproximacién después de que las tensiones alcanzan el nivel de la tensién méxima
admisible se produce una disminucién de las mismas hasta anularse. En este punto
se produce la fractura del material y la creaciéon automética de una nueva superficie
y se evitan los problemas asociados a las técnicas de duplicacién de nodos.

En este capitulo se describe el modelo propuesto para la simulacién numérica de
materiales compuestos. El modelo constitutivo propuesto esté escrito en el contexto
de la termodindmica de sdélidos irreversibles, estd inmerso en la teorfa de grandes
deformaciones plisticas y la teoria de mezclas de sustancias bdsicas y se restringe
al proceso puramente mecdnico, es decir procesos termodindmicos térmicamente
estables.

En la seccién 3.2 se describe el modelo constitutivo elastopldstico en régimen de
pequenas deformaciones eldsticas y grandes deformaciones pldsticas.

3.2 Modelo constitutivo elastoplastico

Los materiales compuestos surgen de una combinacién adecuada en volumen y forma
(orientacién) de elementos de refuerzo y matrices. Estos elementos de refuerzo se
caracterizan por sus elevadas propiedades mecédnicas y su anisotropia.. Por lo tanto,
los materiales que surgen de esta combinacién presentan una elevada anisotropfia..
La posicién y tipo de refuerzo dan lugar a diversos tipos de materiales compuestos.

En este apartado se formula el modelo constitutivo que es capaz describir el com-
portamiento de materiales compuestos multifase. Para ello es necesario desarrollar
un modelo que permita simular los siguientes fendmenos: a) alta anisotropia con
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deformaciones permanentes direccionadas; b) existencia de varias sustancias que
conforman el compuesto; ¢) flujo plastico unidireccional en el caso de refuerzo con
fibras; d) deslizamientos relativos entre matriz y fibra (”debonding”) a nivel de in-
terfase con pérdida de compatibilidad cinemética e) pandeo local del refuerzo; f)
tendencia de las fibras a alinearse con la direccién del esfuerzo mayor; g) presencia
de grandes deformaciones debido al fenémeno de alineacién del refuerzo en la direc-
cién del esfuerzo mayor; h) fenémenos de microfisuracién en la matriz y i) fallas en
la fase de refuerzo.

El modelo se formula en el contexto de la mecdnica no-lineal de medios continuos
en régimen de grandes deformaciones y debe satisfacer entre otros postulados las
leyes de la termodindmica. El mismo se desarrolla siguiendo el enfoque utilizado
por Ortiz (1987) y Moran et al. (1990), entre otros que consiste en definir a priori
los elementos del modelo constitutivo: energia libre, funcién de fluencia y potencial
plastico, variables internas y sus leyes de evolucién. El modelo se obtiene de la
segunda ley de la termodindmica expresada en este contexto mediante la desigualdad
de Clasius-Duhem. (ver Apéndice B)

3.2.1 Parametros del modelo constitutivo

En presencia de grandes transformaciones la eleccion de la configuracién en la que se
obtienen las mediciones de los ensayos no resulta trivial. Si se pretende emplear en el
contexto de las grandes deformaciones el valor de las tensiones uniaxiales 7 obtenidas
a partir de ensayos de traccién simple, deben emplearse las medidas de deformacion
adecuadas para que el modelo constitutivo respete la fisica del problema(Garcia
Garino, 1993) (Bathe, 1982).

Existe una pérdida de unicidad en los resultados dependiendo si el ensayo se
refiere a la configuracién original o a la deformada. De aqui se concluye que es
necesario emplear los argumentos adecuados en la descripcién de la ecuacién consti-
tutiva. Con el objetivo de definir la ecuacién constitutiva y para la implementacién
numérica del modelo constitutivo se utilizaran las variables espaciales que descri-
ben de manera natural la fisica del problema. Lo anterior no impide que el modelo
constitutivo pueda formularse utilizando variables materiales o con referencia a otra
configuracion distinta de la deformada. La implementacion préactica de este tipo de
modelos supone un tratamiento matematico muy complejo.

En presencia de estados tensionales uniaxiales el limite eldstico del material se
encuentra definido en las curvas tensién-deformacién. En general, para casos tri-
dimensionales, todos los estados tensionales que producen fluencia en el material
constituyen el limite eldstico del mismo definido matematicamente a través de un
cierto criterio o condicion de fluencia. El criterio de fluencia inicial es una funcién
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del estado tensional y en general se expresa como':

p{T;a;9} =0 (3.1)

donde a es un conjunto de variables de estado denominadas variables internas que
tienen en cuenta la historia de las deformaciones ineldsticas del sélido.

En el problema elastoplédstico resulta fundamental la definicién del criterio de
fluencia. Este criterio debe tener en cuenta los cambios en la geometria y en general
se escribe en la configuracién espacial como:

p{T;a; 9} = f{T;9} — K{a} <0 (3.2)

donde f es una funcién continua de las tensiones, T es el tensor de tensiones de
Kirchhoff en la configuracién actual o deformada y a es un conjunto de variables
internas que permiten tener en cuenta el cambio en la forma de la funcién ¢.

La ec.(3.2) no puede utilizarse indistintamente en cualquier configuracion ya que:

Sy # {7} (3-3)

donde S es el segundo tensor de tensiones de Piola Kirchhoff en la configuraciéon
inicial o de referencia y 7 es el tensor de tensiones de Kirchhoff en la configuracién
actual o deformada.

El primer término de la ec.(3.2) se puede interpretar como una tensién efectiva
que se compara con un resultado experimental. Resulta esencial que la tensién efec-
tiva que se calcula sea independiente de los argumentos que intervienen en su defini-
cién. Con el objetivo de conseguir este propdsito deben emplearse transformaciones
tensoriales adecuadas que se introducen en el Apéndice A. Estas transformaciones
matemadticas se deben tener en cuenta en la funcién de fluencia y en la definicién
de las funciones de potencial plastico, energia libre y en los tensores de tensiones y
deformaciones.

Como conclusién se puede expresar que ninguna medida de la deformacién o de
la tensién resultan inadecuadas para describir correctamente el comportamiento de
un material, pero siempre respetando sus pardametros fisicos. Las variables espaciales
describen en forma natural la fisica del problema y por este motivo se utilizan en
este trabajo como argumentos del modelo constitutivo sin pérdida de generalidad,
ya que luego se extiende el modelo a variables materiales.

'En este trabajo se adopta la convencién de que dada una funcién f{e}, erepresenta los
argumentos de la misma.
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3.2.2 Caso de pequenas deformaciones eldsticas y grandes
deformaciones plasticas. Expresién de la energia libre.

Los materiales compuestos, a excepcion de los materiales elastémeros, presentan de-
formaciones eldsticas pequenas ain cuando estdn sometidos a procesos de grandes
deformaciones. Esto conduce a que la parte eldstica del tensor gradiente de defor-
maciones F° se aproxime a la identidad y la parte eldstica del tensor izquierdo de
Cauchy-Green (b°)'tiende al tensor métrico espacial g (ver Apéndice A). En este
caso la distincién entre configuracion intermedia y deformada carece de importan-
cia. Sin embargo, las deformaciones plasticas continian siendo finitas y es necesario
mantener la presencia del tensor derecho de Cauchy-Green C' en la expresiéon ma-
terial del modelo constitutivo(Lubliner, 1990). Si este tensor no se tiene en cuenta
explicitamente, se estd definiendo un material diferente, matemdaticamente vilido
pero se pierde la validez fisica. Para el caso de pequenas deformaciones elésticas, re-
sulta suficiente caracterizar la componente eldstica de la energfa libre (ver Apéndice
B) mediante una funcién cuadratica del tensor eldstico de deformaciones de Almansi
e®, esto es:

1
Ve = %ee tc:ef (3.4)

donde c es el tensor constitutivo en la configuraciéon actualizada. La expresién en la
configuracion referencial® de la ec.(3.4) resulta:

1
Ve=_—FE°:C: E° 3.5
50 (3.5)
donde C es el tensor constitutivo en la configuracion referencial. Teniendo en cuenta
la hipétesis de elasticidad desacoplada (ec. B.14), la expresién de la energia libre

(ec. 3.4) resulta:

1
Y = 5 (e:c:ef)+yPF (3.6a)
donde " representa la parte plastica de la energia libre. En forma ansloga la

expresion de la energia libre en la configuracion material estd dada por la suma de
la parte eldstica y la parte pldstica de la energia, esto es:

U=—(E°:C:E°)+ 0" (3.7)

2En este trabajo la expresién configuracion referencial se refiere a la configuracién inicial en la
que el material se encuentra en estado virgen
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Aligual que en la definicién de la energia libre en la configuracion actualizada (ec.
3.6a) aqui WP representa la parte plastica de la energia libre pero en la configuracién
referencial.

3.2.3 Expresion del modelo constitutivo elastoplastico en la
configuracién referencial. Definiciones basicas

El modelo que se presenta en este apartado se conoce en la literatura como modelo
de Kirchhoff-St. Venant (Marsden y Hughes, 1994) y ha sido denominado también
por Garcia Garino y Oliver (1988) modelo hipereldstico lineal material.

Este modelo se obtiene teniendo en cuenta la ec.(B.28) y la descomposicién
aditiva dada por la ec.(B.13) el tensor de tensiones resulta:

ov
= — = : 6: : —_ p
S=-pc=C: E'=C:(E-E (3.8)

Condicién de fluencia

La condicién de fluencia distingue entre dos estados: uno eldstico que se encuentra
en el interior del dominio delimitado por la llamada funcién de fluencia y otro estado
pléstico que se localiza sobre dicha superficie (Lubliner, 1990) (Crisfield, 1991). La
condicién de fluencia depende fundamentalmente del tipo de material y se define en
la configuracion material de la siguiente forma:

®{S;:C;a}=F{S;C}-K{a}=0 (3.9)

donde S es el segundo tensor de Piola Kirchhoff, C' es el tensor derecho de Cauchy-
Green y a es la variable interna de plasticidad que controla la evolucion de la
superficie ®.

Regla de flujo

La regla de flujo estable la ley de evolucién de las deformaciones plésticas y se define
en la configuracién referencial como:
. . 0G
E' =37 3.10

95 (3.10)
donde G = G (S;C) es la funcién de potencial pléstico y A es una funcién escalar
no negativa conocida como parametro de consistencia pldstica que debe cumplir con
las condiciones de Kuhn-Tucker (Lubliner, 1990) (Crisfield, 1991) dadas por:

A>0 d{S:C;a} <0 M {S :C;a} =0 (3.11)
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Las condiciones dadas por la ec.(3.11) se conocen en la terminologia clésica como
condiciones de carga y descarga. Ademds, debe cumplirse la condicién de persisten-
cia expresada por la variacién temporal de la funcién de fluencia:

d{S;C;a}=0 (3.12)

Tensor constitutivo elastopldstico tangente

El tensor constitutivo elastopléstico tangente relaciona el segundo tensor de tensio-
nes de Piola Kirchhoff con las deformaciones de Green-Lagrange en la forma:

S=C?:E (3.13)

El tensor constitutivo elastopldstico tangente se obtiene considerando la variacion
temporal de la ec.(3.8), esto es:

§=C: (E—E") +C - (E - Ep) (3.14)
-0
Se parte de la hipdtesis de plasticidad sin influencia del dano de manera que el
tensor constitutivo C se mantiene constante en la configuracién referencial con lo
cual el primer término de la ec.(3.14) es nulo. Teniendo en cuenta la condicién de
consistencia (ec.(3.12)) y la definicién de la condicién de fluencia en la configuracién
referencial (ec.(3.9)) la condicién de consistencia se puede reescribirse como:

90 . 0d . 0D OK
b= g Stam Chrarma=0 (3.15)

donde & representa la ley de evolucion de las variables internas y estd dada por:

oG
oS

donde H, es un tensor de segundo orden, funcién del estado de tensiones y de
la variable de endurecimiento pldstico K; que en el caso méds simple de la teoria
incremental de la plasticidad toma la forma del segundo tensor de tensiones de Piola-
Kirchhoff. Teniendo en cuenta la definicién de la deformacién de Green-Lagrange
dada por la ec.(A.56) se obtiene que C=2E y considerando la ec.(3.10), la ec.(3.14)
y la ec.(3.15), la condicién de consistencia se reescribe de la siguiente manera
8(I)~C [ GQ} 0 . 0K [ BQ} 0

95 :C | B2 26  Bga M [ Hr gg

De esta tltima ecuacion se obtiene el pardmetro de consistencia pldstica como

a=\ {H ] H,:E (3.16)

P = (3.17)
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a—(I):C:E—i-Za—(I):E
A=__0S8 oC (3.18)

60, 99 OK [, 99

08 T 0S 0k " o8

El tensor constitutivo elastopldstico tangente se obtiene reemplazando en la
ec.(3.14) el pardmetro de consistencia plastica (ec.(3.18)) y la definicién del flujo
pléstico dado por la ec.(3.10)

<g§:c+2gg)®<c:§g)

| e 7

S=|c o0 09 oK X . E=C? : E (3.19)
95 € a5 o M s

donde C* representa el tensor constitutivo elastopldstico tangente.

3.2.4 Expresién del modelo constitutivo elastopldstico en la
configuracion actualizada. Definiciones basicas

Teniendo en cuenta la ec.(B.26) y la descomposicion aditiva expresada en la ec.(B.12)
las tensiones de Kirchhoff resultan:

T=c:e°=c:(e—€) (3.20)

donde ¢ es el tensor constitutivo en la configuracién actualizada. En la ec.(3.20)
el tensor constitutivo ¢ es posible considerarlo constante tanto en la configuracién
actualizada como en la referencial. En el caso de considerarlo constante en la con-
figuracion referencial el tensor constitutivo ¢ se obtiene como el ”push forward” del
tensor constitutivo en la configuracién referencial (ver Apéndice A). Asi en la de-
finicién de la ecuacién constitutiva y en su implementacién numérica se utilizaran
variables espaciales que describen la fisica del problema maés cercana a la realidad.
Esto no impide que el modelo constitutivo pueda formularse utilizando variables
materiales o en otra configuracién distinta de la deformada.

Condicién de fluencia

La condicién de fluencia distingue entre dos estados: uno eldstico que se encuentra
en el interior del dominio delimitado por la llamada funcién de fluencia y otro estado
pléstico que se localiza sobre dicha superficie (Lubliner, 1990) (Crisfield, 1991). La
condicién de fluencia depende fundamentalmente del tipo de material y se define en
la configuraciéon material de la siguiente forma:
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o{r g0} = F{7;9} —k{a} =0 (3.21)

donde 7 es el tensor de tensiones de Kirchhoff, g es el tensor métrico en la configu-
racion actualizada y ac es la variable interna de plasticidad que controla la evolucién
de la superficie ¢.

Regla de flujo

La regla de flujo estable la ley de evolucién de las deformaciones plésticas y se define
en la configuracion actualizada como:

. 8g

L,(e)f =d" =12

(e) orT

donde g = g {7 ;g} es la funcién de potencial pléstico y A es una funcién escalar

no negativa conocida como parametro de consistencia pldstica que debe cumplir con
las condiciones de Kuhn-Tucker (Lubliner, 1990) (Crisfield, 1991) dadas por:

(3.22)

A>0  ¢{rig;a} <0 Ap{r;gia}=0 (3.23)

Las condiciones dadas por la ec.(3.23) se conocen en la terminologia cldsica como
condiciones de carga y descarga. Ademds, debe cumplirse la condicién de persisten-
cia expresada por la derivada objetiva de la funcién de fluencia:

¢{T:g9;0} =0 (3.24)

Tensor constitutivo elastopldstico tangente

El tensor constitutivo elastoplastico tangente relaciona el tensor de tensiones de
Kirchhoff con las deformaciones de Almansi en la forma:

L,(t)=¢c?:L,(e) (3.25)
La derivada objetiva de la ec.(3.20) resulta:

L,(t)=L,(c): (e—¢€’)+c:[L,(e) — L, (e")] (3.26)

Hipétesis 1: tensor constitutivo constante en la configuracién actualizada
En este apartado se deduce la expresién del tensor constitutivo tangente del pro-
blema planteado, partiendo de la hipdtesis que el tensor constitutivo ¢ se mantiene
constante en la configuracién actualizada. Este modelo se conoce en la literatura
como modelo de Murnagaham (1937) y cuya forma lineal ha sido denominada como
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modelo hipereldstico lineal espacial, por Garcia Garino y Oliver (1988) . Teniendo
en cuenta la condicién de consistencia (ec.(3.24)) y la definicién de la condicién de
fluencia en la configuracién actualizada (ec.(3.21)), la condicién de consistencia se
puede escribir como:

0o 09

; = — . L’U - . L’U ) = 2
b= o Lo(r) 4 L (@) +5, 5 =0 (327
donde & representa la ley de evolucion de las variables internas y estd dada por:
. 8g
Y=MA|h,:=—| =h,: L, (e 2
& [ 87’] (eP) (3.28)

v h, es un tensor de segundo orden, funcién del estado de tensiones y de la variable
de endurecimiento pléstico k; que en el caso mds simple de la teorfa incremental
de la plasticidad toma la forma del tensor de tensiones de Kirchhoff. La derivada
objetiva del tensor métrico espacial se obtiene teniendo en cuenta la relacién entre la
variacién temporal del tensor derecho de Cauchy-Green y la variaciéon temporal del
tensor de deformaciones de Green-Lagrange C=2E. En la configuracién actualizada
la relacion anterior se escribe como:

L, (g)=2L, (e) (3.29)

Considerando las ecs.(3.22), (3.26), (3.27) y (3.29) la condicién de consistencia
se reescribe de la siguiente manera:

O % . (e — eP . _ @
¢ = 5 L,(c): (e—¢€")+c: (LU (e) 87‘) (3.30)
Lo(T)
0 ok [, og]_
tog © 2Lule) =50 {hﬂ : 87}_0 (3.31)
L.(g) ~~ d

«

El producto doblemente contraido L, (c) : (e — eP) puede reescribirse en la forma
deducida por Cante (1995) , esto es:

L,(c): (e—eP)=d: L, (e) (3.32)
donde d estd dada por (Cante, 1995):

ng'jkl = —4ﬁ [eflcsjk + 6%6%] — 2)\ [6@621 —+ 6ik6jltr [ee]] (333)
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Teniendo en cuenta la ec.(3.30), la ec.(3.32) y la ec.(3.33) se obtiene el pardmetro
de consistencia plastica

@;(HJ);LU(@H%;LU@)
i= 9T 99 (3.34)
- 0% 0z Ok, Og '
or " or ok| " or

El tensor constitutivo elastoplastico tangente se obtiene teniendo en cuenta la
ec.(3.26), el pardmetro de consistencia plastica dado en la ec.(3.34) y la definicién
del flujo pléstico dado por la ec.(3.22)

90 (eid)+222] 5 (. 08
) B [87-3.05(. +,d(2g+ QGakg%j .<‘9gf§> el

L,(T) = (c+ci

or S or on| " or
= c?:L,(e) (3.35)

donde c? representa el tensor constitutivo elastoplédstico tangente en la configuracion
espacial que relaciona el incremento de deformaciones en la configuracion actualizada
con el incremento de tensiones de Kirchhoff.

Hipétesis 2: tensor constitutivo constante en la configuracién referencial
En este apartado se obtiene el tensor constitutivo tangente partiendo de la hipétesis
de que el tensor constitutivo permanece constante en la configuracién referencial.
En el caso eldstico lineal este modelo coincide con el modelo de Kirchhoff-St. Ve-
nant (Marsden y Hughes, 1994) o modelo hipereldstico lineal material. Bajo esta
hipétesis la derivada objetiva del tensor constitutivo L, (¢), es decir su variacién en
la, configuracién referencial es nula. Por lo tanto, el primer miembro de la ec.(3.26)
es nulo y la variacién de la tensién resulta:

L,(t)=c:[L,(e)— L, (e")] (3.36)

Teniendo en cuenta la ec. (3.36) la condicién de consistencia expresada en la ec.
(3.30) resulta

_ 00 [ 08 9 Ok, O8] _
qﬁ—a—T.{c.{Lv(e)—)\aTH—i—Qag.Lv(e) aﬁx{hﬁ.&}_o (3.37)

El pardametro de consistencia pldstica A se obtiene a partir de la ec.(3.37)
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%:(c):Lv(e)+2%:Lv(e)
i T 99 (3.38)
- d¢  Og Ok Og '

El tensor constitutivo elastopldstico tangente se obtiene teniendo en cuenta la
ec.(3.36), el pardmetro de consistencia plastica dado por la ec.(3.38) y la definicién
del flujo pléstico dado por la ec.(3.22)

0¢ . 509 .08

L, (T) = (C) - ) v (e)
¢  Og Ok ~0g
or “ or on {hﬁ-a—f}
= c?:L,(e) (3.39)

donde ¢ representa el tensor constitutivo elastoplédstico tangente en la configuracion
espacial que relaciona el incremento de deformaciones en la configuracion actualizada
con el incremento de tensiones de Kirchhoff.

Comparacién entre modelos A partir de las ecuaciones que definen los distintos
modelos constitutivos es posible comparar las respuestas para cada uno de ellos para
el caso eldstico lineal. En la Figura 3.1 se muestra la respuesta (tensiones de Cauchy)
del material en funcién de las deformaciones. En la misma se observa que el modelo
hipereldstico lineal material caracteriza un material que endurece bajo deformacién
impuesta, mientras que el modelo hipereldstico lineal espacial define un material que
ablanda bajo deformacién impuesta.

3.3 Consideracion general de la anisotropia en la
ecuacion constitutiva

Los modelos constitutivos desarrollados para la simulacién del comportamiento cons-
titutivo de materiales simples isétropos no resultan adecuadas para el andlisis de
materiales compuestos debido fundamentalmente a la elevada anisotropia de los
materiales compuestos. Tampoco ha resultado satisfactoria la representaciéon de un
compuesto mediante un tinico material ortétropo con propiedades del conjunto.

En distintas referencias se observan intentos de modelar el comportamiento de
materiales compuestos utilizando la técnica de elementos finitos pero la correlacién
entre los andlisis y los resultados experimentales no resulta satisfactoria.
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Figura 3.1: Comparacion de la respuesta de los modelos constitutivos

La principal dificultad que se encuentra con el método de los elementos finitos
convencional es la imposibilidad de modelar el comportamiento de materiales alta-
mente anisétropos sometidos a cargas que superan los limites de proporcionalidad
del material. Existen diversas formulaciones para materiales anisétropos que pre-
sentan una respuesta constitutiva no-lineal (Hill, 1971) (Bassani, 1977) (Barlat y
Lian, 1989) (Barlat et al., 1991). Estas teorias, en general, se basan en formular
funciones de fluencia y potencial pléstico anisétropas; lo que obliga a desarrollar
nuevos procedimientos para integrar la ecuacién constitutiva.

La teorfa anisétropa que se propone en esta monografia es una generalizacion
del caso is6tropo, y se basa en transformar los pardmetros constitutivos del material
y su estado tensional a un espacio isétropo ficticio y, utilizar todas las técnicas
y procedimientos desarrollados para la integracion de la ecuacién constitutiva de
materiales isétropos.

3.4 (eneralidades sobre la formulacién propuesta

La formulacién de una ley constitutiva adecuada para sélidos ortétropos o ani-
sétropos elastopldsticos no proporcionales® constituye un problema de elevada com-

3Se entiende por material no proporcional a aquel en el cual la relacién entre los médulos
eldsticos del material en dos direcciones no es igual a la relacién entre las resistencias en la mismas
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plejidad. Los materiales compuestos reforzados con fibras constituyen una forma
simplificada de materiales no proporcionales anisétropos bifase. La descripcién del
comportamiento en régimen eldstico de un sélido anisétropo no presenta grandes
dificultades. Es posible utilizar para tal fin las formas generales de la teoria de la
elasticidad (Hull, 1987a) (Matthews y Rawlings, 1994) (Pendleton y Tuttle, 1989).
Existen en la bibliograffa numerosos intentos de describir el comportamiento de séli-
dos no proporcionales anisétropos. Estos intentos pueden clasificarse en dos tipos
de aproximaciones:

e Micromecanica

e Continua

La aproximacion micromecdnica considera al material compuesto constituido por
dos materiales diferentes, y las propiedades del material compuesto surgen de las
propiedades individuales de cada uno de los materiales constituyentes. La mayoria
de los modelos micromecdnicos estdan basados en la teoria de campo medio, en la
que la variaciones locales de las tensiones y deformaciones estan distribuidas en un
valor medio de una regién (ej. homogeneizacién). El comportamiento global del
compuesto se deduce utilizando un procedimiento de homogeneizacién* adecuado.

En contraste con la aproximacién micromecdanica la aprorimacién continua con-
sidera al material compuesto como un material simple con propiedades diferentes en
direcciones distintas.

La formulacion general de superficies de fluencia anisétropas debe ser capaz de
describir el comportamiento de materiales is6tropos como un caso particular de la
misma y describir la anisotropia de cualquier estado tensional del material. Cuando
la superficie de fluencia se obtiene como un caso particular, esta debe poseer las
propiedades de funciones is6tropas como describen Malvern (1969), Gurtin (1981)
y Chen y Han (1988). Estas propiedades se refieren a la simetrfa® de la funcién de
fluencia y a su convexidad.

Los primeros intentos de formular funciones de fluencia para materiales ortétro-
pos no proporcionales se deben a Hill quien logré extender el modelo isétropo de Von
Mises al caso ortétropo (Hill, 1971) (Hill, 1979) (Hill, 1990). La principal limitacién
de esta teorfa se encuentra en la imposibilidad de modelar el comportamiento de

direcciones

4Se entiende por homogeneizacién el procedimiento que permite obtener las variables que go-
bienan el comportamiento global de un material compuesto a partir de las variables que rigen el
comportamiento de la aproximacién micromecdnica

®Dado un estado de tensiones principales o1, 02 y o3 la funcién de fluencia f resulta simétrica
si se cumple

f (o1, 02, 03) = f (02, 01, 03)
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materiales que presentan un comportamiento que no solo depende del segundo inva-
riante del tensor de tensiones, como por ejemplo el caso de geomateriales o materiales
compuestos. Diversos autores han propuesto funciones de fluencia en el espacio de
tensiones para materiales anisGtropos, entre ellos se puede mencionar Bassani (1977)
, Budiansky (1984) y Barlat et al. (1989, 1991) (Barlat et al., 1991). Barlat et al.
(1991) utilizan una transformacion lineal del estado tensional del material anis6tropo
multiplicando todos los componentes del tensor de tensiones por diferentes constan-
tes. Karafillis y Boyce (1993) proponen una expresién general para superficies de
fluencia de materiales policristalinos que permite describir materiales isétropos y
anisotropos. La anisotropfa del material la describen introduciendo un conjunto
de variables tensoriales irreducibles. Este conjunto de variables tensoriales permi-
te realizar una transformacion lineal del estado tensional del material anisétropo a
un estado que denominan IPE (Isotropic Plasticity Equivalent material). Dvorak y
Bahei-El-Din (1982) utilizaron también operadores tensoriales en conjuncién con el
criterio de fluencia de Von Mises para el andlisis de materiales compuestos. Diver-
sos autores han utilizado tensores de cuarto orden en la formulacién de criterios de
fluencia para materiales anisétropos entre ellos se puede citar a Shih y Lee (1978)
, Eisenberg y Yen (1984) y Voyiadjis y Foroozesh(1990). Voyiadjis y Thiagarajan
(1995) realizan el estudio de materiales compuestos reforzados unidireccionalmente
formulando una superficie de fluencia general que depende de un tensor de cuarto
orden.

La teorfa anisétropa que se desarrolla en este trabajo es una generalizacién de
la teoria isétropa cldsica. Esta teoria se basa en aplicar una transformacién lineal
tanto al tensor de tensiones como al de deformaciones a través de tensores de cuarto
orden que contienen la informacién de la anisotropia del material. Esta transforma-
cién lineal garantiza la convexidad de la funcién de fluencia y del potencial plastico
(Eggleston, 1969). La convexidad de la funcién de fluencia asegura que el material
no retorna a un estado eldstico una vez que ha plastificado bajo carga creciente.
Esta teoria que se denomina de transformacién de espacios, se basa en las ideas pro-
puestas por Betten (Betten, 1981) (Betten, 1988) y utiliza el concepto de tensor de
tenstones mapeado a un espacio de tensiones ficticio. La transformacién generaliza-
da del tensor de tensiones del material anisétropo se representa esquematicamente
en la Figura 3.2. Este concepto permite utilizar los algoritmos usados para el caso
de materiales is6tropos, con las consiguientes ventajas en la implementacién com-
putacional del modelo.

En trabajos previos, diversos autores han desarrollado una generalizaciéon de la
teorfa de plasticidad isétropa al caso anisétropo (Oller et al., 1993b) (Oller et al.,
1993a). La idea bdsica consistia en modelar el comportamiento de un sélido en el
espacio anisdtropo real a través de un sélido ideal en el espacio isétropo ficticio (ver
Figura 3.2). El modelo se basa en realizar una transformacién lineal del tensor de
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Figura 3.2: Transformacién de espacios. Espacios de tensiones y deformaciones reales y
ficticios en pequenas deformaciones.

tensiones suponiendo que las deformaciones eldsticas son idénticas en ambos espacios
lo cual introduce una limitacién en la teoria anisétropa mapeada. Esta limitacién
estd dada por el hecho de que se debe respetar la proporcionalidad entre el limite de
resistencia y el médulo de elasticidad para cada direccion del material. Para evitar
este inconveniente Oller et al. (1995) proponen que la aplicacién lineal se realice
tanto sobre el espacio de tensiones como sobre el de deformaciones.

El modelo constitutivo que se presenta en este trabajo resulta aplicable a materia-
les que presentan una alta anisotropia, como en el caso de los materiales compuestos
reforzados con fibras y resulta de una generalizacion de la teorfa de la plasticidad
cldsica. El comportamiento anisétropo del material se formula a través de un espa-
cio ficticio isétropo de tensiones y deformaciones que resulta de una transformacion
tensorial lineal de los espacios reales de tensiones y deformaciones anisétropo. Los
pardmetros que intervienen en la definicién del tensor de transformacién se obtienen
a través de ensayos experimentales. La ventaja en la utilizacién de este tipo de
modelos consiste en la posibilidad de utilizar las mismas funciones de fluencia, po-
tenciales plasticos y métodos de integracién de la ecuacién constitutiva desarrollados
para materiales isétropos. Toda la informacion de la anisotropia del material se en-
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cuentra en los tensores de cuarto orden de transformacién de los espacios de tensiones
(AS o a” en la configuracién referencial o actualizada respectivamente) y deforma-
ciones (AE o af en la configuracién referencial o actualizada respectivamente). La
utilizacion de la teorfa de transformacion de espacios permite obtener una metodo-
logia para la definicién de modelos anisétropos de carédcter generalizado.

La formulacién resultante es completamente general y permite realizar andlisis
de materiales multifase que presentan un grado de anisotropia elevado.

3.5 Funcion de fluencia y de potencial plastico pa-
ra materiales anisétropos

En los apartados siguientes se presenta un modelo elasto plastico que puede for-
mularse indistintamente en la configuracién referencial o actualizada utilizando la
cinemética lagrangeana total o actualizada (Green y P., 1964) (Lubliner, 1990). Este
modelo permite simular el comportamiento no-lineal de materiales sometidos a gran-
des deformaciones plésticas y pequenas deformaciones eldsticas debido a que para
la, definicion de la energia libre eldstica se utiliza un potencial cuadritico (Garcia
Garino y Oliver, 1991)(Lubliner, 1990).

Las funciones de fluencia y potencial plastico pueden definirse en el espacio de
tensiones de Kirchhoff (configuracién actualizada) de la siguiente forma:

Funcion de fluencia ¢" {T;a;9} = 0 (3.40)
Funcién de potencial g{T;g9} = K (3.41)

donde T es el tensor de tensiones de Kirchhoff y ¢" y g representan las funciones de
fluencia y potencial plastico en la configuracién actualizada. También pueden estar
definidas estas funciones en la configuracién referencial, esto es:

Funcién de fluencia ®°{S ;a; G} = 0 (3.42)
Funcién de potencial G{S ;G} = K (3.43)

donde S es el segundo tensor de Piola Kirchhoff y ®° y G son las funciones de fluencia
y potencial pldstico escritas en la configuracion referencial. Es necesario resaltar que
las funciones ¢”, g, ®° y G son funciones is6tropas, simétricas y convexas.

La funcién de fluencia y potencial plédstico en el caso mds general puede expresarse
como una funcién de 6 variables independientes, componentes del tensor de tensiones
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q)S{Sn;SQQ;533;51255135523;04}
G {S11; Sa2; Ss3; S12; Sh3; Seg;af = K (3.45)

o
—
o
S
I~

o en funcién de las tensiones principales en el caso isétropo:

(I)S{Sl;SQ;Sg;Oé} =0 (346)
G {51582 830} = K (3.47)

que resultan de una transformacién del estado tensional. Las funciones de fluencia
y potencial pldstico resultan isétropas si se cumple que para cualquier transforma-
cién ortogonal se verifica la condicién de invariancia de la funcién de fluencia o del
potencial (Malvern, 1969), esto es:

o° {aipajoSp; e} = o7 {Sij;a} =0 (3.48)
G{aipajqSpay = G{Syat =K (3.49)

donde a;zaj, = 6;; representa una transformacién ortogonal y 6;; son las compo-
nentes del tensor de Kronecker. Los materiales isétropos satisfacen la condicién
de invariancia y esto permite escribir la funcién de fluencia y potencial plastico en
funcién de los invariantes del tensor de tensiones, esto es:

O I; 1550 = 0 (3.50)

En el caso de materiales que satisfacen la condicién de incompresibilidad plasti-
cab, las funciones de fluencia y potencial plastico resultan:

% {Jo; Jz;0} = 0 (3.52)
G{Jy; Jz;a} = K (3.53)
donde J, y J3 representan el segundo y tercer invariante de la parte desviadora del

segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff. En forma andloga en la configura-
cién actualizada se tiene que la funcién de fluencia o de potencial plédstico resultan

6La condicién de incompresibilidad plastica se verifica cuando funcién de fluencia no estd afec-
tada de la parte esférica del tensor de tensiones.
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is6tropas si se verifica la condicién de invariancia de la funcién de fluencia o del po-
tencial, y para el caso de materiales que satisfacen la condicién de incompresibilidad
plastica se escriben como:

" {j2s gzl = 0 (3.54)
glinjpal = K (3.55)

donde js y j3 representan el segundo y tercer invariante de la parte desviadora del
tensor de tensiones de Kirchhoff.

3.6 Anisotropia en la configuracion referencial

Los procedimientos tradicionales que permiten obtener las ecuaciones constitutivas
para materiales anisétropos elastopldsticos se basan en la descripcion de una super-
ficie de fluencia y una superficie de potencial pldstico en términos de las propiedades
caracteristicas del material. Satisfacer las condiciones de invariancia en estos casos
resulta dificil y en algunos casos imposible.

Un procedimiento que garantiza esta condicién de invariancia consiste en definir
las propiedades del sélido ” anisdtropo real” en términos de un sélido ”isdétropo ficti-
ci0”, estableciendo una relacién lineal entre el espacio de tensiones real y el espacio
de tensiones ficticio a través de un tensor de cuarto orden que contiene la infor-
macién de la anisotropia que producen las distintas resistencias en las direcciones
ortogonales del material (Oller et al., 1995a) (Casas et al., 1998) (ver Figura 3.2).

3.6.1 Transformacién del espacio de tensiones.

La transformacion del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff del espacio
anisétropo real al espacio isétropo ficticio que garantiza la invariancia antes definida,
se realiza a través de un tensor de cuarto orden (Oller et al., 1995a)

Sy = A}QJKLSKL (3.56)

donde A es un tensor de cuarto orden definido como el operador lineal A% : S, — S,
que establece la relacién entre el espacio de los tensores simétricos de tensiones reales
y ficticias respectivamente, S es el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
en el espacio ficticio y S es el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff en el
espacio anisétropo real. El tensor de cuarto orden A® se define en la configuracion
referencial y permanece constante en esta configuraciéon. La condicién de fluencia
del material anisétropo en el espacio isétropo ficticio resulta:
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®{S;C;a}=0 (3.57)
donde @ es la funcién de fluencia en el espacio is6tropo ficticio y se diferencia de la
funcién de fluencia en el espacio anisétropo ¢ en que el segundo tensor de tensiones
de Piola-Kirchhoff en el espacio is6tropo ficticio S sustituye al segundo tensor de
tensiones de Piola-Kirchhoff en el espacio isétropo ficticio S como argumento. En la
definicién de la forma y propiedades del operador tensorial A° introducido es nece-
sario tener en cuenta la simetria del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
en los espacios anisétropo real e isétropo ficticio S y S respectivamente, esto es:

A}qJKL = A?IKL = A?ILK (3-58)

Se parte de la hipdtesis de que el tensor de cuarto orden de transformacién de
espacio de tensiones A° presenta la simetria

AfJKL = A?(LIJ (3-59)

Oller et al. (1995) definen una forma simplificada del operador lineal A° como:

S 5 sy~
Alikr = Ik (fJL) (3-60)
donde fng y f9, son los tensores de segundo orden de tensiones que representan
la resistencia correspondiente a los espacios isétropo ficticio y anisétropo real. La
definicion del operador lineal dada en la ec. (3.60) no es univoca ya que en general
dado un par ( o ,( o )71) no es posible obtener un tensor A° que verifique la

relaciéon

fISJ = A?JKL IS<L (3-61)

La ec. (3.61) se verifica solo para el caso de tensores f°y f° diagonales.

En el modelo constitutivo anisétropo que se desarrolla en esta monografia, las
componentes del tensor de cuarto orden de transformacién de espacios (AS ) se
definen en la configuracién referencial como:

Aiqln = R(0) A§222 = R(90) Af212 = A§121 = A§112 = R(45) (3.62)
Slim )
donde R(0) = % representa el cociente entre las resistencias del material en los

espacios is6tropo ficticio y el anisétropo real respectivamente en la direccién del eje

lim

224, . . . .
local z, R(90) = -z representa el cociente entre las resistencias del material en
2

los espacios isétropo ficticio y el anisétropo real respectivamente en la direccion del
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lim
eje local y y R(45) = % representa el cociente entre las resistencias del material a
esfuerzos cortantes en ell reeglpacio isétropo ficticio y el anisétropo real respectivamente.
Las componentes restantes se definen como nulas. Es importante notar que los
pardmetros que intervienen en la definicién del tensor de transformacion se obtienen
a través de ensayos experimentales simples.
La determinacién del limite eldstico se realiza sobre ensayos experimentales reales
y por lo tanto con la pieza en estado deformado (configuracién actualizada). Por
consiguiente este valor limite obtenido se encuentra en la configuracién actualizada.
Para hallar el tensor A° es necesario obtener el valor de este limite de resistencia en
la configuracion referencial y por lo tanto debe realizarse el pull-back (ver Apéndice

A) de la tensién limite obtenida en un ensayo uniaxial, esto es:

Fs= 0 (1) (3.63)

donde ? representa el pull-back del primer tensor de Kirchhoff, funcién del tensor
gradiente de las deformaciones. El cdlculo de este tensor se obtiene componente
a componente a partir del tensor gradiente de las deformaciones, que para el caso
unidimensional resulta

Ox

donde [ es la longitud de la probeta ensayada en forma uniaxial y [ es la longitud de
la probeta correspondiente a la tensién en la que se verifica la pérdida de linealidad
en la respuesta. Teniendo en cuenta que T = Jo, el valor de la resistencia del
material en la configuracién referencial” resulta:

fs = f—ofa (3.65)
!

donde fg es la resistencia del material en la configuracién referencial.

3.6.2 Transformacién del espacio de deformaciones

La transformacién de espacios definida en la ec. (3.56) solo puede aplicarse a mate-
riales proporcionales, esto es, materiales para los cuales la relacién entre las tensiones
de fluencia y el médulo de Young para cada direccién del espacio es constante, esto
es:

fll/Ell = f22/E22 = e = f23/E23 (366)

"En este trabajo la expresién configuracion referencial se refiere a la configuracién inicial en la
que el material se encuentra en estado virgen
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donde f y F representan la resistencia y el médulo elastico del material en la con-
figuracion referencial para cada direccién del espacio. Esta implica que el tensor de
deformacién eldstica debe ser el mismo en los espacios real y ficticio (Oller et al.,
1993a). Con el objetivo de generalizar la formulacién a diversos materiales Oller et
al. (1995) proponen una transformacion del espacio de deformaciones reales.

Se define la relacion entre las deformaciones de Green-Lagrange eldsticas en el
espacio ”anisétropo real” E7; y las deformaciones de Green-Lagrange elésticas en
el espacio ”isGtropo ficticio” E}; (ver Figura 3.3) a través de un tensor de cuarto
orden

J - AIJKL KL (367)

donde A” es un tensor de cuarto orden definido como el operador lineal A” : S, — S,
que establece la relacion entre el espacio de los tensores simétricos de deformaciones
de Green-Lagrange reales y ficticias respectivamente, E es el tensor de deformaciones
de Green-Lagrange en el espacio isétropo ficticio y E es el tensor de deformaciones
de Green-Lagrange anisétropo real. Esta hipotesis implica no unicidad en las defor-
maciones eldsticas entre espacios. El tensor de transformacion de las deformaciones
AF se puede calcular teniendo en cuenta la ec.(3.56) y la ec.(3.67) de la siguiente
manera:

_ — .
Crimn EMN = AIJKL CkLRs ERS
~ E e . e
Crimn AMNRS RS — AIJKL Ck LRS ERS
Vel E S
Cromn AMNRS - AIJKL CkLRrs

AYiNgs = ZIJMN) - A}gJKL CxrLRrs (3.68)

donde C es un tensor constitutivo arbitrario definido en el espacio isétropo ficticio
y C es el tensor constitutivo en el espacio anisétropo real. La eleccién de C es arbi-
traria y puede estar representado por las propiedades de cualquier material isétropo
conocido, debido a que solo se utiliza para trabajar en el espacio ficticio y luego se
cancela su influencia al regresar al espacio real. Teniendo en cuenta la ec.(3.68) es
posible establecer la relacién entre los tensores constitutivos en el espacio anisétropo
real e isétropo ficticio:

Ckrrs = (A?JKL) - Crimn AYnrs (3.69)

El tensor constitutivo anisétropo real C y el tensor de transformacién de ten-
siones A” estdn expresados en coordenadas locales, por lo tanto resulta necesario
expresarlos en el sistema de referencia global a través de un tensor de rotacién de
cuarto orden R esto es:
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Cruxr. = Risrs (Crspq),. RrokL (3.70)
A?jkr = Risgs (A%SPQ)IOCRPQKL (3.71)

donde (Crspg),,. €s el tensor constitutivo local de cuarto orden en el espacio ani-
sétropo real y (A%SPQ)ZOC es el tensor de cambio de espacios local. El tensor de
rotaciones Rrjxr se define como:

Rrjkr =rixrir (3.72)

— — . — . . .
donde r;x = cos [( er) glob (€¢'k) loci| , siendo “€’; el versor unitario correspondiente a

la componente i-ésima del sistema de referencia coordenado. FEl tensor de rotacién R
tiene en cuenta los dngulos entre las direcciones principales del material anisétropo
y el sistema de coordenadas globales.

3.7 Anisotropia en la configuracién actualizada

Luego de un detallado estudio de la generalizacion del modelo elastoplastico isétropo
en la configuracion referencial, es posible extender el tratamiento de la anisotropia
a la configuracién actualizada en forma andloga a lo realizado en la configuraciéon
referencial. Se presentan a continuacion los tensores de cuarto orden que definen la
aplicacion lineal que relaciona los espacios anisétropo real e isétropo ficticio de ten-
siones y deformaciones en la configuracion actualizada y se demostrard la veracidad
de esta formulacién, lo que da una gran generalidad a la teoria desarrollada.

3.7.1 Transformacién del espacio de tensiones

La relacién lineal entre los espacios de tensiones de Kirchhoff isétropo ficticio y
anisétropo real en la configuracién actualizada (ver Figura 3.3) se propone a través
de un tensor de cuarto orden como:

?zj = az-Tjlekl (373)

donde a” es un tensor de cuarto orden definido como el operador lineal a” : Sy — Ss
que establece la relacién entre el espacio de los tensores simétricos de tensiones reales
y ficticias respectivamente en la configuracién actualizada, T es el tensor de tensiones
de Kirchhoff en el espacio isétropo ficticio y 7 es el tensor de tensiones de Kirchhoff
en el espacio anisétropo real. La condicién de fluencia del material anisétropo en el
espacio isétropo ficticio en la configuracién actualizada resulta:
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¢ (T ;0;9) =0 (3.74)
donde ¢ es la funcién de fluencia en el espacio isétropo ficticio en la configuracién
actualizada y se diferencia de la funcién de fluencia en el espacio anisétropo ¢ en
que el tensor de tensiones de Kirchhoff en el espacio isétropo ficticio 7 reemplaza a
T como argumento de la funcién de fluencia dada en la ec.(3.22).

En el contexto de deformaciones finitas el operador lineal a”, que relaciona los
espacios de tensiones de Kirchhoff ficticio y real, no es constante. Esto se debe al
cambio de configuracién y, por lo tanto, es funcién del tensor de transformacion de
tensiones en la configuracién referencial A° y de los gradientes de deformaciones F,
como se demostrard a continuacion.

El tensor de cambio de espacio entre tensiones en la configuraciéon actualizada
se obtiene teniendo en cuenta la ec.(3.56) y la operacién push-forward E) del tensor
de tensiones (ver Apéndice A), esto es:

T=¢'S =7, =F; Sy (F") 7 (3.75)

Sustituyendo el valor del segundo tensor de Piola-Kirchhoff en el espacio is6tropo
ficticio por la expresiéon dada en la ec.(3.56) se tiene:

i = Fur Afjxcr, Sk (FT) Jj (3.76)

El tensor de tensiones anisétropo real en la configuracién referencial se obtiene
«—
realizando el pull-back ¢ del tensor de tensiones anisétropo de Kirchhoff, esto es:

Skp = (F7Y) . ra (F7), (3.77)

Reemplazando la ec.(3.77) en la ec.(3.76) se obtiene:

Ty =Fi A ko (Fil)mc (FiT)zL (FT)Jj Tkl (3.78)

J/

iy
“z‘Tjkl

De la ecuacién anterior se obtiene que el tensor de transformaciéon de espacios

de tensiones en la configuracién actualizada es una funcién del gradiente de las

deformaciones, que expresa el movimiento del sistema referencial, y del tensor de

transformaciones de espacios de tensiones en la configuracién referencial (ver Figura

3.3)

azjkl = Fi (F_1>Kk (F_T)ZL (FT>Jj A}gJKL (3.79)
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donde F es el tensor gradiente de la deformaciones, F' es la traspuesta del tensor
gradiente de las deformaciones, F! es la inversa del tensor gradiente de las deforma-
ciones, T es la traspuesta de la inversa del tensor gradiente de las deformaciones
y A% es el tensor de cambio de espacio en la configuracién referencial.

3.7.2 Transformacién del espacio de deformaciones

En forma andloga a lo dicho en el apartado 3.6.2, la transformacién de espacios
definida en la ec. (3.73) solo puede aplicarse a materiales proporcionales, esto es,
materiales para los cuales la relacién entre las tensiones de fluencia y el médulo de
Young para cada direccién del espacio es constante, esto es:

fi1/En = foo/Eay = ... = fa3/Ens (3.80)

donde f y E representan la resistencia y el médulo eldstico del material en la con-
figuraciéon actualizada para cada direccién del espacio. Esta implica que el tensor
de deformacion eldstica sea el mismo en los espacios real y ficticio. Con el objetivo
de generalizar la formulacién a diversos materiales Oller et al. (1995) proponen una
transformacién del espacio de deformaciones reales.

La relacién entre los espacios de deformaciones de Almansi isétropo ficticio y
anisétropo real en la configuraciéon actualizada se define a través de un tensor de
cuarto orden (ver Figura 3.3)

éz] = afjklekl (381)

donde, en forma andloga a lo expresado en el apartado 3.6.2 a® es un tensor de cuarto
orden definido como el operador lineal a® : S — Sy que establece la relacién entre
el espacio de los tensores simétricos de deformaciones de Almansi reales y ficticias
respectivamente, € es el tensor de deformaciones de Almansi en el espacio isétropo
ficticio y e es el tensor de deformaciones de Almansi en el espacio anisétropo real.

El operador lineal a® se encuentra definido en la configuracién actualizada y
debido al cambio de configuracién no permanece constante. En el contexto de de-
formaciones finitas este operador es funcién del tensor de cambio de tensiones en la
configuraciéon material A” y de los gradientes de deformaciones F', como se demos-
trard a continuacion.

El tensor de cambio de espacio en la configuracién actualizada ent_r>e tensiones
se obtiene teniendo en cuenta la ec.(3.56) y la operacién push-forward ¢ del tensor
de deformaciones de Green-Lagrange (ver Apéndice A), esto es:

e=¢'E=7e;=(F7"), Eu (F) (3.82)

Jj
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Sustituyendo el valor de las deformaciones de Green-Lagrange en el espacio
isétropo ficticio por la expresion dada en la ec.(3.67) se tiene:

€= (F 1), Afyr Bxe (F7) (3.83)

El tensor de deformaciones de Green-Lagrange anisétropo real en la configuracion
%
referencial se obtiene realizando el pull-back ¢ del tensor de deformaciones de
Almansi anisétropo, esto es:

EKL = (FT) Kk elelL (384)
Reemplazando la ec.(3.84) en la ec.(3.83) se obtiene:

Cij :\(FfT)u Al (F') g, Fir (Ffl)hj- ekl (3.85)

afip
De la ecuacién anterior se obtiene el tensor de transformacién de espacios de
deformaciones en la configuracién actualizada

iy = (FﬁT)u (FT)Kk Fu (Fﬁl)‘]j AbrkL (3.86)

donde A” es el tensor de cambio de espacio de deformaciones en la configuracién
referencial. En la Figura 3.3 los espacios de tensiones y deformaciones en las con-
figuraciones referencial y actualizada. La relacién entre los espacios de tensiones y
deformaciones reales y ficticios estd dada por los operadores lineales A% : S, — Sy,
AP 08 — 8, a" 1 S, — Sy ya: Sy — S, La relacién entre los espacios de
tensiones y deformaciones, tanto en la configuracién referencial como actualizada
estd dada por la ley de Hooke generalizada.

3.7.3 Transformacién de espacios aplicada a diversas fun-
ciones umbrales de discontinuidad

Las transformaciones dadas en la ecs.(3.56) y (3.73) conduce a cambios en la forma
de la superficie de fluencia en las configuraciones referencial y actualizada. Esto se
puede observar en la Figura 3.4 para los criterios de fluencia mas utilizados: Tresca,
Von Mises, Mohr-Coulomb y Drucker-Prager. La transformacién de espacios permite
representar adecuadamente materiales dltamente anisétropos, tal el caso de una fibra
de refuerzo en una matriz de material compuesto cuando la relacién r; = /0y
tiende a infinito®. Por ejemplo para el caso de plasticidad asociada y criterio de

8r;; es la relacién entre las tensiones de fluencia en los espacios isétropo ficticio y anisétropo

real
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fluencia de Von Mises la Figura 3.4 muestra la pérdida resistencia en una direccién
dada, mientras que en la direccién normal a esta existe un crecimiento del flujo

plastico en la misma proporcién.
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Figura 3.4: Modificacién de la forma de diversas funciones de fluencia.

3.8 Regla de flujo.
bles internas

Ley de evolucion de las varia-

A continuacién se presenta la regla de flujo y la ley de evolucién de las variables
internas que rigen el comportamiento del material en régimen pléstico. En for-
ma andloga a lo realizado en apartados anteriores su deduccion se realiza para los
modelos constitutivos en las configuraciones referencial y actualizada.
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3.8.1 Configuracién referencial

En la configuracién referencial la ley de evolucién de la deformacién plastica en el
espacio anisétropo estd dada por la siguiente regla de normalidad:

g
E’ )\ﬁ (3.87)

Teniendo en cuenta que toda la informacién de la anisotropia del material est4
contenida en el tensor de transformacién A°, se propone la funcién de potencial
pléstico para el sélido anisétropo de la siguiente forma:

G{S;C;a} =G{S;A% C;a} =G{8;C;a} =K (3.88)

Reemplazando la ec.(3.88) en la ec.(3.87) el incremento de la cuota plastica de
la deformacion de Green-Lagrange resulta:

p_a_g_@a_g_a_g s_ (£). 48
=A oG A olioe =A g A= (E) LA (3.89)

N\ S .
donde (E) = A aag, es el flujo plastico normal al potencial isétropo G. El con-

cepto de aditividad de las deformaciones en la configuracién referencial® permite
extender la regla de transformacién de las deformaciones a la cuota pléstica de las
deformaciones, es decir:

= . - C ;S
Ep:AE:Ep:)\AE:%:AS:AE:(E) tAS (3.90)

—Pp
donde E es el incremento de la deformacién plastica isétropa ficticia en la configu-
racién referencial. La ley de evolucién de las variables internas de endurecimiento
pléastico viene dada por la siguiente regla general

. oG 0 05 99  s
=A(H™)g: — =\ (H™ =\ (H™ tA 3.91
donde (H™)g4 es un tensor de segundo orden, funcién del estado de tensiones ac-
tualizado y de la variable de endurecimiento plastico también actualizada que en

el caso mas simple de la teoria de la plasticidad toma la forma del segundo tensor

9E] concepto de aditividad de las deformaciones establece que E°=E-FE y al ser A
una aplicacién lineal, la cuota elastlca de la deforma(uon de Green-Lagrange resulta A”E°

AP (E E )con lo cual se obtiene E - E— E donde la ley de evolucién de la deformacion
pléstica ficticia estd dada por : E = A"E"
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de tensiones de Piola-Kircchoff y en este caso & coincide con la densidad de energia
pléstica. La ley de evolucién de la variable interna resulta:
: \ Q- 09 — P
a=M\S": 95 v (3.92)
Las Figuras 3.5, 3.7 y 3.9 muestran para una superficie de fluencia de Von Mi-
ses y plasticidad asociada diversos casos de materiales que presentan las siguientes
caracteristicas:

1. Material isétropo homogéneo en régimen lineal y con diferentes resistencias en
la direccién y,

2. Material anisétropo en régimen eldstico y pldstico pero con iguales resistencias
en todas sus direcciones,

3. Material anisétropo en régimen eldstico y pldstico y con diferentes resistencias
en la direccion y.

Material is6tropo homogéneo en régimen lineal y con diferentes resisten-
cias en una direccién

En la Figura 3.5 se muestra la superficie fluencia de Von Mises para un caso ani-
sétropo con tensiones en las direcciones x e y y con tensiones cortantes nulas y su
correspondiente transformacion en una funcion isétropa. La superficie isétropa surge
de considerar un material isétropo homogéneo, es decir con un tensor constitutivo
is6tropo, y con una relacién de resistencias en la direccién y entre el espacio ficticio
y el espacio real b. Para el caso de plasticidad asociada, en la figura se representan
también el vector de flujo dado por la ec. (3.89) y el vector de flujo pldstico normal
al potencial isétropo G. Teniendo en cuenta la ec. (3.89) para este caso el vector de
flujo en el espacio real estd dado por:

B = (E)S LAS= |, (E)S (3.93)

La ec. (3.93) muestra que para el caso de materiales con diferentes resistencias
en distintas direcciones el flujo plastico en la direccién de menor resistencia es mayor
en una magnitud igual a la relacién de resistencias entre los espacios isétropo ficticio
y anisétropo real. La Figura 3.6 muestra el vector de flujos en el espacio isétropo
ficticio.
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Figura 3.5: Superficies de fluencia y potencial plastico de Von Mises para un material
anisétropo con distinta resistencia en la direccién y.

Material anisétropo en régimen elastico y pléastico pero con iguales resis-
tencias en todas sus direcciones

La Figura 3.7 muestra el caso de un material anisétropo en régimen eldstico y
pléstico, es decir un material con diferentes propiedades mecénicas en cada direccién,
y con igual resistencia en todas sus direcciones. Al igual que en apartado anterior
la relacién entre el médulo eldstico del material en los espacios isétropo ficticio y
anisétropo es b. Al tratarse de un material con iguales umbrales de resistencia en
ambos espacios las superficies de fluencia y potencial ficticias y reales coinciden. La
Figura 3.8 muestra el vector de flujos en el espacio isétropo ficticio. Se observa en
este caso que el flujo plédstico en el espacio isétropo es menor en la direccién en la
cual el médulo eldstico del material resulta menor. Teniendo en cuenta la ec. (3.89)
para este caso el vector de flujo en el espacio real estd dado por:
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Figura 3.6: Superficie de potencial pléstico y vector de flujo en el espacio isétropo ficticio
para un material con diferente resistencia en la direccion y.

(3.94)

Combinacién de los casos anteriores

La Figura 3.9 muestra un caso que resulta de combinar los dos anteriores, es decir, un
material anisétropo en régimen elédstico y plastico y con una relacién de resistencias
en la direccion y entre el espacio ficticio y el espacio real de b y con una relacién de
moédulos eldsticos en la direccion y de c. Teniendo en cuenta la ec. (3.89) para este
caso el vector de flujo en el espacio real estd dado por:
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Figura 3.7: Superficies de fluencia y potencial pldstico de Von Mises para un material
anisétropo en régimen eldstico y pldstico con igual resistencia en todas las direcciones.

- (E)S AS= |, (E)S (3.95)

Comparando los flujos plasticos en los espacios anisétropos ficticios de las Figuras
3.6 y 3.10 se observa que para este tltimo caso la componente en la direccion del
material con menor médulo eldstico es inferior.

3.8.2 Configuracién actualizada

En la configuracién actualizada la ley de evolucién de las deformaciones plédsticas en
el espacio anisétropo estda dada por la siguiente regla de normalidad:
. 8g

Ly (") =d =) 5= (3.96)

Teniendo en cuenta que toda la anisotropia del material estd contenida en el
tensor de transformacién a”, la funcién de potencial pldstico para el s6lido anisétropo
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Figura 3.8: Superficie de potencial plastico y vector de flujo en el espacio isétropo ficticio
para un material anisétropo en régimen eldstico y pldstico con igual resistencia en todas
las direcciones.

se propone como:

g{rm;g;a} =g{m;a";g;a} =g{F;g;a} =k (3.97)

Reemplazando la ec.(3.97) en la ec.(3.96) el incremento de la cuota plastica de
la deformacién de Almansi resulta:

. Jdg . 0g 0T . Og T
d'=\—==\—=:—=\—=2:a"= ra’ 3.98
or o7 or ori (@) ia (3.98)
donde (é)T = 5—75_ es el flujo plastico normal al potencial pléstico isétropo g. El

10

concepto de aditividad de las deformaciones™ en la configuraciéon espacial permite

10E] concepto de aditividad de las deformaciones establece que é° = é — é” y al ser a” una apli-

cacién lineal, la cuota eldstica de la deformacién de Green-Lagrange resulta a®é® = a® (é — é”)con
. se LN > ., ., . . .. ,
lo cual se obtiene & = & — & donde la ley de evolucién de la deformacién plastica ficticia esta
~p .
dada por : € = a®é?
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Figura 3.9: Superficies de fluencia y potencial plastico de Von Mises para un material
anisétropo en régimen eldstico y pldstico con distinta resistencia en la direccién y.

extender la regla de transformacién de las deformaciones a la cuota pldstica de las
deformaciones, es decir:

: 05

dp:ae:dp:)\ae:—%

or

donde d”es la deformacién plastica isétropa ficticia en la configuracién actualizada.

La ley de evolucion de la variable interna de endurecimiento plastico viene dada por
la siguiente regla general:

ca” =a: (E)T ca’ (3.99)

o 0 : dJdg oT - Jg
a:A(hm):—g: (hm):—§:—: :—%:

ToT c 0Fr ot 7 or
donde (h™)_ es un tensor de segundo orden, funcién del estado de tensiones actuali-
zado y de la variable de endurecimiento pléstico también actualizada que en el caso
més simple de la teoria de la plasticidad toma la forma del tensor de tensiones y en

este caso « coincide con la densidad de energia pldstica. La ley de evolucién de la

A (R™) a’ (3.100)
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Figura 3.10: Superficie de potencial pldstico y vector de flujo en el espacio isétropo
ficticio para un material anisétropo en régimen eldstico y pldstico con distinta resistencia
en la direccién y.

variable interna resulta:

i =08 p

a=\T: 97 = P (3.101)
Los valores de la disipacién pldstica dada por las ecs. (3.92) y (3.101) son los

mismos. Esto puede demostrarse teniendo en cuenta las operaciones de transporte

push-forward y pull-back (ver Apéndice A)!! y considerando la expresion de la disi-

pacion en la configuracién referencial, se verifica su conservacién en la configuracion

actualizada

W = S:E =(F'-7-F7"): (F"-dF)

E] producto tensorial (A-B): C = B : (AT . C) =A: (C . BT>
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= (r):|F T FL.d-F-F'| =4 (3.102)
I I

3.9 Definicién de la disipacién en el espacio is6tro-
po ficticio. Unicidad de disipacién

Este apartado tiene como objetivo demostrar que la disipacién plédstica del modelo
constitutivo anisétropo desarrollado en los apartados anteriores es igual, indepen-
dientemente de si se la considera en el espacio real o en el ficticio. Como se ha
mencionado anteriormente la utilizacién del modelo constitutivo en el espacio ficti-
cio tiene la ventaja de poder utilizar todos los algoritmos desarrollados para mate-
riales is6tropos con la consiguiente ventaja en la implementaciéon en un cédigo de
elementos finitos.

3.9.1 Configuracién referencial

En la configuracion referencial isétropa la expresién de la energia libre de Helmholtz
para un proceso isotérmico resulta:

V(B 0) = 5o (B C: B+ {a) (3.103)
donde VU es la energfa libre total ficticia y ¥* es la cuota pléstica de la energfa libre en
el espacio isétropo ficticio. La ecuacién constitutiva en la configuracion actualizada
del material is6tropo ficticio surge de considerar la expresiéon de Clasius-Duhem (ec.
B.25) y las ecuaciones de transformacién de espacios de tensiones y deformaciones
(ecs. 3.56 y 3.67). La disipacién estd dada en forma general por:

. ov 1
E=8:E —m'—a—--¢.V0>0 3.104
Ox X - ( )
El primer término de la expresién de la disipacién en la configuracién referencial
es posible escribirlo en funcién de los tensores de transformaciéon de espacios de
tensiones y deformaciones A°y AF respectivamente y de los espacios de tensiones

y deformaciones ficticias como
S:E = [(AS)_1 : 5’} : [(AE)_1 :Ep} (3.105)

Reemplazando en la ec.(3.105) la variaciéon de la deformacién pléstica ficticia
dada por la ec.(3.99) se obtiene:
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S : E' =) (AS)*;S;(AE)*;AEzﬁzAS (3.106)
. .~ 0G b

S : EE=\§: "2 =S8E 3.107

55 ( )

Considerando la ecuacién anterior, la expresion de la disipaciéon para procesos
isotérmicos resulta:

0 OV 0O —
= I LA e =5,,. > .
mee =8+ B —m° aaa SE —m° 604a mee > 0 (3.108)

La expresién anterior de la disipacién obtenida a partir de la ec. (3.104) demues-
tra que teniendo en cuenta las transformaciones entre espacios, resulta equivalente
escribir el modelo constitutivo en el espacio real o en el ficticio. La implemen-
tacion computacional de este modelo para anisotropia presenta grandes ventajas.
Al tratarse el material en un espacio isétropo ficticio solo es necesario realizar una
transformacién de los espacios de tensién y deformacion a un espacio isétropo ficticio
v luego utilizar los algoritmos desarrollados en la literatura clasica para materiales
isétropos.

3.9.2 Configuracion actualizada

La expresién de la energia libre de Helmholtz en el espacio isétropo ficticio en la
configuracién actualizada para un proceso isotérmico resulta:

) L e - e

lesat =5 (e*:e:8)+7 {a)
donde v es la energfa libre total ficticia y @p es la cuota pléstica de la energfa libre en
el espacio isétropo ficticio. La ecuacién constitutiva en la configuraciéon actualizada
del material is6tropo ficticio surge de considerar la expresién de Clasius-Duhem (ec.
B.24) y las ecuaciones de transformacién de espacios de tensiones y deformaciones
(ecs. 3.73 y 3.81). La disipacién estd dada en forma general por:

1
E=71:d" —m=—a—>q.V0 >0 (3.109)

El primer término de la expresién de la disipacién en la configuracién actualizada
es posible escribirlo en funcién de los tensores de transformacion de espacios de
tensiones y deformaciones a’ y a® respectivamente y de los espacios de tensiones y
deformaciones ficticias como
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T:dl = [(aT)f1 i [(a’a)f1 :d’ (3.110)

Reemplazando en la ec.(3.110) la variacién de la deformacién pléstica ficticia
dada por la ec.(3.99) se obtiene:

~ 0g
. JqP — nNl.=.(pey-1. e. 98 o
T : d’=\(a") :T:(a et o2 a (3.111)
. _ 08 _ o
. P _ .9 _ =
T : d —)\’T.a‘l__—‘r.d (3.112)

Considerando la ecuacién anterior, la expresion de la disipacién, para procesos
isotérmicos, estd dada por:
oy . o . =
Eee =T :dP —m— =7 :d& —m—— 4= =0 > 0 (3.113)
Oa Oa
De la ec.(3.113) se deduce, como era de esperar, que la disipacién es una inva-
riante del proceso termodindmico, siendo su valor independiente si se calcula en el
espacio isétropo ficticio o en el anisétropo real.

3.10 Ecuacién constitutiva tangente

El método de Newton-Raphson, que utiliza matrices de rigidez tangente es una
de las técnicas mas utilizadas en la aproximacion numérica de las ecuaciones que
rigen el comportamiento de sélidos elastoplasticos. Por lo tanto, es necesaria una
relacién incremental entre las tensiones y las deformaciones para obtener el operador
lineal tangente. A continuacién se presentan los operadores lineales elastoplédsticos
tangentes continuos que establecen la relacién entre el incremento de tensiones y el
de deformaciones totales en las configuraciones referencial y actualizada.

El caso de materiales con comportamiento ineldstico requiere la integracién nu-
mérica de sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales de primer orden de pasos
de tiempo(Simo y Taylor, 1985). El resultado del algoritmo de integracién es una
funcién de respuesta no-lineal que define el tensor de tensiones como una funcién
de la historia de deformaciones hasta el paso de tiempo actual. Este algoritmo de
integracién permite tratar el problema elastopldstico fundamentalmente como un
problema eldstico equivalente en el paso de tiempo.

El operador tangente que interviene en el problema linealizado se debe obtener
mediante una linealizacién de la funcién de respuesta consistente con el algoritmo de
integracién de la ecuacién constitutiva. La utilizacién de estos operadores tangentes
preserva la convergencia cuadritica de esquemas de solucién iterativos basados en
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métodos de Newton(Simo y Taylor, 1985) (Crisfield, 1991). La precisién con la
que se obtiene la matriz de rigidez tangente del sistema influye directamente en
la velocidad de convergencia y es de una importancia fundamental en la exactitud
general del andlisis.(Ortiz y Popov, 1985)

El operador elastoplastico que se presenta en este apartado es independiente
del proceso de integracion de la ecuacién constitutiva y por lo tanto no preserva la
convergencia cuadratica propia de los esquemas de solucion basados en métodos de
Newton. En el Apartado 6.8.5 se presenta la expresion del operador lineal elastoplds-
tico tangente consistente con el algoritmo de integracién de la ecuacion constitutiva.
La utilizacién de este operador permite obtener convergencia cuadrética en el pro-
blema no-lineal propia del método Newton-Raphson.

3.10.1 Configuracién referencial

La ecuacién constitutiva tangente en la configuraciéon espacial se obtiene conside-
rando la variacién temporal de la tensién de Kirchhoff (ec. 3.8), esto es:
OB, M

Sy (3.114)

Teniendo en cuenta que la tensién de Kirchhoff en el espacio anisétropo es funcién
de la tensién en el espacio isétropo ficticio se tiene

0S;; 08, OEc, ..

Sy = —= - E
7 9S8, O0FEe, OE; M
-~ ——
(48,7 A
. 1= e ‘e
Sij = (A;S;rs) CTSTfm Amnkl Ekl

. 1= - —P
Sij = (A;S;TS) 1CTsmn (Ekl - Em) (3.115)

Teniendo en cuenta la condicién de consistencia plastica es posible obtener la
ecuacién constitutiva en el espacio isétropo ficticio, esto es:

S=()":E (3.116)

donde (€)% representa el tensor constitutivo elastopldstico tangente en el espacio
isétropo ficticio y estd dado por:
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— 8? 0P —
(Cista_Tm) (Ecrskl>

96—  aG 295 00
ﬁpqcpqlnﬁ]n_ 2 @(hm)gﬁ

(3.117)

—ep —
Cz’jkl = Cijkl -

Teniendo en cuenta la ec.(3.56), que relaciona el tensor de tensiones de Piola-
Kirchhoff en los espacios real y ficticio, es posible obtener la variacién de tensién
anisétropa real como:

. —1—=ep —_
Sij = (Ar)  Crars Ers (3.118)

Combinando la ec.(3.118) con la ec.(3.67) y teniendo en cuenta que el tensor de
transformacién de espacios A” no depende del tiempo, se obtiene la expresién del
tensor constitutivo elastopldstico anisétropo como:

: s y—lzep E :
Sij :\(Az'jkl) Chirs A’r‘qul Epq (3.119)
Ciira
donde C;7 = (Af;-kl)fl Cor. AL, es el tensor elastopldstico anisétropo, que resulta

una funcién del tensor constitutivo elastopldstico tangente isétropo ficticio.

3.10.2 Configuracién espacial

La ecuacién constitutiva tangente en la configuraciéon espacial se obtiene conside-
rando la variacién temporal de la tensién de Kirchhoff (ec. 3.20), esto es:
. 0Ty .
Tij = =2 €5 (3.120)
€kl

Teniendo en cuenta que la tensién de Kirchhoff en el espacio anisétropo es funcién
de la tension en el espacio isétropo ficticio se tiene

(97'ij 87_'T8 aée

mn €

Tif = e

v or,s Oes,, Oes, M
N~ N J/
- —1 a€
(aijrs) mnkl

—1
- T = e -e
Tij = (aijrs) CrsmnQmnki ki

: T -1 - _p
Tij = (aist) Crsmn (ekl - ekl) (3.121)
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Teniendo en cuenta la condicién de consistencia plastica es posible obtener la
ecuacién constitutiva en el espacio isétropo ficticio, esto es:

T=(@)7:e (3.122)
donde (€)? representa el tensor constitutivo elastopldstico tangente en el espacio
isétropo ficticio y estd dado por:

& 9¢ _
(Cij'r'saa?grs) (aTc'rskl>
rs

9 03 09 g

= Cpqln = ( ;Z)T' =
0T pq OTn ~ dam 0Tt

—e =

Cijkl = Cijkl —

(3.123)

Teniendo en cuenta la ec.(3.73) que relaciona el tensor de tensiones en el espacio
anisétropo real y el espacio isétropo ficticio es posible obtener la variacién de tension
en el espacio anisétropo real como:

. —1_ -
Tij = (azjkl) Cor s Crs (3.124)
Combinando la ec.(3.124) con la ec.(3.81) y teniendo en cuenta que el tensor de
transformacién de espacios a® no cambia en la configuracién referencial, se obtiene
la expresién del tensor constitutivo elastoplastico anisétropo como:

. -1 _ .
Tij = (a;rj/fl> CZ:?TS aispgepq (3 125)

g
€p

Cijpq

La ec.(3.125) muestra la expresion del tensor elastopldstico anisétropo, que resul-
ta una funcién del tensor constitutivo elastopldstico tangente en el espacio isétropo
ficticio.

Los tensores constitutivos elastopldsticos tangentes obtenidos anteriormente no
permiten obtener convergencias cuadraticas en la soluciéon de problemas incremen-
tales basados en métodos de Newton, debido a que en su deduccién no se ha tenido
en cuenta el procedimiento de integracién de la ecuacién constitutiva y por lo tanto
no es consistente con el mismo. En el Apartado 6.8.5 se presenta la deduccién de los
tensores constitutivos elastoplasticos tangentes algoritmicos considerando cualquier
funcién de fluencia o potencial pléstico.

Los tensores constitutivos elastopldsticos tangentes ficticios dados por las ecs.
(3.117) y (3.123) para el caso de plasticidad asociada resultan simétricos, mientras
que el tensor elastopldstico tangente anisétropo en las configuraciones referencial o
actualizada dado por las ecs. (3.119) y (3.125) en general resultan no simétricos.
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3.11 Definicién de la algoritmia utilizada para la
integracion de la ecuacién constitutiva

Entre las diversas posibilidades que se presentan para la resolucién de este problema,
en este apartado se presenta una que resulta coherente con un cédigo de elementos
finitos lagrangeano.

El modelo constitutivo presentado necesita solamente, a los fines de modelar el
comportamiento constitutivo de un material anisétropo, definir las siguientes carac-
teristicas del material en los espacios real y ficticio:

e Espacio anisétropo real:

— Tensor constitutivo inicial en coordenadas locales ¢jpcq
— Umbral de fluencia del material 7;cq

— Tensor de rotaciones R

e Espacio isétropo ficticio:
— Funcién de fluencia ¢ {7, a} =0
— Funcién de potencial plastico g {7, a} =0

— Umbral de fluencia del material 7;cq

A continuacién se presenta el algoritmo que permite realizar el anélisis de mate-
riales anisétropos empleando el modelo propuesto. Aqui se pueden diferenciar dos
caminos a seguir teniendo en cuenta si la transformacién desde el espacio anisétropo
al is6tropo ficticio se realiza en la configuracion referencial o en la actualizada.

3.11.1 Cambio de espacio en la configuracién referencial

El Cuadro 1 resume el algoritmo resultante de la aplicacién del modelo constitutivo
propuesto en el contexto del método de los elementos finitos, considerando que
la transformacion entre los espacios anisétropo e isétropo ficticio se realiza en la
configuracion referencial. En la Figura 3.12 se muestra en forma esquemética las
operaciones detalladas en el Cuadro 1

3.11.2 Cambio de espacio en la configuraciéon actualizada

El Cuadro 2 muestra el algoritmo del modelo constitutivo propuesto para su aplica-
cion en el contexto del método de los elementos finitos, considerando que la transfor-
macién entre los espacios anisétropo e isétropo ficticio se realiza en la configuracion
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actualizada. Esta version del algoritmo presenta el inconveniente de tener que calcu-
lar los operadores lineales de cambio de espacio a” y a® debido a que los mismos no
permanecen constantes en la configuracién espacial. Ambos operadores son funcién
del gradiente de las deformaciones, que expresa el movimiento del sistema referen-
cial, y del tensor de transformaciones de espacios de tensiones y deformaciones en
la configuracién referencial. (ver Apartados 3.7.1 y 3.7.2). En la Figura 3.11 se
muestra en forma esquematica las operaciones detalladas en el Cuadro 2.

Como se muestra en el Cuadro 2 este algoritmo presenta el inconveniente de te-
ner que calcular para cada punto de integracién el operador de transformacion. Este
operador de transformacion es un tensor de cuarto orden irreducible a forma matri-
cial, por lo tanto es necesario realizar para cada punto de integracion las operaciones
tensoriales completas con el consiguiente aumento en el costo computacional.
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Cuadro 1: Algoritmo del modelo anisétropo propuesto

* LOOP SOBRE CADA ELEMENTO i=1, NELEM.
e LOOP SOBRE CADA PUNTO DE GAUSS j=1, NGAUS
1. Transporte de los tensores de tensiones predictoras y de de-
formaciones del espacio anisétropo al isétropo ficticio

S =A°:8* E=AF:E

2. Transporte a la configuracién actualizada de los tensores de
tensiones, deformaciones y constitutivo

— —x — = — =
=085 e=9¢E = ¢C

3. Integracién de la ecuacién constitutiva. Obtencién de un nue-
vo estado tensional y del tensor constitutivo elastopldstico tangente

(Eij'rs (ag/a?'rs)) ( (aé/aﬂs )Ersk:l )
aé/af,,q)epqln(ag/am)f; (06/00) (h) . (08/07 tu)

= = P a0
T =T cz’jkl_clﬂd (

4. Transporte de los tensores de tensiones, deformaciones y elas-
topldstico tangente a la configuracion referencial ficticia

§5-97 E="ge C7=Ge
=0T = g¢e =9c

5. Transporte de los tensores de tensiones, deformaciones y cons-
titutivo elastopldstico tangente al espacio anisétropo real

S=(A)"':§ E=(A")":E Cc7=(A%)'C7A"

e END LOOP SOBRE CADA PUNTO DE GAUSS
* END LOOP SOBRE CADA ELEMENTO
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CONFIGURACION

REFERENCIAL

S=AS:S
E=Af:E
C = arhitrario

Push Forward
e=4(€)
=4(5)
c=4(c)

CONFIGURACION
ACTUALIZADA

Figura 3.11: Modelo elastopldstico anisétropo considerando el cambio del espacio real al

ficticio en la configuracién actualizada.
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Cuadro 2: Algoritmo del modelo anisétropo propuesto

*

*

LOOP SOBRE CADA ELEMENTO i=1, NELEM.
LOOP SOBRE CADA PUNTO DE GAUSS j=1, NGAUS
1. Transporte a la configuraciéon actualizada de los tensores de
tensiones, deformaciones y constitutivo

— — —
T"=¢S" e= ¢ FE c:gC

2. Célculo de los operadores lineales de transformacion de espa-
cios en la configuracion actualizada

g = Fir (F71) g (FiT)lL (FT>Jj Akt
af = (F7")y (F") e Fi (F7) 55 Ak

3. Transporte de los tensores de tensiones predictoras y de de-
formaciones del espacio anisétropo al isétropo ficticio

* T *

TF=a :T € =a’

o

4. Integracién de la ecuacién constitutiva. Obtencién de un nue-
vo estado tensional y del tensor constitutivo elastopldstico tangente

(Eijrs (65/67__7"5)) ( (855/87_—%9 )Ersk:l )
03/ 0% pa) Cpq1n (08/07in) 12 (00/007" ) (W, ) - (98/O7 1)

N A A
T =T Cz’jkl = Cijki (
5. Transporte de los tensores de tensiones, deformaciones y cons-

titutivo elastopldstico tangente al espacio anisétropo real

1 -

7 e=(a?) ':& c?=(a") 'c¥a"

6. Transporte de los tensores de tensiones, deformaciones y elas-
topldstico tangente a la configuracion referencial real

— — ep <—ep
S=¢7 E=¢pe C zﬁc

END LOOP SOBRE CADA PUNTO DE GAUSS
END LOOP SOBRE CADA ELEMENTO
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CONFIGURACION
REFERENCIAL

Pul I& Back Push Forward
==et) e=4(€)
o) r=9(9
c*=¢c*)

c=¢4(C)

CONFIGURACION

ACTUALIZADA

Figura 3.12: Modelo elastopldstico anisétropo considerando el cambio del espacio real al
ficticio en la configuracién referencial.



Capitulo 4
Teoria de mezclas

”

"Por la calle del ya voy, se va a la casa del nunca.
Miguel de Cervantes Saavedra

4.1 Introduccion

Los materiales compuestos estdn formados por diferentes tipos de sustancias inor-
génicas u orgdnicas. Su estado de equilibrio atémico puede depender de ligaduras
interatémicas de distintos tipos dando lugar a materiales amorfos o cristalinos.

Las caracterfsticas mecdnicas de los materiales compuestos dependen de sus pro-
piedades intrinsecas (estructura macroscopica, tipo de ligadura, estructura cristali-
na, etc.). También influyen en el comportamiento de estos materiales sus propieda-
des extrinsecas: caracteristicas del proceso de fabricacién, tamano de microporos y
distribucién de los mismos, microfisuras, estados tensionales iniciales, etc.

Cada una de las sustancias componentes que integran el compuesto condicionan
con su propia ley constitutiva el comportamiento del conjunto en funcién de la
proporcién del volumen en que participan y de su distribucién morfolégica en el
compuesto.

Existen diversas teorias que permiten simular el comportamiento constitutivo
de los materiales compuestos. La Teoria de Mezclas se considera adecuada para
la simulacién del comportamiento de materiales compuestos en régimen lineal y
con ciertas modificaciones permite simular, también, el comportamiento una vez
superado el limite de proporcionalidad del material.

La teoria de mezclas fue estudiada por Trusdell y Toupin (1960) y a su vez estos
estudios dieron las bases de los trabajos de Ortiz y Popov (1982). Los resultados
obtenidos por Trusdell constituyen también la base de trabajos como el de Green
y Naghdi (1965) y el de Ortiz y Popov (1982) para materiales bifase. La teoria
que aqui se presenta es mds general y representa el comportamiento constitutivo de

121
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un material compuesto de "n” fases altamente anisétropas en régimen de grandes
deformaciones.

A continuacién se presenta la teoria de mezclas clésica generalizada para ”n”
componentes que permite considerar la combinacién simultdnea del comportamiento
de las diversas fases de un compuesto. Cada una de estas sustancias puede tener una
ley constitutiva isétropa o anisétropa. La teorfa de mezclas clésica es solo adecuada
para simular ciertos materiales compuestos que presentan un comportamiento en
paralelo, por ej. matrices plasticas con refuerzo de fibras largas. Para otros tipos
de materiales compuestos es necesario realizar modificaciones en esta teoria. El
Apartado 4.3 presenta una modificacién de la teoria de mezclas clésicas realizada
por Neamtu et al. (1995) que permite tener en cuenta la presencia de refuerzos
de corta longitud asi como la distribucién topolégica del refuerzo en el material
compuesto. En el Apartado 4.5 se presenta otra modificacién que permite mantener
las hipétesis bésicas de la teoria de mezclas y tener en cuenta la presencia de refuerzos
de corta longitud asi como también la distribucién topolégica del refuerzo en la
matriz mediante un cambio en las propiedades mecénicas de las distintas fases del
material compuesto.

4.2 Teoria de mezclas clasica

La teorfa de mezclas de sustancias béasicas se basa en la mecédnica del sélido continuo
local y se considera adecuada para explicar el comportamiento de un punto de un
solido compuesto. Se basa en el principio de interaccién de sustancias componentes
que constituyen el material, asumiendo las siguientes hipétesis: (i) en cada volumen
infinitesimal de un compuesto participan un conjunto de sustancias componentes;
(ii) cada componente contribuye en el comportamiento del compuesto en la misma
proporcién que su participacién volumétrica; (iii) todos los componentes poseen la
misma deformacién (ecuacién de cierre o compatibilidad); (iv) el volumen ocupado
por cada componente es mucho menor que el volumen total del compuesto.

La segunda de las hipé6tesis implica una distribucién homogénea de todas las
sustancias en una cierta regiéon del compuesto. La interaccién entre las diferentes
sustancias componentes, cada una con su respectiva ley constitutiva, determina el
comportamiento del material compuesto y depende basicamente del porcentaje en
volumen ocupado por cada componente y de su distribucién en el compuesto. Esto
permite combinar materiales con comportamientos diferenciados (eldstico, elasto-
pléstico, etc.), donde cada uno de ellos presenta un comportamiento evolutivo go-
bernado por su propia ley.(Green y Naghdi, 1965) (Trusdell y Toupin, 1960) (Ortiz
y Popov, 1982b) (Oller et al., 1996).
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La tercera hip6tesis establece que en ausencia de difusién atémica' se cumple la
siguiente condicién de compatibilidad bajo la hipdtesis de pequenas deformaciones
para cada una de las fases del material compuesto:

e = (i5); = (€i5)y = - = (835),, (4.1)

donde €;; y (&), representan las deformaciones del conjunto y de la componente
i-ésima del material respectivamente.

4.2.1 Expresion de la energia libre

La energfa libre de un material compuesto estd dada por la sumatoria de las energias
libres de cada una de las fases del material ponderadas en funcién de su participacién
volumétrica, esto es:

m¥ (e°,0,0™) =Y kemoU, e, (€7), 0,07 (4.2)
c=1

donde W, es la energfa libre correspondiente a cada una de las "n” sustancias com-
ponentes de la mezcla, k. es el coeficiente de participacién volumétrica, (eF), es la
deformacién plédstica de cada fase y o son las variables internas del componente
c-ésimo que definen el comportamiento fisico de cada sustancia componente.

El factor de ponderacién o coeficiente de participacién volumétrica k. permite
considerar la contribucién de cada fase y se obtiene considerando la participacién
en volumen de cada una de las componentes respecto del volumen total

_ dve
= v
donde V_ representa el volumen del componente c-ésimo del material y Vg es el
volumen total del material compuesto. Los coeficientes de participaciéon volumétrica

de los distintos componentes de un material compuesto deben satisfacer la siguiente
condicién:

ke (4.3)

zn: ko =1 (4.4)

la cual permite recuperar la energia libre para el caso de materiales monofase y
garantiza la conservacion de la masa. Siguiendo un procedimiento similar al utilizado
para materiales simples (Lubliner, 1985) (Oller, 1988) (Lubliner et al., 1989) (Onate

1Los fenémenos de difusién atémica se producen a temperaturas cercanas al punto de fusion.
En los analisis se considera una temperatura inferior a la correspondiente al punto de fusién.
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et al., 1991) (Oller et al., 1996), a partir de la desigualdad de Clasius-Duhem y
aplicando el método de Coleman se obtiene la entropia que estd dada por:

0 (e 0 ) o O (55 05 ())) | ~
n=-m 89 = — ; (kcmc 89 - ; kcmcnc (45)

donde 7, es la entropia de cada una de las fases. La ecuacién constitutiva surge
también aplicando el método de Coleman a la desigualdad de Clasius-Duhem

oV (g;45; 0; «y - 0V, (g5 0; (i), “m
O-ij =m ( J ' ) = chmc ( J ( ) ) = Zﬁkc (O'ij)c (46)

051-]- 1 c

La ecuacién constitutiva secante para el material compuesto (ec. (4.6)) se escribe
como:

Zk 023 Zk z]kl Ezej) nglgz] (4.7)

Teniendo en cuenta la condicién de compatibilidad expresada por la ec. (4.1), la
deformacion para cada componente estd dada por:

(€i3)e = i = (£5), + (e5), + (€)= (€5). = € — (e5), — (€5)). (4.8)

donde (5%)0, (51;]-)0 y (5§j)c representan las cuotas de deformacién eldstica, plastica
y de origen térmico. La deformacién pléstica del material compuesto se obtiene
desarrollando ambos miembros de la igualdad expresada en la ec. (4.7) considerando
la ec. (4.8) y teniendo en cuenta que para el material compuesto las deformaciones

eldsticas resultan €; = e;; — €}, — €};, esto es’

CHMICIE? Zk (eij—<ez>c—<ezj>c):» (49)

4= () [Zk (Efj)c—(efj)c)]—(eﬁj) (410

El tensor constitutivo tangente surge de considerar la variacion de la tension
respecto de las deformaciones y estd dado por:

?Para deducir estd expresién es necesario tener en cuenta la condicién de compatibilidad de
deformaciones dada por la ec. (4.1) y de que (Cgkl) (es5) = Z ke ( Ukl) (e45)
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n

Joij O*V (ei55 0; ) m
Cig Ocp mn D20k Z Me © (Ciga). (4.11)

c=1

El tensor conjugado del coeficiente de dilatacién térmica resulta de considerar
la variacién de la energia libre de Helmholtz respecto de las deformaciones y de la
temperatura

oV? (g;5: 0; a; " m

c=1

La teorfa de mezclas clésica, en la cual se parte de la hipétesis de que el campo
de deformaciones es el mismo para cada uno de los componentes del compuesto, es
rigurosamente vilida sélo si se aplica a materiales con comportamiento en paralelo.
Estos materiales se caracterizan por que su estado tensional resulta ser la sumatoria
de las tensiones de cada componente, ponderadas de forma proporcional al volumen
que ocupa cada fase respecto del total, ej.: matriz con fibras largas, hormigén ar-
mado, etc. En el caso de matrices con refuerzo de longitud corta no resulta valida
la hipétesis de igualdad entre las deformaciones de todos los componentes. Para so-
lucionar este inconveniente existen dos alternativas: definir otra ecuacién de cierre
que permita simular adecuadamente los fenémenos que se producen en el material,
o realizar una correccién en las propiedades de cada componente y mantener la
hipétesis de iguales deformaciones en cada uno de los componentes del compuesto.

4.3 Modificacién de la teoria clasica. Modelo se-
rie/paralelo

Neamtu et al. (1995) describen una generalizacion de la teoria de mezclas clésica en
pequenas deformaciones para representar compuestos cuyos componentes participan
segtin una combinacién de comportamientos serie/paralelo lo que implica un ajuste
automadtico de las propiedades del compuesto teniendo en cuenta cada componente
y su distribucién topolégica.

La Figura 4.1 muestra un esquema del significado del comportamiento en serie
y en paralelo de un material compuesto.

La hipdtesis fundamental del modelo constitutivo se basa en la definiciéon del
campo de deformaciones del conjunto como una suma ponderada de las contribu-
ciones en serie y en paralelo, esto es:

Eij = (1 — N) 8?;” + N{S?;T (413)
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Comportamiento

’]‘ F
Comportamiento
en serie

Comportamiento
mixto
{seriefparalelo)

«—
F IJ_'.IJJIIJ_'IIJ.IIIJ_ F

Figura 4.1: Comportamiento esquemético serie-paralelo de un compuesto.

donde af;” y €i;" representan las deformaciones en paralelo y en serie respectiva-

mente y N es el pardmetro de acoplamiento serie-paralelo que relaciona de manera
ponderada los dos tipos de deformaciones. Las componentes en paralelo y en serie
de la deformacion estéan dadas por:

n n

ar 1 ser
== (). v e =) (e (4.14)
=1 c=1

Teniendo en cuenta las ecs. (4.13) y (4.14) la deformacion se escribe como

n

gij = (1 = N) [% > (ei).

c=1

+ N

c=1 c=1

> <ez-j>c] ~[Fa-n ey S, @)

donde (g45), es la deformacién de cada componente del compuesto, nes el nimero
de componentes, ¢;; es la deformacién total de un punto del compuesto. La ec.
(4.15) se puede interpretar como una relajacién de los comportamientos basicos serie-
paralelo y con influencias reciprocas debido a la utilizaciéon de N. El pardmetro N se
obtiene de ensayos experimentales y permite el acoplamiento de los comportamientos
bésicos bajo la hipotesis de un modelo energético cerrado. Bajo esta hipotesis el
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acoplamiento supone una redistribucién interna ponderada de la energia libre del
sistema.

4.3.1 Energia libre del compuesto

De acuerdo con el principio de acoplamiento, la energia libre de este modelo esta
dada por (Oller et al., 1995b):

U (gi5; 0; o) = [ZkC\DC €ij).; 05 (), )]

1

J/

R

wP

i Z kU ((2),:60; (o), )] (4.16)

/

\I/S
donde «; es un conjunto de variables internas, 6 es la temperatura y k. es el coefi-
ciente de participaciéon volumétrica del componente.
La entropia del sistema surge de considerar la forma local espacial de la desigual-
dad de Clasius-Duhem y estd dada por (Oller et al., 1995b):

)= _ov (EngQ; ;) =(1-1) Z (kene) + N% Z (ken.) (4.17)

c=1 c=1

La ley constitutiva surge de considerar la desigualdad de Clasius-Duhem y el
método de Coleman (Malvern, 1969):

o = m oo =m [77 (1-N)+ N} 3 () (4.18)
1-N)+1iRT & m
) TR E Lk (o 41

El tensor constitutivo tangente resulta de considerar la variacion de la tension
respecto del espacio de deformaciones y estd dado por:

Joj ov? [(1 — n
gkl = - = Ci 4.2
Cykl agkl aéfijaElcl [% ( 2 Z ykl ( O)

Posteriormente (Onate et al., 1997b) extendleron la formulacién presentada an-
teriormente modificando la definicién del campo de deformaciones del conjunto
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e=(I— N)e" + Ne*" (4.21)

donde I es la matriz identidad y IN es la matriz diagonal de acoplamiento serie-
paralelo cuyos elementos deben obtenerse de ensayos experimentales y cumplen la
condicién de que 0 < N; < 1. De acuerdo con la nueva hipdtesis expresada en la ec.
(4.21) la energia libre del sistema estd dada por:

U (555 0; o) = (1 — N)O” + NU5 (4.22)

donde WPy ¥ representan las contribuciones de la energfa libre al comportamiento
en serie y en paralelo y estdn dadas por

Zk\l! (£ij).30; (ai),) Zk\l! (eij).30; (i), ) (4.23)

El pardmetro escalar de acoplamiento N de la ec. (4.22) puede relacionarse con
la matriz de acoplamiento IN con la siguiente expresion:

N = (ni i Nf) (4.24)

siendo V; los coeficientes de la diagonal de la matriz IN.

Bajo estas nuevas hipdtesis la ecuacién constitutiva y el tensor constitutivo tan-
gente resultan:

o = [(1 _N)+ %] ZZ: k(o). H (I—-N)+ N} T )
C = [(1 ~N)+ %} En: mﬁk (C), E (I-N)+ N} B (4.26)

El modelo presentado tiene la ventaja de ser una formulacién general y permite
analizar un material equivalente utilizando X o IN sin necesidad de distinguir el tipo
de comportamiento de cada uno de los constituyentes del material compuesto. Este
modelo tiene el inconveniente de necesitar una calibracion de los valores de X o N
teniendo en cuenta ensayos experimentales (Onate et al., 1997a)
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4.4 Extensién de la teoria clasica a grandes defor-
maciones

En este apartado se presenta la extension al campo de las deformaciones finitas de la
teoria de mezclas cldsica. Esta extension es necesaria debido a que permite tener en
cuenta los fenémenos de alineacién de la fase de refuerzo con respecto a la direccién
del esfuerzo al que estd sometido el material. En el Apartado 7.3 se presenta un
ejemplo que ilustra el fenémeno mencionado y muestra como esta extensién de la
teoria de mezclas permite simular este fenémeno.

4.4.1 Ecuacion de cierre

La tercera hipétesis en la que se basa la teoria de mezclas supone que en ausencia
de difusién atémica la deformacion es idéntica para todos los componentes del com-
puesto. Estd hipotesis se debe verificar tanto en la configuracion referencial como en
la configuracién espacial para cada fase. En la configuracion referencial la condicién
de compatibilidad de deformaciones estd dada por (Trusdell y Toupin, 1960) (Onate
et al., 1991):

Ery = (Ery), = (Erg)y = ... = (E1)),, (4.27)

donde E;; = % (Cry — Gpy)es el tensor de deformaciones de Green-Lagrange donde
G es el tensor métrico material que para un sistema de coordenadas ortogonales

se escribe como Gry = I;; = 617 0sil#.J } y C = FTF es el tensor de

1sil=J
deformaciones derecho de Cauchy-Green.

En la configuracién actualizada la condicién de compatibilidad de deformaciones
se propone como:

eij = (€i5); = (€ij)g = - = (e3j),, (4.28)

donde e;; = 1 (g% — (by) ') es el tensor de deformaciones de Almansi, b = FF”
es el tensor de deformaciones izquierdo de Cauchy-Green y gijes el tensor métrico

espacial dado por:

0sii ]
gij = Lij = 5z'j{ 1sij ii } (4.29)

y F' es el gradiente de deformaciones F;; = aaf(; 3 (Santalo, 1981)

3La relacién entre el tensor de tensiones de Almansi y el de Green-Lagrange se muestra en el
Apéndice A
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Teniendo en cuenta la definicién del tensor derecho de Cauchy-Green y la ec.(4.27)
se obtiene la ecuacién de cierre en funcién de los gradientes de deformaciones:

F=F =F,=..=F, (4.30)

Esta hipdétesis vale rigurosamente sélo si se aplica la teoria de mezclas para
materiales con comportamiento en paralelo, es decir, que el estado tensional del
compuesto resulta de la suma de las tensiones de cada componente proporcional
al volumen que ocupan respecto del total, ej.: matriz con fibras largas, hormigén
armado, etc. En el caso de matriz con refuerzo de fibras cortas la hipétesis de que las
deformaciones de todos los componentes es igual no es vilida. Para solucionar este
inconveniente existen dos alternativas: definir otra ecuacién de cierre que permita
simular adecuadamente los fendmenos que se producen en el material (ver Apartado
4.3) o realizar una correccién en las propiedades de cada componente y mantener la
ecuacion de cierre de la teoria de mezclas clésica (ec.4.28).

4.4.2 Funcion de energia libre

Los materiales compuestos que cumplen con la ec.(4.28) y ec.(4.27), satisfacen tam-
bién la condicién bésica de la aditividad de la energia libre de sus componentes tanto
en la configuracion referencial como en la actualizada (Trusdell y Toupin, 1960):

m'W (E°,0,0™) = Y keml¥,[E,(E"),,0,a}] (4.31)
c=1

my (e,0,a™) = Y kemcb,[e, (€7),,0,a]] (4.32)
c=1

donde ¥, y v, son las energias libres correspondientes a cada una de las "n” sus-

tancias componentes de la mezcla definidas en la configuracion referencial y la ac-
tualizada respectivamente, k. es el coeficiente de participacién volumétrica, (E*), y
(e?), son las deformaciones plasticas de cada fase en las configuraciones referencial
y actualizada respectivamente y o™ son las variables internas del componente ¢
que definen el comportamiento fisico de cada sustancia componente.

La teoria de mezcla de sustancias bédsicas aqui utilizada se basa en que todas
las sustancias intervienen en la respuesta del compuesto en forma proporcional al
volumen que ocupan respecto del volumen total. El coeficiente de participacién
volumétrica se define en la configuracion referencial como:

_ dve
-

ke (4.33)
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donde V, es el volumen del componente y V}, es el volumen total del compuesto en
la configuracién referencial.
La ecuacién de continuidad establece que:
d’UO
o det F =J (4.34)
donde vq es el volumen del compuesto en la configuracion actualizada. Teniendo en
cuenta la ecuacién de cierre (ec. 4.30) se deduce:

dv, 1
d:/c = det Fo = J = dV, = —dv. (4.35)

La ec.(4.35) establece que la relacién entre el volumen de un componente en la
configuracion espacial y el volumen del componente en la configuracién referencial
estd dado por el determinante del gradiente de deformaciones. Teniendo en cuenta
las ecs.(4.35), (4.33) y se tiene:

1dv dv
= ——— = — (4.36)
JdVy  duvg
La ec.(4.36) muestra que el coeficiente de participacién se mantiene constante en
ambas configuraciones. El coeficiente de participacién volumétrico de cada compo-
nente debe cumplir con la siguiente condicién que garantiza la conservacion de la

masa:

zn: ke =1 (4.37)
c=1

4.4.3 Ecuaciéon constitutiva

Una vez definida la funcién de energia libre a los fines de simular el material com-
puesto es necesario definir la ecuacién constitutiva del mismo. A continuacién se
presenta la ecuacién constitutiva tanto para la configuracién referencial como para
la actualizada.

Configuracién referencial

La definicion de la tensién para el compuesto S se obtiene a partir de la formula-
cion del modelo hipereldstico garantizando la condiciéon de disipacién del segundo
Principio de la Termodindmica (Malvern, 1969), esto es:

n n

ov m® O m?
—_ 0 _ E c _ E
S=m OE m ke OE mY ke (S). (4.38)

c= c=1
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Siguiendo un procedimiento similar al utilizado en los Apartados 4.2 y 4.5 el
tensor tangente constitutivo del compuesto estd dado por:

T _ T
C aE®aE Zk (4 (4.39)

donde (CT)C representa el tensor constitutivo tangente anisétropo real para el com-

ponente c¢me,

Configuracién actualizada

En forma andloga a la configuracion referencial, la definicién de la tensién para
el compuesto 7T se obtiene a partir de la formulacién del modelo hipereldstico ga-
rantizando la condicién de disipacién del Segundo Principio de la Termodindmica
(Malvern, 1969). Esto es:

T = m@_¢ = znz ﬁk e = znz ﬁkc (T)c (4.40)
-1 ¢ =

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado en los Apartados 4.2 y 4.5 el
tensor tangente constitutivo del compuesto en la configuracién actualizada, estd
dado por:

T _
c ae®ae Zk (4.41)

donde (cT)c representa el tensor constitutivo tangente anisétropo real para el com-
ponente ¢,

En la Figura 4.2 se observa un diagrama de flujo esquemadtico a seguir en la
solucién de problemas no-lineales en deformaciones finitas de un material compuesto
multifase por el MEF. En la misma se observa que cada fase tiene su propio modelo
constitutivo y resulta independiente de las otras fases que conforman el compuesto.

El algoritmo comienza en la configuracién referencial y luego a través de las
operaciones de transporte push-forward (ver Apéndice A) se plantea la ecuacién
constitutiva para cada uno de las fases del material compuesto. Cada una de estas
fases puede presentar distintos modelos constitutivos (plasticidad, dafno, etc.) que a
su vez pueden ser isétropos o anisétropos. Una vez determinado el estado tensional
de cada uno de los componentes es necesario determinar la tensién del material
compuesto, teniendo en cuenta la ec. (4.7), que permite determinar las fuerzas
internas que se desarrollan en el material. Una vez determinadas las fuerzas internas
es necesario verificar el equilibrio de estas con las fuerzas externas aplicadas.
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Figura 4.2: Esquema de solucién de un problema no lineal multifase desarrollado en la
configuracién referencial y actualizada.
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Figura 4.3: Deformacién alrededor de una fibra discontinua embebida en una matriz
sometida a traccién.

4.5 Modificacion de la teoria de mezclas clasica.
Refuerzo de longitud corta

En los apartados anteriores con el objetivo de determinar las propiedades elédsticas
de los materiales compuestos se parte de la hipétesis de que las fibras son suficien-
temente largas y por lo tanto los efectos asociados a los extremos de las mismas
son despreciables. Sin embargo, a medida que la relacién de aspecto! de la fibra
disminuye, el efecto de los extremos de las mismas se hace progresivamente signifi-
cativo debido a que los campos de tensiones y deformaciones en la fibra y la matriz
circundante se modifican a causa de la discontinuidad. La ”eficacia” de las fibras en
la rigidez del material compuesto disminuye en la medida en que lo hace la longitud
de la misma.

La Figura 4.3 muestra la deformacién de la matriz circundante a una fibra dis-
continua embebida en la misma y sometida a una carga de traccién paralela a la
fibra.

En un material compuesto con refuerzo de fibras largas bajo un estado de traccion
el estado de deformaciones de la matriz y de las fibras es igual y por lo tanto la tensién
a lo largo del refuerzo no varia salvo en la zona de las puntas, donde se verifica que
la deformacién de la misma es menor respecto a la de la matriz. En el caso de
refuerzos de longitud corta embebidos en una matriz este fenémeno juega un papel
fundamental en la determinacién de las propiedades mecédnicas del compuesto. Este
problema ha sido tratado por Cox (1952) utilizando el llamado andlisis de retardo

4Se define como relacién de aspecto al cociente [/2r donde [ y r son la longitud y el radio de la
fibra
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en cortadura y bajo la hipétesis de que se mantienen eldstica tanto la fibra como la
matriz.

Este fenémeno puede explicarse teniendo en cuenta la Figura 4.3. En la misma,
en la seccién AA la deformacién del conjunto se debe solo a la deformacién de la
matriz. En la seccion BB, justo en el extremo de la fibra, evidencias experimentales
muestran que la transferencia de esfuerzos de la matriz hacia la fibra es gradual, con
esfuerzo nulo en la punta y con un aumento gradual de la tension a lo largo de la fibra
hasta el punto en el cual las deformaciones de matriz y fibra son iguales. De acuerdo
con esto, la zona central de una fibra presenta el maximo valor de tension axial. Se
define como longitud de transferencia l. a la longitud de refuerzo necesaria para
transferir los esfuerzos desde la matriz hacia la fibra. En la Figura 4.4 se muestra la
distribucién de esfuerzos en una fibra de refuerzo. El esfuerzo cortante es méximo
en las puntas de las fibras y resulta casi nulo en la zona central. En la misma Figura
se observa que existen regiones en las puntas de las fibras que no soportan la carga
completa de manera tal que el esfuerzo medio en una fibra de longitud ! es menor
que en una fibra continua sometida a las mismas cargas externas. La eficacia del
refuerzo disminuye en la medida en que lo hace la longitud de la fibra debido a la
mayor proporcién de longitud total de fibra que no estd completamente cargada.
Por lo tanto, en los materiales compuestos reforzados con fibras cortas es necesario
que la longitud [ de la fibra sea superior a [, con el objetivo de que las mismas sean
aprovechadas a su méaxima capacidad.

En todos los casos de materiales compuestos existe una longitud de transferen-
cia minima, que garantiza la perfecta compatibilidad entre matriz y refuerzo. Esta
medida se denomina longitud critica [.. Cualquier refuerzo cuya dimensién funda-
mental sea inferior a esta magnitud, no participa plenamente en los mecanismos de
transferencia de esfuerzo (Jayatilaka, 1979).

Debido a los fenémenos que se producen los materiales compuestos reforzados con
fibras cortas no cumplen exactamente con la condicién de compatibilidad expresada
en la ec. (4.28), debido a las diferentes deformaciones que se presentan en la matriz y
en las fibras. Por ello, a los fines de simular el comportamiento de estos materiales,
es necesario el planteo de otra ecuacién de cierre de deformaciones (Oller et al.,
1995b), o realizar una correccién en las propiedades de cada componente y mantener
la hipétesis de iguales deformaciones en cada uno de los componentes de la teorfa
de mezclas clasica (Jayatilaka, 1979).

4.5.1 Distribucién de tensién axial en la fibra

En los apartados anteriores se ha mencionado que la transferencia de esfuerzos se
verifica desde la matriz hacia las fibras en la zona de interfase en la que se generan
tensiones tangenciales. A los fines de determinar una expresién analitica de la dis-
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Esfuerzo cortante en

/ lainterfase
Esfuerzo de traccion

/enlafibra

Fibra

Figura 4.4: Distribucién de esfuerzos axiales en la fibra y cortantes en la interfase fibra-
matriz.

tribucién de tensiones en una fibra es necesario considerar el equilibrio en la zona
de transferencia de los esfuerzos (ver Figura 4.5).
El equilibrio de la fibra en la direccién longitudinal = estd dado por:

d 2
omr? + 2rrrde = (o + doyg) T = % S (4.42)
x r
o, en términos de la carga de la fibra:
dP
d_xf = 2771 (4.43)
/Fibra

E

Figura 4.5: Esfuerzos en los extremos de fibras.
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Figura 4.6: Relacién de aspecto que se considera en el refuerzo.

donde o es la tensién en la fibra en x, do es el incremento de la tension en la fibra
en x +dz y 7 es la tensién cortante en la interfase fibra-matriz. La tensién cortante
7 se produce debido a las distintas deformaciones entre fibra y matriz y por lo tanto
depende de la diferencia entre los distintos campos de desplazamientos de fibra y
matriz. La ecuacién diferencial de equilibrio en el eje longitudinal de la fibra resulta
(Jayatilaka, 1979).

2P Py
=H|— — 4.44
dx? [CfAf ] (4.44)

donde Py es la fuerza méxima de interaccién entre el refuerzo y la matriz, H una
constante que depende de la distribucién topoldgica de las fibras, C'; el médulo de
Young del refuerzo, A; la seccién transversal media del refuerzo y E es la deforma-
cién en la matriz. La solucién de la ecuacién diferencial 4.44 expresa la fuerza P
como:

Py = Cysinh (Bz) + Cycosh (Bz) + CrAE (4.45)

donde C; v C5 son constantes, 3 es un coeficiente dado por , /=4 = [Sm 21
1y &2 3 b CrAg Cr A;m(Z)

(Jayatilaka, 1979) , G, es el médulo elédstico transversal del compuesto y 77/ la
distancia media entre las particulas de refuerzo (ver Figura 4.6). Las dos constantes
se obtienen de las condiciones de borde Py =0 paraxz =0y x = [.

Una vez obtenidas las constantes de integracién, la tensién se escribe como:
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O'f:CfE 1-—

cosh 3 (é — w) l
ol (%) Vo <z < (4.46)

2
La ec. (4.46) establece la distribucién de tensiones axiales a lo largo de la fibra.
Esta distribucién se muestra esqueméaticamente en la Figura 4.4. En la zona central
del refuerzo no existe un valor de tensién constante, pero si el refuerzo es lo sufi-
cientemente largo se tiene que oy — C;E. El valor de tensién mdximo se produce
en z =1/2 y estd dado por:

O foax = CrE

1
b cosh (%)] (447

4.5.2 Distribucién de tension cortante en la interfase

La distribucién de esfuerzos cortantes en la zona de interfase se obtiene teniendo en
cuenta la ecs. (4.42) y (4.46)

CyErfsinh 8 (%l — x)
TTT cosh (% ﬁl)

La ec.(4.48) establece la distribucién de tensiones cortantes en la interfase fibra-

matriz. Esta distribucién se muestra esquemadticamente en la Figura 4.4. El valor

de la tensién cortante es nulo en la zona central de la fibra y coincidente con el

maximo esfuerzo axial. En esta zona no existen deformaciones diferenciales entre

fibra y matriz lo cual explica el valor nulo de las tensiones tangenciales. La méxima
tensién cortante se verifica en la punta de la fibra y estd dada por:

(4.48)

C/E 1
e = ZIETD o (L1 (4.49)
2 2
Para incorporar esta contribucion del refuerzo en la teorfa de mezclas de sustan-

cias bdsicas, es necesario establecer el promedio de la tensién a lo largo de la fibra
como:

1/ tanh (2 .
2

siendo C’f el médulo de Young promedio del refuerzo. La ec.(4.50) muestra que el
moédulo de Young de un refuerzo de fibras es funcion de la longitud de las mismas.
En el caso de fibras largas el médulo eldstico promedio tiende al valor del médulo
de Young del refuerzo, en tanto en este caso se ve fuertemente afectado por las
cualidades de la interfase matriz-refuerzo para transferir los esfuerzos.
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4.5.3 Modelo constitutivo para fibras cortas

Un material compuesto reforzado con fibras de longitud corta tiene la caracteristi-
ca de que la matriz soporta una carga superior a la que soporta la matriz de un
material compuesto con refuerzos continuos. En general, las propiedades mecdnicas
del material compuesto con fibras cortas es menor que la del mismo material con
refuerzo continuo’.

La definicién anterior para el médulo de Young, permite redefinir la cuota eldstica
de la funcién de energia libre ecs.(B.11) y (B.10) en la configuracién referencial o en
la actualizada para la fase de refuerzo como:

U o= U (E0)+ 0P (a) = QLmO B C B v (o) (4.51)

Vo= (0 + P () = 5[ 8 e+ (a) (1.52)

Extendiendo el concepto dado en la ec. (4.50), se adopta la siguiente relacién para
definir el tensor constitutivo de la fibra

. tanh (2
C= (C)ﬁb [1 — %l (4.53)
2

donde el tensor constitutivo del refuerzo en la configuraciones referencial (C) ;, re-
sulta ortétropo. El tensor constitutivo de la fibra en la configuraciéon actualizada
es funcion de la longitud, el drea y la separacién entre las fibras que constituyen el
refuerzo y se puede obtener como el ”push forward” (ver Apéndice A) del tensor
constitutivo dado por la ec.(4.53), esto es:

— [ A
é=¢ (c) (4.54)
De esta manera la formulacién general puede tener en cuenta la pérdida de
efectividad en la respuesta del refuerzo debido a su escasa longitud que impide una
total transferencia de los esfuerzos desde la matriz.
A partir del segundo principio de la termodindmica, se deduce entonces la tensién

en las configuraciones referencial o actualizada teniendo en cuenta las ecs. (B.28) y
(B.26)

, O

S:maEe—

1— —] C: E° (4.55)

5Se entiende por refuerzo continuo a aquel que presenta una longitud mayor a la necesaria para
transmitir los esfuerzos desde la matriz hacia el refuerzo
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0y

m
Oee

T = =c:ef (4.56)
En las ecs. (4.55) y (4.56) el factor ¢ representa la correccion debido a la presencia
de un refuerzo de longitud corta en el material compuesto.

4.6 Ecuacién constitutiva del material compuesto

El andlisis de materiales compuestos reforzados con fibras cortas utilizando la teoria
de mezclas cldsica resulta insuficiente, debido a que esta no puede tener en cuenta los
fenémenos que tienen lugar en la zona de interfase de ambos materiales. La ecuacion
de cierre solo es vdlida para materiales con refuerzo continuo, por ejemplo matrices
con fibras largas, despreciando los fenémenos que ocurren en los extremos de las
fibras. En el caso de materiales compuestos reforzados con fibras cortas la ecuacién
de compatibilidad o cierre no se cumple. Por lo tanto, resulta necesario modificar la
teoria de mezclas cldsica debido a que no se cumple la ecuaciéon de compatibilidad,
definiendo por ello una ecuacién de cierre distinta (Oller et al., 1995b) o realizando
una correccién en las propiedades de cada componente manteniendo la ecuacién de
cierre de la teoria de mezclas cldsica (Car et al., 1998c). Este tiltimo método conduce
a una formulacién més simple.

4.6.1 Funcion de energia libre para compuestos reforzados
con fibras cortas

La energia libre de un material compuesto reforzado con fibras en la configuraciéon
referencial estd dada por la sumatoria de las energias libres de cada una de las
fases que forman la matriz del material ponderadas en funcién de su participacién
volumeétrica, esto es:

Cm

mU (E¢,0,a™) = zm: kewme, Ve, |E,(E?), 0,02 ]
c=1

J/

v
Componentes de la matriz

+ > kemd s, Ve, [E,(EP), 0,07 (4.57)
c=1

J/

-—
Componentes del refuerzo

En la configuracién actualizada la energia libre del compuesto estd dada por:
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m@Z} (ee’ 07 Oém) = Em: kcmmcm¢cm [67 (ep)cm ) 07 Oégfn]
c=1

J/

-
Componentes de la matriz

+ 3 kemesot, e (€),, 6,07 (4.58)
c=1

J/

v
Componentes del refuerzo

donde V¥, vy W, son las energfas libres de las componentes correspondientes a la
matriz y al refuerzo en la configuracion referencial, 1. y 1. son las energfas libres
de las componentes correspondientes a la matriz y al refuerzo en la configuracion
actualizada, k., y k., son los coeficientes de participacién volumétrica de cada uno de
los componentes de matriz y refuerzo, (E”), y (E¥), son las deformaciones pldsticas
en la configuracion referencial de las componentes de fibra y matriz, (e?), vy (ef),
son las deformaciones plasticas en la configuracién actualizada de las componentes
de fibra y matriz, ¢ representa la correccién en funcién de la longitud de la fase
de refuerzo en el material compuesto, o' y o son las variables internas de las
componentes de matriz y refuerzo que definen el comportamiento fisico de cada
sustancia.

La eficacia del refuerzo de fibras cortas es menor que la del de fibras largas,
por lo tanto se deduce que las propiedades mecdnicas de los materiales compuestos
reforzados con fibras cortas son menores. La expresion del tensor constitutivo del
material compuesto dado en la ec.(4.11) en pequenas deformaciones se generaliza
para el caso de refuerzos de cortas longitud con grandes deformaciones:

Compy = -
. T A ;) o
om0 0
;mcm e ( ”kl)Cer;mcr Ser (Cijnt),, (4.59)
0T 0% (eij; 0; )
Cight = m@ekl - 8%06“
Tom m Ny m
_ k. (cqs — ke Ge. (¢ 4.60
D b ), + 3 e ), (40)

donde C;j11 v ¢ijir son las componentes del tensor constitutivo del material compuesto
en las configuraciones referencial y actualizada, n,, es el nimero de componentes
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que constituyen la matriz del compuesto y n,es el nimero de componentes que
constituyen la fase del refuerzo. En el caso de refuerzos continuos el factor ¢ — 1y
la expresién anterior tiende a la expresién dada en la ec. (4.11)

La expresion de la tensién del material compuesto en las configuraciones referen-
cial y actualizada estd dada por:

oV (Eqy; 0; — 0
Sy = m (aJE' ;) :Zmi o (S) +Z Sij),. (4.61)
Y c=1 cm
N 0
= ZWT ke (ngkl> (Ef). ‘1”2 KeoSen ( Skl) (B, (4.62)
c=1 Cm
GLD (ez D0 ) &
_ - m S e
= Zm kcm(z]kl (ekt)e +Z ke, <e, z]kl) (ekl)cr (4.64)
c=1 Cm

La modificaciéon en las propiedades mecdnicas del material se puede interpre-
tar también como una modificacién de la ecuacién de cierre o compatibilidad de
deformaciones en la configuracion referencial:

By = (Ey) == (%) L= (%) == (EJ) (4.65)
Compone?l?cs matriz Compone;tres refuerzo
N s N - 7 NS ~ N -~ 7
(255) 1y (Bi) (25),, (E5)..,

De la ec. (4.65)se obtiene que la deformacién eldstica de las componentes del
refuerzo estd dada por:

(B, =5 B — (BY), ]

(E5),, = n [B — (ED), ] (4.66)

Esta ecuacién establece que las deformaciones en cada componente correspon-
diente al los refuerzos estd afectada de un cierto factor ¢; funcién de la longitud
del refuerzo y de la distribucién topoldgica de las fibras. Teniendo en cuenta la
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ec.(4.38) la expresion de la tensién en cada una de las componentes del refuerzo en
la configuracion referencial estd dada por:

Nm mo n mo
= —kc ij _kc ij 4.
CZ:; mcm m (S])cm + Cz:; mcr r (SJ)CT ( 67)

donde las tensiones en la configuracion referencial de la matriz y el refuerzo (S;;)
y (Sij),, estdn dadas por:

Cm,

(Sii)e,. = (Cimt)e,, (Eft),. = Cima),,, (Bn — By, (4.68a)
(Sii)e, = (Cija),, (ERy)e, = Seo (Cina),, (B — Eiy),., (4.68b)

En la configuracién actualizada, el cambio en las propiedades es posible inter-
pretarlo, también, como una modificacién en la ecuacién de cierre:

e = (e;j)ml =.= (e;j)m :(e;j)T1 =..= (e;j)T (4.69)

N

-~ -~

Componentes matriz Componentes refuerzo
eij = (e” T €ij) = o =€ i), theg; + e s Uneij + €),
N——— ~~ 4 ~~ o —

(<is) (i) (<) (<is)
ij )y i) m, i3 )y i) vy

De la ec. (4.69)se obtiene que la deformacion eldstica de las componentes del
refuerzo esta dada por:

. 1
(¢5),, = 9. [%' - (efj)”}

T G efj)rn (4.70)

Esta ecuacién establece que las deformaciones en cada componente correspon-
diente al los refuerzos esta afectada de un cierto factor ¢; funcién de la longitud del
refuerzo y de la distribucién topoldgica del mismo. Teniendo en cuenta la ec.(4.40)
la expresion de la tension en cada una de las componentes del refuerzo en la confi-
guracion referencial estd dada por:
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m m
= ke, (Tij —ke, (745 4.71
Sk (Tid)ey + D ke, (), (471)

donde las tensiones en la matriz y refuerzo (1), v (745), estdn dadas por:

(7)o, = (Cimt)e, (€)= (i), (e — €ht), (4.72a)

(Ti)e, = (Cijit)e, (€a)e, = Ser (Cisn),, (€ — €ha).., (4.72b)

Teniendo en cuenta la condicién de compatibilidad dada en las ecs.(4.65) y (4.69)
y la expresién de la tension en las configuraciones referencial y actualizada dadas por
las ecs.(4.67) y (4.71) se observa que existe un factor de proporcionalidad entre la
deformacion de los componentes que constituyen la fase de refuerzo y la deformacion
total del conjunto. El producto de este factor de proporcionalidad por el tensor
constitutivo del componente provoca una modificacién del tensor constitutivo del
componente ¢, c¢. dando lugar a un nuevo tensor constitutivo para el componente
que permite utilizar para el cédlculo de la tensién en el componente la condicién de
compatibilidad de la teoria de mezclas clésica.

4.7 Propiedades mecanicas de las fibras a conside-
rar en la Teoria de mezclas en régimen lineal
para materiales compuestos

El objetivo de este apartado es establecer las propiedades mecdnicas transversales
de la fase de refuerzo. La teoria de mezclas de sustancias bdsicas, en su versién
unidimensional, establece que el médulo eldstico transversal de un material com-
puesto estd dado por la suma ponderada de los mdédulos eldsticos transversales de
los componentes

By = b (Ep) + kg (B2), (4.73)

donde Ey, (Ey) y (E2); son los médulos eldsticos transversales del material com-
puesto, de la matriz y de la fibra respectivamente. Evidencias experimentales de-
muestran que las fibras no pueden ser consideradas como un material que solo posee
rigidez longitudinal a los fines de simular el comportamiento del material compuesto
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(ver Apartado 7.2). Por lo tanto, el refuerzo en posicién transversal a un esfuerzo
colabora en la rigidez del conjunto. El médulo elédstico transversal del refuerzo surge
de considerar la igualdad de las ecs. (4.73) y (2.6) para el caso unidimensional

(Em)(B1)
[km(El)f+kf(fEm) = km (Em)}

! k;
Otra aproximacion del médulo eldstico transversal se puede obtener teniendo en
cuenta la ec. (2.7) y la ec. (4.73) se obtiene:

(E2) (4.74)

By, ) (1) ,
ko (B1) p+kp (ED,) Fom (Em>}

ky

(Eg)f = [ (4.75)
donde E, estd dado por la ec. (2.8)

En forma andloga teniendo en cuenta la ecuacién propuesta por Halpin y Tsai
el médulo eldstico transversal de la fibra esta dado por:

(H—E n /ff)
EQ m W - km EQ m
(Ez), = ) v =) (4.76)

donde 7 es un coeficiente que resulta ser una funcién del médulo eldstico de la matriz,
del médulo longitudinal del refuerzo y de un pardmetro de caracter experimental £
(Hull, 1987b) (Barbero, 1998):

Em) (4.77)
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Capitulo 5

El fenémeno de deslizamiento fibra
matriz (DFM)

"It s common sense to take a method and try it. If it fails, admit it frankly and try
another. But above all, try something.”
Former US President Franklin D. Roosevelt

5.1 Introducciéon

El objetivo del presente capitulo es introducir en la formulacién constitutiva para
materiales compuestos, presentada en el capitulo anterior, el fenémeno de movimien-
to relativo de cuerpo rigido que se verifica entre la fase de refuerzo y la de matriz
cuando se excede un cierto valor de tensiones en la interfase entre ambos.

Uno de los motivos del comportamiento no-lineal de los materiales compuestos
reforzados con fibras es el fenémeno de formacién de grietas en la matriz con el
consiguiente deslizamiento o movimiento relativo entre fibra y matriz. Este fenémeno
se conoce en la literatura en inglés como ”debonding” y se caracteriza porque el
agrietamiento de la matriz y el deslizamiento entre fibra y matriz reducen la rigidez
del material e induce deformaciones ineldsticas o no recuperables en la estructura.
El fenémeno antes mencionado se denominara en este trabajo DFM (deslizamiento
fibra-matriz).

Al tratarse de un fenémeno de despegue o movimiento relativo entre fibra y
matriz, es necesario primero estudiar el mecanismo de transferencia del esfuerzo entre
matriz y fibra. En las estructuras o piezas constituidas por materiales compuestos
los esfuerzos se transfieren desde la matriz a la fibra debido a que las solicitaciones
son impuestas en la matriz del conjunto.

Los materiales compuestos estédn constituidos, en general, por una fase que pre-
senta baja resistencia bajo un cierto estado de cargas, como es el caso de la matriz, y

147
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una fase de refuerzo que excede la resistencia de la matriz. ( Ej.: Hormigén armado).

En los materiales compuestos reforzados con fibras el agrietamiento o apertura
de fisuras en la matriz estd acompanada por el fenémeno de despegue de las fibras
y por el posterior deslizamiento entre ambas fases (DFM). El proceso de apertura
de fisuras en la matriz ocurre a niveles de tensiones que resultan significativamente
menores que el nivel tensional necesario para producir la rotura de las fibras. La
rotura de la matriz ocurre a valores bajos de tension y estd usualmente alineado con
la direccién de las tensiones principales, produciendo una disminucién en la rigidez
e induciendo deformaciones ineldsticas y ciclos de histéresis (Beyerley et al., 1992)
(Pryce y Smith, 1992).

A los fines de modelar micromecdnicamente el fenémeno DFM en materiales
compuestos, diversos modelos han sido propuestos.(Hild y Burr, 1996) (Owen y
Lyness, 1972) (Agarwal y Bansal, 1979)

5.2 Estudio de la distribucion de tensiones a lo
largo de la fibra

El analisis de la distribucién de tensiones a lo largo de una fibra debe tener en cuenta
que en la zona final de las fibras se generan estados tensionales complejos.

A medida que la relacién entre la longitud [ y el didmetro d disminuye los fe-
némenos que se producen en la zona final del refuerzo son importantes afectando a
la rigidez del conjunto.

La transferencia de tensiones entre matriz y fibras tiene lugar a través de la
interfaz existente entre ambas fases. El mecanismo de transferencia de esfuerzos
entre las fases se ve afectado por diversos factores tales como la quimica de la
interfase y la fibra, el tratamiento superficial de las fibras, la fracciéon de volumen
de fibras y las condiciones de temperatura y humedad.

El mecanismo de transferencia de tensiones entre fibra y matriz se observa en
la Figura 5.1a. En esta figura se considera una fibra de longitud [ embebida en
una matriz y orientada en la direccién de la carga. La tension aplicada a la matriz
se transfiere a la fibra a través de la interfase. La matriz y la fibra experimentan
diferentes deformaciones a traccién debido a la diferencia entre los médulos eldsticos
de la matriz y la fibra. En la Figura 5.1a se observa que la deformacién en los
extremos de las fibras es menor que en la matriz. Como resultado de esta diferencia
en las deformaciones entre ambas fases se inducen tensiones cortantes alrededor de
la fibra en la direccién de su eje longitudinal y la fibra se encuentra sometida a un
estado de traccion. La resistencia de la interfaz fibra-matriz es relativamente baja,
del orden de los 20 M Pa.

La Figura 5.1b muestra la distribucién analitica de las tensiones en una fibra
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Figura 5.1: a) Deformacién alrededor de una fibra discontinua embebida en una matriz
sometida a traccién. b) Variacién de los esfuerzos de traccién y cortantes a lo largo de
una fibra.

paralela a la direccién de la carga. Esta distribucién analitica se basa en las siguientes
hipétesis:

e Se considera un comportamiento eldstico de fibra y matriz

e La interfaz es delgada y proporciona una buena transferencia de los esfuerzos

De acuerdo con estas hipdtesis la tensién axial resultante en el extremo de la fibra
resulta nula y méxima en la zona central de la misma. Por el contrario las tensiones
cortantes resultan méximas en los extremos y decrecen hasta anularse en la zona
central, en el caso de fibras suficientemente largas. Este andlisis se ha corroborado a
través de ensayos de fotoelasticidad y espectrocopia de ldser Raman (Hull, 1987b).

En el caso de superarse la resistencia méaxima a cortadura de la interfaz, o del
material de la matriz circundante, se producird la rotura de la interfase y el consi-
guiente deslizamiento relativo entre fibra y matriz. La falla a cortadura no implica
necesariamente que la matriz sea incapaz de transmitir carga a la fibra debido a
la existencia de fuerzas de friccién entre fibra e interfase. La importancia de este
fenémeno depende de las propiedades de las fibras, de la resina y del volumen total
de fibras en el material compuesto.
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Figura 5.2: a) Representacién esquemsdtica de tensiones en el extremo de una grieta. b)
Extremo de grieta en la interfase de la fibra. ¢) Rotura de interfase.

5.3 Interaccién entre grietas y fibras

Algunas de las interacciones importantes de los procesos de rotura pueden ser com-
prendidos considerando los procesos que se desarrollan cuando una grieta aguda de
la matriz entra en contacto con una fibra como se muestra en la Figura 5.2.

En la Figura 5.2 se muestran los esfuerzos que se generan cuando una grieta
aguda y frégil entra en contacto con una fibra. Una grieta sometida a un esfuerzo
de traccién unidireccional normal al plano de la misma genera esfuerzos adicionales.

La concentraciéon de esfuerzos alrededor de una grieta es funcién del radio de
curvatura del extremo de la grieta p y a la longitud [ de la misma y estd dada por la

expresion (1/ p)%. Para una grieta sometida a un esfuerzo de traccién unidireccional
normal al plano de la misma se generan, debido a la presencia de la fisura, esfuerzos
a traccion adicionales paralelos al plano de la misma. En la Figura 5.2 se muestra
los esfuerzos en el extremo de una grieta eliptica. El esfuerzo de traccién méximo
o1 se produce en el extremo de la fisura y el esfuerzo de tracciéon o, paralelo a la
grieta se produce justo delante del extremo de la misma. Existe también un esfuerzo
cortante 7 en el plano normal al plano de la grieta.

El esfuerzo oy en el extremo de la grieta tiende a causar la rotura de la fibra,
el esfuerzo o5 conduce a una separacién por traccién en la interfase y el esfuerzo 7
causa la rotura a cortadura de la matriz. En la mayoria de los materiales compuestos
se verifica la rotura por cortante de la interfase pero no se produce una descarga
completa de la fibra debido a la presencia de fuerzas friccionales entre fibra y matriz.

El grado relativo de rotura de la interfase y la magnitud de las fuerzas de friccion
determinan el tipo de rotura. El tipo de rotura depende fundamentalmente de la re-
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Figura 5.3: a) Rotura fibrosa de un material compuesto. b) Detalle de rotura fibrosa.

sistencia del material compuesto en las direcciones paralela y perpendicular a la fibra
asi como de la resistencia a cortante. En la mayoria de los materiales compuestos
la relacién entre el esfuerzo tltimo paralelo a la direccién del refuerzo y el esfuerzo
iltimo cortante es elevada y por lo tanto el agrietamiento por cortadura en la inter-
faz se produce antes que la rotura de las fibras y se observa una separaciéon masiva
entre fibra y matriz. Debido a que el proceso de fisuracién de la matriz se produce
a valores relativamente bajos comparados con la resistencia del refuerzo se asume
que ambos mecanismos no estédn acoplados. Cuando se produce este mecanismo no
se verifica una completa descarga debido a la existencia de fuerzas friccionales. En
la Figura 5.3 se muestra la superficie de rotura en una resina epoxi con fibra de
Kevlar 49 (Hull, 1987b). La superficie de rotura es muy fibrosa en apariencia con
gran cantidad de arranque de fibra.

5.4 Modelos constitutivos para materiales com-
puestos con DFM

La mayorfa de las investigaciones realizadas para determinar el comportamiento
efectivo de materiales compuestos reforzados se basan en la hipdtesis de adherencia
perfecta entre ambas fases. El fenémeno de separacién entre las fases o ” debonding”
es comin en este tipo de materiales y, por lo tanto, debe tenerse en cuenta en el
andlisis del comportamiento mecanico de este tipo de material. Debido a la ausencia
de uniformidad que se observa en el campo de desplazamientos, la incorporacién de
este fenémeno en la teoria de mezclas se debe realizar en el modelo constitutivo.
Diversos autores han estudiado este fenémeno utilizando el método de los ele-
mentos finitos. La gran mayoria de estos estudios se basan en permitir la ausencia
de contacto entre fibra y matriz y emplear un procedimiento numérico para estu-
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diar el fenémeno (Owen y Lyness, 1972). Otros estudios se basan en introducir una
capa entre los componentes con el objetivo de simular la zona de interfase entre
fibra y matriz (Agarwal y Bansal, 1979). Lené y Leguillon proponen un modelo que
permite un deslizamiento tangencial entre fibra y matriz y utilizan el método de ho-
mogeneizacién conjuntamente con el método de los elementos finitos para modelar
el comportamiento del material compuesto.

El comportamiento de materiales compuestos sin considerar el fenémeno de des-
pegue entre fibra y matriz ha sido investigado por Aboudi (1982 y 1984) (Aboudi,
1984) utilizando un desarrollo de Legendre en una celda representativa. Posterior-
mente Beneviste y Aboudi (1984) modificaron su modelo para tener en cuenta el
fenémeno de despegue entre fibra y matriz. El fenémeno de ” debonding” se simula
imponiendo la condicién de continuidad en los desplazamientos normales en la zona
de interface fibra-matriz, permitiendo el deslizamiento tangencial en esta zona. El
concepto de deslizamiento tangencial ha sido usado por Drumbheller (1973) para si-
mular el fenémeno de debonding en materiales compuestos bilaminados periédicos.
En este trabajo Drumheller (1973) estudia el efecto del debonding en la propaga-
cién de ondas en un medio laminado y estd basado en el uso de las ecuaciones de la
elasto-dindmica. Beneviste y Aboudi utilizan su modelo para estudiar la velocidad
de propagacion de ondas en materiales compuesto reforzados con fibras.

Otros autores proponen un modelo basado en la micromecdnica del fenémeno
(Cox, 1952) (Aveston et al., 1971) (Hsueh, 1993). Todos estos modelos utilizan una
celda de longitud 2! que caracteriza la separacién entre fisuras y estd constituida por
materiales diferentes denominados 1 y 2 (ver Figura 5.4). Se supone la existencia
de una fisura de tamano 2a en la zona central de la celda y una longitud de friccién
2ly. Durante el fenémeno DFM y debido a la presencia de rozamiento entre fibra y
matriz existe una diferencia de temperatura entre los materiales 1 y 2. El balance
de las tensiones residuales resulta —kF,/E y —koF2/E en los materiales 1 y 2
respectivamente, donde E es el médulo de Young del compuesto no danado, FE;
y FEs son los médulos de Young del material 1 y 2 y k; son los coeficientes de
participaciéon volumétrica de cada uno de los componentes. En el momento de la
fisura las tensiones residuales se relajan con la regién que se desliza.

Para caracterizar el estado del material compuesto se necesitan cuatro variables:
la deformacién total, la longitud de friccién 2l;, la longitud de la celda 2I y la
apertura de la fisura en la matriz A (ver Figura 5.5). La deformacion en la zona (2)
es una funcién que depende de la interfaz. La densidad de energia libre del modelo se
obtiene considerando la superposiciéon de dos fenémenos. El primer paso consiste en
obtener la densidad de energfa cuando la parte (2) se mueve respecto de la (1) una
longitud A sobre una longitud [y sin la accién de cargas externas. El segundo paso
consiste en cargar el sistema fisurado impidiendo que se desarrollen los fenémenos de
fricciéon. La presencia de la fisura en la matriz produce una reduccién en la rigidez
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Figura 5.4: Celda elemental de tamano 2/ x 2w que contine una fisura de tamano 2a.

que se define a través de una variable interna D. Esta variable interna depende de
la densidad de fisuras y de las propiedades elédsticas de ambas fases. La energfa libre
total es la suma de ambos fenémenos y estda dada por:

1 IR S 4o
¢:§C(1—D)(€—€) —|—§C (7) (5.1)
donde & representa las deformaciones ineldsticas debido al deslizamiento entre las
fases.
La ley de evolucién de las variables internas del problema (D, d y ") se establece
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Figura 5.5: Esfuerzos debido al movimiento de la fase (1) respecto de la fase (2)
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teniendo en cuenta el proceso de fragmentacién en un modelo con tensiones cortantes
constantes a lo largo de la zona de friccién (Curtin, 1991). Hild et al. (1996) propone
un método practico para determinar la ley de evolucién de las variables internas a
través de resultados experimentales. Esta metodologia tiene el inconveniente de que
para cada tipo de material o para el mismo material con distintas participaciones
volumétricas de matriz y refuerzo es necesario realizar una serie de ensayos que
permitan identificar las leyes de evolucién de las variables internas.

Posteriormente Hutchinson y Jensen (1990) presentan diversos modelos para fi-
bras embebidas en una matriz fragil, restringiendo el anélisis a materiales compues-
tos con tensiones residuales de compresién actuando en la interfase fibra matriz y
considerando que durante el fenémeno de arranque después de la rotura de las fibras
existe friccién. La interaccion fibra matriz se modela a través de una celda cilin-
drica considerando dos tipos de condiciones de borde: una modelando fibra-matriz
aisladas y otra considerando una matriz conteniendo un conjunto de fibras unidirec-
cionales. Se considera que las fibras son is6tropas transversalmente a lo largo de su
eje longitudinal y que la matriz es isétropa.

Posteriormente Hild, Burr y Leckie (1995) presentan un modelo micromecénico,
basado en la mecédnica de medios continuos, que permite tener en cuenta los efectos
de la rotura de la matriz y el deslizamiento relativo entre fibra y matriz. Este modelo
utiliza cuatro variables de estado y la energia libre del sistema se calcula en funcién
de estas variables.

5.5 Propuesta para el tratamiento del DFM

El objetivo del apartado es realizar modificaciones al modelo constitutivo presentado
en los capitulos anteriores que permita tener en cuenta el fenémeno DFM en los
materiales compuestos reforzados con fibras.

El andlisis de los materiales compuestos en este trabajo se realiza utilizando la
teorfa de mezclas de sustancias bésicas. Esta teorfa se basa en la combinacion e
interaccién de las sustancias bdsicas que conforman el compuesto. Se considera que
en cada punto del material en andlisis participan todas las sustancias componentes
a la vez y cada una de ellas con su propia ley constitutiva y en la proporcién de
volumen asignada. Todos lo componentes del material deben satisfacer la condicién
de compatibilidad cinemaética. Esta condicion establece que la deformacion total en
un punto es igual para todos los componentes (Ecuacién de cierre). (ver Apartado
)

Esta hipotesis es solo valida para materiales con comportamiento en paralelo,
por ejemplo matrices con fibras largas, despreciando los fenémenos en los extremos
de las fibras. En el caso de materiales compuestos reforzados con fibras cortas la
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ecuacién de compatibilidad o cierre no se cumple. En este caso es necesario definir
una ecuacién de cierre distinta (Oller et al., 1995b) o realizar una correccién en
las propiedades de cada componente y mantener la ecuacién de cierre (Car et al.,
1998¢). (ver Apartados 4.3 y 4.5)

La ecuacién de compatibilidad tampoco es vélida en el caso en que se produzca
un deslizamiento relativo entre fibra y matriz. Este fenémeno se produce en el
instante en que la tensién cortante maxima admisible de la interfase entre fibra y
matriz es superada.

5.5.1 Modificacién del modelo constitutivo para considerar
el fenémeno DFM

Los materiales compuestos constituidos por una matriz y un refuerzo poseen un
comportamiento no-lineal complejo, debido a que se produce un deslizamiento del
refuerzo, motivado por la pérdida de adherencia entre matriz y refuerzo. Este mo-
vimiento relativo entre refuerzo y matriz, produce también una pérdida de rigidez
en el conjunto, que se refleja en una disminucién de los pardmetros mecdnicos del
compuesto, sin que ocurra rotura en la fase de refuerzo (Hild et al., 1994) (Hild,
1994).

La modificacién de la teoria desarrollada en los capitulos anteriores, basada en
la mecédnica de medios continuos, consiste en introducir en la ecuacién constitutiva
un comportamiento basado fundamentalmente en el movimiento relativo de cuer-
po rigido que se verifica entre fibra y matriz. La incorporacién del DFM en la
ecuacién constitutiva desarrollada en este trabajo se realiza teniendo en cuenta que
este fendmeno presenta dos caracteristicas: a) pérdida de rigidez global debido a la
disminucién de la colaboracion de la fibra en la matriz y b) deslizamiento relativo
irrecuperable entre fibra y matriz.

Los materiales compuestos sometidos a estados tensionales en los cuales se ha
producido el fenémeno DFM no cumplen con la condicién de compatibilidad im-
puesta por la teoria de mezclas de sustancias bdsicas. Este fenémeno tiene como
consecuencia directa la imposibilidad de la matriz de transferir esfuerzos a la fibra.
Esto es, la fibra no es capaz de aumentar su estado tensional por causas atribuibles
a la zona de interfase fibra-matriz.

El modelo constitutivo se basa en la idea de que el proceso de transferencia de
cargas de matriz a fibra varfa en el momento en que la matriz sufre deformaciones
plasticas. El movimiento relativo entre fibra y matriz puede representarse en me-
cénica de medios continuos a través de una deformacién pldstica irrecuperable en la
fibra. La determinacién del inicio de este fenémeno se realiza mediante una condi-
cién de resistencia que compara la tension efectiva del punto con la resistencia de la
fibra. Dada la forma en que participa la fibra dentro del compuesto y el mecanismo
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de transmisién de tensiones entre fibra y matriz, la determinacién de su méxima
resistencia o resistencia real y su capacidad de colaboracién depende de su propia
resistencia nominal ( N ) fibs © resistencia de la fibra en condiciones aisladas, de la
resistencia nominal de la matriz ( N )mat y de la resistencia nominal de la interface
fibra-matriz ( N ) Fib—mat? © capacidad de transferencia de tensiones desde la matriz
a la fibra. Desde otro punto de vista, se puede decir que la fibra participa dentro del
compuesto en funcién de su propia resistencia y de la capacidad de transferencia de
esfuerzo de la interfaz fibra-matriz, por lo tanto su resistencia estd influenciada por
el medio que la contiene. Se define entonces la resistencia de una fibra contenida en
una matriz como:

(fR)fib = min { (f") fib” (F™) [2 ('fN>fz'bfmat /Tf} } (5.2)

donde 7 es el radio de la fibra. La ec. (5.2) se deducen los siguientes casos limites:

e Si la matriz es mas resistente que la fibra y la adherencia fibra-matriz es

perfecta, la capacidad de participacién de la fibra queda limitada por su propia
. . . R . N

resistencia nominal ( f ) b = ( f ) fib

e Si se produce una falla en la matriz por microfisuras, etc., en tanto la fibra
se mantiene en régimen lineal, la resistencia de la fibra queda limitada por la
resistencia de la matriz , pues no se podra transferir mas tensién que la que le
permite el medio que la contiene ( fR) b = ( N )mat

e Si la falla se produce en la interface fibra-matriz, la resistencia de la fibra
queda limitada por la de la interface (fR) v = 2 (fN)fZ.b_mat /Ty

En la mayoria de los materiales compuestos se verifica que el agrietamiento por
cortadura en la interfaz se produce antes que la rotura de las fibras y se observa
una separacién masiva entre fibra y matriz y por lo tanto la resistencia de la fibra
queda limitada por la capacidad de la interfaz de transmitir esfuerzos. La aparicién
de fenémenos plésticos en la matriz de un material compuesto sometido a un estado
de cargas mondétono creciente impide la transferencia de los esfuerzos desde la ma-
triz hacia las fibras dando lugar a la aparicién de deformaciones irrecuperables por
deslizamiento de la fase de refuerzo respecto de la matriz. A partir de este momento
la transferencia de cargas de fibras a matriz no es nula debido a la presencia de
fenémenos de fricciéon entre ambas fases del material compuesto. Por lo tanto, las
fibras aumentan su estado tensional segin un médulo eldstico diferente del inicial.

El modelo que se propone en este trabajo se basa en establecer el estado ten-
sional en el que se encuentra la fibra en el momento de producirse la rotura en la
matriz del compuesto. A partir de aqui las deformaciones irrecuperables debidas al
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deslizamiento entre ambas fases se tienen en cuenta con un modelo elastopldstico
con endurecimiento para la fase de refuerzo debido a la presencia de las fuerzas de
rozamiento entre fibra y matriz. Por lo tanto, se trata de un modelo no local ma-
terial, debido a que el estado de uno de los materiales (refuerzo) depende de otro
(matriz).

A los fines de tener en cuenta la interaccién entre matriz y fibra, es necesario
determinar el estado tensional de la fase de refuerzo en el momento en que se verifica
el deslizamiento relativo entre fibra y matriz debido a la apariciéon de fenémenos
plasticos en esta tltima. Este estado tensional es el maximo estado tensional que se
transmite desde la matriz hacia la fibra bajo las condiciones de adherencia perfecta
entre refuerzo y matriz. A partir de este momento los esfuerzos se transmiten por
fenémenos friccionales. En la Figura 5.6 se muestra para el caso de un material
compuesto formado por una matriz y fibra de refuerzos la interaccién entre ambas
fases que permite determinar la resistencia del refuerzo en funcién de los criterios
enunciados anteriormente.

Con el objetivo de incluir el fenémeno de debonding en la formulacién del modelo
constitutivo para materiales compuestos se define la relacién

Tn Sn

SRR

donde fRy fI representan las resistencias del refuerzo en las configuraciones refe-
rencial y actualizada y 7 y S™ representan la tension en la direccién longitudinal
del refuerzo en las configuraciones referencial y actualizada en el momento en que
se verifica el deslizamiento relativo entre fibra y matriz debido a la aparicién de
fenémenos plésticos en esta tltima.

(5.3)

r

A los fines de simular las deformaciones irrecuperables que se verifican como
consecuencia del deslizamiento entre fibra y matriz es necesario redefinir el criterio
de fluencia de la fase correspondiente al refuerzo y dado por la ec. (3.9) y (3.21)
en las configuraciones referencial y actualizada. El factor r permite establecer el
momento a partir del cual la matriz no es capaz de transferir carga a la fibra y
simular los fenémenos de friccién entre fibra y matriz. FEste factor se considera
constante a partir del momento de plastificacién de la matriz.

Por lo expuesto anteriormente, para incluir el fenémeno DFM en el modelo cons-
titutivo es necesario redefinir el limite de proporcionalidad de las fibras, por lo tanto
el criterio de fluencia en las configuraciones referencial y actualizada resulta:

¢ (S;Ca) = F(S;C)—rK(a)=0 (5.4)
¢(T;9;0) = F(1;9)—rk(a) =0 (5.5)
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Figura 5.6: Esquema de solucién de problema no lineal bifase con DFM
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donde r estd dado por la ec. (5.3). El producto rK(«) y rk(a) permite redefinir
el umbral de tensiones en las configuraciones referencial y actualizada del refuerzo
a partir del instante en el que se producen fenémenos pldsticos en la matriz del
material compuesto. La modificaciéon en la condicién de fluencia hace necesario
redefinir nuevamente el modelo constitutivo elastopldstico de la fase de refuerzo en
las configuraciones referencial y actualizada.

5.6 Expresién del modelo constitutivo elastoplas-
tico del refuerzo

5.6.1 Configuracion referencial
Condicién de fluencia

Segtiin se ha visto en el apartado anterior para tener en cuenta el fenémeno DFM es
necesario realizar una modificacién en la condicién de fluencia de la fase de refuerzo
que permita redefinir la resistencia del refuerzo a partir del instante en el que se
producen fenémenos plédsticos en la matriz del material compuesto.

FEl factor de proporcionalidad r afecta al limite de proporcionalidad del material.
Este pardmetro no se introduce directamente en la condicién de fluencia con el
objetivo de alterar lo menos posible la estructura matemadtica de la plasticidad. La
condicién de fluencia ec.(5.4) puede reescribirse como:

B(S:C:a) = %F(S .C)— K(a) =0 (5.6)

La ec.(5.6) representa el nuevo criterio de fluencia que permite tener en cuenta
el fenémeno de deslizamiento entre fibra y matriz a partir de establecer el momento
a partir del cual la matriz no es capaz de transferir carga a la fibra y simular los
desplazamientos relativos irrecuperables entre fibra y matriz a través de la plastici-
dad.

Regla de flujo

La regla de flujo estable la ley de evolucién de las deformaciones plésticas y se define
en la configuracién referencial como:

» 0G
B =3¢ (5.7)

donde G = G (S;C) es la funcién de potencial pldstico y \ es una funcién escalar
no negativa conocida como pardmetro de consistencia plastica que cumple con las



160 CAPITULO 5. EL FENOMENO DE DESLIZAMIENTO FIBRA MATRIZ (DFM)

condiciones de Kuhn-Tucker (Lubliner, 1990) (Crisfield, 1991). Para el caso de
plasticidad asociada la ley de evolucién de las deformaciones pldsticas queda:

o il (5.8)

La teorfa de la plasticidad exige también el cumplimiento de

A>0 d(S;C;0) <0 AP (S:C;a)=0 (5.9)

Las condiciones dadas por la ec.(5.9) se conocen en la terminologia cldsica como
condiciones de carga y descarga. Ademds, debe cumplirse la condicién de persisten-
cia expresada por la variacién temporal de la funcién de fluencia:

é(s;c;a):la—FS—a—Kaz (5.10)

5.6.2 Configuracién actualizada
Condicién de fluencia

En forma andloga a lo realizado para la configuraciéon referencial para tener en
cuenta el fenémeno de fluencia es necesario realizar una modificacién en la condicién
de fluencia de la fase de refuerzo que permita redefinir la resistencia del refuerzo a
partir del instante en el que se producen fenémenos plasticos en la matriz del material
compuesto.

El factor de proporcionalidad r afecta al limite de proporcionalidad del mate-
rial. Este pardmetro no se introduce directamente en la condicién de fluencia con
el objetivo de alterar lo menos posible la estructura matemaética de la plasticidad
procediéndose en forma similar a lo realizado para la condicién de fluencia en la
configuracioén referencial. La condicién de fluencia ec.(5.5) puede reescribirse como:

1

¢(T3g;0) = —f(T:9) — K(a) =0 (5.11)
La ec.(5.6) representa el nuevo criterio de fluencia que permite tener en cuenta

el fenémeno de deslizamiento entre fibra y matriz a partir de establecer el momento

a partir del cual la matriz no es capaz de transferir carga a la fibra y simular los

desplazamientos relativos irrecuperables entre fibra y matriz a través de la plastici-

dad.

Regla de flujo

La regla de flujo estable la ley de evolucion de las deformaciones plasticas y se define
en la configuracién referencial como:
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. 89
L, (e)f = \== 5.12
() = 3 (512)
donde g = ¢ (7;g) es la funcién de potencial pldstico y A es una funcién escalar
no negativa conocida como parametro de consistencia plastica que cumple con las
condiciones de Kuhn-Tucker (Lubliner, 1990) (Crisfield, 1991). Para el caso de
plasticidad asociada la ley de evolucién de las deformaciones pldsticas queda:

10f
L,(e)f = === 5.13
(e =it (513)
La teorfa de la plasticidad exige también el cumplimiento de
A>0  ¢(Tiga) <0 A(T3gi0) =0 (5.14)

Las condiciones dadas por la ec.(5.14) se conocen en la terminologia clédsica como
condiciones de carga y descarga. Ademads, debe cumplirse la condicién de persisten-
cia expresada por la variaciéon temporal de la funcién de fluencia:

b (T :g;:0) = la—F+ - a—Ka = (5.15)
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Capitulo 6

Implementacién computacional

7640K ought to be enough for anybody.”
Bill Gates (1981)

6.1 Introduccion

En este capitulo se trata la implementaciéon numérica de los modelos constitutivos
analizados en los capitulos anteriores. Se pretende realizar una formulacién numérica
eficiente que permita el analisis de estructuras realizadas con materiales compuestos.

El modelo constitutivo para la simulacién del comportamiento de materiales
compuestos, formulado en esta monografia surge de la combinacién de la teoria ani-
sétropa planteada en el Apartado 3.3, de la teoria de mezclas modificada, presentada
en el Capitulo 4, que permite tener en cuenta los fenémenos de deslizamiento en-
tre fibra y matriz. Los modelos anteriormente mencionados estdn formulados en el
contexto de una cinemdtica de grandes deformaciones.

En el Apartado 6.2 se presenta el planteamiento del problema junto con las
variables de estado utilizadas para caracterizar el material y las ecuaciones que
gobiernan el comportamiento mecénico del sélido.

A continuacion, en el Apartado 6.3 se plantea la equivalencia entre las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el comportamiento mecénico del medio continuo con las
formas integrales o débiles.

Posteriormente, en el Apartado 6.4 se presentan las formulaciones lagrangeanas
total y actualizada y la formulacién propuesta en esta monografia.

En el Apartado 6.5 se describe la discretizacién espacial del problema continuo
utilizando el método de los elementos finitos (MEF). Este método es el procedi-
miento elegido para la resolucién aproximada de las ecuaciones diferenciales que
expresan el comportamiento de un problema fisico y que puede aplicarse a través de
un tratamiento variacional o bien residual (Método de los residuos ponderados).

163
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Debido a la presencia de grandes deformaciones y fenémenos plasticos el pro-
blema planteado resulta no-lineal. En el Apartado 6.6 se muestra la resolucién
de este problema a través de un planteamiento incremental-iterativo basado en la
linealizacién del sistema de ecuaciones no-lineal.

Posteriormente, en el Apartado 6.7 se describe la implementacién de las teorias
presentadas en el Apartado 3.3 y en el Capitulo 4 y su modificaciéon presentada en
el Capitulo 5.

Por tltimo, en el Apartado 6.8 se presenta el algoritmo de integracién de la
ecuacién constitutiva que permite obtener matrices de rigidez consistente. En la
resolucién de problemas elastoplédsticos que incluyen ecuaciones constitutivas incre-
mentales la consistencia entre el operador tangente y el algoritmo de integracion
empleado en la solucién del problema incremental juega un papel fundamental en la
reduccién del tiempo de solucién del problema. La utilizacién de estos operadores
tangentes preserva la convergencia cuadrédtica de esquemas de solucion iterativos
basados en métodos de Newton.

6.2 Planteamiento del problema

La simulacién del comportamiento de materiales compuestos consiste en la resolucion
de un problema mecdnico en el que se plantean las condiciones de equilibrio que
deben satisfacer las tensiones que se generan cuando se someten estos materiales a
la accién de cargas externas.

6.2.1 Variables de estado

En el Cuadro 1 se presentan las variables de estado de la formulacién mecénica,
en donde E y e representan los tensores de deformaciones en las configuraciones
referencial y actualizada respectivamente, C' y b son los tensores derecho e izquierdo
de Cauchy-Green, G y g representan la métrica en las configuraciones referencial y
actualizada (ver Apéndice A) y a es el conjunto de variables internas ay, (k = 1, ...,n)
(ver Capitulo 3). Se admite, ademds, la existencia de una funcién de energia libre
especifica en cada configuracién (¥ y ¢) que son funciones de estado y dependen de
las variables de estado libres y de las internas.

6.2.2 Ecuaciones de gobierno
Configuracién referencial

La ecuacién diferencial que gobierna el problema mecénico es la de conservacién de la
cantidad de movimiento. La expresion local referencial del principio de conservacién
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Cuadro 1: Variables de estado y funcién de energia libre

eVariables de estado
Variables libres
Tensor de deformaciones en la configuracién referencial
E=1(C-G)
Tensor de deformaciones en la configuracién actualizada
e=3lg—(®)"]

Variables internas
a=a)conk=1,..n

e Funcién de energia libre especifica en la conf. referencial
UV =V{E, C,a}enf
e Funcién de energfa libre especifica en la conf. actualizada

v=1v{e,c,a}len

de la cantidad de movimiento en una forma conveniente para su implementacién en
técnicas numéricas de solucién de ecuaciones diferenciales estd dada por (Simo y
Hughes, 1998):

V-P+p,B=pV en () (6.1)

donde P es el primer tensor de Piola-Kirchhoff, B son las fuerzas madsicas y V es
la aceleracién. En el presente trabajo se estudian fenémenos cuasi-estéticos en los
cuales los efectos inerciales no tienen ninguna participacién y se caracterizan por el
hecho de que V' = V = 0. Por tanto la ecuacién diferencial que gobierna el problema
resulta:

V-P+p,B=0 en () (6.2)

Configuracién actualizada

La expresion local actualizada para fenémenos cuasi-estaticos del principio de con-
servacion de la cantidad de movimiento en una forma conveniente para su imple-
mentacién en técnicas numéricas de solucién de ecuaciones diferenciales estd dada
por (Simo y Hughes, 1998):

V-t+pb=0 en (6.3)
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donde p = (%0) es la densidad en la configuraciéon actualizada y b son las fuerzas
mésicas por unidad de volumen en la configuracién actualizada.

En el Cuadro 2 se presenta la forma local de las ecuaciones bésicas de la formula-
cién mecdnica junto a las condiciones de contorno e iniciales en un dominio abierto
y acotado €) y se asume la existencia de un contorno I' [T, "I, =0 y ', UT; =T,
donde I', es la parte del contorno en la que se conocen los desplazamientos, I'; es
la parte del contorno en la que se conocen las fuerzas y t representa el vector de
tracciones.

Cuadro 2: Ecuaciones bésicas

e Configuracion referencial
Ecuaciéon de equilibrio mecdnico
V-P—I—pOB:pOV en
Condiciones de contorno
Dirichlet
u=1a enl',,

Newman
P-N=t en [';, con normal IV

e Configuracion actualizada
Ecuaciéon de equilibrio mecanico
V-1t4+pb=0 en )
Condiciones de contorno

Dirichlet
u=1u en I,
Newman
T -n=t en I';, con normal n

6.3 Equivalencia entre las ecuaciones diferenciales
y las formas integrales o débiles

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales con sus condiciones de borde existen
bésicamente para su resolucién dos caminos posibles: a) encontrar la solucién exacta
0, en su defecto, de ser esta imposible o extremadamente laboriosa, b) buscar una
solucién aproximada al problema planteado (Métodos aproximados). Dentro de los
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métodos aproximados es posible resolver la ecuacién diferencial original directamente
con el conocido método de las diferencias finitas o bien trabajar con una formulacién
integral equivalente a la diferencial.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales dados en las ecs. (6.2) y (6.3) deben ser
nulos en todos los puntos del dominio €2 y se deben satisfacer, ademas, las condiciones
de contorno impuestas. Aplicando el método de los residuos ponderados' en las
configuraciones referencial y actualizada se obtiene respectivamente,

Configuracién referencial:

W (V. -P)dQ+ | Wp,BdS + / W({t—P-N)dly, =0  (6.4)
QO QO FtO

Configuracién actualizada:

W (V-7)dQ+ [ WpbdQ, + / W(t—7-n)dly, =0 (6.5)
Ftt

Qt Qt

donde W es un conjunto de funciones arbitrarias de prueba asociadas al campo
de los desplazamientos y que satisfacen las condiciones de contorno Dirichlet en el
contorno I';,,. Aplicando el teorema de Gauss, se obtiene la forma débil de la ecuacién
de movimiento:

Configuracién referencial:

—/ VW Pd), + W p,BdS +/ Wtdl'y, =0 (6.6)
Q Q Ty
Configuracién actualizada:
— | VWTdQy+ | WpbdQ); + Wtdl';,, =0 (6.7)
Qt Qt Ftt

Las derivadas que se observan en las ecs. (6.6) y (6.7) exigen un menor orden de
continuidad en el espacio de solucién que las que se tienen en las ecs. (6.4) y (6.5). En
este caso se necesita una continuidad de menor orden al elegir la funcién incégnita,
pero al precio de mayor continuidad en las funciones de peso W (Zienkiewicz y
Taylor, 1994).

IEl método de los residuos ponderados se basa en una técnica que parte de operar, no ya con
la ecuacion diferencial del problema, sino con una ecuacién integral equivalente a ella.
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6.4 Formulaciones lagrangeanas total y actualiza-
da

En la mecdnica de medios continuos los problemas se pueden formular utilizando
como referencia las coordenadas materiales X o las coordenadas espaciales @, dan-
do lugar a las descripciones material o langrangeana o a la descripcién espacial o
euleriana. La descripciéon material se caracteriza porque las propiedades de todas
las particulas del cuerpo se siguen desde su posicién original, en la configuraciéon
referencial, a su posicién actual, prestdndose atencién a lo que le sucede a la par-
ticula. En la descripcién espacial la atencién se centra en eventos que suceden en un
punto fijo en el espacio. La descripciéon material o lagrangeana es muy utilizada en
mecdnica de sélidos; mientras que en mecédnica de fluidos se adopta la descripcion
espacial o euleriana (Malvern, 1969).

Dado un cuerpo en el espacio y un sistema de coordenadas cartesianas ortogona-
les, el equilibrio de este cuerpo en el tiempo t + At se expresa teniendo en cuenta el
principio de los trabajos virtuales, que establece la igualdad de los trabajos virtua-
les internos y externos. En la configuracion actualizada el principio de los trabajos
virtuales estda dado por:

/ 5et+At . Tt+Atdvt+At :/ 1{/+At . du dvt+At +/ ngAt .u dstJrAt
Vt+At Vt+At

St+At
(6.8)
donde T es el tensor de tensiones de Kirchhoff, e es el tensor de deformacio-
nes virtuales correspondiente a un desplazamiento virtual éu, V4! es el volumen
del cuerpo en el tiempo t + At, f’{fm las fuerzas externas por unidad de volumen
y ftSJrAt las fuerzas externas por unidad de superficie aplicadas en el tiempo ¢ + At.
En la configuracion referencial la expresién del principio de los trabajos virtuales

resulta:

t+At t+AL

/ SEWAL. gAlqytat — [ fUA s dVO + | F5R - budSY (6.9)
Vo SO

Vo

La dificultad fundamental en la aplicacién de la ec.(6.8) o de la ec. (6.9) reside
en que la configuraciéon del sélido es desconocida en el tiempo t + At. El conti-
nuo cambio en la configuracién del sélido conlleva importantes consecuencias en los
procedimientos de andlisis incrementales.

En el caso general, un sélido puede sufrir grandes desplazamientos y/o defor-
maciones y poseer una relacién constitutiva no-lineal, por lo tanto no es posible
hallar directamente una solucién de la ec.(6.8) en el tiempo ¢ + At. Para obtener
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una solucién aproximada, es necesario referir todas las variables a una configuracién
en equilibrio calculada previamente, luego se linealiza la ecuacién resultante y se
mejora esta aproximacién en sucesivas iteraciones.

La configuracién de equilibrio calculada previamente y utilizada como referencia
puede ser cualquiera de las soluciones obtenidas para los tiempos 0, At, 2At, ..., t.
De todas estas opciones de referencia, en la préctica se eligen dos, dando lugar
a las formulaciones denominadas lagrangeana total y lagrangeana actualizada. La
descripcién lagrangeana total utiliza como referencia la configuracion inicial, es decir,
cuando ¢t = 0. La descripcién lagrangeana actualizada toma como referencia la
dltima configuracién calculada. Ambas formulaciones incluyen todas las variables
cinemadticas de grandes desplazamientos, deformaciones y rotaciones.

La formulacién lagrangeana total considera la ecuacién de equilibrio energético
€omo:

/ SEGAL. §EAL qy0 — [ pUA s qv0 4+ [ FEA . su dS®  (6.10)
Vo Vo S0

donde V' es el volumen en la configuracién inicial. En la formulacién lagrangeana
actualizada la ecuacién de equilibrio energético resulta:

/ SeltA Al gyt — [ P sy gyt [ FEAL. bu dS! (6.11)
v v st

donde V* es el volumen actualizado del sélido. Las formulaciones lagrangeana total
y actualizada expresadas en las ecs. (6.10) y (6.11) resultan similares. La tnica
diferencia radica en la distinta configuraciéon de referencia utilizada por cada una
de las formulaciones. Ambas formulaciones conducen a idénticos resultados si se
utilizan los tensores constitutivos apropiados (Bathe, 1982).

Disponiendo de los tensores de tensiones y constitutivo en la configuracion re-
ferencial , los correspondientes tensores en la configuracién actualizada se obtienen
mediante las operaciones de transporte push-forward. El transporte a la configura-
cion referencial se realiza mediante la operacién pull-back (ver Apéndice A).

La implementacién de las operaciones push-forward y pull-back en un cédigo de
elementos finitos que contemple grandes deformaciones, permite tratar el problema
con cualquiera de las dos formulaciones: lagrangeana total o actualizada, debién-
dose obtener idénticos resultados. La elecciéon de una u otra formulacién depende
fundamentalmente de la configuracién en la cual se conoce la forma explicita del
tensor constitutivo, pues si bien este tensor puede transportarse de una a otra con-
figuracién con las operaciones push-forward y pull-back, estos transportes tienen un
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coste computacional y al tratar con problemas no-lineales, estas operaciones deben
realizarse en cada iteracién hasta conseguir el equilibrio en el paso de carga.

En la Figura 6.1 se observa los pasos en un cédigo de elementos finitos de las
formulaciones lagrangeana total y actualizada.

FEn la Figura 6.2 se presenta el algoritmo utilizado en el modelo constitutivo para
materiales compuestos propuesto. El algoritmo propuesto es una combinacion de la
formulacion lagrangeana total y actualizada. Este algoritmo se caracteriza por re-
alizar solo la integracién de la ecuacién constitutiva en la configuracién actualizada,
mientras que el resto de operaciones se llevan a cabo en la configuracién referencial.
La eleccion de esta formulacion se debe a varias razones, entre ellas es posible men-
cionar que la verificacion del equilibrio se realiza en la configuracién referencial ya
que en la misma el volumen se mantiene constante y tampoco es necesario realizar
un seguimiento de las cargas. La integraciéon de la ecuacion constitutiva se lleva a ca-
bo en la configuracién actualizada ya que en esta configuracién se conoce la tension
de fluencia del material. El paso del tensor de deformaciones de la formulacién la-
grangeana total a la actualizada se realiza a través de la operacién push-forward y el
retorno a la formulacién total del tensor de tensiones que se obtiene de la integracién
del modelo constitutivo se realiza a través de la operacion de pull-back.

6.5 Discretizacién espacial

En las ultimas cuatro décadas el Método de los Elementos Finitos (MEF) se ha
convertido en el procedimiento numérico més utilizado para la resolucién numérica
aproximada de un sistema de ecuaciones diferenciales y, es por ende, muy utilizado en
el andlisis de estructuras (Bathe, 1982) (Hughes, 1987) (Onate, 1992) (Zienkiewicz
y Taylor, 1994) .

El concepto fundamental de la discretizacién espacial consiste en aproximar la
incégnita del problema (u) a través de la sumatoria de un mimero finito y arbitrario
n de funciones base NN;, multiplicadas por unos pardmetros h; de manera tal que

u~ia=>Y» Nh=Nh (6.12)
i=1

Asi el problema se reduce a calcular el valor de los n pardmetros h; que satisfacen
la forma integral de la ecuacién diferencial. En el problema mecénico esta forma
integral estd representada por la forma débil de la ecuacién del movimiento. (ver
ecs. (6.6) y (6.7))

Discretizando el dominio en elementos finitos segin la forma cldsica y utilizando
la interpolacién espacial convencional para el campo de los desplazamientos se tiene
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b) Formulacion Lagrangeana
Actualizada

Incremento: n — ' Incremento; n — '

a) Formulacién Lagrangeana Total

- Au::fl = Au‘l*Al + K;ﬁf t+At ’ AU:IIA‘ = AU‘HAI + K\;:éf t+At -
Ui = U+ AU Ui = U+ AU
X' =X+ Ul X =X+ Uil
0X, 0; . Y -
Fy=— - ~C=FF Fo=o L pt= () F?
X, X,

e =1/2( -b*)

i+l

EiM =1/2(C-1)

i+l

Ecuacion Constitutiva Ecuacion Constitutiva
E-S e-1
Integracion del Integracion del
modelo constitutivo modelo constitutivo
S .S [

Verificacion de equilibrio
y convergencia
r :LE rdv - f,

Verificacion de equilibrio
y convergencia
m} :.[/" B:Sdv —fvn

Proximo Incremento Préximo Incremento
n+1 n+1

Lagrangeana Total ’ Lagrangeana Actualizada

Figura 6.1: Resolucién de un problema no lineal mediante las formulaciones lagrangeanas
a) total y b) actualizada.
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Formulacién Mixta

Incremento: n — f'

» Au‘lilm = Auinm + K\;%f t+AL

At _ ot t+AL
Uiy =U + AU,

A — 30 At
Xipg = X° + Ui

Incremento; n — '

’ Au‘tilm :AUIHA& + K\;éfﬁm

t+AL t+AL

— 1t
Uiy =U + AU,

PO T

i+l i+l

[

-

Fo=2% L c=FTF =% L pi=(Fi)Ee
0X, 0X,
EE EiM =1/2(C-1) N e =1/ 2(| - b’l)
I e=o(E) I
Ecuacion Constitutiva Ecuacion Constitutiva
* ~ -
E-S LN e-T
Integracion del Integracion del
modelo congtitutivo modelo constitutivo
S .S A T T

Verificacion de equilibrio
y convergencia

0=f.B:sdv -1,

I

Proximo Incremento
n+1

Lagrangeana Total

Verificacion de equilibrio
y convergencia

r :LE:rdV—fv

Préximo Incremento
n+1

’ Lagrangeana Actualizada

‘ Formulacién propuesta ‘

Figura 6.2: Resolucién de un problema no lineal mediante una formulacién mixta.

f et
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u =) Nja = Nja (6.13)
=1

donde Ni, = [Nf]l, vy N 51} son las funciones de interpolacion de los desplazamientos
elementales (e) desde i = 1, ..., npoge y @° son los desplazamientos nodales. La ecua-
cién constitutiva establece el valor de las tensiones en las configuraciones referencial
y actualizada y esta dada por las ecs. (3.8) y (3.20). Los tensores de deformacién
de Green-Lagrange y Almansi en funcién de los desplazamientos estdn dados por
(Spencer, 1992):

. 1 T . 1 auR GUS auz (9u1
Frs = 5 (FIF 1) =5 <8XS T oxs T ox, 0X5> (6.14)
B 1 ™—1] 1 (9uz an 8uR 8uR

La deformacién de Green-Lagrange elemental se obtiene teniendo en cuenta las
ecs. (6.13) y (6.14)

B = ¥ (Nyi) +  [(VNga) - (VNGa)]
_ {Bo +% ((VNgas) + (ng)T)] @
— By + B {@)] @ = B {a) @ (6.16)

donde By es la matriz que interviene cuando se consideran solo deformaciones infi-
nitesimales, B}, es una matriz que es funcién lineal de los desplazamientos y origen
. . s =5 . o . 19
de la no-linealidad geométrica y V" es el operador gradiente simétrico material®.
En forma andloga la matriz de deformaciones de Almansi elemental resulta

1
e = VE(Np) + 5 |(VNGi) - (VNGar)'|

_ [BO +% ((Vnvga) + (VN?})T)} @
— By + B, {@)| @ — B {a) @ (6.17)

2Se define el operador gradiente simétrico material como V° (e) = 1 V+V®(e)]y

?T:[ a)a(l a_)acz 3)8(3 ]
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donde V* es el operador gradiente simétrico espacial®. Sin embargo el cslculo de la
deformacion se realiza segin las ecs. (6.14) y (6.15). En este caso se utiliza la forma
de las ecs. (6.16) y (6.17) para luego calcular la matriz de rigidez elemental.

6.5.1 Meétodo de Galerkin

El método de Galerkin, el mds conocido de los métodos de residuos ponderados,
consiste en utilizar como funciones de peso las mismas que se utilizan para aproximar
el campo incégnita. Este método permite obtener matrices simétricas (Hughes,
1987) (Zienkiewicz y Taylor, 1994). Aplicando este método a la forma débil de las
ecuacion de movimiento en las configuraciones referencial y actualizada (ecs. (6.6)
y (6.7)) se tiene:

BO -C- Bodﬂo + / BO -C- BLdQO u® = NUPOBdQO
Q(()e) Q(()e) Q(()e)
+ [ Ntdl,, (6.18)
F(e)
- _ to
BO +C- Bodﬂt -+ / BO +C- BLth u¢ = NUdeQt
Qge) Qge) Qge)

+ [ Ntdr, (6.19)

i)

El primer miembro en las ecs. (6.18) y (6.19) representa a las fuerzas internas
elementales o rigidez del sistema y estd formado por la suma de las fuerzas internas
correspondientes al problema de pequenas deformaciones més un término correspon-
diente al problema de grandes deformaciones. El segundo miembro corresponde a
las fuerzas elementales externas aplicadas. Las fuerzas internas y externas aplicadas
totales resultan de la sumatoria ensamblada de las contribuciones elementales, esto
es:

3Se define el operador gradiente simétrico espacial como V° (¢) = 1 [(6) @ V+V ® (8)] y V' =
[ 2 2]

Oz,  Oxzz  Ozs
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nelem
F™ = A i) (6.20)
nelem
Fet = A b (6.21)
F" = Fe“ (6.22)

donde A es el operador de ensamblaje estandar del método de los elementos finitos
(Hughes, 1987). En el Cuadro 3 se resumen las expresiones elementales.

Cuadro 3: Matrices y vectores elementales de la ecuacién de equili-
brio discretizada

e Matriz de rigidez elemental
K¢ =K +KY

e Vectores de fuerzas externas
Configuracion referencial

I = Jog NupeBdQ + [ro NtdL,

Configuracién actualizada
?em)t = fQ(e) NypBdSQ); + fr(e) NtdI‘tt

6.6 Resolucién del problema no-lineal

El problema planteado en la ec. (6.22) es no-lineal, debido a que las fuerzas internas
dependen de la incognita del problema. La resolucién de problemas no-lineales en
la mecdnica de sélidos a través de técnicas de discretizacion, por ej. MEF, con-
duce a la resoluciéon de un sistema de ecuaciones no-lineales complementadas con
algunas restricciones que representan las condiciones de borde. El sistema de ecua-
ciones no-lineales resultante de la discretizacion se resuelve utilizando una estrategia
incremental-iterativa (Bathe, 1982) (Crisfield, 1991) basado en la linealizacién del
sistema no-lineal.
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La ecuacion de equilibrio discretizada en las configuraciones referencial y actuali-
zada surge de considerar la ecuacion de equilibrio energético dada por las ecs. (6.8)
y (6.9), la interpolacién del campo de desplazamientos dada por la ec. (6.12) y
las expresiones de la deformaciéon de Green-Lagrange y Almansi dadas por las ecs.
(6.16) y (6.17)

SE© = Béa° (6.23)
sel® = Béa° (6.24)
nelem
A Sac Bt+AtSt+Atdvt+At . j_ﬂ‘f;i-At de_,r_ .f?_At dSo =0
Vo o Jvo 50 |
-fjnt f:zt
(6.25)
nelem
A Sie / Bt+AtTt+At dytHAt
e=1 Vi+Ae .
-fjnt
— / FUAt AVt 4 / A dsTA | =0 (6.26)
Jvitat St+At B
-szt

Como éu es cualquier desplazamiento virtual admisible, es necesario que se cum-
pla

nelem nelem
éé‘l ri{ut = é [fine{u} = Feul =0 (6.27)

donde f:, es el vector de fuerzas internas elementales que depende de los desplaza-
mientos(incégnita del problema), f¢ . es el vector de las fuerzas externas aplicadas

nelem

y AAI r°{u}es el vector de fuerzas residuales, que resulta nulo si se verifica el
equilibrio del medio.
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La solucién del problema no-lineal dado por la ec. (6.27) se plantea a través
de un esquema incremental-iterativo (Bathe, 1982) (Crisfield, 1991) (Zienkiewicz y
Taylor, 1994). Los desplazamientos u se aproximan para cada iteracién en la forma:

ultl = u, + Aut! (6.28)

donde k es el contador de iteraciones y n es el instante de tiempo actual.
El célculo del incremento de los desplazamientos Au**! se realiza considerando
la linealizacién del término de las fuerzas internas en torno a uf, ; (Simo y Hughes,

1998). Teniendo en cuenta el cardcter lineal de la operacién de ensamblaje A, en
la configuracion referencial se tiene

nelem o nelem ) |: B B ~ e 1t+AL St+Atdvt+At:|
A asz’nt Auftl — A fVO [ ot bp {’u, k}] Aubt!
e=1 aun+1 e=1 8un+1

nelem
o OSTTAOR
- A VVO[B“BL{“” 0E ou

[ 2B
Vo

ou
nelem
08" O
_ A B ——d t+At
e=1 |: Vo 0 aE a’U, V
OSTALOE
B ~e _d t+At
+ Vo L{u} aE 8u v
+/ St"'AtaBg{ae}deAt} Aukﬂ
Vo u
nelem
aStJrAt _
~c aSH_At ~¢ t+At
+ BL{’U,} (B0+BL{’LL })dV
Vo
+/ St+AtaBg{ﬁe}dvt+At} AuFt!
Vo u

nelem

aStJrAt AL
= A /BO 9E BydV

e=1 VO

J/

-~

K;
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ast+At
B
L T

B {a} dva

J/

-~

€
K,

. aSt+At
+ | Bl g

R

e
K,

. ast+At
+ Vo BL {u } aE

-~

K’

Bodvt+At +

J/

By {a°} dV'TA

J/

3

ou

-~

K

+/ St+AtaBL {ﬂe}dthrAt AukJrl
VO

J/

Ki+ [K{ + K, + K{,| +K§| Au*"! (6.29)

K,

En forma andloga a lo realizado en la configuracién referencial, en la configuracion

actualizada se tiene:

nelem
ofs
A int Auk+1

e=1 auqlfb+1

nj&m 9 UVO (B, + B, {ae}]HAt ALYt AL

A k+1
e=1 aufb—i—l “
nelem

oy OTTAL De
A [ BBy TG

[ B
Vo a’U/

nelem

A [[ BT 20 a
e=1 Vo (96 a’U/

OTtHAL e

B ~¢c _dvt—i—At
+ Vo L {u } 06 8u

+/ Tt+AtaBL {ﬂe}dem] AukH
VO

ou
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nelem

A oritAl ~c t4+At
Vo (96

e=1
a t+AL
+ [ Bp{a‘} (Bo + By {a¢}) dVi+at
VO
+/ Tt—i—Ata'%i{,ﬁ’e}dvt—&-At Auk—‘rl
Vo u
nelem
a t+ At
- A ByZ—— Bydv'tA
e=1 \VO (96 ,
K;
a t+At
+ | By Ta B {a€} dviat
Vo e
K,
a t+At
+ | B, {a2 Tae BodVtAt 4
VO
K,
_ a t+At _
+ | Buli} T— By (@} dv
K;

3

+/ Tt+AtaBg{ﬂe}dvt+At Auktl
Vo u

v~

K

J/

nelem

= A Kot K5, + K+ K] ARG | Akt (6.30)

K

Puede demostrarse que la matriz K¢ puede obtenerse de otra forma manteniendo
la hipétesis de que las deformaciones son infinitesimales y teniendo en cuenta en el
célculo de la matriz de rigidez la variacién de coordenadas (Zienkiewicz y Taylor,
1994), es decir esta matriz expresa la actualizacién de la geometria. Realizando la
operacién de ensamblaje (Hughes, 1987) de las matrices elementales se tiene:
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nelem
Kr=A K+ K+ K (6.31)
Teniendo en cuenta la ec. (6.31), el incremento de los desplazamientos Au**! se
obtiene reemplazando la ecuacién de equilibrio discreta del sistema dada por la ec.
(6.22) por la siguiente expresién lineal

nelem

(Fmt)k — (F) + A %Au’fﬂ =0 (6.32)

r{un}

de donde se obtiene el sistema de ecuaciones que permite determinar el incremento
de los desplazamientos Au+!

Kr{uy} Au*"' = —r {ul} (6.33)

donde K7 {u} es la matriz de rigidez tangente del sistema. Este método se conoce
como de Newton-Raphson y es el proceso de més rdpida convergencia para la solucién
de problemas no-lineales y es el tinico con convergencia cuadritica a la solucién
(Crisfield, 1991) (Zienkiewicz y Taylor, 1994). El procedimiento iterativo continia
y por cada iteracion se resuelve un nuevo sistema de ecuaciones linealizadas, hasta
que un cierto criterio de convergencia, previamente seleccionado, sea satisfecho.

6.7 Implementacién de la teoria de mezclas y ani-
sotropia en el contexto del MEF

En esta seccién se presentan los pasos necesarios para la implementacién del modelo
constitutivo propuesto en un cédigo de elementos finitos estdandar.

Para la implementacién en el contexto del MEF de la teorfa anisétropa desarro-
llada en el Apartado 3.3 se adopta el algoritmo de transformacién de los tensores de
tensiones, deformaciones y constitutivo en la configuracion referencial (ver apartado
3.11.1). La transformacién de tensores en la configuracién actualizada no se utiliza
debido a que esta version del algoritmo presenta el inconveniente de tener que calcu-
lar los operadores lineales de cambio de espacio a” y a® para cada punto de Gauss
en cada iteracién de equilibrio, debido a que los mismos no permanecen constan-
tes en la configuracién espacial. Ambos tensores resultan funcién del gradiente de
las deformaciones, que expresa el movimiento del sistema referencial, y del tensor
de transformaciones de espacios de tensiones y deformaciones en la configuracion
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referencial. (ver Apartados 3.7.1 y 3.7.2). El transporte de los tensores de transfor-
macion de espacios dado por las ecs. (3.79) y (3.86) conduce a tensores en los que no
resulta posible su representacion como matriz y por lo tanto con este algoritmo sera
necesario realizar todas las operaciones a nivel tensorial, lo que implica un elevado
costo computacional.

El algoritmo propuesto tiene la desventaja de que para realizar la transformacion
de cualquier cantidad del espacio anisétropo real al ficticio o viceversa es necesario
primero transportar estas cantidades a la configuracion referencial.

En el cuadro 4 se observa que las operaciones de transporte entre los espacios
is6tropo ficticio y anisétropo real se realizan con el objetivo de integrar la ecuacion
constitutiva.

Para la implementacién de la teorfa de mezclas en el contexto del MEF es ne-
cesario tener en cuenta que el cédlculo de la tension predictora y la integracion de
la ecuacién constitutiva debe realizarse para cada fase que constituye el material
compuesto. Es necesario destacar que para el caso de un material compuesto cuyos
componentes son materiales que presentan fenémenos no reversibles (plasticidad,
dano, etc.) es necesaria la existencia de variables internas que controlan los proce-
sos irreversibles para cada una de las fases del material compuesto. La existencia de
estas variables internas para cada una de las fases del compuesto supone un elevado
costo computacional desde el punto de vista de memoria requerida para almacenar
estas variables que tienen en cuenta la historia de carga del componente. En el cua-
dro 4 (continuacién) se muestra el cdlculo de la tensién predictora y la integracién
de la ecuacién constitutiva. Estas operaciones se deben realizar para cada una de
las fases que constituyen el material compuesto.
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Cuadro 4 : Implementacién numérica

- Definicién del tensor constitutivo en el espacio real anisétropo, eleccién
del tensor constitutivo isétropo ficticio y del tensor de rotacién para
cada fase del material compuesto.

(©).:[(C)ud.: (R,

- (Cdlculo del tensor constitutivo anisétropo en el sistema de coordena-

das globales para cada fase del material compuesto.
Modelo hiperelastico lineal material
(C).= (R),:[(C),], : (R),

- Definicién de los tensores de mapeo de espacios para cada fase del
material compuesto segin ec. (3.62).

Aflll = R(O) Agzzz = R(90) Alez = A§121 = Aiqlm = R(45)
AP = (C_J’)*l c A% C

- (Cdlculo de los tensores constitutivos isétropos y anisétropo del com-

puesto de acuerdo con la teorfa de mezclas de sustancias.

C=Xk(C). : C= Z ke (C),
% LOOP OVER INCREMENTO DE CARGAS n =1, Max. Incr.. de
cargas
e LOOP OVER ITER. DE EQUILIBRIO: k£ = 1, Max. nim. de
iter.
1. Célculo de la matriz de rigidez global.
k i
K9 = (K)) = A [ K
2. Célculo del incremento de deformaciones en la configuracion
referencial.

)7]2 } 1' F'r‘esid)k_l
ii <U> + (A,
( )ﬁ 1/2 (FTF I)
AFE

Jo= (E), + (E), '
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Cuadro 4: Implementacién numerica (continuacién)

& LOOP SOBRE CADA FASE DEL MATERIAL COMPUES-
TO: j=1,NCOMP
3. Cilculo de la tensién predictora
Modelo hiperelastico material
(8n). = (827, + (O).: (ABy,)
Modelo hipereldstico espacial
”Push-forward” del tensor de deformaciones a la configuracién actua-
lizada (ver Apéndice A)
(Ae)s = & [(AB)}]
(74): = (75 )+ (e) (el
4. Transformacién al espacio isétropo ficticio
Modelo hipereldstico lineal material
(81) = (4%, (sh);
B, - (4%),: B}

fz’ﬁz KE 3

Rk

Modelo hlperelastlco lineal espacial
(7)=79 |A [ * [? (Tfi)*ﬂ
&= [a": [ (eh)]]
5. Integracién de la ecuacién constitutiva isétropa en la configu-
racién actualizada
Ver Cuadro 5

6. 7Pull-Back” de los tensores de tensiones y constitutivo elas-
topldstico tangente isétropos.
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Cuadro 4: Implementacién numerica (continuacién)

7. Transformacién de los tensores de tensiones y constitutivo
elastopléstico tangente al espacio anisétropo real.

=4 ] (52),
_ k
(@], = [a)7],: [(en),] )
& END LOOP SOBRE CADA FASEC DEL MATERIAL
COMPUESTO

8. Cédlculo de las tensiones y el tensor constitutivo de acuerdo
con la teorfa de mezclas de sustancias.

(S) = S ke [(9)5]
[CL s = S ke [[CL )]

9. (Célculo de las fuerzas residuales en la configuracion
referencial.
(e) k k nelem (e) k
|:F7“esz'di| = (Fresid)n = Ae:l |:Fresz'di|n

n
Si || Fresial| > 0=k =k + 1 Regresar a (1)
si no solucién convergida para el incremento n

n = n + 1 Nuevo incremento de carga
e END LOOP SOBRE CADA ITERACION DE EQUILIBRIO
% END LOOP SOBRE CADA INCREMENTO DE CARGA
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6.8 Integracién de la ecuacién constitutiva isétro-
pa

La formulacién anisétropa presentada en el Apartado 3.3 permite utilizar todas las
técnicas y procedimientos desarrollados para la integraciéon de la ecuacién constitu-
tiva de materiales is6tropos.

En los materiales que presentan un comportamiento ineldstico la respuesta se
obtiene como consecuencia de un proceso incremental caracterizado por ecuaciones
constitutivas incrementales. Para el caso de materiales eldsticos, la funcién de res-
puesta del tensor de tensiones se obtiene en forma directa y luego se introduce en la
forma débil.

Fl caso de materiales con comportamiento ineldstico requiere la integracién nu-
mérica de la ecuacién constitutiva en una secuencia discreta de pasos de tiempo
(Simo y Taylor, 1985). El resultado del algoritmo de integracién es una funcién de
respuesta no-lineal que define el tensor de tensiones como una funcién de la historia
de deformaciones hasta el paso de tiempo actual.

El operador tangente que interviene en el problema linealizado se debe obtener
mediante una linealizaciéon de la funcién de respuesta consistente con el algorit-
mo de integracién de la ecuacién constitutiva. La utilizacién de estos operadores
tangentes preserva la convergencia cuadrética de esquemas de solucién iterativos ba-
sados en métodos tipo Newton(Simo y Taylor, 1985)(Crisfield, 1991). En funciones
de potencial plastico sencillas es posible obtener una expresién analitica del tensor
constitutivo algoritmico.

La precisién con la que se obtiene la matriz de rigidez tangente del sistema
influye directamente en la velocidad de convergencia. La precisiéon con la que se
integra la ecuacién constitutiva tiene un impacto directo en la exactitud general del
andlisis.(Ortiz y Popov, 1985)

En el contexto de los elementos finitos la integracion de la ecuacién constitutiva
se lleva a cabo a nivel de punto de Gauss para un incremento de deformaciones dado.
Las incégnitas resultan la tension actualizada y las variables internas.

El problema de integracion de la ecuacién constitutiva se resuelve mediante una
linealizacién de la ecuacion diferencial, esto es, reemplazando la ley elastopldstica
diferencial por una regla que permita realizar los cédlculos para incrementos finitos.
Durante el célculo se deben actualizar las deformaciones (e), _,, las variables internas
(), 4 y las tensiones (), ; asociadas a una configuracién en equilibrio n —1 a sus
valores (e), , (), ¥ (7), en la configuracién actualizada n. Los estados n — 1y n
corresponden, en general, a dos incrementos sucesivos durante la aplicacién de una
carga.

El proceso de integracion de la ecuacién constitutiva consiste en:

En cada punto de Gauss se conoce el incremento de las deformaciones de Almansi
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(Ae),, v se debe actualizar el estado tensional y las variables internas

donde los incrementos de tensién y de las variables internas estdn dados por

(A1), = (c)” : [(Ae), — (Ae?),] (6.36)
(AeP), — / 5 g—idT (6.37)
(Aar), = /t+At NH {T a}dr (6.38)

El problema consiste en evaluar las integrales de la ec.(6.37) y de la ec.(6.38)
con el objetivo de actualizar el estado tensional y las variable internas a un nuevo
estado n. Este nuevo estado debe satisfacer la condicién de fluencia y la condicién
de consistencia, esto es:

In=1 {(T)n ) (a)n} =0 y Afn=f {(AT)n ) (Aa)n} (6'39)

Un algoritmo eficiente para la integraciéon numérica de la ecuacién constituti-
va debe satisfacer tres requerimientos bésicos: (a)Consistencia con las relaciones
constitutivas a integrar o precisién de primer orden; (b) Estabilidad numeérica; (c)
Condicién de consistencia pléstica incremental. Las condiciones (a) y (b) se nece-
sitan a los fines de obtener convergencia en la solucién numérica a medida que el
intervalo de tiempo tiende a cero.(Ortiz y Popov, 1985)

Ortiz y Popov (Ortiz y Popov, 1985) distinguen dos familias de algoritmos de
integracion de las ecuaciones constitutivas que satisfacen las condiciones anteriores:

e Regla del trapecio generalizada

e Regla del punto medio generalizada

6.8.1 Algoritmo de integracion: regla del trapecio generali-
zada

Este algoritmo que permite integrar las ecuaciones 6.37 y 6.38 y satisface las condi-
ciones (a) — (d) esta dado por:
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Tn = Tpa+tc(Ae,—Ael)=7,—c:Ael (6.40)
Ae? = AX [(1 — ) (%) R (gf) } (6.41)
a, = a, 1+A[(1-79)(H), ,+v(H),] (6.42)
fn = [l(T)y,0m] =0 (6.43)

El proceso de actualizacion del estado tensional estd dado por:

o =15~ Ac: {(1 — ) (g—f)n_l +7 (gf ) } (6.44)

donde T}, es el predictor eldstico de las tensiones y esta dado por:

T =T 1t+c(e,—e, ) (6.45)

La ec.(6.44) muestra que las tensiones se actualizan en dos pasos. El primer paso
consiste en llevar el estado tensional 7,_; al predictor eldstico 7). Posteriormente
este estado tensional es mapeado para restablecer la condiciéon de fluencia. Esta
transformacién se realiza en dos etapas: primero una proyeccién a lo largo del flujo
plastico inicial (88_7%>n71 y las tensiones asf obtenidas se proyectan hacia la superficie
de fluencia segun la direccién del flujo pléstico final.

El pardmetro v determina el peso dado al flujo plastico inicial y final (88_‘%')%1 y
(g—f.)n respectivamente. Para v = 0 el algoritmo es explicito, para v > 0 el algoritmo
resulta implicito, para v = % coincide con el procedimiento de la normal media, para
v = 1 y plasticidad asociada se obtiene el algoritmo de proyeccion del punto mds
cercano.

La regla del trapecio generalizada es consistente con las relaciones constitutivas
elastoplésticas para cualquier valor de v y presenta precisién de segundo orden para
~v = 1/2. La estabilidad del algoritmo es sensible al grado de distorsién que presenta
la superficie de fluencia. En particular en el caso de superficies de fluencia con aristas
el tinico valor que garantiza estabilidad es v = 1 con el que se obtiene el método de
Backward-FEuler (Ortiz y Popov, 1985)(Crisfield, 1991).

6.8.2 Algoritmo de integracién: regla del punto medio ge-
neralizada

Un algoritmo alternativo se puede obtener considerando la regla del punto medio en
la forma general:
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™, = c(e,—éeb) (6.46)
e, = e+ <%> (6.47)
or n—1+y
o, = o +AH), (6.48)
fo = (7). 0} =0 (6.49)
donde:
o8 B 1 (C e e T Y D - S VR
oT iy oT ’

(H)n—l—i—fy = H((1—=7)To14+77n (1 —7) an +v00441) (6.51)

Las ecuaciones anteriores representan un sistema de ecuaciones no-lineales cuyas
incégnitas son: 7,,el a, y A. La regla del punto medio generalizada resulta ser
también un algoritmo de retorno mapeado en el que la tension predicha eldsticamente
es proyectada sobre la superficie de fluencia actualizada segin la direccién del flujo
evaluado en un punto intermedio dado por la ec.(6.50).

En el caso particular de una superficie de fluencia de Von Mises con plasticidad
asociada y una ley de endurecimiento lineal la regla del trapecio generalizada y la
regla del punto medio coinciden.

El algoritmo del punto medio generalizado es consistente para todo valor de o y
presenta precisién de segundo orden para v = 1/2. Para v < 1/2 la regla del punto
medio generalizada es solo condicionalmente estable. A diferencia de la regla del tra-
pecio generalizada para v > 1/2 es incondicionalmente estable independientemente
de la eleccion de la superficie de carga. (Ortiz y Popov, 1985)

6.8.3 Algoritmo de integracién de la ecuacién constitutiva
con el Método de Backward-Euler

El método de Backward-Euler se obtiene cuando se adopta 7 = 1 en la ec.(6.41) y
en la ec.(6.42), con lo que se tiene

h o= i e (Aek - Aleh)) =7h + cidel —eia ()
~—_—
(rt)

= (%) = Axe: (%)k (6.52)

n
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donde 7F~!es la tensién de Kirchhoff convergida de la iteracién de equilibrio k — 1.
La ec. (6.52) establece que la tension final en el incremento de carga n, iteraciéon de

equilibrio k£ 7% se obtiene como el incremento eldstico menos la correccién pléstica
. (02\* o \F k
dada por Alc : ( 87.)” en la que ( 6T)n representa la normal en el punto 77, lo que

introduce una no-linealidad. Para la resolucién de la ec. (6.52) se propone un
procedimiento iterativo basado en un método de Newton. Al ser desconocido TF

también resulta desconocido el vector normal a la superficie de potencial pléstico

en ese punto (%‘)m Una primera aproximacién a 7% se obtiene considerando la

normal al punto predictor (Tﬁ)*

Lk = (75)" = Ade [(g—f_Y] * (6.53)

n

donde [(g—f.)n} representa la normal a la superficie de fluencia en el predictor

eldstico (7F)". En general esta estimacion inicial no satisface la condicién de fluencia

k

)* no es igual a la normal en 17* 1o que genera
n g nlOqueg

debido a que la normal en el punto (7'

un residuo
Lpk — 1pk _ (‘rk)* — Ale: <%>k (6.54)
or ), v
En general el residuo resulta
iph — gk (‘Tk)* — Ale: (@>k (6.55)
or ), -

El procedimiento iterativo basado en un método de Newton consiste en anular
el residuo dado por la ec.(6.55) mientras las tensiones finales obtenidas satisfacen
la condicién de fluencia ¢ = 0. Aplicando un desarrollo en series de Taylor a la

ec.(6.55) y manteniendo constante la tension (’TZ)* se obtiene

or
or
{7hrh AN (FAN) = TTANY) 4 O(AT?) + O(A (AN)?) =0

hr A} = ks
or
OAN

b tang ) (k= k) + (6.56)

n

donde "r” es el valor del residuo en la iteracién de la integracion de la ecuacién cons-
titutiva ¢ y 7F representa la tensién en el incremento n iteracién k. La linealizacion
de la ecuacién anterior se obtiene despreciando los términos de orden superior
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or or

ipk —i—1k 4 9T ok ko
r. = i 97 oT, + aAAM’\ =0 (6.57)
Teniendo en cuenta la ec. (6.55) se obtiene
k= lpk L5 1 Ade (—f) 5Tn + 6ANC : (—g> =0 (6.58)
T _ or) |
n VTITCL n Z‘Tﬁ

donde 6A\ representa el incremento en el pardmetro de consistencia A\ y 67,

representa el incremento en las tensiones en el paso n que se obtiene a partir de la
ec. (6.58) como

-1

2.\ k k
n = — c: | —
- 628; iLpk g
ey or nl.
z’rﬁ ZT’i'CL
k

= —lelpk _SANQT % 6.59
- _Q Q! o (6.59)

Con el objetivo de determinar el cambio en el incremento del pardmetro de
consistencia A\ es necesario considerar una expansion en series de Taylor de la
funcién de fluencia alrededor del punto n

igzﬁfl{‘rfb;a} _ 11¢ +a¢(z ki1 )—i—%( _zelaz)

or oo
0
¢+a—¢5’“+a—¢5 k0 (6.60)

Teniendo en cuenta la ley de evolucién de la variable interna dada por la ec.
(3.101) se tiene que

g b
_ k
Sak = sANT (67’) (6.61)

Combinando la ec.(6.59) y la ec.(6.60) se obtiene el cambio en el pardmetro de
consistencia

Flﬁ_ﬁ_ﬁQfliqrﬁ
k
o6 ~—1 . .. (0g\F 00 L. Og

H

O
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Figura 6.3: Interpretacién geométrica del algoritmo de Backward-Euler para el caso de
la superficie de fluencia de Von Mises bajo hipdtesis de tensién plana

La dificultad de este método de integracion de la ecuacién constitutiva se encuen-
tra en que para distintos criterios de potencial plédstico se presenta la imposibilidad
de evaluar el tensor Q! al ser dificultosa la obtencién de una expresién analitica
de la derivada segunda de la funcién de potencial plastico respecto de las tensiones.

En la Figura 6.3 se observa el método de Backward-Euler, el cual se reduce al
problema de encontrar la minima distancia entre la superficie de fluencia y el estado
tensional predictor eldstico.

6.8.4 Matrices de rigidez consistentes

En plasticidad computacional es necesario resolver dos tipos de problemas:

e Integracion de la ecuacién constitutiva a nivel de punto de Gauss (problema
local).

e Equilibrio global del sélido.

La integracién de la ecuacién constitutiva con un método implicito, por ejemplo
Backward-Euler, convierte al problema local en no-lineal. Este problema es posible
resolverlo utilizando el método de Newton-Raphson. Para esto es necesario calcular
el jacobiano del residuo.
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El problema global se resuelve con una aproximacién incremental y en cada
incremento de carga es necesario resolver un sistema de ecuaciones no-lineales. A
los fines de resolver el problema global no-lineal se utiliza también el método de
Newton-Raphson. En este caso se necesita la matriz de rigidez tangente consistente
con el objetivo de obtener convergencia cuadratica en el problema no-lineal propia
del método de Newton-Raphson. La matriz de rigidez tangente consistente global
se obtiene como una sumatoria ensamblada de las matrices tangentes consistentes
elementales.

En la resolucion de problemas elastopldsticos que incluyen ecuaciones consti-
tutivas incrementales la consistencia entre el operador tangente y el algoritmo de
integracién empleado en la solucién del problema incremental juega un papel fun-
damental. La utilizacién de estos operadores tangentes preserva la convergencia
cuadratica de esquemas de solucién iterativos basados en métodos de Newton. Las
técnicas estandar utilizan el tensor tangente que resulta inconsistente con el método
de integracién de Backward-Euler y por lo tanto se destruye la convergencia cua-
drética propia de estos métodos. A los fines de obtener convergencia cuadrética
tanto a nivel local como global es necesario en ambos problemas el cédlculo de las
derivadas del vector de flujo generalizado.

El método Backward-Euler de integracién de la ecuacién constitutiva se expresa
€omo

T,=c:e,—Alc: (g—f_)n (6.62)

Diferenciado la ec.(6.62) se obtiene:

Il

Ly(T)=c:L,(e) = Ac: ( )n—mc; (%)nl“ (1) (6.63)

L,(T) = [I+AAc: ( )J 710: [LU (e) — A (g—f_lj (6.64)
- Qe {LU (e) — (%)J “R {LU (e) — (S—EM (6.65)

Las tensiones deben satisfacer la condicién de consistencia, esto es f =0y te-
niendo en cuenta la ec.(6.65) se obtiene:

(%ﬁ) 'R [LU (e) — A (2—5_)7} —\H =0 (6.66)

Reemplazando en la ec.(6.65) el valor de A obtenido en la ec.(6.66) se obtiene:

62

2

o

Q

]
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= c :L,(e) (6.68)

donde cip es el tensor constitutivo consistente con el operador tangente y el algoritmo
de integracién empleado en la solucién del problema incremental. En la deduccién
del tensor constitutivo elastopldstico tangente estdndar no se considera el 1ltimo
termino de la ec.(6.63) y por lo tanto se obtiene un tensor que no resulta consistente
con el algoritmo de integracion de la ecuacion constitutiva. En el cdlculo de la matriz
constitutiva elastopléstica tangente consistente interviene el tensor R = Q ‘c. El
tensor Q modifica el tensor constitutivo ¢ que interviene en el célculo de la matriz
elastopldstica tangente, en funcién del incremento en las condiciones de borde del
problema global. Para el caso de incrementos infinitesimales el tensor @ tiende a
la unidad debido a que el pardmetro AX que interviene en su definicién tiende a
anularse.

Para distintos criterios de fluencia se presenta la imposibilidad de evaluar el
tensor R al ser dificultosa la obtenciéon de una expresién analitica de la derivada
segunda de la funcién de potencial plastico respecto de las tensiones.

Se propone utilizar la diferenciacién numérica multivariable como herramienta
para el cilculo de la derivada segunda de la funcién de potencial plastico respecto
de las tensiones.

6.8.5 Tensor constitutivo algoritmico. Obtencién en forma
numeérica.

El problema consiste en obtener en forma aproximada la derivada del vector de flujo
generalizado con una herramienta simple y robusta. Esta aproximacion se utilizara
en la integracién de la ecuacién constitutiva (problema local) y en la resolucién del
problema global y por lo tanto debe ser lo suficientemente precisa a los fines de no
destruir la convergencia cuadratica caracteristica del método de Newton-Raphson
utilizado en la solucién del problema local y global.

El método se basa en obtener la derivada segunda de la funcién de potencial
plastico respecto de las tensiones por el método de diferencias finitas multivariable
(Car et al., 1997a). Para el caso de una funcién F : R"* — R™ se utilizard el método



1 94 CAPITULO 6. IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

de diferencias hacia adelante para aproximar la componente (i, 7) del jacobiano de
la funcién (Dennis y Schnabel, 1983), esto es:

_ki{r+hit —ki{r}
B h

donde k; = (g—,;g_)i representa la componente i-esima del flujo plastico, i; representa el

vector unitario j-ésimo y h representa el tamano del paso en el esquema de diferencias

hacia adelante.

Esta aproximacién en diferencias finitas requiere n evaluaciones de la funcion y
puede resultar un algoritmo con un alto costo desde el punto de vista computacional
si la expresion del potencial pldstico es compleja. El problema se presenta en la
definicién del tamano de paso h a utilizar.

Qs +0O{n} (6.69)

Aproximacién en diferencias finitas. Eleccién del incremento de tensiones
a utilizar

La eleccion correcta de este incremento permite mantener la convergencia cuadratica
al utilizar métodos de Newton en la solucién del problema local y global. En arit-
mética exacta se debe adoptar el incremento lo més pequeno posible. En aritmética
de precisién finita esto presenta problemas al evaluar el numerador del cociente
incremental.

Los métodos de aproximaciones basados en esquemas de diferencias resultan
afectados por errores de truncamiento y redondeo. El error de truncamiento decrece
a medida que h tiende a cero. Por el contrario, el error de redondeo aumenta a
medida que h tiende a anularse. Por lo tanto, existe un paso h 6ptimo que minimiza
ambos errores. Dennis y Schnabel (1983) presentan una expresiéon que permite
determinar el tamano 6ptimo de h para esquemas en diferencias finitas de primer
y segundo orden aplicado a primeras derivadas y para esquemas de primer orden
aplicados a segundas derivadas.

Si se considera una funcién f {z} unidimensional general, la cota superior del
error ET°" de un esquema en diferencias finitas estd dado por (Pérez Foguet et al.,
1998):

(ag +br) f
ht
donde t es el grado de la derivada, s es el orden en diferencias finitas emplea-
do, f es la cota superior de |f|en el entorno de z, € es una constante relacio-
nada con el orden s + t de la derivada de f, r es la precision de la méquina
(r =~ 10717 en aritmética de doble presicién), £es la precisién en la evaluaciéon de
la funcién f, y a y b son constantes relacionadas con el nimero de evaluaciones a

‘ETot‘ S ‘ETr‘ + }ERB S 6h8+

(6.70)
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realizar de la funcién f. En el caso de funciones simples £ = r, pero en el caso de
necesitar varias evaluaciones de la funcién f, £ aumenta.

El valor del tamano 6ptimo de A que minimiza }ETOt} estd dado por (Pérez Foguet
et al., 1998):

oot o[ taE £ 1)

€S

(6.71)

El valor del tamano éptimo de h dado por la ecuacién anterior es desconocido a
priori y no es posible calcularlo de manera sencilla ya que f y € dependen de .

Dennis y Schnabel (1983) presentan una simplificacién para el cédlculo de h°P*
para esquemas de primer y segundo orden en primeras derivadas y una extensién
para cualquier esquema en diferencias estd dado por (Pérez Foguet et al., 1998)

{ o (max {z, typ, })* " (6.72)

donde typ, es un valor tipico de z. Considerando la ec. (6.72) la ec.(6.71) resulta:

hPY oo Ty /max {£; 7} max {z, typ, } (6.73)

hPt = KPP max {z,typ,} (6.74)

donde h¢P'se define como el tamano de incremento 6ptimo relativo. El valor de
hePt es el tinico desconocido ya que typ, se utiliza solamente para evitar valores
muy pequenos de h°P'cuando x — 0. La extensién de este concepto a derivadas
multidimensionales se realiza aplicindolo a las derivadas parciales. Para el caso de
plasticidad las funciones a evaluar no resultan complejas y por lo tanto £ ~ r.

El propdsito fundamental consiste en que si k; {7} tiene t digitos “creibles”,
entonces k; {T + h i;} debe diferir de k; {7} en por lo menos la mitad de estos
digitos. M4ds precisamente, si & es el error relativo en el cdlculo de k; {7} es deseable:

Ik {r + b} — k)]
T (7] = Ve (6.75)

Se define el tamano del paso como:

hi; = \/€|o] (6.76)

En el caso de superficies de potencial pléstico simples & ~ macheps (nimero de
cifras significativas de la méquina) y para el caso de funciones complejas este valor
debe ser superior a macheps.
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Para valores de tension cercanos a cero la ec.(6.76) conduce a valores muy proxi-
mos a cero, por lo tanto en el algoritmo para la obtencién del incremento es necesario
modificar la definicién del tamano del incremento teniendo en cuenta la ec. (6.74),
con lo que se obtiene:

he; = /nmax {|T|,typ T} (6.77)

donde typ T representa un valor tipico de 7. Se supondrd que T y T + h 7 son
numeros calculados en forma exacta no afectados de errores de precisién finita y por
lo tanto 7+ h @ # T.

Cuadro 5: Integracién de la ecuacion constitutiva

Dado un predictor eldstico
Verificacién de la condicién de fluencia
Si¢{(7*)";a} < 0 entonces
= (7h)
(ex)” = (en )"
si no

Calculo del pardametro de consistencia plastica
AN = = f{(T*]:”)*} -
[(Z#).] e[(38).] +(5&) ™ (7).
Calculo del primer corrector pléstico i = 1
k= (rh) = axe: [(2)h]

n oT /n
% Calculo del vector de residuo

b= [ - s (493

Caélculo del tensor Q

Q= |I+A): (%)k ]
-

Calculo de la variacién del pardametro de consistencia A\
o 5 -1, 1ok
k . ¢ 14)2_8_%Q ¢ Irn
O\, =

5 -1 k a¢ 8g F
#Q :C:(2F), iner@_a 1T (8_T>

n
J
~~
H
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Cuadro 5: Integracién de la ecuacién constitutiva (continuacion)

Calculo de la variacién de tensién

i :<R_ (%), R = R <§—$>n}> e

(57),: R: (57), + H

ci,

Célculo del estado tensional ¢ = ¢ + 1, actualizacién de pardametro de
consistencia A\ y verificacién de la condicién de fluencia

ik =1k L L, (7)

IANE = =TANE 4 osNE
Si ¢ {(*r%);a} < 0 entonces

Actualizaciéon de las variables internas
Célculo de la matriz de rigidez consistente

. _ g 1G3) BRG]
o =R R ), H

si no
retorno a %
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Capitulo 7

Ejemplos numeéricos

7.1 Introducciéon

El objetivo de este capitulo es la aplicacién del modelo desarrollado en los Capitulos
3, 4 y 5 al andlisis de piezas realizadas con materiales compuestos y comparar la
respuesta del modelo propuesto con datos experimentales existentes en la literatura.

En primer lugar, en el Apartado 7.2 se presentan dos ejemplos de verificacién de
la teoria de mezclas bésica en la que se analiza la respuesta de un material compuesto
en régimen eldstico lineal y en funcion del angulo de orientacién y de la participacién
volumétrica de las fibras.

Posteriormente, en el Apartado 7.3, se presenta un ejemplo cuyo objetivo es
demostrar las capacidades del macromodelo desarrollado en esta monografia y com-
parar los resultados obtenidos con un micromodelo en el cual se individualiza cada
uno de los materiales componentes del compuesto.

En el Apartado siguiente se presenta un ejemplo que consiste en comparar la
simulacién numeérica de una probeta de material compuesto (hormigén armado) con
una entalla central sometida a un estado de traccion en la cual se han discretizado
las fases de refuerzo y matriz (micromodelo), con una probeta similar en la que
solo existe un material compuesto constituido por una fase de refuerzo y la matriz
(macromodelo). Este ejemplo tiene como objetivo principal estudiar el fen6meno de
deslizamiento entre fibra y matriz y comparar los resultados del micromodelo con
los del modelo propuesto en este trabajo.

En el Apartado 7.5 se presenta la simulacién numérica de la respuesta de pro-
betas entalladas en la zona central y sometidas a un estado de tracciéon. La res-
puesta numérica se compara con ensayos experimentales obtenidos del ESI Project
Nb ED/83-383/RD/MS y ED/84-415/RD/MS (Stavrinidis, 1985) y de los ensayos
realizados por la European Space Agency (DFVLR, 1983).

En el Apartado 7.6 se presenta un ejemplo que consiste en simular numeérica-

199



200 CAPITULO 7. EJEMPLOS NUMERICOS

mente un ensayo de una probeta de material compuesto laminado multidireccional
de 30 capas con una secuencia de apilamiento (45°, —45°)sg sometidas a un estado
de corte plano. El ensayo se ejecuta de acuerdo con la norma ASTM D4255 (Ame-
rican Society for Testing and Material, 1994) y tiene por objetivo determinar las
propiedades mecdnicas a esfuerzos cortantes de materiales compuestos.

En el Apartado 7.7 se presenta un ejemplo cuyo objetivo principal es demostrar
la capacidad del modelo constitutivo desarrollado en esta monograffa y comparar su
respuesta con un modelo constitutivo totalmente diferente (ver Apartado 2.12).

Finalmente, en el 1iltimo apartado se presenta un ejemplo cuyo objetivo capitulo
es mostrar las capacidades del modelo constitutivo desarrollado en este trabajo para
simular distintos tipos de materiales compuestos tales como el concreto asfiltico.

7.2 Verificacién del modelo propuesto en régimen
elastico lineal

En este apartado se presentan dos ejemplos numéricos que tienen por objetivo ilus-
trar el comportamiento del modelo constitutivo propuesto. Para esto se compara
informacion experimental existente en la literatura con la simulacién numérica. Se
proponen dos ejemplos:

1. Célculo del médulo elastico de un material compuesto en funcién del dangulo
de orientacion de las fibras.

2. Caélculo del médulo eldstico transversal de un material compuesto en funcién
de la participacién volumétrica de las fibras.

7.2.1 Modbdulo elastico de un material compuesto en funcién
del angulo de orientacién de las fibras

El objetivo del ejemplo propuesto es demostrar la capacidad de la teoria de mezclas
de sustancias basicas para predecir el médulo eldstico de un material compuesto en
funcién de la orientacién de las fibras respecto de la direccién del esfuerzo principal.
Para esto se compara informacién experimental existente en la literatura con las
predicciones numéricas obtenidas utilizando el modelo propuesto.

Los ensayos se centran en la influencia del dngulo de orientacién de la fibra
respecto de la direccion del esfuerzo principal, para la determinacién del mdédulo
eldstico del material compuesto. Por lo tanto, todos las simulaciones numéricas se
llevan a cabo bajo régimen eldstico lineal.

El ejemplo consiste en analizar una pieza de dimensiones unitarias modelada
con un tunico elemento de cuatro nodos en estado plano de tensiones. En la Figura
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1,00

1,00

Figura 7.1: Esquema y condiciones de borde utilizadas para el cdlculo del médulo elédstico
del compuesto.

Moédulo de Young 3,00 Gpa
Coeficiente de Poisson 0,37
Vim 70,0%

Tabla 7.1: Propiedades resina poliéster

7.1 se muestra un esquema de las condiciones de borde utilizadas en la simulacién
numeérica.

El material que se simula es un material compuesto de fibra de vidrio con resina
poliéster. La matriz estd constituida por un material isétropo y sus propiedades
mecdnicas se obtienen de datos experimentales. La fibra se simula como un material
anisotropo, su modulo eldstico longitudinal se obtiene de datos experimentales y los
médulos eldsticos transversales se pueden obtener teniendo en cuenta lo expuesto
en el Apartado 4.7 y las ecs. (2.6), (2.7), (2.9) y la teoria de mezclas de sustancias
bésicas.

Las propiedades mecédnicas de fibra y matriz utilizadas en la simulacién numérica
se presentan las Tablas 7.1 y 7.2.

Modulo eléstico longitudinal 75,00 Gpa
Moédulo eldstico transversal | Calculado segun ecs. (4.74), (4.75) y (4.76)
Coeficiente de Poisson 0,0
Vin 52,5%

Tabla 7.2: Propiedades fibra de vidrio
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Figura 7.2: Mdédulo eldstico de un compuesto de resina poliéster y fibra de vidrio en
funcién del dangulo de orientacién de las fibras. Datos experimentales de Hull D. (1987b).

En la Figura 7.2 se muestran los médulos eldsticos del material compuesto ob-
tenidos en la simulacién numeérica en funcién del dngulo de orientacién de las fibras
respecto del eje X. En la misma se presentan los resultados obtenidos en ensayos
experimentales(Hull, 1987b) y cuatro curvas que muestran los resultados obtenidos
teniendo en cuenta las ecs. (4.74), (4.75) y (4.76) y considerando que la fibra es un
material que tiene solo rigidez longitudinal.

Los resultados de la Figura 7.2 muestran que las fibras no pueden ser conside-
radas como un material que tiene solo rigidez longitudinal a los fines de simular el
comportamiento mecdnico del material compuesto. Se observa que para un dangulo
de la fibra coincidente con la direccién del esfuerzo (0° en el ejemplo), el mddulo
eldstico del compuesto presenta un buen acuerdo con los ensayos experimentales.
Para otros dngulos esta aproximacién subestima el valor del médulo eldstico del
compuesto respecto de los valores experimentales. (ver Figura 7.2, aproximacién
uniaxial)

El médulo eldstico del material compuesto que se obtiene considerando a la fibra
como un material ortétropo cuyo moédulo eldstico en la direccion transversal estd da-
do por la ec. (4.74) y resulta el que mejor aproxima a los resultados experimentales.
El médulo eldstico transversal de la fibra que se obtiene considerando la ec. (4.75)
sobreestima los valores del médulo eléstico del compuesto para déngulos de la fibra
que no coinciden con la direccién del esfuerzo. Esto se debe a que el médulo eldstico
transversal de la fibra se calcula teniendo en cuenta el efecto de contraccién de la
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Figura 7.3: Esquema y condiciones de borde utilizadas para el cdlculo del médulo eldstico
transversal del compuesto.

matriz. En esta monografia se presenta una formulacién general tridimensional de
la teorfa de mezclas que permite tener en cuenta este fenémeno y por lo tanto no se
debe tener en cuenta esta correcién. En la Figura 7.2 se presenta también la aproxi-
macion del médulo eldstico transversal considerada por Halpin y Tsai (1969) . Esta
aproximacién también sobreestima los valores del mdédulo eldstico del compuesto
para dngulos de la fibra que no coinciden con la direccién del esfuerzo.

7.2.2 Modbdulo elastico transversal de un material compuesto
en funcién de la participacién volumétrica de las fibras

El objetivo del ejemplo propuesto es demostrar la capacidad de la teoria de mezclas
de sustancias bésicas para predecir el médulo eldstico transversal de un material
compuesto en funcién de la participacién volumétrica de las fibras. Para esto se
compara informacién experimental existente en la literatura con las predicciones
numeéricas obtenidas utilizando el modelo propuesto.

Los ensayos muestran la influencia de las fibras transversales a la direccién del
esfuerzo en la determinacién del médulo eldstico del material compuesto. Las simu-
laciones numéricas se llevan a cabo bajo régimen eldstico lineal.

El ejemplo consiste en analizar una pieza de dimensiones unitarias modelada
con un unico elemento de cuatro nodos en estado plano de tensiones. En la Figura
7.3 se muestra un esquema de las condiciones de borde utilizadas en la simulacién
numeérica.

El material que se simula es un material compuesto de fibra de vidrio con resina
poliéster. La matriz estd constituida por un material isétropo y sus propiedades



204 CAPITULO 7. EJEMPLOS NUMERICOS

Médulo de Young 3,80 Gpa
Coeficiente de Poisson 0,3

Tabla 7.3: Propiedades resina poliéster

Modulo eléstico longitudinal 75,00 Gpa
Médulo eldstico transversal | Calculado segin ecs. (4.74), (4.75) y (4.76)
Coeficiente de Poisson 0,0

Tabla 7.4: Propiedades fibra de vidrio.

mecdnicas se obtienen de datos experimentales. La fibra se simula como un material
anisotropo, su moédulo eldstico longitudinal se obtiene de datos experimentales y
los moédulos elédsticos transversales se pueden obtienen teniendo en cuenta las ecs.
(4.74), (4.75), (4.76) y la teoria de mezclas de sustancias bésicas.

Las propiedades mecdnicas de fibra y matriz utilizadas en la simulacién numérica
se presentan las Tablas 7.3 y 7.4.

En la Figura 7.4 se observan los resultados experimentales y los obtenidos con-
siderando las ecs. (4.74), (4.75), (4.76), un comportamiento mecdnico de la fibra
uniaxial, un modelo unidimensional y un célculo tedrico del médulo del compuesto.

Los resultados experimentales muestran, como en el ejemplo anterior, que las
fibras no pueden ser consideradas como un material que tiene solo rigidez longitudi-
nal a los fines de simular el comportamiento mecédnico del material compuesto. La
curva ”aproximacién uniaxial” son los resultados obtenidos considerando un compor-
tamiento uniaxial de la fibra. La Figura 7.4 muestra que a mayores participaciones
volumétricas de fibra el médulo eldstico del compuesto disminuye. La curva ”uni-
dimensional” muestra los resultados considerando que en el sentido transversal solo
colabora la matriz y que fenémenos de contraccion en la direccién coincidente con las
fibras son nulos (Poisson nulo). Esta curva tiene como objetivo mostrar la influencia
de la contraccién de la matriz por efecto de Poisson y como afecta al médulo eldstico
del material.

Los resultados obtenidos considerando la ec. (4.74) aproxima a los resultados
experimentales para una participacién volumétrica de las fibras de hasta un 55%.
Para valores superiores del coeficiente de participacion volumétrica esta formulacién
también aproxima a los resultados experimentales pero subestiméndolos. El médulo
eldstico transversal de la fibra que se obtiene considerando las ecs. (4.75) y (4.76)
sobreestiman los valores del médulo eldstico del compuesto para valores por debajo
del 55% de participacién volumétrica. (ver Figura 7.4)
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Figura 7.4: Moddulo eldstico de un compuesto de resina poliéster y fibra de vidrio en
funcién de la participaciéon volumétrica de las fibras. Datos experimentales de Hull D.
(1987b).

7.3 Anadlisis y comparacion entre un micromodelo
y el modelo propuesto

El objetivo del presente ejemplo es demostrar las capacidades del macromodelo
desarrollado en esta monografia y comparar los resultados obtenidos con un mi-
cromodelo en el cual se individualiza cada uno de los materiales componentes del
compuesto.

El ejemplo consiste en someter a una pieza de dimensiones unitarias constituida
por un material compuesto a un estado de traccion en la que se han discretizado la
fase de refuerzo y la matriz y comparar los resultados obtenidos con este micromodelo
con los resultados que se obtienen considerando el macromodelo propuesto en este
trabajo. En la Figura 7.5 se observa la pieza de dimensiones unitarias en la que
se han discretizado ambas fases del material compuesto y las condiciones de borde
impuestas. La malla de elementos finitos esta constituida por 5701 elementos finitos
triangulares de 3 nodos y 2940 nudos.

En la simulacién numérica empleando el modelo propuesto en esta monografia
se analiza la misma pieza de dimensiones unitarias modelada con un tinico elemento
finito de cuadro nodos y 2 x 2 puntos de integracién. En este ejemplo no se conside-
rard el fenémeno de deslizamiento entre fibra y matriz (DFM) ya que el objetivo de
mismo es mostrar la validez del modelo propuesto bajo cargas que superan el limite
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Tabla 7.5

de proporcionalidad de los materiales componentes del compuesto.

2.

z

6n numérica

Las propiedades mecdnicas de los materiales empleados en la simulaci
del material compuesto utilizando el modelo propuesto en este trabajo se muestran

en la Tabla 7.5y 7.6.

El micromodelo estd constituido por dos materiales, fibra y matriz que se con-
sideran isétropos y homogéneos y cuyas propiedades mecénicas coinciden con las

propiedades mecédnicas de los componentes del macromodelo.

En la Figura 7.6 se

muestran los materiales empleados en el micromodelo y su distribucién en la pieza.

La simulacién consiste en someter a la pieza de dimensiones unitarias a despla-

zamientos impuestos en la parte superior de la misma generdndose un estado de
traccién. Este estado de traccién en la probeta genera una alineacién del refuerzo
en la direccién de la carga aplicada. En la Figura 7.7 se muestra la deformada en el

estado final. En la misma se observa que las fibras se han alineado con la direccién
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Modulo de Young 239.551 Mpa
Coeficiente de Poisson 0,0
Tension de fluencia 3000 Mpa
Ley de comportamiento posterior a la fluencia | lineal con endurecimiento
Vi 24%

Tabla 7.6: Propiedades fibra de carbono macromodelo y micromodelo.

Figura 7.6: Materiales del micromodelo.

del esfuerzo aplicado. Este fenémeno de alineacién de la fase de refuerzo con la
direccion del esfuerzo aplicado hace necesaria la introduccién de la teorfa de grandes
deformaciones en el modelo constitutivo propuesto en esta monografia.

El micromodelo tiene la ventaja de poder realizar un andlisis detallado de los
procesos que se verifican durante la aplicacion de las cargas. En la Figura 7.8 se
observa la tensiones cortante que se generan el material para distintos casos de carga.
La Figura 7.8-1 muestra los estados tensionales en una etapa de carga en la que no se
verifican tensiones superiores a los limites de proporcionalidad de los materiales que
conforman el compuesto (ver Figura 7.10). En la misma se observan que la zona de la
matriz comprendida entre las fibras es la que presenta un estado tensional superior.
A medida que aumentan los desplazamientos impuestos (Figura 7.8-2, 7.8-3 y 7.8-4)
se observa una homogeneizacién del estado tensional en la matriz.

En la Figura 7.9 se observan las tensiones en el micromodelo en la direccién del
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Figura 7.9: Contornos de tensiones o, para distintas etapas de carga

desplazamiento impuesto. La Figura 7.9-1 corresponde a un estado tensional en
una etapa de carga en la que no se verifican tensiones superiores a los limites de
proporcionalidad de los materiales que conforman el compuesto (ver Figura 7.10).
En las Figuras 7.9-2,7.9-3 y 7.9-4 se observa el estado tensional en la direccién
del desplazamiento impuesto a medida que los desplazamientos aumentan. En las
mismas se observa que en los primeros pasos de carga la matriz tiene un estado
tensional homogéneo en la direccién del esfuerzo aplicado. En la Figura 7.9-2 se
observa que el refuerzo aumenta considerablemente su estado tensional a medida
que se alinea con la direccién del esfuerzo aplicado.

En la Figura 7.10 se observan los contornos de plasticidad a en cada uno de los
componentes del compuesto. En la misma se observa que a medida que aumenta
el desplazamiento impuesto se verifican deformaciones irreversibles en la matriz en
la zona comprendida entre los refuerzos (ver Figura 7.10-2 y 7.10-3). En la Figura
7.10-4 se observa que ya se ha superado el limite de proporcionalidad del refuerzo y
por lo tanto se verifican también para esta fase deformaciones irreversibles.

En la Figura 7.11 se muestra la respuesta carga-desplazamiento del micromodelo
y del macromodelo considerando distintos valores del médulo transversal de la fase
de refuerzo. En la misma se observa que el valor del médulo eldstico transversal
de esta fase juega un papel fundamental en la respuesta del macromodelo. Para
el caso en que el médulo cortante es nulo se observa que una vez que la matriz ha
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Figura 7.10: Contornos de la variable interna de plasticidad para distintos etapas de
carga

alcanzado su limite de proporcionalidad la respuesta del sistema disminuye hasta
el momento en el que las fibras coinciden con la direccién del esfuerzo aplicado.
A partir de este punto es la fase de refuerzo la que aporta rigidez al sistema. En
la figura también se observa la respuesta considerando la hipotesis de pequenas
deformaciones. La respuesta del material, para este caso, una vez alcanzado el
limite de proporcionalidad de la matriz, disminuye y no se observa que las fibras
colaboran en la respuesta debido a que bajo la hipétesis de pequenas deformaciones
no se verifica una actualizacién de la geometria con lo cual las fibras no pueden
alinearse con la direccién del esfuerzo aplicado.

7.4 Estudio del fenémeno DFM a través de un mi-
cromodelo y comparacién con el modelo pro-
puesto

En este apartado se presenta un ejemplo de aplicacién de la formulacién que combina

la teoria de mezclas, el modelo anisétropo en régimen de grandes deformaciones y la
teorfa que permite tener en cuenta el fenémeno DFM (deslizamiento fibra-matriz)
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Figura 7.11: Comparacién micromodelo-macromodelo. Curvas carga-desplazamiento

descrito en este trabajo. El ejemplo consiste en comparar la simulacién numérica
de una probeta de material compuesto (hormigén armado) con una entalla central
sometida a un estado de traccién en la que se han discretizado las fases de refuerzo
y matriz (micromodelo), con una probeta similar en la que solo existe un material
compuesto constituido por una fase de refuerzo y la matriz (macromodelo). Las si-
mulaciones se han realizado empleando una malla de elementos finitos rectangulares
de 4 nodos con un total de 343 elementos, 392 nodos y 766 grados de libertad para
el caso del micromodelo y 291 elementos, 336 nodos y 644 grados de libertad para
el caso del macromodelo. En la Figura 7.12 se observan las mallas y las condicio-
nes de borde empleadas para cada caso. En el micromodelo se considera que esta
formado por tres materiales, matriz, zona de interfase fibra-matriz y refuerzo. El
macromodelo estd constituido por un material compuesto constituido por dos fases:
fibra de refuerzo y matriz. La Tabla 7.7 muestra las propiedades mecédnicas de los
materiales empleados en el micromodelo. Las propiedades mecédnicas de las fases
que constituyen el material compuesto del macromodelo son idénticas a las de la
matriz y refuerzo correspondientes al micromodelo.

El objetivo del ejemplo es mostrar el fenémeno de transferencia de carga de la
matriz hacia la fase de refuerzo. El estudio de este proceso se realiza a través de un
micromodelo y luego se compara la respuesta carga-desplazamiento del mismo con un
macromodelo constituido por un material compuesto y en el cual no se individualizan
fisicamente sus componentes. En la Figura 7.13 y 7.14 se muestra la evolucién de
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b)

Figura 7.12: Malla de elementos finitos: a) micromodelo.

b) macromodelo

Material 1

Matriz de Hormigén

Material 2

Refuerzo de Acero

Material 3
Junta Mat-Refu

Tipo de Comportamiento

Mohr Coulomb

Elasto-Pldstico-Is6tropo

Elastico-Is6tropo

Dano de Kachanov

Mod. Young [kp/cm?] 3.5 x 10° 2.1 x 10° 3.5 x 10°
Coef. Poisson 0.2 0.0 0.0
Friccién interna 30° - 30°
Resist. Compr.[kp/Cﬂ’LQ] 200 2000 20
Resist. Tracci.[kp/cm?] 20 2000 20

Gt Ge . [kp/em] 0.25,26.0 2.0,2.0
Ley de comportamiento Recto con Exponencial con
posterior a la fluencia ablandamiento ablandamiento

Tabla 7.7: Propiedades mecdnicas de los materiales del micromodelo.
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la tensién cortante en la zona de interfase fibra-matriz para distintos incrementos
de carga. En el primer incremento de carga, en el cual no se verifican procesos
irreversibles, se observa que la distribucién de cortante a lo largo del refuerzo es
similar a la curva tedrica que se muestra en la Figura 4.4. En la zona central
se observa un cambio en el signo de los esfuerzos debido fundamentalmente a la
presencia de la entalla. Las Figuras 7.15 y 7.16 muestran la evolucién de la tensién
longitudinal en la fase de refuerzo para distintos incrementos de carga. En la misma
se observa, para el primer incremento de cargas, que en las zonas de los extremos
del refuerzo se verifican las médximas tensiones cortantes mientras que las tensiones
longitudinales crecen desde un valor nulo en el extremo hacia un valor constante a lo
largo del refuerzo. En la zona central se observa, también, una variacién de la tensiéon
longitudinal debido a la presencia de la entalla. FEn estas figuras se observa, también,
que un aumento en los esfuerzos aplicados produce fenémenos irreversibles en la zona
de interfase matriz-refuerzo en los extremos del refuerzo. Este proceso produce una
disminucién de la capacidad de transferencia de esfuerzos desde la matriz hacia las
fibras. Este fenémeno también provoca una modificacién en el estado tensional del
refuerzo y se observa que la curva de distribucién de tensiones a lo largo del refuerzo
deja de ser constante. En la Figura 7.17 se muestran las zonas de la interfase en las
que se ha superado el limite de proporcionalidad del material para distintas etapas
de carga. En la misma se observa que el fenémeno de deslizamiento relativo entre
la matriz y el refuerzo comienza en la zona de los extremos de la fibra y progresa
hacia el centro de la pieza.

La Figura 7.18 muestra los contornos de desplazamientos en el primer y tltimo
incremento de carga convergido para el micro y macromodelo. En el iltimo incre-
mento de cargas se observa que los desplazamientos se concentran en la zona central
de la probeta y a lo largo del refuerzo central. En los extremos de la pieza se puede
apreciar el ”deslizamiento” entre fibra y refuerzo.

La Figura 7.19 muestra las respuestas en fuerzas totales para ambos casos. Se
observa que los resultados del micromodelo presentan un acuerdo satisfactorio con
los del macromodelo. Es necesario destacar que el micromodelo no tiene la capacidad
de simular los movimientos relativos entre las distintas fases pero tiene la ventaja
de permitir simular refuerzos cuya discretizacién aumentaria considerablemente el
costo computacional del andlisis debido a sus reducidas dimensiones, por ej. Fibras
de Carbono.
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Figura 7.13: Tensiones cortantes en la interfase fibra-matriz. Incrementos 1-100
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Figura 7.14: Tensiones cortantes en la interfase fibra-matriz. Incrementos 110-300
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Figura 7.15: Tensiones longitudinales en el refuerzo. Incrementos 1-100
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Figura 7.16: Tensiones longitudinales en el refuerzo. Incrementos 110-300



216 CAPITULO 7. EJEMPLOS NUMERICOS

Incremento 2

Incremento 10

Incremento 20

I
Incremento 50

Figura 7.17: Deformaciones pldsticas en la interfase fibra matriz para distintos incre-
mentos de carga
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Figura 7.18: Contornos de desplazamientos del macro y micromodelo en el primer y
iltimo paso de cargas convergido
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Figura 7.19: Curva Fuerza - Desplazamiento macro y micromodelo.

7.5 Ensayo a traccién de probetas entalladas

7.5.1 Descripcién general

Los ejemplos que se presentan en este apartado consisten en simular numéricamente
un ensayo sobre probetas de material compuesto sometidas a un estado de trac-
cion. El objetivo principal es demostrar la capacidad del modelo constitutivo para
representar el comportamiento de los materiales compuestos sometidos a esfuerzos
de traccién. Las simulaciones se han realizado empleando una malla de elementos
finitos rectangulares de 4 nodos con un total de 1988 elementos, 2097 nodos y 4194
grados de libertad. Esta malla resulta similar a la utilizada en estudio realizado por
la European Space Agency (Stavrinidis, 1985). (ver Figura 7.21).

El ensayo se lleva a cabo sobre probetas de carbono-epoxi T300/914C que pre-
sentan una entalla en la zona central de la probeta. El refuerzo estd constituido por
fibras de carbono. Estas fibras presentan un déngulo de orientacién distinto en cada
ensayo de 02,10°,45° y 90° respecto al eje longitudinal de la probeta.

El ensayo consiste en someter un estado de tracciéon imponiendo desplazamientos
en la parte superior de las probetas. En la Figura 7.20 se observan las dimensiones
de la probeta y un detalle de la zona central que presenta la entalladura. En este
detalle se muestra, también, los puntos en los que se realizan la medicién de la
apertura de la entalla durante el ensayo.

En la zona de la entalla se genera una concentraciéon de tensiones que produce
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perturbaciones en el estado tensional de la matriz. Esta situacién genera tensiones
que exceden el limite eldstico de la misma. En los materiales compuesto reforzados
con fibras unidireccionales la fisura comienza siempre en la matriz y progresa con
una direccién paralela a la de las fibras de refuerzo. Esta situacion diferencia a los
materiales compuesto de los materiales isétropos homogéneos en los cuales no se
observa este fenémeno.

Para todas las simulaciones numéricas se supone que la matriz se comporta como
un material isétropo elastopldstico, mientras que las fibras se consideran como un
material elastopldstico anisétropo (DFVLR, 1983).

Las propiedades mecdnicas de cada una de las fases que constituyen el material
compuesto se sintetizan en las Tablas 7.8y 7.9. Los resultados que se obtienen de
las simulaciones se dividen en dos grupos:

e Resultados graficos, en los cuales se presentan la deformada de la pieza asi
como isodreas de los estados finales tensionales, de plasticidad y de deforma-
ciones.

e Resultados cuantitativos, en los cuales se detalla en curvas X — Y el nivel
de fuerzas en el extremo superior y los desplazamientos, contrastados con
resultados experimentales, asi como también la magnitud de la apertura en
la zona de la entalladura respecto del desplazamiento en el extremo de la
probeta, comparada con mediciones experimentales. Los datos experimentales
se han obtenido del ESI Project Nb ED/83-383/RD/MS y ED/84-415/RD/MS
(Stavrinidis, 1985) y de los ensayos realizados por la European Space Agency
(DFVLR, 1983).

7.5.2 Ensayo de probetas T300/914C con fibras orientadas
a 0° respecto al eje longitudinal.

Este ensayo consiste en someter a una probeta de material compuesto T300/914C,
con fibras orientadas a 0° respecto de su eje longitudinal, a un desplazamiento im-
puesto en la parte superior de la misma. FEl ensayo se realiza sobre probetas que
presentan una entalla en la zona central de la misma.

Se considera que la resina se comporta como un material isétropo tipo Von
Mises con una ley de comportamiento elastopldstico. Las propiedades mecédnicas de
la resina epoxi se pueden observar en la Tabla 7.8.

Se considera que las fibras se comportan como un material elastoplastico anisétro-
po. Las propiedades mecénicas de las fibras utilizadas en la simulacién numérica se
resumen la Tabla 7.9.
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Figura 7.20: Dimensiones de la probeta. Detalle de la zona central.

Moédulo de Young 13000 Mpa
Coeficiente de Poisson 0,325

Tension de fluencia 43,323 Mpa

Ley de comportamiento posterior a la fluencia | exponencial con ablandamiento
Energia de fractura 5N/m
Vin 52,5%
Tabla 7.8: Propiedades resina epoxi.
Médulo de Young 239.551 Mpa
Coeficiente de Poisson 0,0
Tension de fluencia 300 Mpa
Ley de comportamiento posterior a la fluencia | lineal con endurecimiento

Vi 47, 5%

Tabla 7.9: Propiedades fibra de carbono.
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Se ha realizado un andlisis incremental considerando un total de 30 incrementos
de desplazamiento, resultando un desplazamiento impuesto en la zona superior de
0, 38bmm.

Figura 7.21: Malla de elementos finitos empleada en el anilisis.

En las Figuras 7.22 y 7.23 se presenta la deformada de la probeta en el estado
final y un detalle de la deformada en la zona central que presenta la entalladura
respectivamente. Estas figuras presentan un factor de amplificacion de los desplaza-
mientos de 50 que permite apreciar adecuadamente los fenémenos més importantes
que se obtienen del andlisis.

En la Figura 7.22 se observa claramente que debido a la posicién vertical de la
fibra de carbono las caras exteriores de la probeta no presentan desviaciones respecto
del eje vertical de la probeta, situaciéon que si se produce cuando la fibra presenta un
angulo respecto al eje longitudinal de la probeta ( ver ensayos con fibras a 10° y 45°
Figuras 7.32 y 7.41). Se observan que se producen cuatro fisuras que comienzan en
la raiz de las entallas y progresan segin el eje longitudinal de la probeta coincidente
con la direccion del refuerzo. Este fenémeno se puede apreciar con més detalle en la
Figura 7.23. En la misma se muestra la zona de origen de dos pares de fisuras que
nacen en la raiz de cada entalla y se propagan en la direccién del eje longitudinal
de la probeta.

En la Figura 7.24 se presentan los contornos del médulo de los desplazamientos.
Se observa que en la zona central de la probeta comprendida entre ambas entallas
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Figura 7.22: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Deformada 50:1.

I

Figura 7.23: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Detalle deformada en la enta-
lladura.
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el campo de desplazamiento presenta una variacién suave, existiendo cuatro zonas
claramente diferenciadas en las cuales el campo de desplazamientos presenta una
variacion fuerte. Estas zonas comienzan en la raiz de cada una de las entallas y
progresan paralelamente al eje longitudinal de la probeta coincidente con la direccién
de la fase de refuerzo.

0036565
0031689
0028033
0024376
0019501
I 0015845
0012188
00073129
8-0036565

Figura 7.24: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Contorno de desplazamientos.

En la Figura 7.25 se observan las isodreas de la variable interna de plasticidad
para el compuesto que indican las zonas en las cuales se ha producido deformacién
pléstica. Se muestra que las zonas mds afectadas se encuentran en la raiz de las
entallas debido a la concentracién de tensiones en esa zona y que la plasticidad
progresa en forma paralela al eje longitudinal de la probeta.

En la Figura 7.26 se presenta un contorno de las zonas donde se ha producido el
fenémeno DFM o despegue de las fibras respecto de la matriz. Uno de los motivos
del comportamiento no-lineal de los materiales compuestos reforzados con fibras se
debe al fenémeno de formacién de grietas en la matriz y el consiguiente deslizamiento
o movimiento relativo entre fibra y matriz. Este fenémeno de agrietamiento de la
matriz y deslizamiento entre fibra y matriz reduce la rigidez del material e induce
deformaciones ineldsticas o no recuperables. Este fenémeno se tiene en cuenta en
la simulacién numérica limitando la capacidad de carga de la fibra debido a la
imposibilidad de la matriz de transmitirle carga segin la teorfa desarrollada en el
Capitulo 5. La Figura 7.26 muestra, claramente, como el fenémeno progresa desde
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Figura 7.25: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Contorno de deformacién
plastica equivalente.

la raiz de las entallas, debido a la concentracion de tensiones en la zona, hacia el
centro de la probeta. El fenémeno de despegue de la fibra respecto de la matriz
impide que las fibras alcancen la tensién maxima de fluencia de las mismas ya que
la matriz no es capaz de transferir los esfuerzos a la fibra, observiandose un cambio
en la pendiente de la curva Carga - Desplazamiento. (ver Figura 7.30)

En las Figuras 7.27 y 7.28 se observan los contornos de tensiones 0., y 0y, del
material compuesto. Se muestra la concentraciéon de tensiones que se produce en la
zona de las entallas asi como los cambios que se producen en el estado tensional en
la zona de la entalla. En la Figura 7.28 se observa un detalle de la zona fisurada
en la probeta asi como la redistribucién del estado tensional en la zona final de la
fisura.

En la Figura 7.29 se observan un detalle en la zona de la entalla de las isodreas
de tensién el la direccion paralela al eje longitudinal de la probeta en la fibra.

Los resultados de las mediciones efectuadas durante el ensayo y los resultados
obtenidos en la simulacién numérica se observan en las Figuras 7.30 y 7.31. En la
primera de las curvas se ha graficado la fuerza necesaria en el nivel superior de la
probeta en funcién del desplazamiento en la parte superior de la probeta.

Las Figuras 7.30 y 7.31 muestran la comparacién entre los resultados experimen-
tales, los resultados obtenidos con el modelo propuesto considerando un comporta-
miento eldstico lineal y un comportamiento elastopldstico del material compuesto.
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Figura 7.26: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Contorno de deformacién
plastica equivalente en las fibras.

Figura 7.27: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Contorno de tensiones o, en
el compuesto.
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Figura 7.28: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Contorno de tensiones o, en
el compuesto.

Figura 7.29: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Contorno de tensiones o, en
las fibras.
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La simulacién numérica considerando un comportamiento eldstico lineal constituye
la envolvente de las respuestas.
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10000 4-------- ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,,,,,,,,,,,, ——Modelo no lineal ,,,,,,,,

! ! -+ - Resultados experimentales !
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Figura 7.30: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Curva Carga - Desplazamiento
en la parte superior.

A niveles de carga elevados se observa un fenémeno no-lineal en los ensayos
experimentales relacionado con el problema de despegue entre fibra y matriz. La
simulaciéon numérica detecta con un acuerdo notable respecto de los resultados ex-
perimentales el comienzo de este fenémeno. En la Figura 7.31 se observa las curvas
entre el desplazamiento en la parte superior de la probeta y la apertura de la entalla
en la zona central. Se define como COD (Crack Opening Displacement) la apertura
de la entalla medida a 1, 5mm del eje longitudinal de la entalla hacia la parte supe-
rior y a 1, 5mm. del eje longitudinal de la entalla hacia la zona inferior de la probeta
y a Imm desde el borde exterior de la probeta. (ver Figura 7.20)

Se observa en la Figura 7.31 que los resultados experimentales muestran una
apertura inferior de la fisura para desplazamientos en la parte superior de la probeta
comprendidos entre Oum y 125um y a partir de aqui los resultados experimentales
son superiores a los obtenidos con el modelo analitico. A pesar de las pequenas
diferencias se resalta que los resultados analiticos presentan un acuerdo satisfactorio
con los resultados obtenidos en laboratorio.
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Figura 7.31: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Curva COD - Desplazamientos
parte superior de la probeta.

7.5.3 Ensayo de probetas T300/914C con fibras orientadas
a 10° respecto al eje longitudinal.

En este caso la simulacién numeérica se ha realizado con un andlisis incremental
considerando un total de 50 incrementos de desplazamiento, resultando un despla-
zamiento impuesto en la zona superior de 0, 59mm

En la Figura 7.32 se presenta la deformada de la probeta en el estado final.
Esta figura presenta un factor de amplificacién de los desplazamientos de 30 que
permite apreciar adecuadamente los fenémenos mas importantes que se presentan
en el andlisis. En la Figura 7.32 se muestra que debido a la posicién de la fibra
de carbono las caras exteriores de la probeta presentan desviaciones respecto del
eje vertical de la probeta, debido a una tendencia de las fibras a orientarse en la
direccién del esfuerzo aplicado.

En la Figura 7.33 se presentan los contornos de la norma de los desplazamientos.
En la misma se observa que el campo de desplazamientos presenta una discontinui-
dad fuerte en la zona central. En esta zona se genera una fisura con una orientacion
coincidente con la direccién del refuerzo.

En la Figura 7.34 se presentan los contornos de la variable interna de plasticidad
para el compuesto que indican las zonas en las cuales se ha producido deformacién
pléstica. Se observa que debido a las condiciones de contorno impuestas se generan
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Figura 7.33: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 10°. Contorno de desplazamientos.
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Figura 7.34: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 10°. Contorno de deformacién
plédstica equivalente.

deformaciones plésticas en la zona superior derecha e inferior izquierda de la probeta
y progresa en forma paralela a la orientacién de las fibras.

La Figura 7.35 muestra la deformacién plédstica del compuesto en la direccién del
eje longitudinal de la probeta. Se observa que se generan deformaciones plasticas
en el borde superior derecho e inferior izquierdo y progresa hacia el centro de la
probeta.

En las Figuras 7.36 y 7.37 se presentan los contornos de las tensiones 0., y 0yy.
En las mismas se observa la marcada direccionalidad en la respuesta del material
compuesto.

Los resultados de las mediciones experimentales se observan en las Figuras 7.38,
7.39 y 7.40. En la primera de las curvas se ha graficado la fuerza necesaria en el
nivel superior de la probeta en funcién del desplazamiento en la parte superior de
la probeta.

Las Figuras 7.38, 7.39 y 7.40 muestran la comparacién entre los resultados experi-
mentales, los resultados obtenidos con el modelo propuesto considerando un compor-
tamiento eldstico lineal y un comportamiento elastoplastico del material compuesto.
La simulacién numérica considerando un comportamiento eldstico lineal constituye
la envolvente de las respuestas.

En este caso los resultados analiticos presentan una notable concordancia con los
obtenidos experimentalmente, salvo el caso de la curva de la Figura 7.39 en la cual
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Figura 7.35: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 10°. Contorno de deformacién
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Figura 7.36: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 10°. Contorno tensiones oz, en el
compuesto.
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Figura 7.37: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 10°. Contorno de tensiones o, en
el compuesto.
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Figura 7.38: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 10°. Curva Carga - Desplazamiento
parte superior de la probeta.
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Figura 7.39: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 10°. Curva COD lado derecho -
Desplazamiento parte superior de la probeta.

puede observarse una apertura excesiva en la zona de la entalla en el lado derecho
de la probeta. Es necesario destacar que en los resultados obtenidos en el ensayo
experimental el comportamiento de la probeta no muestran simetria, presentandose
diferencias entre los resultados de la apertura en la zona de la entalla para el lado
izquierdo como para el lado derecho. Este fenémeno no se observa en la simulacién
numeérica, segin la cual la deformada presenta simetria y los valores de la apertura
de la entalla resultan iguales para ambos lados de la probeta. Este fenémeno que se
detecta en el ensayo experimental podria deberse a factores tales como errores en la
medicion o presencia de discontinuidades en el material.

En la Figura 7.39 se observa una comparacion entre los resultados de la simula-
cién numérica y los experimentales obtenidos para el lado derecho de la probeta. Se
observa un aumento no gradual de los desplazamientos en los resultados experimen-
tales en la etapa final del ensayo. En la Figura 7.40 se observa que la simulacién
numeérica presenta una concordancia elevada con los resultados experimentales.

7.5.4 Enmnsayo de probetas T300/914C con fibras orientadas
a 45° respecto al eje longitudinal

La simulacién numérica para probetas con fibras orientadas a 45° respecto del eje
longitudinal se ha realizado un anélisis incremental considerando un total de 50
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Figura 7.40: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 10°. Curva COD lado izquierdo -
Desplazamiento parte superior de la probeta.

incrementos de desplazamiento, lo que implica un desplazamiento impuesto en la
zona superior de la probeta de 0,59mm

En las Figuras 7.41 y 7.42 se presenta la deformada de la probeta y un detalle de
la deformada en la zona central. Estas figuras presentan un factor de amplificacién
de 25 en los desplazamientos que permite apreciar de manera adecuada la forma
final de la probeta.

Debido a la presencia de las fibras de refuerzo a 45° respecto del eje longitudinal
de la pieza se observa la falta de verticalidad de los laterales de la probeta asi como
una tendencia de las fibras a orientarse en la direccién del esfuerzo aplicado.

En la Figura 7.43 se presentan los contornos de la norma de los desplazamientos.
En la misma se aprecia una localizacién de las deformaciones en la zona central de
la probeta que surge desde la raiz de las entallas con una inclinacién a 45° respecto
al eje longitudinal de la probeta. Este fenémeno concuerda con los resultados ex-
perimentales, ya que en los mismos se observa el progreso de las fisuras coincidente
con la direccién de las fibras de refuerzo.

En la Figura 7.44 se observan los contornos de la variable interna de plasticidad.
En la misma se aprecia que el fenémeno de plasticidad estd a asociado a la matriz
del material compuesto y que se desarrolla con una direccién perpendicular a la del
refuerzo. Este fenémeno se produce por el hecho de que al intentar alinearse las
fibras con la direccién del esfuerzo principal se producen en la matriz estados ten-
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Figura 7.41: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 45°. Deformada 25:1.

Figura 7.42: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 45°. Detalle de la deformada en la
entalladura.
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Figura 7.43: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 45°. Contorno de desplazamientos.

sionales elevados que generan deformaciones plasticas, produciéndose un fenémeno
de despegue de las fibras respecto de la matriz.

Las Figuras 7.46 y 7.47 muestran los contornos de tensiones o,, y o,,. Nueva-
mente se observa una marcada direccionalidad en la respuesta del material.

Los resultados de las mediciones efectuadas se observan en las Figuras 7.48, 7.49
y 7.50. Al igual que en los ejemplos anteriores, en la primera de las curvas se ha
graficado la fuerza necesaria en el nivel superior de la probeta en funcién del despla-
zamiento en la parte superior de la probeta. Las Figuras 7.48, 7.49 y 7.50 muestran
la comparacion entre los resultados experimentales, los resultados obtenidos con el
modelo propuesto considerando un comportamiento eldstico lineal y un comporta-
miento elastopldstico del material compuesto. La simulacién numérica considerando
un comportamiento eldstico lineal constituye la envolvente de las respuestas.

En este caso los resultados analiticos presentan una notable concordancia con los
obtenidos experimentalmente. Es necesario destacar que en los resultados obtenidos
en el ensayo experimental el comportamiento de la probeta presenta simetria. Este
fenémeno se observa también en la simulacién numérica, segin la cual la deformada
presenta simetria y los valores de la apertura de la entalla resultan iguales para
ambos lados de la probeta. En la Figura 7.49 y 7.50 se observa las curvas de la
apertura en la zona de la entalla en funcién del desplazamiento de la parte superior
de la probeta.
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Figura 7.44: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 45°. Contorno de deformacién
pldstica equivalente.
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Figura 7.45: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 45°. Contornos de deformacién
pldstica equivalente en las fibras.
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Figura 7.46: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 45°. Contorno de tensiones o,, en
el compuesto.
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Figura 7.47: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 45°. Contorno de tensiones o, en
el compuesto.
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Figura 7.48: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 45°. Curva Carga - Desplazamiento
parte superior de la probeta.
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Figura 7.49: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 45°. Curva COD (lado derecho) -
Desplazamientos parte superior de la probeta .
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Figura 7.50: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 45°. Curva COD (lado izquierdo)
- Desplazamientos parte superior de la probeta.

7.5.5 Ensayo de probetas T300/914C con fibras orientadas
a 90° respecto al eje longitudinal

En este caso, se ha realizado un anilisis incremental considerando un total de 40
incrementos de desplazamiento, resultando en un desplazamiento impuesto en la
zona superior de 0, 385mm.

En las Figuras 7.51 y 7.52 se presentan la deformada de la probeta y un detalle de
la deformada en la zona de la entalladura respectivamente. Estas figuras presentan
un factor de amplificaciéon de 200 de los desplazamientos que permite apreciar de
manera adecuada la forma final de la probeta.

En la Figura 7.51 se observa el contorno de la norma de los desplazamientos. La
localizacion de las deformaciones se produce en la zona central de la probeta y en la
direccién perpendicular al eje longitudinal de la misma coincidente con la direccién
de las fibras del refuerzo.

En la Figura 7.54 se observa el contorno de la variable interna de plasticidad para
el compuesto. Se aprecia que las deformaciones pldsticas comienzan en la zona de
la raiz de la entalla y se propagan en direccién paralela a las fibras hacia el interior
de la probeta.

En las Figuras 7.55 y 7.56 se observan los contornos de tensiones 0., y 0yy
respectivamente. Se aprecia en ambas figuras la concentracién de tensiones debida
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Figura 7.51: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 90°. Deformada 200:1.
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Figura 7.52: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 90°. Detalle deformada en la
entalladura.
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Figura 7.53: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 90°. Contornos de desplazamientos.

Figura 7.54: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 90°. Detalle contorno deformacién
plédstica equivalente en el compuesto.
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a la presencia de las entalladuras. Estas producen estados tensionales elevados que
generan las deformaciones plésticas en la matriz de la probeta.

Figura 7.55: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 90°. Contorno de tensiones 0,5 en
el compuesto.

Los resultados de las mediciones efectuadas se observan en las Figuras 7.57 y 7.58.
En la primera de las curvas se ha graficado la fuerza necesaria en el nivel superior
de la probeta en funcién del desplazamiento en la parte superior de la probeta.

Las Figuras 7.57 y 7.58 muestran la comparacién entre los resultados experimen-
tales, los resultados obtenidos con el modelo propuesto considerando un comporta-
miento eldstico lineal y un comportamiento elastopldstico del material compuesto.
La simulacién numérica considerando un comportamiento eldstico lineal constituye
la envolvente de las respuestas.

Se observa en la Figura 7.58 que los resultados experimentales muestran una
apertura inferior. A pesar de la diferencia apuntadas anteriormente se resalta que
los resultados analiticos a nivel de fuerzas presentan un acuerdo satisfactorio con los
resultados obtenidos en laboratorio.
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Figura 7.56: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 90°. Contorno de tensiones o, en
el compuesto.
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Figura 7.57: Curva Carga - Desplazamiento parte superior de la probeta.
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Figura 7.58: Curva COD - Desplazamientos parte superior de la probeta.
7.6 Ensayo para la determinaciéon de las propie-
dades a cortante en materiales compuestos

En este apartado se presenta un ejemplo que consiste en simular numé ricamente un
ensayo de una probeta de material compuesto laminado multidireccional de 30 capas
con una secuencia de apilamiento (45%, —45°) g5 sometidas a un estado de corte plano.
El ensayo se ejecuta de acuerdo con la norma ASTM D4255 (American Society for
Testing and Material, 1994). El material compuesto estd constituido por una resina
denominada RS-3 Policinato y el refuerzo estd constituido por fibra de carbono
XN-50 con participaciones volumétricas del 40% y 60% respectivamente.

La resina se comporta como un material is6tropo con una ley de comportamiento
elastopldstico, mientras que las fibras se comportan como un material elastopldstico
anisétropo. A los fines de simular el comportamiento del material compuesto se
utilizan dos modelos "base” en el contexto de la teoria de mezclas, uno isétropo
para la matriz y el modelo anisétropo para la fase de refuerzo.

Las propiedades mecédnicas de la resina RS-3 Policinato y de la fibra de refuerzo

XN-50 utilizados en la simulacién numérica se pueden observar en las Tablas 7.10y
7.11.

En la Figura 7.59 se observa la geometria de la pieza y su posicién en la méquina
de ensayos. El ensayo consiste en someter a la pieza a un desplazamiento impuesto
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Figura 7.59: a) Dimensiones de la probeta. b) Aparato de ensayo.

Moédulo de Young 3170 Mpa
Coeficiente de Poisson 0,35
Tension de fluencia 75,53 Mpa
Ley de comportamiento posterior a la fluencia | exponencial con ablandamiento
Energfa de fractura 1,47TN/m
Vin 40%

Tabla 7.10: Propiedades resina epoxi.

Modulo de Young 507.177 Mpa
Coeficiente de Poisson 0,0
Tension de fluencia 3183.34 Mpa
Ley de comportamiento posterior a la fluencia | lineal con endurecimiento
v, 60%

Tabla 7.11: Propiedades fibra de carbono.
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Figura 7.60: Malla de elementos finitos.

aplicado en los orificios de la misma induciendo un estado de corte plano. Para
determinar el médulo a cortante del material se colocan ”strain gages” en la zona
central de la pieza formando un dngulo de 45° con el eje longitudinal.

Las simulaciones se han realizado empleando una malla de elementos finitos
triangulares de 3 nodos con un total de 2074 elementos, 1144 nodos y 2228 grados
de libertad. En la Figura 7.60 se observa la malla de elementos finitos empleada.

En la Figura 7.61 se muestra un detalle de las condiciones de borde empleadas
en la simulaciéon numérica. La Figura 7.61a y b muestran las condiciones de borde
impuesta en los orificios del lado izquierdo y derecho de la probeta respectivamente.
La simulacién numérica se realiza imponiendo desplazamientos en los orificios de
la zona izquierda de la probeta. El andlisis se lleva a cabo con un procedimiento
incremental con un total de 200 pasos.

En la Figura 7.62 se observa la deformada de la probeta en el estado final. Esta
figura presentan un factor de amplificaciéon de 3 de los desplazamientos. Se observa
en la misma figura los efectos locales que se producen en cada orificio y la desviaciéon
que sufre la probeta durante el ensayo

En la figura 7.63 se observan los contornos de desplazamiento en la probeta
en el ultimo paso del andlisis. En la misma se observa un fuerte gradiente en el
campo de los desplazamientos en la zona central debido fundamentalmente a los
desplazamientos relativos entre ambas mordazas de aluminio. En la figura 7.64a se
presenta el contorno de las deformaciones plésticas cortantes, en la zona central de
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la probeta, en el tltimo paso del andlisis. En la figura7.64b se observa el contorno de
las tensiones cortantes en el mismo paso del andlisis en la zona central de la probeta.
Las deformaciones plédsticas se concentran en tres dreas uniendo los orificios del lado
izquierdo de la probeta con los del lado derecho. Las deformaciones pldsticas dan
una idea de las zonas que presentan fractura difusa. (ver Figura 7.65)

021625
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0095388

I 0.06949

0.047908
002201
0.00042859

Figura 7.63: Ensayo probeta Policinato RS-3 - XN-50. Contorno de desplazamientos.

En la Figura7.65 se observa una comparacién entre la simulacién numérica y la
probeta ensayada. En la Figura 7.65a se presenta la probeta ensayada. En la misma
se observa la existencia de dos fisuras inclinadas a 45° aproximadamente respecto
del eje longitudinal de la probeta. La zona central que presenta una rotura generali-
zada. La Figura 7.65b presenta el contorno de las deformaciones plésticas efectivas
obtenido con la simulacién numérica que representan las regiones de fractura difusa
(Lubliner et al., 1989) (Oller, 1991). Al igual que en la fotografia de la probeta se
observan dos zonas inclinadas aproximadamente a 45° respecto del eje longitudinal
y una zona de mayor tamano en la zona central de la probeta que presentan las
méximas deformaciones plasticas efectivas. La Figura 7.66 muestra un detalle de la
zona central de la probeta y la Figura7.66b muestra un detalle de una de las fisuras.
En ambas figuras es posible observar el fenémeno de delaminacién que se produce
en la probeta, debido a la presencia en el material compuesto de una fase con un
alto médulo eldstico, la fibra, y de otra fase con un bajo mdédulo eldstico, la matriz,
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a) b)

Figura 7.64: Ensayo probeta Policinato RS-3 - XN-50. a) Contorno de deformaciones
plésticas XY.b) Contorno de tensiones XY.

cuya misién es aglutinar a las fibras y transmitir la carga aplicada.

La Figura 7.67 muestra una comparacién de curvas Carga-Desplazamiento con-
siderando diversos modelos constitutivos. Se considera diversos andlisis numéricos
basados en la teorias desarrolladas en esta monografia y teniendo en cuenta diver-
sos comportamientos constitutivos: a) un modelo constitutivo eldstico lineal para
cada fase en pequenas deformaciones, b) un modelo constitutivo eldstico lineal para
cada fase en grandes deformaciones y ¢) un modelo constitutivo elastopldstico con
anisotropia en grandes deformaciones.

Los resultados considerando el modelo eldstico lineal en pequenas deformaciones
para cada fase constituye la envolvente superior de las respuestas. Se observa en la
Figura el cardcter no-lineal de la respuesta considerando el modelo propuesto en este
trabajo. Una de las razones del comportamiento no-lineal de los materiales com-
puestos se debe al fenémeno de fisuracién en la matriz y al despegue o deslizamiento
relativo entre matriz y refuerzo que conduce a deformaciones irreversibles.
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Figura 7.65: Ensayo probeta Policinato RS-3 - XN-50 a) Fotografia probeta ensayada.
b) Contorno de deformacién plastica efectiva.

7.7 Comparacion del modelo desarrollado con otras
teorias

El objetivo de ejemplo que se presenta en este apartado es comparar las respuestas
del modelo constitutivo que se presenta en este trabajo con un modelo constitutivo
multi-escala basado en la teoria de homogeneizacién (ver Apartado 2.12).

El ejemplo consiste en simular numéricamente el ensayo sobre probetas de carbono-
epoxi T300/914C presentado en los apartados anteriores. El refuerzo estd consti-
tuido por fibras de carbono orientadas segin el eje longitudinal de la probeta. Las
simulaciones se han realizado empleando una malla de elementos finitos rectangula-
res de 4 nodos con un total de 548 elementos, 603 nodos y 1124 grados de libertad.
Se considera que la probeta estd sometida a un desplazamiento impuesto en la parte
superior de la misma generdndose un estado de traccion. En ambos extremos de la
probeta los grados de libertad se encuentran prescritos.
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Figura 7.66: Ensayo probeta Policinato RS-3 - XN-50. a) Detalle zona central. b)
Detalle de una fisura.

En la Figura 7.68 se observan las dimensiones de la probeta y un detalle de la zona
central en la que se destacan los puntos en los cuales se realizaron las mediciones que
determinan la apertura de la entalla respecto del desplazamiento del borde superior.

En la zona central donde se encuentran las entallas se generan zonas de concen-
tracién de tensiones, credndose perturbaciones locales en la matriz y generandose
estados tensionales que superan el limite eldstico de la matriz. En el caso de probe-
tas con refuerzo unidireccional la fisura comienza y se propaga siempre en la matriz
y, a diferencia de otros ensayos realizados sobre probetas de un material isétropo
homogéneo esta fisura tiende a propagarse paralela a la direccién de las fibras.

Las propiedades del material empleadas en el andlisis numérico se resumen en
las Tablas 7.8y 7.9

Se ha realizado un analisis incremental considerando un total de 30 incrementos

de desplazamiento, resultando en un desplazamiento impuesto en la zona superior
de 0, 385mm.

En las Figuras 7.69a se presenta la deformada de la probeta en el estado final.
Esta figura presenta un factor de amplificacién de 50 de los desplazamientos veces que
permite apreciar adecuadamente los fenémenos mas importantes que se presentan
en el andlisis.

Se observa que se producen cuatro fisuras que comienzan en la raiz de las entallas
y progresan segun el eje longitudinal de la probeta coincidente con la direccién de
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Figura 7.67: Ensayo Probeta Policinato RS-3 - XN-50. Curva Carga - Desplazamiento.
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Figura 7.68: Dimensiones de la probeta. a) Detalle de la zona central. b) Malla de
elementos finitos.
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Figura 7.69: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. a) Deformada 50:1. b) Contorno
de desplazamientos.

las fibras de carbono.

En la Figura 7.69 se presentan los contornos del médulo de los desplazamientos.
Se observa que en la zona central de la probeta comprendida entre ambas entallas
el campo de desplazamiento presenta una variaciéon suave, existiendo cuatro zonas
claramente diferenciadas en las cuales el campo de desplazamientos presenta una
variacion fuerte. Estas zonas comienzan en la raiz de cada una de las entallas y

progresan paralelamente al eje longitudinal de la probeta coincidente con la direccién
de las fibras.

En la Figura 7.70a se observan las isodreas de la variable interna de plasticidad
para el compuesto que indican las zonas en las cuales se ha producido deformacién
plastica. Se muestra que las zonas mds afectadas se encuentran en la raiz de las
entallas debido a la concentracién de tensiones en esa zona y que la plasticidad
progresa en forma paralela al eje longitudinal de la probeta.

En la Figura 7.70b se presenta un contorno de las zonas donde se ha producido el
fenémeno DFM. Uno de los motivos del comportamiento no-lineal de los materiales
compuestos reforzados con fibras se debe al fenémeno de formacion de grietas en la
matriz y el consiguiente deslizamiento o movimiento relativo entre fibra y matriz.
Este fenémeno reduce la rigidez del material e induce deformaciones ineldsticas o
no recuperables. En la simulacion numérica, por lo tanto se limita la capacidad
de carga de la fibra debido a la imposibilidad de la matriz de transmitirle carga.
El fenémeno de despegue de la fibra respecto de la matriz impide que las fibras
alcancen la tensiéon méxima de fluencia de las mismas ya que la matriz no es capaz
de transferir los esfuerzos a la fibra, observandose un cambio en la pendiente de la
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b)

Figura 7.70: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. a) Contorno variable interna
de plasticidad. b) Contorno de plasticidad en la fibra.

curva Carga - Desplazamiento. (ver Figura 7.71). En trabajos futuros se analizara
con mayor detalle este fenémeno. En Figura 7.70b se observa como el fenémeno
progresa desde la raiz de las entallas, debido a la concentracién de tensiones en la
zona, hacia el centro de la probeta.

Los resultados de las mediciones efectuadas durante el ensayo y los resultados
obtenidos en la simulacién numérica se observan en las Figuras 7.71 y 7.72. Las
mismas muestran la comparacién entre los resultados experimentales, los resultados
obtenidos con ambos modelo propuesto considerando un comportamiento eldstico
lineal y un comportamiento elastopldstico del material compuesto. La simulacién
numérica considerando un comportamiento eldstico lineal constituye la envolvente
de las respuestas. En la primer Figura se ha graficado la fuerza necesaria en el
nivel superior de la probeta en funcién del desplazamiento en la parte superior de
la probeta.

A niveles de carga elevados se observa un fenémeno no-lineal en los ensayos
experimentales relacionado con el problema de despegue entre fibra y matriz. La
simulaciéon numérica detecta con un acuerdo notable respecto de los resultados ex-
perimentales el comienzo de este fenémeno. En la Figura 7.72 se observa las curvas
entre el desplazamiento en la parte superior de la probeta y la apertura de la entalla
en la zona central. Se define como COD (Crack Opening Displacement) la apertura
de la entalla medida a 1, 5mm del eje longitudinal de la entalla hacia la parte supe-
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Figura 7.71: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Curva Carga - Desplazamientos
en la parte superior.

rior y a 1, 5mm del eje longitudinal de la entalla hacia la zona inferior de la probeta
y a Imm desde el borde exterior de la probeta. (ver Figura 7.20)

Se observa en la Figura 7.72 que los resultados experimentales muestran una
apertura inferior de la fisura para desplazamientos en la parte superior de la probe-
ta comprendidos entre Oum y 125um y a partir de aquif los resultados experimentales
son superiores a los obtenidos con el macromodelo. Los resultados analiticos obte-
nidos con la teoria de homogeneizacion resultan inferiores a los experimentales. A
pesar de la pequenas diferencias se resalta que los resultados analiticos presentan
un acuerdo satisfactorio con los resultados obtenidos en laboratorio.

El caso del modelo macromecédnico resulta independiente de la discretizacion
utilizada. En el caso del modelo basado en la teorfa de la homogeneizacién no se ha
probado la independencia de la respuesta respecto de la discretizacién utilizada, no
existiendo evidencias de dependencia en la respuesta con la malla de elementos finitos
utilizada. En la Figura 7.73 se observa la comparacién de la respuesta obtenida
considerando una malla de 548 elementos y otra de 1988 elementos respecto de los
resultados experimentales.
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Figura 7.72: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Curva COD - Desplazamientos
parte superior de la probeta.
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Figura 7.73: Ensayo probeta T300/914C con fibras a 0°. Curva Carga - Desplazamientos
en la parte superior para dos discretizaciones distintas.
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7.8 Simulacién del comportamiento de mezclas as-
falticas

7.8.1 Introduccién

El objetivo de esta monografia es el desarrollo de un modelo constitutivo que per-
mita simular el comportamiento constitutivo de materiales compuestos. El modelo
que se ha desarrollado es general y permite analizar diversos tipos de materiales
compuestos.

En este capitulo se han presentado ejemplos de aplicacién del modelo que mues-
tran el comportamiento de probetas de un material compuesto de altas prestaciones
con una entalla en la seccién central. Estd constituido por un refuerzo de fibras
largas de muy reducido didmetro y una matriz de resina epoxy. Este material se
utiliza fundamentalmente en aplicaciones aeronduticas y aeroespaciales.

El objetivo del presente apartado es mostrar las capacidades del modelo constitu-
tivo desarrollado en este trabajo para simular distintos tipos de materiales compues-
tos. Entre los distintos tipos de materiales compuestos se pueden citar por ejemplo
al hormigén armado, concreto asféltico y en general a todo material constituido por
dos o mas fases.

En este apartado se presenta la simulacién numérica de un ensayo tipico que se
utiliza para dosificacién de mezclas asfilticas.

Para la simulacién del comportamiento de una mezcla asfaltica se ha reproducido
numéricamente el ensayo Marshall. Este ensayo permite determinar la resistencia a
la ”deformacion plastica de mezclas bituminosas”. El procedimiento de ensayo en
laboratorio puede utilizarse tanto para el proyecto de mezclas en laboratorio como
para el posterior control en obra de la misma.

El ensayo Marshall consiste en determinar la resistencia de una probeta cilindrica
de 4 pulgadas de didmetro (101,6mm) y 2,5 pulgadas de altura (63, 5mm) frente
a la aplicacién de una carga a una temperatura aproximada de 60°C'. El ensayo
permite determinar dos valores:

e Estabilidad : carga necesaria para producir la falla de la probeta

e Deformacién : disminucién del didmetro expresado en mm que experimenta
una probeta entre el comienzo de la carga y el instante de rotura.

El ensayo permite realizar curvas Cargas - Desplazamientos con las cuales es
posible determinar los valores de estabilidad y deformacién definidos anteriormente.
Para mas detalles consultar la norma NLT-159/86.
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% en peso que pasa
didmetro [mm] | Mezcla 1 | Mezcla 2 | Mezcla 3
25 90 100 100
20 78 94 100
12,5 o6 71 82
10 52 67 65
) 36 50 41
2,5 25 36 14
0,63 13 19 8
0,32 8 12 7
0,16 6 8 6
0,08 4 6 )
clego 0 0 0

Tabla 7.12: Granulometria de los dridos de las distintas mezclas.

7.8.2 Motivacién del trabajo y descripcién del problema

La motivaciéon del presente trabajo, es mostrar en forma numérica, utilizando el
modelo constitutivo desarrollado en esta monografia, el comportamiento de un ma-
terial compuesto (mezcla bituminosa) sometido a la accién de cargas de servicio, en
el que se ha supuesto que ademss sufre un dano exégeno al proceso mecdnico mis-
mo, provocado por un potencial no-mecdnico (problemas quimicos, higrométricos,
etc.). Esta mezcla bituminosa estd constituida por una fase de refuerzo (dridos) y
una matriz (betin). La evolucién de la capacidad portante de la mezcla bitumi-
nosa es no-lineal, debido a que el agente exégeno que produce degradacién en las
caracteristicas mecdnicas de una o méas fases del compuesto se acopla al problema
mecanico.

En este estudio se han considerado tres mezclas bituminosas (Mezcla 1, Mezcla
2, Mezcla 3), segiin la curva granulométrica y el porcentaje de betiin que se ha incor-
porado en la mezcla (ver Tabla 7.12, Tabla 7.13 y Figura 7.74). Las caracteristicas
granulométricas de los dridos de cada una de las mezclas es funcién de la posicién
que ocupa la mezcla en el firme.

Con el objetivo de simular numéricamente el comportamiento constitutivo del
material la curva granulométrica de los dridos se ha simplificado y dividido en dos
partes. En la primera estdn comprendidos los dridos cuyo tamano estd situada
entre el tamiz 25mm y 5mm (grava y gravilla) y una segunda que compuesta de



260 CAPITULO 7. EJEMPLOS NUMERICOS

120

100
- Mezcla 1

—— Mezcla 2

—— Mezcla 3

60

% Peso que pasa

40 b s e NN B R EREEEEEEEEEREEE

o . i i . . . . i . .
25 20 12,5 10 5 2,5 0,63 0,32 0,16 0,08 ciego
d [mm]

Figura 7.74: Curva granulométrica de los dridos de las distintas mezclas.

los dridos que pasan el tamiz de didmetro 5mm (arenas). En cada una de estas dos
subdivisiones de la curva granulométrica se han considerado en porcentajes variables
dos tipos de dridos, alterables frente a agentes externos no mecénicos (particulas
blandas) y otros no alterables frente a un agente externo no mecdnico. Ademds de
los dos tipos bésicos de dridos que integran cada mezcla, esta el betiin que participa
en proporciones distintas en cada caso (ver participacion en volumen en Tabla 7.13).

A los fines de simular el comportamiento mecdnico de la mezcla asféltica con el
modelo desarrollado en esta monografia se ha considerada que las distintas mezclas
estdn constituidas por 5 fases:

e Refuerzo en la zona alta de la curva granulométrica (grava y gravilla) sus-
ceptible de presentar degradacién en sus propiedades mecdnicas debido a la
existencia de un potencial externo no mecdnico (particulas blandas).

e Refuerzo en la zona alta de la curva granulométrica (grava y gravilla) que no
presenta degradacion en sus propiedades mecédnicas debido a la existencia de
un potencial externo no mecédnico (particulas duras).

e Refuerzo en la zona alta de la curva granulométrica (grava y gravilla) sus-
ceptible de presentar degradacién en sus propiedades mecdnicas debido a la
existencia de un potencial externo no mecénico.
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% en peso que pasa % retenido acumulado % retenido parcial
d [mm] Mezcla 1 Mezcla 2 Mezcla 3 Mezcla 1 Mezcla 2 Mezcla 3 Mezcla 1 Mezcla 2 Mezcla 3
20 78 94 100 22 6 0 22 6 0
12,5 56 71 82 44 29 18 22 23 18
5 36 50 41 64 50 59 20 21 41
0,32 8 12 7 92 88 93 28 38 34
0,08 4 6 5 96 94 95 4 6 2
ciego 0 0 0 100 100 100 4 6 5
betin 3,7 4,4 4,6

Tabla 7.13: Granulometria simplificada de los dridos de las distintas mezclas.

e Refuerzo en la zona baja de la curva granulométrica (arena) que no presenta
degradacion en sus propiedades mecédnicas debido a la existencia de un poten-
cial externo no mecdnico.

e Betun

7.8.3 Parametrizacion de los materiales. Granulometria sim-
plificada y correccién de las propiedades por relacién
de aspecto

Se ha denominado Mezcla 1 a la curva granulométrica utilizada para la capa de base,
Mezcla 2 a la utilizada en constituir la capa intermedia y Mezcla 3 la que incorpora
la capa de rodadura. Estas mezclas bituminosas es posible considerarlas como un
material compuesto reforzados con fibras cortas, es decir un refuerzo que debido
a su escasa longitud no es posible realizar una transferencia de los esfuerzos de la
matriz (betin) hacia el refuerzo (drido). Los aridos presentes en la mezcla bitumi-
nosa poseen dos tipologias claramente identificables segin su comportamiento. La
primera tipologia corresponde a particulas blandas susceptibles de ser afectadas por
la humedad, perdiendo capacidad mecénica en forma de degradacién de la rigidez ,
donde depende entre otros fenémenos de la evolucién de, que es la variable de de-
gradacion por accién de la humedad. La segunda tipologia de los dridos, particulas
duras, son insensibles a la accién de la humedad.

Por razones de simplicidad en el célculo, se sintetizan los didmetros que partici-
pan en cada curva granulométrica como se muestra en la Tabla 7.13. De acuerdo a
la forma, su separacion, las propiedades mecdnicas de los granos y su participacion
en el compuesto se deducen las propiedades corregidas de los aridos. Esta correccién
sigue el criterio descrito en el Capitulo 4. En la Tabla 7.14 se muestran las propie-
dades mecédnicas y la correcién del médulo elédstico del refuerzo teniendo en cuenta
su longitud y distribucién en el compuesto. Para médulo de Young del agregado
en estado natural se adopta el valor C, = 3000000%’2 y corresponde a un material



262 CAPITULO 7. EJEMPLOS NUMERICOS

Correcion por fibra corta C, = 80, 8529

L / r A Cmat | Vmat | Gmat ﬁ Co Cc

2 1,05 1,00 0,7854 80,375 0,4 28,705 0,12525 0,005197 1559,1311
1,25 0,65625 0,625 0,30679 80,375 0,4 28,705 0,20014 0,005197 1559,1311
0,5 0,2625 0,25 0,04908 80,375 0,4 28,705 0,50102 0,005197 1559,1311
0,032 0,0168 0,016 0,000201 80,375 0,4 28,705 7,82852 0,005197 1559,1311
0,008 0,0042 0,004 1,2566¢-5 80,375 0,4 28,705 31,3140 0,005197 1559,1311
0,0001 0,0000525 0,00005 1,9635¢e-9 80,375 0,4 28,705 2505,12 0,005197 1559,1311

Tabla 7.14: Pardmetros mecédnicos de los constituyentes y su correccion.

simple, homogéneo y continuo. En este caso el material participa en forma de gra-
no, pierde parte de sus propiedades por condiciones de adherencia y transmision de
tensién entre matriz y drido, con lo cual se obtiene C2" = 1559, 1311%, en tanto
el médulo de Poisson se mantiene constante en v = 0, 15.

Las propiedades mecdnicas del betiin dependen fundamentalmente de su tempe-
ratura. En la simulacién numérica se ha obtenido de una parametrizaciéon con el
ensayo Marshall de la mezcla, teniendo en cuenta su participacién volumétrica y la
teoria de mezclas (Car et al., 1998c).

La tensién umbral de inicio del comportamiento ineldstico, se obtiene también a
partir de una parametrizacion con el ensayo Marshall. Por ejemplo, para la Mezcla 2,
se acepta que el inicio del comportamiento no-lineal de la mezcla SY;,, o = 20%7
se debe a la plasticidad en el betiin. Luego de un cierto punto del ensayo, se observa
un fuerte quiebre en la curva, instante en el que se inicia el comportamiento inelds-
tico del arido. Esto ocurre cudando el betiin ya exhibe una deformacién excesiva,
permitiendo el contacto de los dridos entre si. Por esta razén, y apoyado en la con-
dicién de compatibilidad del compuesto, se puede obtener el umbral de plastificacién
del betin para el instante en que se inicia el comportamiento no-lineal de la mezcla.

El umbral de dano del drido se produce cuando el comportamiento plastico del
betiin es avanzado, luego del primer umbral de comportamiento ineldstico de la
mezcla.

7.8.4 Simulacién Numeérica

Para la simulacién numérica del ensayo se ha discretizado una circunferencia de 101,6
mm. de didmetro y dos sectores de circunferencia constituidos en acero, que simulan
las mordazas de la prensa utilizada en el ensayo. La malla de elementos finitos
utilizada tiene 431 nodos y 776 elementos finitos triangulares lineales considerando
un estado de tensiones planas y por lo tanto permitiendo el flujo del material en el
sentido axial(ver Figura 7.75).

El casquete exterior del cilindro es de acero. Entre el acero y la mezcla bitu-
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Figura 7.75: Malla de elementos finitos del ensayo Marshall para mezclas asfélticas.

minosa, se considera deslizamiento, por friccién, de la mezcla bituminosa gracias al
control de la tension tangencial entre ambos materiales.

Del ensayo se obtienen curvas Cargas - Desplazamientos con las cuales es posible
determinar los valores de estabilidad y deformacién definidos en la Norma NLT-
159/86.

En la simulacién numérica se ha utilizado la teorfa de mezclas de sustancias
bésicas. La capa intermedia C-2 y la base C-1 del firme, se han modelado como
materiales compuestos con tres componentes bésicos cada uno de ellos:

Mezcla 1

e Material M-1.a: corresponde al drido comprendido entre 20 y 5 mm. de la
curva granulométrica C-1. Participa en un 58,62% y presenta un dano inicial
en funcién de la humedad y es mecdnicamente degradable.

e Material M-1.b: corresponde al drido comprendido entre 0,32 mm. y el tamiz
ciego de la curva granulométrica C-1. Participa en un 32,97%, siendo degra-
dable por problemas mecédnicos, pero insensible a la influencia de la humedad.

e Material M-1.c: corresponde al betiin. Este material participa en un 8,41%
del volumen de la mezcla y presenta un comportamiento elastoplastico.
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Mezcla 2

e Material M-2.a: corresponde al drido comprendido entre 20 y 5 mm. de la
curva granulométrica C-2. Participa en un 45,02% y presenta un dano inicial
en funcién de la humedad y es mecdnicamente degradable.

e Material M-2.b: corresponde al arido comprendido entre 0,32 mm. y el tamiz
ciego de la curva granulométrica C-2. Participa en un 45,02%, siendo degra-
dable por problemas mecédnicos, pero insensible a la influencia de la humedad.

e Material M-2.c: corresponde al betun. Este material participa en un 9,96%
del volumen de la mezcla y presenta un comportamiento elastopldstico.

En la Figura 7.76-1 se observa la malla de elementos finitos y los materiales
empleados en la simulaciéon numérica. En la Figura 7.76-2, 7.76-3 y 7.76-4 se presenta
para la mezcla M-2 los contornos de evolucion del dano en la mezcla para tres
estados distintos del proceso de carga. Particularmente la Figura 7.76-2 muestra
el dano mecdnico en la mezcla M-2 partiendo de un dano higrométrico inicial nulo.
La escala que se observa muestra el dano mecédnico que alcanza todo este material.
La Figura 7.76-4 muestra el dano mecdnico de la mezcla M-2 considerando que la
porcién de agregado pétreo susceptible de dano no colabora en la capacidad soporte
de la mezcla, es decir se encuentra con un dano inicial del 100%.

El problema se resuelve en tensién plana, permitiendo el flujo del material en
el sentido axial. El casquete exterior del cilindro es de acero y el interior esta
conformado por cada una de las tres mezclas. Entre el acero y la mezcla bituminosa,
se considera deslizamiento, por friccién, gracias al control de la tensién tangencial
entre ambos materiales. Los resultados obtenidos en las simulaciones numéricas
se presentan en las Figuras 7.77, 7.78, 7.79 y 7.80. En todas ellas se observa una
disminucién del médulo de carga K = £ a medida que aumenta el dano inicial. Sin
embargo, hasta valores del 40% de dano inicial en la mezcla 1 no se observa una gran
pérdida de resistencia, situacién que se manifiesta para desplazamientos superiores
a 2mm. aproximadamente.

Se observa, en las Figuras 7.77 y 7.78 para la mezcla M-2 y en las Figuras 7.79 y
7.80 para la mezcla M-1, una pérdida de rigidez y resistencia en funcién de la carga y
del dano producido por efectos higrométricos. En ambos casos la capacidad soporte
tiende asintéticamente a un valor cercano al 42% de la méxima para el caso del
material virgen. Es necesario hacer notar, que la respuesta experimental presente
un buen acuerdo con las respuestas ”sin dano” mostradas en las Figuras 7.77 y 7.79.
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Model: S205DI

Figura 7.76: Materiales empleados - Variable interna de dano.
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Figura 7.77: Curvas de respuesta del ensayo Marshall para la Mezcla 1 0 < d < 0,5.
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Figura 7.78: Curvas de respuesta del ensayo Marshall para la Mezcla 1 0,5 < d < 1.
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Figura 7.79: Curvas de respuesta del ensayo Marshall para la Mezcla 2 0 < d <0, 5.



7.8. SIMULACION DEL COMPORTAMIENTO DE MEZCLAS ASFALTICAS 267

1600
1400
1200
. 1000 |- ey S
=
X
© 800 |- e A
= § —S20SDI
O 600 Foo VAR 2 —M2-60%DI ||
— M2-70%DlI
400 | ‘ M2-80%DlI
‘ — M2-90%DlI
200 | — M2-100%DI
0 i . . . .
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

Desplazamiento

Figura 7.80: Curvas de respuesta del ensayo Marshall para la Mezcla 2 0,5 < d < 1.
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Apéndice A

Elementos de mecanica del
continuo en grandes deformaciones

A.1 Introduccion

En este apéndice se presenta una revision de los conceptos de mecdnica de me-
dios continuos en lo referente a la cinemadtica de grandes deformaciones. Esta re-
visién incluye, entre otros conceptos, la definicién de las configuraciones referencial
y actualizada o deformada, la definicién del tensor gradiente de las deformaciones,
los tensores de deformaciones de Green-Lagrange y Almansi, los operadores “push-
forward” y "pull-back” y los distintos tensores de tensién (primer y segundo tensor
de Piola-Kirchhoff, de Kirchoff y de Cauchy. Los conceptos que aqui se desarrollan
se aplican, principalmente, en los Capitulos 3, 4, 5 y 6.

A.2 Ecuaciones del movimiento

La descripcién mds elemental del movimiento del Medio Continuo puede llevarse a
cabo mediante funciones matematicas que describan la posicién de cada particula a
lo largo del tiempo. En general se requiere que éstas funciones y sus derivadas sean
continuas.

Se supone que el medio continuo estd formado por infinitas particulas (puntos
materiales) que ocupan diferentes posiciones del espacio fisico durante su movimien-
to a lo largo del tiempo (ver Figura A.1). Se define como configuracion del medio
continuo en el instante ¢, que se denota por €2, el lugar geométrico de las posiciones
que ocupan en el espacio los puntos materiales (particulas) del medio continuo en
dicho instante.

El instante t = t; del intervalo de tiempo de interés se denomina instante de

269
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X2 t=t, Q, - Configuracion
4 dereferencia
t, —Tiempo de
referencia
C 4 P Q, v Q, — Configuracion actual
Q, G
X
&,
& =
1 e, XZ,Y
X, X

1

Figura A.1: Configuraciones del medio continuo.

referencia y la configuracién en dicho instante se denomina configuracién inicial,
material o de referencia.

En la Figura A.1 se muestra el sistema de coordenadas cartesianas (X,Y,Z) y
la correspondiente base ortonormal (é;, €z, €3). En la configuracién de referencia
el vector de posicién de una particula que ocupa un punto P en el espacio (en el
instante de referencia) estd dado por:

X = Xlél + Xgég + X3é3 (Al)

donde las componentes (X, Xs, X3) se denominan coordenadas materiales (de la
particula).

En la configuracién actualizada €2, , la particula situada originalmente en el
punto P en la configuraciéon referencial (ver Figura A.1) ocupa el punto P’ en la
configuracion espacial y su vector de posicién x estd dado por:

r = 1171é1 -+ .CL'QéQ -+ .Z'gég (A2)

donde las componentes (z1, x5, x3) se denominan coordenadas espaciales (de la par-
ticula) en el tiempo t.

El movimiento de las particulas del medio continuo puede describirse a través de
la evolucién de sus coordenadas espaciales (o de su vector de posicion) a lo largo del
tiempo. Matemé&ticamente esto requiere conocer una funcién que para cada particula
(identificada por una etiqueta) proporcione sus coordenadas espaciales x; (0 su vector
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de posicién espacial ) en los sucesivos instantes de tiempo. Como etiqueta que
caracteriza univocamente a cada particula puede elegirse sus coordenadas materiales
X ; obteniéndose las ecuaciones del movimiento:

x = ¢ {particula,t} = p { X, t} (A.3)

que proporcionan las coordenadas espaciales en funcién de las materiales; y las
ecuactones del movimiento inversas:

X =¢ e, t} (A.4)

que proporcionan las coordenadas materiales en funcién de las espaciales.

A.2.1 Desplazamientos

Se define como desplazamiento a la diferencia entre los vectores de posicién de una
misma particula en las configuraciones actualizada y de referencia.

El desplazamiento de una particula P en un instante determinado estd definido
por el vector u que une los puntos del espacio P (posicién inicial) y P’ (posicién en
el instante actual t) de la particula (ver Figura A.2). El desplazamiento de todas
las particulas del medio continuo define el campo vectorial de desplazamientos que,
como toda propiedad del medio continuo, podra describirse en forma material o
espacial:

U{X,t} = ={X,t}-X (A.5)
u{z,t} = =z— X{z,t} (A.6)

A.2.2 Gradientes material, espacial y derivadas del tiempo

Los gradientes material y espacial de un campo general ~, se definen como:

0 0
Vxvy = a—XV{X,t} y Vey = 92 {z,t} (A7)

esto es, las derivadas de «y con respecto a X y @& manteniendo fijo el tiempo t. En
forma andloga, las derivadas temporales material ¥ y espacial +' se definen como:

.0 , 0
V—EW{X,t} y v—atv{w,t} (A.8)
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Figura A.2: Desplazamientos.

A.2.3 Velocidad

Se define como velocidad a la derivada temporal de las ecuaciones del movimiento.
La descripciéon material de la velocidad estd dada por:

Ox{X,t}
ot

La descripcion espacial de la velocidad se obtiene a partir de las ecuaciones
inversas del movimiento (ec. (A.4) ):

VI{X, t}= (A.9)

v{z,t} = V{X {x,t}, 1t} (A.10)

A.2.4 Gradiente de la deformacién

El gradiente de la deformacién del movimiento ¢ es un tensor bipuntual de segundo
orden F'y que se define como

Ox
F{X,t} == A1l
(X} = o= (A1)
teniendo en cuenta la ec. (A.6) el gradiente de las deformaciones se puede escribir

COmo



A.2. ECUACIONES DEL MOVIMIENTO 273

CONFIGURACION
DE REFERENCIA

Figura A.3: Gradiente de deformacién.

ou
F{X,t}:I+a—X (A.12)

donde I es el tensor identidad de segundo orden. Las componentes cartesianas del
gradiente de las deformaciones estdn dadas por:

aui

J J+6Xj

(A.13)

La Figura A.3 muestra una linea material infinitesinal dX que conecta dos par-
ticulas materiales proximas X y X + dX de un cuerpo deformable. Si se somete el
cuerpo a una deformacion, estas particulas son mapeadas en & y « + dx, respecti-
vamente. El gradiente de la deformacién es el operador lineal que relaciona la linea
material infinitesimal dX con su deformada dz

do = FdX (A.14)

El tensor gradiente de la deformacion F contiene la informacién del movimiento
relativo, a lo largo del tiempo ¢, de todas las particulas materiales en el entorno
de una dada, identificada por sus coordenadas materiales X. En efecto, la ec.
(A.11) proporciona la evolucién del vector de posicién relativo da en funcién de la
correspondiente posicién relativa dX en el instante de referencia.
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A.2.5 Cambio de volumen. Determinante del gradiente de
deformacién

Dado un volumen infinitesimal dvg definido por los vectores infinitesimales d X,
dX, y dX 3 con origen en una particula material X en la configuracion referencial
(ver Figura A.4) se tiene:

d?)o = (Xm X dXQ) . dX3 (A15)

Al aplicar una deformacién los vectores infinitesimales en la configuracién actua-
lizada resultan F'da, Fdby Fdc y el volumen infinitesimal en esta configuracion
estd dado por:

dv = (FdX, x FdX,)- FdXs (A.16)

Teniendo en cuenta la identidad:

(Zu x Zv) - Zw

det[Z] = (u X v)-v

(A.17)

valida para cualquier tensor Z y cualquier conjunto de vectores u, v y w linealmente
independientes, el determinante del gradiente de la deformacién resulta:

_dv
n d’UO

La ec. (A.18) representa el volumen después de la deformacién por unidad de
volumen de referencia. Este determinante se denota usualmente J.

En la configuracion referencial F' = I y en consecuencia det [F] = 1. De la ec.
(A.18) se deduce que, si det [F] = 0 el volumen infinitesimal ha colapsado en una
particula material, lo que resulta fisicamente inaceptable. Cualquier configuraciéon
con det [F] < 0 no puede ser alcanzada desde la configuracion de referencia sin
haber pasado, en algin momento, por det [F'] = 0. En consecuencia, para cualquier
deformacion del cuerpo, F' es un tensor definido positivo.

det [F] (A.18)

det [F] > 0 (A.19)

A.3 Fuerzas y medidas de tension

FEn los apartados anteriores se ha hecho una descripciéon matematica de la cinemética
de la deformaciéon de un cuerpo sin hacer referencia a fuerzas y como éstas son
transferidas entre cuerpos continuos. Estas fuerzas, asociadas con la descripcién
mecdnica de un cuerpo, pueden ser clasificadas en tres categorias:
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Figura A.4: Variacién de volumen de un elemento diferencial.

Fuerzas de contorno, aplicadas en el contorno de un cuerpo, tales como las fuerzas
resultantes del contacto con otro cuerpo.

Fuerzas de masa, en el interior del cuerpo. El peso y fuerzas magnéticas son
ejemplos de este tipo de fuerza.

Fuerzas producto de interacciones internas entre partes adyacentes de un cuerpo
y transmitidas a través de la superficie que separa estas partes.

Las fuerzas producidas por la interaccién interna entre una parte del cuerpo y
otra adyacente al igual que las fuerzas de contorno son transmitidas a través de una
superficie, por lo que pueden ser agrupadas como fuerzas de superficie, y para su
descripcion matematica son necesarios los conceptos de tension.

A.3.1 Postulado de Cauchy

En la Figura A.5 se muestra un medio continuo en equilibrio, sobre el que actian
unas fuerzas de volumen o fuerzas de masa y unas fuerzas de superficie. En la
misma se observa un punto arbitrario P del interior del medio continuo y un plano
arbitrario de normal unitaria que pasa por el punto P. Este plano corta al medio
continuo en dos partes. En la superficie de corte de cada una de estas partes actiian
las fuerzas que una parte del medio ejerce sobre la otra y viceversa. Dado un campo
de tracciones que actia en el punto P segin el plano de normal unitaria n y sea el
campo de tracciones que actia en el punto P’ segin un plano de normal unitaria
—n.
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Figura A.5: Cuerpo en equilibrio.

El primer postulado de Cauchy establece que el vector de tracciones que actia
en un punto P de un medio continuo segiin un plano de normal unitaria nn depende
tnicamente del punto P y de la normal n al plano que pasa por el punto P.

EL segundo postulado de Cauchy, conocido como el principio de accién y reac-
cion, establece que el vector de tracciones en un punto P de un medio continuo,
segiin un plano de normal unitaria n en el punto P, es igual y de sentido contrario
al vector de tracciones en el mismo punto P segin un plano de normal unitaria —n
en el mismo punto:

t{P.n}=—t{P,—n)} (A.20)

A.3.2 Principio de balance de la cantidad de movimiento

El axioma de balance de momento expresa: Para toda parte P en la configuracion
deformada de un cuerpo B, con contorno S, el balance de momento lineal :

/t{n} da—i—/pbdv:/pi)dv (A.21)
s P P

y el balance de momento angular:

/a: x t{n} da—i—/ x X pbdv = / x X podv (A.22)
s P P

son satisfechos, siendo p = p{x} el campo de densidad de masa, masa por unidad
de volumen en la configuracién deformada de B. El lado derecho de las ecs. (A.21)
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y (A.22) contiene los términos de inercia, siendo ¥ el campo de aceleraciones del
cuerpo B.

A.3.3 El tensor de tensiones de Cauchy

Como consecuencia del axioma de balance de momento, la dependencia de la fuerza
de superficie t de la normal n es lineal. Esto implica que existe un campo tensorial
o {x} tal que el vector de tensiones de Cauchy estd dado por :

t{r,n} =oc{x} n (A.23)

El tensor o es simétrico y se denomina tensor de tensiones de Cauchy, frecuen-
temente llamado de tensiones verdaderas.

Componentes del tensor de tensiones de Cauchy

Utilizando una base ortonormal {n;,ns,ns}, el tensor de tensiones de Cauchy se
representa como:

La componente o;; viene dada por:

De la ecuaciéon A.23 se deduce que el vector on; es la fuerza por unidad de
superficie ejercida a través de una superficie con vector normal n;. La componente
0;; es la norma de la proyeccion de on; en la direccién de m;. La representacion
esquematica de tales proyecciones se presenta en la Figura A.6. Las componentes
011, 092 y 033 representan tracciones normales a las caras del cubo infinitesimal,
mientras que las componentes 019, 013, 091, 023, 031 Y 032 estdn asociadas con
fuerzas de cortante que actiian paralelas a las caras.

Tensiones principales de Cauchy

Debido a su simetria, el tensor de tensiones de Cauchy admite la descomposicién
espectral:

3
o= Z oxn; @n; (A.26)
i=1

siendo {n},n3,nj} una base ortonormal en la cual todas las componentes de cor-
tante del tensor de tensiones de Cauchy son nulas y solo las componentes normales
pueden ser no nulas. Las componentes normales ¢, son los autovalores de o y se
denominan tensiones principales de Cauchy y las direcciones definidas por la base
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Figura A.6: Componentes del tensor de tensiones de Cauchy y tensiones principales de
Cauchy.

{n},n}, n}} son denominadas direcciones de las tensiones principales. En la Figura
A.6 se muestra la representacién esquematica de fuerzas que actiian en las caras del
cubo infinitesimal segtin las direcciones de las tensiones principales; las fuerzas son
normales a las caras del cubo.

A.3.4 Tensores de tensiéon de Piola-Kirchhoff

El vector de tracciones t en la ecuaciéon A.23 mide la fuerza ejercida a través de
una superficie material por unidad de superficie deformada. Por otra parte, £ mide
la fuerza que actia en cualquier superficie cuya normal es n en la configuracion
deformada, por unidad de superficie de referencia. Siendo da un &drea infinitesimal
de una superficie normal a n en la configuracién deformada y da, su equivalente en
la posicién no deformada, £ se expresa como:

t=—1=t=—on (A.27)

Si se considera una superficie S del cuerpo B en la configuraciéon de referencia
(ver Figura A.7), uno vectores dX; y d X infinitesimales tangentes a S en el punto
material X, una superficie da, generada por dX; y dX s y un vector m a la normal
a S en X, se tiene:

mdao = dX1 X XQ (A28)

Sometido a deformacién, los vectores tangentes dX; y dX s son transformados
en F'dX,y FdX, tal que la normal a la configuraciéon deformada de S es:



A.3. FUERZAS Y MEDIDAS DE TENSION 279

t

CONFIGURACION
DE REFERENCIA

CONFIGURACION
DEFORMADA

Figura A.7: El primer tesnor de tensiones de Piola-Kirchhoff.

nda = FdX; x FX, (A.29)

donde da es la correspondiente superficie deformada. Pre-multiplicando ambos lados
de esta expresién por FT y teniendo en cuenta la identidad:

Au x Av =det[A] A" (u x v) (A.30)

véalida para todo tensor invertible A y vectores u y v, se obtiene:

F'nda = JdX, x dX, = Jmday (A.31)
donde J = det [F]. Esto es equivalente a
d
dson = JF'm (A.32)

Finalmente, sustituyendo esta expresién en la ecuacién A.27, t puede escribirse en
términos de m como:

t=JoF "m=Pm ; P=JoF " (A.33)

El tensor P se denomina primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff y es
usualmente llamado tension nominal. El vector t se obtiene aplicando el primer
tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff al vector unitario m, normal a la configuracién
de referencia de S, en el punto de interés. En contraste con el tensor de tensiones de
Cauchy, P es en general asimétrico lo que constituye un problema para su utilizaciéon
en ecuaciones constitutivas con un tensor de deformaciones simétrico.
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El segundo tensor de Piola-Kirchhoff es un tensor simétrico y se prefiere su
utilizaciéon para el caso de grandes deformaciones ain cuando las ecuaciones de
movimiento o equilibrio en las que interviene son mas complejas. El segundo tensor
de Piola-Kirchhoff es un tensor que se relaciona con el primero en forma similar a la
relacion que existe entre una linea infinitesimal dX en la configuracion de referencia
con su deformada dx en la configuracién espacial, esto es:

S = F'P (A.34)
S = F ' Jo F7 (A.35)
T

A.3.5 Tensiones de Kirchhoff

Otra medida de tensiones frecuentemente utilizada es el tensor de tensiones de Kir-
chhoff 7, definido por:

T=Jo (A.36)

Debido a la simetria de 7 el tensor de tensiones de Kirchhoff es simétrico y por
lo tanto admite la representacién espectral:

3
_ * ok *
T = E TNy @M,
i=1

donde las tensiones principales de Kirchhoff 77; estan relacionadas con las tensiones
principales de Cauchy o7; por la expresion:

™ = Jo*

k23 21

A.4 Operaciones de transporte de tensores

—
Conocido el tensor gradiente de deformacion F', el push-forward ¢ de un tensor
en la configuracién de referencia ° indicado mediante Z, es un tensor espacial o
euleriano z en la configuracién deformada €,

_
z=¢Z (A.37)
que se escribe para un tensor contravariante Z7:

29 = FiFiz! (A.38)
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Z=F.Z". F" (A.39)

y se expresa para un tensor Z expresado en componentes covariantes como:
2y = (F}) " (F) ™ Zuy (A.40)
z=F7"T.Z.F (A.41)

H
La operacién inversa denominada pull-back ¢ transforma un tensor espacial z,
en la configuracién deformada €, en otro tensor Z en la configuracién original Q°.

—
Z= ¢z (A.42)
que se define para un tensor 2% expresado en sus componentes contravariantes seguin:
ZM = (Fp)7 ()72 (A.43)
Z'=F"'. 2. FT (A.44)

y se expresa para un tensor z expresado en componentes covariantes como:
Z=F". 2. F (A.46)

— «—
Utilizando los operadores push-forward ¢ vy pull-back ¢ , se establecen las si-
guientes relaciones entre los tensores de deformacion:

e= ¢ E=FTEF (A.47)
E=de=FTeF (A.48)

y de tension:
S=9r=J¢o=JF'cF T (A.49)

Jo=1=¢8=FSF" (A.50)
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Configuracion
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Figura A.8: Configuracién original, intermedia y deformada.

A.5 Cinemaética del problema elastoplastico. Des-
composicién multiplicativa

Uno de los aspectos mds complejos en la formulacién de las ecuaciones constitutivas
bajo régimen de grandes deformaciones es tener en cuenta de manera adecuada
los cambios geométricos. La cinemdtica utilizada en este trabajo se basa en la
descomposiciéon multiplicativa del tensor gradiente de la deformacién F = F° - F?
introducida por Kroner (1960) y desarrollada por Lee (1969) y Mandel (1971) . Esta
hipétesis es la base de los modelos constitutivos actuales y no es incompatible con
las descomposiciones aditivas usuales (Garcia Garino, 1993).

En la cinemética del continuo elastopldstico con grandes deformaciones se dis-
tinguen tres configuraciones: original °€), intermedia ¢Q2* y deformada !€). La con-
figuracién intermedia €, estd definida por un sistema de coordenada X. En la
Figura A.8 se observan las diferentes configuraciones se ilustra el concepto de la
descomposicién multiplicativa.

La descomposiciéon multiplicativa establece que:

0=
F_BX_F - F (A.51)
donde F*°y F? son las componentes eldstica y pldstica respectivamente del gradiente
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de deformaciones. El tensor eldstico F° se obtiene realizando una descarga eldstica
de los puntos que conforman la configuraciéon deformada. Esta descarga eldstica
genera lo que se llama configuracién intermedia 2.

A.5.1 Tensores de deformacion

La Figura A.9 muestra una particula del medio continuo que ocupa el punto del
espacio P en la configuracién material, y otra particula Q de su entorno diferencial
separada de la anterior por el segmento dX (de longitud dS = VdX -G -dX)
y al segmento dx (de longitud ds = \/dx - g - dx) homdlogo del anterior en la
configuracién actual. Ambos vectores diferenciales estén relacionados por el tensor
gradiente de la deformacién mediante la ec. (A.14) :

de =F-dX  dX =F ‘dx (A.52)

Puede escribirse entonces:

(ds)* = da-g-dx = [dz]' [g][dw] = [F-dX]" [g] [F - dX]
= dX -FT.g.F.-dX (A.53)

o0, alternativamente,
(dS)? = dX -G-dX =[dX|"[G)[dX] = [F'-dz]" |G] [F - dz]
= dw BTG da (A.54)

El tensor material de deformacion (Green-Lagrange) se obtiene restando a la ec.
(A.53) la ec. (A.54)

(ds)* — (dS)* = dX-FT.g-F-dX —dX -G -dX
= dX- (F'.g-F-G)dX =2dX -E-dX (A.55)

[ J/

o E

La ec. (A.55) define implicitamente el denominado tensor material de deforma-
cion o tensor de deformacion de Green-Lagrange como:

F'.g.F -G (A.56)
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Figura A.9: Segmentos en la configuracién referencial y actualizada.

El tensor de deformacién en la configuracién actualizada (Almansi) se obtiene
restando a la ec. (A.53) la ec. (A.54)

(ds)? — (dS)* = dz-g-dz—de-F"-G-F ' de
de- (g—F " -G-F ') de =2z -e-dx (A.57)

N J/
-~

=2€e

La ec. (A.57) define implicitamente el denominado tensor de deformacion en la
configuracion espacial o tensor de deformacion de Almansi como:

1
e{x,t} = 519~ FT.G-F! (A.58)
———
b—l
G es el tensor métrico en la configuracién original o material y estda dado por:

— =
Gijz(Ei-Ej) ij:1,2,3 (A.59)

H
donde los vectores {EZ } definen un sistema de coordenadas en 3. En forma andloga

se define el tensor métrico g en la configuracién deformada como:
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gij=(e -¢) 4,5:1,2,3 (A.60)
donde los vectores {e; } definen un sistema de coordenadas en la configuracién de-
formada (*§2).

En este trabajo se supone que {E}coincide con la base canénica de 2 y por lo

tanto G es la identidad. Andlogamente al caso material se supone que {¢; } coincide
con la base canénica de 12 y por lo tanto g resulta la identidad. Considerando tanto
en la configuracion referencial como en la actualizada un sistema de coordenadas
ortonormales, los tensores de deformacién de Green-Lagrange y de Almansi resultan:

E{X,t} = =(C-1I) (A.61)

e{x,t} =

N~ DN -

(I-b71) (A.62)
Se definen a continuacion los siguientes tensores en la configuracién de referencia:

c’ = F” . F" (A.63)

E” = - (C"-G) (A.64)

DO | =

donde CT es la parte plastica del tensor derecho de Cauchy-Green, E¥ es la parte
pléstica del tensor de deformaciones de Green-Lagrange.
Se definen en la configuracion actualizada los siguientes tensores:

b =F°. G (F°)" (A.65)
e’ = % [ — (67" (A.66)
e’ = % (697" —b7] (A.67)

Los tensores b y (be)f1 se denominan tensores izquierdos de Cauchy-Green total
y eldstico respectivamente

A.5.2 Relaciones cinematicas

En la Tabla A.1 se presenta la relacién que existe entre los distintos tensores en las
configuraciones original, intermedia y deformada.
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QO th Qt

C]‘]:Fg; Gij Fj 6KL=(FZ.€K)T Gij F;L (bfj)ilz(FieK)iT 5;(,; (F;L)il

CfJ:(Fﬁf)T “Grr Ff, (b%L)_lz(FIZQI)_T Gry (FfJ)_l (bij)_lz(FiI)_T Gy (FjeJ)_l

EIJ:%(CIJ*GIJ) EKL=%[5KL*(b§<L)71] eij:%[gijf(bij)il]
P _1( P =P _1la p \~1! p_1[(pe )" -1
B} ,=3(CF,~Grs) EKL*Q[GKL—(bKL) ] eiri{(bi;‘) ~(bi;) ]
EIGJ:% (CIJ_C?J) E;L:% [GKL_EKL] efj:% {gij_(bfj)_l}
E;j=E$;+EY; ExrL=Exp +E§L eij=es;tey;

Tabla A.1: Cinemética del continuo elastopldstico.

En la Tabla A.1 se observa que la expresiéon de C? introducido por Green y
Nagdhi (1971) y Sidoroff (1970) es la conexién entre la descomposicién multiplicativa
y la descomposicion aditiva del tensor de deformaciones de Green-Lagrange (Garcia
Garino, 1993)

A.5.3 Variaciones de los tensores de deformacién

En la configuracién material Q0 las variaciones temporales de las deformaciones
se obtienen calculando las respectivas derivadas materiales. En las configuraciones
intermedia €' y deformada QF es necesario calcular derivadas objetivas debido a
que estas configuraciones no permanecen fijas. La derivada material de un campo
tensorial espacial no resulta objetiva (Lubliner, 1990). Con el objetivo de calcular
derivadas materiales en este trabajo se utilizara la derivada de Lie. La derivada de
Lie elimina el problema de la objetividad transportando el tensor de la configura-
cién espacial a la material, calculando en esta configuraciéon su derivada material y
transportando el resultado a la configuracién espacial. La derivada de Lee de un
tensor € se expresa como:

Lot=0 P (?t)} (A.68)
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QO th Qt

Ers Dy =1LE (Exy)  dij = Ly (e;)

EIJ:EjJ + E?J EKL - ﬁi{L + E]ID(L dij = dfj + dfj

Tabla A.2: Cinemditica del continuo elastopldstico. Variacién de los tensores de defor-
macion.

— .
donde ¢ y ¢ representan las operaciones de push forward y pull back detalladas
en el Apartado A.4. Utilizando el concepto de la derivada de Lie se obtienen las
siguientes relaciones

%ng —d (A.69)
Lb=0 (A.70)
Le=d (A.71)

En la Tabla A.2 se detallan las relaciones entre los tensores incremento de las
deformaciones.



288 APENDICE A. ELEMENTOS DE MECANICA DEL CONTINUO EN GRANDES DEFORMACIONES




Apéndice B

Termodinamica

B.1 Bases de la ecuacién constitutiva isétropa

La ecuacion constitutiva para un material se obtiene a partir de escribir la disipa-
cion local en un proceso elastoplastico isotérmico, considerando el primer y segundo
principio de la termodindmica.

El primer principio establece el balance de la energia, exigiendo la conservacion
de la energia total interna W del sistema. Este principio relaciona la potencia
introducida al sistema y la cantidad de calor ) existente en el mismo, con el cambio
de energfa interna global W que este experimenta(Malvern, 1969) (Lubliner, 1990)
(Oller, 1989).

El segundo principio establece que la generaciéon de entropia en un medio continuo
siempre es mayor o igual que la cantidad de calor que entra en el sistema por unidad
de tiempo y de temperatura.

B.2 Primer principio de la termodinamica

El primer principio de la termodindmica se expresa matematicamente en la forma
local euleriana como:

mw=T7:d+mr —div(q) (B.1)

donde m es la densidad en la configuracién actualizada, w es la variaciéon temporal
de la energia interna especifica en la configuracién actualizada, T es el tensor de
tensiones de Kirchhoff, d es la derivada material de la deformaciéon de Almansi, r es
la fuente interna de calor especifica, q es el flujo de calor por conduccién®.

1Solo resulta posible realizar una derivacién temporal en la configuracién material. Las deriva-
das temporales de variables expresadas en funcién de otras variables en la configuracién actualizada

289
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La forma local lagrangeana correspondiente a la ec.(B.1)se expresa como:

m’ Q=8 : E+m' — div(Jq) (B.2)

siendo m® la masa en la configuracion referencial, € es la variacién temporal energfa
interna especifica material en la configuracion referencial, S es el segundo tensor de
tensiones de Piola-Kirchhoff, E el tensor de deformaciones de Green-Lagrange, r es
la fuente interna de calor especifica, q es el flujo de calor por conduccién y Jes el
determinante del gradiente de deformaciones J = det |F|.

Se define ahora la densidad de energfa libre de Helmholtz ¢ en la configura-
cién actualizada y ¥ en la configuracion referencial, como la parte de la energia
aprovechable para realizar trabajo a temperatura constante:

de

(0 L - no (B.3)
L oY (B.4)
siendo n la entropia especifica y # una medida de la temperatura. La variacién

temporal de la energia libre de Helmholtz se obtiene considerando la ec.(B.3) y se
expresa como:

v = w—nl—nb (B.5)
U = Q—n0—nb (B.6)
Reemplazando la ec.(B.4) en la ec.(B.2) resulta la expresién del primer principio

de la termodindmica en funcién de la energfa libre de Helmholtz.

m? (\If + 7o + 77(9) =8 : E+m" — div(Jq) (B.7)

m’ U =8:E+mr— div(q) —m’ 0 —m° o (B.8)

La forma euleriana local del primer principio resulta de considerar la transfor-

macién 7 : d = 1S : E?, siendo d = L, (e) el gradiente de velocidades, m® = Jm
es la densidad en la configuracion referencial, J = det | F| = j—“% yq=Jgq.

se realizan teniendo en cuenta la derivada de Lee Ly (e)
?Para obtener la forma lagrangeana de la expresién T : d se debe considerar que T :

d=tr (7-d), pero d = (F_l)T - E - F7', por lo tanto T : d=tr [‘r- ((F‘l)T-E-F—l)} =

tr |F~'. . (F_l)T .E| con lo cual tr (r-d) =tr (%S . E) = %S - E
—_——

1,08
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mip=71:d+mr—div(qg)—mnd—mnb (B.9)

expresion local Euleriana del primer principio de la termodindmica en funcién de la
energia libre de Helmholtz.

B.3 Funcién de energia libre de Helmholtz

La energia libre de Helmholtz en la configuracién actualizada puede definirse como

V=1 (e%0,a) =w—nb (B.10)

donde la temperatura absoluta 6 y el tensor de deformaciones de Almansi e son
las variable libres del problema y a es un conjunto de variables de estado plésticas,
como, por ejemplo, la cohesién entre particulas, la variable de endurecimiento, el
angulo de rozamiento interno,etc. En la configuracién material la energfa libre puede
definirse como:

U=V (E%0a)=0—n0 (B.11)

donde la temperatura absoluta 6 y el tensor de deformaciones de Green - Lagrange
E° son las variables libres del problema en la configuracién referencial y a¢ es un
conjunto de variables de estado pldsticas.

B.4 Definicién de las variables libres del problema

En este trabajo se definen como variables libres del problema la temperatura 6 y la
cuota eldstica de la deformacién de Almansi e€, la cual a su vez se define como:

1 t
e=e—e'=(I-b)- / drdt (B.12)
0
donde eP es la deformacion plastica en la configuracién espacial, b es el tensor
izquierdo de Cauchy-Green y d? representa la variacién temporal de la deformacién
pléstica en la configuraciéon actualizada. En la configuracién referencial la cuota
eldstica de la deformacion de Green-Lagrange se define como:
1 b p
Ee:E—Epzé(C—I)—/Edt (B.13)
0
donde E? es la deformacién pléstica en la configuracién espacial y C' es el tensor
derecho de Cauchy-Green.
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B.4.1 Hipétesis de Elasticidad desacoplada.

Un caso particular de la funcién de energia libre lo constituye la hipétesis de elas-
ticidad desacoplada que considera que la energfa libre total de un sistema termodi-
namico resulta ser la suma de las cuotas elédsticas y plasticas de la energia total del
sistema, esto es:

b (e 0;a) = ¢° () + ¥P () (B.14)

U (E%0;a) = V¢ (E°) + VP (a) (B.15)

Las ecs. (B.14) y (B.15) constituyen la expresiéon matemadtica de la hipdtesis de
elasticidad desacoplada en las configuraciones espacial y material respectivamente.
Esta hipotesis se basa en la evidencia experimental de que los niveles de energia
necesarios para distorsionar la red cristalina, responsable de la deformacién eldstica,
son diferentes de los niveles de energia necesarios para el deslizamiento intercris-
talino. Dicha hipdtesis ha sido utilizada por diversos autores y constituye la base

de modelos computacionales propuestos, entre otros, por Garcia Garino & Oliver
(1991,1992) Lubliner (1990) Oller (1989) y Luccioni(1993) .

B.5 Segundo principio de la termodinamica

El segundo principio establece que para un proceso irreversible se debe cumplir que
el cambio en la produccion interna de entropia debe ser mayor o igual que el cambio
de entropta introducida (Malvern, 1969) (Oller, 1989), esto es:

d .
—3 > S (B.16)

siendo la entropia interna & = fv mndV y la entropia introducida ;, = fv HrdV +
$¢dn dS. Transformando en la desigualdad anterior (ec. B.16) las integrales de
superficie en integrales de volumen y combindndolas con la forma local euleriana

(ec.B.1) del primer principio de la termodindmica, se obtiene la disipacién local por
unidad de masa como(Oller, 1989):

- d 1
== i) — o+ (T—> — —q.V0 (B.17)
m m

Teniendo en cuenta la definicién de la energia libre de Helmholtz (ec.B.3) resulta
la expresién local Euleriana de la disipacion:

. . :d 1
E = —(9?7 — ¢ + (%) — —qVG (B18)

Om
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En forma andloga se obtiene la disipacién en la configuracién material como:

_ . . S:E 1
== —(977—\11—1—( "y ) — Hmoq.VH (B.19)

B.6 Expresién de la disipacion

La variacién temporal de la energia libre resulta de considerar la expresién de la
energfa libre de Helmholtz en la configuracién actualizada (ec.B.10)o referencial
(ec.B.11):

OV e OV, O
V= d+896+(9 (B.20)

- ov .. 0¥. 0V
UV=_"—F +—0+— B.21
0" 90" T e (B.21)
donde frepresenta la variacion temporal de temperatura y & la ley de evolucion
de las variables internas del problema plastico. Reemplazando la ec.(B.20) en la
ec.(B.18) resulta la expresién de la disipacién en funcién de la energia libre de
Helmholtz:

1
¢ +—¢0+—¢a)m+7:d—5q.V020 (B.22)

::_m”9_<a c“ T 0" "

Operando sobre la expresion de la disipacién en la configuracién actualizada, se
obtiene la siguiente expresion:

_ o . o oy, 1
== |r:d- 2= _ Cme—&— ~q.V > .
[ d aeed } m@[ae 77] max® " g4 6>0 (B.23)

Teniendo en cuenta la descomposicién aditiva del tensor velocidad de deforma-
cién d = d° + d”, la ec.(B.23) queda escrita como:

_ ) . . [ oy oy,
== |r— df — e “Ta——q. Vo> .
{ m } d m@{ae } da’ — m a Hq 0>0 (B.24)

En forma andloga, reemplazando la ec.(B.21) en la ec.(B.19) se obtiene la expre-
sién material de la disipacidn, esto es:
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677[} =€ aip P 877[} 1

E=1|S-m’ B —mP S:E — ~-q.V0>0 (B.25

{ maEe} [aa % " a5 (B.25)

Las ecs. (B.24) y (B.25) reciben el nombre de desigualdad de Clasius-Duhem en

la configuracién espacial y material respectivamente. Sobre estas desigualdades se
pueden realizar las siguientes consideraciones:

e Puesto que tanto d° como 0 representan variaciones temporales arbitrarias
de las variables libres del problema, para garantizar el cumplimiento de la
ec.(B.24) para un dado estado termodindmico, sus multiplicadores deben ser
idénticamente nulos. De aqui surge:

oY R
e’ 06 ( )
Estas expresiones pueden interpretarse como las relaciones constitutivas mas
generales en la configuracion actualizada compatibles con el segundo principio de la

termodindmica.

e Para problemas termo-mecédnicos desacoplados, se exige el cumplimiento en
forma independiente de las desigualdades:

= P _ o OV
{Hm T:d"—mz >0 (B.27)

= —%q.VQ >0

JUl

e En forma andloga en la ec.(B.25) E° y 0 representan variaciones temporales
arbitrarias de las variables libres del problema, y, con el objetivo de garanti-
zar el cumplimiento de la ec.(B.25) para un estado termodindmico dado, sus
multiplicadores deben ser nulos, surgiendo:

om0V oY
~JoE T T o8

e Para problemas termo-mecédnicos desacoplados, se exige el cumplimiento en
forma independiente de las desigualdades:

(B.28)

= P oaw-
{um—S E >0 (B.29)

=)= —1q.v6> 0



Apéndice C
Modelo de dano

C.1 Introduccién

La teorfa de mezclas de substancias bédsicas permite considerar el comportamiento
constitutivo de los distintos tipos de materiales que conforman el material compues-
to. En general estos modelos pueden ser eldsticos, viscoeldsticos, pldsticos, visco-
plésticos, de dano continuo, etc. La teorfa del Dano Continuo fue presentada por
primera vez por Kachanov (1958) en el contexto de problemas relacionados con la
fluencia, pero ha sido aceptada con posterioridad como una alternativa vilida para
simular el comportamiento de diversos materiales. Entre las diferentes posibilidades
que se presentan en la literatura ((Lemaitre y Chaboche, 1978), (Chaboche, 1988b),
(Chaboche, 1988a), (Simo y Ju, 1987a; Simo y Ju, 1987b)), en este trabajo se pre-
senta un modelo de dano con una variable interna escalar que permite caracterizar
el dano local.

El modelo de dano continuo se basa en dos estructuras de trabajo: la termo-
dindmica de procesos irreversibles y la de variables internas de estado(Chaboche,
1988b), (Lemaitre y Chaboche, 1978), (Simo y Ju, 1987a). El modelo puede ser
implementado en funcién de las deformaciones, lo que conduce a que la integracién
de la variable interna de dano que gobierna el problema resulte explicita (Simo y
Ju, 1987a), (Oliver et al., 1990). Estd caracteristica es muy deseable en modelos
constitutivos que se utilizan para simular el comportamiento de estructuras a gran
escala. Este tipo de modelo es muy popular debido a su simplicidad y versatilidad.
Permiten simular el comportamiento de materiales en los que se verifica una degra-
dacién en la rigidez del material una vez superada el umbral de dano del material.
Estos modelos, a diferencia de los modelos elastopldticos, se caracterizan por no
presentar deformaciones permanentes, y esto puede verse en el caso de una descarga
de un material cuyo estado tensional ha superado el umbral de dano.

La teorfa de mezclas de substancias basicas, debido a su capacidad gestionar
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distintos modelos constitutivos, permite simular el comportamiento de materiales
que presentan deformaciones permanentes y degradacion de rigidez en el caso de una
descarga de un material cuyo estado tensional ha superado el umbral de resistencia.
El modelo de dano que aqui se presenta se basa en el descrito en (Oliver et al., 1990).
Este modelo se basa en la hipétesis de pequenas deformaciones.

C.2 Modelos de dano is6tropo

En los dltimos anos los modelos constitutivos conocidos como de dano continuo han
sido ampliamente aceptados para simular el complejo comportamiento constituti-
vo de los materiales. (Chaboche, 1988b), (Chaboche, 1988a), (Simo y Ju, 1987a),
(Simo y Ju, 1987b). Este modelo se caracteriza por su simplicidad en la implemen-
tacion, versatilidad y consistencia, ya que estd basado en la teorfa termodindmica
de procesos irreversibles.

Kachanov (1958) ha introducido el concepto de tensiones efectivas con el objetivo
de simular la rotura por fenémenos de creep(Rabotnov, 1963), (Leckie y Hayhurst,
1974), (Rabotnov, 1963), fatiga (Salomén et al., 1999), interaccién creep-fatiga (Le-
maitre y Plumtree, 1979) y también se aplica para el caso de materiales frégiles
como por ej. hormigones(Lemaitre, 1984), roca(Resende, 1984), (Resende y Martin,
1984) y ductiles (Dragon, 1985), (Dragon y Chihab, 1985).

Fisicamente, el proceso de degradacion de las propiedades de un material es el
resultado de la presencia y crecimiento de pequenas fisuras y micro vacios presentes
en la estructura de cualquier material. Este proceso de crecimiento se puede simular,
en el contexto de la mecédnica de medios continuos, teniendo en cuenta la teorfa de
variables internas de estado, introduciendo una variable interna de dano represen-
tada por un vector o un tensor. Esta variable interna de dano caracteriza el dano
del material y transforma el tensor de tensiones al tensor de tensiones efectivas,

g =M"':0o (C.1)

donde M™'es un tensor de cuarto orden del modelo de dafio anisGtropo. Para el
caso del modelo de dano is6tropo, la degradacién del material es independiente de la
orientacién y depende solamente de una variable escalar d, con lo que M se reduce
a (1 —d) I, conlo que laec. (C.1) queda:
o
o= C.2

donde d es la variable interna de dano, o es el tensor de tensiones de Cauchy y & es
el tensor de tensiones efectivas. Esta variable interna es una medida de la pérdida
de rigidez del material y sus limites superior e inferior estd dado por
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Espacio Real Espacio Efectivo

Figura C.1: Representacién esquemadtica de la hipétesis de tension efectiva.

0<d<1 (C.3)

donde d = 1 significa un material completamente degradado y define la rotura local
completa(Lemaitre, 1985) y d = 0 representa un material no danado. El concep-
to de tensién efectiva se formulé por primera vez en conexién con la hipétesis de
equivalencia de deformaciones (Lemaitre y Chaboche, 1978)

” la deformacion asociada a un estado daniado bajo una tension aplicada o es
equivalente a la deformacion asociada con el estado danado sometido a una tension
efectiva & 7. FEn la Figura C.1 se observa una representacién esquemadtica de la
hipétesis de tensién efectiva.

C.3 Energia libre de Helmholtz y ecuacién cons-
titutiva

La energia libre de Helmholtz por unidad de volumen para el caso de un modelo de
dano estd dada por:

b= {e;d} = (1 —d)y{e} (C.4)

donde 1), es la energfa libre de Helmohtz eldstica inicial del material no danado.
En el caso de pequenas deformaciones es suficiente caracterizar a la energia libre a
través de una funcién cuadritica de las deformaciones dada por:

U {et = %5 :Cy:e (C.5)

donde C| es el tensor constitutivo eldstico del material. La desigualdad de Clasius-
Duhem para fenémenos termo-mecédnicos desacoplados se expresa como:
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[1]

_ 0N . _ W,
—<J—$>.s 8dd_0 (C.6)

Puesto que € representa una variacién arbitraria del tensor de deformaciones, el
cumplimiento de a inecuacién dada por (C.6)se debe cumplir (método de Coleman
(Malvern, 1969)):

- g—f 0 (.7)
0
S = <0 (C3)

De la anterior se obtiene el valor de la disipacién del modelo de degradacién:

(1]

= Yyd (C.9)

Teniendo en cuenta la ec. (C.7) se obtiene la ecuacién constitutiva

_ p{ed} Ovo{e} _ :
U_T_(l_d)T_(l_d)CO'g (C.10)

La ec. (C.10) es la ecuacién constitutiva del modelo de dano y presenta la
siguiente caracteristicas:

1. el modelo de degradacién es isétropo ya que las propiedades del material estdn
afectadas solo de un escalar

2. la integracion de la ecuacién constitutiva es explicita

3. la ec. (C.10) se puede interpretar como una descomposicién aditiva de las
tensiones eldsticas e ineldsticas (Lubliner, 1972)

c=(1-d)Cy:e=Cy:e—dCy:e€ (C.11)
o o

El modelo dado por la ec. (C.10) se encuentra definido si en cada instante del
proceso es posible evaluar la variable interna de dano d. Con el objetivo de evaluar
la variable de dano es necesario definir un criterio de dano que permita evaluar a
partir de que estado tensional se produce la degradacién del material y la ley de
evolucién de la variable interna del proceso.
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C.4 Criterio de dano

La criterio de dano distingue entre dos estados: uno eldstico que se encuentra en
el interior del dominio delimitado por el llamado criterio de dano y otro estado en
el cual se verifica el proceso de degradacién de las propiedades del material. La
condicién de fluencia depende fundamentalmente del tipo de material y se define
como:

F{rrf=7-r<0 (C.12)

donde 7 es una norma del tensor de deformaciones € o del tensor de tensiones
no danado (o9 = Dg:€) y r es el umbral de dano. La norma de 7 se conoce
también como deformacion equivalente y se utiliza para comparar diferentes estados
de deformacién. Esto permite definir los conceptos de carga, descarga y recarga.
Esta norma es una funcién escalar, debe ser positiva y para un estado indeformado
debe ser nula. El valor inicial del umbral de dafio 7° es una propiedad del material
y debe verificar que r > r°.

La ec. (C.12) representa una superficie limite en el espacio de las deformaciones
o de las tensiones no danadas. El dano en el material se verifica cuando el valor de
7 supera el valor de ¥ por primera vez. Una expresion equivalente a la dada por la
ec. (C.12) esta dada por:

Firrt=G{r}-G{r} <0 (C.13)

donde G {-} es una funcién escalar monoténica creciente.

C.5 Leyes de evolucion de las variables

En los problemas en los que interviene la teorfa de variables internas es necesario
definir la ley de evolucién de las mismas. En el problema de dano, la ley de evolucién
de la variable interna estd dada por:

i OF {7,r} B LdG {7}
—F o M
donde i es una funcién escalar no negativa conocida como pardametro de consistencia
y se utiliza para definir las condiciones de carga, descarga y recarga a través de las

condiciones de Kuhn-Tucker:

(C.14)

>0 5 F{r,r}<0 ; pF{r,r}=0 (C.15)

Las condiciones expresadas en la ec. (C.15) corresponden a problemas que poseen
restricciones unilaterales. Si el valor de F'{7,r} < 0 el criterio de dano no se verifica
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y por la condicién dada en la ec.(C.153) j1 = 0 y teniendo en cuenta la ec. (C.14)
d = 0y el material no presenta fenémenos de dano y se estd ante un proceso eldstico.
La ley de evolucién del umbral de dano se define como
"= (C.16)
En el caso de que f1 > 0, esto es un proceso de degradacién en el material, la
condicién C.153 establece que F' {7,7} = 0y el valor de ji se determina teniendo en
cuenta la condicién de consistencia y la definicién dada por la ec. (C.12):
Firr}=G{r}+—G {r}i=0 (C.17)
Teniendo en cuenta que F {7,7} =0 = G {7} = G {r} y la ley de evolucién del
umbral de danio dada por la ec. (C.16) se obtiene:
=T (C.18)
Reemplazando en la ec. (C.14) se tiene:
. dG{r}
d=——
dr
De aqui se obtiene que el umbral de dano r en el tiempo ¢ se obtiene como:

t=>d=G{r} =d=G{r} (C.19)

r' = max (r’, max %) 0<s<t (C.20)

C.6 Tensor constitutivo de dano tangente

El tensor constitutivo tangente de dano se obtiene considerando la variaciéon tem-
poral de la ecuacién constitutiva (ec. (C.10))

6=(1—-d)Cy:é—dCy:e (C.21)

Reemplazando en la ecuacién anterior la ley de evolucién de la variable interna
de dano d dada por ec. (C.14) se obtiene:

dG
6=(01-d)Co:é— d{T}+ (Co : €) (C.22)
T
Teniendo en cuenta que 7 = 7 {€}, la variacién temporal de 7 resulta:
or
r=—": C.23
T=o € (C.23)

Reemplazando en la ec. (C.22) se tiene:
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. . dG{r} [or
=(1—-d D€ — — : 24
6= ( )Co: & o (8:—: s) (Cy : ) (C.24)
De la ecuacién anterior se obtiene el tensor de dano tangente dado por:
dG {7} or
t __ - _ . _
C'=(1-4d)C, I (Co:e)® (a&_) (C.25)

C.7 Particularizacion del criterio de dano. Ablan-
damiento exponencial

La funcién escalar G {-} que define la evolucién del umbral de dano debe se mono-
ténica y con un valor comprendido entre 0 y 1. Después de estudios Oliver et. al
(1990) proponen

G{r} = 1- %eA(l_rLO) 0<r<r (C.26)
G{r} = 1- T;ef‘(l—fo) (C.27)

donde A es un pardametro que depende de la energia de fractura del material . El
valor de 79 se obtiene considerando el criterio de dano de la ec. (C.13) considerando
el primer umbral de degradacién, esto es r = r® = G {r°} = 0 y considerando las
condiciones de Kuhn-Tucker:

0
Fl{rr}y=1- %6’4(1_7%) =0 (C.28)

0

De aqui surge que 7° = 7 y una forma alternativa de expresar el criterio de dano

F{rr}=7-7"=0 (C.29)

De la ecuacién anterior se deduce que 79 = ¥

C.8 Particularizaciéon del criterio de dano. Ablan-
damiento lineal

Se propone una nueva funcién escalar G {-} que define la evolucién del umbral de
dano. Esta funcién debe ser monoténica y con un valor comprendido entre 0 y 1.
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G{r} = <r (C.30)

Gir} — 7_)) (C.31)

donde A es un pardametro que depende de la energia de fractura del material . El
valor de 7Y se obtiene considerando el criterio de dano de la ec. (C.13) considerando
el primer umbral de degradacién, esto es r = r® = G {r’} = 0 y considerando las
condiciones de Kuhn-Tucker:

F{r,r}= % =0 (C.32)

De aqui surge, al igual que en el caso anterior, que 7° = 7.

C.9 Particularizacién de la norma

C.9.1 Modelo de Simo y Ju

Simo y Ju (1987) proponen utilizar la norma energética del tensor de deformaciones,
esto es:

T = \/2¢0 {e} = \/EZ:C()ZE (C.33)

En este caso el tensor constitutivo tangente resulta teniendo en cuenta la ec.
(C.25), esto es:

dG{r}1
dr T

Ct=(1—d)Co— ( Cy: e> % (Co : €) (C.34)

Deduccién del valor del pardmetro A para el modelo de Simo y Ju

El pardmetro A se deduce teniendo en cuenta la expresién de la disipacion (ec. (C.9))
particularizada para un proceso uniaxial bajo carga monétona creciente. Teniendo
en cuenta la norma 7 propuesta por Simo y Ju (1987) se tiene:

T:\/QLDO{E}:\/ECOé‘:%jU?:T\/E (C.35)
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donde ¢? es el umbral de resistencia a traccién. Reemplazando esto en la expresién
de la energia libre de Helmhotz (ec. (C.5)) se tiene:

2
N/ol
1 1 (c9)? 1(7 C) 1
_ o._ L o _ _ _ 12
’QDO = §€C E = 50' E = 5 CO = 5 CO = 57’ (C36)
La disipacién total se obtiene integrado la expresion de la disipacién y teniendo

en cuenta la ec. (C.19)

75 - 7¢0d - 7% (r)? d(’;f}df (C.37)

Teniendo en cuenta la definicién de G {7} dada por la ec. (C.27) y aplicando el
concepto de integracion por partes se tiene:

[30racin = [Ferein]| - [mee

= é (1)’ G {T} : - / (7‘ - TOeA(l_TLO)) dr

_ ((72)2 G <T;>2> (3

La méxima energfa disipada g; es una caracteristica del material, por lo tanto
se tiene:

2 (1 1 1
(=) <§+Z):gf:>‘4:9f7

1
(707 2

(C.38)

Para el caso de una funcién G {7} lineal (ec. (C.27)), el extremo superior de la
ecuacion se obtiene teniendo en cuenta el valor méximo de la ec. (C.19), con lo que
se obtiene

G{T}:b@;w:_io (C.39)
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La disipacién total se obtiene como

/75 _ 7% (T)Q%y}df (C.40)
= (% (T)QG{T}> :07 - / (1114))61’7'
- 3orem)| - (F-)|)
1, (1 - T—:) N 1 (7 L, \[F
= 3 i e (__”> ’
—%% (C.41)

La méxima energfa disipada gy es una caracterfstica del material, por lo tanto
se tiene:

1(79)? B 119
3a  wEVmA=—

(C.42)

Considerando un comportamiento post pico exponencial(ec.(C.27)) o lineal (ec.
(C.31)) los tensores constitutivos tangentes para el modelo propuesto por Simo y Ju
(1987) se obtienen como:

Ct _ (1 . d) CO . eA(l_TLO)TO j_;AT (CO : 8) X (%Co : 8) (043)
¢ _ T e 1 e
¢ = (1= Co— 5 (Cv: )®<TCO. ) (C.44)

El tensor constitutivo tangente expresado en las ecs. (C.43) y (C.44) resulta
simétrico. La simetria de este tensor depende fundamentalmente de la norma 7.
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C.9.2 Modelo de Lemaitre y Mazars

Lemaitre y Mazars utilizan una norma basada en el tensor de deformaciones dada
por:

T=+e:e€ (C.45)

Esta norma conduce a un tensor constitutivo tangente no simétrico, que para el
caso de un comportamiento post pico exponencial(ec.(C.27)) o lineal (ec. (C.31)) se
obtienen como:

C' = (1—d)Co— eMu%)% (Co:e) @ Ga) (C.46)
to= 77—0 € 15
C' = (1= d)Cy i (Co )@(T) (C.47)

C.9.3 Modelo de dano propuesto

Es posible, también, utilizar como criterio de dano los criterios de fluencia utilizados
frecuentemente en plasticidad: Von Mises, Mohr-Coulomb, Tresca, Drucker-Prager.

Criterio de fluencia de Von Mises

Este criterio fue formulado por Von Mises en 1913 y depende sélo de un parametro,
la maxima resistencia de corte octaédrica. Incluye en su formulacién solo al segundo
invariante del tensor desviador de las tensiones J; y es independiente del primer
invariante del tensor de tensiones I; y del tercer invariante del desviador de tensiones
J3. Para este caso el criterio de dano expresado en la ec. (C.12) en funcién de las
tensiones principales se expresa como:

F{r,r}=17—r= [(01 — 02)2 + (o9 — 0'3)2 + (o3 — 01)2} —r=0 (C.48)

| =

donde o1, 09 y 03 son las tensiones principales no danadas. Otra forma de expresar
la funcién matemadtica que describe este criterio de dano se obtiene de expresar la
ec. (C.48)

VI —r=0 (C.49)
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Criterio de Mohr-Coulomb

Este criterio, formulado por Coulomb en 1773 y desarrollado en profundidad por
mohr en 1882, depende de dos pardmetros del material: la cohesién interna entre las
particulas del sélido ¢ y el rozamiento interno entre ellas, dado por el dngulo ¢. Este
criterio depende del segundo y tercer invariante del tensor desviador de tensiones J,
y J3 y del primer invariante del tensor de tensiones I;. Esto se debe a que al ser un
criterio basado en el concepto de rozamiento entre particulas, la fuerza desarrollada
entre las mismas crece con el aumento de la presiéon en la masa del sélido. La
expresion de este criterio en tensiones principales se expresa como:

F{r,r}=17—r= [(%)—l—(%) sin¢—ccosq§} —-r=0 (C.50)

donde oy y o3 son las tensiones principales mayor y menor respectivamente, c es la
cohesion interna entre particulas del sélido y ¢ es el angulo de rozamiento interno
entre particulas del sélido.

Este criterio también puede expresarse en funcién del primer invariante del tensor
de tensiones I;, del segundo invariante del tensor desviador de la tensiones Jo y
del angulo € que depende del segundo y tercer invariantes del tensor desviador de
tensiones:

sin ¢ sin

F{T,T}:T—T:{%Singﬁ—‘r\/J_Q(COSH— 7

) —eose] =r =0 (Ca1)

Criterio de Drucker-Prager

Este criterio, formulado por Drucker y Prager en 1952, es considerado como una
aproximacién alisada del criterio de Mohr-Coulomb. La formulacién matematica de
este criterio surge como una simple modificacién del criterio de Von Mises, donde se
incluye el efecto de la presién hidrostatica influenciada por una funcién del angulo
de rozamiento interno & {¢}. Este criterio también depende del segundo invariante
del tensor desviador de tensiones Jo, de la cohesion interna entre las particulas ¢, del
rozamiento interno entre ellas ¢ y es independiente del tercer invariante del tensor
desviador de tensiones J;. Su expresiéon matemadtica en funcién de los invariantes
estd dada por:

F{rry=r—r=al;+\/J,—r=0 (C.52)

En el caso particular de que & = 0 se transforma en la teoria de Von Mises.
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Deduccién del valor del pardametro A

El pardmetro A se deduce teniendo en cuenta un proceso uniaxial bajo carga mo-
nétona creciente. En este caso para el caso de un estado uniaxial de tensiones se
tiene:

T =0 (C.53)

donde 09 es el umbral de resistencia a traccién. La expresién de la energia libre de
Helmhotz (ec. (C.5)) se obtiene como:

1y 1 109 1(r)?
Yo=5ee =50 e =55 =~ 3¢o

La disipacién total se obtiene integrado la expresion de la disipacién y teniendo

en cuenta la ec. (C.19)
dG
/ “_/ Yol = / 2 02) diT} dr (€.55)

Teniendo en cuenta la definicién de G {7} dada por la ec. (C.27) y aplicando el
concepto de integraciéon por partes se tiene:

/

(C.54)

(7) B EYC PPN G
C—dG{T} - 2COG{} - [ @etnar

N | —

= 107 G{T} —ji (T—TOeA(lffLO)) dr

2 CO . 0
1 e 1 21 .
= o (P ) - (% + 5 ()70

Lo L (0@ @1
- E(T)_@< > 2 A )Z o <§+Z>

La méxima energfa disipada gy es una caracteristica del material, por lo tanto
se tiene:

(9% /1 1
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Para el caso de una funcién G {7} lineal (ec. (C.27)), el extremo superior de la
ecuacion se obtiene teniendo en cuenta el valor mdximo de la ec. (C.19), con lo que
se obtiene

G{T}zlz%iT:—g (C.57)

La disipacién total se obtiene como

g 1 —— - d C.58
/To == |3 g (C.58)

2C% (1+A .
1(r9 1 (79)?
54200 3 Ut A) g
1 (70 2
L 5

La méxima energfa disipada gy es una caracterfstica del material, por lo tanto
se tiene:

1 (%) 1 (79
- —qr = A=_—_Z=
3aco 9 == 2 4,00

En este caso el tensor constitutivo tangente se obtiene teniendo en cuenta que

(C.60)

or Ot 9o’ o 0T

de 900 de 9o

Con lo que se obtiene el tensor constitutivo tangente considerando un compor-
tamiento post pico exponencial(ec.(C.27)) o lineal (ec. (C.31))

(C.61)
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Cl = (1—d)Cy— (eA(lfo)TO +A7> (Co:e) @ (CO : ﬁ) (C.62)

T2 " 0o

T

C' = (1-d)Cy— (ﬁ) (Co:e)® (CO : %) (C.63)

Esta norma conduce, también, a un tensor constitutivo tangente no simétrico.
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Apéndice D

Calculo del mdédulo elastico de un
material compuesto

D.1 Introduccién

El objetivo de este apéndice es obtener una expresién para el moédulo eldstico de
un material compuesto con fibras en la direccién transversal y considerando a las
mismas solo con rigidez axial. El objetivo es mostrar la influencia en el médulo
eldstico del compuesto de la contraccién de la matriz en la direccién perpendicular,
coincidente con la direccién de las fibras, al esfuerzo aplicado.

D.2 Ecuacion de equilibrio

Para determinar el mdédulo eldstico del material compuesto se considerara una barra
constituida por un material compuesto de dos fases: matriz y fibra sometido a una
deformacién impuesta en la direccién del eje x. (ver Figura D.1). La deduccién
analitica del médulo eldstico del material compuesto se realiza bajo las hipétesis
siguientes: teoria de mezclas de sustancias bésicas, pequenas deformaciones, matriz
isétropa y de que las fibras se comportan como un material uniaxial.

D.2.1 Condicién de compatibilidad en la direccion y

La condiciéon de compatibilidad de la teorfa de mezclas de sustancias béasicas esta-
blece que en la direccién y (ver Figura D.1) las deformaciones del conjunto y de
cada uno de las fases del material compuesto son iguales. Las deformaciones en la
fibra y en la matriz estdn dadas por:

311
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___Fibras
-

4---F--- Matriz

Figura D.1: Material compuesto sometido a traccién en la direccién x.

1

Emz — E—m((fmx—l/m()'my) (Dl)
1

Emy = E_(amy_ymamx) (D2)
g

ef = E—; (D.3)

donde €,,,; ¥ £my son las deformaciones en la direccién x e y de la matriz respectiva-
mente, € es la deformacién longitudinal de la fibra, £, y Eylos médulos de Young
de matriz y fibra respectivamente, 0,,; y 0y son los estados tensionales de la matriz
en la direccién x e y respectivamente, o es el estado tensional de la fibra y v,, es
el coeficiente de Poisson de la matriz.

La condicién de compatibilidad de la teoria de mezclas establece que las defor-
maciones dadas por las ecs. (D.2) y (D.3) son iguales de donde se obtiene:

1
Emx = E— (amx - I/mo-my) (D4)
gf 1
B~ B, O Vmoma) (D.5)

D.2.2 Condicién de equilibrio en la direccién y

La condicién de equilibrio establece que la tensién del material compuesto en la
direccion y es nula. Teniendo en cuenta la teorfa de mezclas, se tiene:
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K
oy =0=kfor+knom =05 = — %, Omy (D.6)
f
Reemplazando la ec. (D.6) en la ec. (D.5) se tiene:
Emgmz = (Umm - Vmo-my) (D7)

Em Frm
kafU ! (U v me ) [ VOma & Tmy ( " kafy>ij )

Teniendo en cuenta la ec. (D.4) y (D.5) y para un estado de deformaciones &,
dado, se obtiene un sistema de dos ecuaciones:

Emgmac 1 —Vm ‘| { Ome ‘|
_ . D.9
{ 0 ] { —Vm 1+ Emkkafy Omy (D-9)

La solucion esté dada por:

_ ]CfEfy—i-Emkm E e
Oma | _ —ky By —Emkm v kg Epy MM (D.10)
Tmy —Tm e ey EmEma

—kibpy—bmkmtvn kb,

D.2.3 Ecuacidon constitutiva de la matriz

La matriz se considera como un material isétropo y bajo la hipétesis de tensién
plana y su ecuacion constitutiva estda dada por la ley de Hooke generalizada:

045 = Uijki€kl (D-ll)

donde C' es el tensor constitutivo cuya expresién matricial para el caso de tension
plana estd dada por:

J. Vi Em 0
lf(I/ETn)Q 1— I/m)2
e R - (D.12)
Em
0 0 2(14vm)

Las tensiones resultan entonces:

FEn . VmEm2

O-my 1_(Vm)2 1—(Vm)2 8TI’Ly

La tension en la direccién y en la matriz resulta entonces:
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VinEm n E,,
= Ema
1_(’/m)2 1= (Vi)

Teniendo en cuenta la ec. (D.10) la deformacién en la direccién y esté dada por:

Omy

5 Emy (D.14)

VUm VmEm Em
- b By e =~ e + —— e (D115
Tk By = Bk 1 02k Epy Py EmEme = 7 Eme + 7 g emy (D15)

K,
€
e —k’fEfy — Emk’m + V%nk’fEfy
Teniendo en cuenta que la fibra tiene un comportamiento mecénico axial y con-

siderando que la tensién en la direcciéon x del material compuesto es 0, = k.0,
el médulo eldstico del material compuesto estd dado por:

(D.16)

Emy = VmEm

kiEpy + Enky,

7 ki By + Byl — 2k Epy ™ (D-17)
B
kiEp + Bk
E, = kpEn, 150y + (D.18)

kiEry + Emkm — vikiEpy

donde E, es el médulo elastico del material compuesto en la direccion x. La ec.
(D.18) muestra que para el caso de considerar la fibra con comportamiento uniaxial
solamente el mdédulo eldstico del material compuesto es funcién del coeficiente de
participacién volumétrica de la matriz y de su mdédulo eldstico afectados por un
pardmetro que tiene en cuenta la influencia del fenémeno de contraccion de la misma
en la direccién longitudinal de las fibras. La Figura 7.4 muestra la evolucion del
modulo eldstico del material compuesto en funcién de la participaciéon volumétrica
de las fibras en el mismo. Se observa, ademds, que los valores dados por la expresion
analitica anterior coinciden con los resultados obtenidos con la prediccién numérica
obtenida utilizando el modelo propuesto en esta monografia.
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