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Resumen

En esta tesis se estudia la dindmica de no equilibrio de sistemas cudnticos aislados de muchos
cuerpos. El protocolo de no equilibrio estudiado es el de un quench cuéntico, es decir,
una perturbacién abrupta al sistema que se produce al variar instantdneamente uno de
los pardmetros del Hamiltoniano. Estamos particularmente interesados en las escalas de
tiempo y en los mecanismos de relajaciéon de los sistemas cudnticos aislados. Para atacar
este problema utilizamos una variedad de técnicas analiticas para indagar diversos modelos.
En el Capitulo 2 utilizamos la bosonizacién en una dimensién para estudiar la relajacién
por dephasing (el mecanismo que domina a tiempos cortos) en un sistema de fermiones
unidimensionales con interacciones de corto y largo alcance. En el Capitulo 3 investigamos
la formacién de estados metaestables de tiempos cortos (estados pretermalizados) como
fruto de la evolucién por dephasing en un sistema de fermiones en dos dimensiones usando
bosonizacién multidimensional. En el Capitulo 4 deducimos ecuaciones de movimiento para
funciones de correlacién de pocos puntos en sistemas débilmente interactuantes utilizando
el formalismo del operador proyeccién. En el Capitulo 5 utilizamos estas ecuaciones para
analizar la dindmica de tiempos largos de un sistema unidimensional de fermiones cerca
del punto integrable XX 7. En este Capitulo también estudiamos la dindmica de un sistema
unidimensional de bosones usando la aproximacién truncada de Wigner (TWA por sus siglas
en inglés), una aproximacion vdlida en el limite semicldsico. Los hallazgos de nuestro trabajo
pueden enunciarse de manera suscinta: cuando los canales de relajacién del sistema son
escasos y para energias lo suficientemente bajas emergen estados metaestables entre el estado
inicial y el estado final de la evolucién. Estos pueden tener vidas medias muy grandes y
obturar completamente la observacién del equilibrio térmico en simulaciones numéricas
o en experimentos. Los estados metaestables surgen como resultado del dephasing entre
ciertos modos cuasilibres del sistema. Ademads, tales estados estacionarios admiten una
descripcidn estadistica en términos de un ensamble de Gibbs generalizado que toma en
cuenta todas las cantidades conservadas del modelo efectivo de tiempos cortos. A tiempos
mayores las colisiones ineldsticas llevan al equilibrio térmico final. En el Capitulo 6 se detallan
las conclusiones de nuestro trabajo y diversas perspectivas abiertas.
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Introduccion

Nuestra experiencia cotidiana estd conformada, en gran medida, por fenémenos fuera de
equilibrio. El mismisimo concepto de la vida estd relacionado intrinsecamente con el de es-
tructura disipativa, es decir, un sistema abierto que opera fuera del equilibrio termodindmico
y que presenta alguna especie de estado estacionario con un alto grado de ordenamiento de
los componentes [116]. El no equilibrio esta ligado a la diversidad, mientras que el equili-
brio a la uniformidad. De hecho, son innumerables las maneras de sacar a un sistema fuera
de equilibrio, pero, dados los valores de las cantidades conservadas globales de un sistema
(como la energia y el nimero de particulas), hay s6lo un estado compatible con el equilibrio
termodindmico.

Existe un hecho que es tan fascinante como la diversidad del no equilibrio y es la expectacion
de que un sistema, luego de haber sido perturbado (mucho o poco) fuera de equilibrio, debe
llegar, al cabo de una evolucién auténoma (aislado del entorno) a un estado compatible con el
equilibrio térmico. De hecho, muchas definiciones operativas de equilibrio térmico se basan
en esta conjetura, como por ejemplo, la presentada en el libro de Ruelle [128]:

«Los estados de equilibrio pueden definirse operativamente. El estado de un
sistema aislado tiende a un estado de equilibrio cuando el tiempo tiende a +oo».

La variedad del no equilibrio debe colapsar en la uniformidad del equilibrio entonces. ;C6mo
es esto posible? ;Hay alguna clase de universalidad en ese proceso o es necesario analizar
caso por caso? ;Cudles son los mecanismos que gobiernan su dindmica? Estas preguntas
han motivado el trabajo de muchos fisicos por generaciones, entre los cuales el mds notable
es, quizds, Ludwig Boltzmann. Ademads, estos interrogantes, irresueltos muchos de ellos,
custionan las bases mismas de la Mecdanica Estadistica, la cual brinda una potente descripcion
de los sistemas en equilibrio pero no explica como emerge este estado a partir de una situacion
genérica [128].

En esta tesis buscamos hacer una contribucion a esta area de la fisica. Para ello nos centra-
remos en la dindmica de no equilibrio de sistemas aislados en regimenes en que los efectos
cuanticos no pueden despreciarse.

Sefialemos que para sacar a un sistema aislado del equilibrio debemos romper su aislacién
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con el entorno. Razonemos asi: el sistema fue preparado en un cierto estado inicial a través
de un proceso que ignoramos. Supongamos que se encuentra en equilibrio (por ejemplo,
en un estado estacionario de un cierto Hamiltoniano). Si dejamos al sistema aislado en su
estado de equilibrio, éste permanecerd en ese estado por toda la eternidad. Para sacarlo
de equilibrio debemos ejercer trabajo sobre él, debemos inyectarle una cierta cantidad de
energia. Aqui es donde entra el protocolo de no equilibrio, el cual puede incluir cualquier tipo
de accidn ejercida sobre el sistema para sacarlo de su letargo inicial. Nos concentraremos en
protocolos de no equilibrio que puedan modelarse a través de una dependencia temporal
en los parametros del Hamiltoniano del sistema. En especial, consideraremos el caso en
que el Hamiltoniano cambia abruptamente en un cierto instante de tiempo. Esto definie un
Hamiltoniano inicial, que nos posibilita preparar al sistema en un cierto estado estacionario
inicial, y un Hamiltoniano de evolucién. Para observar equilibracion la etapa en la que el
Hamiltoniano varia con el tiempo, el cambio abrupto, debe tener una extensién temporal
finita y pequefia. Es decir, en algiin momento debemos dejar de bombear energia en el sistema
y dejarlo evolucionar por su cuenta. Este escenario fue bautizado como «quench cudntico» en
la literatura y es el protocolo de no equilibrio més simple que podamos imaginar.

A pesar de ser un problema histdrico, el estudio de la dindmica de no equilibrio de sistema
cudnticos aislados ha vuelto a ganar atencién debido al desarrollo de tecnologias que permiten
recrear en el laboratorio esta situaciéon de no equilibrio, en la cual el sistema bajo estudio
permanece aislado del entorno por periodos de tiempo prolongados permitiendo observar su
evolucién y relajacién. Esto se logra manipulando agregados de 4&tomos (cuyo nimero puede
variar desde unos pocos hasta una cantidad macroscopica) a una temperatura del orden del
nK para la cual los efectos cudnticos son importantes [11]. Su contenedor est4 constituido
por el campo electromagnético estacionario generado por un cierto arreglo de lasers o imanes.
Ademas, estos lasers pueden crear una red 6ptica, introduciendo un potencial periédico
para el movimiento atémico. La capacidad de variar la geometria de este arreglo utilizando
herramientas 6pticas de precisién, en conjuncién con el hecho de que los &tomos (por més
que sean neutros eléctricamente) interactiian con ese campo, permite escencialmente disefiar
el Hamiltoniano del sistema a medida, y lo que es muy importante para el problema que
pretendemos estudiar, modificarlo en tiempo real, algo que era practicamente imposible en
los sistemas tradicionales de materia condensada. El experimento de Kinoshitaer al. [76], en
el cual se observé que un gas unidimensional de bosones preparado en una condicién inicial
de no equilibrio no alcanzaba el equilirbio térmico (ni ningtn tipo de estado estacionario) en
las escalas de tiempo experimentales, despert6é un gran interés en la comunidad y reavivo la
tematica en cuestion.

En general, se espera que un sistema en el limite termodindmico alcance el estado de equi-
librio térmico luego de un quench. Es decir, que alcance un estado que pueda describirse,
bajo ciertas condiciones (volveremos sobre esto con todo detalle en el desarrollo de la tesis),
por una matriz densidad que represente alguno de los ensambles canénicos de la Mecanica
Estadistica. Por ejemplo, si p(f) es la matriz densidad del sistema en el instante de tiempo
t, esperamos que p(t — oo) < e P, en donde B, la inversa de la temperatura, queda fijada
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por la energia del sistema (la cual se conserva luego del quench debido a la evolucién unita-
ria). Sin embargo, para sistemas integrables, aquellos que poseen un ntimero extensivo de
cantidades conservadas, debemos revisar tal expectacién. De hecho, en el aporte seminal
de la Ref. [124] fue propuesto que un sistema integrable debe relajar luego de un quench a
un estado compatible con una matriz densidad que tenga en cuenta todas las cantidades
conservadas del modelo, y no s6lo la energia o el nimero de particulas. En simbolos, si I, son
las cantidades conservadas del sistema, se espera que éste relaje a un estado que quede bien
descripto por una matriz densidad p(f — c0) x e~ 2a4ela en donde A, son multiplicadores
de Lagrange que quedan fijados por el valor de expectacién de las cantidades conservadas en
el estado inicial (mds sobre esto en el capitulo 1). Tales ensambles son llamados ensambles
de Gibbs generalizados (GGE). La validez del GGE ha sido demostrada para una variedad de
sistemas integrables [17, 3, 18, 30, 67, 44, 108, 98]. En cuanto a la transicién integrabilidad-no
integrabilidad, hay resultados recientes que apuntan al hecho de que una ruptura infinite-
simal de la integrabilidad es suficiente para asegurar, en el limite termodindmico, que las
caracteristicas del estado asintotico del sistema sean térmicas [122].

Respecto a la dindmica, existen varios canales de relajacion que posibilitan alcanzar el equili-
brio térmico. A tiempos cortos domina el llamado dephasing o desfasaje (el que estudiaremos
en detalle en el Capitulo 2), un mecanismo genérico que no depende de los detalles de las
interacciones entre las particulas del sistema [8, 57]. De hecho, este mecanismo esta presente
también para sistemas sin interacciones, en cuyo caso es el inico posible y es andlogo a la ex-
pansion balistica incial en fluidos clasicos. El dephasing no es suficiente para llevar al sistema
al equilibrio térmico, es decir, para borrar completamente los detalles sobre las condiciones
iniciales. Para ello es necesario que existan otros canales de relajacién, tales como colisiones
entre las particulas (como las que son modeladas mediante una ecuacién de Boltzmann). Sin
embargo, hay casos en los que estos canales de relajacién estdn altamente suprimidos, por
ejemplo, en las cercanias de un punto integrable en sistemas unidimensionales (este seré el
tema del Capitulo 5). En tales casos el sistema indefectiblemente quedara atrapado en estados
metaestables no térmicos que s6lo han perdido parte de la memoria de los detalles de las
condiciones iniciales gracias al dephasing. En otras palabras, existird una clara separacién
entre las escalas de tiempo en las que domina el dephasing y los demds canales de relajacion.
La probabilidad de ocurrencia de eventos de relajacién diferentes del dephasing (como co-
lisiones con transferencia no nula de momento) representard, entonces, una medida de la
vida media de tales estados metaestables. Tales estados que surgen a tiempos cortos como
resultado de la dindmica de dephasing son designados como «estados pretermalizados» en la
literatura [95, 40, 78]. Haciendo un poco de etimologia podemos sefialar que el concepto de
la pretermalizacion surgio en el contexto de la dindmica de no equilibrio de modelos de la
fisica de altas energias, los cuales son ttiles para describir las primeras etapas de evolucion del
universo primigenio y las colisiones entre iones pesados en experimentos de aceleradores tales
como el RHIC [6]. En tales sistemas se descubri6 que ciertas cantidades pueden alcanzar su
valor térmico en etapas tempranas de la evolucion luego de un quench como fruto tinicamente
del dephasing. Es decir, el dephasing es suficiente para borrar totalmente los detalles de la
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condicién inicial al nivel de ciertos observables, entre los cuales el ejemplo més prominente
es la energia cinética del sistema [8]. Se dice que tales cantidades pretermalizan. En el marco
del estudio de la dindmica de no equilibrio de sistemas més propios de materia condensada
(un liquido de Fermi, ejemplo sobre el que discutiremos extensivamente en el Capitulo 3) [95]
se encontré el mismo fenémeno, pero con la novedad de que éste estaba asociado con la
emergencia de tales estados metaestables que pasaron a llamarse, por extension, estados
pretermalizados.

Se ha visto que en sistemas débilmente no integrables tales estados metaestables pueden

describirse en términos de un GGE, es decir, utilizando una matriz densidad que contenga la

informacién acerca de ciertas cantidades conservadas efectivas del modelo en cuestion [ 78].
La estrecha relacion que liga el dephasing, el GGE y la pretermalizacién es uno de los puntos
neurdlgicos de esta tesis, al que estdn dedicados los Capitulos 2 y 3. Basicamente, pudimos

corroborar que en los sistemas estudiados la dindmica de dephasing a tiempos cortos puede

capturarse a través de un modelo efectivo integrable, por més que el sistema sea no integrable.
El GGE que describe el estado pretermalizado estd entonces naturalmente relacionado con tal

modelo efectivo. En capitulos siguientes también argumentaremos a favor de la generalidad

de esta conclusion.

El otro punto principal de esta tesis es determinar las escalas de tiempo de la relajacién de

un sistema aislado. En particular, hemos investigado cudles son las variables relevantes que

determinan la vida media de los estados pretermalizados y para qué regiones de pardmetros
éstos estdn ausentes (relajacion en un solo paso). El resultado de tal investigacién esta presen-
tado en el Capitulo 5. Nuestros resultados revelan que en regiones de pardmetros en las cuales

los canales de relajacion se encuentran restringidos (en las cercanias de un punto integrable

en sistemas unidimensionales por ejemplo) y cuando el quench es lo suficientemente débil (la

energia del estado inicial es cercana a la energia del estado fundamental del Hamiltoniano que

gobierna la evolucién) tales estados metaestables pueden tener una vida media muy grande,
lo cual puede hacer practicamente imposible la observacion del estado de equilibrio térmico
en los experimentos.

Desde el punto de vista técnico, la dindmica de no equilibrio de un sistema cuédntico aislado
de muchos cuerpos plantea un desafio tremendo. Por ejemplo, los métodos numéricos
estandar estdn confinados a tiempos cortos y sistemas grandes o a sistemas pequefios y
tiempos arbitrarios, como por ejemplo el método del grupo de renormalizacién de la matriz
densidad dependiente del tiempo (t-DMRG por sus siglas en inglés) o diagonalizacién exacta,
respectivamente. Los métodos analiticos usuales (tales como el formalismo de Keldysh)
también poseen muchas limitaciones. En esta tesis hemos usado una variedad de técnicas
no convencionales para atacar el problema del no equilibrio. Para obtener los resultados
presentados en los primeros capitulos de esta tesis, utilizamos la técnica de la bosonizacidn,
tanto en D = 1 como en dimensién superior. Esta técnica es uno de los pilares para atacar
sistemas unidimensionales en equilibrio [51], aunque también ha sido extendida para poder
describir sistemas en dimensién superior [65]. En el transcurso de las investigaciones que
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son reportadas en esta tesis extendimos su validez mads alld de los limites del equilibrio, de
manera de poder capturar la dindmica de tiempos cortos luego de un quench débil. Para
acceder a escalas de tiempos mayores fue necesario explorar otras técnicas. El Capitulo 4 esta
especialmente consagrado a presentar los resultados de esta exploracién. En él se deduce
un sistema de ecuaciones de evolucion para funciones de correlacién de pocos puntos que
describen la dindmica de sistemas débilmente interactuantes luego de un quench. Estas
ecuaciones fueron deducidas utilizando el formalismo del operador proyeccién [54, 12, 126],
una técnica muy conocida en el campo de la fisica estadistica de no equilibrio.

Hemos organizado la exposicion de la siguiente manera: en el Capitulo 1, para poner el
trabajo en contexto, presentamos algunas generalidades sobre la termalizacién cudntica y
comentamos los experimentos mas relevantes en este campo. Las contribuciones originales
de la tesis se desarrollan a partir del Capitulo 2, en el cual analizamos en detalle uno de los
mecanismos mds importantes de relajacién en sistemas cudnticos aislados, el dephasing entre
modos cuasilibres, el cual domina a tiempos cortos. En el Capitulo 3 abordamos el tema de la
emergencia de estados metaestables no térmicos que se interponen entre el estado inicial y el
estado asint6tico del sistema, los cuales surgen como resultado de la dindmica de dephasing
(estados pretermalizados). En el Capitulo 4 presentamos la técnica del operador proyeccién la
cual nos servira luego para deducir ecuaciones que gobiernan la dindmica de las funciones de
correlacién de pocos puntos con las que podremos acceder a la dindmica de tiempos largos.
En el Capitulo 5 analizamos en dos sistemas unidimensionales las variables mds relevantes
que determinan la vida media de los mencionados estados pretermalizados, y por lo tanto,
modifican las escalas de tiempos para la termalizacién. En uno de los casos utiliszamos las
ecuaciones de movimiento deducidas en el capitulo precedente y en el otro la aproximacion
truncada de Wigner, una técnica semicldsica. En este capitulo, ademas, describimos paralelos
fenomenolégicos entre la fisica de la pretermalizacion en sistemas cudnticos aislados y la de
los sistemas vidriosos.

El contenido original de esta tesis doctoral esta publicado (o aceptado/enviado para publicar)
en los siguientes articulos:

= “Quantum Quench Dynamics of the Coulomb Luttinger Model”. Emilio Nicolas Nessiy
Anibal Iucci. Phys. Rev. B 87, 085137 (2013).

» “Quantum Quench and Prethermalization Dynamics in A Two-Dimensional Fermi Gas
with Long-range Interactions ”. Emilio Nicolas Nessi, Anibal Iucci y Miguel Cazalilla.
Phys. Rev. Lett. 113, 210402 (2014).

» “Equations of Motion for the Out-of-Equilibrium Dynamics of Isolated Quantum Sys-
tems from the Projection Operator Technique”. Emilio Nicolas Nessi y Anibal Iucci.
Jour. Phys.: Conf. Ser. 568, 012013 (2014). Proceedings of 27th Conference on Low
Temperature Physics.

» “Prethermalization and glassiness in the bosonic Hubbard model”. Ignacio Salazar

5



Indice general

Landea y Emilio Nicolas Nessi. Phys. Rev. A. 91, 063601 (2015).

= “Glass-like behavior in a system of one dimensional fermions after a quantum quench”.
Emilio Nicolas Nessi y Anibal Iucci. Preprint: arXiv: 1503.02507 (2015, enviado a Physical
Review B).



1] Termalizacion y dinamica en sistemas
cuanticos aislados

1.1. Quenches cudnticos

El problema general que nos estamos planteando es la evolucién fuera de equilibrio de un
sistema cudntico aislado. De todos los protocolos de no equilibrio imaginables, a lo largo de
esta tesis consideraremos el de una perturbacién abrupta, un quench cuéntico. Para realizar
un quench cudntico necesitamos dos ingredientes, un estado inicial con matriz densidad
p(t =0) y un Hamiltoniano de evoluciéon H. La condicién de no equilibrio es [H , p(O)] #0.
Nos interesa indagar sobre el estado del sistema a tiempos finitos. En la representaciéon
de Schrodinger es la matriz densidad que evoluciona segiin la ecuacién de Liouville-Von
Neumann (h=1):

l.dp(t) _

ar [H,p(1)], (1.1)

lo que implica que p(t) = e *#p(0)e’H*. En este tipo de protocolos de no equilibrio se
inyecta una cantidad extensiva de energia en el sistema. De hecho, supongamos que el estado
inicial del sistema es el estado fundamental |¥y) (p(0) = [Wo){(¥ol|) de un cierto Hamiltoniano
Hy. En el contexto de los experimentos realizados con atomos frios, Hy corresponderia a
una cierta configuracién de los lasers que conforman la red 6ptica. Preparar el estado |¥g)

corresponderia a enfriar adiabaticamente (idealmente hasta el cero absoluto) la muestra de

materia en presencia de la configuracién de lasers que determinan Hy. Una vez que hemos
enfriado la muestra podemos desconectar todo contacto con el exterior. Si realmente hemos
preparado el estado |'¥() no habra evolucion en los observables en tiempos subsiguientes
dado que el estado del sistema serd un estado estacionario del Hamiltoniano Hy determinado
por la configuracion de lasers. Para realizar el quench debemos modificar abruptamente
(en comparacién con las escalas de tiempo propias de la muestra de materia que estemos
considerando) la configuracién de los ldsers para que pasen a simular el Hamiltoniano H.
Para ello debemos ejercer un cierto trabajo sobre el sistema, es decir, debemos romper, por un
instante, la aislacién perfecta. Una vez que la configuracién de lasers de H esté fija dejamos
evolucionar el sistema. Entonces, como se dijo, para realizar el quench cuédntico fue necesario
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ejercer un trabajo extensivo (dado que modificamos la configuracién de lasers en toda la
extension del sistema).

Dentro de los quenches cudnticos, el escenario que mas hemos estudiado es el de un quench
de interaccioén, es decir, la situacién en la que el estado inicial es un estado estacionario
(autoestado o estado térmico por ejemplo) de un Hamiltoniano no interactuante, mientras que
el Hamiltoniano de evolucion involucra interacciones entre los componentes. Este escenario
puede realizarse en experimentos con 4tomos frios por medio de las llamadas resonancias
de Feschbach [11] o manipulando la profundidad de la red 6ptica en algunos casos [55].
Cabe mencionar que el quench de interaccién es un protocolo de no equilibrio ilustre. De
hecho, puede demostrarse que la hipétesis de caos molecular invocada por Boltzmann para
deducir su ecuacién es equivalente a que inicialmente las particulas estén completamente
descorrelacionadas (sean particulas libres) [143], lo que implica que la ecuacién de Boltzmann
describe un quench de interaccién clasico.

1.2. Termalizacion cudntica: Ensambles candonicos y GGE

El concepto clave detrds de la termalizacién en sistemas clasicos aislados es la ergodicidad, es
decir, el hecho de que el promedio temporal de un cierto observable sea igual al promedio
sobre todas las configuraciones que tengan la misma energia que el sistema que evoluciona. En
otras palabras, que el promedio temporal del observable sea igual al promedio microcanénico.
Para generalizar el concepto de termalizacién a sistemas cudnticos no es posible enfocarnos
en la evolucién del estado cudntico propiamente dicho, dado que este nunca relajara. Por
ejemplo, en la base de autoestados de H, los elementos de matriz de la matriz densidad a
tiempo ¢ son

Pnm (D) = (W lp(O) ¥ ) = e ' EnEnllp 0 (0) 1.2)

en donde |¥,) son los autoestados del Hamiltoniano de evolucién H con autovalor E,. En
particular, si consideramos un estado inicial puro Tr[p(0)?] = 1, dado que la evolucién unitaria
conserva la traza, éste permanecerd puro para todo tiempo posterior y nunca podré dar
lugar en un estado mezcla con Tr[p?] < 1, como se espera para un estado térmico. Tampoco
aporta informacién analizar el comportamiento de los observables, debido a que en general
es posible que estos no alcancen ningtn estado estacionario, sea éste térmico o no. De hecho,
consideremos la evolucion de los operadores hermiticos

Omn = 1¥m)(¥al +1¥ ) (¥l (1.3)
Su valor de expectaciéon dependiente del tiempo,

W0 nlw () = WO W) (¥ lw () e EnEdl 4y (1.4)
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en donde |y (1)) = e"**|y/(0)) es la funcién de onda dependiente del tiempo (Jy(0)) es el
estado puro inicial), es oscilante y nunca alcanza un estado estacionario.

Detrés de estos ejemplos que nos llevan a considerar cuidadosamente la definicién de terma-
lizacién cudntica se encuentra el hecho de que la evolucién unitaria de un sistema cudntico

aislado conserva la informacioén. De hecho, si p(?) es la solucién de la ecuacioén de Liou-
ville Ec. (4.4), es facil ver que la entropia de Von Neumann asociada S(z) = Tr[p(t)logp(t)]

es constante en el tiempo. Eso significa que la informacién acerca de la condicién inicial

nunca se pierde. Sin embargo, el hecho de que un sistema termalice estd indisolublemente

asociado a que debe alcanzar un estado que contenga informacién sé6lo acerca de unas ciertas

cantidades conservadas globales del sistema, como la energia o el namero de particulas. En

otras palabras, el sistema debe alcanzar un estado que no guarde memoria de los detalles de
la condicién inicial.

La solucidn a esta paradoja esté en focalizarnos en el estado de un cierto subsistema A de
nuestro sistema cudntico y en los observables locales O que estdn deifnidos en €1, yno en el
estado global [4]. Esta observacion también es 16gica desde el punto de vista experimental,
dado que las propiedades de un sistema pueden medirse experimentalmente sélo a través de
medidas de observables locales. Con esto en mente, definamos primero relajacién. Para ello,
consideremos la matriz densidad de un subsistema A (pequefo en relacion al sistema total)
con complemento A, la cual puede calcularse a partir de la matriz densidad global p como
pa =Tr;[p]. Diremos que un sistema relaja si existe el limite del promedio temporal de la
matriz densidad reducida de cualquier subsistema A !, es decir, si existe una matriz densidad
estacionaria p, tal que

1 T
lim —[ dtpa(t) =Tr;lpool. (1.5)
T—oo T Jo

Esta condicién debe cumplirse para todo subsistema pequefio A. La Ec. (1.5) implica que el
valor estacionario de cualquier observable local O puede ser predecido por po:

T
Tll_r};o% | dtTr[Op(8)] = Tr[Opeo), (1.6)
y lo mismo vale para cualquier funcién de correlacién que involucre operadores en un sub-
sistema acotado. Si bien estamos definiendo relajacién en base a la existencia del limite del
promedio temporal, para completar la definicién, es natural requerir que las fluctuaciones
alrededor de ese promedio sean pequenas [144]. Por ejemplo, las fluctuaciones de valor de
expectacion propuesto en la Ec. (1.4) van a ser del mismo orden que el promedio mismo dado
que hay una sola funcién oscilante. Sin embargo, notemos que éste es el valor de expectacién
de un observable altamente no local, construido en base a los autoestados del Hamiltoniano.
Si la matriz densidad reducida relaja segtin la definicién dada antes, podemos preguntarnos

IEsto se denomina relajacién débil. También podria ocurrir una relajacion fuerte, en la que la matriz densidad
reducida relaja directamente sin necesidad de tomar el promedio temporal [4].



Capitulo 1. Termalizacién y dindmica en sistemas cuanticos aislados

acerca de sus propiedades. Diremos que el sistema termaliza si p, se corresponde con alguno
de los ensambles canénicos de la mecénica estadistica. Por ejemplo, que

1 _
Poo = e PerH, (1.7)

en donde la funcién de particién es Z = Tr [e‘ﬁff H] y la temperatura efectiva S, r viene de-

Tr[HeiﬁefH

terminada por la relacién Tr [H p(O)] = ] . Recordemos también que en el limite

Tr|e Per®
termodindmico todos los ensambles candnicos (microcanénico, canénico y gran canénico)
proveen predicciones equivalentes.

En el marco de esta definicién de termalizacién cudntica, la termalizacién del sistema cudntico
aislado puede ser s6lo aparente en el sentido de que a medida que consideramos subsistemas
cada vez mds grandes, esperamos que la matriz densidad reducida ya no relaje. Una pregunta
interesante es si existe algiin tamaifo caracteristico de subsistemas por encima de los cuales
se pierde la relajacion [10]. Dicho de otra manera, si fuéramos capaces de acceder a funciones
de correlacion de un ntimero arbitrario de puntos deberiamos constatar que éstas se alejan
de la forma térmica al aumentar su orden. La explicacién intuitiva de esta perspectiva es que
al considerar s6lo observables y funciones de correlacién locales, el resto del sistema actiia
como un bafio térmico para el subsistema que las contiene.

Sin embargo, la situacién puede cambiar si el sistema es integrable. En dindmica clésica la
definicion de sistema integrable es precisa, se trata de un sistema con tantas cantidades con-
servadas en involucién (cuyos corchetes de Poisson son nulos) como grados de libertad. En el
dominio cudntico proveer una definicién general de integrabilidad es todavia un problema
abierto [28]. Sin embargo, segiin todos los criterios, un modelo cudntico integrable posee
cantidades conservadas mds alld de la energia o el nimero de particulas. Sin embargo, en
esta tesis nos restringiremos a considerar el caso mds simple de modelo integrable cuantico,
los modelos cuadraticos (sin interacciones). En un modelo cuadratico H =Y, q€(@ “I;“qr en
donde €(g) es la relacién de dispersién y los operadores a(gq) obedecen leyes de conmuta-
cién o anticonmutacién canénicas, las cantidades conservadas, cuyo niimero viene dado
por el tamafio del sistema, son los nimeros de ocupacién ii(q) = af,/aq de los modos que
diagonalizan el Hamiltoniano, dado que [7(q), H| = 0. Estudiaremos en detalle uno de tales
modelos en el Capitulo 2. Para un modelo integrable, sea cuadratico o no, se espera que las
cantidades conservadas adicionales obstaculicen la termalizacién y que el estado final sea
no térmico?. Atin asi podemos esperar que, aunque la dindmica esté altamente constrefiida
por las cantidades conservadas, exista alguna especie de «ergodicidad» dentro de ese espacio
restringido y que, por lo tanto, sea posible describir al estado final con alguna especie de
ensamble estadistico. En este plan, la mejor apuesta que podemos hacer acerca de cudl va a
ser el estado final contando tinicamente con la informacién de cuél es el estado inicial y cuéles
son las cantidades conservadas I; que consideramos relevantes viene dada por la matriz

2Esto puede depender de las condiciones iniciales. Se ha visto que en ciertos sistemas integrables, si el estado
inicial es lo suficientemente complicado o si su energia es lo suficientemente alta, el estado final es térmicol23].
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densidad

e~ La M@ (@)

PGy = : (1.8)

ZGg
en donde Gg significa ensamble de Gibbs generalizado (GGE por sus siglas en inglés), Zg¢ =
Tr [~ 2aM@D1(@] y los multiplicadores de Lagrange estén fijados por las condiciones iniciales,

Tr[pO)I(q)] =Tt [pcg ()] 1.9)

La matriz densidad Ec. (1.8) es la matriz densidad que maximiza la entropia de Von Neumann
S =Tr[plogp] sujeta a los constraints Ec. (1.9) y representa, como se menciond anteriormente,
la mejor apuesta que podemos hacer acerca de cudl va a ser el estado final del sistema
contando con la informacién acerca del valor de las cantidades conservadas. En este caso
no estamos haciendo una descripcién de mecdanica estadistica del estado final del sistema a
la manera de Gibbs con la maquinaria de los ensambles estadisticos y el teorema ergédico,
sino que mads bien estamos haciendo un ejercicio de inferencia l6gica en condiciones de
informacién incompleta. Este enfoque de la mecénica estadistica (y de la fisica en general) fue
defendido brillantemente por Jaynes [70, 71]. Con este predAmbulo deberia quedar claro que a
priorila matriz densidad Ec. (3.80) no tiene por qué representar el estado final del sistema.
Sin embargo, para modelos cuadréticos o que pueden mapearse a un modelo cuadrdtico
(el modelo de Ising 1D en un campo transverso, cadena XY, hard core bosons, etc.) puede
demostrarse en general [31, 3] que, en el limite termodindmico, si A es un subsistema de
nuestro sistema total, A es su complemento y p(t) es la matriz densidad del sistema completo,

lim Tr [p(0)] = Tr4 [ 6], (110

es decir, todas las matrices densidad reducidas quedan descriptas por el GGE. El mecanismo
de relajacion al GGE en este caso es el dephasing, el cual analizaremos en detalle en el capitulo
siguiente. Resulta suficiente tomar como cantidades conservadas s6lo a los nimeros de
ocupacion 7i(q) de los modos que diagonalizan el Hamiltoniano, es decir, no es necesario
considerar, por ejemplo, productos de esos nimeros de ocupacion, los cuales, sin embargo,
también son cantidades conservadas. Ademas de la prueba formal de su validez, el GGE ha
sido verificado explicitamente en una gran nimero de modelos cuadraticos [124, 17, 3, 18],
incluyendo el modelo de Luttinger [30, 67], el ejemplo particular que analizaremos en el
capitulo siguiente. En el caso de modelos integrables que no pueden mapearse a un modelo
cuadratico tales como aquellos que pueden resolverse a través del ansatz de Bethe (modelo
XXZ, modelo de Lieb-Liniger, etc.) existe una cantidad importante de resultados que apuntan
ala validez del GGE [44, 108, 98]. Sin embargo, la eleccién del conjunto minimo de cantidades
conservadas necesarias para construir el ensamble de Gibbs generalizado que describa el
estado asintético del sistema es atin un problema abierto [142] y, mds importante, una prueba
general de su validez atin no ha sido descubierta. En particular, no se han descubierto
las condiciones necesarias o suficientes que deben cumplir tanto el estado inicial como el

11
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Hamiltoniano de evolucién para asegurar la validez del GGE. Por ejemplo, en la Ref. [ 142] se
estudié un quench en la cadena de Heisenberg anisotrépica con un estado de Neel inicial y
se encontré que el GGE construido con las cantidades conservadas que provee el ansatz de
Bethe no describe correctamente el estado asintético de tiempos largos.

1.3. Hipoétesis de Autoestados Termalizados

En sistemas cldsicos el mecanismo fundamental para alcanzar el equilibrio térmico en siste-

mas aislados es la ergodicidad. En sistemas cudnticos, el mecanismo fundamental detrés de

la termalizacién es uno de los problemas abiertos mds importantes en esta drea [111]. Una
de las propuestas més populares es la Hip6tesis de Autoestados Termalizados (ETH por sus

siglas en inglés)de Deutsch y Srednicki [38, 134]. Para formular este escenario, consideremos

que la expansion del estado inicial |1() en la base de autoestados |¥,) del Hamiltoniano de
evoluciéon H es

lwo) =) Cal¥a), (1.11)
a
en donde C, son ciertos coeficientes complejos. La evolucién de la funcién de onda del
sistema es
lw(0) =e M yo) =) Cae ' Eal|¥y), (1.12)
a

en donde E, son las autoenergias de H. La evolucién temporal del valor de expectacion de un
dado operador A vendrd dada por

(AD) = W (DIAly (D) = ) CiCpe' EaEPT Ay g, (1.13)
a,p

con Agp =(VolAlWp). El promedio a tiempos largos del observable resulta entonces

1 T
lim — [ dt(A®)) =) |1Cal*Aga- (1.14)
T Jo @

T—o0

En ausencia de degeneraciones en el espectro, si el valor del observable relaja a algtin valor
fijo, debe hacerlo a (1.14). La afirmacién de que el ensamble microcandnico reproduce el
promedio de tiempos largos del valor de expectacion puede escribirse como

1

Z |Ca|2Aaa = (A)microcan. (Eo) =

Ag,ar (1.15)
a JVEO,AE |Eg—Eq|<AE

en donde Ej = (wo| H|yo) es la energia dele estado inicial, AE es la ventana microcanénica de
energia (suficientemente grande como para incluir una cantidad macroscépica de estados
pero pequefia comparada con las escalas de energia del sistema) y la normalizacién Ag, A
es el nimero de estados dentro de esa ventana de energia alrededor de Ey. En el limite
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termodindmico los niveles estdn infinitamente juntos y debemos reemplazar sumas por
integrales convenientemente. La universalidad termodindmica es evidente en esta igualdad:
mientras que el miembro izquierdo depende de las condiciones iniciales a través de los Cg, el
miembro derecho depende s6lo de la energia del estado inicial. Uno de los mecanismos que
puede explicar esta universalidad es la ETH:

Los valores de expectacion en autoestados Ay, practicamente no fluctian entre
autoestados cercanos en energia.

Dado que mzlEO_Ea|<AE1 =¥ «1Cql? = 1 el promedio de tiempos largos y el promedio
microcanénico resultan iguales con la tinica condicién de que la distribucién de energias del
estado inicial sea lo suficientemente angosta. Existen también otros mecanismos posibles
para realizar esta igualdad, pero se ha comprobado que la ETH es el mecanismo detras de la
termalizacién en varios sistemas (ver [125] y sus referencias).

Se ha demostrado que la termalizacién y la ETH dejan de valer para sistemas estrictamente
integrables (finitos o en el limite termodindmico) y cerca de un punto integrable en sistemas
finitos [121]. En particular, se ha visto que cuanto méas pequefio sea el sistema es necesaria una
ruptura de integrabilidad mds grande para que la ETH y con ella la termalizacién, funcionen.
Se supone que en el limite termodindmico una ruptura infinitesimal de la integrabilidad
basta para que la ETH valga y para que el sistema, por lo tanto, termalice. Recientemente se
ha aportado fuerte evidencia a favor de esta conjetura [122]. Por otro lado, los indicadores
de caos cudntico, como ciertas propiedades estadisticas del autoespectro del Hamiltoniano,
también cambian abruptamente ante una ruptura infinitesimal de la integrabilidad en el
limite termodindmico [129].

1.4. Tipicalidad canénica

Existe una visién sobre las bases de la mecédnica estadistica y la termalizacién cudntica que
no invoca promedios sobre ensambles o promedios temporales. Es una visién puramente
cudntica que no tiene andlogo clasico y fue propuesta por Popescu y colaboradores en la
Ref. [115]. Consideremos que el estado cudntico de un sistema aislado grande, que llamaremos
el universo, es un estado puro. Es decir, no hay carencia de informacion subjetiva sobre el
estado del universo, como la que estaria codificada en las probabilidades clasicas que son
utilizadas para construir matrices densidades de estados mezcla. La entropia del sistema es
cero. Sin embargo, al considerar una parte del universo, a la que llamaremos sistema (S), es
posible que su estado no sea puro debido al entrelazamiento cudntico con el resto del universo
(el entorno E). Por lo tanto, hay una carencia objetiva de conocimiento acerca del estado del
sistema, a pesar de que sepamos todo acerca del estado del universo. La entropia del sistema
es diferente de cero. Lo que fue probado en [115] es que la termalizacién es una caracteristica
genérica de los estados puros del universo, en el sentido de que para casi cualquier estado
puro del universo, el estado reducido del sistema es un estado canénico mezcla como los
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considerados al hablar sobre la definicién de termalizacién.

Ma4ds concretamente, consideremos que el estado del universo obedece una ligadura global
R (que su energia tenga un valor definido, por ejemplo). Es posible representar tal ligadura
restringiendo el estado del sistema Sy del entorno E a un cierto subespacio % del espacio
de Hilbert total #r < #r Q As. Se define &y, el estado equiprobable del universo correspon-
diente a la restriccién R, como

1r

En =
RdR

(1.16)
en donde 1 es el operador identidad en ./, y dg es su dimension. &g es el estado méxima-

mente mezclado en A, en el cual cada estado puro tienen la misma probabilidad. Por otro
lado, se define el estado candnico del sistema Qg correspondiente a la ligadura R al estado del
sistema correspondiente al estado & del universo:

Qg =Trg[&R]. (1.17)

Enla Ref. [115] se utilizo6 el lema de Levy para demostrar que para casi cualquier estado puro
del universo, el estado reducido del sistema estd muy cerca (segtin una distancia bien definida
en el espacio de las matrices densidad) al estado candnico Q. Es decir, para casi cualquier
estado puro del universo, el sistema se comporta como si el universo estuviera en el estado &p.
La conexién con la mecdnica estadistica viene de considerar que la ligadura sobre el estado del
universo es la energia. En tal caso puede mostrarse que el estado canénico del sistema resulta
ser Qg o< Trgle PHu], en donde Hy es el Hamiltoniano del universo y B es la temperatura que
queda fija al elegir un dado valor de la energia para el universo. Es decir, en esta perspectiva,
la termalizacién de un sistema cudntico aislado no es demostrada en base a consideraciones
dinamicas, es decir, infiriendo las caracteristicas del estado final a partir de la condicién inicial
utilizando la dindmica del sistema (como en el enfoque de la ETH), sino que, en cambio, se
utiliza el hecho de que, dado que casi para cualquier estado puro del universo sus subsistemas
se encontrardn en un estado canénico, puede anticiparse que casi cualquier evolucién que el
universo realice a partir de una condicién inicial atipica (aquella en que los subsistemas no
se encuentran en el estado candnico) llevara a un estado en el que los sistemas estdn en un
estado canénico.

Como hemos visto antes, los sistemas integrables en general no termalizan. Seria interesante
entonces ver como se entiende esto desde el punto de vista de la tipicalidad canénica. Posible-
mente el argumento falle debido que para un sistema integrable no es suficiente considerar
una sola ligadura R (como la energia) sino un ntimero extensivo de ellas.

1.5. Dinamica de no equilibrio

Una vez que hemos visto que el estado asint6tico de un sistema cudntico aislado puede
parecerse a un estado térmico y cudles son los mecanismos detrds de ese fen6meno, vale
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preguntarse como llega el sistema a tal estado térmico, es decir, cudl es la dindmica de tiempos
finitos. Este es el tema fundamental que serd desarrollado a lo largo de la tesis. A grandes
rasgos, existen tres escenarios posibles para la dindmica:

1. No hay relajacion, po, no existe.
2. Relajacién en una sola etapa, no hay estados estacionarios intermedios.

3. Relajacién en dos o mds etapas, hay estados estacionarios intermedios entre la condi-
ci6n inicial y el estado térmico final.

En esta tesis estaremos interesados en particular en los escenarios 2 y 3. En el Capitulo 3
mostraremos como emergen estados metaestables de tiempos cortos llamados estados pre-
termalizados (escenario 3). En el Capitulo 5 analizaremos la vida media de esos estados
metaestables, incluyendo el estudio de las regiones de pardmetros en las que estdn ausentes
(escenario 2). En particular, si bien en el limite termodindmico s6lo una rotura infinitesimal

de la integrabilidad es necesaria para asegurar que las propiedades de tiempos largos sean
térmicas, veremos que la dindmica del sistema hacia el estado térmico es cualitativamente
diferente lejos de la integrabilidad y cerca de ella.

1.6. Algunos experimentos notables

Como fue mencionado en la Introduccion, el estudio de sistemas cuanticos aislados fuera
de equilibrio ha sido impulsado, en gran medida, por los avances en los experimentos con
atomos frios cargados en redes 6pticas. Haremos aqui una breve resefia de los experimentos
mds importantes.

Quizés el primer trabajo experimental que exploté6 la capacidad de los d&tomos frios de simular
la dindmica de no equilibrio de sistemas cudnticos aislados fue el trabajo de Greiner et al. [55]
en el que se observo el colapso y resurgimiento de la amplitud de la funcién de onda colectiva
de un condensado de Bose-Einstein luego de cambiar abruptamente la intensidad de la
interaccion entre los 4tomos del condensado.

Sin embargo, el experimento que gatill6 la mayor cantidad de actividad tedrica en este campo
fue el de Kinoshita et al. [76]. En ese experimento un arreglo de tubos unidimensionales de
atomos de 8’ Rb fue preparado en una superposicion de estados con momento opuesto. Luego
se dejaba evolucionar a cada uno de las réplicas del sistema y se monitereaba la distribucién
de momentos, promediada sobre todas las réplicas del sistema, a diferentes tiempos de
evolucion. Incluso después de escalas de tiempo suficientemente grandes como para que
se produjeran miles de colisiones entre los 4&tomos, la distribucién de momentos no relajé a
la forma correspondiente al equilibrio térmico (ver Fig. 1.1). Probablemente, la explicacién
tedrica de los resultados de este experimento se encuentra en el hecho de que el sistema
experimental utilizado era una realizacién practicamente perfecta del modelo de Lieb-Liniger,
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un modelo unidimensional de bosones interactuantes via un potencial de contacto. Este
modelo es uno de los ejemplos mas conocidos de sistema integrable que no puede mapearse
aun modelo cuadrético. La falta de termalizacién fue atribuida entonces a la presencia de un
gran numero de cantidades conservadas durante la evolucién.

Otro experimento representativo en este campo es el de Cheneau et al. [33] en el que se
estudio la propagacion de correlaciones luego de cambiar abruptamente la intensidad de
las interacciones en un gas de d&tomos de Rubidio. En este experimento se pudo observar
experimentalmente el llamado efecto cono de luz que se genera debido a que las correlaciones
luego de un quench se propagan a una velocidad finita. Analizaremos este importante efecto
en el capitulo siguiente.

Finalmente, mencionaremos el estudio de la Ref. [139], en el que se observo la relajacién de
un gas de bosones ultrafrios a partir de un estado inicial inhomogéneo. En este trabajo se
pudo observar la relajacion al estado térmico en escalas de tiempo menores que la duracién
del experimento para interacciones lo suficientemente débiles. Las curvas experimentales
obtenidas en este trabajo se comparan muy bien con los resultados de la técnica del grupo
de renormalizacién de la matriz densidad dependiente del tiempo (t-DMRG). Lo que es mas
interesante es que los resultados experimentales permiten acceder a tiempos mds largos que
las simulaciones numéricas, dando el primer paso en el programa de la «<simulacién cuédntica»,
es decir, la utilizacién de sistemas de dtomos frios para investigar las propiedades de sistemas
de muchos cuerpos de manera mas eficiente que lo que es actualmente posible usando
sistemas de cémputo clésicos (ver Fig. 1.2). En el Capitulo 5 analizaremos te6ricamente una
situacién parecida a la configuracién de este experimento.
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1.6. Algunos experimentos notables

Position (um)

t (ms)

0 0.5 1.0
Normalized optical thickness

Figura 1.1: Experimento de Kinoshita et al. Diferentes estadios de la evolucién de un gas de
bosones fuertemente interactuantes preparados inicialmente en dos nubes con momentos
opuestos. Las imédgenes son graficos de color falso de la densidad de 4&tomos en el sistema
unidimensional. El sistema se encuentra dentro de una trampa parabdlica, 16 que implica
que el estado de equilibrio corresponderia a tener una sola nube de d&tomos en el centro de la
trampa. Se observa que ain luego de varias oscilaciones este estado no es alcanzado. Tomado
de [76].

17



Capitulo 1. Termalizacién y dindmica en sistemas cuanticos aislados
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Figura 1.2: En el experimento de la Ref. [139] se prepara inicialmente un estado inhomogé-
neo de 4tomos de 8’ Rb (bosones) en una red 6ptica unidimensional, tal que los sitios pares
contienen un 4tomo y los impares estan vacios. Luego se deja evolucionar al sistema con un
Hamiltoniano invariante traslacional con interacciones de corto alcance (que puede modelar-
se con el Hamiltoniano de Hubbard). En la figura se muestra la relajacién de la densidad de
4atomos en un sitio impar para diferentes intensidades de la interaccién U/ J, mostrando que
el sistema tiende rapidamente al estado térmico con un promedio de 1/2 bosén por sitio. Los
circulos celestes son los datos experimentales mientras que las lineas puntedas y continuas
son simulaciones de DMRG. Puede verse claramente el acuerdo entre los resultados experi-
mentales y tedricos y, lo que es mds, que los datos experimentales alcanzan escalas de tiempo
mads alld de lo que puede predecirse confiablemente usando las simulaciones numéricas.
Tomado de [139].
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¥4 Dephasing y el ensamble de Gibbs
generalizado

Un rasgo universal de la dindmica fuera de equilibrio de sistemas cudnticos aislados es la
dindmica de desfasaje o dephasing a tiempos cortos. Este régimen es anédlogo a la expansion
balistica que ocurre en los primeros instantes de tiempo de la evolucién de liquidos, vidrios y
otros fluidos clasicos. El dephasing es un efecto tipico que surge de sumar un cierto conjunto
de funciones oscilantes del tiempo con un espectro de frecuencias lo suficientemente denso:
en los instantes iniciales todas las oscilaciones estdn aproximadamente en fase, pero a medida
que pasa el tiempo comienzan a «desfasarse» debido a la diferencia de frecuencias y su
promedio decae a cero. En el caso de quenches débiles el comportamiento oscilante viene
dado por la dindmica de ciertos modos cuasilibres de baja energia que son excitados con el
quench. Sin embargo, el concepto no estd restringido a quenches débiles. Por ejemplo, el
dephasing puede surgir al analizar la dindmica de modelos de campo medio 57] que, si bien
tienen Hamiltonianos cuadriticos, pueden modelar sistemas con interacciones fuertes, lo que
permite estudiar quenches fuertes [130].

El dephasing es un mecanismo que permite al sistema perder ripidamente memoria de
las condiciones iniciales, al menos al nivel de ciertas funciones de correlacién simples, es
decir, genera una dindmica efectivamente irreversible en el sistema aislado.Sin embargo,
en general, el dephasing conduce a estados estacionarios que no son térmicos sino que
todavia guardan mucha memoria del estado inicial. De hecho, si a tiempos cortos podemos
describir un sistema como un conjunto de excitaciones cuasilibres (aproximadamente no
interactuantes en una cierta escala de tiempo de la dindmica) de baja energia, eso quiere
decir que existen, al menos en la descripcion efectiva, un niimero extensivo de cantidades
conservadas, los nimeros de ocupacién de tales modos. La descripcion efectiva del sistema
es, por lo tanto, integrable. Al intentar una descripcién estadistica de los estados estacionarios
que son alcanzados como fruto del dephasing debemos tener en cuenta la presencia de
todas esas cantidades conservadas. Los ensambles construidos de esa manera son llamados
ensambles de Gibbs generalizados. Por su misma naturaleza, la dindmica de dephasing, que
domina a tiempos cortos por sobre otros mecanismos de relajacién tales como las colisiones
ineldsticas, es independiente de los detalles de la interaccion.
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Capitulo 2. Dephasing y el ensamble de Gibbs generalizado

En este capitulo ejemplificaremos y profundizaremos sobre estos conceptos usando un mode-
lo paradigmatico de la fisica cudntica en una dimensién (1D), el modelo de Luttinger (ML).
Este modelo de fermiones interactuantes no presenta excitaciones particula-agujero renorma-
lizadas como sus contrapartes en dimensién mayor, sino que las excitaciones del sistema son
Unicamente colectivas (holones y spinones) y pueden representarse por medio de un conjunto
de modos bosénicos no interactuantes. Dado que el el modelo bosénico es cuadratico, el
dephasing entre estos modos constituye el inico mecanismo de relajacion del sistema. El
ML no es s6lo un modelo de juguete en el que pueden calcularse todas las funciones de
correlacién, sino que, en equilibrio este modelo es el punto fijo del grupo de renormalizacién
de una gran variedad de modelos unidimensinonales que no poseen gaps en sus espectros.
Fuera de equilibrio, como veremos més adelante, la dindmica de dephasing de los modos
bosénicos del NL también captura la dindmica a tiempos cortos de estos modelos.

En este capitulo, todos los resultados relacionados con el quench de interaccién en el ML con
interacciones de Coulomb [101] y la comparacién con un modelo en la red [102] constituyen
aportes originales de esta tesis. Mds alld de los resultados particulares, el panorama conceptual
presentado también es novedoso.

2.1. Elmodelo de Luttinger y bosonizacion

El ML describe un sistema de fermiones interactuantes en una dimension [137, 88, 92, 51]. La
simplificacion clave del modelo consiste en que suypone una relaciéon de dispersion (desnuda)
lineal, la cual induce una clara separacién enre particulas que se mueven hacia la derechay
hacia la izquierda. El Hamiltoniano del ML es

Hyy = Hy+ Hy + Hy, 2.1)
en donde
Ho= Y. wvpq:c),cqrs (2.2)
q,r=R,L

es la parte libre de Hyys. Aqui, c;r y Cq,r son operadores que crean o destruyen fermiones
con momento g. vr es la velocidad de Fermi. En principio, asumimos un sistema finito de
longitud L con condiciones de contorno periddicas, pero estaremos interesados mayormente
en el limite termodindmico L — oco. El indice r etiqueta quiralidad de las particulas, y sus
posibles valores son L (rama izquierda del espectro) y R (rama derecha). El orden normal
fermiénico denotado con :...: es necesario para remover de los valores de expectacion las
conrtibuciones infinitas debidas al hecho de que el estado fundamental del modelo es un mar
de Fermi [59], es decir, el estado en el cual todos los niveles de una particula con g <0 estan
ocupados.

El scattering entre particulas es parametrizado usando dos funciones, g»(g) and g4(q), que
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2.1. El modelo de Luttinger y bosonizaciéon

estdn relacionadas con los procesos que intercambian fermiones entre las dos ramas del
espectro y aquellos que dejan a los fermiones en su rama, respectivamente. En términos de
estas funciones, la parte de interaccién del Hy s es

1
H, = ZZgZ(C]):PqRPqL :, (2.3)
q

1
Hy = 70 81(@):pqro-qr +PqLP—qL’ (24)
q

en donde hemos definido densidades en el espacio de momentos comop 4, = 3 : c]t_q,rckr .
Siempre consideraremos el caso g2(q) = ga(q) = V(q), en donde V(g) es la transformada de
Fourier del potencial de interaccioén entre los fermiones V' (x). Para mds detalles acera de este

modelo pueden consultarse los primeros capitulos de la Ref. [51].

Las excitaciones del sistema son quasiparticulas bosénicas [92, 51]. Para constatar esto, prime-
ro notemos que los operadores densidad p,;, obedecen las siguientes reglas de conmutacion,

[p;r,pr’q’] = _rarr’aqq’nq, (2.5)

en donde hemos definido el enteron, = LZ—?[. El algebra especial de la Eq. (2.5) puede transfor-
marse en el dlgebra bosdnica usual introduciendo los siguientes operadores:

1
b(q)=—{ Par, forq>0, 2.6)

VIngl | pqr, forg<o.

Noétese que las componentes con g = 0 (modos cero) requieren un tratamiento separado
dado que pgr = N; es la desviacién, en relacién con el estado fundamental, del ntimero de
fermiones de una dada quiralidad. Es usual introducir las combinaciones

N=Ng+ Ny, J=Nr—Nj. (2.7)

En términos de estos operadores y de los operadores bosénicos introducidos en Eq. (2.6) el
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Capitulo 2. Dephasing y el ensamble de Gibbs generalizado

Hamiltoniano del ML se escribe

Hy = valqlbi,bwﬂ(Nzﬂz), 2.8)
Por) 2L
1
H, = 52V(q)|q|[bqb_q+bgbiq1 2.9)
470
avo) L,
N°— 2.1
oL ( J) (2.10)
Hy = Y V(@lqlblb, 2.11)
470
Vo) L,
+ T (N2, (2.12)

Ignorando la parte de los modos cero (que no va a contribuir en el limite termodindmico
L — o0), podemos diagonalizar el Hamiltoniano bosénico utilizando una transformacién de
Bogoliubov, introduciendo nuevos operadores a,; y ai, de la siguiente manera:

( ag ):( coshf(qg) sinhO(q) )( by ) 2.13)

afq sinhf(q) coshf(q) btq

en donde el pardmetro de la transformacién 6(q) satisface la relacién

V()
tanh260(q) = —ZHVF n V(q)' (2.14)

En términos de los nuevos operadores el Hamiltoniano toma forma diagonal:

Hip=Ho+ Hy+ Hy = Z e(q)agaq+modos cero, (2.15)
q#0

/ v . . L L
endondee(q) = vrlgly/1+ 2%‘? es larelacion de dispersién de los modos bosénicos. Vemos
entonces que el ML es equivalente a un conjunto de osciladores arménicos. Es posible
encontrar una expresion para el campo fermiénico completamente en funcién de los campos

2o . s s . 1 igx .
bosénicos. Definiendo el campo fermiénico v, (x) = SariL 2g€ q Cq,r €s posible mostrar que

1 .
(x) = Fp——=e '#r0) (2.16)
¥r ' vana
en donde
e~ q/2 .
¢r0)=-rY = (€ by +e "1l ), (2.17)
q#0 q

con a — 0*! y los F;, llamados generalmente factores de Klein, son operadores unitarios

lpara implementar la bosonizacién es ttil introducir a mano un cutoff ultravioleta a [51]. Dado que para
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2.2. Quenches en la interaccién y dephasing

que satisfacen {F,, F,/} = 28,,. La llamada identidad de bosonizaci6n, Eq. (2.16), junto con
el caricter cuadratico del Hamiltoniano bos6nico permiten calcular todas las funciones de
correlaciéon del modelo en equilibrio. Esto es de una importancia particular dado que el ML es
el punto fijo del grupo de renormalizacién de un gran conjunto de modelos sin gap en una
dimension [59, 58], llamados Liquidos de Luttinger.

2.2. Quenches en la interaccion y dephasing

Para analizar la dindmica fuera de equilibrio del ML utilizaremos un protocolo bastante
particular, un quench en el alcance de la interaccion. Consideremos que a ¢ = 0 el sistema estd
preparado en el estado fundamental |GS); del Hamiltoniano H;, definido segtin la Ec. (2.1) con
un potencial de interaccién V;(q). El Hamiltoniano que en adelante genera la dindmica del
sistema, Hy, tiene un potencial de interaccion diferente V¢(q). Al nivel de la representacion
bosénica, ambos Hamiltonianos pueden ponerse en forma diagonal por medio de sendas
transformaciones de Bogoliubov caracterizadas por pardmetros 6;(q) y 6¢(q), relacionadas
con los respectivos potenciales por la Ec. (2.14). La solucién de la dindmica se reduce entonces
aun cambio de base realizado por una serie de transformaciones de Bogoliubov anidadas, de
manera de encontrar la dependencia temporal de los operadores que diagonalizan la versién
bosénica de Hy.

Definiremos {ag, al q} (ag, aiq}) como los operadores que diagonalizan H; (H ). Dado que

trabajaremos en la representacion de Heisenberg, la evolucién del sistema puede calcularse
conociendo la dependencia temporal de los operadores {a, a’ 4} cuya accion sobre el estado
inicial es conocida:

ag1GS); =0. (2.18)

Por otro lado los operadores {a, aiq} son los modos libres de nuestro problema. Estos
operadores poseen una dependencia temporal puramente oscilatoria e’/ o qe’i Ayt - aq(r) =
agexpl—ier(g)t]. Los operadores nimero de coupacion asociados con tales operadores
ng = ai,aq son cantidades conservadas por la dindmica [ng, Hf] = 0. Por lo tanto, en la
dindmica del ML hay L cantidades conservadas.

Usaremos la forma explicita de las transformaciones de Bogoliubov que relacionan estos
operadores con la base libre {bg, biq} definida més arriba:

ag | _ | bq
(a* )—./% (bT ) (2.19)

potenciales bien comportados las integrales resultantes estdn bien definidas es posible tomar el limite a — 0 al
final de los célculos sin mayores problemas.
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Capitulo 2. Dephasing y el ensamble de Gibbs generalizado

( o ):%(f)( P ) (2.20)

en donde

J%m:( cosh(6;(¢g)) sinh(6;(q)) ) 221)

sinh(0;(q)) cosh(6;(q))

Con [ =i, f. La transformacién que relaciona la base inicial y la final es entonces:

ag \_ i ,N) | %a
( a, ) “ (% ) ( a’, )
:( cosh(@7(q) - 0:(q)) sinh@7(q) - 6:(q)) )( g )

sinh(0/(q) - 0i(q)) cosh@;(q)-0:(q) || a',

(2.22)

Utilizando la dependencia temporal de los operadores {a 4, al q}, llegamos a la solucion formal
de la dindmica:

aq() = f(q,0aq+g"(q,Da’, (2.23)
en donde

flg, 0= cos(er(g)qt) —isin(ef(g) 1) cosh[2(6f(q) -0; ()], (2.24)

g(g, 1) =isin(er(q)qt)sinh[2(07(q) —0;(q))]. (2.25)

Ahora utilicemos la solucién para calcular la evolucién de algunas cantidades relevantes.
Comencemos con la densidad de energia cinética ey, (f) = %i(GSleintHoe_intIGS)i. Por
simplicidad, consideremos un estado inicial no interactuante,f; = 0. En tal caso la evolucién

de la energia cinética toma la forma simple:

erin(t) = UTF Z qsinhZ(ZHf(q))(l —cos(2er(q)1). (2.26)
q>0

Vemos entonces que la dindmica de este observable consiste en la superposicién de términos
oscilantes, cada uno de los cuales esta relacionado con uno de los modos libres de nuestro
sistema. Pasando al limite termodindmico, en el cual las sumas sobre momento se transforman
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2.2. Quenches en la interaccién y dephasing

en integrales, obtenemos
1] (0]
ekin(t) = ﬁfo dq gsinh® (26 () (1 — cos(2e £ () 1)). (2.27)

Para cualquier potencial bien comportado cerca de g = 0 el término oscilante desaparece para
tiempos grandes ya que estamos integrando una funcién bien comportada contra una funcién
que oscila alrededor de cero con una frecuencia que es proporcional a t. Esto es el dephasing
en accién. Por mds que la dindmica sea Hamiltoniana y que, adicionalmente, contemos con
un ntmero extensivo de cantidades conservadas el observable ey ;,(f) va irreversiblemente a
un limite bien definido para t — co. Debemos mencionar que existe un “limite bien definido”
a t — oo solo si el sistem est4 en el limite termodindmico, un sistema a tamano finito exhibira
recurrencias para tiempos ¢ ~ n/L donde 7 es un entero.

Para un potencial de corto alcance dado por
sinh20;(q) =~ e” "9 (K, - K112, e(q) = v1(0)q (2.28)

en donde ! =i, f dado que la misma aproximacién puede usarse para definir el Hamiltoniano
inicial o el final, Ry es el alcance del potencial, v(g) es la velocidad renormalizada de los
modos libres (cuya dependencia en el momento es despreciable) y K; es el llamado pardmetro
de Luttinger que parametriza la intensidad de la interaccién, obtenemos

. (t) . ( ) Vg (Kf—KfTI)Z 1
) — e (o) = —YE ,
kin kin A 4 402(0) 12

(2.29)

para ¢ > v(0)/Ry. Més adelante compararemos este resultado con la dindmica de un modelo
en la red con interacciones de corto alcance.

Pasemos ahora a un ejemplo un poco mds demandante desde el punto de vista técnico, el
célculo de la matriz densidad de una particula (funcién de Green de tiempos iguales). Veremos
que en este ejemplo, también, la relajacién es provista por el dephasing. Consideraremos el
caso en que la condicién inicial viene dada por un gas de fermiones interactuando con un
potencial de corto alcance descripto por la aproximacién ad hoc Ec. (2.28), un estado inicial
no interactuante puede recobrarse tomando K; = 1. La evolucién subsecuente esté dictada
por un Hamiltoniano con interaccion V¢(q) y dngulo de Bogoliubov 6 ¢(g). La matriz densidad
de una particula se define como

Cy, (x, 1) = "'yl 0y, (0)e  Hrty, (2.30)

La transformada de Fourier de esta funcion de correlacién es la distribucién de momentos
instantanea de los fermiones, n(k, t). Usando la identidad de bosonizacién Ec. 2.16, la férmula
de Baker-Hausdorffy el hecho de que, dado que estamos tratando con una teoria de bosones

Dy _ oD)+3

libres (Hamiltoniano cuadratico), (e 2 {(D~(D»?) para cualquier operador D lineal

en los campos b,, obtenemos el siguiente resultado para la matriz densidad en el limite
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Capitulo 2. Dephasing y el ensamble de Gibbs generalizado

termodindmico:

" (K + K1) (Ki =K
Cy, (x, 1) = Gy (x) exp Td)l(x,t)+Td>2(x,t) , (2.31)

en donde las funciones

o0

@) (x, 1) = -2 f %q sinh® (20 £(¢)) sin® (e £ () 1) (1 — cos(gx)), (2.32)
0

[ee]

Dy(x, 1) = 2] %q cosh(20¢(q)) sinh(20 7 (q)) sin® (er(q)t)(1—cos(gx)) (2.33)
0

son independientes de las condiciones iniciales. En estas ecuaciones

Cylx) = zilxl‘” 20 +K (2.34)
7

es la funcién de correlacién en ¢ = 0, es decir, la funcién de correlacién en el estado fundamen-
tal de H;. Examinando las expresiones para las funciones ®(x, ) queda claro que la relajacién
temporal tiene la misma naturaleza que la encontrada anteriormente para la energia cinética,
el dephasing entre los modos bosénicos libres. Al tomar el limite ¢ — oo, el sin? se promedia
a 1/2 y de esta manera emerge el estado estacionario final independiente del tiempo. Tam-
bién puede observarse que la dependencia temporal estd “entrelazada” con la dependencia
espacial, algo que dard lugar al llamado efecto horizonte, el cual serd analizado mds adelante.

Para futura referencia, consideremos un estado inicial no interactuante, para el cual las
Ecs. (2.31)-(2.32) valen tomando K; = 1. En tal caso la distribucién de momentos en el
estado inicial es una funcién escalén con una discontinuidad en el momento de Fermikr de
magnitud Z = 1. Dado que las interacciones tienden a disminuir tal discontinuidad (Z =0
para un liquido de Luttinger en equilibrio y Z < 1 para un liquido de Fermi en equilibrio)
resulta natural investigar la evolucién temporal del salto Z(¢) de la distribucién de momentos
instantdanea de los fermiones n(k, t) en el momento de Fermi kr. La definiciéon de Z(t) es

Z(t) = lim n(k, t)_klinkl* n(k,t), (2.35)
—KE

k—k;

en donde n(k, t) es la transformada de Fourier instantdnea de la matriz densidad de una parti-
cula Ec. (2.30). Para un Hamiltoniano final con interacciones de corto alcance parametrizadas
por Ry, K¢y vy, para tiempos suficientemente cortos Ry < 2v¢t < x la matriz densidad de

una particula adquiere la forma Cy, (x, ) = izzn(;) , con [67, 120]

1 _
Z() = 1 &K (2.36)

Vemos entonces que a tiempos cortos el sistema se comporta como un liquido de Fermi con
un residuo de cuasiparticula que decae como una ley de potencias. Estos resultados, para el
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2.3. Ensamble generalizado de Gibbs

caso de interaccione de corto alcance fueron encontrados por Cazalilla e Tucci[30, 67]. En esta
tesis nos concentraremos en otro potencial de interés: el potencial de Coulomb [101]. En ese
caso asumimos V¢ (x) = ¢ cuya transformada de Fourier es V¢(q) = 2e?Ky(qd), en donde
Ky () esla funcion de Bessel modificada de segunda especie de orden ceroy d es un cutoff

Vx2+d?’

de distancias cortas. Esta forma fenomenolégica fue propuesta para describir la interaccién
de Coulomb no apantallada en cables semiconductores [53] aislados, en cuyo caso d estd
asociado con las dimensiones transversales del cable. La descripcion de las propiedades
de equilibrio del Hamiltoniano con tales interacciones fue realizado por primera vez por
Schulz [131] y continuado por otros [69, 141, 52]. El espectro bosénico es de tipo plasménico,

1
er(q) = qlvey/1+2gKo(qd) ~ |qllog"? (%), (2.37)

2 ’ . . ~ ’
con g = -2-. La forma logaritmica es un resultado aproximado para g pequefio. La energia

TUE"®
de los bosones va a 0 para g — 0, mientras que su velocidad de grupo v¢(q) = dej;q) diverge

como vp\/1-2glog(gd) para g < d~'. En el caso del potencial de Coulomb obtenemos

Z(0) ~ e—%logZ(ZVFt/d) (2.38)

que decae mads rapido que una ley de potencias pero mds lento que una exponencial. Por otro
lado a orden dominante para el potencial de Coulomb también vale que ey;,, () —exin(c0) ~ =3,
lo que demuestra que, en comparacién con un potencial de corto alcance, el potencial de
largo alcance modifica drasticamente algunos aspectos de la dindmica pero no todos.

2.3. Ensamble generalizado de Gibbs

Como ha sido mencionado en el primer capitulo algunas de las cuestiones fundamentales en
el campo de la dindmica de no equilibrio de sistemas cudnticos aislados estdn relacionadas
con la naturaleza del estado que alcanza el sistema luego de una evolucién infinita. En esta
seccién atacaremos estas cuestiones y trataremos de darles una respuesta en el marco del
ejemplo particular que estamos estudiando.

Para comenzar utilizaremos el ejemplo de un quench en el alcance de la interaccién: en el
estado inicial los fermiones interactiian con un potencial de corto alcance parametrizado
por Ry, K; y v;, mientras que el Hamiltoniano de evolucidn tiene interacciones de Coulomb,
parametrizadas por gy d. Es decir, el estado inicial es un liquido de Luttinger peroa t =0 se
encienden interacciones de largo alcance entre los fermiones. Para investigar las propiedades
del estado estacionario luego del quench, notamos que para t — oo el factor oscilatorio
dependiente del tiempo en las integrales Ecs. (2.32) and (2.33) se promedia a 1/2. Utilizando
andlisis asintético podemos encontrar el comportamiento de distancias grandes x > d de la
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Figura 2.1: La derivada de la energia cinética por unidad de longitud para diferentes valores
de la constante de acoplamiento g. En el inset puede observarse que la energia cinética por
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matriz densidad de una particula:
Cy, (,00) = Cy) (x)¢ KB (), (2.39

Vemos entonces que el decaimiento principal viene dado por la correccién producida por
el quench (y no por la porcién debida a las condiciones iniciales que es una ley de poten-
cias). La funcién de correlacion en el estado estacionario decae més rapido que cualquier
ley de potencias y en particular decae mds rapido que en equilibrio, en donde decae como
e=clog”*/d) [131]. Esto refleja un hecho general, a saber, en el estado estacionario que se
alcanza luego de un quench global (como un quench de interaccién) las correlaciones decaen
maés rdpidamente que en el estado fundamental del Hamiltoniano Hy que dicta la evolucion
temporal. Esto puede entenderse facilmente dado que el quench inyecta una cantidad ex-
tensiva de energia al sistema (la cual puede calcularse como la diferencia entre la energia del
estado inicial con respecto a Hy y la energia del estado fundamental de Hy), lo que produce
que el sistema se “caliente” y, por lo tanto, que las correlaciones decaigan mas rapido.

Pasamos ahora a la descripcion estadistica del estado estacionario. En el caso del ML las
cantidades conservadas son los niimeros de ocupaciénf(q) = a};aq de los modos bosénicos
que diagonalizan Hy. El GGE puede interpretarse entonces como un estado en el que cada
modo bosoénico se encuentra a una temperatura diferente 5(q) = A(q)/€¢(q) (ver Ec. (2.46)
en el capitulo anterior). El estado final del sistema es, por lo tanto, no térmico, algo que
podia anticiparse debido a la presencia de un gran nimero de cantidades conservadas. Por lo
tanto, en modelos cuadraticos (o en aquellos que pueden mapearse a un modelo cuadratico)

el inico mecanismo de relajacion es el dephasing y el estado final que alcanza el sistema
como resultado de tal relajacion es el GGE. Como se ha visto en este capitulo, la relajacién por
dephasing tipicamente genera decaimientos sin una escala definida, tipo ley de potencias o
logaritmicos que son caracteristicos de la suma de una funcién sobre un espectro denso de
frecuencias [3].

Lavalidez del GGE para modelos cuadraticos, tal como esté expresada en la Ec. 1.10), establece,
en particular, que todas las funciones de correlacién de tiempos iguales de un dado subsistema
en el estado estacionario vienen determinadas por el GGE. La cuestién de las funciones de
correlacion dindmicas, es decir, de dos 0 mds tiempos, es un poco mads sutil. En lo que resta
de esta seccion argumentaremos en favor de que las funciones de correlacion de dos tiempos,
las cuales estan relacionadas con las funciones respuesta del sistema mediante la teoria de
respuesta lineal, también quedan determinas por el GGE. Para empezar, consideraremos
como ejemplo el limite estacionario de la funcién de Green de dos tiempos:

Cy, (x, 1, 10) = (Wl (x, t + o)y, 0, tp)), (2.40)

donde (...) denota valores de expectacion en el estado inicial, al cual tomaremos como un
gas de Fermi no interactuante (K; = 1) por simplicidad. Después de utilizar la identidad de
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Capitulo 2. Dephasing y el ensamble de Gibbs generalizado

bosonizacién, Ec. (2.16), y la férmula de Baker-Hausdorff, obtenemos:

1 )
Cl//r (.X, L, tO) — Z_e[(/)r(xlf‘*'l’o),(br((),l’())] <el(¢)r(xvt+t0)_(,br(0:t()))>, (241)
ma

en donde el conmutador es una funcién a nimeros complejos (y no un operador) que depende

de t. Como estamos tratando con una teoria gaussiana podemos hacer uso de la propiedad
1 2 . . 2

(ey = 7247 La cantidad de interés es el exponente,

(P (x, t+ ) — Py (0, 1)) =

e 44
>

g>0 Ngq

1" f(q,t+10) = f(q, 1)+ T g(q, t+ to) - g(q, to)*}, (2.42)

con las funciones f g definidas como

f(q,t) =cosler(q)t] — isinle r(q) t] cosh[20 ¢ (q)], (2.43)
g(g,t) = isinlef(qg)t] sinh[ZBf(q)]. (2.44)

En el limite t — oo los términos oscilantes se promedian a un nimero y obtenemos
lim (¢ (x, £+ 10) = 7 (0, 16))*) =
to—o0

—aq
2y £

q>0 ng

x {cosh? (207 (g)) (1 —cos(gx) cos(er(q) 1))

- cosh(26f(q)) sin(gx)sin(ef(q)1)}. (2.45)

Ahora compararemos este resultado con el del GGE. En términos de la base bosonica {a g, a};}
que diagonaliza el Hamiltoniano final, Hr =} ;€ f(q)a;aq , lamatriz densidad del GGE puede
escribirse como

) (2.46)

Y M alg)

1
PgG = —— €xp
Z, q>0

G

donde 7(q) = ai,aq, Zgi = Tr[exp 2450 AM@)n(q)], y los multiplicadores de Lagrange A(g),
fijados por las condiciones iniciales, adquieren la forma particular

Mq) = (A(@))cg = (A(q)) = sinh?* (@ (q)), (2.47)

en donde (O)Gg = Tr[pGgO]. Mostraremos que, si definimos Cﬁ?(x, 1= (uﬂ; (x, Dy (0,0)) g,
entonces

. _ ~Gg
tglilgo Cy, (x, 1, 10) = G 2 (x, 1). (2.48)

Para mostrarlo, procedemos andlogamente a como lo hicimos en el célculo anterior (formula
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de Baker-Hausdorff e identidad de valores medios gaussianos). Obtenemos el resultado del
GGE,

gG

CW

r

1 1
_ [¢pr(x,1),¢,(0,0)] 2
(x, 1) = 2Me‘” H0.4r00) exp =5 (@ (5,0 = 7(0,0) )G | - (2.49)

De nuevo, la parte crucial a comparar es el exponente, dado que los otros factores son iguales
a los presentes en la Ec. (2.41). Todos los valores medios no nulos que sobreviven en el
exponente de la Ec. (2.49) vienen dados por (agaq)Gg o por (aqaz,)gg, los cuales pueden
obtenerse usando la Ec. (2.47). Utilizando este resultado, al desarrollar el exponente en
Eqg. (2.49) encontramos que es el mismo del célculo dindmico Ec. (2.45). Destacamos que este
resultado vale tanto para potenciales de corto alcance como para el potencial de Coulomb,
para el cual, si bien la velocidad vy(q) tiene un divergencia a g chico, la energia €¢(q) es
siempre finita, lo que asegura que haya dephasing, el prerrequisito esencial para la validez del
célculo.

Recientemente fue dada una prueba general para el hecho de que la misma matriz densidad
que reproduce las funciones de correlacion estéticas luego de la relajacién puede describir
funciones de correlacién dindmicas. La prueba estd basada en las cotas de Lieb-Robinson [85]
para la velocidad de propagaciéon de informacién en sistemas con interacciones de corto
alcance. El hecho de que el cdlculo que expusimos mds arriba pueda ser llevado a cabo para
un sistema con interacciones de Coulomb indica que la hipé6tesis de interacciones de corto
alcance puede relajarse en algunos casos. Posiblemente esto esté relacionado con el hecho
de que aunque no hay un limite finito para la velocidad de propagaciéon de la informacién
transportada por las CPs plasménicas, de todos modos las correlaciones exhiben una especie
de efecto horizonte (véase el siguiente apartado), propio de los modelos con interacciones de
corto alcance.

Efecto cono de luz

Pasaremos ahora a discutir un fenémeno muy importante en la dindmica fuera de equilibrio
de sistemas aislados, el efecto cono de luz o efecto horizonte. En sistemas con interacciones
de corto alcance, las correlaciones espacio-temporales entre dos puntos separados por una
distancia x exhiben el efecto cono de luz: en la regién del espacio tal quex > 2vt, donde v es
la velocidad caracteristica de propagacion de las excitaciones, las correlaciones mantienen
esencialmente la misma forma que en el estado inicial. En la regién complementaria, ¢ >
x/2v, las correlaciones tienen la forma del estado asint6tico de tiempos grandes (estado
estacionario del sistema). La presencia de este efecto ha sido demostrada rigurosamente en
el caso de un quench en sistemas unidimensionales con invariancia conforme [16], de los
cuales el ML es un ejemplo especifico. Este caso concreto puede entenderse de la siguiente
manera: en estos modelos la relacién de dispersién de las cuasiparticulas (CPs), que en el

caso del ML son los modos bosénicos que diagonalizan el Hamiltoniano, es lineal e(q) = vq,
de(q)
q

en donde v = 1o €8 la velocidad de grupo (aproximadamente constante) de las CPs. El
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Figura 2.2: Evolucién temporal de @, (x, t) a partir de integracién numérica para varios valores
de x luego de encender una interaccién de corto alcance (a) usando la aproximacién ad
hoc sinh260, ~ e~ (K - Kf_l)/ 2conRy=dyK =05 (b) considerando la dependencia

en momento de un potencial gaussiano Ec. (2.54) (6 = d~2) con le mismo pardmetro de
Luttinger K¢. La linea negra discontinua es, en ambos graficos, el resultado para x — oo. Las
lineas verticales son, para cada x, los tiempos definidos en la Ec. (2.55).

estado inicial (un estado excitado muy complicado del Hamiltoniano HF) actiia como una

fuente de CPs que se propagan semicldsicamente a lo largo del sistema con velocidad v. Los
pares de CPs que emergen desde el mismo punto estdn entrelazados y su llegada a dos puntos

distantes afecta las correlaciones entre ellos. Esta imagen simple ha sido validada en una

serie de trabajos teéricos [30, 67, 68, 36, 37, 2, 82] e incluso experimentalmente [33]. Mas

adelante ejemplificaremos este efecto en el caso del ML con interacciones de corto alcance.
Es interesante, sin embargo, considerar el fen6meno de la propagacién de informacién en

condiciones fuera de equilibrio para el caso de un sistema unidimensional con interacciones

de Coulomb, en particular, el ML. En tal caso cabe notar que la interpretaciéon simple descripta

mads arriba se enfrenta con un problema, dado que la velocidad de grupo v r(q) diverge cuando

g — 0 mientras que la energia es finita. Ademd4s, la distribucién de momentos inicial de las

CPs (a’,}aq) =sinh?(0 £(q), la cual es una constante de movimiento, estd picada alrededor de

g =0, laregién en donde la velocidad varia més abruptamente. Por lo tanto, basdndonos en la

imagen semiclédsica propuesta antes, deberfamos concluir que las correlaciones del estado

estacionario se propagan instantdneamente a través del sistema. Veremos que este no es el

caso y sefialaremos cual es la aproximacién que falla en el esquema anterior en el caso de que

haya interacciones de largo alcance.

32



2.3. Ensamble generalizado de Gibbs

Primero mostraremos algunos resultados analiticos en los regimenes asimté6ticos. Comen-
zaremos por analizar la integral que define a la funcién ®; (x, f) en Ec. (2.32) (el anélisis es
completamente andlogo para ®,(x, t)) dado que esta integral define la correccién inducida
por el quench alas correlaciones en el estado inicial Cfl,lz (x). después de integrar por partes
encontramos que para x > d y para ¢ fijo

@1 (x, 1) = 2log(dx~ ") sinh? (20 £ (x ™)) sin® (e, (x 1) 1) + E(2), (2.50)
en donde
. [(*dq . .- .2 . 8.2
() =2 7smh 07 (g))sin”(er(q) 1) = zlog (RQurt/d) (2.51)
0

es una funcién que sélo depende de t. la tltima igualdad es valida si vpt > d?. El primer

2
término en Ec. (2.50) va a cero aproximadamente como — (”; 2” cuando 2¢ f(x_l) t<1,ypor

lo tanto representa una correccién subdominante con respecto a las correlaciones del estado
inicial, Ec. (2.34). Por lo tanto, la correccién inducida por el quench en la matriz densidad de
una particula se reduce, a menos de correcciones exponencialmente pequeiias, a un prefactor
dependiente del tiempo:

; 2
Cy, (x, 1) = CV (x) e~ i Kilog"Curtld) (2.52)

para tiempos tales que

X

d -
— K<L =

. (2.53)
g 2vpy/1-2glog(dx™1)

En la dltima ecuacién hemos usado la forma explicita de la dispersién plasmoénica Ec. (2.37), y
consideramos distancias x > d. Para tal régimen de tiempos cortos, las correlaciones tienen
la misma forma que en el estado inicial, es decir, vienen dadas por Cf,,’z (x).

Notemos que el denominador en la Ec. (2.53) es esencialmente la velocidad de grupo 2v f(x‘l)

y por lo tanto podemos escribir la Ec. (2.53) como 5—=— > t. Para un potencial de corto

2vp(x1)
alcance la velocidad de grupo ve(g) tiende a una constante vr(0) cuando g — 0, lo que
determina un cono de luz lineal T)EO) = t para x suficientemente grande. Por el contrario,

la divergencia (logaritmica) en g — 0 del potencial de largo alcance genera un cono de luz
ligeramente no lineal, como sugiere la Ec. (2.53), en el cual el comportamiento de las funciones
de correlaciéon cambian de un régimen de tiempos cortos a uno de tiempos largos. Este
resultado puede entenderse en términos del siguiente argumento: las peculiaridades de la
relacion de dispersion plasménica en 1D se reflejan en que al disminuir ¢, la energia de los
modos plasmoénicos decrece mientras que su velocidad de grupo diverge. Consecuentemente,
y dado que un modo con momento g s6lo puede propagar correlaciones (informacién) a lo
largo de distancias mayores que 1/ q (su longitud de onda), la distancia minima a partir de la
cual los modos més rdpidos pueden propagar informacion es mayor que para los modos més

2For vpt < d, E(1) grows as 2.
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lentos. En otras palabras, a tiempos cortos s6lo los modos con altas energias estdn activos, pero
éstos tienen una velocidad pequefa y por lo tanto no pueden propagarse rapido. A tiempos
mads largos, se van activando los modos con energias mads bajas, cuyas velocidad es cada vez
mas grande. Esta explicacion estd en acuerdo con la Ec. (2.53). Por lo tanto, las interacciones
de largo alcance revelan explicitamente el cardcter cuantico de la propagacion de las CPs. El
caracter sublineal del cono de luz implica que la informacién puede propagarse més rapido
que cualquier velocidad del sonido definida (s6lo debemos esperar suficiente tiempo para
que la propagacion de las correlaciones sea mds rdpida que una dada velocidad). Sin embargo,
este efecto no se debe a una aceleracion de las excitaciones, dado que cada modo tiene una
velocidad constante v(g), sino a la naturaleza cuéntica de las excitaciones colectivas, que hace
que los modos cada vez mds rapidos sean relevantes s6lo a tiempos cada vez mas grandes. Si
este efecto estd presente in modelos 1D con interacciones de largo alcance en la red es un
problema abierto. El hecho de que esté relacionado con las peculiaridades de la dispersién
plasmonica en 1D sugieren su generalidad. En tal caso, y dado que las desviaciones de la
linealidad no son fuertes sino una correccién logaritmica, las simulaciones con algoritmos
actuales deberia ser posible.

Casos de efecto horizonte no lineales han sido reportados también en sistemas con inter-
acciones de corto alcance. Sin embargo, los mecanismos causantes de tal fen6meno son
totalmente diferentes al descripto antes. Por ejemplo, se ha detectado cierto tipo de modelos
bosénicos para los cuales el cono de luz estd “doblado hacia fuera” (hay una aceleracién en la
transmision de la informacién) [41]. También, se ha hallado que en cadenas de espines con
desorden el horizonte puede exhibir un crecimiento logaritmico con el tiempo, es decir estar
“doblado hacia dentro” [13, 14].

Para complementar la discusién anterior analizaremos el efecto horizonte en el caso de un
quench en el que se enciende repentinamente un potencial de interaccién de corto alcance
y lo compararemos con el quench de interacciéon de Coulomb. En la Fig. 2.2 mostramos la
dependencia temporal de @, (x, ¢) para diferentes valores de x usando la prescripcién ad hoc
detallada en la Ec. (2.28) junto con los resultados obtenidos al considerar la dependencia en
momento completa de un potencial Gaussiano

2
V(g) = V(0)exp —%] . (2.54)

Para que la comparaciéon tenga sentido hemos elegido los potenciales de tal manera que el
parametro de Luttinger Ky la velocidad v(g = 0) sean los mismos en ambos casos. Para los
dos casos, observamos que a tiempos cortos las correlaciones del estado inicial dominan y la
funcién de correlacién sigue la curva correspondiente a x — oco. Luego la funcién de correla-
cion se desvia de tal comportamiento asintético, desarrolla un méaximo y luego decae a un
valor constante, lo que sefiala el establecimiento de un régimen estacionario. Las diferencias
entre los resultados para los dos potenciales de corto alcance también son interesantes. Para
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Figura 2.3: Evolucién temporal de ®; (x, f) para varios valores de x luego de un quench desde
un estado inicial con interaccions de corto alcance a interaccioens de corto alcance con g = 1.
La linea discontinua representa la funcién £(¢) definida en la Ec. (2.51).

la aproximacioén ad hoc el méximo es un pico pronunciado localizado en

X
r= .
2v(0)

(2.55)

Por otro lado, al considerar la dependencia en momento completa del potencial Gaussiano, el
pico se ensancha y aparecen oscilaciones montadas sobre el decaimiento final a la constante.
La posicién de los maximos queda descripta sélo aproximadamente por la Ec. (2.55). Esto
ilustra la discusién anterior, de acuerdo con la cual un potencial de corto alcance esta relacio-
nado con un horizonte lineal en virtud de la finitud del potencial en g = 0. Ademds, podemos
concluir que una dispersion finita en la distribucién de velocidades de las CPs que transportan
las nuevas correlaciones induce oscilaciones en la fucnién de correlacién y ensancha la region
de transicién en la cual las correlaciones cambian su comportamiento.

Para el potencial Coulombiano, Fig. (2.3), emergen algunas caracteristicas similares, aunque el
pico en este caso es apreciablemente mas ancho que en el caso del potencial Gaussiano dado
que en este caso la velocidad de los plasmones varia a lo largo de un conjunto no acotado de
valores. Existe otra diferencia mucho mads interesante: los maximos no se encuentran en una
line recta en el plano espacio-temporal (como era el caso en los ejemplos anteriores. Esto se
muestra en la Fig. (2.4). En laregién I las correlaciones tienen el mismo comportamiento con
x que en el estado inicial y el efecto del quench se refleja s6lo en un prefactor que depende
del tiempo, Ec. (2.52), mientras que en la regién II dominan las correlaciones del estado
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Figura 2.4: Gréfico de color falso de la funcién @, (x, ¢) para g = 1. La linea discontinua negra
eslacurva r = 1,267, (Ec. 2.53). La linea roja s6lida marca las posiciones d elos maximos. En la
region I dominan las correlaciones del estado inicial. En la regién Il dominan las correlaciones
del estado estacionario.
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estacionario, Ec. (2.39). Entre las regiones I y I] existe una amplia regién de transiciéon en
donde la funcién alcanza un maximo y oscila. El centro de la regién de transicién queda bien
estimado por la posicién de los médximos, que, a su vez, coincide con la curva f = 1,267, (Ec.
2.53). Las desviaciones de la linealidad son débiles, dado que estdn determinadas por un
factor log"’? x/d.

Finalmente, notamos que se ha demostrado que la dindmica de las CPs esta intimamente
relacionada con el ritmo de crecimiento de la entropia de entanglemente después del quench.
Por ejemplo, en una teoria conforme, la velocidad de propagacién bien definida de las CPs esta
relacionada con el crecimiento lineal en el tiempo de la entropia de entanglement luego de un
quench global [15]. Por lo tanto, podemos especular que la entropia de entanglement luego
de un quench en el ML con interacciones de Coulomb exhibird alguna especie de crecimiento
no lineal debido a la no linealidad del cono de luz.

2.4. Relevancia del ML parala dindmica de modelos microscépicos

Consideremos el siguiente modelo en la red H = Hy + H; de fermiones sin espin con interac-
ciones y hopping a primeros vecinos:

H0=—]Zc}cj+1+c;+1cj, (2.56)
j

Hi=A) njnj, (2.57)
i

en donde c;f crea un fermion en el sitio j de una cadena de L sitiosy nj = c;f ¢j. Asumimos con-
diciones de contorno periédicas, ci om= c* . Aunque no vayamos a explotar esta caracteristica,
cabe aclarar que este modelo es integrable por Bethe ansatz y puede mapearse mediante una
transformacién de Jordan-Wigner al modelo XXZ. Para A < 2] la fisica de equilibrio de este mo-
delo, es decir, sus propiedades de baja energia, pueden capturarse mediante el paradigma del
liquido de Luttinger. En otras palabras, el ML es el punto fijo infrarrojo del modelo Ec. (2.56).
Eso significa que el comportamiento de largas distancias de todas las funciones de correlacion
del modelo de la Ec. Ec. (2.56) pueden calcularse mediante el ML a través de la férmula de
bosonizacién de los operadores fermiénicos, Ec.(2.16), utilizando los valores adecuados de las
constantes K y v que serdn ciertas funciones de / y Ay el llenado. Para obtener esos valores
es necesario “bosonizar” el Hamiltoniano Ec. (2.56), es decir, tomar el limite continuo (el
espaciado de red yendo a cero) y encontrar aquellos términos en el Hamiltoniano cinético y
en el de interaccién que son més relevantes en el lenguaje del grupo de renormalizacién. Para
A < 2] el modelo resultante resulta idéntico al ML, con la particularidad de que las constantes
de acoplamiento g, y g4 vienen determinadas por los parametros “microscopicos” presentes
en el Hamiltoniano Ec. (2.56). A primer orden en la constante de interacciéon A los pardmetros
de Luttinger del modelo Ec. (2.56) son:
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VF — A
K=/ ———, (2.58)
Vg +3A

1
v= —\/(nvF+A)2—4A2, (2.59)
i1

en donde vg = ag(,f) lk=kz» con e(k) = —tcos(2km/L), es la velocidad de Fermi.

Ahora podemos hacernos la siguiente pregunta: ;la dindmica de no equilibrio del modelo
definido por la Ec. (2.56) (por ejemplo, después de un quench) tendr4 alguna relacién con
la dindmica de no equilibrio del ML? En principio la respuesta es no, ya que los operadores
que son irrelevantes para la fisica de equilibrio bien pueden ser relevantes fuera de equilibrio
ya que el sistema, en tales condiciones, explora regiones del expectro de excitaciones que
pueden estar muy lejos del estado fundamental. Pondremos, sin embargo, un poco de esfuerzo
en contestar esta pregunta mds detalladamente y mostraremos que al menos para tiempos
moderadamente cortos, el ML captura ciertas propiedades de baja energia fuera de equilibrio
del modelo mictroscépico. Para ellos calcularemos la dindmica después de un quench del
modelo Ec. (2.56) y la compararemos con las predicciones del ML que han sido expuestas en
las secciones anteriores.

Estudiaremos el sistema a llenado medio (kr = %) y consideraremos como estado inicial el
estado fundamental del Hamiltoniano con A = 0, es decir, un gas de fermiones libres. De
esta manera, estaremos realizando un quench de interaccién (de corto alcance) como los
que hemos estudiado en el caso del ML. Resolver la dindmica de no equilibrio de un modelo
interactuante de muchos cuerpos como el Hamiltoniano Ec. (2.56) es una tarea muy dificil.
Entre las diferentes alternativas a disposicion, la utilizacién de diferentes tipos de ecuaciones
de evolucion para correlaciones de pocos cuerpos son ampliamente utilizadas en la literatura
actual (ver, por ejemplo [136, 46, 135, 6]). Parte del aporte original de esta tesis es el desarrollo
de ciertas herramientas que permiten deducir tales ecuaciones de evolucién partiendo de
primeros principios. Esto serd descripto en detalle en el Capitulo 4, sin embargo, para nuestros
fines inmediatos nos limitaremos a decir que, en el caso del quench de interaccién descripto
antes, es posible estudiar la dindmica del modelo Ec. (2.56) usando una ecuacién de evolucién
perturbativa en el parametro a = A/J.

En la Fig. 2.5 mostramos la dindmica del modelo definido en la Ec. (2.56) (tal y como es captu-
rada por nuestra ecuacién de evolucién) y las correspondientes predicciones del ML. Para la
comparacién usamos las cantidades Z (1) y exi,(f), cuyo comportamientos en el caso de un
quench de itneracciéon de corto alcance vienen dados por las Ecs. (2.36) y (2.29) respectiva-
mente. Para Z(t) encontramos que, luego de un decaimiento Gaussiano a tiempos cortos (el
cual también es exhibido por el ML para tiempos suficientemente cortos), el decaimiento a
tiempos intermedios queda bien descripto por una ley de potencias cuyo exponente viene
dado precisamente por las predicciones del ML. Para tiempos mds largos, més alld de una
escala de tiempos t* que depende de a, se observan desviaciones. Estas desviaciones seran
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Figura 2.5: Panel derecho: Discontinuidad en la distribucién de momentos en el momento
de Fermi, Z(¢#). Las lineas sélidas son leyes de potencias con el exponente dado por las
predicciones del ML Z(#) ~ t™7, cony = i(K2 +K2-2).El pardmetro de Luttinger se obtiene
con bosonizacién del modelo enlared, K =/ ;UUFF:;;. Panel izquierdo: Derivada de la energia

cinética ey;,(?). las lineas sélidas son leyes de potencias ¢~ dadas por las predicciones del
ML. El tamafio del sistema es L = 256.

estudiadas en detalle en el Capitulo 5. Para e;, () encontramos que las predicciones del ML
funcionan bien incluso mas alld de la escala de tiempos t* asociada con el Z(#). Notese que en
la Fig. 2.5 no se ha realizado ningtin ajuste de las curvas numéricas, sino que se ha mostrado,
en conjunto con éstas, el resultado de una ley de potencia con los exponentes obtenidos de las
Ecs. 2.58. Estos valores de los exponentes son sélo vélidos al orden més bajo en A, pudiéndose
obtener expresiones a todo orden por medio del ansatz de Bethe [51]. Dado que la técnica
que empleamos es intrinsecamente perturbativa, no es necesario acudir a estas expresiones
exactas, las perturbativas son suficientes para nuestros fines.

El hecho de que el ML captura bien la dindmica de tiempos cortos después de un quench en
ciertos sistemas en la red fue advertido por primera vez en la Ref. [74] en donde se realiz6
una comparacion de los resultados obtenidos con t-DMRG y las predicciones del ML. Sin
embargo, el t-DMRG provee acceso s6lo a los momentos iniciales de la dindmica, por lo que
en Ref. [74] no pudieron apreciarse las desviaciones a tiempos mas largos. En la Ref. [60] se
corroboré este hecho usando una técnica semianalitica que provee acceso a la dindmica de
tiempos cortos. Es interesante que en ese mismo trabajo se demostré que los parametros
de Luttinger K y v que deben utilizarse para capturar la dindmica no son los pardmetros
renormalizados que describen la fisica de equilibrio, sino los pardmetros que se obtienen de
bosonizar perturbativamente el Hamiltoniano desnudo del modelo en cuestién. En el capitulo
que sigue mostraremos, a partir de razonamientos analiticos, por qué la dindmica del LM
captura las primeras etapas de la relajacién de modelos mds realistas y por qué necesariamente
los parametros que intervienen estan relacionados con el Hamiltoniano microscépico del
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sistema y no con las propiedades de equilibrio de bajas energias del mismo.

En conclusioén, existe evidencia de que el ML puede describir exitosamente la dindmica de no
equilibrio de ciertos modelos que en equilibrio caen en su clase de universalidad. Sin embargo,
para ciertas cantidades, las predicciones del ML parecen fallar mds alld de una cierta escala
de tiempos que se hace mds y mds corta al ir aumentando la intensidad de la interaccién.
Para cantidades como eg;, (%), que resultan de la suma de contribuciones provenientes desde
varios modos de momento (ex;,(t) = Y re(k)n(k, t)) las predicciones del ML parecen tener
validez en rangos temporales mds grandes. En un contexto mas amplio, podemos sefialar que
esto estd indicando que la relajacion de los sistemas interactuantes se da en varias etapasy
que la primera de ellas estd dominada por el dephasing. Abordaremos en detalle este tema en
el siguiente capfitulo.
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1 Pretermalizacion

En el capitulo anterior hemos visto que para un modelo cuadratico el tiinico mecanismo
disponible de relajacion luego de un quench global es el dephasing entre los diferentes
modos libres. También quedé claro que los estados estacionarios que surgen luego de tal
relajacion son altamente no térmicos, pero que aun asi pueden ser descriptos mediante
un tipo especial de ensamble estadistico, el GGE. En este capitulo mostraremos que estos
resultados son relevantes también para sistemas mds complejos en los que hay interacciones
entre las particulas, es decir, que existe una especie de universalidad en la fisica del dephasing
y el GGE. Para ilustrar esto utilizaremos otro modelo paradigmatico, el liquido de Fermi (LF).

En equilibrio, la descripcién por bosonizacién de un LF en D > 1 estd bastante bien establecida
y, de hecho, puede obtenerse como la cuantificacion de la teoria semiclédsica de Landau [65,
64, 63, 26, 25, 27, 80]. Es decir, es posible describir un LF en equilibrio como un conjunto
de modos bosénicos no interactuantes, los cuales representan las fluctuaciones en la forma
de la superficie de Fermi [26, 25, 27]. En este capitulo mostraremos que a tiempos cortos
luego de un quench de interaccién lo suficientemente débil, la dindmica de un gas de Fermi
también puede capturarse con un modelo de bosones no interactuantes. Es decir, a tiempos
lo suficientemente cortos la dindmica del sistema puede describirse con un modelo efectivo
representado por una coleccién de modos libres, el cual posee un ntimero extensivo de
cantidades conservadas, lo que implica que todos los conceptos estudiados en el capitulo
anterior y enumerados antes son capaces de describir esa primera etapa de la relajacion. En
particular, el sistema exhibird un estado pretermalizado que podra ser descripto en términos
de un GGE cuyas cantidades conservadas serdn los nimeros de ocupaciéon de los modos
bosénicos. En escalas de tiempo mayores, las interacciones entre los modos bosénicos (que
no son tenidas en cuenta en el modelo efectivo pero que ciertamente estdn incluidas en el
modelo original) rompen estas simetrias efectivas y llevan al sistema al equilibrio térmico
final. Una de las ventajas de la descripcién de bosonizacién es que pone en pie de igualdad los
sistemas en D =1y D > 1 los cuales, fenomenolégimente, estdn descriptos por paradigmas
muy diferentes. De esta manera, el andlisis del presente capitulo puede servir para justificar
por qué las predicciones del modelo de Luttinger funcionan para sistemas més complicados en
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D =1, un hecho expuesto en el capitulo anterior pero que fue aceptado sin mayor justificacion.

Como fue explicado en la Introduccién de la tesis, la existencia de estados estacionarios de
tiempos cortos que surgen como resultado de la dindmica de dephasing es llamada preter-
malizacion en la literatura reciente. Tales estados metaestables han sido observados en una
variedad de sistemas [95, 96, 40, 89, 90, 94, 140, 91, 43] y en el LF en particular en [95, 96, 40]. Al
final del capitulo discutiremos algunas evidencias experimentales de la existencia de estos es-
tados metaestables y también algunas perspectivas tedricas (complementarias a la presentada
en este capitulo) sobre su naturaleza.

Los aportes originales correspondientes a este capitulo han sido publicados en Ref. [104].

3.1. Anadlisis perturbativo de un quench de interaccién en un gas de
Fermi

Para motivar la discusién, primero analizaremos perturbativamente la dindmica luego de
encender repentinamente las interacciones en un gas de fermiones en D > 1. Consideraremos
un quench en la interaccion en un gas de fermiones sin espin en D = 2 (aunque los resultados
pueden generalizarse facilmente a un sistema en D = 3). La dindmica del sistema para ¢t >0 es
dictada por el Hamiltoniano con interacciones de dos cuerpos H = Hy + Hjyt con

Hy=) e click,
k

1
Hine== Y. f(@)Qk (@ Qx (-9, (3.1)
Vika

en donde cy, c]T(
f(q) es la interaccién de a pares (isotrépica) que se enciende a t = 0y Q(q) = clt +qCk CTea
excitaciones tipo p-h. La condicién inicial es el estado fundamental |¥y) de Hy, es decir,
un mar de Fermi con todos los estados ocupados hasta el momento kr = \/47p, en donde

po = A1V es la densidad media de fermiones. Asumimos que la interaccién es de largo

son los operadores de campo fermioénicos, €(k) es la relacion de dispersion,

alcance: f(q) = foF(q), en donde fy es pequefia comparada con la energia de Fermiy F(q)
decae rapidamente para g > ¢., en donde g, ! > k;l es el rango espacial de la interaccion.
Tales caracteristicas del potencial son cruciales para poder fundamentar apropiadamente el
tratamiento con bosonizacién que haremos mds adelante. Sin embargo, antes de embarcarnos
en esa tarea, haremos un anélisis del quench usando teoria de perturbaciones dependiente
del tiempo usando el lenguaje de los fermiones, de manera de obtener algunos resultados que
podamos luego contrastar con la bosonizacién.

A nivel perturbativo en fj, la dindmica de tiempos cortos de la distribucién de momentos
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n(k, 1) = (Pole' "¢ e "' |¥p) luego del quench viene dada por

sin?[£(e(k) +e(K) —e(k+q) —e(k' —q))]
(e(k) +e(K) —e(k+q) —e(k —q))?

8 2
n(k, 1) = n(k,0) - ig Y IFK -k+q) - F(q)?
1% .4

x [nk,0)nk,0)(1-nk+q,0)(1—-nk —q,0)-
n(k+q,0)nk —q,0)(1 - nk,0)1 - nk,0)] +O(f). (3.2)

Esta formula puede deducirse utiliando teoria de perturbaciones de segundo orden alrededor
del estado inicial pero también puede obtenerse como el limite de tiempos cortos de una
ecuacion de evolucién para la distribucién de momentos més complicada que deduciremos
en el Capitulo 4. Asi que por ahora la aceptaremos sin mds deducciones.

Al igual que en D =1 en el caso presente resulta conveniente analizar la dindmica del salto
en la distribucién de momentos en el nivel de Fermi, Z™¢9(¢) = (limy_. Ky — lim,_, k;)n(k, n.A
partir de (3.2) podemos obtener una expresiéon para Z"™¢4(¢),

dE sin?(Et/2)
00 27t E?

Zre4() =1-4 f Ti, (E) + O (f3), (3.3)

en donde el scattering rate viene dado por:

Iy, (E) = ZnEZIF(k kp+q)—F(q)|26(E+e(k) ekr+q —ek-q)

x [n(k,O)(l - n(kp +q,0)(1-nk—-q,0)) + nkr +q,0nk-q,0)1 - n(k0)],
(3.4)

v kr es un vector sobre la superficie de Fermi (que asumimos circular) y todas las energias se
miden con respecto a la energia de Fermie(kr). Dadas las caracteristicas de la interaccion, el
valor asintético de tiempos largos de la Ec. (3.3) es

dE T'x,.(E)
Z%=1-2 f L—+0 3.5
o B () (3.5)
Por otro lado, usando técnicas perturvatibas estindar para la autoenergia X(k, E) (ver [100]
pégs. 249-254), es posible demostrar (recordemos que I'g(E) = —2Im Z(k, E)) que en equilibrio
el residuo de cuasiparticula estd dado por

dE Ty, (E)
eq _ 1 _ F
z8=1 f o gz TOUD (3.6)

lo que nos permite relacionar los residuos de cuasiparticula en equilibrio y en el estado
estacionario mediante

1-7%t=2(01-2°%9). (3.7)
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También es posible analizar la dindmica del Z"®4(¢). Para tiempos cortos, Z%(f) =1 - ct?, en
donde ¢ foz, independientemente de la forma de F(qg). Sin embargo, el comportamiento
de tiempos mads largos, antes de llegar al estado estadionario queda determinado por el
comportamiento de I'y, (E) cuando E — 0. De hecho, para tiempos largos obtenemos a partir
delaEc. (3.3)

A T®) 4L D) @9

Z (¢t =l+4(f
2 e 2m E? o 2m E?

en donde ¢ es el cutoff en energia impuesto por el decaimiento de I'y, (E) para energias
grandes. De acuerdo con la teria estdndar del LF [5, 100], para una superficie de Fermi

circular en D = 2 y una interaccién F(q) ~ e~9'9, Ty (E — 0) ~ E%+b

con b =0, lo que implica

Z"¢4(t) — Z™%%(00) ~ f02 t~1. Es instructivo, sin embargo, considerar el comportamiento de
Z"®(t) para b arbitrario. Entonces, para b > —1 obtendremos un valor finito de Z"®4(c0)
mientras que para b < —1 el término dependiente del tiempo en Ec. (3.3) diverge para t
grande, es decir, da lugar a lo que se llama un término secular en la expansion perturbativa.
La presencia de un término secular en D = 2 fue descubierta en la Ref. [61] para el modelo
de Hubbard en una red cuadrada a llenado medio, el cual posee una superficie de Fermi
rectangular. Debido a la presencia de puntos de Van Hove en la superficie de Fermi (en los
vértices del rectdngulo) el resultado usual de la teoria del LE b = 0, no es vélido en ese caso,
sino que, mds bien, estamos ante un caso en el que b < —1. Como sea, en nuestro caso b =0y

Z"4(1) = 75t = const. cuando ¢t — +oo.

Este comportamiento sugiere la existencia de un plateau en Z"®4(t), el cual ha sido interpre-
tado en trabajos anteriores [95, 96, 40] como la indicacién de un estado estacionario de no
equilibrio, un estado pretermalizado. El tratamiento perturbativo provee informacién muy im-
portante, a saber, que existe un estado estacionario cuyas caracteristicas pueden relacionarse
con las del estado fundamental del Hamiltoniano de evolucién y que la relajacién viene dada

por el dephasing (ver Ec. (3.3)). Sin embargo, surgen las siguientes preguntas: ;Cudles son
los modos cuasilibres relacionados con la relajacion por dephasing? ;El estado estacionario
puede describirse en términos de un GGE? ;Cémo es la dependencia espaciotemporal de las
correlaciones (efecto cono de luz)? Estos interrogantes, los cuales no son accesibles al trata-
miento simple con teoria de perturbaciones, pueden ser atacados usando la bosonizacién, la
cual, adicionalmente, nos proveerd de un entendimiento més profundo acerca de la fisica del
problema. Para ello debemos desarrollar la maquinaria de la bosonizacién multidimensional
y aplicarla a nuestro problema fuera de equilibrio, lo cual constituye el propésito de las dos
secciones siguientes.

3.2. Liquidos de Fermi en equilibrio y bosonizacion

En esta seccién consideraremos brevemente la bosonizaciéon de un liquido de Fermi en
equilibrio para luego poder construir el tratamiento fuera de equilibrio en la seccién siguiente.
Para mads detalles sobre este tema pueden consultarse las referencias [65, 64, 63, 26, 25, 27, 80].
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En la presentacién subsiguiente seguiremos, en particular, a las Refs. [65] y [80].

Consideremos una excitacién tipo particula-hueco (p-h) por sobre el mar de Fermi. Su energia
vendra dada por:

k+@?-K kq

2m m (3.9)

€k+q — €k =
asumiendo que |q| « |k|. Esta restriccion significa que s6lo consideramos excitaciones p-h
para las cuales la particula y el hueco tienen aproximadamente el mismo momento. Esta
limitacion puede levantarse si notamos que a una dada temperatura, alrededor de la superficie
de Fermi habr4 tantos huecos como particulas y, sin importar si estos huecos y particulas
provienen de excitaciones con momento grande, siempre podemos reagruparlas en pares con
momento pequeio. A bajas temperaturas los p-h estdn cerca de la superficie de Fermi, por lo
que |k| = kr . Entonces:

€k+q_€k: VEq), (3.10)

en donde ¢ es la componente del momento paralela al vector de Fermi k sobre la superficie
de Fermi, g = k- q. Es de particular importancia que la energia del par p-h venga determinada,
para excitaciones cercanas a la superficie de Fermi, s6lo por el momento, andlogamente al
caso de una particula libre. Este argumento es valido en dimensién arbitraria y sentaré la base
para la descripcion bosénica de la fisica de bajas energias del gas de fermiones.

Consideremos ahora un sistema de fermiones sin espin en D dimensiones interactuando
mediante un potencial de a pares V(x). El Hamiltoniano microscépico tendrd entonces la
forma:

2
H:fd%c*(x)(%)c(xn%fdedDyV(x—y)c*(x)c*(y)c(x)c(y), (3.11)

en donde c'(x), c(x) son los operadores de creacién y aniquilacién canénicos de los fermiones
desnudos. Dado que bajas temperaturas las excitaciones relevantes viven cerca de la superficie
de Fermi es conveniente trabajar con el Hamiltoniano efectivo que gobierna la dindmica de
esas excitaciones. Formalmente debemos integrar los modos mds energéticos mediante
un procedimiento anélogo al grupo de renormalizacién. Como resultado obtendremos una
accion (o Hamiltoniano) efectiva que describa la fisica de las cuasiparticulas resultantes. Antes
de explicitar este Hamiltoniano efectivo definiremos otras cantidades importantes.

Las cuasiparticulas no son necesariamente cuasiparticulas de Landau, sino que estdn relacio-
nadas con los fermiones desnudos a través de [132]

vic=2 o, (3.12)

para momentos k restringidos a una céscara fina de grosor A alrededor de la superficie de
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Figura 3.1: La capa delgada de ancho A contiene a la superficie de Fermi. La capa estd
dividida en cajas de ancho A, etiquetadas con un rétulo S. El zoom muestra una de las cajas
que contiene un par p-h de momento q. Es necesario que |q| < A < A <« kr para poder
implementar la bosonizacién en equilibrio. Tomado de [65].

Figura 3.2: Superficie de Fermi isotrépica en D = 2 dividida en N parches de dimensiones
Ay A enlas direcciones perpendicular y paralela a la superficie de Fermi, respectivamente.
La magnitud del cutoff A es elegida de manera que el vector normal a la superficie de Fermi
no varie apreciablemente dentro de un dado parche y pueda ser reemplazado por un vector
constante fig, lo que permite linealizar la relacién de dispersién en cada parche (ver méas
adelante en el texto). Tomado de [39].
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Fermi kr — A/2 < |k| < kg + A/2'. Para implementar la bosonizacién, dividimos la superficie
de Fermi en N cajas o parches de alto A perpendicular a la superficie de Fermiy dimensiones
AP~! sobre la superficie, como puede apreciarse en las Figuras 3.1 y 3.2.M4s adelante veremos
que uno de los requisitos para que el tratamiento con bosonizacién funcione es que los cutoffs
deben ser tales que kr > A > A lo que determina una relacién de aspecto achatada para
los compartimentos de la superficie de Fermi. Ademds, introducimos los operadores yg(x) y
1//; (x) que aniquilan y crean cuasiparticulas fermiénicas dentro de cada parche en la posicién
'

p

en donde 8(S; p) es 1 si p estd dentro del parche Sy 0 si no. En D =1 la superficie de Fermi se
reduce a dos puntos y por lo tanto debemos utilizar s6lo dos cajas (caja Ly caja R). En una
dimensién las interacciones pueden clasificarse en aquellas que dejan a los fermiones en la
misma caja (interacciones g4 en el capitulo anterior) e interacciones que intercambian de caja
alos fermiones (interacciones g»). En D > 1 es posible hacer una clasificacién analoga. Nos
limitaremos al caso particular de D = 2 por simplicidad. Primero notemos que en funcién de
los operadores g(x) la interaccion efectiva entre las cuasiparticulas es una interaccién de a
pares:

ViU WYy WYy . (3.14)

Esta es la tnica interaccion marginal dado que todos los términos con mds operadores o
derivadas son irrelevantes en el lenguaje del grupo de renormalizacién [132]. El Hamiltoniano
desnudo, Ec. (3.11) es invariante rotacional y por lo tanto podemos restringir nuestra atencion
a interacciones efectivas que también sean invariantes frente a rotaciones. La interaccién estd
fuertemente constrefiida por la conservacién del momento, es decir, por el hecho de que todas
las interacciones entre particulas deben suceder dentro de la cdscara de grosor A alrededor de
la superficie de Fermi:

lky + kv — ks — kt| < A. (3.15)

En D = 2 hay sélo tres posibilidades: V=S8 y U =T (forward scattering, andlogo al g4 de
una dimension), U =Sy V=T (exchange scattering, interaccion de intercambio), yS=-Ty
U = -V (BCS scattering, acoplamiento de pares de Cooper, en donde el signo — denota el punto
antipodal). Las interacciones en los canales de forward y exchange scattering poseen un grupo
de simetria extendido U (1)1,;’ : una rotaciéon U(1) en la fase de los operadores correspondientes
a cada parche deja invariantes a las interacciones en estos dos canales dado que los parches S
y T contienen un oprador de creacién y uno de aniquilacién cada uno. Esta simetria, la cual

no estd presente en el Hamiltoniano microscépico, es la que permitird resolver exactamente

Las cuasiparticulas de Landau estdn definidas en un entorno infinitesimal de la superficie de Fermi y su
relacién con los fermiones desnudos es por lo tanto 1//1L( =Zg 172 ¢, en donde Zr es el residuo de cuasiparticula, la
discontinuidad en el momento de Fermi de la distribucién de momentos de los fermiones desnudos.
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al modelo efectivo de las cuasiparticulas. Notemos también que la teoria de Landau posee
una especie de simetria U(1)$°, dado que el nimero de cuasiparticulas en cualquier punto
de la superficie de Fermi esta conservado. La interacciéon BCS, la cual acopla cuasiparticulas
en cuatro parches diferentes, rompe la simetria U (l)fcv y deja solo la simetria global U(1) que
simplemente refleja la conservacion de la carga, la simetria original del modelo microscépico.
No consideraremos las interacciones BCS las cuales, como es bien sabido, representan una de
las inestabilidades del LE

El Hamiltoniano efectivo para las cuasiparticulas en términos de los campos en cada parche
puede escribirse como:

ks
m*

H:dexZw;(x)(
S

\Y 1
: 7) Ys®+ 3 f dPxdPy Y f(S, Tix-yyi@ys@yLyyry).
S,T

(3.16)

En donde m* es la masa efectiva de las cuasiparticulas y f(S,T;x—y) es la interaccién efectiva
entre las cuasiparticulas, es decir, es la interaccion «vestida» que surge al integrar los grados

de libertad de alta energia. Ademds hemos linealizado la relacion de dispersion discutida al
ks-q ks v
m* m* i

principio: pasa a ser en el espacio de corrdenadas

De manera completamente andloga al caso unidimensional, para llevar a cabo la bosonizacién
introducimos los operadores de corriente en cada parche:

Js(@ = Y 008k - @0k [l vic—Sqom), (3.17)
k

en donde ny = (wltwk) asegura el orden normal de la expresién. La corriente Js(—q) crea un
par p-h de momento relativo q en el parche S de la superficie de Fermi. Estos son los objetos
clave para la bosonizacion. En efecto, puede mostrarse que obedecen (aproximadamente) el
algebra U(1)

[Js(@), Jr(p)] = 65,18 q+p Qiis - q + Error, (3.18)

en donde Q = AP~! (ﬁ)D es el nimero de estados en el parche dividido por el cutoff 1 y
fig = Il% El Error en la ecuacién (3.18) es despreciable comparado con el término principal
siempre que elijamos A/ A <« 1. Esto esté sefialando que la relaciéon de aspecto de los parches
es fundamental para la construccién. Fisicamente, elegir parches achatados minimiza el
scattering de particulas entre parches adyacentes. Ademads, dado que (para una superficie de
Fermi circular) el vector normal a la superficie de Fermi varia en una escala del orden de kp,
para poder implementar la linealizacién de la relacién de dispersién dentro de cada parche
debemos pedir que A <« kg. Otro punto importante que surge al calcular el término de error
en la Ec. (3.18) es que la ocupacion de cuasiparticula debe cambiar de 1 a 0 en un rango de
momentos del orden de A, es decir, para que la bosonizacién funcione debemos considerar

estados a muy baja temperatura.
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3.2. Liquidos de Fermi en equilibrio y bosonizacién

Una vez establecida las relaciones de conmutacién podemos generar la representacién boso-
nica. Para ello definimos los operadores bosénicos as(q) de modo que:

Js(@) =1/QIng-q] [as(q)H(ﬁs-q) +al(-q)f(—hs-q)|. (3.19)

Es decir, si elegimos a los ag(q) como operadores bos6nicos candnicos

|as@, @} (p)] = 65154, (3.20)

y escribirmos la corriente en funcién de ellos tal como figura en la Ec. (3.19) la relacién de
conmutacioén (3.18) se satisfacen automéaticamente con el término de error igual a cero.

Definiendo el campo bosénico

aT(_ )e—iqx_a ( )eiq~x

’
qu'fls>0 V ns : q

podemos escribir inmediatamente a la transformada de Fourier de la corriente en el parche
Jsx) =Y. qe'1*Js(q) como

(3.21)

Js(X) = VQiig - Vps (x). (3.22)

También es posible escribir el Hamiltoniano con la relacién de dispersién linealizada Ec. (3.16)
en términos de los operadores de corriente Js(x) y, por lo tanto, de los operadores boséni-
cos [65]:

Tv: 1
H :f d*xy. ~F [hs Vs )"+ 5 f Pxd?y Y. [S,Tix—y) [fs- Vos®)] [Ar-Vor(y)],
S S, T

(3.23)

en donde vy, = kp/m* es la velocidad de Fermi renormalizada de las cuasiparticulas. El Ha-
miltoniano (3.23) puede escribirse facilmente en términos de los operadores as(q) usando la
Ec. (3.21) y luego puede diagonalizarse utilizando una especie de extensién multidimensional
de la transformacién de Bogoliubov utilizada en el capitulo anterior para el caso unidimensio-
nal. Este punto serd analizado en detalle cuando ataquemos el problema fuera de equilibrio.

Puede mostrarse que los estados coherentes bosénicos que son autoestados de los operadores
de aniquilacién ag(q) generan, al aplicarse sobre el mar de Fermi un desplazamiento en la
superficie de Fermi en la direccién del momento q [26]. Por lo tanto, se relaciona a los modos
bosoénicos con las fluctuaciones en la forma de la superficie de Fermi generados por una
superposicién coherente de excitaciones de p-h.
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Capitulo 3. Pretermalizacién

Para el célculo de las funciones de correlaciéon necesitamos una identidad de bosonizacién
multidimensional andloga a la que existe en una dimensién (Ec. (2.16)). Aunque para D > 1
tal identidad atin no ha podido ser deducida usando el enfoque de operadores que utilizamos
aqui (aunque se han proporcionado argumentos de plausibilidad en su favor), otros enfoques
que utilizan integrales funcionales tales como [ 80] obtienen los mismos resultados que si se
usara el enfoque con operadores y una identidad de bosonizacién dada por:

(0 = [ piksx {L ()} (3.24)
Ys(x) = Vae exp \/§¢>sx, .

en donde V es el volumen del sistema y a = 1/A es el cutoff ultravioleta.

Resulta muy interesante que toda esta maquinaria reproduce, en equilibrio, los resultados de
la teoria de Landau (la cual fue desarollada diagraméticamente por Abrikosov y Khalatnikov

mads adelante) incluyendo la presencia de modos colectivos (el sonido cero, por ejemplo),

los cuales estdn directamente relacionados con los operadores bosénicos as(q) [25]. La

maquinaria de bosonizacién también reproduce el comportamiento de largas distancias de

los propagadores fermi6nicos en un LF [64]. Adicionalmente, se cree que la bosonizacién en
altas dimensiones, debido a su caracter no perturbativo, puede ser una herramienta poderosa

para tratar problemas que no pueden ser alcanzados con teoria de perturbaciones. Un ejemplo

de esto es el problema de un sistema de fermiones con interacciones singulares (de largo

alcance o retardadas), un modelo que presenta comportamientos que no son LF y que puede

servir para describir diferentes situaciones tales como transiciones magnéticas en los cupratos,

efecto Hall cudntico y la transicién de Pomeranchuk (sistemas que poseen s6lo interacciones

de corto alcance en el modelo microscépico). Sin embargo, la validez de los resultados de la

bosonizacién en estos casos mas desafiantes es objeto de debates [34].

3.3. Quenches en la interaccion y bosonizacién

En esta seccién describiremos c6mo hay que modificar el enfoque de la bosonizacién en
equilibrio, descripto antes, para poder calcular funciones de correlacién después de un quench
de interaccion en un gas de fermiones en D > 1. Como iremos viendo, este método permite
rederivar los resultados obtenidos con el método perturbativo. Lo que es mds importante,
también permite obtener el modelo integrable efectivo que describe la dindmica en el régimen
de pretermalizacién y las cantidades conservadas asociadas.

Ya hemos sefialado en la seccién anterior que consideramos una interaccién débil ( f pequefio
comparado con la energia de Fermi) y de largo alcance (F(q) decae rdpidamente para g > q.).
En lo que sigue mostraremos por qué estos requisitos, que no deben asumirse al bosonizar
en equilibrio, son cruciales para poder hacer la bosonizacién después del quench. Para
ello, utilizaremos ciertos argumentos basados en el cdlculo perturbativo presentado antes.
Basaremos nuestro argumento en la Ec. (3.2), valida para tiempos cortos, la cual repetimos
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3.3. Quenches en la interaccién y bosonizacién

aqui para facilitar la lectura

sinz[zt(e(k) +ek)—ek+q) —ek —q)]
€k +ek) —ek+q) —ek —q))2

8 2
nk,t) = n(k,O)—% Z |IF(K'—k+q) - F(q)?
k!

q
x [nk,0)nk’,0)(1 - nk+q,0)(1-nk —q,0)-
ink+q,0)n(k —q,0)(1 - n(k,0)(1-nd,0)]+G(f). (3.25)

Esta ecuacién nos muestra que a orden foz, la dindmica de tiempos cortos estd completamente
determinada por el espacio de fases inicial para las colisiones entre los fermiones desnudos
y también por las propiedades del potencial. Consideremos ahora, igual que en equilibrio,
una capa de grosor A alrededor de la superficie de Fermi. Es relativamente f4cil convencerse
de que, dada la forma particular de la condicién inicial, todos los términos no nulos en (3.2)
que mezclan estados dentro y fuera de esa capa van multiplicados por un factor del orden
de fOZIF (A/2)]2. Eligiendo A/2 > g, este factor estd fuertemente suprimido dada la forma

del potencial de interaccién. En otras palabras, el ritmo de ocurrencia de tales eventos de
kr

2nvE

estados a la energia de Fermi. SiA > g, tales procesos estdn fuertemente suprimidos, y por lo

scattering es aproximadamente~ f02 [F(1)|2N(0) ~ 771, en donde N(0) = es la densidad de
tanto su influencia sobre la dindmica es despreciable para ¢ < 7. Consecuentemente, podemos
restringir las sumas en k' y q a valores que estén dentro de la capa de grosor A y confiar en los
resultados a orden fo2 |F(A/2)|?. Notemos entonces que las sumas truncadas son equivalentes
ala dindmica completa generada por un Hamiltoniano truncado, que llamaremos H'S, el
cual se obtiene de H conservando en las sumas sobre momentos s6lo los términos que estan
dentro de la capa. Un anadlisis similar puede hacerse para otros observables que no sean n(k, t).
Concluimos entonces que para tiempos ¢ < 1/ fg |F(A/2)|2N(0), la dinamica de los grados de
libertad dentro de la capa estdn descriptos efectivamente por H'S.

Recapitulando, vemos que las caraceristicas de la interaccién en combinacién con las de
la condicién inicial nos aseguran que la dindmica se desarrollard, aproximadamente, a una
distancia pequefa de la superficie de Fermi, lo que abre la puerta a un tratamiento con
bosonizacién. En equilibrio, lo que nos permitia quedarnos cerca de la superficie de Fermi
era el tratamiento con el Grupo de Normalizacién. Si considerardmos interacciones de corto
alcance (si g, fuera una fraccién apreciable de kr por ejemplo) los procesos de scattering con
alta transferencia de momentos serian tan probables como aquellos con baja transferencia
de momentos y la dindmica se alejaria ripidamente de la supeficie de Fermi. Por otro lado,
si considerdramos una condicién inicial en la que los grados de libertad de alta energia ya
estuvieran poblados (como en el caso de un estado de alta temperatura) la dindmica tampoco
estaria restringida a las vecindades de la superficie de Fermi.

Para describir la dindmica generada por H'S implementaremos el tratamiento con bosoniza-
ci6én. Primero recordemos la definicién de las funciones

1 sipeparcheS
@(S,p) = (3.26)
0 en otro caso.
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Capitulo 3. Pretermalizacién

Ahora también introduciremos las funciones ausxiliares ©(S; p) que son cero si p estd en el
parche S y no cero en una regién complementaria de ese parche de manera que

Y 0S;p+06S;p) =1, (3.27)
S

lo que significa que la superposiciéon de los parches y sus regiones complementarias corres-
pondientes cubren todo el espacio de momentos. Para aislar los grados de libertad que estdn
cerca de la superficie de Fermi, introducimos la relaciénd de completitud Ec. (3.27) repetida-
mente en la parte de interaccién del Hamiltoniano fermiénico y agrupamos los términos de la
siguiente manera

1

Hne=<= Y Y f(@O0S:k)OS ki +qO(T;k2)O(T'; k2 —q) Q, (@) Q, (—q) + Hing, (3.28)
V S,T,S’,T’,q k],kg

Todos los términos en Hi,; contienen al menos una 0, es decir, es el Hamiltoniano que
involucra a los grados de libertad de alta energia. Andlogamente al caso de equilibrio, un
examen cuidadoso de Eq. (3.28) revela que existen sélo tres tipos de términos no nulos en
lasuma [63],S=S"y T =T (forward scattering), S=T y T =8’ (intercambio) or T = —S and
T’ = —S’ (interaccion de pares de Cooper). Introduciendo las densidades en el parche

Js(@) =) _0S;k+q@0(S;kQk(g), (3.29)
k

la parte de forward scattering puede escribirse como

1
Hiif =V Y. f(@Is@Jr(-q), (3.30)

ST,q

Los términos BCS estan relacionados con una alta transferencia de momento (g es una
fraccién apreciable de kr ) y son inocuos a tiempos cortos. Los términos de intercambio
no pueden ser escritos en términos de las densidades en el parche. Sin embargo, los tinicos
términos de intercambio de los que debemos preocuparnos son aquellos que transfieren
fermiones entre parches adyacentes. Los otros estdn relacionados con una transferencia de
momentos g > A1/2 y podemos despreciarlos en nuestro nivel de aproximacién. Los procesos
de intercambio entre parches adyacentes asociados con una transferencia de momentos
g < A/2 (y por lo tanto relevantes a tiempos cortos) son aquellos que tienen lugar dentro de
la regién sombreada en la Fig. 3.3. El drea de la regién sombreada es A2, lo que significa que
los procesos posibles dentro de esta drea son del orden de A* en el limite V — oco. Por otro
lado, el namero de procesos que ocurren dentro de los parches (y que estan incluidos en
los términos de forwrd scattering) es del orden de A2A?. Entonces la razén entre ellos es del
orden de A?/A? > 1. Sobre esta base podemos despreciar los procesos de interacambio que
tienen lugar dentro de la region sombreada. Esta es la razén por la que pueden despreciarse
también en equilibrio [80]. La adaptacion de estos argumentos a D = 1 permite despreciar los
procesos de backscattering (g; en lanotacion de la g-ologia) a tiempos cortos. Los procesos de
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3.3. Quenches en la interaccién y bosonizacién

forward scattering relevantes son las interacciones g4 (diagonales en el parche) y g» (mezcla
las ramas derecha e izquierda del espectro). Esto representa una justificacién al hecho de
que las predicciones del ML describen la dindmica de tiempos cortos de un sistema en la red,
siempre que la condicién inicial no tenga poblados estados de alta energia y que el quench
sea débil.

Recordamos ahora que las corrientes en el parche Js(q) obedecen las relaciones de conmu-
tacion andmalas, Ec. (3.18), y que si A > A tales operadores pueden ser representados con
operadores bosénicos canénicos {as(q), ag(q)}:

Js(@) = /Qlfis - qllal (@0 (hs - q) + as(-q)0(—hs - q)], (3.31)

en donde 0(x) es la fncién de Heaviside. Entonces, la porcion de forward scattering del
Hamiltoniano de interaccién Ec. (3.30) ya estd bosonizada. Para bosonizar la parte cinética
hay que hacer més aproximaciones. Como con el Hamiltoniano de interaccién, primero
separamos el término cinético del Hamiltoniano en partes con momento alto y bajo, lo cual
puede hacerse formalmente utilizando las relaciones de clausura de las funciones O(S; p).

Obtenemos
Hy=Y elks+q) cltsﬂlcksﬂl + Hp, (3.32)
Sq

en donde q debe ser lo suficientemente pequefio como para entrar dentro del parche S. En
virtud de los argumentos presentados antes, despreciamos la parte con momento alto Hy.
Ademds, asumimos que el tamafio del parche es pequenio comparado con la escala en la que
la superficie de Fermi cambia de forma. Como fue dicho antes, para una superficie de Fermi
circular es suficiente pedir que A <« kr. En este caso podemos despreciar las variaciones del
vector normal a la superficie de Fermi dentro del parche, lo que hace posible linealizar la
relacion de dispersion dentro de cada parche [80]. Adicionalmente, si s6lo nos concentramos
en los grados de libertad de baja energia, en virtud de las relaciones de conmutacién (3.18),
podemos escribir la parte cinética del Hamiltoniano como [63, 26]

HES = 2L Y ji(@Js(-q), (3.33)
ZQ S,q

en donde vr = |Vie(K)| =k, es la velocidad de Fermi de los fermiones desnudos. El Hamilto-
niano en término de las corrientes puede escribirse finalmente como

H™ =Y Js(@ (2553 + C)

— | J1(-q. (3.34)
STq 2Q v )

Notese que la coleccién de condiciones sobre los cutoffs es consistente:

krp>A>A1>q,. (3.35)
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Capitulo 3. Pretermalizacién

Esperamos entonces que las aproximaciones descriptas sean precisas para altas densidades
(kr grande) y para tiempos menores que T.

El Hamiltoniano HFS cumple el mismo papel que el Hamiltoniano de cuasiparticula (3.16)
cumplia en equilibrio. La gran diferencia es que en el Hamiltoniano de cuasiparticula apa-
recian cantidades renormalizadas (masas e interacciones) mientras que en HEFS aparecen
cantidades desnudas. Esta es la gran diferencia entre los tratamientos en equilibrio y fuera
de equilibrio. Por lo tanto, H'S no describe la fisica de bajas energias del Hamiltoniano
microscépico H sino que describe una etapa temprana en la dindmica luego del encendido
abrupto de las interacciones en la que los fermiones atin no se han «vestido» por efecto de las
interacciones, es decir, la etapa de formacién de las cuasiparticulas. Sobre este punto hacemos
notar que en D =1 ha sido encontrado recientemente que la dindmica luego de un quench
de interaccién puede ser descripta por la teoria bosénica de bajas energias parametrizada
con los parametros desnudos del Hamiltoniano microscépico en vez de con los parametros
renormalizados de equilibrio [60]. Ademas, HFS es integrable, ya que puede expresarse como
un bilineal de opradores bosénicos lo cual, al igual que en equilirbio, estd intimamente ra-
lacionado con la simetria UN (1) r del Hamiltoniano HFES, Segun lo que vimos en el capitulo
anterior, esto significa que la relajacién descripta por HS desembocara en un estado estacio-
nario descripto por un GGE, un estado altamente no térmico. Correcciones de orden mayor
(anarmoénicas) a (3.34) tales como las que surgen de la curvatura de la superficie de Fermi y la
relacion de dispersion, introducen interacciones entre los bosones [80]. Estos términos violan
el conjunto de leyes de conservacién que hacen exactamente soluble al Hamiltoniano. Como
consecuencia, se espera que a tiempos largos ocurra una relajacién completa al equilibrio
térmico. Este fendmeno estd controlado sélo por las leyes de conservacién que son respetadas
por el Hamiltoniano real (una simetria U(1) global), el cual difiere del Hamiltoniano truncado
integrable en que también describe colisiones que no son forward scattering.

En la teoria de Landau se suponia un encendido adiabéatico de las interacciones en el cual
los fermiones tenian todo el tiempo del mundo para vestirse de acuerdo al valor instantdneo
de las interacciones. En el caso del quench existe una primera etapa de la dindmica en la
cual los fermiones interactiian, pero las cuasiparticulas atin no estdn formadas (y por ello no
colisionan), esta es la etapa de pretermalizacién y de la dindmica por dephasing.

3.4. Calculo de las funciones de correlacion después de un quench
utilizando bosonizacion

Ya tenemos los resultados del andlisis perturbativo del quench y contamos con una maquinaria
de bosonizacién fuera de equilibrio para atacar el problema desde una éptica completamente
diferente. Falta ahora calcular las funciones de correlacion luego del quench utilizando el
formalismo de bosonizacién y comparar los resultados. Como puede preverse esto no es una
tarea facil y plantea un desafio técnico importante. En esta seccién explicaremos como puede
resolverse este problema.
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3.4. Célculo de las funciones de correlacién después de un quench utilizando
bosonizacién

Figura 3.3: Los procesos de intercambio entre dos parches adyacentes S y T con transferencia
de momento g < A/2 involucran fermiones dentro de la regién sombreada. Dado que la
jerarquia de cutoffs es tal que A >> A, estos procesos representan sélo una pequefia correccion
de superficie a los procesos de forward scattering que suceden dentro de los parches.

3.4.1. Resolviendo la dinamica
Plan de acci6n

Para calcular funciones de correlacién debemos resolver las ecuaciones de Heisenberg para
los operadores bosénicos {as(q), ag (q)}. Esto es equivalente a diagonalizar el Hamiltoniano
(3.34), lo cual si bien puede resolverse formalmente en forma cerrada —después de todo el
Hamiltoniano es bilineal —, no puede obtenerse en forma explicita una solucién analitica
cerrada, dado que todos los parches estan acoplados por la interaccion. El empleo de esta
solucion explicita puede evitarse para nuestro propdésito, debido a que es posible escribir
la solucién de las ecuaciones de movimiento exclusivamente en términos de las funciones
de correlacion retardadas de equilibrio de los campos bosénicos, algo que también resulta
de la naturaleza bilineal del Hamiltoniano. Esas correlaciones retardadas pueden calcularse
exactamente usando la formulacién del problema bosoénico en términos de una integral
funcional de tiempo imaginario [63, 64, 65].

Detalles (y no tanto)

Insertando la expresién Ec. (3.31) para las corrientes en cada parche en términos de los
operadores bosénicos en el Hamiltoniano truncado (3.34), éste resulta {as(q), ag (@},

HP = |al@Vsr(@ar(@ + (al@Wsr@af(-q +He) |, (3.36)
q
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Capitulo 3. Pretermalizacién

en donde Vst y Wgr describen el acoplamiento entre diferentes parches que proviene de la
parte cinética y de interaccién del Hamiltoniano truncado. Estdn dados por

2 A
Ver = 85120 - Qs q + P2 0 s - O (r - @) /Tos - 1),

2m)?
A
Wesr = %H(ﬁsﬂ)@(—ﬁ?q) (hs-q) (—hr-q). (3.37)

definimos el vector columna que contiene los operadores bosénicos
a1(q)
an(q)

, 3.38
al(-q) (358

.'.
ay(—q)
en donde N es el namero total de parches. Entonces, a menos de una constante aditiva
irrelevante, el Hamiltoniano puede escribirse en forma matricial como

=Y go'Ho, (3.39)
q
en done H es una matriz hermitica de 2N x 2N. El Hamiltoniano ya es diagonal en el momento
g y para diagonalizarlo s6lo debemos diagonalizar H para un dado g . Denotaremos la
transformacién que la diagonaliza de la siguiente manera:

as(q) = Y Msraz(q) + Nsrak(—q), (3.40)
T

en donde {ar, a;} es la base diagonal. A pesar de que la forma explicita de estas matrices
puede deducirse, al menos para un niimero grande de parches [26], no serd necesario hacerlo
en nuestro caso. Notemos, sin embargo, que para que los operadores « satisfagan relaciones
de conmutacién canénicas, las matrices deben satisfacer:

; MstMst— NstNsT = s/, (3.41)
; MstNgT— NstMsT = O, (3.42)
; MysMys — NysNts = Osg, (3.43)
; MysNrs — NrsMrg = 0. (3.44)

Veamos entonces como reolver la dindmica sin obtener explicitamente las matrices Mgt y
Ngr. El estado inicial es el estado fundamental |¥) del Hamiltoniano que se obtiene de HFS
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poniendo f(gq) =0, es decir, el vacio de los operadores as(q). La forma general de la solucién
de las ecuaciones de Heisenberg para los operadores ag toma la forma

eMag(@e ' =Y Asr(Har(q) + Bst(H) ah(-q). (3.45)
T

en donde las matrices Agsr(f) y Bst(f) pueden escribirse en términos de las matrices de
transformaciéon

Ast (1)

Y MsgrMrre "95*" — Ngg Nyge'75®!, (3.46)
R

Bgr (1)

Y NsgMrre'5*! — Mgg Nygpe™ 957!, (3.47)
R

v Sgr son los autovalores de H. Por otro lado, estas matrices pueden escribirse en términos de
los correladores retardados de equilibrio. Para ver esto, primero notamos que

Ast(t) = las(q, ), ab(q)],
Bgr (1) = [as(q, 1), ar(—q)]. (3.48)

Dado que el Hamiltoniano es cuadratico, estos conmutadores son proporcionales al operador
identidad, y, por lo tanto, podemos tomar su valor de expectacién con respecto a cualquier
estado debidamente normalizado. Dado que los operadores evolucionan de acuerdo con H
elegimos su estado fundamental |V) para tomar el valor medio. Por lo tanto estas matrices
pueden escribirse, para ¢ > 0, en términos de las siguientes funciones de correlacién retardadas
de equilibrio

G(q, 1) = —i0(1)(Pllas(q, 1), ah(@]1P),
Greved(q, 1) = —i0(1)(¥|las(q, 1), ar(~q)]|¥). (3.49)

Las transformadas de Fourier de las funciones de correlacion retardadas pueden ser calculadas
mediante la continuacién analitica de las funciones de Matsubara (temperatura finita, tiempo
imaginario), las cuales, a su vez, pueden obtenerse en la formulacién mediante integrales fun-
cionales del problema bosénico en equilibrio Ec. (3.36) por medio de una transformacién de
Hubbard-Stratonovich, la cual no mostraremos explicitamente aqui (referimos al lector a [63]
para un tratamiento detallado). De esta manera nos ahorramos el uso de la forma explicita de
la transformacién de Bogoliubov generalizada que diagonaliza el Hamiltoniano [26].

3.4.2. Funcion de Green fermionica

Primero discutiremos cémo calcular la funcién de Green de los fermiones utilizando la solu-
cién ala dindmica que hemos descripto en la seccion anterior y la identidad de bosonizacion.
Los lectores que no estén interesados en los detalles técnicos pueden saltarse la seccién del
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célculo y pasar directamente a las siguientes en donde se discute las consecuencias fisicas de
los resultados.

La matriz densidad fermidnica de una particula de no equilibrio se define como

G9(x, 1) = (Pole' 'y @y 0)e' | ¥p), (3.50)
la cual puede ser escrita como una suma sobre parches,

9"x, 1) =) G lx, 1), (3.51)

3

con

Golx, 1) = (Pole Myl ps 0’ Wo), (3.52)
La funcién andloga en equilibrio pude definirse como:

GAx) = (Ply ) ys(0)¥). (3.53)

El cdlculo puede llevarse a cabo usando la identidad de bosonizacién multidimensional
Eq. (3.24), la cual repetimos aqui para facilidad de lectura

Ws(x) = eks* 2 exp ii(,bs (x) (3.54)
Va o) ’ '
en donde a = 1/A es el cutoff ultravioleta y el campo bosénico viene dado por
T —iqx iqx
) al(qe "9* — ag(q)e'd
ps@ =i Yy . : (3.55)

q,hig-q>0 ns-q

Primero calcularemos el correlador en equilibrio para poder compararlo luego con el de no
equilibrio y para introducir algunas herramientas necesarias. Usando resultados conocidos
sobre valores de expectaciéon gaussianos (completamente andlogos a los usados en el capitulo
anterior en D = 1) encontramos que el correlador es la exponencial de

1

(PsX)Ps(0))eq — (PsX)PDeq= Y.

qns-q>0 1S4

(€'9* ~ 1)(as (@) al(@)eq + (€~ 9% = 1)(al(@as(@)eq|, (3.56)

X

en donde hemos introducido la notacion {...)eq = (¥|...|¥). Usando las propiedades de las
matrices de transformacion (3.41)-(3.44) se muestra que

(as(@al(@)eq = Y (Msp)? =1+ (Nsp)* = 1 + (al (@) as(Q))eq, (3.57)
R R
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de manera que

1 ; 1
(Ps®Ps@eq—(hs@Deq= Y, ——(V*~D+ 3 ——2af(@as(@)eq(cos(@x)-1).
gisq>0 1S4 q.ns-q>0 1S4

(3.58)

Después de exponenciar, el primer término produce el correlador de fermiones libres [63]
l’ eikpfls'x

———— Wi (h , 3.59
@m? hsx 'A(lns x x]) (3.59)

Gg(x) =
en donde W) (Iiig x X|) es una funcién de cutoff que se hace nula para |fig x X|A 2 1y alcanza
el valor unidad para [fig x x| = 0. El segundo término es la correccion por la interaccion qu(x)
que analizaremos mds abajo. Usando el fomralismo de Matsubara y la transformacion de
Hubbard-Stratonovich podemos hallar una expresion para (a; (@) as(q)) ¢4 a partir del valor de
expectacién ordenado temporalmente en tiempo maginario

(al(@as(@)eq = Tg%mas(q,rmg(q,o» (3.60)

foA? 3 PV (-hr-q)
@2m)* T (hs-q—hr-q)?

lfig - q +0(f), (3.61)

en donde 227 indica que en el limite de nimero de parches grande, en donde las sumas sobre
parches pueden reemplazarse por integrales, debemos tomar el valor principal, una carac-
teristica matemadtica que también surge en el tratamiento de equilibrio [26]. Encontramos

1 2A2 PV (—fr-
78 = exp | = —— f2 A(—leq)z(cos(q-x)—l) . (3.62)
Q 2m*"" g neqeor (As-q—n1-q)

En la literatura, las integrales de momento son calculadas usando un sistema de coordenadas
cartesiano (g, gq)) fijo en el parche S [26, 63]

q. = hg-q, (3.63)

q = \/Iq*-(hs-q)?>. (3.64)

Usaremos un método alternativo que hallamos mdés conveniente para el cdlculo fuera de
equilibrio que consiste en usar coordenadas polares en el mismo sistema de referencia

q = \/da;+aj (3.65)

tan@s) = . (3.66)
q
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Notese que el cutoff de las integrales radiales en q serd la transferencia tipica de momentos de
la interaccién ¢, [80]. Obtenemos

PV (-fir-q) L? fm PV (- cos(Or))
e xX)-1)= —— do
g ieqe01 (s q—Nr-q)? (cosiq-x)=1) (2m)? ; w20 cos(Bs — @s) (cos(s) — cos(O7))?
1
X x sin(x|gc(cos(0s — @s))) —qc |, (3.67)

en donde s es el angulo entre el vector x y fig. Para distancias largas, [x| > ¢!, el término
oscilatorio se promedia a cero. Nétese entonces que toda la informacién sobre el indice de
parche se pierde dado que el término restante tiene todos los indices de parche contraidos.
Finalmente obtenemos

2f2N(0)
<u/§(x)u/s(0)>eq =99 (x) exp _](CZT):"qCCJF@(ng)] ) (3.68)
en donde
27 /2 (_ COS(@T)) 3n/2 /2 | COS(@T)|
;@Vf do f do :f do / do ~
¢ 0 T 22" % (cos(Bs) — cos@D)2 ~ Jus2 T )2 "% (cos(Bs) — cos(0r))2
(3.69)

Noétese que hemos reemplazado, s6lo por conveniencia, las sumas sobre parchesT presentes
en Ec. (3.67) por una integral, lo cual es una aproximacion valida para N grande. Enla Ec. (3.70)
el factor exponencial que multiplica al correlador libre no tiene indice de parche y por lo tanto
se factoriza de la suma final sobre parches (Ec. (3.51)) necesaria para obtener el correlador
fisico. Concluimos que el correlador para los fermiones fisicos viene dado por:

2f2N(0)

Tk qec+0 ()|, (3.70)

W @Y 0)eqg=9"®exp |-

en donde ¥4°(x) es el correlador global libre. Entonces identificamos el factor exponencial con
Z*4, el residuo de cuasiparticula en equilibrio. Desarrollando en potencias de fy obtenemos

_2fgN(©)

z%=1
2m)3

qec+0(fD), 3.71)

lo cual es consistente con un cdlculo perturbativo usual en términos de los grados de libertad
fermionicos.

Ahora mostraremos los detalles del cdlculo del correlador fuera de equilibrio. A partir de la
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Ec. (3.45) y el hecho de que |W¥) es el vacio de los operadores as, se verifica que

1

(PsX, DPs(0, DIneq— (Ps® ) neqg = 2. [(e"q"‘— DI Ast(D1* + (e7"9% — )| Bst(1) *|,

q,fis-q>0,T fig - q
(3.72)

en donde (...)neq = (¥ol...|Wo). Usando las propiedades de las matrices de Bogoliubov gene-
ralizadas Mgt y Nsr, Ec. (3.41), encontramos que

1 .
(s, OPs(0, D)neq— (Ps®)Pneq = Y, ——(€'9*-D+ Y 2(cos(q-x)—1)|Bsr(1)[.
qhsq>0 18" 4 q,fis-q>0,T

(3.73)

Como antes, después de exponenciar, el primer término produce el correlador libre (la condi-
cién inicial), mientras que el segundo corresponde a la correccién producida por el encendido
repentino de la interaccién Zg “d(x, 1). Dado que |Bst (1) |2 = IégeTt'eq(q, 1)|?, debemos considerar
la funcién de correlacién retardada de equilibrio de los bosones. Esta puede obtenerse como
la continuacién analitica de la funcién de Green en tiempo imaginario utilizada antes para el

célculo de equilibrio. Obtenemos

2f2(q)\? gy s -dlir-ql

1- fis-q—fr- Q) +0(f)), (3.74
2n)? (ﬁS'q_ﬁT‘q)Z( cos((hs-q-nr-q)t) +0(fy), (3.74)

Gy (g, )% =

en donde hemos mostrado sélo el primer orden en la interaccién. Como era de esperarse, la

dependencia temporal de GgeTt’eq(q, t) implica que Z; “d(x,0) = 1. La dependencia temporal
completa, que puede obtenerse resolviendo las integrales en momento usando las coordena-
das polares, serd discutida mas adelante.

3.4.3. Estado estacionario

Recapitulando, podemos escribir a la funcién de correlacién después del quench como
Sé;l “x, 1) = cgg (x) Zg “d(x, ), en donde Cﬁg (x) es el correlador de parche libre (la condicién

incial), y

1 1Ger (g, 1)1
Zx n=exp|= Y STA—qXZ(cos(q-x)—l) , (3.75)

q,fis:q>0,T ns-q

~ret,e . ., , o1 .
en donde Gg; 9(q, 1) es la funcién de correlacién anémala en equilibrio de los bosones, cuya

expresion a orden mas bajo en fj estd en la Ec. (3.74), y fig es el vector unitario normal a la
superficie de Fermi en el parche S. Para tiempos largos, el factor oscilatorio en Ggf’rt’eq(q, )
se promedia a cero en la integral Ec. (3.75) debido al dephasing y se alcanza asi un estado
estacionario. Insertando el factor independiente del tiempo de (3.74) en (3.73) y comparando
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con (3.62) encontramos que
s neq _ eq 3
tlLr&ln[Zs x, )] =2In[Z'®)]| + O (f;). (3.76)

Para obtener el correlador de los fermiones fisicos (tanto en equilibrio como fuera de equi-
librio) atin debemos realizar la suma final sobre parches [Ec. (3.51)], una perspectiva algo
atemorizante. Afortunadamente, la tarea puede simplificarse: debido a la presencia de la fun-
cién W, y del factor exponencial e!*/s* en éég (x) la suma sobre parches estard dominada por
contribuciones provenientes de parches para los cuales g = arc cos(f%) €es cercano a cero.
Es mads, dado que Z; ®d(x, t) varia lentamente alrededor de s =0, la funcién de correlacién

global puede aproximarse como
G"(x, 1) =94°(x) Z"(x, 1), (3.77)

en donde ¥°(x) es el correlador libre, x = [x| y Z™®(x, t) = Zg “x, r) lps=0, Y una expresién
andloga para el propagador en equilibrio. Entonces, la relacién (3.76) implica una relacién
andloga para los correladores globales:

lim In [Z"9(x, )] = 2In[Z°%(x)] + B (f3). (3.78)

Tal como estd definida, puede mostrarse que el limite x — co de Z(x) (tanto en equilibrio
como fuera de equilibrio) es Z, el valor del salto en el momento de Fermi de la distribucién de
momentos. Por lo tanto, de la Ec. (3.78) se puede deducir una relacién entre la discontinuidad
en equilibrio y en el estado estacionario después del quench: Z"®4 ~ (Z°9)2, Recordando que
7 =1-0( foz), volvemos a encontrar el resultado obtenido usando teoria de perturbaciones
1-Z%=2(1-Z%9).

Podemos ver esto de otra manera. Exponenciando la Ec. (3.78) y dsarrollando en potencias de
la interaccién podemos obtener una relacion simple entre las distribuciones de momento en
el estado estacionario, n%'(k), y en el estado fudamental (equilibrio), n®4(k),

2[n®(k) — ng (k)] = n®' (k) — ng (k) + O (f3), (3.79)

en donde ngq(k) = 0(kr — k). El resultado para la discontinuidad en el momento de Fermi
se obtiene evaluando el resultado de la distribucién de momentos en k = kr. Un resultado
similar fue obtenido en Refs. [95, 96] para el modelo de Hubbard en condiciones un tanto
diferentes (interacciones de corto alcance entre fermiones con espin).

El resultado (3.79) para la distribucién de momentos tiene implicancias para la distribucién de
energia en el estado pretermalizado. De hecho, este resultado implica que, a orden dominante
en la interaccidn, la energia cinética total en el estado estacionario Elr(lizq = {(Vo|Hy|¥y), es
el doble que la energia en el estado fundamental de H, Efzgl = (Y| Hp|¥) [95]. Esto implica
que a orden dominante en la interaccion la energia inyectada en el sistema por el quench,
E®* = E"®9— E®4, en donde E™9 = (V| H|Wo) = 0y E®4 = (¥|H|¥), se transforma en energia
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cinética en el estado estacionario, algo que también se observa en [95]. Determinar que

este sea el valor final (térmico) de la energia cinética luego del quench estd més alla de las

posibilidades de nuestro método y del método perturbativo, los cuales son validos a tiempos

cortos y no pueden capturar la dindmica de tiempos largos. Sin embargo, como fruto de la

relajacién por dephasing generalmente algunos observables alcanzan su valor térmico final,
siendo la energia cinética del sistema el ejemplo més prominente de esto [8]. En efecto, en el
capitulo siguiente veremos en un ejemplo en D = 1 la energia cinética del sistema alcanza su
valor térmico en la escala de tiempo de la pretermalizacién.

En resumen, el tratamiento con bosonizacién nos permite reobtener el resultado sobre el esta-
do estacionario que surge del tratamiento perturbativo, mas ahora resulta claro que los modos
cuasilibres detrds de la relajaciéon por dephasing estdn relacionados con los bosones que
diagonalizan el Hamiltoniano truncado H"S que describe la dindmica a tiempos cortos, cerca
de la superficie de Fermi. Como se ha indicado antes, estos modos bosénicos representan las
fluctuaciones en la forma de la superficie de Fermi [25].

3.4.4. Ensamble de Gibbs generalizado

Si bien en sistemas integrables esperamos que el estado final de la evolucion esté descripto
exactamente por un GGE, podemos esperar que en la relajacion de sistemas casi integrables
(que deben relajar al equilibrio térmico ya que no poseen cantidades conservadas no triviales)
surjan estados estacionarios que precedan al estado térmico que estén relacionados, justa-
mente, con la cercania de un punto integrable. Recientemente la posibilidad de describir
tales estados estacionarios de no equilibrio en términos de un ensamble tipo GGE ha recibido
mucha antencién [56, 78, 43]. El tinico enfoque que se ha utilizado hasta el momento para
probar este resultado es obtener ciertas cantidades casi conservadas en un sistema con inter-
acciones débiles perturbando los operadores de ocupacién de los modos de momento cltck,
las constantes de movimiento exactas del sistema libre [78, 43]. El GGE construido con estas
cantidades cuasiconservadas puede reproducir algunas funciones de correlacion en el estado
cuasiestacionario que surge en la relajacion del sistema luego de un encendido repentino de

las interacciones débiles.

En este contexto, quizds la mayor ventaja que provee el tratamiento con bosonizacién es que, al
identificar los modos cuasilibres que dominan la relajacion a tiempos cortos, permite construir
de inmediato una descripcion estadistica en términos de un GGE del estado estacionario, de
manera completamente analoga a lo discutido para el sistema en D = 1 en el capitulo anterior.
En particular, como fue discutido en el capitulo anterior, el hecho de que el Hamiltoniano
truncado es un bilineal bosénico implica que todas las correlaciones en el estado estacionario
estan descriptas por un GGE [31, 3]. Si denotamos con {«;(q), a‘;(q)} ala base bosénica que
diagonaliza el hamiltoniano Ec. (3.34), la matriz densidad del GGE puede escribirse como

1
PGGE = 7 exp ) (3.80)

Y M@
lq
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en donde I;(q) = a‘; (@ a;(q) son las cantidades conservadas, Zgge = Trlpgge] v los multi-
plicadores de Lagrange A;(q) se obtienen a partir de las condiciones iniciales, (I;(q));=0 =
(PolI;(@|Wo) = Tr[pceel;(q)]. También peude verificarse explicitamente, usando las pro-
piedades de las matrices de Bogoliubov generalizadas (3.41) que la matriz densidad (3.80)
reproduce el correlador fermiénico en el estado estacionario. También es importante notar
que las cantidades conservadas pueden ser refermionizadas, ya que pueden ser expresadas
como una combinacidn lineal de productos de dos densidades de parche Js(q).

Para contrastar con el método utilizado en las Refs. [78, 43], hacemos notar que no hemos
construido un GGE con algunas cantidades cuasiconservadas obtenidas mediante teoria
de perturbaciones y verificado que reproduzcan las correlaciones en el estado estacionario,
sino que hemos demostrado que la dindmica a tiempos cortos estd descripta por un modelo
efectivo que es integrable y que, por lo tanto, el estado estacionario estd descripto por el GGE
asociado con ese modelo integrable. A tiempos largos el modelo efectivo deja de tener validez
y el sistema relaja al estado térmico correspondiente.

3.4.5. Dinamica

Es bien conocido que despupués de un quench en sistemas en D = 1 las correlaciones se
propagan a una velocidad finita dando lugar al efecto horizonte [16], el cual hemos discutido
oportunamente en el capitulo anterior. S6lo recientemente se ha comenzado a explorar este
fenémeno en dimensiones superiores [22].

En nuestro caso, a partir de las Ecs. (3.73),(3.74), podemos mostrar analiticamente que existe
un efecto horizonte en las correlaciones. Notemos primero que:

1
(cos(q-x) —1)(1 —cos[(hs-q—hrt-q)t]) =— E{COS[q- (x+ (fig —i7) )] + cos[q - (x— (g —At) )]}

—1+cos(q-x) +cos(hs-q—nr-q)f]. (3.81)

Podemos entonces corroborar que, si [x| > |fig — fit|vrt para todo Sy T, es decir, si [x| > 2vrt,
ZUF t
x|
Es importante notar entonces que luego de resolver las integrales en momentos en la Ec. (3.73),

entonces, a primer orden en

, es posible despreciar la dependencia espacial de Z: “x, 1).

el indice de parche de Z; ®d(x, 1) s6lo estd presente a través de su dependencia espacial (ver
la discusién después de la Ec. (3.67)). Fuera del cono de luz, x| > 2vrt, la correcciéon por el
quench es por lo tanto aproximadamente la misma para todos los parches: Z; “A(x, 1) ~ Zmed(y).
La funcién de correlaciéon de los fermiones fisicos es entonces 9™ (x, t) ~ ¢°(x) Z™¢(1), es
decir, las correlaciones guardan la misma dependencia espacial que las iniciales y difieren
de éstas en un factor que depende del tiempo. Este factor define el residuo de cuasiparticula
instantdneo Z™®4(1), el cual serd discutido mads abajo. En el limite opuesto, |x| < 2vgt, pode-
mos despreciar la dependencia temporal y las correlaciones del estado estacionario dominan:
Z"(x, 1) = lim_o Z™9(x, t). Concluimos que, en la escala de tiempos de la pretermaliza-
cién, las correlaciones viajan isotr6picamente con la velocidad de Fermi de los fermiones
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Figura 3.4: Discontinuidad en la distribucién de momentos en el momento de Fermi, Z"®4(#),
como funcién de ¢ para varios valores de g = fo/krq./ (2 vE). Z™4(¢) exhibe un decaimien-
to gaussiano a tiempos cortos. Satura asintéticamente a un valor finito Z ~ (Z¢9)? (lineas
horizontales) en el estado pretermalizado. Inset: In(Z"¢4(r)/ Z%") mostrando que asint6tica-
mente In Z™€9(¢) ~ ¢~ 1.

desnudos.

Finalmente, consideraremos la dindmica de la discontinuidad en la distribucién de momentos
para k = k. Para tiempos cortos vpt < q;l encontramos un decaimiento gaussiano deZ"®4(t)
desde su valor inicial de uno:

2 4f()2 kF
(2m)*

Z"() =exp |-t

c fo dq(E@q?+0(fD)|, (3.82)

en donde c es una constante de @ (1) que viene de la integracién angular sobre la superficie de
Fermi. El decaimiento gaussiano a tiempos cortos es independiente de la forma especifica
de la interaccién y también ocurre en D =1 [30, 67, 101]. Para vt > q;l, es necesario
definir una forma explicita para la interaccién. Para una forma simple, f(q) = fo(q/qgc)" e~ 4,
encontramos:

Z"(p) = Z%exp [g? an(vrq:.H) "], (3.83)

en donde Zt = (Z°9)2 es el residuo de cuasiparticula en el estado estacionario, a, es una
constante positiva adimensional que surge de las integrales angulares y hemos definido la

fO\/quc

constante de interaccién adimensional g = =25 o

. Nétese que al expandir el exponente en
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potencias de fj las exponenciales en las Ecs. (3.82) y (3.83) se recupera el mismo comporta-
miento asint6ticos de Z™®4(¢) que fue obtenido por medio del andlisis perturbativo. En la
Fig. 3.4 ilustramos la dindmica del residuo de cuasiparticula para diferentes intensidades de la
interacciony n =0.

La imagen que surge del tratamiento del presente problema mediante bosonizacién sugiere

que la primera etapa después del quench puede considerarse como la etapa en que los
fermiones desnudos se «visten» debido a la influencia de la interaccién en condiciones de
no equilibrio (en contraste con el vestido adiabéatico de la teoria de Landau) para dar lugar a
las cuasiparticulas. Luego de que las cuasiparticulas se forman (lo cual esta sefialado por el
hecho de que Z"°(¢) alcanza un valor estacionario no nulo) éstas empizan a colisionar entre
ellas, posibilitando la relajacién final hacia un estado térmico (el cual esté caracterizado por
Z"¢4 = (). Esta dltima etapa, por supuesto, no puede ser capturada por la bosonizacién. Como
se ha visto en el capitulo anterior, un comportameinto similar de Z"9(#) puede observarse en
sistemas en D =1 [30, 67, 101, 74, 120], la gran diferencia es que el residuo de cuasiparticula
en el estado estacionario de no equilibrio es Zf Bq(t — +00) = Z% = 0, indicando que el vestido
de no equilibrio lleva a una completa destruccién de las cuasiparticulas fermiénicas en el
sistema.

Para reforzar la imagen global, en la Fig. 3.5 mostramos los resultados para el Z"®1(f) en
el modelo de Hubbard en dimensién infinita obtenidos utilizando Teoria de Campo Medio
Dindmica (DMFT por sus siglas en inglés) [40]. En el grafico se puede ver claramente que, para
interacciones lo suficientemente débiles (para las cuales se aplica nuestro andlisis) Z"4(t)
alcanza un plateau, compatible con el estado pretermalizado analizado en este capitulo, para
luego relajar finalmente hacia su valor térmico, Z™®4(t) = 0.

3.5. Otras perspectivas tedricas sobre la pretermalizacion y eviden-
cias experimentales

Nuestra vision sobre la pretermalizacion, que se desprende del estudio que hemos expuesto
en este capitulo y en [104], consiste en que para quenches débiles, en los que se inyecta poca
energia al sistema, la dindmica a tiempos cortos puede ser descripta mediante un modelo
efectivo bilineal. Esa afirmacién implica que existe la posibilidad de que surga un estado
metaestable a tiempos cortos y que ese estado metaestable esté descripto por un GGE que
tome en cuenta las cantidades conservadas del modelo cuadratico (los nimeros de ocupacién
de los modos libres). La relacién entre dephasing, GGE y pretermalizacion es muy clara en
este esquema una vez que el modelo efectivo cuadratico de tiempos cortos es identificado.

Existe un punto de vista complementario sobre la pretermalizacién que ha sido desarrollado
por Kollar, Wolf y colaboradores [78]. Para describirlo, consideremos un modelo integrable
cuyo Hamiltoniano puede escribirse como una suma pesada de sus cantidades conservadas I,
Hy =Y q€qlq, endondee, esunaespecie de relacién de dispersion generalizada. Supongamos
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Figura 3.5: Pretermalizacién en el modelo de Hubbard fermidénico en dimension infinita luego
de un quench de interaccién [40] obtenido mediante técnicas de DMFT. El residuo de cuasi-
particula (llamado An(f) en [40], Z(t) para nosotros) muestra plateaus de pretermalizacién
que son més pronunciados para interacciones débiles y tienden a desaparecer a medida que
se aumenta el acoplamiento. Las lineas discontinuas horizontales corresponden a2.2°1 -1,
demostrando la validez del resultado perturbativo discutido en la seccién 3.1. Tomado de [40].

que preparamos al sistema en el estado fundamental de Hy y que lo hacemos evolucionar
mediante un Hamiltoniano que consiste del modelo integrable mds un pequefio término que
rompe la integrabilidad H = Hy + gH;, con g < 1. El enfoque de los autores de [78] consiste
en construir un conjunto de cantidades aproximadamente conservadas I, perturbando las
cantidades conservadas del modelo original I,. Estas cantidades estdn aproximadamente
conservadas en el sentido de que conmutan entre ellas y con el Hamiltoniano de evolucién al
orden mds bajo en teoria de perturbaciones,

(H,I,] =0(g), (3.84)
(g, I =0O(g?). (3.85)

En [78] fue mostrado que el GGE construido con estas cantidades perturbadas predice el valor
de los plateaus de pretermalizacién en un modelo débilmente interactuante de fermiones.
En tal caso Hy = } re(k)n(k) es un modelo de fermiones libres y las I, son los nlimeros de
ocupacion n(k) y, por lo tanto, su resultado guarda muchas similitudes con lo expuesto en
este capitulo. El hecho de que esta construccién resulte vadlida para modelos integrables
mads complejos (por ejemplo, aquellos solubles por Bethe ansatz), en los que las cantidades
conservadas ya no son simples nimeros de ocupacién, es un problema abierto a nuestro
criterio.
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Figura 3.6: Protocolo para realizar un quench de interacciones isotrépicas en un gas de
fermiones sin espin con interacciones dipolares. Ver texto para més explicaciones.

D\po\ar interaction

Estos dos puntos de vista sobre la pretermalizacién coinciden en que para quenches débiles
en sistemas débilmente interactuantes, ésta se encuentra asociada a la existencia de ciertas
cantidades que estdn aproximadamente conservadas a tiempos cortos y en que el estado
estacionario que eventualmente emerge en la evolucién puede describirse a través del GGE
construido con ellas. Sin embargo, la existencia de cantidades conservadas efectivas a tiempos
cortos no garantiza que existan estados metaestables, ni tampoco nos dice nada sobre su vida
media, es decir, sobre las escalas de tiempo de la termalizacién. En el Capitulo 5 analizaremos
la vida media de los estados pretermalizados lo que nos posibilitara distinguir cudles son las
variables relevantes que determinan la aparicion de estos estados y su extensién temporal.

Mencionamos también que la emergencia de estados metaestables no térmicos de tiempos
cortos ha sido observada en un experimento con condensados de Bose-Einstein b6]. En este
experimento, se constaté la naturaleza no térmica del estado estacionario al observar que la
temperatura efectiva de tal estado era mucho menor que la temperatura del estado inicial.
En un experimento mds reciente [84], con una configuracién experimental muy parecida
al anterior, se ha demostrado que las funciones de correlacion en tal estado estacionario
pueden describirse con un GGE en ciertos modos cuasilibres fonénicos que son excitados por
el quench. En ambos casos, el modelo tedrico propuesto para explicar los resultados consiste
en una collecciéon de modos cuasilibres que relajan por dephasing, en completo acuerdo con
la perspectiva presentada en esta tesis.

Finalmente, notamos que el quench de interaccién en un gas de fermiones sin espin, estudiado
en el presente capitulo, puede ser realizado experimentalmente en un gas de Fermi con
interacciones dipolares, por ejemplo, 4tomos de '%”Er confinados en una trampa 2D, para los
cuales se ha alcanzado el régimen degenerado recientemente [87]. Un posible protocolo para

realizar el encendido repentino de interacciones estd ilustrado en la Fig. 3.6. Debemos situar
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al gas de 4tomos dentro de un campo magnético constante B;, perpendicular al plano del
movimiento de los &tomos junto con un campo magnético en rotacién (producido por una
corriente alterna) B, (1), el cual debe ser encendido adiabaticamente para preparar el estado
inicial del sistema. Recordemos que el potencial de interaccién entre dos dipolos eléctricos en
D =2 tiene la forma:

d2
Vi) = ﬁ(l —30082(0)), (3.86)

en donde d es el momento dipolar de los &tomos, r es la distancia entre ellos y 0 es el &ngulo
entre el momento dipolar de los &tomos y el eje perpendicular al plano de movimiento. Existe
entonces el llamado dngulo méagico ¢, tal que cos?(¢) = 1/3, para el cual las interacciones
dipolares se anulan. Para preparar la condicién inicial (gas sin interacciones), debemos
entonces fijar el valor maximo de B,/ B, de manera que los momentos dipolares de los dtomos
realicen un movimiento de precesién alrededor del eje z con un dngulo igual a ¢, para el cual
las interacciones entre los 4tomos se promedian a cero (panel superior de la Fig. 3.6). At =0
debe desconectarse el campo B, () lo que deja alos dtomos interactuando con una interaccion
isotrépica de largo alcance correspondiente a 6 = 0 (panel inferior de la Fig. 3.6), con lo cual
se realizaria el quench de interacciones isotrépicas estudiado en este capitulo. Basdndonos
en los resultados expuestos en este capitulo, esperamos que para un quench débil el sistema
exhibird un estado pretermalizado. Este se manifestard como un estado cuasiestacionario en
un proceso de relajaciéon en dos etapas: luego de un cambio inicial rdpido, la distribucién de
momentos se establecerd en un estado diferente a una distribucién térmica final. Sin embargo,
la energia cinética deberia alcanzar rdpidamente su valor final.
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Proyeccion dinamica y ecuaciones de
movimiento fuera de equilibrio

Sicomparamos las figuras 3.4 y 3.5 podemos observar que la técnica de la bosonziacién captura
muy bien la existencia de los estados pretermalizados y, como se ha visto en el capitulo anterior,
varias de sus propiedades. Sin embargo, la Fig. 3.5 muestra que los estados pretermalizados
tienen una vida media finita, algo que no es posible capturar con bosonizacion, ya que los
procesos que hacen inestables a los estados pretermalizados son los mismos que fueron
truncados del Hamiltoniano para poder implementar la bosonizacién. En el transcurso de
la investigacién de la cual es fruto esta tesis nos encontramos entonces con la pregunta
;como acceder a escalas de tiempo maés largas que las que pueden ser capturadas mediante
métodos como la bosonizacién? Los métodos numéricos usuales estdn confinados a tiempos
cortos y sistemas grandes o a sistemas pequefios y tiempos arbitrarios, como por ejemplo
t-DMRG o diagonalizacién exacta. La respuesta no podria estar en utilizar estos métodos. Por
el lado analitico, el formalismo de Keldysh permite implementar toda la tecnologia de los
diagramas de Feynman al estudio de sistemas fuera de equilibrio. Sin embargo, un tratamiento
perturbativo simple del problema de un quench de interaccién provee informacién sélo
sobre la evolucién a tiempos cortos [97] ya que, en general, la expansién perturbativa genera
términos seculares (que divergen con el tiempo). Para acceder a tiempos mads largos es
necesario usar complejas estrategias para resumar conjuntos de diagramas [6]. Decidimos
entonces explorar otras opciones. El fruto de esta exploracién es el material presentado en
este capitulo.

Entre las diferentes alternativas teéricas a disposicion para resolver la dindmica de no equili-
brio de sistemas cudnticos aislados, el uso de diferentes tipos de ecuaciones de evolucién para
funciones de correlacion de pocos tiempos estd siendo explotado en la literatura contempora-
nea (ver, por ejemplo [136, 46, 135, 6]). En contraste con los métodos numéricos, la solucién
de ecuaciones de evolucién permite investigar la dindmica de sistemas grandes para tiempos

relativamente largos y usualmente demanda un esfuerzo numérico modesto. Sin embargo,
la deduccién de este tipo de ecuaciones comenzando de primeros principios, es decir, de la
ecuacion de la ecuacion de Schrédinger o sus equivalentes, frecuentemente involucra una
serie de aproximaciones no controladas [6, 7] que, aunque se utilizan rutinariamente, no son

73



Capitulo 4. Proyeccion dindmica y ecuaciones de movimiento fuera de equilibrio

faciles de justificar en todos los casos.

Por otro lado, el tipo més estudiado de ecuaciones de evolucién son las ecuaciones cinéticas,
que son ecuaciones markovianas —es decir, sin memoria— que aproximan la dindmica de
funciones de correlacién de una particula. El ejemplo mds notorio de este tipo de ecuaciones
esla ecuacion de Boltzmann. A pesar de que el limite markoviano estd bien definido en algunas
situaciones [54, 119] puede que no esté bien justificado en todos los casos. En particular, en
situaciones en las que el sistema es reacio a borar informacién sobre las condiciones iniciales
(como en modelos cerca de puntos integrables) las ecuaciones cinéticas pueden fallar en la
descripcién de la dindmica.

En este capitulo presentamos un método para construir ecuaciones de evolucién para fun-
ciones de correlaciéon de pocos puntos en sistemas débilmente interactuantes sin ninguna
aproximacién mas alld de una serie perturbativa en el parametro que mide la intensidad de
las interacciones. Las ecuaciones resultantes son no markovianas. La aplicacién de estas
ecuaciones nos permitird, en el capitulo siguiente, investigar la dindmica de tiempos largos
de sistemas interactuantes y acceder al régimen que estd mds alld de la escala de tiempos
en la que se forma el estado pretermalizado. La tecnologia de célculo que discutiremos estd
basada en la técnica del operador proyeccién, un viejo conocido de la fisica de no equili-
brio [54, 119, 12, 126]. Esta técnica es la encarnacién matemadtica de un principio casi intuitivo
de la dindmica de un sistema aislado, segtin el cual, si partimos de las ecuaciones que gobier-
nan la dindmica microscoépica del sistema aislado (sean las leyes de Newton o la ecuacion de
Schodinger) e integramos un cierto conjunto de grados de libertad «irrelevantes», obtendre-
mos una dindmica efectiva para los grados de libertad «relevantes» en la cual la influencia de
los grados de libertad integrados se expresara como «disipacién» y «ruido». En este sentido
la diferencia entre un sistema auténomo y un sistema abierto no es fundamental: si nos
concentramos sélo en ciertos grados de libertad el sistema auténomo parece como si fuera
un sistema abierto y, a la inversa, el sistema abierto mas su entorno conforman un sistema
auténomo. En esta concepcion, el espacio que queda para la creatividad (y por lo tanto para
resolver problemas nuevos) es a qué llamamos grados de libertad relevantes y grados de
libertad irrelevantes, o, en otras palabras, qué designamos como nuestro sistema y su entorno.
En el caso de un sistema acoplado con un bano térmico la eleccién es clara, el sistema es
el sistema y el bafio térmico es el entorno o, en otras palabras, las variables del sistema son
los grados de libertad relevantes y las del bafio térmico las irrelevantes. En el caso de un
sistema cudntico aislado podemos poner la frontera sistema-entorno en diferentes lugares.
Podemos considerar, por ejemplo, a nuestro sistema como una parte acotada en el espacio
fisico del sistema total y al entorno como su complemento. Otra eleccién menos evidente,
pero a menudo muy ttil, es considerar a los grados de libertad de baja energia como los grados
de libertad relevantes y a los de alta energia como los irrelevantes, algo en lo que hemos estado
trabajando en el capitulo anterior!. En equilibrio, tal eleccién esta en la base del grupo de re-
normalizacién. Otra eleccién, por lejos més abstracta, es considerar como variables relevantes

1En el capitulo anteior consideramos la relajacién de un sistema en la etapa en la cual la dindmica de los grados
de libertad de baja energia estd completamente desacoplada de los grados de libertad de alta energia.
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alas funciones de correlacién de baja complejidad (funciones de correlacién de pocos puntos)
iy a las funciones de correlacién de alta complejidad como el entorno. Este enfoque estd en
la base de la llamada jerarquia BBGKY (Bogoliubov-Born—-Green—Kirkwood-Yvon) utilizada
para deducir la ecuacion de Boltzmann clésica y, de hecho, estd relacionado con la técnica
que describiremos en este capitulo.

El ejemplo mejor estudiado de este principio de cardcter universal es el movimiento brow-
niano, el que pasaremos a discutir de una manera muy superficial y s6lo atendiendo a nuestros

objetivos mds inmediatos (puede encontrarse discusiones completas en [81, 19]). Si considera-
mos la dindmica de una particula A en interaccién con un gran niimero de particulas de tipo B

(mucho menos masivas que la particula A), para resolver la dindmica el enfoque microscépico

nos requerird resolver las ecuaciones de Newton para la particula A y todas las particulas B.
Sin embargo, si s6lo estamos interesados en la trayectoria de la particula A (nuestros grados

de libertad relevantes) podemos integrar los grados de libertad irrelevantes (las trayectorias de

las particulas B) y obtener una dindmica efectiva para la particula B. En particular, si llevamos

a cabo la integracion de los grados de libertad irrelevantes (o proyeccion) mediante alguna

técnica particular (como por ejemplo la que discutiremos mdés adelante en este capitulo)

obtendremos una ecuacién de movimiento efectiva para la trayectoria u(¢) de la particula A
que tendrd la forma:

du(r) 3
dr

t
—f y(t—t')u(t')dt'+%R(t), 4.1)

en donde, sin entrar en muchos detalles, y(s) es el término de friccién o disipacién, R(¢) es el
ruido y m es lamasa de la particula A. Lo que habremos hecho entonces es cambiar la dindmica
microscépica de la particula A y todas las particulas B, la cual en general estd determinada por
ciertas ecuaciones diferenciales que son locales en el tiempo, por una dindmica efectiva para
la trayectoria u(¢) de la particula A que es no local en el tiempo, ya que involucra la historia
pasada de la particula a través del término de memoria o de acciéon retardada (el primer
término del lado derecho en la Ec. (4.1)). Por supuesto, las funciones y(s) y R(#) tendrdn
una expresion exacta en funcién de las variables microscépicas del sistema y contendran la
informacién acerca de las particulas B y la Ec. (4.1) serd, en principio, tan dificil de resolver
como la dindmica microscoépica. Sin embargo, la Ec. 4.1 es un buen punto de partida para las
aproximaciones. La aproximacién mas tradicional es convertir la Ec. (4.1) en una ecuacién
estocastica. Por ejemplo, si suponemos que el término de friccién es tal que y(t—t/) = y 2
v R(#) un proceso estocéstico gaussiano, la Ec. (4.1) se reduce a la conocida ecuacién de
Langevin que sirve para investigar tanto la dindmica de equilibrio como la de no equilibrio de
la particula browniana.

Los resultados originales de este capitulo fueron publicados en la Ref. [102], aunque en la
presente exposicion haremos un desarrollo mucho més detallado de los aspectos tedricos y

2Si suponemos una particula A esférica y aplicamos la ley de Stokes entonces y = 6man en donde a es el radio
de la esfera y 17 es la viscosidad del fluido, es decir, una manera «macroscépica» de dar cuenta de la accién de todas
las particlas B.

75



Capitulo 4. Proyeccion dindmica y ecuaciones de movimiento fuera de equilibrio

de aplicacion de la técnica.

4.1. Modeloyquench

Por més que vayamos a hacer un tratamiento completamente general, es bueno tener en
mente un problema mdés o menos acotado. Consideraremos un modelo general de fermiones
sin espin interactuantes con Hamiltoniano H = Hy + a Hj,

H=Hy+aH =Y eMnl)+a Y Vé‘,ii? ¢ty el (ko) c(ks) c(ky), (4.2)
k ki ,ko, ks, k4

en donde ¢’ (k) y c(k) son operadores fermidnicos canénicos, Vl:"izz es el elemento de matriz
del potencial en el espacio de momentos, e(k) es la relacién de dispersion, n(k) = c¢'(k)c(k) es
el operador ntimero y a es una constante de acoplamiento adimensional. La hermiticidad del
Hamiltoniano y la simetria en los indices de la suma en el Hamiltoniano de interacciéon H;

ylek _ _ylike _ Vlz“lfl 3 en donde V denota el

. L . Kk _
imponen las siguientes condiciones Viek, = Vo ks

complejo conjugado.

Estaremos interesados en el caso especial de un Hamiltoniano invariante traslacional segin el
cual las particulas interacttian a través de un potencial de a pares v(x—y). En tal caso

1 i A i i
Vi = 77Ot ok (P01 —ka) = Dk ~ ka) = 00k ~ k) + Dz ~Ka)), 4.3)

en donde d(k) = [dr v(r)e’®T es la transformada de Fourier del potencial y hemos escrito
la forma antisimetrizada para respetar las condiciones de simetria del potencial. Estamos
interesados en la evolucién del sistema empezando desde una condicién inicial de no equili-
brio dada por una matriz densidad p(0) invariante traslacional tal que [H, p(0)] # 0, pero que
dejamos sin mayor especificacion por el momento.

Dicho esto, aclaramos que la técnica que se detalla a continuaciéon puede ser facilmente
aplicada a un sistema de bosones y que también es posible incluir spin.

4.2. Técnica del operador proyeccién y ecuaciones de movimiento

Para resolver la dindmica del sistema, nuestro punto de partida es la ecuacién de Liouville en
la representacién de interaccion (h=1):

0:p(1) = —ia[H (1), p(0)] = aL(1) (1), (4.4)

en donde O(1) = et Qe iHot gg ¢] operador O en la representacién de interaccion y hemos
introducido el superoperador de Liouville L(#)O = —i [H,(2),0]. Nuestra tarea es econtrar
soluciones aproximadas a la dindmica microscépica descripta por la ecuacién de Liouville. La
técnica del operador proyeccion (POT por sus siglas en inglés) define un programa para lograr
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esto. Primero debemos identificar las variables «lentas» o «macroscépicas» y luego proyectar
la dindmica del sistema en el subespacio de esas variables lentas, el significado de lo cual
se aclarara conforme procedamos. En un sistema invariante traslacional con interacciones
débiles los niimeros de ocupacién emergen como las variables lentas naturales® dado que
[H,n(k)] = O(a). Para llevar a cabo la proyeccién primero introduciremos la matriz densidad

«relevante»
1
o(t)= ——exp |- Ak )nk) (4.5)
Z(1) X
en deonde la funcién de particién dependiente del tiempo viene dada por
Z()=Tr exp(—Z/l(k, t)n(k)) (4.6)
k
Noétese que 6 () = o(t). Los multiplicadores de Lagrange A(k, ¢) fuerzan la relacién:
(n(k); = Tr(nk)o (9] = Tr[nk) p(1)]. 4.7)

En otras palabras, o(f) es la matriz densidad que maximiza la entropia de Von Neumann
sujeta a las condiciones (4.7). La POT puede considerarse como la extension de las ideas de
Jaynes (discutidas brevemente en el Capitulo 1) a la dindmica fuera de equilibrio [126, 75].

Observamos que a pesar de que la dindmica de p(¢) es generada por la ecuacion de Liouville, la
matriz densidad relevante o (f) depende del tiempo independientemente de la representacion.
La proyecci6n de la dindmica consiste en hallar una ecuacién de movimiento parao(¢). Para

esto, introduciremos un superoperador de proyecciéon P(f) que proyecta la matriz densidad
relevante P(1)p(t) = 6(1):

o(1)

kul, 4.8
6( 10, Tr [n (k) y] (4.8)

P(p=|o) - Z§< (k» (n()), Tr[y]+z

en donde p es una matriz densidad arbitraria. El operador de proyeccién Ec. (4.8) estd espe-

3En un sistema no homogéneo seria mas conveniente elegir como variables lentas a los operadores n(k, q) =
CLqu' La transformada de Fourier en q del valor de expectacién de este operador es la funcién de Wigner de
una particula, la cual se utiliza para construir la descripcién cinética de un sistema cudntico inhomogéneo. Con
estos operadores se construye, por ejemplo, la teoria cinética de las cuasiparticulas de Landau en un liquido de
Fermi [5].
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cialmente diseniado para satisfacer las siguientes propiedades [54, 119, 12]:

Pp(r) = a(p),
P(0)o;p(r) = 0,6(1),

Tr[n@PHp] = Tr(n®py],
P(OP(tu = PO, (4.9)
P(L(O)P(s)u = O. (4.10)

Para la prueba de las identidades pueden consultar el Apéndice A. La cuarta identidad, al
poner t = t’, expresa el cardcter idempotente del proyector mientras que la dltima identidad
depende de la forma explicita del Hamiltoniano H, en particular, del hecho de que el momento
estd conservado. También es ttil definir el proyector complementario Q(t) =1 — P(t).

Siguiendo los pasos usuales [54, 119, 12, 126], partiendo de la ecuacién de Liouville e introdu-
ciendo los proyectores obtenemos una ecuacion para la dindmica de los grados de libertad
lentos

0:P(0)p(1) = aP() L(1)p(2), (4.11)
y otra para los grados de libertad rapidos, «microscépicos»
0:Q(0)p(1) = aQ(O)L(1)p(1). (4.12)

Insertando la identidad I = P(t) + Q(#) en ambas ecuaciones obtenemos el sistema:

0, P(1)p(1)
0:Q(1)p(1)

aP()L(OP@)p () +aP@)L(HQ(H)P(D), (4.13)
aQ(OLP@H) (1) +aQ)L(1)Q(1)p(1). (4.14)

La ecuacién de evolucion para la matriz densidad relevante o (¢) puede obtenerse resolviendo
la ecuacion para la parte irrelevante Q(#) () en la segunda linea del sistema e insertando la so-
lucién en la primer linea. La segunda linea es una ecuacion diferencial lineal de primer orden
inhomogénea en el operador Q(#)p(¢) (lainhomogeneidad es aQ()L(#) P(t)p(t)) que puede
ser resuelta (formalmente) de la misma manera que se resuelven ecuaciones diferenciales de
funciones. La solucién es:

t
Q(Op(1) = a/o dsG(t,s)Q(s)L(s)P(s)p(s) + G(0,1)Q(0)p(0), (4.15)
en donde G(t, s) es la exponencial ordenada (véanse los detalles en el Apéndice A)

t
G(s,1) =T_ exp —af ds' Q(s")L(s")

) (4.16)
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es decir, G(s, 1) es la solucién a la ecuaciéon

a[G(S, t)
G(s,s)

—aG(s, 1)Q(r)L(1), (4.17)
I (4.18)

Insertando (4.15) en la primera linea de (4.13) obtenemos la ecuacién deseada:

t
0:0(t)=aP(t)L(t)o () + a?‘f dsP(t)L(1)G(t,$)Q(S)L(s)G(s)
0

+aP(H)L()G(£,0)0Q(0)p(0). (4.19)

El primer término en la Ec. (4.19) es un término tipo campo medio que se anula debido a la
conservacién del momento. El segundo puede ser completamente expresado en términos
de la historia pasada de la distribucién de momentos (n(k));, es decir, contiene memoria.
Finalmente, el tercero es un ruido microscépico que no puede expresarse tinicamente como
funcién de las variables lentas. Es decir, hemos realizado rigurosamente el programa al que se
aludia en la introduccién, en la discusion alrededor de la ecuacién de Langevin generaliza-
da (4.1). Pero, ;cudles son los grados de libertad que hemos traceado?, o, en otras palabras,
;qué representan nuestras variables irrelevantes? Dado que la matriz densidad relevanteo (¢)
posee sélo la informacién acerca de las correlaciones de dos puntos (todas las funciones
de correlacion de dos puntos en un sistema homogéneo puede escribirse en términos de
la distribucién de momentos) los grados de libertad irrelevantes estan relacionados con las
correlaciones de més alto orden. Por otro lado, puede demostrarse con total generalidad
(no hay necesidad de elegir una matriz densidad relevante explicitamente como en nuestro
caso) [119] que la entropia de los grados de libertad relevantes S,.;(t) = Tr[o(£)Ino ()] es tal
que

Sre1(t) = Sye1(0), (4.20)

es decir, cumple con la segunda ley de la termodindmica. Ahora podemos razonar de la
siguiente manera: dado que, debido a la evolucién puramente unitaria, la entropia del sistema
aislado completo es constante S(#) = Tr[p(#) Inp(#)] = cte y que la entropia de los grados de
libertad relevantes en el estado final del sistema es mayor que en el estado inicial (en virtud de
la propiedad (4.20)) el proceso de relajacién o termalizacién del sistema puede comprenderse
como un flujo de informacién -la informacién acerca de las condiciones iniciales— desde
los grados de libertad relevantes hacia los irrelevantes. En nuestro caso, la informacién
acerca de los detalles de la condicién inicial fluird desde las correlaciones de dos puntos
hacia correlaciones de orden superior. Es decir, dado que es imposible que la informacién
acerca de la condicién inicial se pierda en un sistema con evolucién unitaria 4, el proceso
de termalizacién de las funciones de correlacién de pocos puntos puede entenderse como

4A nivel del estado cuantico no hay pérdida de informacién. Sin embargo la dinamica del los observables en
general exhibe pérdida de informacién, por ejemploi, debido al dephasing.
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el flujo de esa informacion hacia las correlaciones de mds alto orden. En otras palabras, la
informacién detallada acerca de las condiciones iniciales no se borra en la evolucién, sino
que gradualmente se esconde en sectores poco accesibles del sistema.

Volviendo a los menesteres practicos, notamos que afortunadamente el Gltimo término en
la Ec. (4.19) (correspondiente al ruido microscépico) desaparece si elegimos una condicion
inicial que tenga la misma forma que la matriz densidad relevante, es decir, si p(0) = o (0), por
lo que nos circunscribiremos a ese caso en lo que sigue. Este tipo decondiciones iniciales
son matrices densidad gaussianas que representan estados descorrelacionados, tales como el
estado fundamental de Hy o un gas de fermiones libres a temperatura finita; lo cual nos lleva
naturalmente a considerar un quench en la interaccién.

La Ec. (4.19) es equivalente a la dindmica de Liouville y, en general, es tan dificil de resolver
como el problema original. Sin embargo, este tratamiento es un buen punto de partida
para realizar aproximaciones que no son evidentes en el lenguaje de la ecuacién de Liouville.
En el camino a resolver la Ec. (4.19) debemos realizar una expansién perturbativa en la
constante adimensional de interaccién a usando que G(t,s) = I + @ (a). Multiplicando por
n(k) y tomando la traza, utilizando que (n(k)); = Tr[n(k)o ()], obtenemos finalmente

t
at(n(k))t=(x2f dsTr[nK L)L) (s)] +O(a®). 4.21)
0

Notamos entonces que surge una gran simplificacién debido a la estructura gaussiana de
o(1), lo que permite usar la regla de Wick para evaluar valores de expectacién de cadenas
de operadores de creacién y aniquilacién en (4.21). Después de un cdlculo directo (pero
potencialmente largo) obtenemos la siguiente ecuacién de movimiento explicita

t
_ 2 kk; 2 k. k
0, f 1) =—16a> Y [VE| fo ds cos (1= 5)Ael
ko sk

x (fk, ) f(k, ) f(ks, 5) f(ks, 5) — f ks, 5) f (ka, $) f (K, $) f ko, 5)) + O (@), (4.22)

ll;kl; =e(k) +e(ky) —e(ks) —e(ky) es la variacion de energia en una colisién de dos
particulasy, para alivianar la notacién, hemos definido f(k, t) = (n(k)); y f(k, t) = 1—(n(k)),. A
continuacién integramos en ¢ e intercambiamos los 6rdenes de integracién [86]). Finalmente

obtenemos una ecuacion de Volterra (un sistema de ecuaciones en rigor):

en donde Ae

Kko

sin [(t — s)Aek3 K

t
Kk, £) = f(k,0) — 16a> jvike 2 [ g
ks, k4 k k
ko k3, kg > 0 Aek;,li;

x (fk 5) f k2, 8) f (k3, 8) f (ks, $) — f ks, 5) f (ka, 8) f (k, 5) f (o, 5)) + @ (@), (4.23)

Esta ecuacién ha aparecido en diferentes versiones varias veces en la literatura. En [ 119] fue
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derivada usando las mismas herramientas que presentamos aqui® pero fue utilizada sélo como
un paso intermedio para derivar la ecuacién de Boltzmann. En las referencias [135] y [42]° fue
derivada usando argumentos heuristicos y utilizada para estudiar la dindmica de un sistema
en dimension infinita y para derivar (otra vez) la ecuaciéon de Boltzmann, respectivamente.
Queremos hacer hincapié en que la Ec. (4.23) es védlida también para sistema en la red que
s6lo conservan cuasimomento (esto puede mostrarse sin mucho esfuerzo).

A pesar de que el método es claramente perturbativo, la solucién a la Ec (4.23) va m4s alla
de un tratamiento con teoria de perturbaciones usual porque la expansién perturbativa se
realiza dentro de las ecuaciones integro-diferenciales y, por lo tanto, el acoplamiento esta
involucrado de una forma altamente no lineal. Evaluar la precisién de la aproximacién no
es una tarea facil. Una posibilidad es calcular correcciones de orden mayor a Ec. (4.23), lo
que puede realizarse sistematicamente en el contexto de la técnica del operador proyeccién
(esto convierte al desarrollo perturbativo utilizado para arribar a (4.23) en una aproximacion
controlada). Luego, el error podria ser calculado como la diferencia relativa entre la aproxima-
cion de més bajo orden y el orden siguiente [12]. No hemos realizado tal andlisis formal del
error pero nos hemos apoyado en otros criterios més intuitivos para confiar en los resultados
de la Ec. (4.23). Por ejemplo, realizando una aproximacién de tiempos cortos a (4.23) (los
detalles pueden encontrarse en [135]) es posible rederivar resultados obtenidos por primera
vez por Moeckel y Kehrein usando la técnica de la ecuacién de flujo [95]. Ademas, en [135] se
encontré que la solucién de la Ec. (4.23) se compara bien con los resultados de DMFT para
el modelo de Hubbard en dimensién infinita, en las escalas de tiempos accesibles. Por otro
lado, en el Capitulo 2 hemos visto que la solucién de esta ecuacion describe bien la dindmica
a tiempos cortos de un modelo unidimensional de fermiones, en particular, captura las leyes
de potencias del modelo de Luttinger (un aspecto altamente no trivial de la dindmica), las
cuales sabemos que estan presentes en la dindmica del modelo gracias a resultados previos de
DMRG [74]. Respecto a la validez de los resultados para escalas de tiempos mads largas que las
accesibles para las técnicas numéricas actuales, mencionamos que bajo ciertas suposiciones
puede mostrarse [42] que la Ec. (4.23) se reduce, para tiempos lo suficientemente largos, a la
ecuacién de Boltzmann cudntica, la cual se espera que describa la termalizacién de sistemas
aislados con interacciones débiles luego de que el sistema ha perdido memoria acerca de los
detalles de la condicién inicial [7].

Con respecto a la implementacién de la Eq. (4.23), ésta puede ser resuelta usando técnicas
estandard para sistemas de ecuaciones integrales de Volterra [ 86]. Un algoritmo directo que
utilice, por ejemplo, la regla del trapecio para realizar la integral en el tiempo, implica un
tiempo de calculo que escalea como L3” x N2, en donde N es el niimero de pasos temporales
y D la dimensi6n espacial del sistema. Hemos encontrado un algoritmo cuyo tiempo de
13D

ejecucion escalea como x N permitiéndonos alcanzar tiempos mads largos y tamafios més

grandes. Notamos que las ecuaciones de evolucion se adaptan perfectamente al célculo en

5Hemos encontrado esta referencia después de haber hecho la derivacién de manera independiente. ;A veces
las cosas son ast!
6Mucho mas recientes que [119].
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paralelo.

Ik,
ks ky
cinéticos. Para tiempos cortos, para los cuales las particulas atin no han colisionado, los

procesos no cinéticos dominan la dindmica, mientras que para escalas de tiempo mas largas

Notemos que la Ec. (4.23) incluye colisiones cinéticas (Ae = 0) asi como procesos no

las colisiones cinéticas dominan, y son las que conducen a la ecuacién de Boltzman. Esto

. kk:
sin| (£—s)Ae, 2
puede verse considerando el factor w que aparece en la Ec. (4.23). Cuando ¢ — s es

k3 kg

grande, el cociente se acerca auna d (Aell:;kli1

energia. Cuando (£ — s) es pequefio los procesos con un Ae

), es decir, este factor fuerza la conservacion de
I ko

ks, ky
tienen una probabilidad de ocurrencia apreciable. Una situacién anédloga surge al derivar de

grande (procesos no cinéticos)

laregla de oro de Fermi utilizando teoria de perturbaciones dependiente del tiempo.

4.3. Aproximaciones adicionales

Las ecuaciones cinéticas (4.22) y (4.23) son muy ricas y complejas, lo que permite simplificarlas
aun maés para obtener otras aproximaciones a la dindmica que funcionan en diversas escalas
de tiempo.

4.3.1. Aproximaciéon de tiempos cortos

Dado que 9, f (k, t) = @(a?), para pequeiias diferencias temporales podemos escribir
[0 = f, ) =0t 5). (4.24)

Poniendo ¢ = 0 en la ecuacion anterior y reemplazando en la Ec. (4.23) obtenemos una
aproximacion de tiempos cortos

sin? [ Lploke

~ ) Kk 2 2 ks ka
flon =0 =8a” > IVl ————
kz,ks,k4 (Aek3,k4)

x (f(k,0) f (kz,0) f (k3,0) f (ks,0) — £ (k3,0) f (kq,0) f (k, 0) f (kz,0)) + Error, (4.25)

en donde el error es del orden de max|a3, a?¢]. La aproximacién Ec. (4.25) fue utilizada en
el Capitulo 3 al hacer el andlisis perturbativo fuera de equilibrio y constituye un resultado
perturbativo al orden mas bajo en el sentido usual.

4.3.2. Ecuacion de Boltzmann

Es posible derivar la ecuacién de Boltzmann cuéntica realizando un escaleo en el tiempo en la
Ec. (4.22). En el proceso de la derivacién hay que hacer algunas suposiciones que no estan
completamente justificadas. Aqui nos reduciremos a describir el escaleo y dar el resultado,
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los interesados en la derivaciéon pueden consultar las Refs. 42, 119]. El escaleo estd disenado
para capturar la dindmica a tiempos largos y acoplamientos chicos:

T = a’t. (4.26)

Puede “mostrarse” entonces que en el limite @ — 0 la ecuacién cinética 4.22 se reduce a la
ecuacion de Boltzmann cuéntica:

orflTy=16m Y. [V %5 (e’ )
k2vk3vk4

x (f,T)fko, T) f(ks, T) f(ka, T) — fks, T) f ks, T) f (&, T) f (ka, T)). (4.27)

La ecuacién de Boltzmann Ec. (4.27) es local en el tiempo, es decir, desprecia todos los efectos
de memoria expresados a través de integrales en el tiempo en las ecuaciones cinéticas més
generales discutidas antes. Por lo tanto puede describir la dindmica del sistema en escalas de
tiempo lo suficientemente grandes como para que el sistema haya perdido memoria de los
detalles de la condicién inicial [7]. Voveremos sobre este punto en el capitulo siguiente.

4.3.3. Aproximaciones y mecanismos de relajacién

La aproximacién de tiempos cortos captura la dindmica de dephasing a tiempos cortos y
de hecho predice la presencia de plateaus de pretermalizacién en el modelo fermi6nico
estudiado en el Capitulo 3. La ecuacién de Boltzmann, por otro lado, captura la dindmica
producida por las colisiones entre particulas que domina a tiempos més largos. Por lo tanto,
la Ec. (4.22) captura la dindmica del sistema en diferentes escalas de tiempo, aunando en una
sola ecuacién dos mecanismos de relajacion muy diferentes: el dephasing, que conduce al
estado pretermalizado y las colisiones entre particulas, que conduce al estado térmico final.
Esto fue senalado por primera vez en [135].

4.4. Funciones de correlacion de orden mas alto

En esta seccion extenderemos la técnica descripta anteriormente al caso de funciones de
correlacion de orden superior, en particular, a las correlaciones de dos tiempos de las variables
lentas, relacionadas con las fluctuaciones. Para realizar la derivaciéon debemos cambiar a la
representaciéon de Heisenberg, en la cual un operador sin dependencia temporal explicita
evoluciona segtn la ley:

0;,0=i[H,0]=ilLO. (4.28)
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Noétese la diferencia con el Liouvilliano definido en (4.4). La operacién de traza define un
operador proyeccién dual sobre el espacio de observables:

Tr [OP(t)u] = Tr [uP(1)O], (4.29)

en donde O es un observable, ¢ una matriz densidad arbitraria y P(¢) es el operador proyeccién
en el espacio de observables. Su forma explicita puede obtenerse a partir de la ecuacién
anterior y de la Ec. (4.8):

60(t) ]
P(HO=Trlo()O k) — (nk))Tr | —————O|. 4.30
(1) o (1) ]+§‘(n( ) —(n(k)) ) r[é(n(k))t (4.30)
Puede mostrarse que el proyector dual satisface las propiedades convenientes:
P(OP{) = P,
P() = P®PW®HA-PW). 4.31)

También es ttil definir el proyector complementario Q(¢) =1 —P(z).

En la representacién de Heisenberg la estrategia es separar las partes rapidas y lentas del
iLt

superoperador de evolucién mismo e*** usando el proyector P(#) y su complemento Q(#):
et = e™P (1) + ™H1Q(1). (4.32)

Usando la dltima identidad en la Ec. (4.31) obtenemos una ecuacién para la parte irrelevante
a, [ei“Q(t)] — e LQNILQ(L) = e™LP (1) [iL - P(1] Q(r), (4.33)

la cual puede ser resuelta formalmente usando el propagador G(s, t) que satisface

8,G(s, 1) = —iLQ(1)G(s, 1), (4.34)
G(s,9) =1, (4.35)

es decir, la exponencial ordenada temporalmente (detalles en el Apéndice A)

t
G(s,t)=T_exp |- / ds' iLQ(s)|. (4.36)
N
La soluci6n es
. . - t . . -
e'M'Q(n) :e’LSQ(s)G(t,s)+f due™Pw) [iL-Pw)] QuG(t, w). (4.37)
N
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Insertando la solucién formal en la parte relevante obtenemos

. . t . . -
et = e’“P(t)+f due™Pw)(iL-Pw)1-Pw)G(t,w (4.38)

+e'5(1-P(s)G(1, s), (4.39)

en donde s es un tiempo arbitrario 0 < s < t. Para seguir la notacién en la Ref. [54] definiremos
una nueva exponencial ordenada (ver Apéndice A)

t

G(s, 1) = T_exp f ds' iLQ(s')] . (4.40)

N
Con esta definicién podemos escribir finalmente la descomposicién del superoperador evolu-
cién como
. . t . .
el = eMP(p) +f due™Pw)(iL-Pw)1-Pw)G(u,1) (4.41)
N

+e'5(1 = P(s)G(s, D). (4.42)

Usando la forma explicita del superoperador proyeccién Ec. 4.30, es posible obtener una
ecuacion de operadores de tipo Langevin para las variables lentas [54],

nkt) =el'al) =D+ U@ onk 1)+ (4.43)
k!
t
+ f du(Kk(t, u)+ )y O (t,w)dnk, u) (4.44)
N k/
+nxk (2, ). (4.45)

En donde hemos definido

nk) = iLnk), (4.46)
onlk,t) = nkt)—(nk); (4.47)

iLtp (k) . El flujo organizado vy (1) = Tr{n(k)[H,o(£)]} y las frecuencias colectivas
do (1) fz(k)] A 0)

connk,t)=e
O (8) = Tr | 5700577 = 5(ndey; » SON cero debido a la conservaciéon de momento en Hj.

Las funciones de efecto retardado Ki(t, u) pueden expresarse en términos de los (n(k)):

Ki(t,w) = Tr[o(w)iLQu)G(u, Nn(K)] = —aTr{[Hy (u), [H, (1), n(K)]lo (W)} + O(a), (4.48)

y estan relacionados con la dindmica de la distribucién de momentos (véase la Ec. (4.21)).
En la dltima igualdad hemos utilizado la dltima ecuacién en (4.48) y G(u, t) = [ + O(a). Las
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funciones de memoria @y y (&, t) son

6o(u) .
D (u, 1) = Tr [—6(n(k’))u iLQ(w)G(u, tynk) (4.49)
" 6%0(u) .
—;Wk )>uTr[5(n(k’))u6(n(k”))uG(u’ Nk |. (4.50)

Puede mostrarse que estas funciones estan relacionadas con las funciones de efecto retardado
a través de una derivada funcional [54]

8 [ dsKi(t, s)

O (t,u) =
e (6 1) = = e

) (4.51)

lo cual constituye la relacién clave entre la dindmica de la distribucién de momentos y las
fluctuaciones. Finalmente, hemos definido el ruido microscépico

M, 8) = L5 (1= P(s)G(s, D k). (4.52)

Si tomamos la traza con respecto a p(0) de la Ec. (4.43) y nos quedamos con el orden més bajo
en a recobraremos la ecuacion cinética para la distribucién de momentos Ec. (4.23). Pero
nuestra intencion no es rederivar esa ecuacién sino hacer aproximaciones sobre la dindmica
misma de los operadores para luego calcular funciones de correlacién de orden ma4s alto.

Poniendo s =0 en la ecuacién de Langevin Ec. (4.43) y substrayendo el valor medio (n(k));
obtenemos una ecuacién para las fluctuaciones del operador:

t
0:0nk, 1) = f ds) ®yp(s,1)onk,s)+nx(D), (4.53)
0 K

en donde dn(k, t) = el nk) — (nk)), y

M (8) =Nk (£,0) - Tr [p(O)TIk(l‘, 0)] =1nx(t,0). (4.54)
A partir de esta definicién del ruido es claro que (ng (1)) = Tr [ p(O)nk(t)] =0.

Partiendo de la Ec. (4.53), usando la regla de Wick y evaluando explicitamente la derivada
funcional en la Ec. (4.48) encontramos una ecuacion de evolucién explicita para la funcién de
correlacion temporal de las variables lentas Fy j (f) = Tr [ p0)dnk, 1)onk, 0)] :

t
Fw (1) :Fk,k’(o)—16a’2fo ds {Fk,k’(S)Ak(t» $)+ Y Fqi(s) [Biq(t,s) —2Ckq(t, )] }, (4.55)
q
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en donde las matrices puedene escribise, usando la notacién definida antes, como

sm[(t s)Ae

Buglt:9) = > ek R (106, 9) F s, 9 Flka, )+ Flk,5) f ks, 9) s, 5)),
U ks
Kk sm[(t—s)Ael;’ll:j ~ _ _
Cig(t,8) = Z Vg I N (f 0k, 5) fkz, ) f ks, $) + f K, 8) f (ka, 5) f ks, 5)),
672

ak,

VAk(t, 8) = X B x (2, s). Para arribar ala Ec. (4.55) s6lo hay que tener en cuenta que @y (£, s) =
O (a?) y que G(s,t) = [ + O(a). Nétese que las matrices satisfacen la propiedad Ag(¢,t) =
By q(t, 1) = Gy q(2, 1) =0, la cual refleja causalidad, es decir que el valor de las fluctuaciones a

tiempo ¢ sélo depende de la historia de las fluctuaciones a tiempos estrictamente anteriores
a t. Una afirmacion similar puede hacerse en el caso de la ecuacién para la distribucién de
momentos, Ec. (4.23): el nticleo de la ecuacién integral se anula para s = ¢. Esta propiedad
de las ecuaciones de evolucidn trae aparejada una gran simplificacién técnica dado que no
es necesario resolver ecuaciones autoconsistentes a cada paso temporal de la integracién
numérica.

Hasta donde podemos saber, la Ec. (4.55) fue presentada por primera vez por nosotros en [102]
y constituye uno de los aportes originales més importantes de esta tesis.

Para resolver la Ec. (4.55) necesitamos primero conocer la dindmica de la distribucién de
momentos, por ejemplo, resolviendo la Ec. (4.23), para poder determinar los coeficientes
Ax(t,5), B,q(t, ) and Cy 4(t, s). Conociendo la trayectoria de la distribucién de momentos, la
Ec. (4.55) se presta a la resolucién numérica tanto como la Ec. (4.23). Finalmente, sefialamos
que dado que la técnica del operador proyeccién en la representacién de heisenberg trabaja

directamente sobre el operador de evolucién mismo, seria posible obtener ecuaciones de

evolucién similares para otras funciones de correlacién.
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Estados pretermalizados y comporta-
miento tipo vidrio en sistemas casi
integrables en una dimension

En los capitulos anteriores, a través del andlisis de diferentes modelos y discusiones generales,
hemos tratado de delinear la estrecha relacién que existe entre la pretermalizacién, el depha-
sing y el ensamble de Gibbs generalizado. En este capitulo abordaremos la pregunta légica
acerca de qué sucede después de la pretermalizacion, es decir, cudl es la vida media de los
estados pretermalizados y cémo es el transito del sistema hacia el estado térmico final. Para
lograr esto debemos acceder a la dindmica de tiempos largos de sistemas de muchos cuerpos,
lo que constituye un desafio técnico importante. Utilizaremos dos técnicas completamente
diferentes para lograr el objetivo: por un lado resolveremos las ecuaciones de movimiento
deducidas en el capitulo anterior para un sistema de fermiones débilmente interactuantes y,
por otro lado, utilizaremos una técnica semiclésica (la aproximacioén de Wigner truncada, TWA
por sus siglas en inglés) para atacar un problema de bosones en todo el rango de interacciones
para altas densidades. Estudiaremos ambos sistemas en las cercanias de un punto integrable,
variando las condiciones iniciales y la distancia a la integrabilidad, lo que equivale a variar la
disponibilidad de canales de relajacién de la dindmica.

Si bien utilizamos técnicas muy diferentes para analizar estos dos modelos paradigmaticos de
la fisica de fermiones y bosones en D = 1, encontramos que emergen ciertas similitudes en
el andlisis de los resultados. Principlamente, hallamos que si nos encontramos lo suficiente-
mente cerca de la integrabilidad (lo que restringe fuertemente los canales de relajacion del
sistema) la vida media de los estados metaestables (pretermalizados) que se observan puede
llegar a ser de varios 6rdenes de magnitud, medidas en las escalas de tiempo naturales del
sistema. En el caso de los fermiones, pudimos identificar que otro factor determinante de la
vida media de los estados pretermalizados es la energia de la condicién inicial, una variable

que no fue investigada en el caso de los bosones. De todas maneras, la presencia de estados

metaestables con una vida media tan alta puede obstaculizar completamente la observacion
del estado térmico final que el sistema debe alcanzar (tratdndose de un sistema no integrable).
En otras palabras, puede que los sistemas débilmente no integrables termalicen en el limite
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termodindmico (recordemos que para sistemas finitos puede ser necesaria una ruptura finita
de integrabilidad para termalizar, tal como fue discutido en el Capitulo 1), tal como indican
los resultados recientes en [ 122], sin embargo es posible que, en ciertas condiciones, su pro
ceso de termalizacion sea extremadamente largo y que el estado térmico sea virtualmente

inobservable.

En el caso de los fermiones débilmente interactuantes también encontramos otro fenémeno
interesante: variando el pardmetro que rompe la integrabilidad existe un umbral bien definido
mads alla del cual, para los estados iniciales considerados, los estados metaestables desapare-
cen completamente. Es posible que este fendmeno no esté relacionado directamente con la
rotura de la integrabilidad sino con una caracteristica especifica del modelo considerado: la
apertura de un gap en el espectro del sistema interactuante, el cual modifica completamente
las propiedades del sistema y su dindmica. Sin embargo, es interesante notar que este tipo de
transiciéon abrupta también fue encontrada en otros modelos, como el modelo de Hubbard
en el limite de dimension infinita [40, 130] y que, aunque los autores de esos articulos no lo
analizaron en estos términos, pensamos que también en esos casos puede atribuirse a un
cambio abrupto en el espectro del sistema, el cual esté relacionado, posiblemente, con una
transicion de fase cuédntica en equilibrio.

La aparicién de estados pretermalizados con vidas medias tan grandes es muy similar, fe-
nomenolégicamente, a la fisica de los sistemas clédsicos «vidriosos», tales como vidrios de
spin [24], modelos atomisticos de vidrios [29, 32] y modelos con ligaduras cinéticas (KCM por
sus siglas en inglés) [9]. Todos estos sistemas exhiben una relajacién en dos etapas: después
de un régimen inercial inicial (anédlogo al régimen de dephasing) se quedan atrapados en
estados metaestables cuya vida media puede ser de escalas geoldgicas en ciertas regiones de
parametros, para temperaturas lo suficientemente bajas o densidades lo suficientemente altas
en el caso de los modelos atémicos. Al analizar el problema de los bosones, llevaremos esta
relacion més alld de una analogia en la fenomenologia al sefialar que las trayectorias clasicas
relacionadas con la dindmica cuédntica exhiben uno de los sellos de la dindmica de los vidrios:
la heterogeneidad dindmica.

Queremos senalar que la existencia de estados metaestables no térmicos con vidas medias
muy largas puede tener relevancia experimental, ya que tales etados cuasiestacionarios de
no equilibrio exhiben propiedades fisicas muy diferentes de los estados estacionarios de
equilibrio usualmente estudiados en el campo de la materia condensada.

En suma, en este capitulo presentamos los resultados obtenidos mds recientemente, los que
completan una especie de panorama general de la dindmica de no equilibrio después de un
quench y, al mismo tiempo, dejan mds interrogantes abiertos y abren nuevas perspectivas.

Las contribuciones originales de este capitulo se encuentran publicadas en las Refs. [83]
y [103].
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5.1. Fermiones débilmente interactuantes

5.1.1. Modelo

Consideraremos primero un modelo de fermiones sin espin en una dimensién. El Hamilto-
niano es H(J1, J2,A) = Hy(J1, J2) + H (A):

L-1 L-1
HoU1,J2) = = ) (chejmi+he) = Jo Y (chejua+hicy), 5.1)
j=0 j=0
L-1
Hi(8) =AY njnj.a, (5.2)
Jj=0

en donde J; (J2) es el hopping a primeros (segundos) vecinos, A es la intensidad de la inter-
accién a primeros vecinos, L es el nimero de sitios de la cadena, los operadores ¢ obede-
cen reglas de anticonmutacion canénicas y nj = c}c j. Asumimos condiciones de contorno
abiertas, cﬁ m = Cfn. Para J» = 0 el modelo puede mapearse al modelo XX Z usando una
transformacién de Jordan Wigner, el cual puede resolverse exactamente (se pueden calcular
todas las autofunciones y autoenergia del Hamiltoniano) a través del Bethe ansatz, mientras
que para J» # 0 el modelo es no integrable.

Como siempre, estamos interesados en la dindmica del sistema a partir de una condicién
inicial de no-equilibrio p(0) tal que [H, p(0)] # 0. Para utilizar las ecuaciones de evolucién
deducidas en el capitulo anterior, nos restringiremos al caso débilmente interactuante a =
A/]1 <« 1y consideraremos s6lo estados iniciales homogéneos. En tal caso, como se ha visto
antes, los operadores que definen la distribuciéon de densidad en el espacio de momentos

2k

1 .
k= —Ze‘T(’_”cjcj, (5.3)
L 0]

>

con k=0,...,L—1, emergen como las variables lentas naturales del sistema. Utilizando la
técnica del operador proyeccion en el capitulo anterior fuimos capaces de deducir ecuaciones
de evolucién aproximadas para el valor medio de las variables lentas n(k, t) = (i (1)), y
las correlaciones de las fluctuaciones F(k, k', t) = (A (D) A — (A (1)) {Ar), en donde (...) =
Tr[p(0)...]. Recordemos que las ecuaciones integro-diferenciales que se deducen con la técnica
del operador proyeccién son tratables numéricamente si (i) nos restringimos a condicione
iniciales no correlacionadas de la forma

1 -
p(0) = Ee—zkﬂukmnk, (5.4)

con Z = Tr[e” 2xMk07k] Jas cuales incluyen diferentes estados de fermiones libres, y (ii) nos
quedamos so6lo con el orden dominante en «. Fijamos a = 0,2 por el resto de la exposicién.
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Figura 5.1: Decaimiento del residuo de cuasiparticula Z(t) para diferentes valores de J, en un
sistema de L = 1024 sitios, y lejos de cualquier efecto de tamafo finito. Panel superior: Grafico
en escala semilogaritmica. Las lineas discontinuas (rojas) son ajustes exponenciales. Panel
inferior: Gréafico semilogaritmico mostrando el decaimiento para J» < 0,5/;; la curva para
J» =0,7]; se presenta para comparacién. Las lineas discontinuas (rojas) son ahora ajustes con
exponenciales estiradas, dado que el ajuste con una exponencial no es posible. Inset: Grafico
Log-log. Las lineas discontinuas (negras) son leyes de potencia con el exponente dado por
las predicciones del ML Z(t) ~ t™Y, cony = i(K2 +K2%2-2).EH pardmetro de Luttinger K se

. . ., —-A . .
obtiene con bosonizacién, K = 4/ %, en donde vr es la velocidad de Fermi.
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5.1.2. Dinamica en el limite termodindamico

Comenzamos considerando el efecto de variar la intensidad del pardmetro de rotura de la
integrabilidad J,. Como estado inicial consideraremos el estado fundamental |W() de Hy(J,0)
con distribucién de momentos n(k,0) = 0(eq(k) —€o(kr)), en donde €y (k) = —2J; cos(2kn/L).
Trabajaremos a llenado medio, kr = L/4. Primero nos enfocaremos en la relajacién de los
modos de momento mds cercanos a los puntos de Fermi. Estudiaremos, en particular, el
decaimiento del residuo de cuasiparticula, definido como Z(t) = n(kp, t) — n(kr + ZT”, t). Tal
como fue discutido en el Capitulo 3, en dimensiones superiores esta cantidad exhibe “plateaus
de pretermalizacién” tipicos, y se ha convertido en una herramienta estadar para detectar
estados metaestables en sistemas fermidnicos [95, 40, 104]. En una dimensién esta cantidad
no exhibe plateaus [60] (ver también el final del Capitulo 2). Mas adelante veremos que, sin
embargo, los estados metaestables pueden ser detectados usando otros observables. En el
panel superior de la Figura 5.1 mostramos el decaimiento del residuo de cuasiarticula para
diferentes valores de J, para un sistema con L = 1024 y para tiempos que se encuentran lejos de
cualquier efecto de recurrencia. En tal caso las correcciones de tamafo finito son despreciables
y estamos accediendo por lo tanto a la dindmica del limite termodindmico. Es claramente
visible que para J, < 0,5/, el decaimiento de Z(#) es extremandamente lento (subexponencial)
mientras que para J, > 0,5/ exhibe una relajacién exponencial. Con respecto a la evolucién
lenta encontramos que después de una evolucidn inicial de tipo gaussiana que sucede para
tJ1 < 1, hay un decaimiento que es mds rdpido que una ley de potencias pero més lento
que una exponencial. En ese régimen podemos ajustar una exponencial estirada Z(f) =
e~/"" en donde ambos 7 y B depende de A y J,. En los ajustes mostrados en el panel
inferior de la Figura 5.1, 7J; ~ 107 y B~ 0,27 (J, < 0,5]1). Por otro lado, los decaimientos
exponenciales que se dan para J, > 0,5/1, 7] ~ 102. M4s adelante veremos que tal incremento
abrupto de las escalas de relajacion (y el cambio de régimen de decaimiento exponencial
a exponencial estirado) esta relacionado con un incremento abrupto en la vida media de
los estados metaestables. Tal relajacién lenta de observables ha sido observada también
en sistemas cuanticos abiertos [110]. Finalmente notamos que para J» < 0,5/, luego de la
evolucién gaussiana inicial, la tendencia inicial de las exponenciales estiradas queda muy
bien descripta por la ley de potencias predichas por la dindmica de no equilibrio del modelo
de Luttinger [30, 67], tal como fue discutido en el Capitulo 2. En el estudio de t-DMRG de la
Ref. [74], en donde este hecho fue descubierto por primera vez, tal tendencia inicial era la
Unica porcion accesible de la dindmica. Esto demuestra la potencia del método desarrollado .

El cambio abrupto de comportamiento puede deberse a la apertura de una gap en el espectro
del sistema interactuante. De hecho, para J, > 0,5/; la relacién de dispersién desnuda e(k)
de H desarrolla dos puntos de Fermi adicionales, y por lo tanto el modelo de Luttinger que
representa el comportamiento genérico de baja energia en equilibrio posee cuatro especies de
fermiones. En este tipo de modelo una pequena interaccion entre los fermiones es relevante
, v por lo tanto suficiente para la apertura de una gap en el espectro de excitaciones '. De

1Agradecemos a Volker Meden por llamarnos la atencién sobre este punto
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hecho, la apertura de un gap es una explicacién probable al hecho de que para J, > 0,5/ las
predicciones del ML dejen de valer en la dindmica de Z(t), que cambia a un decaimiento
exponencial.

Funciones de correlacién de dos tiempos

En una dimensién el salto de la distribucién de momentos en el momento de Fermi no
muestra ningln valor cuasiestacionario. De mostrarlo, seria una indicaciéon de que existen
cuasiparticulas en el sistema que se estan vistiendo y organizando dindmicamente a tiempos
intermedios, y esto no es posible en una dimensién (al contrario de dimensién maés alta,
como se vio en capitulos anteiores), donde sélo las excitaciones colectivas estdn permitidas.
Hemos encontrado que son entonces las funciones de correlacién de dos tiempos las que
resultan adecuadas para detectar y analizar los estados pretermalizados en nuestro sistema
unidimensional. En particular, utilizaremos la funcién de correlacién conectada del operador

corriente total, J = %Zj c}cjﬂ —ct

Cj+lcj:

Cy(0) =@y~ T, (5.5)
la cual puede obtenerse a partir de las fluctuaciones de las variables lentas

Cy(r)=)_sinQkn/L)sink'n/L)F(k, k', 1), (5.6)
kK

en donde recordamos que F(k, k', ) = (g () Agry — (Ar(£)){Ap). Las funciones de correla-
cién conectadas de dos tiempos de observables locales son una herramienta estandar para
diagnosticar la ergodicidad o no ergodicidad de la dindmica de equilibrio tanto en sistemas
cuanticos [72, 117, 118] como cldsicos [29]. Se espera que este tipo de correladores decaiga
rapidamente a cero para sistemas ergédicos dado que el estado inicial y el estado a tiempo
t deben encontrarse completamente descorrelacionados mas alld de una cierta escala de
tiempos caracteristica, es decir, se espera que el sistema pierda memoria de las condiciones
iniciales. Una saturacién de este correlador a un valor constante no nulo sefiala por lo tanto la
pérdida de ergodicidad. Un comportamiento intermedio, con un plateau que emerge entre la
evolucién incial rdpida y el decaimiento final a cero ocurre en sistemas que quedan atrapados
por largo tiempo en estados metaestables. El ejemplo més prominente de este comportamien-
to son los sistemas vidriosos, tales como los vidrios de espin y los liquidos sobreenfriados
[24, 29]. Tlustramos esto en la Fig. 5.2, en la que mostramos el decaimiento de la funcién
intermedia de scattering incoherente F;(q, t) (la funcién de correlacién de las fluctuaciones
de la densidad a un dado momento g, que mide el solapamiento de configuraciones a tiempo
ty en el instante inicial), que es una funcién de correlacién de dos tiempos andloga a Cj(%).
En el grafico se muestra el decaimiento de Fs(q, t) para un fluido clésico con interacciones
de Lennard-Jones en equilibrio. Si bien es un caso completamente diferente al nuestro, ya
que es un sistema clésico, con una condicién inicial de equilibrio y con una dindmica que
posee elementos estocasticos para simular un bafio térmico, veremos que nuestro sistema
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Figura 5.2: Decaimiento de la funcioén de correlacion de las fluctuaciones de densidad F;(qg, £)
para un fluido de Lennard-Jones clasico en equilibrio para diferentes temperaturas 7. Al
bajar la temperatura por debajo de un cierto umbral se observa la emergencia de estados
estacionarios cuyas vidas medias son muy grandes para temperaturas suficientemente bajas.
Notese la escala logaritmica en el eje temporal. Tomado de [29].

presenta una fisica parecida: después de una evoluciéon rapida inicial la dindmica se queda
atrapada en estados metaestables cuyas vidas medias pueden llegar a ser muy grandes en
ciertos regimenes de pardmetros. En nuestro caso, estos estados metaestables corresponden a
los estados pretermalizados discutidos en el capitulo anterior.

Esperamos entonces que este tipo de correladores funcione como una herramienta de diag-
noéstico de ergodicidad en la situacion fuera de equilibrio que estamos considerando. En el
panel izquierdo de la Fig. 5.3 mostramos el decaimiento de C;(t) para el caso en el que el
estado inicial es |¥y), variando el valor del pardmetro de rotura de integrabilidad J, en un
sistema con L = 800 sitios y para tiempos lejos de cualquier recurrencia. Para valores grandes
de J» ~ J1 (lejos de la integrabilidad) el decaimiento se desarrolla en un solo paso. Al disminuir
el valor de J» surge un plateau entre la evolucién gaussiana inicial y el decaimiento final. La
extension temporal del plateau se hace cada vez mds grande a medida que disminuimos el
valor de J,, mas no aumenta suavemente sino que tiene un salto abrupto para J, =0,5/;.

Otro factor que influencia profundamente la vida media de estos estados pretermalizados es
la energia del sistema. Investigamos el comportamiento de Cj(¢) para estados iniciales con
tempratura finita, es decir, estados iniciales que poseen una funcién de distribucién de la
forma

n(k,0) = (1+expl(e(k) —e(kp)/ )", (5.7)

95



Capitulo 5. Estados pretermalizados y comportamiento tipo vidrio en sistemas casi
integrables en una dimensién

T T T T T T T T T T
1.00 _ J2i0 1.00
7=0
0.99 | 0.99
S
$0.98 | 0.98
N
\% 1.000
o097} o 0.97
{;50.999
0.96 ' Soo0s 0.96
5 25 125
0.95 L . 0.95
0.2 1 5 25 125 0.2 1 5 25 125

tJ, tJ,

Figura 5.3: Decaimiento de la funcién de correlacion Cj(f). Panel izquierdo: empezando
desde la condicién inicial T = 0 variando J,, para la cual la densidad de energia es e = 0
independientemente del valor de J,. Inset: Relajacién de la energia cinética para los mismos
parametros que en la figura principal. Panel derecho: J, = 0,2]; fijo y se varia la temperatura
T del estado inicial. Nétese la escala logaritmica en el eje temporal.

en donde T es la temperatura (kg = 1). La densidad de energia del sistema
1
e= ZTr[p(O)H] — ey, (5.8)

con ey = %(\POIH (J1,0,A)|¥y) la densidad de energia del estado fundamental de H(J;,0,A), es
una funcién suave y monétona de 7. En el panel derecho de la Fig. 5.3 mostramos la relajacién
de Cj(t) para J» = 0,2]; variando la temperatura de la condicion inicial. El efecto de aumentar
la temperatura (energia) de la condicion inicial es la de hacer decrecer gradualmente la vida
media de los estados pretermalizados; para energias lo suficientemente altas éstos estdn
completamente suprimidos.Observamos también que los estados metaestables emergen en
la misma escala de tiempo en la que la energia cinética del sistema ey, (1) = (Hp(t)) satura
a su valor final (véase el inset en la Fig. 5.3). Tal escala de pretermalizacion, #,, resulta ser
independiente del valor de /> y de la energia del sistema: #,:/; ~ 5 en todos los casos.

5.1.3. Dinéamica de sistemas finitos y escalas de tiempo

Para poder hacer afirmaciones cuantitativas acerca de la vida media de los estados preterma-
lizados nos concentraremos en sistemas mas pequenos, con L = 256, lo que nos permitira
llegar a tiempos més largos. En tal caso es necesario notar que, especialmente para tiempos
largos, puede haber efectos apreciables de tamafio finito, algo que analizaremos més ade-
lante. Vimos que en D =1 el salto en la distribucién de momentos en kr no exhibe ningtin
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Figura 5.4: Panel superior izquierdo: Decaimiento de la distancia dindmica dfz(t) (nétese
la escala logaritmica en el eje temporal) para J, = 0,2/; variando la energia del par de con-
diciones iniciales. Panel superior derecho: Decaimiento de la funcién de correlacién Cy(t)
para J, = 0,2]; variando la energia e del estado inicial. Panel inferior: Detalle del compor-
tamiento de C;(#)/Cy(0) para mostrar la presencia de una relajacién en dos pasos y estados
cuasiestacionarios con vidas medias largas.
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Figura 5.5: Escalas de relajacion caracteristicas del correlador C;(¢) para diferentes valores de
J» como funcién de la energia del estado inicial. Inset: Escalas de tiempo para la distancia
dinflamica d;» como funcién de la densidad de energia de las condiciones iniciales para
diferentes valores representativos de J», 0, 0,2/; y 0,8/ (con los mismos simbolos que en la
figura principal pero con lineas discontinuas).
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plateau. Sin embargo, las ocupaciones de los modos de momento lejos de la superficie de
Fermi si lo hacen. Para caracterizar entonces la relajacion global y la aparicién de estados
metaestables en la distribucién de momentos estudiaremos la dindmica de dos réplicas del
sistema. Preparamos dos condiciones iniciales n; (k,0) y n2(k,0) con aproximadamente la
misma energia y densidad de particulas, y definimos la distancia entre las distribuciones de
momentos dependientes del tiempo

1
ds, (1) = ZZ(m(k, 1) — na(k, )°. (5.9)
k

Para un sistema cuyas tinicas cantidades conservadas son la energia total y el nimero de
particlas esta distancia deberia decaer a cero para tiempos largos, ya que el estado final de la
evolucion estd determinado tinicamente por el valor de esas dos cantidades conservadas. Para
sistemas con cantidades conservadas adicionales (como el modelo integrable J, = 0) puede
saturar a una constante diferente de cero. En cualquier caso, silos dos sistemas preparados
en diferentes condiciones iniciales, quedan atrapados en diferentes estados metaestables
no térmicos entonces aparecera un plateau en dfz(t). Preparamos las condiciones iniciales
perturbando ligeramente estados térmicos de fermiones libres, siempre cuidando que posean
la misma energia y densidad de particulas. En el panel superior izquierdo de la Fig. 5.4
mostramos el decaimiento de dlzz(t) para L =256y J, =0,2];, pero los resultados son similares
para cualquier J, < 0,5/; 2. Encontramos que si la energia del par de condiciones iniciales
es lo suficientemente baja dlzz(t) relaja en dos pasos. La extensién del plateau aumenta al
bajar la energia. En contraste, para J» > 0,5/; encontramos relajacién en un solo paso en
todo el espectro de energias (algo que no mostramos explicitamente), confirmando la imagen
brindada por ele anélisis del correlador C;(¢). En el panel superior derecho de la Fig. 5.4
mostramos la relajacion global de la funcién de correlacién Cj(f) también para J» = 0,2];.
Para energias altas encontramos que decae a cero en escalas detiempo accesibles a nuestro
célculo numérico. Para bajas energias observamos un enlentecimiento muy pronunciado de
la relajacién asociado con la presencia de plateaus de vida media larga (ver panel inferior de

la Fig. 5.4.

En la Fig. 5.5 mostramos las escalas de decaimiento de Cj(¢) para diferentes valores de J».
Definimos la escala de tiempo de relajacién T como aquella para la cual C;(7)/C;(0) = 0,6, para
poder extraer la mayor cantidad de puntos de los datos a disposicién mientras consideramos
un indicador fidenigno de las escalas de relajacién. Podemos apreciar que para /> < 0,5]; las
escalas de relajacion muestran un incremento abrupto para energias bajas. Para J, > 0,5];
las escalas de tiempo de relajacién practicamente no cambian al variar la energia del estado
inicial.

Para ver como afectan los efectos de tamano finito a los resultados con L = 256 debemos
analizar la dependencia de las escalas de relajacion con el tamafo del sistema. En la Fig. 5.6
mostramos la dependencia de las escalas de relajacion de la funcién de correlacién Cj(t) en

2En el caso particular de J» = 0 también encontramos plateaus a tiempos cortos, pero la distancia satura a un
valor no nulo.
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Figura 5.6: Escalas de tiempo de relajacion de C;(f) como funcién del tamafio del sistema.
Panel izquierdo: Para J» =0,2]; y T = 0,3];, dentro de la regiéon de pardmetros con estados
metaestables con vida media larga. Panel derecho: Paraj, =0,8/, y T =0,5]1, en laregién de

pardmetros con relajacién en un paso.

4

funcién del tamafio del sistema para un juego de pardmetros en lo profundo de la fase “vidriosa’
y para un juego de pardmetros que dan lugar a relajacién normal (en un paso). Observamos
que las escalas de tiempo del sistema normal (vidrioso) aumentan casi linealmente con el
tamano del sistema con una pendiente ~ 2 (~ 20) hasta que, alrededor de L ~ 500 (L ~ 700)
comienza a saturar al valor del limite termodindmico.

5.1.4. Discusion

Puede formularse una explicacién cualitativa de lo que esta sucediendo. La evolucién inicial
rédpida que se da para tJ; < 1 estd dominada por el dephasing de ciertos modos cuasilibres del
sistema, tal y como fue explicado en los capitulos anteriores. Este régimen inicial no es sensible
alos detalles de la interaccidn y es andlogo a la expansion balistica inicial en la relajacién de los
vidrios cldsicos y de los fluidos en general. La relajacién subsecuente del sistema, en cambio,
queda determinada por las colisiones ineldsticas. Si los canales de relajacion ineldsticos
son escasos el sistema se queda atrapado de estados metaestables cuya vida media es una
medida de la frecuencia de los eventos de scattering ineldstico. Para el modelo H(J;, J2,A)
puede mostrarse que tan pronto como J» se hace mayor que 0,5/; la variedad de colisiones
cinéticamente permitidas (aquellas que conservan el momento y la energia cinética) crece
draméticamente [46] (ver Fig. 5.7). Tal tipo de colisiones estdn incluidas pero no agotan los
procesos modelados por las ecuaciones de movimiento que consideramos (véase el Capitulo 4).
De esta manera el nimero de canales de relajacién aumenta drasticamente variando uno de
los pardmtros del sistema mads alld de un umbral bien definido. Ademds, dado que a energias
maés altas hay més colisiones ineldsticas posibles, la vida media de los estados metaestables se
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va suprimiendo a medida que aumentamos la energia del sistema.

Notemos que, independientemente de la integrabilidad para el modelo con J, =0, en la regién
de pardmetros que estamos considerando siempre estamos cerca de un modelo integrable
trivial: debido al cardcter perturbativo de nuestros métodos siempre estamos trabajando
con una perturbacién a un modelo de fermiones libres. Aun asi, existen regiones en el
espacio de parametros en las que los estados pretermalizados no aparecen. Esto indica que
no basta sélo con estar cerca de un punto integrable para que estos estados metaestables
aparezcan, sino que las caracteristicas del estado inicial también influyen. En particular,
especulamos que el pardmetro relevante para caracterizar el estado inicial sea la diferencia
AE =Tr[p(0)H] - (¥|H|¥) entre su energia y la energia del estado fundamental |¥) del
Hamiltoniano de evolucién. Nuestra conjetura es que si AE es lo suficientemente pequefia 'y
estamos cerca de algiin punto integrable, los estados metaestables aparecerdn necesariamente,
sin importar mucho los detalles de la condicién inicial. Creemos que, asociado con la apertura
del gap para J» > 0,5/, existe una disminucién abrupta de la energia del estado fundamental
de H, lo que hace que, aun considerand el mismo estado inicial, AE sea mucho mds grande
para J, > 0,5]; que para J, <0,5];. Esto explicaria la desaparicién de los estados metaestables
y la pérdida de validez de las predicciones del ML. Para corroborar nuestra conjetura es
necesario calcular la energia del estado fundamental de un sistema interactuante grande, lo
cual es posible con técnicas numérias de equilibrio como DMRG. Desafortunadamente, esta
exploracién quedara relegada forzosamente a trabajos futuros.

Finalmente, notamos que la escala de tiempo caracteristica del decaimiento de la distancia
dfz(t), al ser independientes de los detalles de la condicién inicial, es una de las escalas de
tiempo caracteristicas del proceso de termalizacion [8]. Es la escala de tiempos mds alla de
la cual el sistema ha perdido completamente la memoria de la condicién inicial al nivel de
las funciones de correlaciéon de dos puntos. Sin embargo, esto no significa que el sistema
haya alcanzado el equilibrio. De hecho, encontramos que 7[Cy] es, al menos, un orden de
magnitud mayor que 7(d;2] (definida de la misma manera que para Cj) en todos los casos
en los que contdbamos con datos para comparar. Esto se ilustra en el inset de la Fig. 5.5. El
hecho de que observables de una particula alcancen el comportamiento térmico mucho antes
que las correlaciones de dos particulas indica que la termalizacién es un proceso jerarquico.
La informacién acerca de las condiciones iniciales codificada en una funcién de correlacién
aumenta con el orden de la correlaciéon. Nuestros resultados sugieren que, consiguientemente,
las escalas de tiempo de relajacion también aumentan mon6tonamente con el orden de la
funcién de correlacion. Sin embargo, también esperamos que para algun orden finito (pero
posiblemente muy grande) las correlaciones no termalicen, reflejando la unitaridad de la
dindmica cudntica. Finalmente, notamos que es para tiempos mds largos quer[d;»] que una

descripcion basada en ecuaciones cinéticas sinmemoria, como la ecuacién de Boltzmann
cudntica [42], estd justificada [7].
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Figura 5.7: En la figura se muestran las soluciones del sistema de ecuaciones k; +k,—k3—ks =0,
€(ky) +e(ky) —e(ks) —e(ky) = 0, es decir, el conjunto de colisiones cinéticas permitidas, para
el modelo con hopping a primeros vecinos J» = 0 (panel superior) y para un modelo con
hopping a segundos vecinos J, = J;. (Se ha fijado el valor de k; y se ha eliminado k; usando
la conservacion del momento). En el panel superior, las rectas horizontales y verticales v
y 72 corresponden a las soluciones triviales k3 = k; y k4 = kj, respectivamente. Las lineas
diagonales y 4;4g corresponden a k3 + kg = % Lo mas interesante de esta figura es que para
el modelo con hopping a segundos vecinos (panel inferior) para J» > 0,5J; siguen existiendo
las soluciones y1, Y2 ¥ Yaiag (@unque yq;4¢ se deforma un poco), pero ademds aparece un
nuevo conjunto de soluciones representado por la elipse. Este nuevo conjunto de soluciones
no estd presente para J» < 0,5/, es decir, es un conjunto de canales de relajacion que se abren
abruptamente al aumentar J» por encima de un valor critico (0,5/1), como esté explicado en
el texto. Las flechas verdes son el gradiente de la funcion e(k;) + e(k) —e(k3) —e(k4), que es
irrelevante para nuestra discusiéon. Adaptado de [47].
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5.2. Bosones fuertemente interactuantes: Estados pretermalizados
y heterogeneidad dinamica

5.2.1. Elcaso particular del modelo de Bose-Hubbard

Existe una variedad de trabajos que reportan sobre la aparente falta de termalizacién en el
modelo de Bose-Hubbard a interacciones fuertes. Comenzando con el trabajo de Kollath
et al. [79], en donde, usando t-DMRG se mostré que para interacciones lo suficientemente
fuertes las correlaciones de pocos puntos alcanzaban un estado cuasiestacionario que no era
compatible con el equilibrio térmico, varios estudios se han enfocado en este sistema [127, 21].
En la Ref. [21] se mostré que para interacciones fuertes el sistema se queda atrapado en
estados metaestables inhomogéneos con una vida media muy larga. Se mostré también que
tal fenémeno [21] estaba asociado con una localizacién dindmica en el espacio de Hilbert del
sistema. El modelo de Bose-Hubbard es una de los modelos que ha sido realizado con mas
frecuencia en experimentos con dtomos ultrafrios [11]. En particular, algunos experimentos
con condensados de Bose-Einstein inhomogéneos han demostrado que el sistema exhibe una
pronunciada separacién de escalas de tiempo y una termalizacién lenta para interacciones
fuertes [99, 66, 93].

Creemos que la emergencia de estados pretermalizados con vidas medias muy grandes esta
detras de esta aparente falta de termalizacién para interacciones fuertes. De hecho, el modelo
de Bose-Hubbard es integrable para interacciones infinitamente fuertes (el limite atémico, ver
mads abajo), lo cual constrifie fuertemente la dindmica cuando las interacciones son fuertes.
Sin embargo, es posible que efectos de tamafio finito y no sélo la pretermalizacién sean las
causas de algunos de los fen6menos observados, en particular, en la Ref. [79], en la que se
consideraron tamafios de sistemas muy pequetios (L = 18) para los cuales la ETH falla a una
distancia finita de un punto integrable [121].

Respecto al aspecto técnico de esta secciéon, como ya hemos mencionado, utilizaremos una
técnica semiclédsica que describiremos mas adelante. En [134] Srednicki introdujo la ETH a
partir de un razonamiento semicldsico. Desde entonces, las consideraciones semiclasicas
han sido muy importantes para nuestro entendimiento de la termalizacién cudntica. Re-
cientemente Cosme et. al [35] hicieron una contribucién en esta direccién usando la TWA
aplicada a un modelo de Hubbard bosénico de dos sitios pero de varias bandas. Dado que la
TWA permite considerar las correcciones cudnticas de primer orden a la acciéon clasica [113]

la conexién entre la dindmica cudntica y el limite clasico se vuelve explicita. En particular,
en [35] se mostré que la termalizacion del sistema cudntico estd intimamente relacionada
con la ergodicidad de las trayectorias clasicas. Esta idea también se encuentra implicita en
estudios previos, como [73] y [23] en donde la falla en la termalizacién para interacciones
fuertes fue relacionada con las propiedades caéticas del limite de campo medio (trayectorias
clasicas). Mads precisamente se demostré que el exponente de Lyapunov de las trayectorias
clasicas asociadas con las soluciones de las ecuaciones de campo medio estd suprimido para
interacciones fuertes.
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Nuestra contribucién a este problema consiste en considerar el problema de la aparente falta
de termalizacién en el modelo de Hubbard bosénico desde la perspectiva semicldsica de la
TWA. Para densidades medias grandes, este método permite acceder a la dindmica cudntica
realizando promedios pesados sobre ensambles de trayectorias cldsicas. Mostraremos explici-
tamente que en este caso también los estados pretermalizados pueden tener una vida media
enorme que crece exponencialmente al aumentar la intensidad del acoplamiento, lo que
evita que el sistema relaje al equilibrio térmico en una escala de tiempos razonable. Ademas,
encontramos que la emergencia de estados pretermalizados con vidas medias largas esta
relacionado estrechamente con la aparicion de caracteristicas no ergédicas y «vidriosas» en
las trayectorias de campo medio asociadas con la dindmica cudntica. Mdas especificamente,
encontramos que los ensambles de trayectorias de campo medio sufren una transiciéon de
fase dindmica entre una fase activa y una inactiva, en completa analogia a lo que se observa
en modelos clésicos de vidrios [62, 48, 49, 62]. Esta transicién estd asociada con un fenémeno
notable, la heterogeneidad dindmica [9].

5.2.2. Dinamica cuantica: Resultados de la TWA

Consideremos el modelo de Bose-Hubbard en una dimensién con Hamiltoniano H = Hy+ Hijn:

L
HO:_]ZI(“}“ﬁl"'a;Haj)’ (5.10)

]:

L
Hine=U)_ njnj, (5.11)

j=1

en donde L es el namero de sitios en la cadena, los operadores a a son operadores bosénicos
T

canonicos y A1j = aa;. Consideraremos en este caso también condiciones de contorno
periddicas, a’z m = a',. Analizaremos la dindmica generada por (5.10) empezando desde una
estado inicial inhomogéneo descripto por la matriz densidad pg, que especificaremos mas

adelante. Nos enfocaremos en la relajacion del perfil de densidad (7 (1)) = Trpge’ ! iHt)
(h=1). El perfil de densidad térmico viene dado por (71j)i, = N,/L = N para todo j, en donde

N, es el numero total de bosones. El modelo de Hubbard bosonico es integrable en dos limites

nje‘

triviales, para U = 0 (gas no interactuante) y para interacciones infinitamente fuertes, / =0 (el
limite atémico).

Cuando el nimero medio de bosones por sitio N es alto la dindmica del modelo de Bose-
Hubbard puede ser estudiada usando la TWA [114]. Para calcular la dependencia temporal
de los valores de expectacién en la TWA debemos considerar la solucién a las ecuaciones de
movimiento cldsicas asociadas con el Hamiltoniano cudntico (5.10). Estas son las ecuaciones
de Gross-Pitaevskii en la red [114],

idu/j(f)

o = —J (W (O +y; 1 (0) + 200 [y (0] (5.12)
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en donde los campos clasicos estan normalizados al nlimero de particulas Z§:1 |1// (@) |2 = N,.
El valor de expectacién de un dado operador Q a tiempo ¢, (C2(£))Q puede ser calculado
promediando el observable clasico correspondiente Q) sobre un ensamble de condiciones
iniciales pesado con la transformada de Wigner de la matriz densidad inicial pg

Q) = f dygdyop (Yo, vg) Qa (w(0),y" (1), (5.13)

en donde la transformada de Wigner p viene definida por
2 2 * *
p (WO)WS) = [ dn;dno (po— %| 00 |W0 + %> e—|%| —1lmol e%(ﬂo%—ﬂo%) , (5.14)

en donde |1//0 + %) es un estado coherente con autovalor 1 + % con respecto al operador de
aniquilacién a. Para alivianar la notacién hemos omitido el indice de sitio j. La medida es

L
dygdyo =[] dy’;©dy;(0). (5.15)
j=1
Més adelante mostraremos como implementar la integracién sobre condiciones iniciales
utilizando el método Monte Carlo, es decir, muestreando de forma aleatorea la funcién de
Wigner del estado inicial p (yo, ).

La correspondencia entre observables cuanticos y clasicos puede formularse facilmente usan-
do la representacién de Bopp [113], seguin la cual se deben hacer las siguientes asignaciones

a - *—li, (5.16)
20w
1 o

d—yte , (5.17)
2 0y

de manera tal que

1

> (5.18)

N 2
nj—ly;l” -

La TWA es el orden dominante en una aproximacion en un pardmetro pequefio que mide las
desviaciones de la clasicalidad [113]. En el caso particular de los bosones interactuantes este
parametro es 1/N, la inversa de la densidad media de bosones. La TWA es una aproximacion
controlada en el sentido de que es posible calcular correcciones de orden superior que toman
la forma de perturbaciones estocdasticas sobre las trayectorias clasicas [113]. Sin embargo,
como cualquier aproximacién, sea controlada o no, hay ciertos regimenes de pardmetros
en los que funciona mejor que en otros. Para definir en qué situaciones esperamos que
la aproximacién sea precisa introducimos el pardmetro de no linealidad A = %V que es el
cociente entre la energia potencial tipica por sitio y la energia cinética tipica por sitio [23].
Cuando las interacciones son lo suficientemente grandes, A ~ N?, el sistema (en equilibrio)
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sufre una transicion de fase a una fase aisladora de Mott. En la vecindad de la transicién las
fluctuaciones cudnticas se hacen grandes y no podemos esperar que la TWA funcione bien
en este caso, es decir, las correcciones de segundo o mayor orden se vuelve relevantes en
este régimen. Sin embargo, hay un amplio intervalo, 1 < Nz (U/]J < N) en el cual el estado
fundamental del sistema es un superfluido (débil o fuertemente interactuante dependiendo
desi A <10 A>1respectivamente) en el cual podemos esperar que la TWA sea una buena
aproximacion a la dindmica. Trabajaremos en ese régimen.

En paralelo, la eleccién de las condiciones iniciales también es relevante para la precision de
los resultados. Estudiaremos dos tipos de condiciones iniciales, estados iniciales coherentes
(superfluidos) y estados iniciales de Fock (aisladores de Mott). El estado coherente representa
la condicién inicial que estd mas cerca de una condicién inicial cldsica perfectamente definida
y por lo tanto esperamos que la TWA capture la dindmica correctamente. La funcién de Wigner
es

pco,vg) = ﬁ 2 g2l (5.19)
=17
en donde N; = (7;(0)). Esta funcion de Wigner es una verdadera distribucion de proba-
bilidades y puede ser muestreada eficientemente como y; = \/N; + %(m +in2) [35, 107]
en donde 71 y 772 son dos variables aleatorias gaussianas reales con correlaciones 77; =0y
77k =0 jx [35, 107].

El estado inicial de Fock es el menos clésico en el sentido de que las fases iniciales estan
completamente indefinidas. la funcién de Wigner en este caso es

L 2
prwo.w) = [12e 2 Ly (4w ?). (5.20)
j=1

en donde Ly(x) es el polinomio de Laguerre de N-ésimo orden. Desafortunadamente, es-
ta p no es definida positiva y para N grande exhibe un comportamiento oscilatorio muy
pronunciado. Este hecho hace que la integracién Monte Carlo necesaria para calcular los
observables cudnticos converja mucho mas lentamente. Para eludir esta complicaci6én apro-
ximaremos esta funcién de Wigner por productos de distribuciones que reproduzcan los
primeros momentos de los polinomios de Laguerre. La manera mads simple de hacerlo es
reproducir sdlo el primer momento reemplazando cada factor py; (1//; ,¥ ) por una delta de
Dirac 6 (| |- % -N j) y promediar sobre fases aleatorias [112, 35, 107]. Una aproximacién un
poco menos cruda serfa considerar distribuciones con dos momentos, es decir, una gaussiana
Jiz?e‘z(|wf|2‘%‘Nf)z. Nos referiremos a estas dos aproximaciones como las funciones de Wig-
ner deltay gaussiana, ps y pg respectivamente. Hemos verificado que en los casos particulares
que investigamos ambas aproximaciones proveen de resultados muy similares. Usaremos
la ps por conveniencia computacional. Para el estado inicial de Fock se encontré que, en el
peor de los casos, los resultados de 1a TWA se desvian cuantitativamente de la solucién exacta
(en los casos en las que esta esta disponible) para tiempos mayores que ¢, = J/U [114]. Sin
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Figura 5.8: Distancia dindmica d(f) como funcién del tiempo para el estado inicial de Fock
(arriba) y coherente (abajo). Curvas diferentes corresponden a diferentes intensidades de
interaccion U/ J.
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embargo, las predicciones de la TWA se mantienen cualitativamente validas para escalas de
tiempo mads grandes.

Ahora investigaremos la dindmica cudntica del perfil de densidad. Elegimos los estados inicia-
les coherentes o de Fock de tal manera que el perfil de densidad inicial sea (20,0, 20,0,...): una
alternacidn de sitios vacios y altamente ocupados. Con esta elecciéon N = 10, es decir, la inten-
sidad de interaccion relacionada con la transicion al aislador de Mott es U/J ~ 10. El sistema
estd en un anillo de tamafo L = 30. Estos estados iniciales pueden ser experimentalmente
relevantes para experimentos con dtomos frios cargados en redes 6pticas [138]. Para calcular
la dindmica muestreamos 10° condiciones iniciales diferentes tanto para el estado coherente
como para el estado de Fock, aunque hemos realizado corridas con hasta 10* realizaciones
para verificar la convergencia de los resultados. Para cuantificar la relajacién global del perfil
de densidades a su configuracién térmica introducimos la distancia dindmica:

1 L
d*(t) = ZjZ:l(m,-(t))—N)z. (5.21)

Claramente, el equilibrio térmico implica d?(t)=0.Enla Fig. 5.8 mostramos el decaimiento
de d?(?) tanto para un estado inicial de Fock como para un estado inicial coherente para
diferentes valores del acoplamiento U. En ambos casos, para acoplamientos débiles el sistema
termaliza rdpidamente en una escala de tiempos del orden de un hopping [138, 133]. A
medida que aumentamos la intensidad del acoplamiento emerge un estado metaestable entre
la relajacién inicial y el decaimiento final al equilibrio. La vida media de tal estado metaestable
se incrementa con la intensidad del acoplamiento hasta que se vuelve mas grande que el
tiempo de simulacién méaximo. Para el estado inicial de Fock el incremento en la vida media
del estado metaestable es mas abrupto. En ambos casos, el perfil de densidad del estado
metaestable estd mds cerca del estado inicial a medida que incrementamos la intensidad de la
interaccion.

En la Fig. 5.9 mostramos la relajacion de la energia cinética ey, (f) = Tr[pg el tHOe_iH ’] para
I condicién inicial coherente y para diferentes valores del acoplamiento. Para el estado
inicial de Fock obtenemos cualitativamente los mismos resultados. Observamos que para
interacciones débiles U/J < 0,1 la energia cinética pretermaliza en un escala de tiempos
tg‘{eak ~10J~!. Para interacciones intermedias 0,2 < U/J < 0,7 la energia cinética también
tiende a estabilizarse en una constante pero con un tiempo de relajacién mds largo, del
orden de tli)‘gt ~30J7! (int se refiere a rango intermedio de acoplamientos). Mientras que para
acoplamientos fuertes U/J 2 0,7 la escala de pretermalizacion es tls)ttmng ~3J7!. Lavariedad de
escalas de pretermalizacién puede entenderse a partir del hecho de que los modos cuasilibres
detras de la relajacion por dephasing son cualitativamente diferentes para interacciones
débiles o fuertes . Para interacciones débiles los modos cuasilibres estan relacionados con
los modos de momento que diagonalizan Hj y estdn completamente deslocalizados en el
espacio. Para interacciones fuertes, los modos cuasilibres estan relacionados con los modos
que diagonalizan Hj, y son excitaciones completamente localizadas. Para interacciones
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Figura 5.9: Relajacién de la energia cinética para la condicioén inicial estado coherente. Curvas
diferentes corresponden a diferentes intensidades de la interaccién U/J. Las curvas estan
desplazadas verticalmente para mejorar la claridad de gréfico.
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intermedias existe un régimen realmente no trivial para el cual los modos cuasilibres no
estdn ni completamente localizados ni completamente deslocalizados. Esto sugiere que estos
modos, que describen la dindmica de tiempos cortos, en los tres casos son completamente
diferentes. Sin embargo, un hecho notable es que para interacciones fuertes el tiempo de
pretermalizacién es el mismo sin importar el valor especifico del acoplamiento, mientras
que los tiempos de relajacién del perfil de densidad muestran grandes variaciones (véase la
Fig. 5.10) debido a la presencia de estados metaestables.

La transicion entre termalizacién rdpida y el régimen dominado por los estados metaestables
ocurre en intervalos del acoplamiento diferentes para las dos condiciones iniciales. Para obte-
ner la escala de decaimiento de d?(¢) ajustamos una exponencial a la cola del decaimiento.
En la Fig. 5.10 mostramos los resultados para la escala de decaimiento para ambas condicio-
nes iniciales. Encontramos que las escalas de decaimiento aumentan en varios 6rdenes de
magnitud cuando la intensidad del acoplamiento aumenta en un pequerio intervalo.

Mencionamos que, si bien no hemos realizado un anélisis detallado de la dependencia de las
escalas de tiempo para larelajacion con el tamafio del sistema, algunos resultados preliminares
muestran que los efectos de tamafio finito son practicamente despreciables para los valores
de L, las escalas de tiempo y los observables considerados aqui.

El centro de la regién de transicién se encuentra alrededor de U/ J = 0,7 para el estado inicial
de Focky U/J =1 para el estado coherente. La emergencia de estados pretermalizados con
una vida media tan grande puede obstaculizar completamente la observacion del estado de
equilibrio térmico y ciertamente esta detrds de la aparente falta de termalizacién observada
en algunos trabajos sobre este modelo [79, 20]. Esta situacion es parecida a la de los vidrios,
sistemas que muestran la tipica relajacion en dos pasos debido a que se quedan atrapados
en estados metaestables con una vida media que puede ser astronémica para densidades lo
suficientemente altas o temperaturas lo suficientemente bajas. Més adelante describiremos
una relacién més cuantitativa entre la emergencia de estados metaestables con vidas medias
grandes y la fisica de los vidrios al analizar las propiedades de las trayectorias de campo medio
asociadas con la dindmica cuéntica.

5.2.3. Propiedades de las soluciones cléasicas

Como se ha mencionado anteriormente, en la Ref. B5] fue propuesto que la capacidad de un
sistema cudntico de termalizar estd relacionado con la ergodicidad de las trayectorias clasicas
del modelo de campo medio asociado, una idea que también estd implicita en estudios
previos tales como [73] y [23]. En esta seccién mostraremos que la emergencia de estados
pretermalizados con vida media grande esté correlacionada con la falta de ergodicidad de las
trayectorias cldsicas que son utilizadas para construir la dindmica cuantica.

Para introducir la discusién cualitativamente, en la Fig. 5.15 mostramos un muestreo estrobos-
copico de la posicién en el espacio de fases del campo 1 para dos acoplamientos diferentes.
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Figura 5.10: Logaritmo del tiempo de relajacién como funcién de U/ J para el estado inicial de
Fock (arriba) and coherente (abajo).
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Figura 5.11: Posicion en el espacio de fases Re(y) vs. Im(y;) del campo en el primer sitio
observada en intervalos de JAt = 0,1 para J tops =40, U/J = 0,5 (arriba) y U/J = 1,5 (abajo). El
punto rojo corresponde a la configuracion inicial. Se eligié una fase inicial al azar para cada
uno de los sitios.
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Podemos ver que para acoplamientos débiles (U = 0,5) el sistema explora todo el espacio de
fases disponible mientras que para acoplamientos grandes (U = 1,5) se queda atrapado en un
anillo de espesor finito en el plano Re(y;) vs. Im(y;). Un comportamiento similar se observa
al analizar el comportamiento de la trayectoria en el espacio de fases de otros sitios. Volviendo
a la Fig. 5.8 podemos comprobar que, de hecho, para U = 0,5 el perfil de densidades ya ha
termalizado para t] = 40 mientras que esta todavia atrapado en un estado metaestable para
U=1,5.

Adicionalmente, senalamos que la fase de los campos 6 () = arctan(Im[vy ;(£)]/ Re[y ; (£)])
resulta ser siempre ergédica, dado que durante la evolucion dindmica visita todos los valores
entre 0 y 27, sin importar el valor del acoplamiento. Este hecho también queda ilustrado en la
Fig. 5.11 en la cual, incluso para acoplamientos fuertes, la fase del campo v; explora todos
los valores posibles. La falta de ergodicidad esta codificada entonces en la dindmica de la
densidad de particulas en cada sitio n;(z) = |y (1) 2.

Realizaremos a continuacién un anélisis més detallado y cuantitativo de las propiedades de
las trayectorias cldsicas. Para caracterizarlas introducimos la movilidad K de cada trayectoria

tobs N

K] =atY. Y (lwi(t+ A0 = (yi (1))

t=0j=1

2 (5.22)

en donde %, es el tiempo maximo de observacion, es decir, la extensién de las trayectorias y
At es un cutoff ultravioleta impuesto para ignorar pequenas oscilaciones dejando solamente
el desplazamiento real en el espacio de fases. K [y(#)] es una cantidad extensiva en el tiempo

que tipicamente va a ser grande para trayectorias ergédicas y pequefia para trayectorias no

ergodicas, tal como puede inferirse de la Fig. 5.15. Por lo tanto, K [¢/(#)] puede ser utilizado

como un pardmetro de orden para distinguier trayectorias ergédicas (méviles) y no ergédicas

(baja movilidad).

Dado que estamos interesados en evaluar las propiedades de las trayectorias que son més
relevantes para la dindmica cudntica, introduciremos una medida en el espacio de trayectorias
clasicas dada por la funcién de Wigner del estado cudntico inicial que deseamos considerar.
En el caso del estado coherente, la medida pc (o, ) estd bien definida mientras que en
el caso del estado aislador de Mott debemos elegir cualquier distribucién bien definida que
aproxime a pr(o, ), tal como ps 0 pg. Por simplicidad, nos restringiremos en el anélisis
subsiguiente al caso de un estado coherente.

En la Fig. 5.12 mostramos el histograma de movilidad para un ensamble de 2 x 103 trayectorias
sampleadas de acuerdo con pc (o, ) para cuatro valores diferentes de U/J. El centro de las
distribuciones se corre monétonamente hacia valores menores de la movilidad a medida que
aumentamos U/ J, pero la dispersién alrededor del centro de la distribucién disminuye para
acoplamientos grandes. En particular, para acoplamientos lo suficientemente altos todas las
trayectorias tienen una movilidad muy pequefia con una dispersién pequefia, mostrando que
todas las trayectorias estdn «congeladas», al menos en escalas de tiempo menores o iguales
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Figura 5.12: Histograma de la movilidad K[y /()] para ensambles de 2 x 103 trayectorias
muestreadas de acuerdo con la funcién de Wigner del estado coherente pc(yo,%;) para
cuatro valores diferentes de U/ ]J.
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que fops. Sin embargo, hay una zona de acoplamientos intermedios 0,3 < U/J < 0,6, que se
corresponde con el régimen intermedio descripto al analizar la relajacién de la energia ciné-
tica, para la cual la dispersién practicamente no cambia. Esto confirma que la aparicién de
trayectorias inactivas, no ergddicas, estd relacionada con la existencia de estados térmices me-
taestables no térmicos en la dindmica cudntica. Ademads, dado que el corrimiento del centro
de los histogramas es continuo podemos esperar que para acoplamientos intermedios haya

coexistencia de trayectorias activas e inactivas, en cuyo caso la movilidad de las trayectorias

deberia depender de los detalles de la condicién inicial. Este resulta ser el caso. Esta observa-
cién puede ser formulada en el lenguaje de una transicién de fase dindmica [49, 50, 62, 32, 48]

que tiene lugar en el ensamble de trayectorias clasicas.

Una transicién de fase dindmica puede ser definida en completa analogia con una transicién
de fase en equilibrio [62]. En la descripcién de mecénica estadistica de una transicién de fase
de equilibrio generalmente se considera un ensamble de microestados de un dado sistema
y una cierta cantidad extensiva que caracteriza cada uno de los microestados, como, por
ejemplo, la energia de cada configuracién en un momdelo de Ising clédsico. Acto seguido,
se introduce una disstrbucién de probabilidad canénica que confiere diferentes pesos a
cada microestado dependiendo del valor que toma la cantidad extensiva en cada caso. Sila
cantidad extensiva elegida es la energia, entonces la distribucién de probabilidad es el familiar
%e‘ﬁH , en donde H es el Hamiltoniano, B, la cantidad intensiva conjugada a la energia, es
la temperatura inversay Z es la funcién de particién. Para analizar la transicién de fase se
considera el promedio de un dado pardmetro de orden, como la magnetizacién en el caso del
modelo de Ising, entre todos los microestados, pesados con la distribuciénd e probabilidad
canoénica. La transicion de fase se manifiesta entonces como un cambio abrupto en el valor
del promedio del parametro de roden al variar el pardmetro intensivo,  en el caso del modelo
de Ising. Hablamos entonces de una transicion de fase dirigida por la temperatura. Para
definir una transicién de fase dindmica hacemos mecdénica estadistica con las trayectorias
del sistema, y las consideramos como los «microestados». En nuestro caso, elegimos la
movilidad K [(#)] como la cantidad extensiva en el tiempo que utilizaremos para caracterizar
cada trayectoria. Construimos entonces una distribuciéon de probabilidad canénica sobre
el ensamble de trayectorias acoplando la cantidad extensiva en el tiempo K [¢(#)] con una
cantidad intensiva s, que es el andlogo de la temperatura en el ejemplo discutido antes. Esta
distribucién sera:

Ps[y(n)] = ZiPo [w()] e~ sKIv®I, (5.23)

en donde Py [w(1)] es la distribucién de probabilidad a s = 0 que tomamos como la funcién
de Wigner del estado coherente pc(yo,), tal y como fue discutido antes y Z; es la funcién

115



Capitulo 5. Estados pretermalizados y comportamiento tipo vidrio en sistemas casi
integrables en una dimensién

de particién
Zs=) Ps[y()]. (5.24)
(1)

Calcularemos entonces valores de expectacion en el ensamble de trayectorias sumando sobre
todas las trayectorias pesadas con P [y()] de la siguiente manera

1

Q= Qy0), =+
S

Y Pslyw]Qw®], (5.25)
w(t)

en donde Q [y(#)] es una funcional de la trayectoria. Esta manera de promediar le da diferente
peso a las trayectorias méviles o inmoviles dependiendo del valor des: para s grande se le da
mas peso relativo a las trayectorias inactivas y viceversa.

Para analizar la transicion de fase elegimos a la movilidad K [y /(#)] como pardmetro de orden
(en el problema que estamos atacando la cantidad extensiva en el tiempo y el pardmetro de
orden coinciden). En la Fig. 5.13 mostramos el promedio del pardmetro de orden K; como
funcién de s para U/J = 0,53, un valor de U/ J para el cual hemos observado la coexistencia
de trayectorias activas e inactivas. El comportameinto de K; es andlogo al comportamiento
del pardmetro de orden en una transicién de fase de equilibrio a volumen finito: exhibe un
marcado escalén entre dos valores bien definidos correspondientes a las fases en el ensamble
(fases activa e inactiva) y, ademads, al incrementar ?,p4 (el andlogo del volumen en equilibrio) el
escalén en K se vuelve més y més abrupto. Esto puede apreciarse mds claramente estudiando

la susceptibilidad:
0K 2
Xs=~ 55 = (K[ (0] = Ks)%)s, (5.26)

que exhibe un pico que crece al incrementar t,,s. Un escaleo similar puede observarse al variar
L. El valor critico estd localizado alrededor de cero, s* = 0. Esta transicion de fase dindmica
es muy similar a aquella descubierta en principio para modelos de vidrios con ligaduras
cinéticas [49], luego para modelos atémicos de vidrios [62] y para sistemas cudnticos [48].
La diferencia principal que encontrasmos con respecto a estos trabajos es que la presente
transicion dindmica no parece ser de primer orden. En una transicién de fase de primer orden
(dindmica o estética) la distribucion del parametro de orden en la coexistencia es bimodal
debido a efectos de tensién superficial entre los dominios coexistentes de las diferentes
fases. En el caso analizado en este trabajo el pardmetro de orden en coexistencia (s = 0 para
U/] =0,5) es unimodal, lo cual puede inferirse considerando la Fig. 5.12, lo cual es compatible
con una transicién de fase continua.

Para caracterizar mejor las propiedades fisica de las fases discutiremos una medida de ergodi-
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Figura 5.13: Transicién de fase dindmica en el espacio de trayectorias. Panel superior: Pro-
medio del pardmetro de orden K como funcién del campo intensivo s para un ensamble de
10® trayectorias muestreadas de acuerdo a la funcién de Wigner del estado coherente para
U/J =0,53. Panel inferior: Susceptibilidad dindmica y. 117
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Figura 5.14: Funci6n de correlacion C;(#) como funcién del tiempo para U/J = 0,53 en la fase
activa (s < 0) e inactiva (s > 0). También mostramos, para comparar, la funcién de correlacién
en coexistencia (s = 0).
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cidad. Definimos la funcién de correlacién de solapamiento como,

L
Cs(1) =Y _((nj(t) = N)(nj(0) — N))s. (5.27)
j=1
C,(#) cuantifica el solapamiento entre la configuracién a tiempo ¢y la configuracién inicial.
Su apartamiento de cero a tiempos largos es una medida de no ergodicidad. En la Fig. 5.14
mostramos la funcién de correlacién Cs(t) parala fase activa (ergddica) e inactiva (no ergédica).
En la fase activa (s < 0) la funcién de correlacion relaja rdpidamente a un valor pequefio,
mientras que para la fase inactiva (s > 0) las trayectorias se quedan atrapadas en un solo
estado durante todo el tiempo de observacion.

En modelos clasicos de vidrios esta transicion de fase dindmica representa una de las teorias
mads importantes para dar cuenta de un extraordinaria y distintiva caracteristica de los ma-
teriales vidriosos: la heterogeneidad dindmica [32]. En contraste con los fluidos normales,
la relajacién de los vidrios es inhomogénea en el espacio: regiones rapidas y lentas estdn
conglomeradas en el espacio. Hemos descubierto que las trayectorias clasicas individuales
(que corresponden a soluciones aislada de las ecuaciones de Gross-Pitaevskii) exhiben el
fenémeno de heterogeneidad dindmica. Definimos una medida local de movilidad Q;(?)
como

Qi (1) =|n;(t) — n;(0)], (5.28)

que mide en qué medida la densidad de un sitio difiere del valor inicial. En la Fig. 5.15 mostra-
mos los graficos de Q;(¢) para dos trayectorias representativas correspondientesa U/J =0,1
y 0,6. Para U/]J = 0,1 (el régimen de acoplamientos débiles) la dindmica del sistema, tal y
como es capturada por el indicador Q;(#), es bastante homogénea. Para U/J = 0,6 (entrando

en el régimen de acoplamientos fuertes), los sitios con movilidad local alta y movilidad local

baja estdn agrupados en el espacio-tiempo. Esto es un sello distintivo de la heterogeneidad
dindmica. Es relamente notable que la simple ecuacion de Gross-Pitaevskii sea capaz de

generar una dindmica tan complicada.

Larelacién entre la transicion de fase dindmica y la heterogeneidad dindmica puede explicarse
usando un razonamiento simple: la transicién de fase dindmica implica que para valores
intermedios de U/J diferentes condiciones iniciales pueden gatillar una dindmica lenta o
rapida, dependiendo sélo de los detalles de la condicidn inicial; si consideramos un sistema
lo suficientemente grande con interacciones de corto alcance, regiones distantes no van a
estar correlacionadas y si una regién tiene una condién inicial rdpida y otra una lenta la
heterogeneidad dindmica ocurrird. Ademads, con el mismo argumento, durante la evolucién
dindmica las regiones lentas pueden convertirse en rdpidas y viceversa. Al contrario de lo
que se observa en [106, 105], la dindmica cudntica no muestra heterogeneidad dindmica
en nuestro caso. El promedio necesario para obtener la dindmica cudntica a partir de las
trayectorias individuales clasicas borra todo patrén dindmico heterogéneo que dependa de
las condiciones iniciales, lo cual esta asociado al hecho de que el perfil de densidad tiene una
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Figura 5.15: Grafico de color falso de la movilidad local Q;(#) para dos trayectorias representa-
tivas correspondientes a U/J = 0,6 (panel superior) y U/J = 0,1 (panel inferior).
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escala de relajacion bien definida como hemos visto antes.

5.3. Estados pretermalizados lejos de un punto integrable

En las primeras discusiones acerca de la existencia de estados pretermalizados que apare-
cieron en la literatura, en Referencias como [78] y [90], se afirma que las cercanias de un
punto integrable es uno de los factores determinantes para la aparicién de este tipo de feno-
menologia. Sin embargo, muy recientemente se han encontrado estados pretermalizados
con vidas medias muy largas en sistemas en D > 1 en regiones de parametros que no estian
cerca de los puntos integrables triviales (modelos no interactuantes), los iinicos conocidos
en D > 1. Podemos citar dos ejemplos: (i) la Ref. [109], en la que se encuentran plateaus
extremadamente largos en funciones de correlacién de dos tiempos para un modelo de Ising
con una perturbacién periédica en el tiempo, y (ii) el preprint [1] en donde se analiza un
quench en el modelo de Heisenber isotrépico en D = 3 y se encuentra que existen estados
pretermalizados con vidas medias muy largas para ciertas configuraciones iniciales.

En estos modelos, la escasez de canales de relajacién no esté asociada a la cercania de ningtin
punto integrable. De hecho, en la Ref. [109] se mostré que aparecen plateaus en regiones
de parametros para los cuales el espectro del Hamiltoniano de evolucién muestra claras
sefiales de caoticidad cudntica, una de las marcas de la no integrabilidad. Estos resultados
refuerzan la perspectiva presentada en esta tesis de que la integrabilidad no es la clave que
explica la emergencia de etados pretermalizados, sino que lo que cuenta es la escasez de
canales de relajacion. Esta escasez parece estar correlacionada en D =1 con la proximidad
a un punto integrable pero en principio puede deberse a otras restricciones en la dindmica.
Como fue sefialado mas arriba, nuestros resultados indican que un factor decisivo para que
exista escasez de canales de relajacién y para la aparicion de estados pretermalizados es que
el quench sea débil, es decir, que la energia del sistema esté muy cerca de la energia del estado
fundamental del Hamiltoniano de evolucion, lo cual se verifica en las situaciones investigadas
en las mencionadas referencias.
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Conclusiones y perspectivas

Esta tesis pretende ser un aporte al estudio de la dindmica de sistemas cudnticos aislados fuera
de equilibrio. Tal como ha sido descripto en la introduccién y desarrollado en los Capitulos
que conforman el cuerpo de la exposicién, este topico de investigacion es fundamental para
comprender las bases de la mecanica estadistica. También tiene relevancia experimental
debido a los experimentos recientes que se han realizado con d4tomos frios cargados en redes
opticas.

Maés alla de que hemos obtenido nuestros resultados atacando modelos diferentes con las
técnicas apropiadas para cada caso, creemos que contamos con una imagen de aplicacién
general acerca de la dindmica de no equilibrio que se desarrolla después de un quench. Para
quenches débiles, en los que la energia inyectada al sistema es pequefia comparada con las
escalas de energia caracteristicas del sistema, y si los canales de relajacion (diferentes del
dephasing) del sistema son escasos (como lo que se encuentra cerca de un punto integrable
en D = 1), surgen estados metaestables que se interponen entre el estado inicial y el estado
final del sistema. Tales estados metaestables surgen como consecuencia del dephasing entre
ciertos modos libres que describen la dindmica a tiempos cortos. Hemos sido capaces de
identificar explicitamente estos modos cuasilibres en sistemas de fermiones unidimensionales
(Capfitulo 2 y 5) y bidimensionales (Capitulo 3). Estos estados corresponden con el estado final
de la dindmica de un modelo cuadrético efectivo que describe la evolucién de tiempos cortos
y, por lo tanto, admiten una descripcién en términos de un ensamble de Gibbs generalizado
que tenga en cuenta todas las constantes de movimiento triviales del modelo cuadratico
(Capitulo 3). La vida media de estos estados depende fuertemente de la disponibilidad de
canales de relajacioén inelésticos en el sistema. Si estos canales estdn ausentes o si son escasos
(tal como es el caso cerca de un punto integrable a bajas energias) su vida media puede ser
muy larga comparada con los tiempos de relajaciéon del mismo sistema en otras regiones de
parametros (Capitulo 5). Esto puede obstaculizar completamente la observacion del equilibrio
térmico final del sistema en simulaciones numéricas o en experimentos. La existencia de
estados metaestables que surgen a tiempos cortos y que poseen vidas medias enormes plantea
una analogia con la fisica de los vidrios. En el Capitulo 5 hemos explorado esa analogia.
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Al presente, creemos que hay dos cuestiones muy fundamentales y concretas que es necesario
resolver para validar/enmendar y/o completar este panorama. Primero creemos que seria
interesante investigar la conexion entre la dindmica (aparicién de estados metaestables y su
vida media) y la relacién entre la energia del estado inicial y la energia del estado fundamental
y otras caracteristicas del espectro del Hamiltoniano de evolucién. Esta cuestién surge de
considerar las discusiones alrededor del sistema de fermiones estudiado en el Capitulo 5.
Preguntas relevantes serfan: ;Cudl es la relacién entre la diferencia de energia del estado
inicial y del estado fundamental del Hamiltoniano de evolucién AE = Tr [p(0) H] — (¥ | H| ')
con la vida media de los estados pretermalizados? ;Qué sucede si existe un gap en el espectro
de H? ;Depende fuertemente la dindmica de si la energia del estado inicial cae en el gap o
fuera de éste? Para contestar esta preguntas habria que calcular el espectro de H usando
técnicas numéricas en equilibrio y contrastar con la dindmica fuera de equilibrio obtenida,
por ejemplo, usando las ecuaciones de movimiento deducidas en el Capitulo 4.

Otra cuestion sumamente importante es la del estado inicial. En todos los problemas atacados
en esta tesis, salvo en el sistema bosénico tratado en el Capitulo 5, hemos considerado
estados iniciales no correlacionados. Es necesario saber si el panorama descripto més arriba
sobrevive al considerar estados iniciales con interacciones. Los resultados obtenidos para
el modelo de Hubbard bosénico en el Capitulo 5 parecen respaldar la respuesta afirmativa,
pero es necesario realizar més investigaciones. Por ejemplo, en el formalismo del operador
proyeccién, la introduccién de interacciones en el estado inicial lleva a la no nulidad del
término de ruido microscépico P(f) L(#)G(t,0)Q(0)o(0). Encontrar aproximaciones para este
término es posible [12], pero es una empresa en si misma. Otra alternativa es usar métodos
numéricos estandar que permitan estudiar tiempos largos, como diagonalizacién exacta
aunque esto nos restringiria a sistemas pequefos, lejos del limite termodindmico.

Finalmente, también seria muy importante contrastar los resultados obtenidos a través de
las ecuaciones de evolucién deducidas en el Capitulo 4 con técnicas numéricas estdndar,
algo en lo que estamos trabajando actualmente. Por ejemplo, comparar con t-DMRG para
sistemas grandes y tiempos cortos y diagonalizacién exacta para sistemas pequefios y tiempos
arbitrarios.

Esperamos que los resultados y perspectivas presentados en esta tesis sirvan para motivar y
dirigir nuevas investigaciones y aporten al conocimiento general en el campo de la dindmica
de no equilibrio de sistemas cuanticos aislados.
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LY\Apéndice

A.1. Propiedades del operador proyeccién P(t)

En este Apéndice probaremos las propiedades en la Ec. 4.9.

1. P(n)p(r) =0(1)

~ _ B oo (1) - oo (1) _
Pp) = (a(r) %6<n(k)>t(n(k))t)Tr[p(t)]+%6<n(k)>[Tr[n(k)p(t)]
oo (1) 6o (1)
= N-Y ———(nk)|+) ———n(k
(a() %M(k»tm( m) %6(n(k))[<n( Nt
= (.

2. P(1)d:p(t) = 8,6 (1)

So(t) do(1)
P(0)0;p(t) = f)— k), |0,Tr[6(0]+Y ———0,Tr [n(k)p(t
(1)0:p(1) (1) %M(k»tm( Ne|0:Tr[p(n)] %m(k»t (Tr [n(k)p(1)]
3 o0 (1)
= %5(n(k))t6t<n(k)>t
= Otﬁ(t)
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3. Tr(n(k)P(1)O] =Tr[n(k)O]

O0Tr[n(k)o(1)]

Tr(n(k)P(1)0] = (Tr[n(k)a(t)]—%: Sk, (n(k")y | TriO1 +
6Tr [n(k")o(1)] ,

(Tr[n(k:)a(t)] =2 Ok (nk") ¢ | Tr[O1+ ) Ok 1 Tr [n(K") O]
k' K

= Tr[nk)0O].
4. P()P(thHO=P(1)O
A v 00 p
P()P(hO = (a(t) §5<n(k"»t<”(k )>t)><
Tr[a(t')]—zw(n(k')) Tr[O] + (A1)
o 5(n(k")y ; '
8Tr[n(k")o (1] Sa(t)
Tr [n(k') O] ————
R T PR LR P
Sa(1) oo(1)
= =Y ————(nk"), |01+ ————Tr[nk")O
o(1) §5<n(k"»t<”( )¢ |Tr[O] ;am(k:”))t r[n(k")O]
= P(1)0.

5. P(t)L(t)P(s)O = 0 para sistemas que conservan momento total,

oo (1)
P(HL(H)P(s)O = N—) ———
() L(OP(s) (o() ;m(k"»t

(n(k")>t) x

OTr{[H\ (1), 0 (s)]}

(Tr{[Hl(t),U(S)]}—%: ). (n(k"))s | Tr[O] +
%:6Tr~{6[1<‘72((’3;;13(s)]}Tr[n(k,) ol|+

;% (Tr{n(k”)[Hl(r),a(s)]}—%6Tr{"“;::z[$)(:’a(s)]}<n(k')>s 0] +
A TR

Dado que Tr{[H; (¢),0(s)]} = 0 (por la propiedad ciclica de la traza) y que Tr{n(k") [H: (1),0 (9]} =
Tr{[H: (1), n(k")]o(s)} =0, lo cual puede ser verificado por un célculo directo:

[Hi(0),nkMN = Y. Wk ka ks ka;k” ,t)c" (k1) e (ko) c(ks)c(ky),
klvkz:k?nk‘l
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endonde W (k1, ka2, k3, ka; k" t) = V (K1, k2, k3, k4) O ky b + Oy k" — Oty ke —Okoy ko) €Xpli t (€ (K1) +
€(k2) —e(ks3) —e(k4))]. Por otro lado, usando la regla de Wick obtenemos que

Tr{e (o))" (k) e(ka) c(ka) o (5)} = By by Oy s (kD) < 2)) =By ey S by (1)) s ().

Ninguno de los términos sobrevive dada la combinacién de las dos é con las 6 pre-
sentes en W (ky, ky, k3, kq;k’” ,t). Por ejemplo, para el primer término tenemos que
Okey ks Okin ke Oy ke + Oy ko — Okeg ke — Okeg ) = (Okey ke + Oy ke — Oy v — Oy k) = 0.

A.2. Exponenciales ordenadas

En este Apéndice definiremos cuidadosamente las exponenciales ordenadas utilizadas en el

texto y mostraremos como surgen naturalmente en el formalismo del operador proyeccién.

Para m4és detalles pueden consultar las Refs. [45] y [77].

A.2.1. Representacion de interaccién

Aqui proveemos las definiciones precisas y propiedades de las exponenciales ordenadas que

aparecen en el formalismo. Empezamos con G(t, s), la exponencial ordenada que se utiliza

para resolver la ecuacion para la parte irrelevante de la matriz densidad (ver Ec. 4.15):

0,Q(N)p(1) = aQ)L(OP(1)p(t) + aQ(H) L) Q1) p(2). (A2)

Para resolverla multiplicamos por G(s, £) por la izquierda:

G(s,)0:Q(N)p(1) = aG(s, HQ LN P(D)p(1) + aG(s, HQ) L(HQ()p(1), (A.3)

e imponemos que

0:G(s, 1) = —aG(s, NQ(HL(D), (A.4)

de manera que aG(s, ) Q) L(1)Q(1) p(t) = —0,G(s, 1) Q(#) p(¢). Luego completamos la derivada
del producto en el miembro derecho de la Ec. A.3 y obtenemos

0:G(s, DQ)p(1) = aG(s, HQ L) P(1)p(1). (A.5)

Integrando obtenemos:

t
G(t, DQ)p (1) — G(1,0)0Q(0)p(0) = Oéfo dsG(s, )Q(S)L(s)P(s)p (). (A.6)

Imponiendo la condicién de contorno

G(t, 1) =1, (A7)
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obtenemos finalmente
t
Q) p(t) = G(¢,00Q(0)p(0) +C¥f0 dsG(s, )Q(S)L(s)P(s)p(s). (A.8)

En resumen, G(¢, s) viene definida por

OtG(s, t)
G(s, s)

—aG(s, Q) L(1), (A.9)
I (A.10)

La solucién de esta ecuacién puede encontrarse por iteracion:

00 t h In-1
G(s,t)=1+ Z (—a)nf an dt, f dt, Q) L(t,) Q(tn—1)L(tp—1)...Q(t) L(t).
= s s s

n=1

(A.11)

En simbolos:

G(s, 1) =T_ exp

t
- f ds'Q(s’)L(s’)], (A.12)

en donde T-, ordena los operadores de manera que el argumento temporal aumenta de
izquierda a derecha (orden anticronolégico).

A.2.2. Representacion de Heisenberg
Deseamos resolver la Ec. (4.33):
0, [ef“Q(t)] — e 1QNILQ(L) = e P (1) [iL - P(1] Q(1), (A.13)

en donde e''Q(f) es la incégnita y e'L/P(r) [iL- P(t)] Q(1) la inhomogeneidad. Para ello
introducimos un factor integrante G(s, 1) que satisfaga

8,G(s, 1) = —iLQ(1)G(s, 1), (A.14)
G(s,8)=1. (A.15)

Multiplicando la Ec. (A.13) por derecha por G(s, t) y completando la derivada del producto
obtenemos

o [e™Q(nG(s, )| = €™ P(1) [iL - P(1] QL. (A.16)
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Integrando la tltima ecuacién y usando la condicién inicial deG(s, t) obtenemos la solucién
. . - t . . -
e'M'Q(1) = e'°Q(s)G(t, 9) +f due™Pw) [iL-Pw] QwG(t, w). (A.17)
N
La forma iterativa de G(s, t) es
_ o0 t 151 -1
G(s, ) =1+ Z dn f dt f dt, (—iL)Q(t)(—iL)Q(f)...(—iL)Q(t,). (A.18)
n=19Ys s s
En simbolos:

G(s,t)=T_ exp ) (A.19)

t
f ds' (~iD)Q(s)

en donde T._ ordena los operadores de manera que el argumento temporal aumenta de
derecha a izquierda (orden cronolégico). Para seguir la notacién de la Ref. [54] en el texto
principal se defini6 otra exponencial ordenada G(s, 1):

. (A.20)

t
G(s, 1) = T_exp f ds' iLQ(s")

Es fécil ver que G(s, ) = G(t, s).
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