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Resumen

La teorfa estandar que permite representar la interaccion gravitatoria es la Rela-
tividad General, formulada por Albert Einstein en 1915. Trece anos después de su
publicacion, el propio Einstein intenta construir una teoria geométrica unificada del
electromagnetismo y la gravitacion, reemplazando a la métrica por un objeto dina-
mico que posee mas grados de libertad, la tétrada. Pese a no encontrar ecuaciones
de campo consistentes, en estos trabajos aparece por primera vez la posibilidad de
formular una teoria teleparalela equivalente a la Relatividad General, denominada
Gravedad de Torsion, en donde la torsién reemplaza a la curvatura.

En los dltimos anos, se han desarrollado numerosas aplicaciones de esta teoria,
principalmente en el célculo de cargas conservadas para el campo gravitatorio. Mo-
tivados por estas diferencias conceptuales entre ambos enfoques, nos proponemos en
esta tesis evaluar si las teorfas son completamente equivalentes. Para ello, desarrolla-
mos una formulaciéon axiomatica de ambas teorias que permite un anélisis riguroso
de sus postulados. Luego, exploramos algunas caracteristicas generales de la ener-
gia teleparalela y realizamos una aplicacion de este concepto a la geometria de un
agujero negro cargado.
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El presente trabajo es el resultado de las investigaciones realizadas para obtener el
titulo de Licenciado en Fisica en la Universidad Nacional de La Plata. Las mismas
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= Gravitational energy and radiation of a charged black hole, aceptado
en Classical and Quantum Gravity (2017).
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Nomenclatura

Simbolos

g Geometria afin.

T,  Conexion de Levi-Civita (Simbolo de Christoffel)
gy Conexién de Weitzenbock.

*V Derivada covariante con la conexién de Weitzenbock
V4 Derivada covariante con la conexién de Levi-Civita
= Representacion

= Definicién

Convenciones

Utilizamos la convencion de Einstein para la sumatoria, e.g. >~ a,b* = a,b"

Diferenciamos dos marcos coordenados con un tilde en los indices, e.g 0, = (%“”T':) Oy
a, b, c,d...(latinos) con a = (0), .., (4) son indices SO(3, 1) o de Lorentz.

W, v, p,o.. (griegos) con p = 1,.,4 son indices espacio-temporales.

na = diag(—1,1,1,1) es la métrica de Minkowski.

Los corchetes en subindices indican antisimetrizacion, Ay, = %(Aab — Apa)-

Los paréntesis en subindices indican simetrizacion, A,y = %(Aab + Ap)-

Acrénimos y abreviaciones

RG Relatividad General.
GT Gravedad de Torsion.

ILL Invariante local de Lorentz.
SR Sistema de Referencia.
ET Espacio-tiempo.
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Capitulo 1

Introduccion

“And now, in our time, there has been unloosed a cataclysm which has
swept away space, time, and matter hitherto regarded as the firmest pillars
of natural science, but only to make place for a view of things of wider scope,
and entailing a deeper vision. This revolution was prompted essentially by
the thoughts of one man, Albert Einstein."

— Hermann Weyl, Space, time, and matter.

La mayoria de las teorias fisicas presuponen la existencia del espacio-tiempo. Este
constituye, en general, el escenario en donde se formula la dindmica de una teo-
ria. La representacion matemaética del espacio-tiempo requiere una geometria. Por
ejemplo, el electromagnetismo de Maxwell y la teoria cudntica de campos estan
formulados sobre el espacio de Minkowski, mientras que la mecanica clésica y la me-
canica ciantica no relativista adoptan una geometria galileana. La elecciéon de una
geometria es fundamental ya que el espacio-tiempo determina la estructura causal
y la conservacion de propiedades fisicas como la energia y el momento.

A diferencia de otras interacciones fundamentales, la gravitacién posee una inti-
ma relaciéon con el espacio-tiempo. El caracter universal de esta interaccion y las
dificultades para generalizar la gravitacion newtoniana al espacio de Minkowski mo-
tivaron a Albert Einstein a construir la primer teoria dindmica del espacio-tiempo,
la Relatividad General (RG), una teoria esencialmente geométrica. En su formula-
ci6én original, utiliza un tensor métrico g,, con el cual se construye la conexion de
Levi-Civita OF‘ij, y con ello las ecuaciones de campo en términos de la curvatura de
Riemann. La fuente de estas ecuaciones no lineales de segundo orden para la métrica
es la energia-impulso de la materia. En palabras de [Misner et al., 1973]:

“Space acts on matter, telling it how to move. In turn, matter reacts
back on space, telling it how to curve ”

Los primeros intentos de modificar y extender la RG llegaron casi de inmediato en
busca de una teoria geométrica unificada de la gravitacion y el campo electromag-
nético. Las primeras modificaciones importantes fueron la teoria de gauge de Weyl
(1918), la teoria de cinco dimensiones de Kaluza (1919) y la teoria afin de Eddington



(1920) |Goenner, 2004] . Algunos anos mas tarde, en 1928, el propio Einstein busco
formular una teoria de campo unificada en base al concepto de teleparalelismo, tam-
bién llamado "Fernaparalelismus" (paralelismo absoluto en alemén) [Sauer, 2006|. Su
propuesta se basa en la introducciéon de un nuevo elemento geométrico denominado
tétrada que posee 16 componentes independientes. Einstein pretende representar en
la tétrada los 10 grados de libertad de la métrica asociados al campo gravitato-
rio y los 6 grados de libertad asociados al campo electromagnético. Estos trabajos
provocaron una intensa comunicacion entre el fisico aleméan y el matematico francés
Elie Cartan |Debever, 2015], quien habia desarrollado el concepto de paralelismo seis
anos antes'. Una de las contribuciones més importantes de Cartan fue explicitar que
la métrica y la conexién afin son dos conceptos logicamente independientes. Como
hace notar a Einstein, la elecciéon en RG de la conexion de Levi-Civita es una de infi-
nitas posibles. En particular, en su nueva teoria teleparalela, la conexiéon que utiliza
Einstein no posee curvatura pero si posee torsion, otra propiedad geométrica. Al no
encontrar ecuaciones de campo consistentes y tnicas, Einstein abandona su intento
de unificacion en 1931. Sin embargo, en sus trabajos se introduce por primera vez
la idea de que la gravitacion puede ser formulada de manera equivalente a partir de
dos elementos geométricos alternativos a la métrica y la curvatura: la tétrada y la
torsion.

Desde estas primeras épocas, numerosas teorias alternativas a la RG para expli-
car la interaccion gravitatoria han sido desarrolladas [Lobo, 2015]. Alguna de ellas
han sido formuladas para dar cuenta de ciertos fenémenos observados asociados a
la "materia oscura", como la curva de rotacion de galaxias (e.g. teorias STVG) y
la expansion acelerada del universo (e.g. teorias f(T) ). Otras pretenden solucionar
supuestos problemas conceptuales de la RG (e.g. teoria no-locales ) o extender su
régimen predictivo (e.g. teorfas f(R) ). Entre estas teorias alternativas encontramos
también las formulaciones de gauge, iniciadas por Weyl, y motivadas principalmente
por el éxito de las teorfas de Yang-Mills en la fisica de particulas. Los primeros traba-
jos importantes en este campo se encuentran en los anos 1970 con la teoria de gauge
del grupo de traslaciones por Cho [Cho, 1976] y el conjunto de teorias llamadas New
General Relativity, desarrolladas por Hayashi [Hayashi and Shirafuji, 1979] en 1979,
en las cuales utiliza un marco geométrico similar al de Einstein en su Fernaparale-
lzsmus. Posteriormente, Helh mostré que todas estas teorias son casos particulares
de una rama mayor de teorias llamadas métrico-afines |[Gronwald and Hehl, 1995|.

Es posible en este contexto obtener una teoria con ecuaciones de campo equivalen-
tes a la Relatividad General pero en donde la torsiéon reemplaza a la curvatura para
describir la gravitacion. Esta teoria, que denominamos Gravedad de Torsion (GT),
también conocida como el Equivalente Teleparalelo a la RG, ha cobrado un renovado
interés en las ultimas dos décadas (ver [Maluf, 2015] ). En estos trabajos, desarrolla-
dos principalmente en Brasil, se senalan importantes diferencias conceptuales entre
la RG y la GT, pero no se ha desarrollado un anélisis riguroso de comparacion entre

1“In particular, I learned from Mr. Weitzenbdck and Mr. Cartan that the treatment of continua
of the species which is of import here, is not really new.[...] In any case, what is most important
in the paper, and new in any case, is the discovery of the simplest field laws that can be imposed
on a Riemannian manifold with Fernparallelismus.” A. Einstein [Einstein, 1930]
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ambas teorias. Motivado por esto, el objetivo principal de esta tesis es establecer si
existe una equivalencia completa entre ambas teorias. Nuestro metodologia consistira
en construir una formulaciéon axiomatica rigurosa para identificar los conceptos fun-
damentales de la GT y contrastarlos con la RG. Con estos resultados, realizaremos
algunas aplicaciones de este formalismo, como el célculo de energias gravitatorias, y
explicitaremos el rol fisico de la torsion.

La tesis posee la siguiente estructura: en el Capitulo 2 introducimos la Gravedad
de Torsion de forma heuristica, presentando primero las herramientas formales de
geometria diferencial necesarias para entender los conceptos de afinidad y espacio
tangente de una variedad. Luego, realizamos una caracterizacion de los sistemas de
referencia a partir de las tétradas y el rol de la torsion. Mostramos como se cons-
truye la GT a partir de estos conceptos, presentando las ecuaciones fundamentales
de la teoria y algunos comentarios generales. Los siguientes capitulos constituyen
los resultados originales de esta tesis. En el Capitulo 3 procedemos a axiomatizar
la teoria mediante el enfoque de axiomatizacion dual. En el Capitulo 4 discutimos
las implicancias formales y fisicas de la axiomética realizada, mostrando primero su
relacion con RG a partir de los teoremas fundamentales de la teoria. En el Capitulo
5 exploramos aplicaciones de lo presentado en los capitulos anteriores, comenzan-
do con la caracterizacion cinematica de la geometria de Weitzenbock y el rol de
estas cantidades en la GT. Luego, mostramos algunos resultados para la energia
gravitatoria en la geometria de un agujero negro de Reissner-Nordstrom. En el Ca-
pitulo 6 resumimos las conclusiones principales y las cuestiones abiertas surgidas
de esta investigacion. Por tltimo, en el Apéndice A exponemos la axiomatizacion
para la Relatividad General y en el Apéndice B algunos aspectos de la formulacion
lagrangiana de la teoria.






Capitulo 2

Gravedad de Torsion

En Gravedad de Torsion deseamos extender la geometria de la Relatividad General
anadiendo a la teorfa un objeto adicional: la tétrada. Con ella es posible trabajar
en la geometria de Weitzenbdck y construir la torsion que describe la gravitacion. A
continuacion introducimos estas herramientas formales para describir la dinamica de
las teorias espaciotemporales que utilizan torsion. Luego, presentamos una version
heuristica de la GT que utilizaremos para la descripciéon rigurosa y axiomética del
Capitulo 3.

2.1. Tétradas

Sea M una variedad C'*® diferenciable 4-dimensional Hausdorff pseudo-riemanniana.
En cada punto p € M es posible definir un espacio vectorial de la misma dimension
que la variedad denominado espacio tangente 7, M. Dado un sistema de coordena-
das {z,}, en un conjunto abierto U, C M, podemos formar una base de vectores
de T, M llamada base coordenada {J,(p)}. A partir de esta base podemos construir
bases més generales cuyos elementos estardn dados por

e, = €0y, (2.1)

donde e es la matriz de cambio entre la base nueva y la coordenada.

De manera anéloga, en cada p € M podemos definir 1-formas o vectores duales
pertenecientes al espacio vectorial cotangente 7,y M con base coordenada {dz"(p)},
donde dz"(9,) = 6;;. Una base general del espacio dual sera entonces un conjunto
de covectores dados por:

e’ = e dz", (2.2)
donde:
elel = ob. (2.3)

14

La inclusion de un tensor métrico en nuestra geometria nos permite introducir
una nocién de ortogonalidad. Una base ortonormal en un punto p € M satisface:

Nab = g(eaaeb)a (24)

5
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Figura 2.1: A la izquierda, representacion de una base de vectores coordenados, tangentes a las
coordenadas. A la derecha, representacion de una base arbitraria, no necesariamente tangente a
un sistema de coordenadas.

donde 7y, =diag(—1,+1,+1,+1) son las componentes de la métrica de Minkowski
en coordenadas cartesianas. En términos de la base coordenada, por linealidad del
tensor métrico en (2.4) y por (2.1), se obtiene:

Nab = €4€4 G (2.5)

siendo g, = g(e,,e,) las componentes del tensor métrico definido en la variedad.
Notar que esta tltima ecuacion relaciona indices de la variedad (de coordenadas)
con indices del espacio tangente. Un conjunto de campos vectoriales {e,(p)} que es
base ortonormal en cada p € M se denomina tétrada o base vierbein. Seguimos aqui
la convencion de Weitzenbock indicando con indices griegos (u, v, p,..) los elementos
de las bases coordenadas y con indices latinos (a, b, c,..) los de una base general.

Una herramienta ttil para estudiar vectores en el espacio tangente es el corchete
de Lie. Para las tétradas, este satisface:

[eaa eb] = QZbew (26)

donde Qf, = efeyd e}, son las denominadas constantes de estructura. 5i g, = 0, se
dice que la tétrada es holénoma y en caso contrario que es anholénoma. El teorema
de Frobenius [Fecko, 2011] asegura que si la tétrada {e,(p)} es holénoma, existe
un sistema de coordenadas {z,} tal que e/ = §”, i.e la tétrada corresponde a la
base coordenada {0,} = {e,(p)}. Si la tétrada es anholéonoma, entonces no existe
una transformacion de coordenadas que transforme las componentes del vierbien en
componentes coordenadas, e.g. la base polar unitaria del plano {€y,€,} no es una
base coordenada. Las tétradas son invariantes frente a difeomorfismos:

ox !
0z,

Sin embargo, podemos efectuar cambios de bases en cada punto de la variedad;
en el espacio tangente, dos bases estan relacionadas entre si por una transformacion

) e, = 62,61,/. (27)

e, =che, = el (
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lineal no singular A?. Como trabajamos con campos vectoriales, podemos conside-
rar transformaciones de base que sean diferentes en cada punto de la variedad; las
denominamos transformaciones locales A, (p) con p € M:

ey = Ay (p)e,. (2.8)

Una transformacién local que conserve la ortonormalidad de las bases debe ser una
transformacion lineal perteneciente al grupo de Lorentz SO(1, 3). De esta manera,
dado ¢}, los indices latinos a se transforman con matrices de Lorentz Aj, mientras
que los indices griegos se transforman con difeomorfismos dz*/9z"".

Notar que una transformacion local puede transformar tétradas holénomas en
tétradas no holonomas. En efecto, las constantes de estructura en la ecuacion (2.6),
que determina si la base es holéonoma, se transforman ante una transformaciéon local
A{ (p) de manera no covariante [Aldrovandi and Pereira, 2013]. Podemos ver esto de
otra manera: si {e,} es holonoma, entonces existen funciones llamadas coordenadas
del espacio tangente {z%(x*)} de manera tal que e,(2%) = §°, con lo cual:

ey = 0,z (2.9)

Al realizar una transformacion local de Lorentz sobre estas funciones coordenadas
2¥ = AY ()2, se obtiene:

e, = 0,2° + wlfuxb, (2.10)
donde wy, := Ag(2)0,Af(r) se denomina conexion de Lorentz. Si la transformacion
es global (A}, para todo p € M) entonces la holonomia siempre se conserva.

Podemos expresar las componentes V¢ de un vector V = Ve, € T, M en términos
de la base coordenada como:

Ve = eZV“, (2.11)
y componentes contravariante en covariantes de la tétrada como:
Ve = g“l’eZelb,V},. (2.12)

2.2. Estructura afin

Las propiedades fisicas suelen ser representadas por tensores. Para formular leyes
que describan cambios en estas cantidades debemos comparar tensores en diferentes
puntos de la variedad M. Sin embargo, dados dos vectores V. € T,M y U € T, M,
no podemos distinguir, en principio, si estos son iguales debido a que T, M y T; M
son espacios diferentes. Necesitamos entonces introducir un concepto de transporte
sobre la variedad que conecte los diferentes espacios tangentes en cada punto. Esta
nociéon de cambio es equivalente a definir una derivada tensorial. Introducimos para
ello un operador lineal Vy, : T (k,l) — T (k,[) denominado derivada covariante en
la direccion de W' definido por las siguientes propiedades [Fecko, 2011] :

1 Es lineal :
Vw(A+ AB) =VwA+ A\Vy B

con A,B € T(k,l), A\ € R.
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2 Cumple la regla de Leibniz:
Vw(A® B)=(VwA)® B+ A® (VwDB)

3 Para & € 7(0,0) = F(M), definido sobre el conjunto de funciones sobre la
variedad, tenemos:

Vid® = W(D)
4 Conmuta con la contraccion:
VwoC =CoVy
donde C es algtn operador de contraccion.

5 Es F -lineal con respecto al vector V !
Viwiry =V + fVy

Este operador queda totalmente determinado por su accién sobre una base vier-
bien: dado {e,(p)}, la derivada covariante sobre un miembro de la base es un vector
que puede ser escrito a su vez como combinacion lineal de las tétradas:

V.er = wipe, (2.13)

donde V, := V,,_, es decir, es la derivada covariante en la direccion de la tétrada e,.
Los coeficientes w$, son denominados conexién lineal afin y definen completamente
al operador derivada. En efecto, expandiendo tensores de rango arbitrario en las
tétradas y sus duales, utilizando V,e® = —w’ ey Ve, = (ws,W?)e,, es posible
ver que la derivada covariante de un tensor arbitrario en la direccion W queda
especificada de manera tinica por la conexién afin. Si elegimos un marco coordenado
(holénomo), la conexién afin se anota de la manera usual como I, :

V,8, = "0, (2.14)

Por ejemplo, dado V = V*#9,, la derivada covariante en la direccion de W esta
dada por:
VwV = W+, VY + 1, WV*?) 9, = (WHV,V") o, (2.15)

donde V,V" := 9,V” + T V*. Esta tltima expresion conforma las componentes
de un tensor (1,1) y suele ser utilizada en la literatura para definir la derivada
covariante.

Las conexiones wy;, y I'; ) pertenecen a la misma derivada covariante pero expre-
sadas en distintas bases. La relacion entre ellas se puede obtener de las ecuaciones
(2.13) y (2.14):

Oue, + 1 el — eZezwi’a =0, (2.16)

Notar que la propiedad 5 es la tinica que diferencia al operador Vi de la derivada de Lie Ly,
otra nocién de derivada tensorial. Esta propiedad es importante para que el operador no dependa
de otros objetos geométricos afuera de la curva.
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identidad conocida como primer postulado de vierbein. Es importante notar que
la conexién, en general, no es un tensor de rango (1,2)2. El objeto transformado
Whe = ezw;}c suele llamarse conexion de spin. Con ella es posible formar una nueva
derivada covariante de spin que tiene propiedades adecuadas de transformacion en
el espacio tangente [Ortin, 2015|.

En lo que sigue, adoptaremos la siguiente definicion:

Una variedad diferencial dotada de una conexién y una métrica se deno-
mina geometria afin, G = (M, g, ).

En una geometria afin podemos definir el transporte paralelo de un vector
V a lo largo de una curva y(t) C M con ¢ € [0,a], de la siguiente manera: dado
un campo vectorial w(y(t)) = w(t), donde w(0) =V, y V,w”(t) = 0 para todo
t € [0, a] (covariantemente constante sobre la curva), entonces w(a) =V, es el vector
transportado paralelamente de p = v(0) a ¢ = y(a). El vector transportado depende
en general de la curva 7(t) elegida. Dada una curva parametrizada como x*(t), con
vector tangente V# = dx#/dt, se dice que esta es autoparalela® si se cumple:

d? N da” da”
dt? dt dt

Estudiamos en la siguiente seccion dos cantidades importantes que dependen de
la geometria adoptada, la curvatura y la torsion.

ViV, VE =

", = 0. (2.17)

2.3. Curvatura y torsion

Cuando el transporte paralelo de un vector depende de la curva y no solo de los
puntos iniciales y finales, la variedad presenta curvatura; en un loop infinitesimal
¢ definido por A* y B, la diferencia entre el vector orginal y el transportado es (ver
Figura 2.2):

SVI = A'B'V’RY, (2.18)
donde R, es el tensor de Riemann definido en una base coordenada como:
4 — o o A
lep(r) — 28[#Fy}p + 2F[#‘)\Fy]p. (219)

De manera mas general, es posible definir un mapeo R(X,Y) : T, — T}, como:
R(X, Y) = VXVY — VYVX — V[X7y}, (220)

donde R(X,Y)y = R

wpk Y. La expresion (2.20) es valida en cualquier base del
espacio tangente que utilicemos.

2Sin embargo, al fijar la componente contravariante b de la conexiéon w¢, podemos formar un
tensor (1,1),
3Nos reservamos el término de geodésica para la geometria de Riemmann.
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ym
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Figura 2.2: Representacion de curvatura sobre un loop infinitesimal definido por dos vectores.

Tal como el tensor de curvatura es una medida de la no conmutatividad de vectores
al ser transportados paralelamente (deficit angular), existe un tensor llamado tor-
sidén que representa una medida de la no conmutatividad de puntos en la variedad
(deficit de distancia).

En efecto, sean dos vectores, V y U, definidos en un punto p los cuales a su vez
definen geodésicas yy(t) y v (t) (ver Figura 2.3). Transportando paralelamente a V
por v y(t) hasta el punto ¢ = 7 y(€) obtenemos el vector V|| que a su vez define una
geodésica 7y y; (¢) y con ella el punto r2 = 7y (¢). Realizando el mismo proceso con
U obtenemos los puntos ¢s y r1. Si esta operacion se realiza en el plano, obtenemos
un paralelogramo con vértice en p donde r; = r5. Sin embargo, en un espacio con
una geometria general G se ve que r; # ry. Este gap de distancia entre los vértices
de un paralelgramo es a orden €2 proporcional a T/j\VV“U ¥ donde definimos el tensor
de torsion en una base coordenada como:

Ty, = 2T} (2.21)

[pr]*

q2 €

P q1

Figura 2.3: Paralelogramo infinitesimal no cerrado formado por geodésicas generadas por los
vectores U y V en una geometria con torsion.

El tensor de torsion se puede rescribir como una 2-forma que mapea vectores en
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vectores como:

T(V, U) = VxY - VYX - [X, Y], (222)
que en una base arbitraria es:
1
T = je. @ Tode A da®. (2.23)

Notar que T, # 2F‘[3ab], dado que esta relacion solo vale en una base coordenada.
De manera mas general, podemos obtener de la ecuacion (2.22):

Equivalentemente, la torsion y la curvatura se pueden obtener por medio de las
identidades de Ricci:

[VIM Vu]gb = T5y¢

Y, VVP = RE, Vo +T9,V,V (2.25)
[v/ﬂ V'/]wp = _RZVO'wU + T;fuvgwp

A partir de esto podemos deducir las identidades de Bianchi generales:

Bljyr =0
o P Y e
R[,uua'} + v[l‘Tua} + T’[;U/Ta]'y =0 (226)
Y L » o
V[#Rucr]p + T[uuRa]ép =0

2.4. Geometria afin de Einstein-Cartan

Dado una geometria G arbitraria, con una conexion I', podemos realizar siempre
la siguiente descomposicion:

re, = I°, + K., + L (2.27)

pv
donde .
OFZV = 5900 <8nga + 0,90 — Q,gW), (2.28)

son los simbolo de Christoffel, completamente determinados por la métrica,

1
Kl;)w = §gpg <Tupu + Tuau - Ta;w) = gpaKa/w, (229)

es el tensor de contorsion, y

1
16, = 5(Qh + Q0 - Q) (2.30)
es el tensor de no metricidad, donde @0 == V,g,,. Hemos tenido en cuenta que

Tyw = gxp1}) es antisimétrico en sus dos tltimos indices y K,,, antisimétrico
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en sus dos primeros indices. De todos las geometrias posibles G, nos interesan las
compatibles con la métrica, i.e. aquellas cuyas conexiones satisfagan:

Voo = 0. (2.31)

Estas geometrias se denominan de Einstein-Cartan®, Gpc. La importancia de su
estudio en fisica reside en la posibilidad que ofrecen para formular una teoria de
gauge de la gravitacion y su compatibilidad con algunos requisitos fisicos importantes
[Gronwald and Hehl, 1995]. Reescribiendo (2.27) para Grc, como se tiene Lf, = 0:

_ 0
e, = °r, 4+ K2, (2.32)

Todavia quedan grados de libertad para elegir la conexién debido a que no hemos
determinado la torsion. Una conexion afin totalmente determinada por la métrica
estard dada por una I' que cumpla:

T), =27, =0, (2.33)

[nv]
i.e. la conexion debe ser simétrica en sus indices covariantes. Dado que la descom-
posicion (2.27) es tnica, la tinica conexion que satisface esta condicion es OFZV. La
geometria resultante es la de Riemann Gg, utilizada en Relatividad General.

Nos interesa ahora formular una geometria donde haya una definicién de parale-
lismo absoluto o teleparalelismo, es decir, donde los vectores transportados paralela-
mente dependan solo del punto y no de la curva elegida. De la ecuacion (2.18) vemos
que esta condicion es equivalente a pedir que la curvatura R}, = 0, Vp € M en
G. La geometria métrico-afin con estas caracteristicas se denomina de Weitzenbock
Ow C Ggc. Resumimos lo expuesto en la Figura 2.4.

Geometria Afin

g = <M7 [m) F>
Vpgw/ =0 Rﬁpo =0 -
Weitzenbock
Ow
Einstein-Cartan
Grec
Riemann
Tk =0 Or

Figura 2.4: Esquema de geometrias afines y las condiciones por las cuales se definen.

2.5. Geometria de Weitzenbock

Para construir una geometria sin curvatura debemos encontrar una conexion I'
que cumpla R? = 0. Es posible mostrar que [Ortin, 2015]:

uvp
R, (T7,) = esef Ryyulwhy), (2.34)

uvp uva

4Denominados asi por las contribuciones de Cartan a la generalizacion de espacios riemannianos
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donde la curvatura depende de la conexién de spin w como:

a _ a a a (& a C
buv (CU) - auwub - anub + WyeWpp = WyeWp- (235)
., . . a J— a J—
De esta ecuacion, si imponemos que wf, = 0, como Rj (0) = 0, obtenemos
R7,, =0 tal como buscdbamos. Por la ecuacion (2.16), al fijar w’, = 0, la conexion

de Weitzenbock cumple:
Ouey + T} e6 =0,
es decir,

T, = ehd,e,. (2.36)

La conexion de Weitzenbock solo puede ser escrita en términos de las tétradas,
es por ello que resulta imprescindible el formalismo del vierbein para estudiar la
geometria Gy . La derivada covariante de un campo vectorial w”(t) sobre una curva
~(t) esta dada por:

Vo = 0,wt + T wP = ehd,w", (2.37)
que se anula cuando w® =cte, Ya y V¢, i.e un campo w(t) es covariantemente cons-
tante si sus componentes sobre la base {e,} dadas por w® son constantes. Podemos
ahora precisar la nociéon de teleparalelismo (paralelismo a la distancia) o paralelismo
absoluto: dos vectores V € T, M y W € T; M son paralelos si sus componentes en
la base {e,(p)} son proporcionales, es decir V* = o W, condicion que depende del
punto p € M y no del camino para conectar los espacios tangentes. En la geometria
de Riemann, no podemos afirmar si estos vectores son paralelos sin especificar una
curva que conecte esos espacios. En particular,

*V,er =0, (2.38)
con lo cual, decimos que la conexién es compatible con la tétrada. La torsion de la
geometria Gy se puede escribir (ver ecuacion (2.21)) como:

0, = ef (ayeg - aueg> oY (2.39)

pv

donde €, = efebecQf, son los coeficientes de estructuras definidos en la ecuacion
(2.6). Esto muestra que la torsion de Weitzenbdck caracteriza la holonomidad de los
campos vectoriales, lo cual serd de gran importancia en nuestro analisis posterior.

De la ecuacion (2.39) también tenemos las relaciones para la derivada de Lie:

L.,e, = e, e =—T5e. (2.40)
y para las derivadas exteriores de e*:
1 b
de® = §T;b e’ Ne’. (2.41)

La torsiéon y la conexion de Weitzenbock son invariantes ante transformaciones
de Lorentz globales de la tétrada, pero no ante transformaciones locales de Lorentz.
Discutiremos esto en las siguientes secciones. Por ltimo, las identidades de Ricci en
este espacio son:

* o Y
V[MTIJU] + .1

[ oly —

0. (2.42)
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2.6. Brevisimo compendio de Relatividad General

La estructura formal de la Relatividad General de Einstein se basa en la geome-
tria Riemanniana Gg. La conexion esta totalmente determinada por la métrica (ver
ecuacion (2.28) ) siendo esta ultima el objeto dindmico principal de la teoria. Un
modelo especifico de espacio tiempo en RG necesita ademés la especificacion del ten-
sor de energia-impulso ©*”, que describe la distribuciéon de materia. Las ecuaciones
dindmicas de la teoria son las ecuaciones de Einstein :

. 1 1
G = Ry — §Rg,w = @@W’ (2.43)
donde R y R son el tensor y el escalar de Ricci, respectivamente. Las ecuaciones de
Einstein son 10 ecuaciones de segundo orden no lineales para las diez componentes
independientes de la métrica. Debemos tener en cuenta ademaés la restriccion a
R, dada por la identidad V,G* = 0, i.e solo hay 6 ecuaciones verdaderamente
independientes en (2.43). Esto tltimo corresponde a la invarianza frente al grupo
Diff(M) de cambios generales de coordenadas 5. Notemos que el tensor de energia
impulso depende en general de la métrica, en contraste con las ecuaciones de Maxwell
donde el tetravector j* representa una auténtica fuente del campo electromagnético
(ver Seccion 2.9)
La determinacion de la métrica permite describir el movimiento de particulas de

prueba:

d*zr L, dx? dx”
7 + Fﬁ”% 7 =0, (2.44)

que se mueven por geodésicas (autoparalelas de Gr). Es posible obtener (2.43) a
partir de un principio variacional y la construcciéon de una acciéon. La acciéon més
simple invariante frente al grupo Diff(MM) con ecuaciones de segundo orden para la
métrica es:

1
Slg] = 167rG/Rd4x —g, (2.45)

de cuya variacion con respecto a g,, se obtienen las ecuaciones (2.43).

2.7. Gravedad de Torsion

La GT ha sido estudiada como una teorfa de tétradas y conexion de Lorentz (ver
[Aldrovandi and Pereira, 2013|) y como una teoria de tétradas pura (ver [Mgller, 1961]
y [Maluf, 2015] ). La distincion entre estos enfoques se ha estipulado claramente en
los ultimos anos (ver [Maluf, 1994] y [Kr$sék, 2015]). Estudiaremos en este trabajo
el enfoque de tétrada pura, donde la teoria utiliza exclusivamente la tétrada como
objeto dindmico.

5Si la métrica guv €s solucién en un dado sistema de coordenadas también deberia ser solucion
la métrica g,-,» en otro sistema de coordenadas. De esta manera, las restricciones del cambio de
’ . . L, . 4 .
coordenadas x*(z* ) introducen cuatro grados de libertad no fisicos en la métrica
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Si se busca una teoria de tétradas que no introduzca més grados de libertad que la
RG, esta teoria debera tener ecuaciones para las tétradas cuyas simetrias construyan
una misma métrica. Dado que:

Guv = ezeznah (246)
una métrica fija determina la tétrada a menos de transformaciones locales de Lorentz.
De esa manera las ecuaciones en la GT deberan poseer estas mismas simetrias. Para
construir la dinamica de la teoria utilizaremos la geometria de Weitzenbock, en
particular, la torsion.

La manera natural de obtener las ecuaciones de campo para las tétradas en esta
geometria es construir una acciéon invariante global de Lorentz e invariante ante
difeomorfismos que sea equivalente a la accion de la RG. Se propone entonces el
siguiente lagrangiano con derivadas primeras de la tétrada:

£ = k(T4 T, + 0T, T + aT", "% ) (2.47)
donde cada término es un invariante global de Lorentz construido con todas las
posibles combinaciones cuadraticas de la torsion. El conjunto de pardmetros libres
a; da lugar a una clase de teorfas usualmente denominadas New General Relativity,
estudiadas por [Hayashi and Shirafuji, 1979]. Si tomamos a; = 1/4, as = 1/2 y
a3 = —1, es posible ver que:

L= kT =rE"T,,, (2.48)
siendo ) )
T:= ZTpW’TP H+ ET"WT”’; =1°,,1, (2.49)
y en donde definimos el tensor:
1
YRV = 5 (K’““’p — g™t + gp"T“’;), (2.50)

denominado superpotencial. Luego de algunas manipulaciones algebraicas (ver sec-
cion 4.1) llegamos a la siguiente identidad:

~R=T+2V"T",, (2.51)

dondeR := R(°T) es el escalar de Ricci en Gg. Como R es invariante local de Lorentz
(ILL) ya que depende solo de la métrica, el lado derecho de (2.51) también lo es.
Por el contrario, tanto T como V#T" , no son invariantes locales de Lorentz. Sin
embargo, las ecuaciones de movimiento que se derivan del lagrangiano £ para la
GT, son las mismas ecuaciones de que se derivan del lagrangiano para RG dado por
R ya que ambos lagrangianos difieren en una divergencia total. Es decir, para esta
eleccion de los parametros a; recuperamos la Relatividad General. La accion total,

incluyendo el lagrangiano de materia, es:

Sle] = —KJ/T V=g d*z + Sy, (2.52)
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donde Sy, es la acciéon de materia. Notar que el lagrangiano esta formado por pri-
meras derivadas de la tétradas mientras que el lagrangiano de RG por segundas
derivadas de la métrica; es decir, las segundas derivadas estan encapsuladas en el
término de divergencia V#T%,, de la ecuacion (2.51). Desarrollamos algunos concep-
tos importante de esta formulacion lagrangiana en el Apéndice B.

Al considerar una accién compuesta por derivadas primeras, las ecuaciones de
movimiento [Aldrovandi and Pereira, 2013] se pueden obtener de las ecuaciones de
Euler-Lagrange (o equivalentemente, variando la accién con respecto a e/) con lo
cual:

oL 5 oL 0Ly
Deqp 70(0seap)  Oeap’

obteniendo las ecuaciones dindmicas de la teoria:

(2.53)

9, (\/—_g zw) _ Y=g (W + @M), (2.54)

4k
siendo ‘;i‘z = /=g €0, el tensor de energia-impulso de la materia (igual que en
RG) y
oL
= 4R /g BV 2.55
a(aaeaA) R g ) ( )
oL
e = —y/—g " = —ky/—g e, <4ZbCATbc“ - g’\“EdeTbcd)7 (2.56)

donde t* = t*e# se denomina tensor de energfa-impulso del campo gravitatorio,
cuyo nombre quedara justificado mas adelante (ver seccion 2.9.3 y Apéndice B).
Estas ecuaciones determinan la tétrada e); con una degeneracion de seis parametros
dada por la invarianza de (2.54) ante transformaciones de Lorentz. Las ecuaciones
de campo (2.54) son equivalentes a las ecuaciones de Einstein para cualquier valor de
la torsion (ver Seccion 4.1). Una vez obtenida una tétrada, fijados sus seis grados de
libertad, podemos estudiar en conjunto la geometria de Weitzenbock y la geometria
de Riemann (es decir, cantidades asociadas a la métrica). La tétrada establece un
sentido de paralelismo absoluto en la variedad como vimos en la Secciéon 2.5:

Vel = 0. (2.57)

Esta definicion de paralelismo es invariante ante transformaciones globales de
Lorentz de la tétrada, pero no frente a transformaciones locales. Dos tétradas so-
lucion de (2.54) relacionadas a través de una transformacion local no compartiran
el mismo paralelismo y por tanto, ninguna cantidad construida en la geometria de
Weitzenbock. Como justificaremos maéas adelante, esto se debe a que los tensores
en la geometria de Weitzenbock representan caracteristicas del sistema de referen-
cia adoptado (dado por los seis parametros libres de la tétrada) mientras que los
tensores de la geometria de Riemann representan caracteristicas del espacio-tiempo
exclusivamente. La dinamica de las particulas de prueba siguen geodésicas de Gg.
En la geometria de Weitzenbock, de la relacion (2.27), la ecuacion de movimiento es
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>zt p dadx? o dx¥ da?

dr? o dr dr P dr dr’
una ecuacion con un término de fuerza dado por el tensor de contorsion. A con-
tinuacion, analizamos en detalle el concepto de sistema de referencia a partir del
formalismo de tétradas. Esto serd necesario para la completa interpretacion de la
GT y como base para las aplicaciones.

(2.58)

2.8. Sistemas de referencia

Los valores que toma una propiedad P de un sistema fisico o (e.g. energia, velo-
cidad, momento) son siempre referidas localmente a un sistema de referencia (SR),
i.e., otro sistema fisico®|Mashhoon, 2013|. La correcta caracterizacion de este SR es
fundamental para formular una teoria de la medicién en un espacio tiempo arbi-
trario |[De Felice and Bini, 2010] y para interpretar correctamente la Gravedad de
Torsion. La representacion para el SR que adoptaremos aqui consiste en un sistema
macroscopico K que sigue una curva (7) tipo tiempo y que posee un sistema de
ejes ortonormales (las tétradas) en cada punto de su trayectoria, es decir:

K ={y(7),ea(7)}, (2.59)

donde e, es la tétrada asociada, con ej el vector tangente a la curva. Esta caracteri-
zacion se extiende para una congruencia de curvas C,, con vectores tangentes eg(p).
Notemos que (a) esta nocién de SR es mas completa que la tradicional asociada a
un campo de velocidades o a un dado sistema de coordenadas y (b) que el SR se
“mueve” en un espacio de estados (o base fibrada) de 10 dimensiones asociado al
punto en donde se encuentra (cuatro coordenadas) y los seis grados de libertad para
elegir las tétradas (ver ecuacion (2.46)) [Auchmann and Kurz, 2014].

Para tratar con cantidades fisicas, como las propiedades de un objeto, en un
espacio-tiempo (M, g) arbitrario debemos recuperar localmente las nociones de es-
pacio y de tiempo. Esto puede realizarse utilizando proyecciones sobre las tétradas
que representan el SR, en lo que se conoce como el formalismo 1+ 3 ortonormal. El
ejemplo mas tipico de ello es la caracterizaciéon del momento P* de una particula:
adoptando un SR representado por e, que se encuentra con la particula en un punto
p, el momento sobre este marco esta dado por

P = PO¢y + PWe;. (2.60)

De esa manera, la energia del sistema es E := P = —P . e, es decir, la pro-
yeccion del vector sobre el eje temporal ey del SR. Localmente, la relaciéon entre
las propiedades que miden distintos sistemas en un dado punto se consigue trans-
formando las tétradas con un cambio de base que conserve la ortonormalidad, es
decir, con una transformacion de Lorentz. Examinemos primero, como ejemplo, el

6Operativamente, los SR se suelen asociar en la literatura como observadores “equipados”’ con
relojes, reglas y lasers de luz.
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rol de las tétradas y las transformaciones de Lorentz para tratar la velocidad de una

particula.
eo(p)
(31 (T)
()] (T)
es()
¥(7) Ceo

Figura 2.5: A la izquierda: representacion de un sistema de referencia K con una tétrada dada
por {ep,e1, ez, e3} que sigue una curva 7. A la derecha: una congruencia C de curvas con tétradas
e, que representan sistemas de referencia K¢

2.8.1. Velocidad y transformaciones de Lorentz

La velocidad es la propiedad que caracteriza como cambia un objeto con respecto
al espacio-tiempo, representada por el vector U tangente a la curva que sigue. Con
ella, es posible definir otra propiedad importante llamada velocidad fisica™, que re-
presenta el cambio con respecto a una hipersuperficie ¥ espacial asociada al sistema
de referencia.

Consideremos la definicion local de esta velocidad fisica: dado un sistema de refe-
rencia K que sigue una curva y(s), sea e, su tétrada asociada en un espacio-tiempo
(M, g), con ey = U el vector tangente a la curva. Sea un sistema o que sigue una
trayectoria ((s) con vector tangente V y que se encuentra con K en el punto p. Bus-
camos ahora definir la velocidad fisica del sistema ¢ en el marco de referencia K. En
el espacio de Minkowski, donde la tetravelocidad es U = (9, + v'0;) en un marco
inercial, la trivelocidad fisica esta dada por v = v'0;, es decir, la proyeccion espacial
de U/y = (0, + v), donde la componente temporal est4 normalizada a uno. En un
espacio-tiempo arbitrario, podemos generalizar esta definicion descomponiendo a la
tetravelocidad en un sistema de referencia K como:

. ‘ Vi
V = V%, + Vie, = VU + Vie, = 1° (U + Wei), (2.61)
donde V% = —g(V,U) := ~. Definimos la trivelocidad asociada entonces como:
. Ve Vel
Ui=1" g — — €; = . 2.62
Uv:=v'e S e Viet e (2.62)

"Se denomina velocidad fisica porque es aquella que mediria un observador adaptado a un dado
sistema de referencia.
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La rapidez se puede obtener tomando el cuadrado de este tri-vector como:

2 i (guu 6263)[ ryv 1
= vly; = =1 — . 2.63
oo (Vrep)? (VrU,)? ( )

Este resultado se puede obtener también en el formalismo 3 4 1 de slicing, donde
el significado fisico de (2.63) es mas transparente |Crawford and Tereno, 2002]. La
definicién es local y consistente para sistemas que se encuentran en un mismo punto
p € M (ver algunas aplicaciones en [Bolos, 2007]).

Con esta definicion de velocidad, es posible esclarecer el significado fisico de las
transformaciones de Lorentz propias en un espacio-tiempo arbitrario. Consideremos
dos sistemas K y K’ con tétradas e, y ey respectivamente, que se encuentran en un
punto p. Ambas tétradas se relacionan por una transformacion de Lorentz Af, (p) en
el espacio tangente 7, M. Supongamos que esta transformacion es un boost en una
direccion n arbitraria:

A(B) =1 —9B(nK)+ (v — )(n.K)*, (2.64)

donde K es el vector formado con las matrices de la representacion de boost matri-
cial. Si K’ tiene una tetravelocidad U = ey = Afe,, la rapidez fisica de este sistema
medida por K esta dada por (2.64) de donde resulta facilmente:
1 1 1
2 2
v=1l-——=1-—-=1-—= =, 2.65
v gk TR 20
ya que Agegeg = AJ = v, resultado consistente con la interpretacion de velocidad
del parametro § en el boost (2.64). Si la transformacion es una rotacion, ambos
sistemas se encuentran estéticos con respecto al otro ya que en ese caso A = 1y
por lo tanto v? = 0.

Figura 2.6: Representacion de dos sistemas de referencia K y K’ con tetravelocidades U y V
respectivamente que se encuentran en un punto de la variedad. En ese punto, existe una transfor-
macion de Lorentz A que relaciona un sistema con otro.
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Las transformaciones de Lorentz en espacios curvos se realizan sobre cada espacio
tangente, i.e. punto a punto. Cabe destacar que en todo este razonamiento estamos
realizando una hipotesis implicita de caracter fisico: no importa la historia de los
sistemas de referencia considerados, las propiedades que se registran en uno y en
otro se relacionan por una transformacion de Lorentz en ese punto. Esta es una
de las versiones de la “Hipotesis de Localidad” introducida por [Mashhoon, 2003].
Mencionemos por ultimo que podemos extender la definicion de velocidad a sistemas
que no coinciden en un mismo punto a través de geodésicas tipo luz (velocidad
espectroscopica) o a través de hipersuperficies espaciales (ver [Bolos, 2007] )

2.8.2. Sobre la inercia y el significado fisico de la torsiéon

Una de las formulaciones del principio débil de equivalencia establece que todo
cuerpo libre de interacciones sigue una geodésica del espacio-tiempo. Cualquier per-
turbacion (no gravitatoria) inducira al cuerpo a un estado de movimiento no inercial
con respecto a esta geodésica. Con ello, es natural definir el concepto de aceleraciéon
propia como el cambio de la tetravelocidad u* tangente sobre la curva 7:

e Du* _ W — d*z+ L al:z:”@7

ds ds? P ds ds

donde V es la derivada covariante de la geometria de Riemann. Si u#(s) es la tetra-
velocidad de de una trayectoria geodésica, entonces el sistema esté en caida libre y
la aceleracion es a* = 0. En otras palabras, un sistema esta acelerado o no depen-
diendo de su estado de movimiento sobre el espacio-tiempo de fondo. Considerando
que un SR esta representado con una tétrada e, en cada p € v de la curva, el cambio
o aceleraciéon que sufren cada una de las componentes e” estd dada por:

De#
ds

donde ¢ es el tensor de aceleraciéon, antisimétrico ya que la ortonormalidad se man-
tiene en toda la curva. Podemos establecer una analogia con el tensor de Faraday
F* en la cual podemos identificar a ¢(g);) = a(;) como la aceleracion translacio-
nal (parte eléctrica) y ¢y, = €x2" la frecuencia de rotacion (parte magnéti-
ca) del marco espacial con respecto a uno no rotante transportado Fermi-Walker
[Maluf and Faria, 2008]. La aceleracién proyectada sobre el marco de referencia de-
finido por la tétrada es:

(2.66)

= ¢b657 (267)

a

a’ = ebat = ¢, (2.68)

“w
es decir, a* y ¢(0)(;) representan las mismas aceleraciones [Maluf et al., 2007b]. Tanto
a como {2 dependen de la orientacion y la velocidad del sistema, i.e cambian (de
manera covariante) ante transformaciones globales de Lorentz. Podemos formar a
partir del tensor de aceleracion cantidades invariantes ante estas transformaciones
como:

T:= %gbabgba’b = %(92 —a?), (2.69)
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y el dual

1
T = Z¢Zb¢ab = —a.q. (2.70)

Caracteristicas de estas cantidades se muestran en [Mashhoon, 2011| y [Mashhoon, 2013].
Es posible escribir el tensor de aceleracion en términos de cantidades construidas en
la geometria de Weitzenbock Gy con el tensor de torsion como:

1
Pab = 5 (T(O)ab + Taoyp — Tb(O)a) = Kao = "Woap- (2.71)

donde %wyqp es la conexion de spin de RG. El tensor ¢g; es invariante frente a trans-
formaciones de coordenadas y covariante ante transformaciones globales de Lorentz
pero no frente a transformaciones locales. Esto es consistente con la interpretacion
de ¢, como tensor de aceleracion ya que un boost local transforma, en particular,
sistemas inerciales en sistemas acelerados. Las cantidades ILL son las mismas para
cualquier sistema de referencia, e.g la curvatura del ET, mientras que aquellas canti-
dades que dependen intrinsecamente de la naturaleza del sistema de referencia, como
el tensor de aceleracion, no son ILL. Establezcamos entonces la siguiente definicion:

Un sistema de referencia K es inercial (y no rotante) con respecto a
(M, g) si g = 0 en toda su trayectoria.

La definicién se puede extender a una congruencia K, determinando que cada
sistema de referencia de la congruencia cumpla con la condicién ¢, = 0. En las
aplicaciones de la GT nos interesara establecer sistemas de referencias globales (una
congruencia que se extiende en una region U de M) con las mismas caracteristicas
inerciales, i.e con un mismo tensor de aceleracion. Es importante notar que la exten-
sion no es trivial y existen ciertos casos donde no es posible (ver [Mashhoon, 1987]).
El concepto de inercia presentado es independiente del sistema de coordenadas ele-
gido. Esto remarca que en nuestra caracterizacion, los sistemas de coordenadas y los
sistemas de referencia son conceptos diferentes.

Sin embargo, cabe mencionar que la elecciéon de un sistema de coordenadas ade-
cuado puede ser fundamental para la interpretacion de mediciones y propiedades.
En particular, existe una manera de construir coordenadas alrededor de una curva
tipo tiempo arbitraria que extiende naturalmente el sistema cartesiano en espacio-
tiempo arbitrarios, llamadas coordenadas de Fermi. Es posible mostrar que para un
sistema K que sigue una curva y(7") con tétradas )\g caracterizadas por ¢ ab> existen

coordenadas {T, X'} alrededor de (T tales que:

gop = —P? + Q* = Rz X' X7 + O(IX )

2 _—
90; = Qi — 3Rz X’ X" + O(IX[?)
1 byl 3
i = 0 — 3 Rz X" X"+ O(X]") (2.72)

3
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donde se define:
P:=1+1U, U:=a-X Q=0xX,

y las componentes del tensor de Riemann estan proyectadas en las tétradas sobre la
curva :

Rys(T) = Riupg AASAIND. (2.73)

Con estas coordenadas podemos generar tétradas alrededor de ~ transportando
paralelamente a A por las geodésicas tipo espacio de X (ver [De Felice and Clarke, 1992]),
resultando:

i1 s 3
ep = 0f + L X" + §R§}oX X7+ O(IX[%) (2.74)
1 _p wios
eff =o' + ER%’;X X7+ O(X]*) (2.75)

Vemos entonces que sobre la curva 7 obtenemos:

eg |’Y: 5g, Guv |’y: ymz (276)

En particular, si la curva v es una geodésica, obtenemos:

€4 lv="08  Oues =0, g [= N, Fgﬁ l,= 0. (2.77)

Con ello, tenemos entonces:
Th, = ek (0, — Dyel) |,=0, (2.78)

es decir, la torsion T}, es cero sobre la curva si esta es una geodésica y la tétrada esta
adaptada a las coordenadas de Fermi [Bini and Mashhoon, 2015|. Sin embargo, el
valor de la torsion depende fuertemente de la elecciéon global de la tétrada. En efecto,
es posible construir tétradas e, en una region U C M que representan sistemas
inerciales (i.e. tensor de aceleracion igual a cero) pero cuyo tensor de torsion es
distinto de cero (ver Seccion 5). La torsion entonces representa caracteristicas de la
congruencia de sistemas K¢. En otras palabras, un marco inercial coordenado solo
se puede construir sobre una curva y no es posible extenderlo al resto de la variedad
si esta presenta curvatura. Si la curvatura es cero, entonces este sistema global,
denominado sistema inercial, siempre existe. Veamos esto con mas detalle.

2.8.3. Torsion en Minkowski M*

Si la variedad tiene curvatura riemanniana nula en todo punto, entonces exis-
te un sistema de coordenadas en donde la métrica toma la forma global 7, =
(—=1,+1,41,+1). Esas coordenadas se denominan coordenadas cartesianas y con
ellas podemos formar una base ortonormal del espacio tangente 9, que es igual en
todo punto, es decir, que sus ejes son paralelos independientemente de la curva y
del punto. Decimos entonces que el espacio-tiempo es plano y lo identificamos con
su propio espacio tangente. En el contexto de la geometria de Weitzenbock Gy, si
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la torsion para la tétrada e, es cero en una region abierta U C M entonces de la
ecuacion (2.6), el corchete de Lie es:

ea, €] =0, (2.79)

con lo cual, en esa regiéon tenemos un marco coordenado ortonormal e, = 07 de
manera que eZegnab = N, es decir, la métrica del espacio-tiempo es minkowskiana.
Asi, las transformaciones de Lorentz globales, transformaciones de vectores en el
espacio tangente, equivalen a transformaciones de coordenadas cartesianas:
ox®

AZ, = W’ (280)
ya que estas conservan la ortonormalidad y la relacién de torsion cero del corchete
de Lie dada en la ecuacion (2.79). Es importante aclarar que esto solo es cierto en
espacios planos, donde la curvatura y la torsién son nulas en toda la variedad y el
espacio-tiempo se identifica con su espacio tangente. En un espacio tiempo arbitrario
donde la curvatura es no nula, los marcos ortonormales no son coordenados, con lo
cual las transformaciones de Lorentz deben interpretarse como transformaciones
entre bases ortonormales (tétradas) del espacio tangente, i.e sistemas de referencia,
y no como un cambio de coordenadas.

Figura 2.7: Representacion del espacio de Minkowksi y dos bases cartesianas inerciales del espacio
tangente relacionadas por una transformacion de Lorentz global (boost en la direccion eq) en un
punto. Las bases del espacio tangente cartesiano son paralelas en todo punto.

A diferencia de la geometria de Riemann G donde la torsion y la curvatura del
espacio de Minkowski son nulas en todo punto, existen tétradas ej; no coordenadas
definidas en M*, que cumplen 7, = eZeZnab, pero que poseen torsiéon no nula.
Estas tétradas representan, en general, sistemas de referencia no inerciales en (R*, ),
asociados por ejemplo a una particula acelerada o un sistema cuyos ejes espaciales
rotan. Consideremos el siguiente ejemplo sencillo dado en [Maluf et al., 2007b]: Si
el espacio-tiempo es minkowskiano g,, = 7,,, entonces se puede establecer un SR
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inercial global dado por e}, = 0. En este sistema, la torsion es trivialmente cero
como también el tensor de aceleracion ¢gp. Si aplicamos un boost A7, en el eje x a
este sistema, obtenemos la tétrada:

Y =By 00
| By v 00
p 0O 0 10
0O 0 01

Esta nueva tétrada corresponde a sistemas de referencia con tetravelocidad u* =
ey = (7,87,0,0). Si consideramos 8 = v(t)/c, es decir, un boost local (que varfa
punto a punto), la forma de la tétrada es la misma pero ahora la torsion no es cero.
En efecto, si calculamos el tensor de aceleracion, obtenemos

2

d
b)) = %(\/ﬁ) (2.81)

Esto implica que el nuevo sistema de referencia, obtenido al aplicar un boost local
en el eje x al sistema inercial, posee aceleracion dada por la ecuacion (2.81). La
torsion entonces no es necesariamente nula en el espacio de Minkowski a diferencia
de la curvatura, es decir, la torsion representa las caracteristicas del espacio-tiempo
y también el sistema de referencia adoptado. Ain més, existen tétradas que repre-
sentan sistemas de referencia inerciales en Minkowski pero que su tensor de torsion
es no nulo. Seguiremos con este tema en el capitulo 5.

Conectemos lo visto en esta secciéon con la Hipotesis de Localidad introducida
en 2.8.1. Dado un SR K no inercial, en cada punto p de su trayectoria existe un
SR inercial K cuyos ejes coinciden con los del sistema K, e,(p) = €4(p). Es-
to implica que las propiedades locales registradas por un sistema no inercial son
las mismas que registra un sistema inercial en ese punto (ver [Mashhoon, 2003| y
[Mashhoon and Muench, 2002]. En palabras de Mashhoon:

“ An accelerated observer measures the same physical results as a stan-
dard inertial observer that has the same position and velocity at the time
of measurement. ”

Por supuesto, la evolucion de un sistema inercial y uno no inercial seran ente-
ramente diferentes. Existen ciertos casos donde la hipotesis debe ser revisada, por
ejemplo al considerar fenémenos tipicamente no locales como los ondulatorios; limi-
taciones de la hipotesis de localidad se tratan en [Mashhoon, 2003].

2.9. Energia-impulso

2.9.1. Materia

Todo sistema material posee energia. Esta propiedad fundamental de los siste-
mas fisicos esta codificada en el tensor de energia-impulso, cuya naturaleza esta
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intimamente relacionada con el espacio-tiempo. En efecto, su definiciéon depende en
general de la intensidad del campo @ (u otra propiedad que caracteriza al sistema)
pero también de la métrica g,,; por ejemplo, el tensor de energia-impulso del campo
electromagnético:

1 1 Y
@515\/[ = E(FSF)‘V + Zg,uuF /\F)\U)- (282)
En la formulacion lagrangiana, la definicion del tensor de energia-impulso corres-

ponde a la variacion del lagrangiano de materia con respecto a la métrica:

2 0L(g,P,V,P)
V=g ogH
es decir, el espacio-tiempo (representado aqui por la métrica) es parte esencial de

su definicion®. La invarianza frente a difeomorfismos de la acciéon permite deducir la
conservacion local del tensor de energia-impulso:

O, = , (2.83)

v, 0 = (. (2.84)

Este tensor permite la construccion de corrientes de Noether J# := ©"¢, con-
servadas cuando el espacio-tiempo admite simetrias representadas por vectores de
Killing &, [Saravi, 2004]. Con esta corriente es posible construir cargas conservadas
en una region D C X de la hipersuperficie tipo espacio >:

Qpl¢] == /D §,0"dD,, (2.85)

donde dD, es el elemento de hipersuperficie, que a su vez podemos escribir como
D, = n”ﬁd?’a:, con n” el vector tipo tiempo normal a la hipersuperficie y ﬁd?’x
el elemento de volumen inducido. Cuando el espacio-tiempo es plano, entonces la
ecuacion de conservacion se reduce en coordenadas cartesianas a:

8,0 = 0. (2.86)

Con ello, por ejemplo, dado los generadores de traslaciones escritos como 0, (en
una base cartesiana), tenemos cuatro cargas conservadas que forman el cuadrimo-
mento:

P, = / Ount\/yd’z. (2.87)

Cuando el espacio-tiempo no tiene simetrias entonces ocurren ambigiiedades para
definir la masa y el momento angular de los sistemas, que dependeré del sistema
de referencia adoptado (ver [Jaramillo and Gourgoulhon, 2009|): si el espacio tie-
ne simetrias, entonces existe una eleccion natural para definir estas cantidades. En
Minkowski, por ejemplo, son la clase de sistemas de referencia inerciales. Esta dificul-
tad para elegir un SR en un espacio-tiempo curvo arbitrario representa el principal
problema a la hora de definir la energia asociada al propio espacio-tiempo.

8Esto muestra que el tensor de energia-impulso no es una propiedad intrinseca del sistema, sino
“relacional”; en este sentido, con respecto al espacio-tiempo, ver [Lehmkuhl, 2011].
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2.9.2. Espacio-tiempo

Si el espacio-tiempo (o campo gravitatorio) es también considerado como un sis-
tema material, entonces es natural preguntarse si es posible asignarle un tensor de
energia-impulso. Sin embargo, una definicién adecuada de esta cantidad ha sido mo-
tivo de controversia desde los albores de la RG. El problema radica en la bisqueda
de una ley de conservacion en derivadas parciales con la forma:

Ou(V/=g(O" + 1)) = 0, (2.88)

que permita obtener cargas conservadas, donde t*” es la cantidad asociada al espacio-
tiempo. Las expresiones usualmente encontradas para t*” no son tensoriales sino
pseudotensoriales (ver Apéndice B). La imposibilidad de encontrar una expresion
tensorial se asocia al hecho de que la interaccién gravitatoria (mediada por la pre-
sencia de curvatura) no es detectable en un punto, con lo cual una expresion de la
densidad de energia-impulso t*” deberia ser nula en coordenadas normales y, si es
una expresion tensorial, serd nula en todas las coordenadas. Esta dificultad, aso-
ciada al principio de equivalencia, lleva a cantidades pseudotensoriales que poseen
coordenadas pseudocartesinas preferidas. Existen numerosas propuestas para estos
pseudotensores, como los de Einstein, Landau y Méller, entre otros [Favata, 2001a).
La ecuacion (2.88) se puede obtener de un superpotencial S**? asociado, antisimé-
trico en los tltimos indices con la forma:

0o (V=gS"7) = V/=g(O" + ). (2.89)

Diferentes pseudotensores tienen asociados entonces su correspondiente superpo-
tencial. Con ello, se puede formar un cuadrimomento conservado integrando en un
volumen tipo-espacio como:

pH = / dD, (O + ). (2.90)
D

Estas energias construidas a partir de densidades pseudotensoriales son casos par-
ticulares del enfoque mas abarcador de las energias gravitatorias cuasilocales, investi-
gado intensamente en las ltimas décadas (ver [Liu et al., 2011] y [Szabados, 2009).
La busqueda misma de una expresion para la energia gravitatoria ha sido cuestiona-
da. Muchas criticas se basan en el principio de equivalencia, mencionado anterior-
mente. En palabras de [Misner et al., 1973]:

“Anyone who looks for a magic formula for ‘local gravitational energy’ is
looking for the right answer to the wrong question.”

Sin embargo, existen varios argumentos y motivaciones para encontrar una expre-
sion local o cuasilocal de la energia gravitatoria:

1 Pese a que los efectos gravitatorios no se pueden “detecta” en un punto y la
conexion de Levi-Civita puede hacerse nula en coordenadas normales, canti-
dades construidas a partir de derivadas segundas de la métrica como el tensor
de Bel-Robinson y la curvatura de Riemann no son nulas: estas cantidades
representan la presencia local de curvatura |Butcher et al., 2008|.
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2 Existen buenos argumentos para pensar que las ondas gravitacionales trans-
miten energia (ver [Chen et al., 2016|)

3 Las fuerzas de marea de Jupiter calientan el satélite lo produciendo volcanismo.
Este trabajo de marea es realizado por el campo gravitatorio [Favata, 2001b].

4 Un estudio termodinamico completo de agujeros negros precisa una nociéon de
energia gravitatoria.

5 El célculo de energias gravitatorias es 1til en contextos cosmologicos.

Por otra parte, el concepto de energia en todas las teorias fisicas es una propie-
dad que depende fuertemente del sistema de referencia considerado. Esto es una
dificultad importante en RG ya que no existe una nocién preferencial de sistema
de referencia, mientras que en Relatividad Especial siempre se consideran sistemas
inerciales. Ademés, en espacios-tiempo asimpoOticamente planos, se espera que las
construcciones de energia gravitatoria cuasilocales reproduzcan resultados acepta-
dos como la masa y el momento angular ADM o la masa de Bondi-Sachs

2.9.3. Energia-impulso gravitacional en Gravedad de Torsién

Adoptando el formalismo y la interpretaciéon de las tétradas en Gravedad de Tor-
sion es posible derivar una nocién de energia-gravitatoria que ha resultado ttil en
muchos escenarios (ver [Maluf et al., 2007b|, [Maluf, 2013| y [Ulhoa et al., 2010]).
Una de las ventajas mas importantes de este enfoque es una definicién de tensor
de energia impulso bien comportado frente a difeomorfismos y que obedece una
ecuacion de conservacion deducida naturalmente de las ecuaciones de campo de la
teoria. En efecto, a partir de las ecuaciones de campo, derivando con respecto a u y
considerando la antisimetria del superpotencial, se obtiene:

O V=gt + )| = v, (1 + &) =0, (2.91)

donde t"* = e%t" esta dado por (2.56). Debemos notar que la ecuacion (2.91) no
es invariante local de Lorentz. Sin embargo, esta libertad de gauge en la definicion
de del tensor de energia impulso puede resolverse fisicamente si se elige una tétrada
que represente un sistema de referencia K particular. Teniendo en cuenta (2.91),
definimos el tetraimpulso gravitatorio como:

Pt = / (t* + ©*)dD, = 4k / V,(2%)dD,. (2.92)
D D

En particular, denominamos energia total a la componente cero de este tetraim-
pulso:

E=POY = / (tM + 0M)U,dD;, (2.93)
D

donde U, = eg)) es el campo de velocidad de la congurencia. Eligiendo coordena-

das de manera que z° sea constante en la hipersuperficie espacial D considerada,
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tenemos dDy = §3y/—gd®z. Ademas, siendo Y%’ un tensor antisimétrico, si este
es bien comportado en la hipersuperficie, podemos utilizar el teorema de Stokes en
cuatrodimensiones de manera que la expresion (2.92) se reduce a:

Pt = / dz’/—g(t" + 0% = 4k f{ Y AS)s, (2.94)
D 0

D

invariante frente a reparametrizaciones temporales, invariante ante cambios de coor-
denadas en la hipersuperficie e invariante global de Lorentz. De (2.91), obtenemos
la ecuacion de conservacion:

dpP*

dzd
donde en el lado derecho tenemos los flujos gravitatorios y de materia respectiva-
mente que podemos transformar en integrales de superficie via el teorema de Gauss
dados por:

G — W, (2.95)

eT = j{ V—gt*ds;, (2.96)
oD

4= V—g0’"dS;, (2.97)
oD

Es interesante notar que la expresion de la energia total solo depende de los
valores que toma el superpotencial en el borde 0D de la hipersuperficie tipo espacio
D. El tensor de energia impulso no es simétrico para cualquier tétrada, con lo cual
la conservacién del momento angular no estd asegurada. Una definicién para el
momento angular gravitatorio puede conseguirse en la formulacion hamiltoniana de
la gravedad teleparalela:

LY = 4k / d3x/—g (590 — 300, (2.98)
D

En el espacio de fase de la teoria, es posible ver que estas definiciones de momento
satisfacen el algebra del grupo de Poincaré [Maluf et al., 2006:

{P* P"} =0, (2.99)
{P*, L} = ™ P — 0P’ (2.100)

{L(JLb7 Lcd} — 77a,cLbd + ,',/deac o nadLbc o anLad. (2101>



Capitulo 3
Axiomatica

En este capitulo axiomatizamos la Gravedad de Torsién en base a los desarrollos
presentados en el segundo capitulo. Realizamos primero una breve exposicion del
método axomatico y algunos problemas filoséficos de la RG.

3.1. El método axiomatico

El proceso de construccion de una teoria es esencialmente heuristico. Sus funda-
mentos se establecen en general luego de un periodo de desarrollo. Sin embargo, atin
en su estado de maduracion, la teoria puede estar sujeta a problemas de interpreta-
cion si es lo suficientemente compleja. Para clarificar sus supuestos fundamentales es
conveniente realizar una axiomatizacion. Este método consiste en ordenar el cuerpo
de conocimientos de la teoria de forma logica, clara y sistemética. En este contexto,
una teorfa 7" es un conjunto de enunciados s cerrado bajo operaciones de implicacion
logica sobre la base axiomatica A, es decir T'= {s : A — s}.

Los origenes de la axioméatica pueden rastrearse hasta el siglo V a.c con los prime-
ros trabajos de Euclides. Desde entonces, ha sido frecuentemente utilizado en ciencia
[Bunge, 2016|. El primer proponente de la axiomatizacion en teorias fisicas, fue Da-
vid Hilbert, impulsor de la axiomética moderna [Corry, 1997]. En sus famosos 23
problemas presentados en Gottingen, la axiomatizacion de las teorias fisicas aparece
en el sexto lugar:

“The wnvestigations on the foundations of geometry suggest the problem:
To treat in the same manner, by means of axioms, those physical sciences
i which already today mathematics plays an important part; in the first
rank are the theory of probabilities and mechanics.” [Hilbert, 1902]

A diferencia de la matematica, las teorias fisicas deben incluir entre sus pos-
tulados axiomas semanticos Ag que provean de sentido y referencia factica a los
conceptos matematicos presentados en los axiomas formales Ap [Bunge, 1973]. Por
ejemplo, el enunciado “E denota un campo vectorial diferenciable” es un axioma
formal, mientras que “E representa la intensidad de un campo eléctrico ¢” es un
axioma semantico que relaciona el constructo matemaético (el campo vectorial) con

29



30 3.2. Axiomatica para la Gravedad Teleparalela

una propiedad del referente fisico (el campo electromagnético). La base axiomética
de una teoria factica se compone entonces como

A=Ar N As N Ap,

donde Ap denomina a los axiomas fisicos en donde se presentan las relaciones entre
los diferentes constructos que representan entidades fisicas (usualmente en forma de
ecuaciones integro-diferenciales). Los referentes de una teoria, i.e. los objetos de los
cuales la teoria trata, deben quedar explicitados en la base axioméatica. Podemos
entonces construir diferentes teorfas, con diferentes referentes, si mantenemos los
axiomas fisicos y formales pero cambiamos los axiomas semanticos. Esto se denomina
usualmente cambiar la interpretacion de la teoria. Por supuesto ademéas de la base
axiomatica, toda teoria presupone un trasfondo filosofico y formal adecuado.

El enfoque axiomético descripto en esta secciéon se denomina aziomdtica dual
[Bunge, 2016| y permite estudiar una teoria explicitando el contenido fisico de ma-
nera precisa, utilizando las herramientas de una semantica formal [Bunge, 1974].
Los pocos ejemplos que presentan un tratamiento adecuado de este aspecto meta-
teorico pueden verse para Mecanica Cuantica (ver [Perez-Bergliaffa et al., 1996] y
[Perez Bergliaffa et al., 1993]), Relatividad General (ver [Covarrubias, 1993]) y otras
teorias clasicas (ver [Bunge, 1967]).

3.2. Axiomatica para la Gravedad Teleparalela

Retomemos nuestra discusion sobre la GT resumiendo los resultados del Capitulo
2 en la Tabla 3.1. Se sabe que es posible establecer una equivalencia formal entre
las ecuaciones de campos y de movimiento en ambas teorias (ver seccion 4.2). Sin
embargo, la equivalencia total entre ambas solo estara dada si todo teorema en Tgr
se puede obtener en Ty y viceversa. Formalmente, esto implica construir axiomati-
zaciones para ambas teorias y mostrar si es posible establecer un isomorfismo entre
ambas, A(Tqr) «— A(Tr). Notar que esta doble implicacién involucra también a
los axiomas semanticos y no solo a los axiomas formales. Presentamos ahora una
axiomatizacion de la GT, la cual contrastaremos con la RG, cuya axiomatizacion
relegamos al apéndice A.

Gravedad de Torsion Relatividad General
Geometria Weitzenbock Gy Riemann Gr
Objeto dinamico e}, (16 componentes) g (10 componentes)
Descripcion Gravitatoria T}, (torsion) Rlbve (curvatura)
Ecuaciones de campo Oy (\/—g E‘m’) = (v/—g/4r)(t* + ©*) GM = (1/2k) O*
Ecuaciones de movimiento 327926 +* T, df: % =K}, df: % % +01%, df: ddi: =0

Cuadro 3.1: Tabla comparativa entre la Gravedad de Torsiéon y la Relatividad General
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Antes de presentar los axiomas que componen la teoria, debemos detallar el tras-
fondo de la teoria, que incluye el aspecto formal, el filosofico y el protofisico. Explici-
tamos la base primitiva de simbolos que posee la teoria, algunas definiciones, y luego
los axiomas, que dividimos en cuatro grupos: espacio-tiempo, materia, sistemas de
referencia y dinamica. Cada uno de los axiomas es de indole formal, semantica (AS),
o fisica. Estos tltimos comprenden el nicleo de la teoria y tratan sobre el sistema
fisico en si, e.g. leyes o ecuaciones dindmicas que relacionan diferentes propiedades
del referente. Comencemos con el trasfondo.

Trasfondo

El trasfondo formal que necesitamos para construir la teoria comprende esen-
cialmente la logica de predicados, el analisis matematico y la geometria diferencial.
Nuestro enfoque filoséfico es realista y materialista. Una teoria espacio-temporal, co-
mo la que construiremos, es fundamental en el sentido de que no supone un trasfondo
fisico adicional, e.g. como la fisica del estado solido supone la mecénica cuantica.
Existen diversas propuestas para describir una composicion mas fundamental del
espacio-tiempo como en Causal Sets (ver [Sorkin, 2003| ) y Quantum Loop Gravity
(ver [Rovelli, 2004]), que no necesitamos en nuestra descripcion clasica. El trasfondo
protofisico de la teoria consiste solamente en una teoria de sistemas, que permitiré
entender la relacion entre el espacio-tiempo y la materia ordinaria.

Base generadora y definiciones

La base primitiva de la teoria se compone de once elementos:

B = {ET, 27 Ka M7 {g}’ {ea}a {@}7 {¢}7 {Ag,}v K, A} (31)

La forma y significado de cada uno de estos simbolos se describen en la base axio-
matica. Primero, es conveniente explicitar algunas definiciones que se utilizaran en
la axiomética, en particular, los tensores definidos en la geometria de Weitzenbock:

D, 70, :==ef (8,,62 — 8Meﬁ> es el tensor de torsion.

D, KPW = %g”" <Tl,pu + Thyor — TUW) es el tensor de contorsion.
v._1 v Vo ov ;

D3 Y = 5([(“ P— gPTot 4 gPPT U) es el superpotencial.

D, t' .= /<a<42bc’\Tbc“ — gA“EdeTbcd) es el tensor energia impulso gravitatorio.

Base axiomatica

16
La base axiomatica se conforma de A(Ter) = N\ A;.
i
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Axiomas

Grupo I: Espacio-tiempo

A1 M es una variedad diferencial Hausdorff paracompacta C*°, 4-dimensional,
real y pseudo-riemanniana.

A, {g} es una familia de tensores métricos de rango 2, simétricos, y signatu-
ra +2 definidos sobre M. Todos los principales menores de (¢g") son negativos
(Condicion de threading).

A; {¢} es una familia de isometrias: ¢*g = g.

A, (AS) El espacio-tiempo ET es el sistema fisico representado por la clase
de equivalencia de difeomormismos isométricos de una métrica dada, i.e. ET=

(M, g).

Grupo II: Materia

Ay Y es una familia no vacia de elementos o € .
As (AS) Cada o es un sistema fisico distinto al espacio-tiempo.

A; (AS) Para cada o existe un tensor © = O, dz* ®dz” simétrico que representa
la energia y el momento del sistema.

Grupo III: Sistemas de referencia

Ag La tétrada {e,(p)} es una base ortonormal del T,M en cada punto de la
variedad de manera que eZegnab = Guv-

Ay K C ¥ es una familia no vacia de elementos K € K.
Ay (AS) K es un sistema de referencia fisico.

Ay, (AS) Un sistema de referencia K esta representado por una curva y(7) C M
tipo tiempo y una tétrada {e,(7)} definida sobre v(7), donde e = U es el vector
tangente de (1), i.e (y(7),e,) = K.

A, {AY(2)} es una familia de transformaciones de Lorentz (local o global).

Az (AS) VK, K € K,3AY tal quesi (7/(7),er) = K’y (7(s),e,) = K entonces
AY(z)ey = e, en el punto donde se encuentran las curvas (Hipdtesis de localidad).

A4 Dado una congruencia de curvas C donde cada 7, C C es la curva asociada a
un sistema K, si cada curva tiene asociada una tétrada de manera que U(7,¢q) =
ey entonces K¢ € K es una congruencia de sistemas de referencia.
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Grupo 1IV: Dinamica

Ay Sea k:= /167G y A € R, donde [A] = [L]72, ¢ es la velocidad de la luz y
G la constante de Newton.

A (Axioma fisico) Una congruencia K¢ de sistemas esté restringida por:

0, <\/—_g Z“”\”> = % en (t’\” + M+ %g“’\/\>. (3.2)

3.3. Comentarios

1. En esta teoria, el espacio-tiempo es un existente, con propiedades y ecuaciones
dindmicas [Romero, 2016|. Esta representacion continua del espacio-tiempo es
véalida al menos a escalas de 107'° c¢cm (ver [Hawking and Ellis, 1973]). Co-
mo mencionamos, una estructura més fundamental de estos eventos debe ser
tratada por una teoria de gravitacion cuantica.

2. La condiciéon sobre la métrica A, asegura la existencia, para todo sistema
de coordenadas, de curvas tipo tiempo estaticas. Esto permite la separacion
de tiempo y espacio para un dado sistema de referencia. Existen condiciones
més fuertes que pueden ser impuestas a las coordenadas para evitar curvas
temporalmente cerradas como las condiciones de slicing o las condicion de
Lichnerowicz. Esta tltimas no pueden ser incorporadas a la estructura geo-
métrica del espacio-tiempo y solo representan restricciones adicionales a las
coordenadas para preservar la cronologia [Bini et al., 2012].

3. Los sistemas admisibles en > son macroscopicos; la simetria del tensor de
energia-impulso © implica que la materia que describimos no tiene spin. Es-
te es el mismo tensor que encontramos en Relatividad General. Existen otras
teorias alternativas que permiten la inclusiéon de spin pero deben incluir cur-
vatura y torsion, i.e. tienen més grados de libertad que la RG y por lo tanto
diferentes ecuaciones dindmicas. Recordemos que la GT utiliza solamente la
torsion de Weitzenbock. La inclusion de las tétradas, objetos que transforman
segiin el grupo de Lorentz, permite acoplar otras representaciones del gru-
po SO(3,1) como espinores, que representan particulas fermionicas (ver por
ejemplo [Aldrovandi and Pereira, 2013]).

4. La forma del tensor de energia impulso © debe ser suplementada por la teoria
que representa los sistemas fisicos o € K. Notemos que las ecuaciones de cam-
po de la GT (y también de la RG) son afectadas solamente por la distribucion
de energia de los sistemas, independientemente de la dinamica que estos si-
gan y de su naturaleza. Podemos entender esto tltimo como un principio de
equivalencia débil generalizado. Sin embargo, debemos remarcar que el tensor
de energia-impulso debe ser compatible con las ecuaciones de campo, es decir,
debe ser simétrico y conservarse localmente, V,0" = 0. Es posible, desde
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la formulacion lagrangiana obtener el tensor de energia-impulso variando la
accion de materia con respecto a la tétrada (o equivalentemente a la tétrada).
La relacion entre este tensor 'métrico’ y el obtenido a través de las variaciones
del campo puede verse por ejemplo en [Saravi, 2004].

Es usual la practica de utilizar la conservacion local para obtener ecuaciones
de movimiento. Existen varios métodos propuesto para conseguir con ello la
ecuacion geodésica de una particula libre; de aqui, se argumenta que el princi-
pio débil de equivalencia se deriva como teoerema de las ecuaciones de campo.
Recientemente se ha visto que estos métodos no son completamente consisten-
tes (ver [Tamir, 2012]). De esta manera, como aclaramos en el punto anterior,
las ecuaciones dinamicas de los sistemas ¢ no forman parte de la axiomatica y
deben ser suplementadas por otras teorias, incluida la ecuaciéon de movimiento
geodésico. Una forma unificada de tratar estas teorias es estudiar el lagran-
giano del sistema total (gravitatorio+materia) y variar la acciéon con respecto
a los campos que representan esos sistema (ver Teorema 5 en 4.3) .

Dado un sistema de referencia K, existen infinitas congruencias de sistemas K¢
asociados a €él. Los sistemas de referencia pueden estar asociados a particulas de
prueba y las congruencias a fluidos o polvo. Los primeros se suelen identificar
con “observadores ” y los ultimos a “laboratorios ”. Considerar objetos mas
generales como SR, e.g. cuerpos rigidos, atane ciertas dificultades conceptuales
[Blanchet et al., 2011].

El axioma A3 indica que la transformacion entre sistemas acelerados se realiza
a través de transformaciones de Lorentz locales (ver discusion en Seccion 2.8).

A es la llamada constante cosmolégica que debe entenderse, en principio, como
un parametro libre de la teorfa. Su significado fisico dentro del contexto de la
GT ha sido estudiado en [Maluf et al., 2012] y [Ulhoa et al., 2010].

Las cantidades T}, K y t"” son las componentes de tensores definidos sobre
la variedad pero no son escalares de Lorentz. Su definiciéon depende de un
conjunto de tétradas e, relacionadas por transformaciones globales de Lorentz
pero cambia ante transformaciones locales.
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Analisis

Nuestro objetivo ahora es comparar la GT con la RG a partir de la axioméati-
ca construida en el Capitulo 3 y la axiomatica de la RG construida en el apén-
dice B. Si las teorias son totalmente equivalentes, entonces debemos mostrar que
A(Ter) <— A(Tg). Sin embargo, la inclusion del grupo IIT de axiomas en la GT in-
troduce nuevo contenido semantico con respecto a RG. Mostraremos esto de manera
rigurosa, probando primero que la RG se puede recuperar completamente a partir
de la GT y luego que existen teoremas en la GT que no pueden ser recuperados en
el formalismo métrico de la RG. Ambos razonamientos pueden ser presentados en
forma silogistica de la siguiente manera:

O Ter = Tg

(P1) A partir de la tétrada es posible recuperar la métrica y con ello la geometria
de Riemann Gg.

(P2) Las ecuaciones de campo de la GT implican las ecuaciones de Einstein.

(C) Todo el contenido fisico de la RG se puede recuperar a partir de la GT, es
decir A(TGT) — A(TR)

O T+ Tar

(P’;) La tétrada tiene un contenido semantico diferente al de la métrica.

2 partir de las ecuaciones de campo de la es posible obtener leyes de
Py A tir de 1 i d de la GT ible obt 1 d
conservacion que no pueden reproducirse en RG.

(C’) La gravedad de torsion provee un marco més amplio para describir la gravita-
cion y no es equivalente a la RG.

Para demostrar ambos argumentos comencemos por mostrar y comparar punto a

punto las estructuras de ambas teorias axiomatizadas, esto es, clasificar sus referentes
y su representacion.

35
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4.1. Referentes

Si queremos comparar ambas teorias, debemos primero ver que ambas tratan de
lo mismo, i.e. que poseen los mismos referentes. Con la construcciéon axiomatica es
trivial mostrar que la clase de referencia factica! de ambas teorias es idéntica:

R(Ter) = R(Ty) = {ET, Y, (4.1)

es decir, ambas teorias tratan del espacio-tiempo y la materia 2. Notar que la carac-
terizacion de los sistemas de referencia no implica la inclusiéon de nuevas entidades;
estos estan asociados a sistemas materiales.

4.2. Representacion

La RG y la GT difieren en sus objetos dinamicos; las ecuaciones de la RG son
ecuaciones para la métrica, mientras que las ecuaciones de la GT son ecuaciones
para la tétrada. Esto indica que el espacio de estados de la teoria es diferente.
Describamoslos brevemente:

Relatividad General

La RG utiliza el formalismo de coordenadas (bases holonomas) sobre M y una
métrica Lorentziana. La dindmica de la teoria se formula en la geometria de Riemann
Gr = (M, g,T), donde la conexion de Levi Civita °T" esta totalmente determinada
por la métrica. La conexién permite definir un tensor de curvatura y sus asociados:

Ds RZ/\V =20 OFl’i]M + 2 OFgP\ OF‘;]M es el tensor de curvatura de Riemann.
D¢ Ry, := RY,,, es el tensor de Riccl.

D; R = R,,g" es el escalar de Ricci.

Dg G, = R, — %gw,R es el tensor de Einstein.

y con ello las ecuaciones de Einstein, ecuaciones de segundo orden no lineales
que determinan la métrica. Esta métrica y todas las cantidades construidas en la
geometria de Riemann, que dependen exclusivamente de la métrica, representan
propiedades del espacio-tiempo, ya que ET={M, g}. Las simetrias propias de esta
teorfa estan dadas por el grupo Diff(M). Con ello, es posible estudiar modelos gené-
ricos de espacio-tiempo M = (M, g, T") y determinar geodésicas, singularidades,
propiedades globales, entre otras caracteristicas [Hawking and Ellis, 1973].

1La clase de referencia factica es semanticamente cerrada en una teorfa axiomatizada, de manera
que R(AA;) = AiR(AS).

2La inclusién de dos clases de entidades con caracteristicas esencialmente diferentes no es extrafia
en teorias clasicas, e.g. la electrodinamica es una teorfa que refiere a particulas cargadas (fuentes)
y a campos. Por supuesto, estas entidades pueden ser emergentes de un sistema mas fundamental.
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Gravedad de Torsion

La GT utiliza como objeto dinamico las tétradas (bases no holénomas), que re-
presentan en cada punto sistemas locales de referencia (Grupo II de axiomas). El
espacio de estados de la teoria se formula de manera natural en el marco geométrico
de las bases fibradas, en particular, las bases fibradas de Lorentz®. Esto implica que
cada punto de la variedad contiene un “espacio interno” (también llamado fibra), que
representa el conjunto de todas las bases ortonormales en ese punto. Estas tétradas
que constituyen el espacio interno permiten establecer localmente las propiedades
de cualquier otro sistema fisico (via Hipotesis de Localidad) (ver Figura 4.1)

Figura 4.1: Representacion del fibrado de bases ortonormales. Notar que este fibrado tiene la
particularidad de poseer una ’forma soldadora’ 6 que conecta univocamente el espacio interno
con el punto de la variedad. Esta diferencia fundamental con otras teorias de gauge que utili-
zan este marco geométrico muestra que la GT si se construye como una teoria de gauge, sera
un teoria no estandard, en particular, la conexién asociada tiene torsion. Ver para mas detalle
[Aldrovandi and Pereira, 2013]

Esta manera de formular la teoria en términos de marcos de referencia represen-
tados por fibrados ortonormales se conoce como el frame bundle approach de RG
que constituye la base para construir la teoria de gauge traslacional de la gravita-
cion (ver [Aldrovandi and Pereira, 2013|) y para aplicaciones a mecénica cuantica
y cosmologia, asi como también es utilizado para estudiar algunas cuestiones de
fundamentos [Prugovecki, 2013]. Teniendo en cuenta este enfoque, la dindmica de

3Esto es siempre posible si la variedad es orientable, compacta y tiempo orientable
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la GT se construye de manera natural con la geometria de Weitzenbock Gy 4. La
conexion de Weitzenbock permite definir una nociéon de teleparalelismo absoluto en
la variedad y a partir de la torsion (i.e. las constantes de estructuras de la tétrada),
se formulan las ecuaciones de campo.

Conexién de representaciones

Debemos ahora conectar ambas representaciones. Como hemos establecido en el
Capitulo 2, la tétrada es un objeto geométrico de 16 componentes mientras que la
métrica tiene 10 componentes. Ambas estan relacionadas por:

Guv = €Z€Zﬁaba (4.2)

donde g, es invariante frente a transformaciones locales de Lorentz de la tétra-
da. Determinando la tétrada, la métrica queda totalmente especificada y con ella
todos las caracteristicas geométricas del espacio-tiempo en Relatividad General. Sin
embargo, al fijar la métrica todavia existen 6 pardmetros libres en la tétrada que
corresponden a la eleccion particular de un sistema de referencia. La tétrada enton-
ces tiene una capacidad representativa mayor que la métrica. La invarianza local de
Lorentz se pierde para tensores definidos en la geometria de Weitzenbock Gy, ya que
estos dependen de la eleccion global de la tétrada e, como veremos en el Corolario 1
a continuacion. Es importante remarcar que una vez fijada la tétrada y establecido
un sentido de paralelismo absoluto en la variedad la torsion y los tensores construido
con ella son auténticos tensores bien comportados frente a diffeomorfismos. Vemos
asi que cualquier cantidad construida en Gy depende intrinsecamente de la eleccion
global del SR a menos de transformaciones globales de Lorentz. Es un error entonces
afirmar que la torsion 77, representa en esta teorfa la interaccion gravitatoria ; esta
es una cantidad geométrica que representa el marco de referencia global adoptado
dado por la tétrada, donde esta dltima estd restringida por el espacio-tiempo de
fondo por (4.2).

Ecuaciones de campo

Si la dindmica de la GT no introduce ningtn grado de libertad adicional a RG,
las ecuaciones de campo deben ser invariante local de Lorentz (ILL) de manera
de especificar la tétrada a menos de 6 parametros. Mostramos ahora de manera
explicita que a partir de las ecuaciones de campo de torsion A4 se pueden obtener
las ecuaciones de Einstein. Para ello, conectaremos los tensores definidos en Gr con
aquellos definidos en 2Gyy,, considerando la relacion entre la conexion de Weitzenbock
*Ff;y y la conexién de Levi-Civita OFI’)V:

* 0
FZV = Ffw + K? (4.3)

pv?

4El enfoque en base a fibrados también se formula con la conexion de Riemann. Sin embargo,
la geometria de Weitzenbdck constituye la geometria mas sencilla para formular la dindmica con
la tétrada
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donde K}, es el tensor de contorsion. Utilizando (4.3), podemos escribir el tensor de
curvatura en términos de la contorsion y la derivada covariante de Riemann como
[Li et al., 2011]:

RP

W VVKS)\ - vAKgu + Kgll Z)\ - Kg)\KZV' (44)

A partir de (4.4) podemos escribir el tensor de Ricci como:

R, =V,K. —V, Kl + K. K] — K2 K (4.5)

optruv
Consideremos el término V,K¥, de la ecuaciéon anterior. De la definicion de su-
perpotencial tenemos:

VK, = VK =2V°5 0 + 6,V Ty — 6,V°Ty, (4.6)
Como se tiene que K} = —T%  entonces g,,V/T7 = —V, K/, con lo cual, el

P’
tensor de Ricci se escribe:

R = —2V%,,, — 6, VTS, + K2, K% — K K¢ (4.7)

optruv:

Por otra parte, se puede ver facilmente que se cumple la relacion:
¥t = K", (4.8)

con lo cual, desarrollando con la definicion del superpotencial, teniendo en cuenta

las antisimetrias:
() — splpv) — flpmv — 0, (4.9)

podemos escribir la expresion:

KE,KS — K2 K0, =257 K,,,. (4.10)

optuv

Asi, el tensor de Ricci queda expresado como:

Ry = —2V°%, 0 — G0 VTS + 257 K . (4.11)

El escalar de Ricei se escribe entonces:

R=-T-2VXT",), (4.12)
siendo T := ¥**T,,,, = =X**K,,,. A partir de (4.12) podemos ver que los lagran-

gianos de ambas teorias difieren en una divergencia total (ver discusion en Apéndice
B) con lo cual las ecuaciones de movimientos son las mismas. Avanzaremos con la
demostracion a nivel de las ecuaciones; para ello, debemos construir el tensor de
Einstein en términos de tensores de la geometria teleparalela. Utilizando (4.11) y
(4.12), el tensor de Einstein se puede escribir como:

1 1
G = R — Sg" R = z(vpzwﬂ + XK Y Zgﬂ”’ﬂ‘). (4.13)

Desarrollemos la divergencia del superpotencial como:
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sz”“p _ vp(@gza'up) _ (vpeg)zaup + egvpzaﬂp' (414)

Como la derivada covariante (de Levi-Civita) de la tétrada esta dada por V e/ =

—eg Ky, usando la formula de la divergencia para tensores antisimétricos se obtiene:

1
VS = Ky, ST 4~ 0, (eS). (4.15)

Por ltimo, se tiene que:

Ki,pEU“p + E’”“Kpg = —E”"“Tp;’. (4.16)
Combinando (4.15), (4.16) en (4.13) obtenemos:
am = 2<§a (ez) — itﬂ”) (4.17)
e 4k
donde definimos el tensor t** como:
= /@(42”0#7’,; - g‘“”]I‘), (4.18)

Finalmente, utilizando la ecuacion de campo dada por Ag obtenemos

1
G = O (4.19)

Probamos asi el siguiente teorema:
Teorema 1. Las ecuaciones de campo en la GT implican las ecuaciones de Einstein.
De este teorema se desprende el corolario de invarianza:

Corolario 1. Las ecuaciones de campo de la GT son invariante ante transforma-
ciones locales de la tétrada

Demostracion. El tensor de torsion T} [e,] = ek <8,,eg - 8pefﬁ> definido en la geo-
metria de Weitzenbock a partir de una tétradas e, transforma correctamente frente
a diffeomorfismos pero no es un escalar de Lorentz ya que no permanece invariante
ante transformaciones locales de la tétrada. En efecto, se puede probar facilmente
que:
Tﬁp[ea] = T,ﬁ‘p[eb/] + egewajb — eﬁefngb, (4.20)
donde w?, es la conexion de Lorentz y ey = Af,(z)e,. De la misma manera, los
tensores t** y L% tampoco son invariantes ante transformaciones de Lorentz. Sin
embargo, todas las cantidades construidas en la geometria de Riemann son escalares
de Lorentz ya que solo dependen de la métrica y no de las tétradas definidas en el
espacio tangente. De esa manera, siendo G, un escalar de Lorentz, del teorema 1
obtenemos

uy % apo . i uv _ G_Z/ b po 1) — i wia,,
G = 680(2 [ea]) —t"le,] = aa(z [eb]> —tley].  (421)

O
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Mostramos que debido a la ILL de las ecuaciones de Einstein, al ser equivalen-
tes a las ecuaciones de la GT, estas también son invariante local de Lorentz. En
nuestra axiomatica, este teorema implica que las ecuaciones de campo son equiva-
lentes para cualquier sistema de referencia, i.e. la estructura del espacio-tiempo es
la misma para cualquier observador. Usualmente es la formulacién original de Eins-
tein del Principio de Covarianza General en término de coordenadas, i.e invarianza
ante difeomorfismos, la que se asocia a la invarianza frente a cambios de marco de
referencia de la teorfa’®. La usual confusién en la interpretacion estriba en que las
coordenadas cartesianas en el espacio de Minkowski representan a su vez una base
ortonormal correspondiente a un observador inercial (ver Seccion 2.8.3), mientras
que en un espacio-tiempo curvado las coordenadas son simplemente etiquetas de los
eventos que ’componen’ al £7 . Finalmente, podemos expresar la primer tesis que
expusimos al principio del capitulo como teorema:

Teorema 2. Todos los axiomas de la RG son obtenidos de la base axiomdtica cons-
truida para la Gravedad de torsion, A(GT) — A(RG).

Demostracion. A partir del grupo I y II de axiomas, el axioma 8, junto con las defi-
niciones de la geometria de Riemann y el Teorema 1 recuperamos toda la axiomética

de la RG. O]

En otras palabras, la caracterizacion global de un SR dada en la GT identifica
univocamente la métrica que describe al espacio-tiempo como en RG. Hemos dis-
tinguido entre cantidades ILL (construidas en la Gg) y cantidades que dependen
intrinsecamente de la tétrada (construidas en la Gy/). Con aquellas formadas exclu-
sivamente con la métrica y la conexion de Levi-Civita podemos estudiar propiedades
'intrinseca’ del espacio-tiempo que no necesitan adoptar un SR.

Por supuesto, esto no quiere decir que en RG no haya lugar para los SR; estos
son necesarios para realizar verificaciones experimentales particulares. A diferencia
de la GT, en la cual el objeto dindmico se utiliza para representar tanto el ET
como el SR, en la RG se necesita agregar la representacion de un SR ad-hoc pa-
ra construir un modelo de mediciéon o modelo especifico, M = {M,T" e,} (ver
[De Felice and Bini, 2010]). Estos modelos también aparecen en cosmologia, den-
tro del llamado formalismo 1+ 3 de marcos ortonormales [Ellis and van Elst, 1999],
donde el sistema de referencia se asocia a un fluido cosmologico.

Esta equivalencia en la dinamica pero inequivalencia en la representaciéon de ambas
teorias permite demostrar teoremas en la GT que no pueden ser derivados en la RG.

4.3. Teoremas representativos

Habiendo establecido las diferencias seméanticas esenciales entre ambas teorias,
probamos a continuacién algunos teoremas representativos de la GT. Comencemos
por enunciar el principio de equivalencia en el marco de esta teoria:

5En cambio, la invarianza frente a difeomorfismos posee otro tipo de interpretacion, relacionada
con el caracter 'background independent’ de la teoria, ver [Rovelli, 2004]
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Teorema 3. (Principio de Equivalencia Fuerte) Dado una curva vy geodésica, siem-
pre existe un sistema de referencia de Fermi, coordenado sobre la curva, de manera
tal que:

| _ sk v
€a |7_ 0, Oueq

=0, Guw [= My *Fgﬁ |y = Kgﬁ =0, (4.22)

es decir, la torsion es cero sobre la curva. Todas las leyes de la fisica expresadas en
las coordenadas adaptadas a este sistema se reducen a sus contrapartes en el espacio
de Minkowski a primer orden.

Demostracion. Ver seccion 2.8.2 y ecuacion 2.76. O]

Existe una vasta literatura acerca del principio de equivalencia y distintas ver-
siones del mismo (ver por ejemplo [Prugovecki, 2013]). Es importante notar que (a)
el primer principio de equivalencia de Einstein [Schucking and Surowitz, 2015]| es-
tablece la equivalencia entre un observador estacionario en un campo gravitatorio
uniforme (sin efectos de marea) y un observador acelerado en Minkowski, (b) la
aceleracion con respecto a un espacio-tiempo dado es una cantidad absoluta ¢ y no
debe confundirse con el concepto newtoniano de aceleracion [Mashhoon, 1994] y (c)
la torsion esta identificada con las caracteristicas inerciales del SR mientras que la
curvatura representa en general el gradiente de aceleracion’. En resumen, a primer
orden y para sistemas inerciales la estructura infinitesimal de la GT (y RG) es la
misma que en Relatividad Especial. A segundo orden y para observadores acelerados,
apareceran efectos de curvatura e inerciales acoplados, i.e RG y Relatividad Espacial
comparten la misma estructura infinitesimal (via la Hipotesis de Localidad) pero no
la misma estructura local [Friedman, 2014]. Esto implica que uno no puede deducir
la invarianza de la teoria ante transformaciones locales de Lorentz a partir de el
principio de equivalencia solamente; este se obtiene como un teorema aparte de las
ecuaciones de campo (Corolario 1). Otra version del Principio de equivalencia fuerte
encontrada en la literatura hace referencia a la invarianza de todas las leyes cléasicas
de la fisica ante transformaciones de Lorentz locales; una extension del Corolario 1.

Veamos ahora como derivar la soluciéon de Schwarzschild en la GT:

Teorema 4. La solucion de vacio con simetria esférica y asimpdoticamente plana de
sistemas estacionarios con respecto a este espacio-tiempo estd dada por:

2 — ¥m 0 0 0
-1
eg = 0 \/1-2Gm/c3r 0 0
0 0 1/r 0
0 0 0 1/rsin@

5Es interesante la relacion entre el principio de equivalencia y el concepto de aceleraciéon con la
radiacion de particulas cargadas que da lugar a aparentes paradojas [Rohrlich, 2007]

"Recientemente, Schulking ha propuesto que la gravitaciéon es representada correctamente por
la torsién y no por la curvatura. Su argumento se basa en que las propiedades de un objeto en
un marco de referencia acelerado simulan un campo gravitatorio uniforme y por tanto también se
deberia considerar a estos sistemas como gravitatorios [Schucking and Surowitz, 2015]
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Demostracion. Si consideramos un espacio-tiempo con simetria esférica y estaciona-
rio, entonces tenemos cuatro vectores de Killings §&;, i.e L¢, g, = 0. De esa manera,
un espacio-tiempo estacionario y esféricamente simétrico tiene en general la métrica:

ds? = —eAdt® + eBdr® + r2df® + r*sin 0d¢?, (4.23)

donde A = A(r) y B = B(r). Notemos que la imposicion de esta simetria en la
métrica no determina las simetrias de la tétrada, ya que en general Lee? # 0. La
condicion mas general que se puede obtener para la tétrada ante la presencia de una
isometria [Chinea, 1988| es la relacion:

Le,ef = Xiap (4.24)

con X, una matriz perteneciente al algebra de Lie so(1, 3). Para construir una solu-
cion particular debemos imponer simetrias adicionales que contemplen la eleccién de
un SR particular. Consideremos observadores no rotantes (¢(;;) = 0) estacionarios
ei‘o) = (e4/2,0,0,0) en estas coordenadas, cuya representacién mas sencilla esta dada
por:

e~ A2 0 0 0
0 e B2 0 0
0 0 1/r 0
0 0 0 1/rsiné

o
el =

Utilicemos ahora esta tétrada para calcular las componentes no nulas de la torsion,
que estan dadas por:

1 ‘ 1 1
TO 01 = §A/€_B y T2 21 = T3 31 = —6_37 T3 32 - 2 o 0 (425>
r r2 sin
Con ello, el superpotencial se escribe como:
B /
t0 A+ 2
r r r
y el tensor t7: \
A +1
b0yt _y42_43_ ¢ BT
0T TR T TGt T
ct cot 0 ct cot 0
ty == =W+ B)—5 i =—ze (rA +2)—/—. (4.27)

Utilizando las ecuaciones de campo de la GT obtenemos las ecuaciones diferen-
ciales:

B (% - %) + % —0, (4.28)
=B (é/ - %) - %2 —0, (4.29)
2A" (% + A’) (A’ - B’) —0. (4.30)
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Las ecuaciones independientes de este sistema son (4.29) y (4.28), cuya solucién se
encuentra facilmente como:

eB=et=142, (4.31)
T

donde « es la constante de integracion que definimos en término de la masa a =
—2Gm/c?. Con ello, la solucién esta dada por:

cy/1—%m 0 0 0
el = 0 1/4/1-%2 0 0
0 /r 0

0 0 0 1/rsin@

y la métrica correspondiente por:

2
Gmdt

ds* = —/c2 dr? + 1*(d6* + sin 0*d¢?). (4.32)

V1- 2Gm/c r

]

Notemos que esta solucion presenta el siguiente comportamiento asimpoético para
r — ooy para M — 0:

c 0 0 0
01 0 0
00 0 1/rsiné

Vemos entonces que en el infinito, donde la métrica es aproximadamente min-
kowskiana, la solucién posee torsion distinto de cero. El SR elegido para resolver las
ecuaciones de campo es un sistema no holénomo en el infinito correspondiente a la
base esférica unitaria. Este ejemplo muestra, como vimos en la Seccion 2.8.3, que
la torsion tiene un cardcter muy diferente a la curvatura; en particular, es no nula
incluso en el espacio plano. Es un error entonces afirmar que la torsion reemplaza
a la curvatura para caracterizar la gravitacion. Esta tdltima puede ser determina-
da univocamente por cantidades ILL que permanecen invariantes ante cambios de
observador.

Ahora, estudiaremos la soluciéon para la dindmica de particulas de prueba en el
formalismo de torsion.

Teorema 5. (Principio de Fquivalencia Débil) Una particula de prueba neutra o

con una accion asociada S = —mc fI do sigue una trayectoria dada por
2 v v
dsxt ; dz¥ dx? _ K dx al:ch7 (4.33)
dr? Pdr dr Pdr dr

sequn un sistema de referencia Ke.
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Demostracion. Consideremos un sistema de referencia representado por e, y la te-
travelocidad de una particula dada por U = U,dz*. Como U* = dx"/do, donde o
es el tiempo propio, el desplazamiento do sobre el espacio-tiempo se puede escribir
como:

do = U,e,dz”, (4.34)

donde U, es la tetravelocidad proyectada (“medida”) sobre la tétrada (el SR). Con
ello, la accion de una particula libre esta dada por:

S = —mc/IUand:U“. (4.35)
Realizando la variacion z# — 2 + dz* y dado que 0U,e},dx" = 0, obtenemos:
5S = —me / (Uaéede“ + Uae;5<dx#)>. (4.36)

Teniendo en cuenta dey; = dpef.dz? y que d(dz) = d(dz"), integrando por partes
el segundo término:

4S = —mc/ (Ua(ﬁpeZ)édex“ - d(UM)ch“), (4.37)
con lo cual, dado que *T'; , = e; ey,
du, . v
08 = —mc/ <d_au =1, U,U )daém”‘. (4.38)

Considerando variaciones arbitrarias de dx* y do, junto con la invarianza de la
accion, se obtiene:

du, ,
d—aﬂ T UU” = 0. (4.39)
Usando la relacion 77, = 1) —I'7, obtenemos:
d?aH dx¥ dx? dx" dx”
e — =K’ —_—. 4.40
do? P do do P do do (4.40)
O

La ecuacion (4.40) se puede reescribir en términos de la derivada covariante de la
geometria de Weitzenbock como:

VUt = F*, (4.41)

donde F* := K} U"U” es un tensor de fuerza. Por otra parte, de la relacion 2.32
obtenemos la ecuacion geodésica de la geometria de Riemann:

VyU* = 0. (4.42)
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Ambas ecuaciones determinan la trayectoria z* (o) de la particula sobre el espacio-
tiempo: (4.41) es una ecuacion de fuerza sobre la geometria de Weitzenbock mientras
que (4.42) es una ecuacion geodésica. Por supuesto, esta trayectoria es independiente
del sistema K¢ elegido como se puede ver de la invarianza local de Lorentz de la
accion. Sin embargo, notemos que ninguno de los términos en la ecuacion (4.41) es
ILL. Por ello, al estar incluidos las caracteristicas propias del SR, el término F*
debe ser considerado como una pseudo-fuerza, e.g. puede ser distinta de cero incluso
en el espacio de Minkowski.

Por otra parte, una particula libre de interacciones siempre tiene aceleracion igual
a cero en el sentido de la ecuacion (4.42). Por ejemplo, la interaccion entre un campo
electromagnético y una carga provocara que esta se desvie de la geodésica y adquie-
ra una aceleraciéon absoluta dada por a* = %F #U,. La definicion de aceleracion
entonces debe ser dada en el contexto de la geometria de Riemann para que describa
auténticos cambios sobre el espacio-tiempo. Como mencionamos en la secciéon 2, la
aceleracion, dado un espacio-tiempo, tiene un caracter absoluto. Notar ademas que
la presencia de esta fuerza no viola el principio de equivalencia, ya que en un sistema
inercial de Fermi, donde tenemos torsién cero sobre la curva, tanto la conexién de
Weitzenbock como la contorsion son cero (ver Teorema 3). Localmente, la evolucion
de la velocidad vista desde el SR, U?, esta dada por la ecuacion:

due
— KeLUtUe = 0. (4.43)

Consideremos ahora la aproximaciéon newtoniana en la GT.

Teorema 6. Dado un espacio-tiempo estacionario y localizado, en el régimen de
campo débil y para un SR asimptdticamente inercial, la ecuacion dindmica (4.41) se
reduce a la ecuacion newtoniana.

Demostracion. Dada las condiciones de estacionalidad, localizacion y de campo débil
sobre la métrica, podemos escribir la tétrada como:

¢l =00+ B, |Bl <1, &Bl=0, (4.44)

es decir, la tétrada se puede separar una parte que representa un SR inercial en
coordenadas cartesianas y otra parte Bj; que representa la contribucion de la curva-
tura, sin dependencia temporal y débil. Consideremos ademas que la velocidad de
la particula es mucho menor que la velocidad de la luz, de manera que U? < U° en
el SR. Expresando la ecuaciéon de movimiento como:

dUp * TP nrrv P urrv
%—F F;U/U U :TMVU []7 (445)

y dado que *I'7, = 0, Bf, a primer orden en B}, obtenemos:

dUr
= 0” BooUU°. (4.46)



Capitulo 4. Analisis 47

Como aqui se tiene que U° = cdt/do, la ecuacion (4.46) queda como:

d*z? dt 2
d; - c2aPBOO<d—> (4.47)
Considerando 9°By, = 0, obtenemos para la componente temporal 20 := ¢t y
espacial respectivamente:
d?*t dv :
@ =0— d—,l; = 0283300. (448)
Identificando c¢Byy = ®, obtenemos finalmente:
d
d—‘t’ = -V. (4.49)
O

Esta es una manera més natural para conseguir la aproximacion Newtoniana que
en RG. Si consideramos un marco de referencia no inercial en el limite asimptoético,
es decir e! = A!+ B con A* la tétrada correspondiente a un sistema no inercial en
el espacio plano, entonces no podremos describir la evoluciéon del sistema como en
la ecuacion (4.49) debido a que no existen coordenadas (¢, x,y, z) que reepresenten
a un marco no inercial, debido a su anholonomidad. Consideremos finalmente la
ecuacion de conservacion que se deduce de las ecuaciones de campo.

Teorema 7. Dado un espacio-tiempo (M,g) y un SR K¢, la ecuacion de campo
implica una ecuacion de conservacion:

9, (\/—_gt“” + \/—_g@““> —0. (4.50)

Demostracion. Dada la antisimetria de Y = —¥%* derivando la ecuacién 3.2
con respecto a d, obtenemos trivialmente la ecuacion (7). [

A partir de 4.48 podemos obtener ciertas cargas conservadas P® interpretadas
como el cuadrimomento gravitatorio (ver Seccion 2.9.3 y Seccion 5). Estas cantidades
no pueden ser obtenida en el formalismo métrico de la RG. De hecho, la ecuacion 4.48
no es ILL. Esta libertad de gauge con respecto a la tétrada tiene su interpretacion
en la GT como la eleccion de un sistema de referencia especifico. La no invarianza
local de Lorentz en la definicién de la energia es entendida en este contexto como un
resultado natural ya que la energia es una propiedad que depende fuertemente del
sistema de referencia elegido. Podemos ver ahora el resultado fundamental de esta
secciébn como teorema.

Teorema 8. La G'T posee una capacidad representativa mayor que la RG; las teorias
no son completamente equivalentes.
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Demostracion. La inclusion del grupo de axiomas III provee a la tétrada, el objeto
dindmico de la teoria, de una carga semantica mayor que la métrica. A partir de estos
axiomas y la ecuacion de campo es posible deducir e interpretar leyes de conservacion
(Teorema 7) que no pueden ser obtenidas en RG. O

La GT no predice resultados diferentes a los de RG, como lo hacen las teorias que
modifican las ecuaciones de campo, e.g. teorias f(r), STVG, f(T'), etc. Sin embargo,
permite, en principio, representar ciertos aspectos del espacio-tiempo, como su ener-
gia y momento, que no pueden ser correctamente representados en RG. Notemos por
ultimo que la RG es una teoria perfectamente consistente sin la inclusion del forma-
lismo e interpretacion vierbein. La G'T cambia, no solo el formalismo, incluyendo la
tétrada y otra conexion, si no la interpretacion de estas cantidades.

4.3.1. Teorias teleparalelas alternativas

La Hipotesis de Localidad (Axioma 13) establece que los todos los observadores
estan relacionados punto a punto por una transformacion local de Lorentz. Junto
con las ecuaciones de campo (axioma 16), que poseen ILL, esto implica que existen
diversos observadores que poseen el mismo espacio-tiempo de fondo. Si se modifi-
can las ecuaciones dindmicas de manera que se pierda esta ILL, entonces diferentes
tétradas con la misma métrica proveen diferentes soluciones de la ecuaciéon de mo-
vimiento. Esto implica que la degeneraciéon de seis parametros que posee la tétrada
en GT, que fija el marco de referencia, desaparece y las ecuaciones determinan un
“sistema de referencia fundamental” a menos de un grupo de transformaciones de-
terminados por las simetrias de la teoria. De esta manera, la nocién de sistema de
referencia cambia radicalmente en esta situacion.

Entre este tipo de teorias, encontramos a la Gravedad No Local [Mashhoon, 2015],
que posee ecuaciones integro-diferenciables. Otro tipo de teoria no ILL son las lla-
madas f(T) (ver Apéndice B), ampliamente estudiadas en la altima década. Aunque
menos investigadas, también existen en la literatura teorias con acoples no minimos
a la torsion, teorias teleparalelas conformes y teorias teleparalelas generalizadas, que
rompen la simetria local de Lorentz [Cai et al., 2016].

4.4. Conclusiones

Resumamos las conclusiones mas importantes desarrolladas en este capitulo:

1 La RG es una teoria consistente formulada en la geometria de Riemann y que
describe propiedades “intrinsecas” del espacio-tiempo y su interaccion con la
materia.

2 La GT es una teoria consistente formulada en la geometria de Weitzenbock que
permite representar las caracteristicas del SR en un espacio-tiempo arbitrario.

3 A partir de la GT se puede recuperar las ecuaciones de Einstein y la descripciéon
del espacio-tiempo que presenta la RG.
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4 El objeto dinamico de la GT, la tétrada, contiene méas informacion que la
métrica ya que permite describir las caracteristicas de un determinado SR. En
particular, el tensor de torsién no es equivalente a la curvatura para describir
la interaccion gravitatoria debido a que no es ILL.

5 La incorporacion del SR permite describir propiedades relacionales (con res-
pecto a un SR) del espacio-tiempo como la energia gravitatoria utilizando las
ecuaciones de la GT. En particular, se obtienen un tensor de energia-impulso
definido a partir de las tétradas, bien comportado ante diffeomorfismos y que
cumple una ecuaciéon de conservacion. Esta ecuacion es una caracteristica pro-
pia de la GT y no puede ser deducida en RG. Conlcuimos que las teorfas no
son completamente equivalentes.
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Capitulo 5

Aplicaciones

5.1. Caracteristicas cinematicas asociadas a la geo-
metria teleparalela de Weitzenbock y energia
teleparalela

Los diferentes métodos desarrollados para calcular energias gravitatorias (cua-
si)locales necesitan de la eleccion de una condicién de contorno o gauge de algin
tipo ([Butcher et al., 2010], [Liu et al., 2011]). En el caso de las teorias teleparalelas
gravitatorias, esta condicion depende de la eleccion de la tétrada particular elegi-
da. En la interpretacion que hemos adoptado de la GT, las tétradas representan el
sistema de referencia fisico adoptado.

Si la energia gravitatoria depende del SR y esté esta representado por e,, el pri-
mer problema que debemos afrontar es obtener una caracterizacion completa del SR
para para poder interpretar las correspondientes expresiones de la energia. El pro-
ceso usual llevado a cabo en la literatura [Maluf et al., 2007b]| es elegir un tensor de
aceleracion ¢, que lleva informacion de las caracteristicas inerciales del sistema. Por
ejemplo, si queremos obtener la energia gravitatoria dada por un observador iner-
cial debemos en principio construir una tétrada que satisfaga ¢, = 0. Sin embargo,
mostraremos en esta seccion que a diferencia de lo afirmado en estos trabajos, el ten-
sor de aceleracion no caracteriza completamente al sistema, sino solo un un aspecto
parcial del mismo. En efecto, es posible construir diferentes congruencias Cy con
las mismas caracteristicas inerciales (mismo tensor de aceleracion) pero que difieren
en su cinemética. De esta manera, la eleccion de diferentes clases de congruencia
resultard en diferentes valores de energia gravitatoria. Mostraremos a continuacion
que la contorsion provee de la caracterizacion dindmica de la congruencia. En la tl-
tima seccion, presentamos un ejemplo del calculo de energias para tres observadores
distintos en la geometria de Reissner-Nordstrom.

5.1.1. Contorsién y congruencias

La caracterizacion cinematica completa de una congruencia Cy dada por un campo
de tétradas e,(p) con tetravelocidad U = ey puede realizarse observando como
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cambian las tétradas en cada una de las direcciones definidas por las mismas tétradas,
esto es:

Ve, = Wi, (5.1)

donde wg, es la conexion de spin de la geometria de Riemann, también llamado
coeficiente de rotacion de Ricci. Recordemos que esta expresion se puede escribir en
términos de la contorsiéon como:

e Ve, = Kyel, (5.2)
donde K}, = —wj. y K(a). = 0 para conservar la ortonormalidad de las tétradas

en cada punto. Podemos con esta féormula interpretar fisicamente las componentes
de la contorsion. Para ¢ = (0), tenemos

U"V,e; = Kg(o)ez = ¢§ez, (5.3)

donde ¢, es el tensor antisimétrico de aceleraciéon mencionado anteriormente; este
tensor determina como cambian las tétradas en la direcciéon tangente a la curva que
sigue un observador de la congruencia con tetravelocidad U*(7). Si consideramos
un solo observador, entonces el tensor de aceleracion caracteriza completamente al
marco de referencia. Sin embargo, si buscamos estudiar las propiedades de sistemas
extendidos, necesitamos establecer la caracterizacion extendida de una congruencia,
con lo cual debemos estudiar las componentes restantes de la contorsion. Si ¢ = (i)
y a = (0) es posible mostrar que:

y 0 0 b _ 0 () :
ey Ve = Ky, = Kijed = kgoed, (5.4)

donde £k, es el tensor cineméatico definido como

k';w =Wy — eul/a (55)

siendo w,, el conocido tensor de vorticidad y 6, el tensor de expansiéon. En término
de la contorsion, se pueden escribir como:

Wap = K (o)), Oab = K(0)[at) (5.6)

Si el tensor de vorticidad es cero, entonces via el teorema de Frobenius, existe una
familia de hipersuperfices espaciales ortogonales a la congruencia definida por e
([De Felice and Clarke, 1992|). En este caso, el enfoque 1+3 de threading que utiliza
marcos ortonormales es equivalente al enfoque 3-+1 de slicing que utiliza foliaciones
del espacio tiempo.

Finalmente, para a = (i) y ¢ = (j) tenemos:

v D (9)

ety Ve = Ky

Estas componentes puramente espaciales de la contorsiéon representan la rotaciéon
espacial entre las tétradas. Es importante remarcar que esta rotacion espacial es

b — 1.(9) (0 @
e, = ki eL) + K(z)(i)e/& . (5.7)
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diferente a lo usualmente denominado rotacion del sistema. Esto ultimo esté carac-
terizado por las componentes del tensor de aceleracion ¢ ;) = eijkw(k) y representa
la rotacion de la tétrada sobre la curva. Las componentes espaciales de la contorsion
suelen ser descompuestas como:
5 1 5
K)o = 2005 + €xsliniy) + S €issT (5.8)
donde a’ y n;; son las denominadas funciones espaciales de rotacion |Ellis and van Elst, 1999.

La intepretacion fisica de las componentes de la contorsion como la vorticidad, la
expansion y la aceleracion han sido ampliamente estudiadas en la literatura, ya que
muchas propiedades cinematicas dependen de estas cantidades. La caracterizacion de
las propiedades de objetos espacialmente extendidos o que cambian a través de una
hipersuperficie espacial depende también de las componentes de contorsion K ((;.;(k)
en la congruencia. Para entender estas componentes consideremos dos sistema de
referencia en el espacio de Minkowski dados por

1 0 0 0
eu(c o ¢) _ 0 COS(¢) sm(@) cos(G)TCf)s(qS) _csc(é))rsm(qb)
[K1)€q\& T U,y 0 sm(@) sm(gzﬁ) cos(@)rsm(¢>) cos(¢)csc(6)
0 cos(6) Smr(e) 0
1 0 O 0
01 0 0
n _
[K2}ea(taraea¢) - 0 0 1/7“ 0
0 0 0 1/rsind

El sistema K1 es un sistema inercial cartesiano escrito en coordenadas esféricas
(el (t,r,0,0) = 0%(t,x,y,z)) mientras que el sistema K2 corresponde a un siste-
ma ortonormal formado a partir de las coordenadas esféricas (recordemos que las
coordenadas esféricas no coonforman una base coordenada unitaria). Es facil ver
que estos SR poseen tensor de aceleraciéon identicamente nulo, i.e son sistemas de
congruencias inerciales. Sin embargo, las componentes espaciales de la contorsion
difieren: el sistema K1, al poseer torsiéon nula tiene (K}, ~ 0 mientras que para
el SR K2, tenemos las componentes no nulas de la contorsiéon dadas por:

kK@@ =1/ kaKewe =1/r, kK@) = cot(0)/r (5.9)

Esto indica que K2 representa un marco inercial que rota entre si espacialmente
(Figura 5.2) a diferencia del SR K1 (Figura 5.1), cuyos ejes espaciales se mantienen
paralelos entre si.

Y N B N

Figura 5.1: Representaciéon de los ejes es y e3 para ¢ = 0 y ¢ =constante en el sistema K1. El
punto rojo indica la direcciéon temporal dada por el eje eg. Notar que para distintos valores de
(r,0) los ejes se mantienen paralelos entre si
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L]

Figura 5.2: Representacion de los ejes e; v e3 para ¢ = 0 y t =constante en el sistema K2. El
punto rojo indica la direcciéon temporal dada por el eje eg. Notar que para distintos valores de
(r,0) los ejes estan rotados entre si

Esta rotacion espacial puede influir, por ejemplo, en la velocidad que registra el
sistema para una particula que atraviesa la congruencia [De Felice and Bini, 2010].

5.1.2. Propiedades generales de la energia teleparalela

La energia teleparalela, siendo la propiedad de un sistema extendido estaréd de-
terminada por el espacio-tiempo y las caracteristicas cinematicas (codificadas en
el tensor de contorsion) de la tétrada. A diferencia de otros métodos métricos para
tratar la energia gravitatoria, la energia teleparalela sufre de un nivel alto de degene-
racion debido a la libertad para elegir el SR, que dificultan el analisis y la obtencién
de propiedades generales. Nuestra intenciéon en esta secciéon es mostrar algunos re-
sultados que ayuden a la caracterizacion sistematica de la propiedades, globales y
locales, de la energia teleparalelas. Comencemos por enunciar algunos teoremas que
relacionan la energia teleparalela en limite de interés.

Teorema 9. Consideremos un espacio-tiempo estacionario asimptoticamente plano

y un SR que es cartesiano en el infinito:

el = B0+ ShE(L/) (5.10)

La energia teleparalela se reduce para este marco a la energia ADM:
F = 4/{/ BZ(O)OidSZ' = 4/1/ <8zhzk — 8}€h“) dSy =: Eapuys (511)
OD—0 0D—o0

Demostracion. Las componentes del superpotencial para la energia total pueden ser
escritas facilmente como:

S0 = eaeh(0™ + 8oy T" = 6oy T, (5.12)

En el limite asimpotico que estamos considerando nos quedamos al primer orden
en las tétradas, obteniendo:
0; 0; .
E(O)Z = (;5 v ‘I‘ TZ, (513)
donde ya no distinguimos entre indices hélonomos e indices de Lorentz y usamos
que 67,05 = 0. Como ¢ = K% y T* = — K% = — K% — K", tenemos que:

Py = 4 / eXO%qS; = 4x / T%dS;. (5.14)
OD—o0 0D—00
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De la definicién de torsion, tenemos finalmente:

E=—Pg =2k / (9khni — Oihaa) dSi = Eapr. (5.15)
0D—0o0
O

Notar que hemos usado h¥ = hy, que en este caso representa la métrica tri-
dimensional sobre la hipersuperficie espacial 0D. La masa ADM ha sido amplia-
mente estudiada (ver [Jaramillo and Gourgoulhon, 2009]) y posee numerosas apli-
caciones y propiedades deseables. Considerando un espacio-tiempo asimpdéticamente
plano, si la tétrada no satisface el limite (5.10), entonces la torsiéon sera, en gene-
ral, distinta de cero en este régimen. Esto puede inducir a resultados no fisicos o
divergentes para la energia total del £7. Un ejemplo sencillo de esto lo podemos
encontrar para el espacio-tiempo de Scharwzchild con la elecciéon del sistema esta-
cionario e# =diag(1/a(r), a(r),1/r,1/rsin(0)). Esta tétrada se reduce en el infinito
a et =diag(1,1,1/r,1/rsin(f)), i.e. un sistema de referencia inercial pero espacial-
mente rotado (ver Figura 5.3 y discusion anterior). La energia teleparalela para una
esfera de radio R esta dada por:

E'(R) = —a(R) R (5.16)

que diverge como E'(R) ~ M — R para R — oco. Es decir, tenemos una contribucion
— R a la energia proveniente de la rotacion espacial de los sistemas. Ante la presencia
de estas divergencias y resultados fisicamente inaceptables se han propuestos varios
métodos de regularizacion. En [Maluf et al., 2007a| se ha presentado una regulariza-
cion que consiste en restar a la energia total una ’energia de fondo’ dada por el valor
que esta energia toma al tender los pardmetros fisicos a cero en la tétrada. De esa
manera, si definimos E¥ := e|,_,o donde « es un conjunto de parametros fisicos, la
energia regularizada queda definida por:

Pe .= P%(et) — PU(EW) (5.17)

reg *

Este método, sin embargo, (a) no es consistente para espacio-tiempos cuyos para-
metros fisicos no tengan un limite trivial al espacio de Minkowski, e.g, en escenarios
cosmologicos, (b) no entrega el resultado esperado cuando buscamos energias gravi-
tatorias para observadores no inerciales en el infinito, por ejemplo, cuando queremos
obtener la energia gravitatoria de un sistema acelerado [Maluf, 2005]. Otros métodos
propuestos en [Kr§sak and Pereira, 2015 y [Lucas et al., 2009] consisten en la intro-
duccién de una conexion de Lorentz, determinada por el limite o — 0 que regulariza
"localmente’ la torsién, o por otros procedimientos. Este proceso sufre de los mismos
problemas mencionados anteriormente, perdiendo ademas el significado fisico de la
energia y su relacion con el sistema de referencia ya que estas nuevas cantidades son
ahora ILL por la introduccion de la conexion. El problema de la interpretacion de los
infinitos que ocurren en los célculos de energia teleparalelas es, en nuestra opinion,
un problema que necesita méas investigacion; todavia no se ha formulado un criterio
para la eleccion de SR fisicamente aceptables en el calculo de energia teleparalelas,
como los que se pueden encontrar en las formulaciones covariante hamiltonianas de
energias cuasilocales [Liu et al., 2011] o en [McGrath et al., 2012].
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Simetria esférica y limite gravitoelectromagnético

Existe otra conexién importante dada para la energia teleparalela; si el espacio-
tiempo tiene simetria esférica, existe un sistema de referencia estatico cuasi-cartesiano
cuya energia cuasi-local es la de Brown-York.

Teorema 10. Considérese un espacio-tiempo esféricamente simétrico con métrica
dada por:
ds* = —a(r,t)dt* + B(r,t)dr* + r*dQ? (5.18)

Construyendo un SR estacionario en estas coordenadas como:

1/y/af(r,t) 0 0
0 1/+/B(r, t) cos(¢) sin(h) <sl)cos(@) —CSC(G)S n(¢)
et = r
a 0 1/\/?5111 sm ¢ cos(@) n(¢) cos(d)lcsc(@) )
)

0

0 1/+/B(r,t) cos(d (

la energia teleparalela en una esfera espacial de radio R es, a tiempo t, la energia
de Brown-York:

E(R) = R(1 - (5.19)

1
B(R, t>>'

Demostracion. La energia total en una esfera de radio R puede escribirse como

E =4k / eXOgS, — 4k / eX 008, = 4k / eX O q0d e, (5.20)
oS oS oS

con lo cual, solo debemos computar la componente radial del superpotencial. Después
de manipulaciones algebraicas encontramos que (0% = (1—4) /r, con lo cual, siendo
e = r’sin(f):

1
E(R) = R<1 - —> = Epy. (5.21)
B(R,1)
donde usamos unidades geométricas k = 1/167. ]

La energia de Brown-York es obtenida a partir de las ecuaciones de Hamilton-
Jacobi para RG y ha sido analizada en varias situaciones de interés. Ademas, vemos
que si f(R,t) < 1 entonces podemos expandir la expresion para la energia (5.21)
resultando:

E(R) = - (1-B(R,t)) = Eus (5.22)

i.e., la masa de Misner-Sharp. La masa de Misner-Sharp, que puede encontrarse como
caso particular de la energia de Hawking-Hayward, tiene numerosas propiedades
deseables (ver [Hayward, 1996]) y es usualmente utilizada en cosmologia, debido a
que esta bien definida incluso si el espacio-tiempo no es asimptéticamente plano.
Veamos finalmente como es la forma de la energia teleparalela en un regiéon peque-
na del espacio-tiempo. Consideremos una regiéon D alrededor de un punto p € v de
una curva 7y geodésica. Ahora construyamos una congruencia de Fermi alrededor de
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esta curva (ver Seccion 2.8.3). Para ello, consideremos coordenadas de Fermi {7, X'}
de manera que la métrica se puede escribir como:

Guv = Nuw + h',uV(X)v (523)

donde hgg := =29, hy; := —A; y hij == —X,;;, estando relacionadas estas cantidades
con los potenciales gravitoelectromagnéticos [Bini and Mashhoon, 2015| dados por:

1
9

~ S 1~ . 1~
Roio; (T)X' X7, A; = g1«202-jk(T))(ﬂ)(’€, Y = 61-2ijkl(T)X’le (5.24)

d

Construimos ahora un sistema de referencia estacionario en estas coordenadas. En
término de las cantidades definidas en (5.24), podemos expresar la tétrada, a primer
orden en la curvatura, como:

el = ot — Yt (5.25)
donde tenemos la matriz:
d 0 0 0
[’QZ)M] _ 2./4.1 —211 0 0
a 245 2¥4, —Yo9 0
241 2¥3  2Y93 —Xa3

Podemos utilizar la aproximacion a primer orden en las tétradas (a primer orden
en la curvatura) realizada en el Teorema 7 para una region suficientemente pequena.
La energia teleparalela esta dada entonces por:

E =4k / ex00igS, = 4 / (aizik - akzii> dSy (5.26)
0D—0 0D—0

Notemos que esté expresion relaciona directamente las componentes (proyectadas)
de la curvatura de Riemann con la energia teleparalela. Esto es posible ya que
el sistema de referencia de Fermi permite construir tétradas cuyas componentes
cinematicas (dadas por la contorsion) estan dadas en términos de la curvatura de
Riemann. Un sistema de referencia arbitrario adaptado a una curva geodésica no
tendra en general esta propiedad; ain mas, la torsiéon sobre la curva en el sistema
de Fermi es cero, como mostramos en la seccion 2.8.4, lo cual no es cierto para
cualquier otra congruencia inercial. La relaciéon entre la energia teleparalela y el
régimen gravitoelectromagnético merece una investigaciéon més profunda.

Propiedades locales del tensor energia-impulso teleparalelo

La GT admite una auténtica definicién tensorial, y no pseudetensorial, para el
tensor de energia-impulso del espacio-tiempo. La interpretacion local de este tensor,
sin embargo, ha sido poco explorado en la literatura (ver sin embargo, [Itin, 2002]).
Dado el lagrangiano de primer orden de la G'T, la corriente teleparalela queda defi-
nida como:

= /{<4ECbMTCba - efﬂr>, (5.27)



5.1. Caracteristicas cinematicas asociadas a la geometria teleparalela de
58 Weitzenbock y energia teleparalela

con la cual se define el tensor de energia-impulso
th = elth . (5.28)

El tensor, como ya hemos mencionado, no es invariante ante transformaciones
locales de Lorentz y tiene traza nula. Esto implica inmediatamente que el compor-
tamiento local de este tensor esté fuerte determinado por la tétrada elegida en la geo-
metria de Weitzenbock. Notar la diferencia fundamental con el tensor de energia im-
pulso de la materia que aparece en las ecuaciones de campo de la GT, ©@% = e20O"",
que transforma covariantemente ante difeomorfismos y transformaciones locales de
Lorentz. A diferencia del espacio-tiempo, la presencia local de energia-impulso de la
materia es invariante para cualquier observador. En efecto, este hecho esta asociado
al principio de equivalencia: la presencia local de energia gravitatoria depende tanto
de la curvatura y del SR en ese punto.

Para ver esto, consideremos primero un sistema de referencia de Fermi geodésico
de manera que sobre la curva de referencia v tengamos:

euly =0y, Oueqly =0. (5.29)

Sobre la curva tenemos entonces t# |, = 0, es decir, punto a punto la densidad de
energfa gravitatoria es cero para un observador geodésico de Fermi !. Las ecuaciones
de campo teleparalela dadas por (2.54), a diferencia de las ecuaciones de Einstein
estan naturalmente separadas en una parte de orden O(X?) en coordenadas de Fermi
dada por el tensor t* y una parte O(X) dada por el superpotencial ¥??. De esta
manera, sobre la curva, toman la forma:

1
Oy (eX"7)|, = ﬂe@““lw. (5.30)
De esta ecuacion es posible, a partir de (5.24), ver que la densidad de energia
O% de la materia esta relacionada localmente con la curvatura de Riemann sobre la
curva como:

@00 = R2323 (T) + R3434(T) + R2424<T). (531)
Atn mas, la ley de conservacién local sobre la curva queda expresada como:
0,0, =0, (5.32)

en esta aproximacion y en este marco, un sistema material no pierda ni gana energia.
A segundo orden en el sistema de Fermi y en vacio, es posible ver que el tensor de
energia impulso se reduce al tensor de Bel-Robinson:

1 o
t ~ ZB’ZU.X X7 (5.33)

donde )
Baguw = Roxuo B3\ + Raxva R3] — 3 9o R Roous. (5.34)

!Notemos que este sistema no conforma una congruencia geodésica, solo la curva 7 de referencia
es geodésica, mientras que las deméas curvas de las congruencia de Fermi poseen una aceleracion
determinada exclusivamente por la curvatura [Mashhoon, 2015]
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Para obtener este resultado, los autores en [So and Nester, 2009| utilizan una
expresion en término de n-formas para al tensor de energia impulso gravitatorio
y adoptan un sistema de Fermi. Es posible encontrar esta misma expresion en el
formalismo tensorial pero la prueba es més extensa. Esta propiedad del tensor de
energia-impulso es muy conveniente debido a que existen numerosas aplicaciones y
caracteristicas estudiadas para el tensor de Bel-Robinson.

La eleccién de una congruencia geodésica, pero no coordenada como la de Fermi,
resultard en un tensor de energia-impulso gravitatorio no nulo sobre una geodésica
de la congruencia. Para ver esto con més detalle, consideremos otra congruencia en
caida libre radialmente dada por

a(r) —6(r) 0 0
p a(r)B(r) cos(¢) sin() cos(¢) sin(6) Cos(g):os((b) - CSC(H)TSin((b)
€ (t, T, 9, gb) = oz(r)ﬂ(?“) sm( ) SlIl(gb) SlH(@) SID(QZS) cos(@):in(d)) cos(qﬁ)Tcsc(B)
a(r)B(r) cos(6) cos(f) — a6 0

r

con oz(?") = o Y B(r) = \/2M/r. Las caracteristicas cineméaticas de esta con-
gruencia pueden obtenerse de las tinicas componentes no nulas de la contorsién dadas
por:

M 2M 2M
Eoom =153 Koeo=-\ 35 Kooeo=-\—5  (537)

Notemos que no hay desviaciéon espacial de las tétradas ni vorticidad, solo con-
traccion dada por 6, = Ko, que indica que las congruencias convergen a la
singularidad. Esta congruencia resulta en un tensor de energia-impulso simétrico
dado por:

M2 (M)3/2
_27”"2(*21;4/;?")2 _2\/§7r(2M77‘)r 0 0
v o__ (T) M
= _2\/§7r(2M7r)r T 4mr3 0 0 )
0 0 0
0 0 0o M

87rd
no nulo sobre una geodésica radial.?.

El tensor de energia-impulso tiene codificado informacion local sobre la eleccion
global de la congruencia. Mostramos asi una caracteristica general de la torsiéon que
se traslada al tensor de energia-impulso teleparalelo: la torsion esté determinada por
las caracteristicas globales de la congruencia, dada por la tétrada, que establece un
sentido de paralelismo absoluto en la variedad 2. Asi, podemos tener valores diferen-
tes de la torsion sobre una misma curva con las mismas caracteristicas cineméaticas.

2Sin embargo, la energia contenida en una esfera de radio R medida por este observador es
idénticamente cero [Maluf et al., 2007b]. Esto muestra que esta congruencia de observadores sobre
una esfera tipo espacio de radio R no detecta la masa del agujero negro.

3Operacionalmente, si recordamos lo expuesto en la seccion, esto implica que los paralelogramos
infinitesimales en el sistema de Fermi son cerrados, mientras que en una curva geodésica con torsion
distinto de cero podemos tener deficiencias en la clausura del paralelogramo.
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En otras palabras, pese a que el tensor esta bien definido localemente, depende de
la eleccion global de la tétrada al no ser un escalar local de Lorentz. A continuacion,
exploraremos el comportamiento de este tensor para una geometria particular.

Por tltimo, mencionemos que para ondas gravitacionales planas, el tensor de
energia-impulso teleparalelo es nulo [Obukhov et al., 2009], [da Rocha-Neto and Maluf, 2014],
como lo es para la aproximacion lineal [Aldrovandi et al., 2010|. Para el caso no li-
neal, el tensor de energia-impulso todavia no ha sido estudiado.

5.2. Analisis energético de la geometria de Reissner-
Nordstrom

En los ultimos anos, la expresién de energia teleparalela ha sido ampliamente
utilizada en varios escenarios [Maluf, 2013| de manera exitosa. En general, todas las
investigaciones con energias quasilocales tratan con la energia total del sistema, dada
por la integracion sobre una hipersuperficie espacial del superpotencial X (03‘ . En esta
seccion, evaluaremos por separado la contribucion de energia del espacio tiempo y
la materia para el caso sencillo de un agujero negro de Reissner-Nordstrom (RN),
donde tenemos la presencia del campo electromagnético, para diferentes sistemas de
referencia. La métrica de una distribucién de masa cargada esféricamente simétrica
esta dada, afuera de la fuente, por la métrica de RN:

1
2 2 2 2, .2
ds* = —a*(r)dt” + oﬂ(r)dr + r2dSQ, (5.36)

con a(r) :=4/1— 2M + Q en unidades geométricas. La métrica posee dos hori-

zontes dados por ry = M j: M? — Q?, siendo r; un horizonte de eventos y r_ un
horizonte de Cauchy.
Sistema de referencia estacionario

Consideremos una congruencia de sistemas de referencia estacionarios, en estas
coordenadas, dada por:

O‘(T)_l 0 0 0
el — 0 ( ) Cos(¢) Sin(@) cos(#) cos(o) _csc(@):1n;¢)
’ 0 ( )Sln( )Sin(¢) cos(8 ) n(¢) COS(¢)TCSC( )

0 a(r) cos(f) (9) 0

Este observador posee aceleracion en la direccion radial dada por:

B —Q?+ Mr

Bam) " (5.37)

donde T := (cos(¢) sin(f), sin(¢) sin(6), cos(d)), necesaria para que el sistema se man-
tenga en el régimen estacionario. Por otra parte, es posible ver que el sistema no
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posee rotacion, i.e. ¢g;;) = 0. La energfa total en una esfera espacial de radio R se
puede calcular utilizando el superpotencial £(% = (1=2 0,0) como:

PO — 4, / O (2O /=) dPa. (5.38)

Como el superpotencial no esté bien definido en r = 0, para utilizar el teorema de
Gauss debemos encerrar a la singularidad con una esfera de radio € < r_ y después
tomar el limite € — 0, de esa manera:

PO =t § ((SO0(R)-S0 () y=7) S, = 16 § (£ (R) - (0) v =g,
(5.39)

con lo cual se obtiene:

Tomando el limite, la energia total estd dada por:
PO = R(1-a(R)) +|Ql.

expresion que ha sido obtenida en [Maluf et al., 2012| y en [Lundgren et al., 2007
a menos de la constante (), proveniente de la singularidad del superpotencial *.
Es facil ver también que el momento espacial total es cero, P%) = 0. En el limite
asimp6tico r — oo recuperamos PO (r — oo0) = M +|Q), i.e. observadores inerciales

estacionarios en el infinito registran que el agujero negro posee masa total igual a
M +|@Q|. A segundo orden:

M2 Q2
0) — - _ X -3
PO =M +[Q|+ 55 — 55 + OB, (5.40)

donde tenemos contribuciones similares de la carga y la masa. En la Figura 5.3 y 5.4
mostramos como varia la energia total contenida en una esfera R para las regiones
r<r_yr>r,.

4Si la definicion de momento esta dada directamente por la integral de flujo como en el caso de
la energia de Brown-Yorm, entonces no tenemos la contribucion de la constante y obtenemos una
energfa negativa en la singularidad dada por —|Q)|. Para la energia teleparalela, la integral de flujo
se obtiene luego de aplicar el teorema de Gauss
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Figura 5.3: Energia total para un sistema de referencia estacionario en la geometria de Reissner-
Nordstrém en la regiéon r < r_ para Q = 0,5M.
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Figura 5.4: Energia total para un sistema de referencia estacionario en la geometria de Reissner-
Nordstrém en la region r > r para Q = 0,5M.

El decaimiento en la energia para R grande muestra que en la region (R, 00), con
R > r, tenemos una contribucién de energia negativa. La energia neta sin embargo
es positiva. De hecho, existe una prueba positividad para la energia total tipo Brown-
York encerrada en una superficie [Liu and Yau, 2003]. Por otra parte, notemos que la
energia (5.2) no esta definida en la region r_ < r < r, ya que en esta region la tétrada
no esté bien definida debido a que no pueden existir observadores estacionarios (la
coordenada r es tipo tiempo en esta region). Para la region interior volvemos a tener
observadores estacionarios (la coordenada vuelve a ser tipo espacio). En este caso,
la energia encerrada es positiva y cero en el origen, resultando P (0) = 0.

Ahora nos ocuparemos de estudiar cual es la contribucion del espacio-tiempo y
del campo electromagnético a esta energia total. Para ello, tenemos que estudiar
las expresiones de los tensores de energia impulso de ambos sistemas. El tensor de
energia impulso del campo electromagnético inmerso en esta geometria estd dado
por:
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2

8mrria(r)? 0 0 0
0 -2 g 0
oM = 8mrd 0 (5.41)
0 0 8mrb 0
2CSC 2
0 0 0 o)

Para calcular el tensor de energia impulso del campo gravitatorio, utilizamos la
definicion (5.27), y luego de operaciones algebraicas llegamos a la expresion simétri-
ca:

—a(r))?
—tmtac 0 0 0
) 0 o(r) 0 0
a(r) 8mro
0 0 0 (a(r)—1) (—Q?+Mr) csc(6)?

a(r) 8mro

donde definimos o(r) := —r?Q*a(r)? — 2(1 — a(r))r* + M (-2 + «a(r)). Notemos que

en el limite asimptotico, ambos tensores se comportan de la misma manera con un
cambio de signo:

8mrs 8mrd

1 . Q? 2 Q*

0 = - 0 ~ - (5.44)

Este comportamiento similar de ambos tensores de energia-impulso esté en acuer-

do con el régimen gravitoelectromagnético de las ecuaciones de Einstein en campo

débil [Costa and Natario, 2014]. Nos proponemos ahora calcular la contribucion a la

energia total de cada uno de los sistemas. A diferencia de la energia total, que esté

determinada sobre una superficie de dos dimensiones, la energia de cada uno de los

sistemas esté dada por la integral de la densidad sobre una hipersuperficie espacial,

en este caso, la hipersuperficie con t = cte. La enegia del campo eletromagnético

proyectada sobre este SR esta dada por:

(5.43)

PY = / drdfdg/—go°®) = / drdfdg/=g—i—— r4 ( 1 (5.45)

Q r r=R
=5 los [Mr —QQ+ Ta(r))}

r=0

Py = / drdfdg/—gt"©® = / drdfdg/—g-————1 (1= a(r)) (5.46)

&rr2a(r)
= R(l —a(R >) +lel- log [Mr — Q(gz + roc(r))] j

para el campo electromagnético y el espacio-tiempo respectivamente. Notemos que
de la ecuacion (5.39), P = Pg(OT) + P,E;%\)J. Sin embargo, ambas expresiones tienen
problemas de autoenergias en el origen, resultado esperado para particulas cargadas
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[Rohrlich, 2007]. Pese a que ambas energias divergen en R = 0, estas divergencias
son compensadas en la energia total, resultado que ya ha sido comentado en la Ref.
[Lundgren et al., 2007| para la energia de Brown-York. Es interesante calcular con
estas expresiones la energia contenida en la region (R, 00) (Ver Figura 5.5 ), dada
por:

E(R,00)sT = —R(l—a(R)) +%log [Mr — Q(Cg —1—7’04(7”))} —%Qlog(M—Q)—{—M,
(5.47)
E(R,00)pm = —% log [Mr — Q<£2 n ra(r))} + %Qlog(M - Q). (5.48)

L, . . L. ~ Q2 ~ M?2
En los limites asimptoticos tenemos E(R,00)py = %y E(R,00)eT = — 5~ para
R — 00. Como esperdabamos, la contribucion de la energia electroestatica es igual que
en el espacio-tiempo plano para este limite. Por otra parte, vemos que la contribucion
de energia negativa que comentamos anteriormente esta dada efectivamente por el

campo gravitatorio.

0.1F 4
\ Energia Electroestatica
0.0F 4
;g —0.1F
@ Energia Gravitatoria
0
-0.2+
-0.3F
-04} ,

Figura 5.5: Energfa total contenida en la region (R, o00) para M =1y Q = 0,5M

La energia del campo electromagnético y del espacio tiempo encerrado en una
region R, regularizando la divergencia en el origen se puede ver en la Figura 5.6.
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25F

20k Energia Total |
R
o 15F Energia Gravitatoria -
2
L

1.0+

0.5+

Energia Electroestatica
0.0F

2 3 4 5 6
r

Figura 5.6: Energia total, gravitatoria y electroestatica encerrada en una esfera de radio r para
M=1yQ=05M

Este tipo de divergencias podrian evitarse considerando espacios-tiempo con una
distribucion finita de carga y masa [Herrera and Varela, 1996].

Sistema de referencia acelerado.

Construyamos ahora un SR que esta uniformemente acelerado en la direccion e;
en el infinito. Esto significa que en el limite asimptotico, r — oo, el sistema de
referencia adopta la tétrada, en coordenadas cartesianas dada por:

¥ By 00
00

eq(t,x,y,2) = Bg g 1 0 (5.49)
0 0 01

donde v := \/#W y B(t) la velocidad del sistema, que en este caso depende

del tiempo. La tétrada es el resultado de aplicar una transformacién de Lorentz
local Af,(t) dependiente del tiempo a la tétrada inercial cartesiana 6. Un sistema
de referencia adaptado a esta tétrada para el espacio de RN puede escribirse, en
coordenadas esféricas, como:

alr) ™y yBa(r) cos(g)sin(6) LG et

r

18a(r)8 alr)cos(@)sin(p)  ASEOEHEL _eslnio)

€ = x T
' 0 a(r) sm(@) Sln(¢) cos(9):1n(¢) Cos(qﬁzncsc(e)
0 a(r) cos(6) _ Smr((’) 0

Notemos que ahora el sistema tiene una aceleracién que podemos escribir como:
—Q*+ Mr 3B (t)
+ ;
r3a(r) a(r)

+ 62’}’2 sin(¢) sin(6) o'+ M:3Z(7;,2>(1 —alr) )

aV = ~ cos(¢) sin(h) (5.50)

—Q? + Mr
r3a(r)

a® = ~4%sin(¢) sin(h)
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—Q?+ Mr —Q*+2Mr —r*(1 — a(r))

r3a(r) r3a(r) ’
y una rotacion adicional inducida por el movimiento en el eje e;. Ahora, repita-
mos el analisis para este sistema de referencia Considerando de nuevo la parte del
superpotencial con componentes X(9% obtenemos para la energia total:

P =y(R(1 - a(R)) +Ql), (5.51)

1)0i

3) + %% cos(f)

a® = ~2 cos(h)

A diferencia del caso estacionario anterior, la componente del superpotencial 3¢
es no nula, con lo cual, obtenemos un impulso dado por:

PW = —B(t)yR(1 — a(R)). (5.52)

En el limite asimpoético, el tetraimpulso total es analogo al de una particula de
masa M + |@| que se mueve en la direccion x con velocidad negativa:

PO =y(M+1Ql), PY~—y8(M+|Q|). (5.53)

Estas formas asimpoticas para el tetraimpulso fueron encontradas primero por [Maluf, 2005]
para un espacio-tiempo de Schwarzschild. Las expresiones encontradas aqui ((5.51))

son, sin embargo, exactas. El tensor de energia impulso del espacio-tiempo adquiere

en este caso una forma no simétrica més complicada. En el limite asimpoético, el méas

bajo orden estéa dado por la componente:

22 _ M
A7rr?

cos(¢) sin(0)y*B'(t). (5.54)

A diferencia de (5.42), el orden mas bajo del tensor de energia-impulso es aho-
ra O(r=2), inducida por la aceleracién del sistema. Notemos que esta densidad de
momento tiene un maximo en la direccion x. La ley de conservacion de la gravedad
teleparalela (ver Seccion 2.9) muestra que, debido a la dependencia temporal de ~y
tendremos un flujo del campo electromagnético y del espacio-tiempo como:

(0)
B = RO - a(R)38 (1) =~ — B0, (5.59)

Para calcular cada uno de estos flujos sobre la superficie de una esfera de radio
R, debemos integrar las componente ©©? y t(02  Para el campo electromagnético
obtenemos:

B0 = § 002 y=gdsids - ]4

(r)yB(t) cos(d) sin(e))r2 sin(0)dode = 0,
(5.56)
y para el espacio-tiempo:

@é(;_j{ 02, /=4dfd¢ = (5.57)

- cos(¢) sin(0) . / VB() ,
_ 7{ (Tf('r’) +29(1 = a8 (0)) L2 sin(0)dods,
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donde £(r) = 2Mr —2r2 +a(r)(2r? — Q?). Integrando este tltimo termino obtenemos
finalmente

) = —R(1— a(R)B7*8 (1), (5.58)
como debia ser por la ley de conservacion (5.55). Vemos asi que este flujo neto de
energia tiene solo contribucién gravitatoria. La aparicion de este flujo de energia
surge debido a que las componentes de la curvatura R.pq = Ry po€heyefed medidas
por el observador acelerado e, dependen del parametro temporal ¢. Recordemos que
esta dependencia surge exclusivamente por la caracteristicas del observador ya que
el espacio tiempo es estacionario, i.e. las componentes holénomas de la curvatura
son independientes del tiempo. Es interesante comparar este flujo dependiente del
observador con los flujos de energia en espacio-tiempos de radiacion.

Sistema de referencia geodésico.

Por tltimo, consideremos un observador geodésico inmerso en la geometria de RN.
Para su construccion, consideremosx primero que la tetravelocidad de un observador
en caida libre radialmente esta dada por e’(‘o) = (a(r)™2?,—v1—0a2,0,0). Luego,
podemos formar la congruencia a partir de una tétrada dada por:

a(r)—2 —/1—a(r)? 0 0
V1 —a(r)2a(r) 2 cos(¢)sin(d) cos(¢)sin(6) COS(G)TCOS(@ - CSC(G):in(‘b)
1 — a(r)2a(r)~?sin(f) sin(¢)  sin()sin(¢) COS(Q):in(d)) COS(‘ZS):SC(Q)
1 —a(r)2a(r)=2cos(f) cos(f) _sin9) 0

T

[
€y —

La energia total en una esfera de radio R se puede calcular como en los casos
anteriores a partir del superpotencial. Como la componente 2(D% = 0 vemos que
la energia total es idénticamente cero para un observador en caida libre, P = 0.
Las componentes del superpotencial que determinan el momento espacial total se
pueden escribir como X992 = —@ I;, con lo cual:

P = j{a(r)r sin(#)dfde = 0, (5.59)

sobre una esfera. Computando los tensores de energia impulso es posible ver que
las energias del campo gravitatorio y del campo electromagnético son no nulas y
opuestas:

) Q" r—M

Y = /ar—onrro " Jar—oor o

Este resultado ha sido encontrado por [Maluf et al., 2007b] para un agujero ne-
gro de Schwarzschild. Para ese caso, siendo la soluciéon de vacio, la energia total es
igual a la energia del espacio-tiempo. Para RN, para un observador en caida libre,
la energia gravitatoria compensa la energia electromagnética. A diferencia del ca-
so estacionario, la congruencia esta bien definida para todo r, incluso dentro del
horizonte.

y=—P%  (5.60)
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Hemos calculado la energia teleparalela de un espacio-tiempo de Reissner-Nordstrom
para tres observadores: estacionario, acelerado y en caida libre. Para cada uno de
ellos, obtuvimos una expresion para el tetraimpulso total de los campos (gravitato-
rio-+electromagnético) que es consistente con lo esperado y los limites asimptoticos.
Luego, hemos presentado la forma del tensor de energia-impulso del campo gravi-
tatorio para estos tres casos y con ello, hemos calculado la contribucién de cada
uno de los campos a la energia total. En el caso del observador acelerado hemos
calculado el flujo de energia en una esfera de radio R alrededor de la singularidad y
la hemos asociado a la dependencia temporal de la curvatura medida por esta con-
gruencia. Estos ejemplos proveen la base para utilizar estas leyes de conservacion en
situaciones de mayor interés que involucren espacios-tiempo dindmicos, por ejemplo,
un agujero negro de RN acelerado |Griffiths and Podolsky, 2009] o inestabilidades
asociadas a la extraccion de energia gravitatoria.
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Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo ha sido analizar si existe una equivalencia
total entre la Gravedad de Torsion y la Relatividad General. Para ello, hemos cons-
truido una formulaciéon axioméatica rigurosa de ambas teorias donde se explicita la
interpretacion fisica de ambas. Hemos encontrado que el objeto dindmico de la GT,
la tétrada, tiene un contenido semantico mayor que la métrica (el objeto dinamico
de la RG), ya que es posible asociar a la tétrada la representacion de un sistema
de referencia. A partir de ello, hemos demostrado primero la equivalencia entre las
ecuaciones de campo y las ecuaciones dindmicas de particulas, para luego mostrar
teoremas especificos de la GT. Concluimos:

= Todos los axiomas de la RG se pueden obtener a partir de la GT.

= La interpretacion adoptada para la tétrada y las ecuaciones de campo de la
GT permiten deducir una ley de conservaciéon que no es posible obtener con
la formulaciéon métrica de la RG.

Una consecuencia importante de esto es que la formulaciéon teleparalela de la gra-
vitacion provee una nociéon de energia gravitatoria covariante global de Lorentz pero
no es invariante local de Lorentz, consistente con el principio de equivalencia. Hemos
analizado las caracteristicas de la geometria de Weitzenbdck y su relacion con los
SR, estudiando las cantidades tipicas de esta geometria como el tensor de torsion, la
contorsion y el superpotencial. Con ello, mostramos algunas caracteristicas generales
de las expresiones para la energia teleparalela, explicitando su caracter dependiente
del SR que posee esta definiciéon a diferencia de los enfoques métricos al problema
de la energia.

Por tltimo, evaluamos la caracterizacion de la energia para la geometria de Reissner-
Nordstrom, utilizando para ello tres observadores distintos: estacionario, acelerado
y en caida libre. A diferencia de otros enfoques cuasilocales a la energia gravitatoria,
la GT provee de un tensor de energia-impulso bien comportado ante difeomorfis-
mos que permite computar la contribucion de la materia y el campo gravitatorio
a la energia total. Para el observador estacionario, encontramos que el tensor de
energia-impulso se comporta como el tensor de energia-impulso electromagnético en
el infinito, consistente con el régimen gravitoelectromagnético de campo débil. Para
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el observador acelerado, hemos visto que existe un flujo de energia gravitatoria, sur-
gido de la dependencia temporal de la curvatura medida en este marco. Finalmente,
para el observador en caida libre hemos encontrado que la energia gravitatoria es
nula.

Este trabajo ha motivado una serie de cuestiones que exigen una mayor investi-
gacion:

» Caracterizacion completa del sistema de referencia y el tensor de energia-
impulso teleparalelo: El grado de degeneracion en la eleccion de la tétrada
dificultan explorar las propiedades generales de este tensor. Un criterio para
elegir un SR fisicamente aceptable podria ayudar a obtener propiedades mas
generales de este tensor.

= Una mayor investigacion en la geometria de Weitzenbdck y su utilidad en
gravitacion.

» Utilizacion del formalismo de GT para explorar las energias en escenarios de
agujeros negros cosmologicos para estudiar la interaccion de estos sistemas con
el universo.

= Analizar el significado fisico de la curvatura dependiente del tiempo medida
por un observador acelerado. Estudiar en qué difiere este tipo de radiaciéon con
la radiacion de un espacio-tiempo de ondas gravitacionales.

» Estudiar los flujos de energia para agujeros negros cargados acelerados y com-
pararlos con los resultados obtenidos cuando el observador esté acelerado.

La comparacion entre la RG y la GT que hemos desarrollado a lo largo de la
tesis muestra que existen diversos aspectos metatedricos que pueden ser analizados
exitosamente a través de una semantica rigurosa. Estos métodos formales pueden
ser utilizados también para responder a preguntas de caracter ontologico: ;que es el
espacio-tiempo?, jcudl es su relacion con las propiedades bésicas de un individuo?,
,qué es un sistema de referencia?. Estas preguntas fundamentales se encuentran en
la intersecciéon donde confluyen fisica y filosofia, disciplinas que no debemos separar
si pretendemos entender de qué esta hecho el mundo.



Apéndice A

Axiomatizacion de la Relatividad
General

Presentamos en esta seccion la axiomatizacion de la RG para su comparaciéon con

la GT.

Base generadora y definiciones

La base primitiva de la teoria se compone de ocho elementos:

B = {8T727Ma{g}7{@}’{¢}7/{7/\} (Al)

Precisamos también las definiciones de la geometria de Riemann:

D’y Ry, =20, T}, +2 17, °T'7 es el tensor de curvatura de Riemann.
D’y R, = RZW es el tensor de Ricci.

D’;s R = R,,g" es el escalar de Ricci.

D’y G =Ry — %g,wR es el tensor de Einstein.

Base axiomatica

9
La base axiomatica se conforma de A(Trs) = N\ A;.

Axiomas
Grupo I: Espacio-tiempo

A, M es una variedad diferencial Hausdorff paracompacta C*°, 4-dimensional,
real y pseudo-riemanniana.
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A, {g} es una familia de tensores métricos de rango 2, simétricos, y signatu-
ra +2 definidos sobre M. Todos los principales menores de (¢g"”) son negativos
(Condicion de threading).

A; {¢} es una familia de isometrias: ¢*g = g.

A, (AS) El espacio-tiempo ET es el sistema fisico representado por la clase
de equivalencia de diffeomormismos isométricos de una métrica dada, i.e ET=

(M, g).

Grupo 1I: Materia

Ay Y es una familia no vacia de elementos o € X
Ag (AS) Cada o es un sistema fisico distinto al espacio-tiempo.

A; (AS) Para cada o existe un tensor © = O, dz* ®dz” simétrico que representa
la energia y el momento del sistema.
Grupo III: Dindmica

Ag Sea k := 3/167rG y A € R, donde [A] = [L]72, ¢ es la velocidad de la luz y
G la constante de Newton.

Ay (Axioma fisico) La métrica obedece las ecuaciones de Einstein:

G/W - %@HV (A2)



Apéndice B

Formulaciéon Lagrangiana.
Pseudotensores y gravedad
modificada.

B.1. Accion en Relatividad General

En Relatividad General, la accion esta dada por el lagrangiano construido con el
escalar de Ricci:

St = [ fgov=sd's (B.1)

Variando S con respecto a g, recuperamos las ecuaciones de Einstein, imponiendo
la condicién dg,,|oy = 0. Esta condicién implica que la métrica inducida sobre
el borde 0V dada por h, = g,.ete; se mantiene fija en la variacién. Realizando
explicitamente la variaciéon obtenemos:

45 = / G 69" \/—gd'x —7{ R §(Du g )0/ | h|dPy (B.2)
% a

1%

donde n“ es el normal al borde JV. En general, la derivada d,g,,n“ no es nula
sobre este borde. Este término de borde aparece en la variacién debido a que el
lagrangiano posee derivadas segundas, un aspecto poco comin en teoria de cam-
pos [Poisson, 2004|. Para remediarlo y obtener las ecuaciones de Einstein, debemos
suplementar una acciéon de borde dada por:

I[h] : L fgv(f( — Ko)V/|h|d*x (B.3)

:87'('

donde K es la traza de la curvatura extrinseca en el borde y K la traza de la curva-
tura extrinseca embebida en el espacio plano. Variando I[h], se obtiene el término de
borde (B.2), obteniendo de esta manera las ecuaciones de Einstein. Estos términos

de borde son muy importantes para construir la formulacion ADM hamiltoniana de
la RG.
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B.2. Accién de primer orden

Supongamos que podemos realizar una separacion del lagrangiano de la siguiente
manera:

L=R=L+V W (B.4)

donde L; es un lagrangiano de primer orden y W* un tetravector. El lagrangiano
L1 no sera en general invariante frente a diffeomorfismos arbitrario; pese ello, la
variacion provee la correcta dinamica de la teoria debido a que solo difiere de R por
una divergencia total. De esta manera, utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange,
validas para lagrangianos de primer orden,

oL _ 9 oL 0Ly
OGup Ua(aagup) OGup ’

(B.5)

obtenemos la ecuacién::

0o (V=g S"77) = /=g (7" + ©1), (B.6)

siendo S#? un superpotencial antisimétrico. La cantidad 7% es el pseudotensor! de
energia-impulso, que se puede escribir como en toda teoria de campos a partir del
momento conjugado,

mhel = oL : (B.7)
DuGap
dado entonces como:
THP = \/—_g(a”ga%wﬁ — g’“’ﬁ). (B.8)

conservado, como se puede ver de la ecuacion (B.6). Podemos realizar entonces
distintas separaciones del escalar de Ricci,

L1+ VW =Ly + VWV = . (B.9)

siendo £; lagrangianos de primer orden, y de esa manera obtener diferentes expresio-
nes pseudotensoriales. Un ejemplo de esta clase de lagrangianos es el de [Schrodinger, 1985],
dado por:

R=~v+V,w" (B.10)

siendo v = g"( gﬂf‘fw — Tﬁyl"gﬁ).

B.3. Accién teleparalela

La tinica separacién del tipo B.4 que preserva la invarianza ante diffeormorfismos
es la realizada en GT:
—R=T+2V"T", (B.11)

IE] caracter pseudotensorial esta asociado a que el lagrangiano no es invariante frente a difeo-
morfismos
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de donde obtenemos las ecuaciones de campo teleparalelas:
1
8,,<\/—g EW) = Vgt (B.12)
Como ya hemos comentado, pese a preservar la invarianza ante diffeomorfismos,
el lagrangiano no es ILL; las ecuaciones de campo, sin embargo, si preservan la ILL
debido a que difieren de R por una divergencia, i.e. son equivalentes a las ecuaciones

de Einstein. Con el mismo razonamiento de la seccion anterior, el tensor de energia-
impulso teleparalelo que hemos estudiado se define como:

oL

u€ap

th = /»@((a,,ea,,) — g“”ﬁ) (B.13)
equivalente a la expresion utilizada en (2.56). Al igual que la accion, esta bien
definido frente a diffeomorfismos pero no es ILL. Notemos que el superpotencial ¥
posee un indice de Lorentz dentro de la derivada. Si expresamos a esta ecuacién con
todos los indices holénomos, obtenemos

o.(V=a ™) = Ve (B.14)

donde necesariamente j*” se convierte en un pseudotensor [de Andrade et al., 2000]
por la contribuciéon no tensorial de la conexion de Weitzenbock:

G = R TR P (B.15)

B.4. Teorias f(T) y f(R)

A lo largo de esta tesis, nos hemos propuesto analizar el equivalente teleparalelo de
RG, utilizando otra representacion del lagrangiano, dado por el escalar de torsion
T, invariante ante diffeomorfismos, invariante global de Lorentz, pero no ILL. La
modificacion explicita del lagrangiano llevara a una clase de teorfas no equivalentes
a RG. Dentro de este tipo de teorias encontramos a las teorias f(R), donde las ecua-
ciones de movimiento resultantes son en general de cuarto orden en la métrica, e.g.
lagrangianos del tipo £ = R+ aR?. En la tltima década, motivado por aplicaciones
cosmoldgicas, se han propuesto teorias que modifican el escalar de torsion, dando lu-
gar a una clase de teorias denominadas f(7") (ver [Ferraro and Fiorini, 2011]), cuyas
ecuaciones a diferencia de las teorias f(R), son de segundo orden. Un rasgo notable
de estas teorias es que el lagrangiano no es ILL como ocurre con las teorias f(R),
ya que como hemos mencionado el escalar de torsiéon no es ILL. De esta manera,
las ecuaciones de movimiento poseen un marco preferido, que determinan las 16
componentes de la tétrada. Notemos que las ecuaciones de la GT solo determinan
10 componentes de la tétrada ya que poseen ILL, es decir, las teorias f(7') poseen
determinan méas grados de libertad que la GT [Li et al., 2011]. Recientemente, se
han propuestos teorias f(7, B), donde B := 2V ,T", que engloban a las teorias
f(R) = f(=T+ B) y alas f(T) [Bahamonde et al., 2015]. En estos trabajos, se ha
probado que las teorias f(R) son las tunicas teorfas modificadas que conservan la
invarianza local de Lorentz para transformaciones arbitrarias.
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B.5. Conexiéon de Lorentz

Para construir una geometria sin curvatura hemos tomado *wy,. = 0. Sin embargo,

la conexiéon mas general que cumple esta condicion para tétradas ortonormales es la
conexion de Lorentz (ver 2.10) dada por:

Wy = A§ (0,A%) (B.16)
cuya ley de transformacion es:
why = A0 NG + AY Wl A (B.17)
Podemos construir asi una geometria teleparalela Gr, con curvatura cero, donde
el tensor de torsion queda definido como:
7:3/(6, w) = 0 €), — oyep, + wl‘jbel; — wﬁbez (B.18)
donde ahora tenemos una nueva variable independiente ademés de la tétrada dada
por la conexion no nula. Eliminar la conexioén de spin de Lorentz, como hacemos en
la geometria de Weitzenbock, produce que la cantidad definida por T, = efT#, no
sea un vector del grupo de Lorentz local. Es posible mostrar que:

T =de* = =T:, dz" N dx” (B.19)

no transforma como un vector de Lorentz. Si agregamos una uno-forma dada por la
., . / / .
conexion de spin de Lorentz w® = A¢ (9,A%)dz” entonces la cantidad

T = de® + wi A e, (B.20)

transforma correctamente como un vector del grupo local SO(1,3), T = A¢T®.
Notar que de® = T, dz” A\ x” es la torsion de la geometria Gy, que coincide con
las constantes de estructuras de la tétrada, mientras que 7T, es la torsion de la
geometria teleparalela Gr.

Un enfoque alternativo al seguido en esta tesis es consiste en formular la GT
agregando una conexiéon de de Lorentz como variable independiente. La razéon de
agregar una conexion de Lorentz es conservar la invarianza de las cantidades como
t" y T}, ante transformaciones locales de la tétrada. Recordemos que en la geometria
de Weitzenbock estas cantidades solo son invariante ante transformaciones globales
de la tétrada. En esta teoria, se supone una descomposicion de la tétrada como:

e = 02" + wszb + B, (B.21)

donde By es el campo de gauge gravitatorio y 9,2 la componentes holonomica de
la tétrada. La conexion de spin wy, en esta teoria representa los efectos inerciales de
la tétradas. La razon de esta denominacion es que al apagar los efectos puramente
gravitatorios, dados por B}, la tétrada resultante tiene en general una componente
anholénomica dada por la conexiéon de spin. La inclusion de esta conexion introduce
al menos dos problemas:



Apéndice B. Formulacion Lagrangiana. Pseudotensores y gravedad modificada. 77

1 Ecuaciones inconsistentes: Si la conexion se introduce como variable indepen-
diente, debe ser variada en la accion. Esta variacion es problematica y no esta
claro qué grados de libertad fisico representa.

2 La introducciéon de una conexién de spin de Lorentz en la teoria implica la
invarianza de los tensores de tensores de torsion T/ ante transformaciones
locales de Lorentz. Como vimos en la Seccién 4, esto es inconsistente con la
interpretacion de tétradas como sistema de referencia.

3 Se han propuesto criterios para obtener esta conexion [Krgsak and Pereira, 2015],
suponiendo que la tétrada siempre admite la descomposiciéon en una parte
“inercial” y otra parte “gravitatoria”. Esta descomposicion, sin embargo, no fun-
ciona para espacios-tiempo cosmologicos o cuando el limite al espacio-tiempo
plano no es trivial.

Por estos motivos, decidimos formular la teoria en términos de una conexién
nula. La teorfa resultante es mas sencilla, no tiene los problemas asociados a la
conexion y posee solo covarianza global de Lorentz. Esto tultimo es consistente con
el principio de equivalencia. Trabajamos entonces en un marco fijo (a menos de estas
transformaciones globales) dado por una tétrada e, que representa un sistema de
referencia dado.
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