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RESUMO

A simulag@o numérica de escoamento tem se desenvolvido em diferentes aspectos para me-
lhorar sua exatidao e se aproximar cada vez mais da representacdo de fendmenos reais. O de-
senvolvimento cientifico sobre escoamentos turbulentos multifasicos dependem da simulacao
numérica, onde o custo computacional destas ainda é um fator determinante, principalmente
quando se visa resultados mais precisos. Uma das grandes dificuldades é que c6digos numéri-
cos de alta ordem, utilizados para simular escoamentos bifasicos, produzem erros de dispersao
numérica presentes principalmente na interface, ja que nesta posi¢do se apresenta uma descon-
tinuidade nas propriedades fisicas dos fluidos envolvidos. O presente trabalho tem o objetivo
de propor uma formulag@o de alta precisdo para escoamentos bifasicos. Para isso, realiza-se
modificacdes em um codigo ja existente, denominado Incompact3d que possui a possibilidade
de paralelizacdo para até 100.000 nicleos computacionais, utilizando uma decomposi¢do 2D.
Entre estas modificagdes destacam-se a implementacdo de uma nova formulagdo do método
Level Set, além de pequenas modificacdes nas equagdes de Navier-Stokes, como a adi¢do do
termo de gravidade, a segregacdo do termo de difusividade e a adi¢cdo de um termo referente a
for¢a de tensao superficial. Ainda propdem-se uma nova considera¢do do termo de pressao, que
¢é separado em pressdo ndo hidrostética e pressdo hidrostética. Diversos testes de verificagcdo e
validagdo foram realizados, apresentando a capacidade de se realizar simulacdes numéricas de
alta ordem para escoamentos bifasicos. Com esta metodologia, foi identificar caracteristicas de
fendmenos turbulentos bifésicos.

Palavras-chave: Simulacdo Numérica Direta, Escoamentos bifdsicos, Método Level Set.
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ABSTRACT

Flow numerical simulation has been developed in different ways to improve its results accu-
racy and have a better approximation to real phenomenon. To scientific development turbulent
two-phase flow depends of numerical simulation, where computational cost is an important fac-
tor, mainly when accurate results are required. High order two-phase flow codes issue is that
they produce numerical dispersion errors that are amplified with the presence of interface, since
in its position exist physical proprieties discontinuity. This research main objective is to pro-
pose a high precision formulation to two-phase flow. For that, we modified Incompact3d code
that has a 2D decomposition making parallelized calculation up to 100.000 computational co-
res. Some modifications are the implementation of a new Level Set Method formulation; some
minor Navier-Stokes equation modifications as the addition of gravity term; the segregation of
diffusive term; and the addition of surface tension forces. We also proposed a new pressure term
consideration where we separate it in hydrostatic and non-hydrostatic pressure. Many verifica-
tion and validation tests where developed presenting the ability to perform high order numerical
simulations for two-phase flows. Also it was possible to identify multiphase turbulent structures
in the phenomena simulated.

Keywords: Direct Numerical Simulation, Two-phase flow, Level Set Method.
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1 INTRODUCAO

A simulag¢@o numérica de escoamentos de fluidos tem se desenvolvido em diferentes aspec-
tos com a intencao de melhorar sua exatiddo e se aproximar cada vez mais dos fendmenos reais.
O desenvolvimento cientifico e a aplicacdo técnica da modelagem de escoamentos multifasicos
tem se ampliado e estdo em evidéncia. Isto ocorre porque diversos fendmenos de interesse es-
tao intimamente envolvidos com o tema de escoamentos multifasicos. Desde desastres naturais,
onde se tem fluxos de detritos e inundagdes bruscas, até procedimentos industriais de resfria-
mento for jatos ou aeracdo de algum liquido, entre outros diversos fendmenos e procedimentos,

sao exemplos envolvendo fluidos multifasicos.

Pesquisas importantes para a ciéncia e para a industria estdo sendo desenvolvidas no ambito
da simulagdo numérica de fluidos multifasicos, como na representacdo numérica utilizando a
Simulacdo Numérica Direta (Direct Numerical Simulation - DNS) do ressalto hidraulico ([58]),
na interacao fluido-estrutura ([99], [25], [54]), na simulagdo de bolhas ([97], [85]), entre outros.
Esta importancia se da porque o estudo sobre escoamentos multifdsicos sdo essenciais para o
entendimento da natureza, i.e. desenvolvimento cientifico. J4, na industria, a simulagdo numé-
rica auxilia no aperfeicoamentos dos processos produtivos, eficiéncia do produto em questao,
além de contribuir na criagdo de novos produtos. Uma nova tendéncia € o desenvolvido na drea

do entretenimento, ao criar efeitos especiais para a industria cinematografica e jogos.

Além disso, a turbuléncia no escoamento de fluidos fascina a humanidade a séculos, mesmo
sendo um fendmeno rotineiro desde os primoérdios da humanidade. Diversos estudiosos e ar-
tistas expressaram o seu modo de ver e compreender a turbuléncia, muitas vezes apreciada a
partir da superficie livre de um corpo hidrico. O renascentista Leonardo da Vinci (1452-1519)
e o pos-impressionista Van Gogh acrescentaram em diversas de suas obras aspectos da turbu-
léncia como turbilhdes (figura 1.1). A importancia dos escoamentos multifasico, assim como

da turbuléncia, vai muito além da arte, pois o desenvolvimento de toda a humanidade sempre
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dependeu destes fendmenos que sdo partes indispensdveis da natureza. Nao é muita ousadia

afirmar que muitos organismos vivos sdo complexos sistemas multifdsicos.

Figura 1.1: Esquerda: Obra de Leonardo da Vinci, O Dildvio, Direita: Obra de Vincent van
Gogh, A Noite Estrelada. Fonte: pt.wahooart.com (2018)[10]

O desenvolvimento cientifico dos conhecimentos sobre escoamentos turbulentos multifa-
sicos dependem amplamente da simula¢do numérica aliada aos experimentos fisicos. Os ex-
perimentos fisicos fornecem o comportamento real do fendmeno para condi¢des especificas,
J& os experimentos numéricos nos permitem modelar fendmenos dificeis de serem simulados
fisicamente, além de que os dados resultantes sdo de facil aquisi¢do. De qualquer forma, os
experimentos numéricos necessitam serem verificados e validados, processos nos quais € im-
portante que se utilize resultados provenientes de experimentos fisicos.

Na mecéanica dos fluidos computacional, os escoamentos com superficie livre sdo muitas
vezes considerados como um caso especifico de fluidos multifasicos imisciveis. Nos anos 60,
o primeiro cédigo computacional que representava a superficie livre resolvendo as equagdes
de Navier-Stokes foi o Modelo Maker-and-Cell (MAC), de Harlow e Welch, apresentado em
1965 [26], com a aplicagdo em propagacao de ondas provenientes de ruptura de barragem. Este
foi o primeiro grande passo para o aperfeicoamento dos métodos matematicos relacionados a
escoamentos multifdsicos, abrindo caminho para o desenvolvimento desta drea de pesquisa.

Nos dias de hoje, depois de cinco décadas, os modelos numéricos passaram a descrever
fendmenos com os mais diversos tipos e escalas espaciais, desde a dindmica de gotas [81] [84],
pequenas ondas [40], fluxos de maré [21], até tsunamis [19]. Nos ultimos anos, escoamentos

turbulentos com superficie livre também estdo sendo desenvolvidos numericamente e simulados
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como no caso de escoamento de fluidos com objetos méveis [56], sobre obsticulos e em rios
naturais com sinuosidade [38].

Ainda que estudos com DNS estejam sendo produzidos no ambito bifdsico, ndo foram en-
contrados, na literatura pesquisada, cédigos multifasicos de alta ordem (acima de segunda or-
dem). Isto ocorre porque normalmente codigos de alta ordem produzem erros de dispersdao
presentes principalmente na interface, ja que nesta posicao existe uma descontinuidade nas pro-
priedades fisicas dos fluidos envolvidos, como a massa especifica e a viscosidade. Cddigos de
alta ordem sdo utilizados na simulag¢do da turbuléncia para que se tenha uma maior precisao das
menores escalas.

Para representar a complexidade da turbuléncia em escoamentos com superficie livre, torna-
se necessario o desenvolvimento de novos codigos e métodos numéricos que permitam realizar

uma DNS com menor custo, ainda prezando pela exatidao dos célculos.

1.1 OBJETIVOS

Esta pesquisa tem como objetivo principal propor uma formulagdo de alta precisdo para
escoamentos bifésicos.

Para atingir este objetivo, serd necessario:

e Desenvolver e avaliar o método numérico de alta ordem que modele a interface entre dois
fluidos imisciveis;
e Adaptar o cédigo de escoamentos com esquemas de alta ordem para que seja possivel de

representar uma brusca variagdo nas propriedades fisicas;

e Verificar e validar o c6digo com as modificagdes que possibilitem a simulacdo de escoa-

mentos com a condi¢ao bifasica.

1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

Este trabalho possui seis capitulos. O segundo capitulo se refere a revisdo bibliogréfica,
que fornece os subsidios para o entendimento da problemadtica da simulagdo de escoamentos

bifasicos. Também, sdo apresentados tOpicos sobre erros numéricos e escoamentos turbulentos.
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No terceiro capitulo, denominado Metodologia Matemética, sdo demonstrados os procedi-
mentos matematicos adotados e propostos para representar escoamentos bifasicos e é explici-
tado o método de representacdo da interface entre fluidos imisciveis.

O capitulo quatro consiste em representar a resolu¢do numérica dos modelos matematicos
adotados no capitulo anterior. Ainda neste capitulo, sdo apresentadas as condicdes iniciais e de
contorno que podem ser utilizadas na formulacao.

No quinto capitulo, "Aplica¢des e Resultados", sdo apresentados casos de verificagcdes do
método que modela a superficie livre. Ainda, também sdo expostas verificacdes e validagdes do
codigo desenvolvido por este trabalho, a fim de demonstrar sua confiabilidade.

No sexto e ultimo capitulo € exposta uma breve compilagcdo dos resultados, finalizando o

trabalho com as conclusdes, assim como recomendagdes para trabalhos futuros.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo apresenta uma revisdo conceitual e numérica de escoamentos bifdsicos, em que
sdo apresentados os diferentes métodos utilizados para a representacio da interface. Também
sdo apresentados itens sobre erros de dispersao e dissipacdo de esquemas numéricos, essenciais
para a compreensdo da problematica referente ao truncamento da série de Taylor. Por fim,
conceitos basicos de turbuléncia sdo apresentados com enfoque em escoamentos com superficie

livre.

2.1 ESCOAMENTOS BIFASICOS

Os escoamentos bifdsicos sdo um caso particular dos escoamentos multifasicos, quando
apenas duas fases estdo envolvidas, ou seja, dois diferentes estados fisicos da matéria. As
diferentes fases podem ser facilmente identificadas, pois os fluidos sdo imisciveis. A mudanca
abrupta da massa especifica entre diferentes fluidos cria uma descontinuidade, e a posi¢do desta
descontinuidade € referida como interface ou superficie. Sendo assim, cada mudanca de fase
requer pelo menos uma interface. De qualquer maneira, um escoamento bifdsico também pode
possuir mais de uma interface, como no caso da formacdo de gotas em um escoamento (figura
2.1). A mesma metodologia utilizada para calcular escoamentos multifdsicos, pode ser utilizada
para calcular escoamentos monofasicos com dois ou mais fluidos imisciveis.

Panton (2013)[67] discute sobre as propriedades da interface: "N6s assumimos que uma
interface € uma superficie com espessura nula, que ndo possui massa, momentum ou ener-
gia. Através da interface, se assume que a massa especifica “salte” proporcionando a descon-
tinuidade. Por outro lado, a temperatura e a velocidade tangencial sdo assumidas como sendo
continuas. Isto se justifica porque moléculas dos dois lados da interface estdo constantemente
se colidindo e mantendo o equilibrio com a camada da superficie (figura 2.2). A velocidade

perpendicular a interface € descontinua somente se existir transferéncia de massa através da

5
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Figura 2.1: Representagao de escoamento com: a) duas interfaces e trés fases, b) duas
interfaces e duas fases.

superficie. Esta situacdo € ilustrada pela consideracao da evaporacdo do liquido".

Velocidade A
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Tangencial
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“ A
> Gas
N
>
>( v
- Liquido 1\

Figura 2.2: Interface liquido-gds. A velocidade tangencial é continua, porém a velocidade
normal pode ser descontinua.

De acordo com Tryggvason et al. (2011)[93], quando esta interface ¢ denominada superficie
livre, supde-se que os cédlculos referentes a um dos fluidos € simplificado e a condicao de salto,
quando no dominio se passa de uma fase para outra, torna-se a prépria condi¢do de contorno do
dominio. Sendo assim, escoamentos com superficie livre sdo casos especificos de escoamentos
bifasicos. A equacdo da continuidade geral é dada por

op 0
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Admitindo a hipétese de que o fluido € incompressivel, temos que a equacdo da Continui-

dade (2.1) é simplificada para
al/li

— =0. 2.2
I (2.2)

Esta simplifica¢do da equacdo da Continuidade pode ser considerada, assumindo-se que nao
existe variagdo de volume no volume de controle. Corroborando com a mesma ideia, Tryggva-
son et al. (2011) [93] mencionam que ndo existe a necessidade da massa especifica ser constante
no espaco para que um fluido seja incompressivel. A densidade da particula material pode va-
riar de uma particula para a outra, mas a massa especifica de cada particula deve ser constante,

permitindo assim a realizacdo desta simplificacdo da equacdo da Continuidade.

2.1.1 NOCOES GERAIS DE SIMULACAO DE ESCOAMENTOS COM INTERFACES

A variacao temporal da interface (e consequentemente espacial), normalmente € considerada
a partir de uma equacdo de adveccao pura. Em geral, essa equagao de advec¢do nao € aplicada
diretamente as propriedades fisicas dos fluidos e, sim, indiretamente. Assim € possivel de
representar fluidos imisciveis, mesmo existindo erro de dissipagdo numérica referente a esta
equagdo.

Hirt e Nichols (1981)[31] indicam trés consideracdes que deve se atentar no tratamento da
interface entre dois fluidos: (1) sua representacdo discreta, (2) sua evolug@o no tempo, e (3) a

maneira com que as condicdes de contorno sdo impostas nela.

Ao incorporar a interface em células computacionais é necessario desenvolver uma maneira
de descrever numericamente a localizacdo e o formato do seu contorno. Ainda, o algoritmo
deve calcular a evolugdo desta interface no tempo. Estas etapas sdo aplicadas exclusivamente
pelos métodos do cdlculo da adveccdo da fungdao marcadora (ou dos marcadores) que representa

ou define a posicao da interface.

Finalmente, na interface se deve impor as condi¢des de salto desejadas nas células compu-
tacionais proximas desta interface. Estas condicdes de saltos sdo diferentes para cada tipo de

problema e muitas vezes independem do método de advecgdo da interface adotado.
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2.1.2 METODOS NUMERICOS PARA ESCOAMENTOS COM SUPERFICIE LIVRE

Diversos métodos sao desenvolvidos e utilizados para calcular a posi¢dao e o formato da
interface em fun¢do do modo com que a interface € representada no dominio. Ferziger e Peric

(2002)[15] classificam os métodos para superficie livre nos seguintes grandes grupos:

e Métodos de rastreamento de interface (interface-tracking method): Tratam a interface
como superficie livre, sendo uma condi¢do do contorno do préprio dominio. Neste tipo
de método, sdo utilizadas grades encaixadas no contorno e seus tamanhos recalculados
a cada passo de tempo para seguir (ou rastrear) o movimento da interface. Assim, estes
sao métodos lagrangianos para representar a interface. Estes métodos sdo utilizados para

célculos de escoamentos monofédsicos, como no equacionamento de dguas rasas.

e Métodos de captura da interface (interface-capturing method): A interface esta defi-
nida dentro do préprio dominio, € ndo como o limite do dominio. Estes métodos utilizam
uma func¢do marcadora para representar a interface que se move por adveccdo. Neste
grupo, a interface geralmente € representada por métodos eulerianos. Estes métodos po-

dem representar escoamentos com diversas fases em um mesmo dominio.

e Métodos hibridos ou de rastreamento de frente (hybrid or front-tracking method): Uti-
lizam marcadores, com uma malha prépria, para representar a localizacdo da interface
dentro do dominio computacional dos fluidos. Para isso, a transi¢cdo de informacgdo de
uma malha para outra € feita através de uma funcdo marcadora. Também sdo denomina-
dos de métodos hibridos por possuirem caracteristicas dos grupos anteriores. Este grupo
¢ formado, predominantemente, por métodos lagrangianos e sdo utilizados para se repre-

sentar mais de uma fase no dominio computacional.

Ainda, pode-se acrescentar a esta classificacdo dois novos grupos:

e Métodos sem malha (meshless methods) [49]: Consideram volumes de d4gua como par-
ticulas (Smoothed-Particle Hydrodynamics). Estes métodos ndo utilizam as equagdes
classicas de mecanica dos fluidos e se baseiam em conceitos de movimento de particu-

las sélidas levando em consideracdo choques eldsticos e ineldsticos. Por serem co6digos
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considerados livres de malhas, possuem uma grande versatilidade na representacdo da
superficie livre. Uma grande desvantagem destes métodos € a dificuldade de calcular
fluidos multifasicos, pois mais particulas que representariam outro fluido teriam de ser
adicionadas, sendo, assim, este método € mais apropriados para o cdlculo de escoamen-
tos com superficie livre, calculando-se apenas uma das fases. Outra desvantagem deste
método € o alto custo computacional referente a localiza¢do das particulas ao longo do

tempo.

e Métodos de lattice-Boltzmann [55], [24], [29]: Este tipo de método se baseia nos pro-
cessos em escalas microscopicas e mesoscopicas para que as propriedades médias ma-
croscopicas obedecam as premissas desejadas. Por ser um grupo novo, ainda se necessita
de mais pesquisas para descrever melhor suas propriedades. Tryggvason et al. (2011)[93]
mencionam que j se sabe que estes métodos fornecem resultados com a precisdo compa-
rdvel com os métodos convencionais, mas ainda ndo se sabe se sdo mais simples ou mais

rapidos do que os outros.

Os dois altimos grupos nao se baseiam nas equacdes de Navier Stokes ou similares, e, mesmo
sendo atuais e inovadores, ndo cabe a este trabalho a discussdo destes. A seguir, os trés primeiros

grupos serdo apresentados e seus conceitos desenvolvidos.

2.1.3 METODOS DE RASTREAMENTO DE INTERFACE

Para este grupo, a interface entre os fluidos geralmente é uma superficie livre. Talvez,
a equacdo de Saint-Venant, proposta em 1871 [77], tenha sido o primeiro conjunto de equa-
coes para o célculo de escoamentos com superficie livre, tornando-se hoje em dia amplamente
utilizada como um método de rastreamento de interface. Este conjunto de equagdes sdo nor-
malmente utilizadas para escoamentos unidimensionais € possuem um termo que representa a
profundidade do escoamento, no caso a superficie livre.

Outra categoria sdao os codigos bidimensionais horizontais, como no caso dos cddigos de
dguas rasas (também denominado de Saint-Ventant bidimensional), que representam a superfi-
cie livre por meio de uma varidvel relativa a profundidade do escoamento e, consequentemente,

a direcao vertical ndo é considerada como uma das dimensdes do dominio.
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Para casos bidimensionais verticais ou tridimensionais, a profundidade faz parte da discre-
tizagdo do dominio e o contorno superior do dominio representa a superficie livre. A malha que

define a face superior do dominio varia com o tempo e com as coordenadas horizontais.

A vantagem deste tipo de método € o baixo custo computacional, ja que ndo existe a neces-
sidade de representar dentro do dominio uma segunda fase, ou seja, todos os pontos de calculo
da simulacdo representam apenas a fase de interesse e os efeitos de uma outra fase devem ser
modelados. Logo, os escoamentos com superficie livre, simulados com estes métodos, sdo cal-
culados como escoamentos monofasicos levando a desvantagem da dificuldade em representar

interfaces complexas com mudangas expressivas de topologia.

Estes métodos sdo amplamente utilizados para simula¢des geofisicas com malha suficien-
temente refinada para representar os movimentos de larga escala. Diversas sdo as aplicacdes
da modelagem numérica de escoamentos com superficies livres utilizando o método de rastrea-
mento de interface. Como exemplos, tem-se a dindmica de lagos [6], correntes produzidas por
vento [61], estratificacdo de corpos hidricos [36], propaga¢do de ondas [40], escoamentos em

canais, tsunamis [19] e inundacdes [75].

EQUACIONAMENTO

Uma das maneiras de se obter uma equacao que expresse a variacdo da superficie livre no
tempo € utilizar a equacdo da Continuidade (3.2) e integrd-la da superficie livre até o fundo, da

forma:

"ou v Ow T Ou Oy T Ow
— dz = —d —d —dz =0, 2.3
f[ax+ay az} e “fhay“ La® 3

em que 1 € o desnivel da superficie livre e & € a altura de 1amina de dgua desde o fundo até o

plano z = O (figura 2.3). Utilizando a regra de integracdo de Leibniz, temos, para u e v, que

" h
— udz = f @dz 0_77 +u_ h@ (2.4)
8x “h 0x ox’
e
T ov Oh
— vdz = f —dz +v, (;7 +v_ hay (2.5)
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Figura 2.3: Sec¢do transversal do escoamento com superficie livre para o método de
rastreamento de interface.

Para w, utilizando uma integrag¢ao simples, temos que

a (" T ow
— dz = —dz=w, —w_. 2.6
3ZIhWZ Ihﬁzz Wy —W_p (2.6)

Logo, substituindo as Equacdes 2.4, 2.5 e 2.6 na Equacao 2.3, encontramos

a j:h udz — Mr]a - M—ha + (9_y [h vdz — VT]@ - V_ha +wy, —w, = 0. (27)

De acordo com Ferziger e Peric (2002)[15], a condi¢do cinematica deve ser usada quando
a diferenca de massa especifica entre os dois fluidos € grande, como no caso da superficie livre
entre dgua e ar, fazendo com que ndo ocorra fluxo na dire¢do normal da superficie livre (caso

nao haja mudanca de fase). Assim, a condi¢do cinemdtica pode ser representada por

"Dt 4t ox " y " T De T e ox ey '

Observa-se que para fundos fixos g—’t’ = 0. Levando em consideracdo a condicdo cinematica (eq.

2.8) na equagao da Continuidade integrada na profundidade (eq. 2.7), temos finalmente que

on o (7 o (7 B
E+8—x[hudz+@j:hvdz—0. 2.9)

A equacdo 2.9, também denominada de fungdo altura, representa a adveccao da superficie livre.
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O desnivel i € fun¢ado da velocidade vertical (w), pois a taxa de variacdo do desnivel representa a

on _

propria velocidade vertical (3,

w). Sendo assim, esta equagdo € do tipo euleriana nas direcOes

horizontais (x,y) e do tipo lagrangiana para a direcao vertical (7).

2.1.4 METODOS DE CAPTURA DE INTERFACE

Neste grupo, o dominio de célculo do escoamento envolve todas as fases interligadas pela(s)
interface(s). A interface ndo € explicitamente rastreada, mas sim € reconstruida a partir dos
campos das varidveis. Este procedimento mantem a malha fixa e, assim, a interface sempre

estard confinada dentro do préprio dominio.

A vantagem destes métodos € a versatilidade, pois eles sdo capazes de representar interfaces
mais complexas do que o método de rastreamento de interface, como bolhas, gotas [81] [84] e

fendmenos como quebra de ondas [9].

A desvantagem destes métodos € o incremento do custo computacional ao se simular uma
fase na qual ndo se tem o principal interesse. Como exemplo, tem-se a simula¢do de ondas
superficiais, nas quais, em muitos casos, o liquido é a unica fase de interesse. Entretanto,

quando ocorre a quebra da onda, o ar pode se tornar importante na representa¢do do fendmeno.

A posicao e o formato da interface sao determinados por marcadores ou por fungcoes mar-
cadoras. Os marcadores sdo como particulas virtuais, sem massa, que indicam uma posi¢cao
no dominio em que determinada fase é predominante. As fun¢des marcadoras indicam a po-
sicdo da interface, e sua evolucdo no tempo e espago € determinada aplicando um operador de

adveccao.

O primeiro método de captura de interface surgiu nos anos sessenta, denominado de Marker-
and-Cell (MAC), e foi proposto por Harlow e Welch (1965)[26]. Este esquema introduz par-
ticulas sem massa em todo o dominio discreto que definem onde estd localizada determinada
fase. Os métodos para escoamentos multifasicos foram aperfeicoados ao longo dos anos e o
esquema MAC deixou de ser utilizado com expressiva frequéncia, sendo a precisao do cédlculo
um dos principais motivos [95]. Assim, o MAC deu lugar a métodos como o Volume of Fluid

(VOF), o Level Set, a método hibrido Front Tracking e a outros diversos métodos.
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FORMULACAO ONE-FLUID

Na implementacio de cddigos para fluidos bifasicos, existem geralmente duas diferentes
aproximacodes; uma é chamada de Two-Fluid method e a outra de One-Fluid method ou Whole-
Domain Formulation. De acordo com Saurel e Abgral (2001) [78], a primeira aproximac¢ao
assume que cada fase € governada por sua propria combinagdo de equagdes diferenciais, do-
brando o nimero de equagdes a serem resolvidas, se comparadas aos escoamentos sem inter-
face. Levando em consideragdo o método One-Fluid, Lui et al. (2004) [50] afirmam que este
tipo de método utiliza apenas um conjunto de equagdes diferenciais para o movimento do fluido
em todo dominio, similar a abordagem sem interface.

Em outras palavras, pode-se resolver as equacdes nos subdominios de cada fase separada-
mente, implementando a condi¢do de salto na interface de forma explicita (Método Two-Fluid),
ou pode-se calcular as duas fases conjuntamente, como se fossem uma s9, e a condicao de salto
pode ser resolvida implicitamente ou explicitamente (Método One-Fluid). A atracdo por mé-
todos baseados na formulacdo One-Fluid é explicada pelo uso da malha estaciondria e por sua
simplicidade e eficiéncia.

Na resolu¢c@o numérica de escoamento multifasicos, trés tipos de problemas ocorrem no

tratamento do contorno da interface (HIRT; NICHOLS, 1981) [31]:

e arepresentacdo discreta da interface,
e a evolugdo com o tempo da interface,

e a maneira com que as condi¢des de salto sdo impostas na interface.

Para a representacao discreta, evolu¢do com o tempo da interface e representagdo da condi-
cdo de salto, podem ser utilizados métodos como o VOF, Level Set e Front tracking. A seguir

¢ discutido brevemente cada um destes trés métodos.

METODO VOF

O método Volume of Fluid foi proposto por Hirt e Nichols (1981) [31] e hoje é amplamente

aperfeicoado e utilizado, inclusive para DNS. Cddigos como o OpenFOAM [3], o ANSYS
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FLUENT ([2]) e o FLOW3D ([32]) utilizam o método VOF para representar a interface entre
fluidos.

Neste método a interface € definida por uma funcdo marcadora com aproximacao euleriana,
que realiza a transicao de um fluido para outro de forma descontinua. A varidvel C, denominada
de funcdo cor, representa a parcela de preenchimento por uma fase em determinada célula.
Assim, a variacdo de C € representada por uma fun¢do Heaviside, que estd atrelada a condicao

de salto, como:

C =0 fluido secundario,
0<C <1 interface, (2.10)

C =1 fluido de referéncia.

Para calcular o movimento da interface, utiliza-se uma equacao de adveccao da forma:

g =0 @11
A vantagem do VOF em relagdao ao MAC ¢ a utilizacdo de uma funcdo marcadora, ao invés de
marcadores. No uso da fun¢c@o marcadora, adiciona-se somente uma varidvel que representa o
volume de preenchimento de determinado fluido (C) que varia de acordo com a equagdo 2.11.
Assim, € possivel simular o movimento da interface entre dois fluidos e determinar sua posi¢ao
aproximada. Como a interface € considerada de forma ndo suave, ndo existe uma faixa de
transi¢c@o entre as propriedades fisicas, como nos métodos que consideram a interface de forma
suave.

Um problema relacionado ao VOF estd na dificuldade de encontrar a posi¢do exata da in-
terface e seu formato, necessitando de procedimentos adicionais para se definir estas caracte-
risticas. Inicialmente, ao se calcular a evolugdo temporal da varidvel C utilizando a equacao de
advecgdo 2.11, ndo é possivel definir imediatamente em qual posi¢do o volume fracionado se
encontra dentro da célula (figura 2.4).

Métodos como o Simple Line Interface Calculation (SLIC)[63] [31] e o Piecewise Linear
Interface Calculation (PLIC) [1] [101] sdo utilizados para identificar qual € a posicdo mais
adequada das fragdes de volume (figura 2.5). No método PLIC, criam-se segmentos de linha

orientados pela direcdo normal a interface, a qual é encontrada considerando o valor de C da
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X

Figura 2.4: Interface de dois fluidos a) interface verdadeira, b) defini¢do arbitrdria da posi¢ao

da fracdo de volume apds o célculo de C pela equagdo 2.11.

propria célula e da células adjacentes.

a b
/
C d
L~
/
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/

Figura 2.5: Reconstrucdo da interface em duas dimensdes para o método VOF': a) Interface
verdadeira, b) Método SLIC c) Método Hirt and Nichols d) Método PLIC (TRYGGVASON et

al., 2011[93]).

Scardovelli e Zaleski [79] apontam quatro motivos pelos quais o uso do VOF € muito difun-

dido:

e conserva a massa de uma maneira natural, como consequéncia direta do algoritmo da

adveccdo, baseado na representacdo discreta da equagdo de continuidade (eq. 2.1),

e ndo necessita de preparacdo especial para realizar reconexdes ou quebra da interface e,

desta maneira, a mudanca de topologia € implicita ao algoritmo, e
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e 0 esquema € local e apenas os valores de C na interface e nas células vizinhas sdo neces-
sarios para atualizar o valor de C na interface. Desta maneira, € relativamente simples de

implementar estes algoritmos em paralelo.

METODO LEVEL SET

Proposto por Osher e Sethian (1988) [66], 0 método Level Set € euleriano e utiliza uma fun-
cdo distancia com sinal, ¢(x,y,z,t), para identificar os diferentes fluidos. E amplamente utilizado
pela comunidade cientifica merecendo uma publicagdo de revisdo do método com aplicagdes re-
centes (Gibou et al., 2018)[22]. Uma fungao distancia € aquela cujo valor representa a menor
distancia do ponto em que estd sendo analisada a interface (conceito definido com mais precisao
em § 3.2.1). Esta funcdo distancia € identificada por isolinhas (2D) ou isossuperficies (3D), em
que os valores negativos se referem a um dos fluidos, valores positivos se referem ao outro € o

valor zero corresponde a posic¢do da interface (figura 2.6).

o] 02 04 0.6 0.8 1 o 02 04 0.6 0.8 1
a) 1 : ! | ] | b)

Figura 2.6: Interface de dois fluidos a) interface original, b) isolinhas de ¢ do método Level Set.

O movimento da interface também ocorre por advecg¢ao, respeitando:

9, ,9 _

22 0. 2.12
ar " ox, (212)

Uma vez que a massa especifica e a viscosidade sao descontinuas na interface, tanto problemas
de excesso de difusdo (alargamento da interface) como oscilacdes numéricas sdo esperados

se ndo houver um tratamento adequado do fluido préximo a interface. Para minimizar estes



2.1. Escoamentos Bifasicos 17

problemas, o método Level Set utiliza uma funcdo Heaviside suave, diretamente relacionada a

célula, que define explicitamente a posicao da interface (¢ = 0).

A transi¢do na interface é mantida suave, mas com espessura da ordem de grandeza do
tamanho da célula, para evitar a introdu¢do de distirbios com escala de comprimento igual
a da malha, pois a interface infere uma propriedade de salto abrupta de uma célula para a
proxima (UNVERDI; TRYGGVASON, 1992 [94]). Para reconstruir as propriedades materiais
do escoamento, como massa especifica e viscosidade, uma outra funcdo marcadora, I (¢), do

tipo Heaviside € utilizada

0 se ¢ < —0A,,
1 ¢ I . (n¢
) - - <
1(9) 7 1+ 5A. + - sm((SAC)] se |g| < IA,, (2.13)
1 se ¢ > 0A,,

em que ¢ € um coeficiente empirico, normalmente igual a 1,5 e A, € a discretizacdo caracteris-
tica do problema, que varia de acordo com o fendmeno a ser simulado. O valor de ¢ representa
uma interface com espessura de trés células, e, assim, 0A, representa metade da espessura da
interface. Nota-se que, neste método, a interface possui uma espessura virtual, pois é represen-
tada por uma fungdo suave. As propriedades fisicas, como a massa especifica e a viscosidade

cinematica, sdo calculadas como:

p=0-Dp1+1lpy e v=(10-Dv+Ilv,, (2.14)

em que p;, P2, Uy € U, s30 a massa especifica e a viscosidade cinematica dos fluidos 1 e 2. A

equacao 2.14 pode ser aplicada analogamente as outras propriedades dos fluidos.

Como ¢ € uma funcao distancia, sua adveccdo, teoricamente, poderia ser realizada por um
método padrdo de equagdes hiperbdlicas. Entretanto, a advecgdo de ¢ pode fazer com que esta
varidvel ndo seja mais uma funcao distancia (quando |[V¢| # 1), descaracterizando a interface
(SUSSMAN et al., 1994[88]). Em um campo de escoamento complexo e varidvel, é possi-
vel que ¢ desenvolva um gradiente abrupto para a equagdo de advecgdo 2.12, especialmente

se a interface possui declividades acentuadas. Como consequéncia, torna-se dificil de manter
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constante a espessura da zona de transi¢do (eq. 2.13). Assim, o cdlculo do versor normal e da
curvatura deixam de ser precisos € pode ocorrer uma variacio significativa de massa, provo-
cando problemas de conservacdo de massa (ZHANG et al., 2010[105]).

Para reduzir os problemas produzidos por esta questdo, Sussman et al. (1994) [88] propuse-

ram a reinicializag¢do da varidvel ¢ em um determinado passo de tempo, por

0o
20 4 sen @0 (V91 - 1) =0, 2.15)
-

em que sgn € o sinal da fungdo, ¢, € a funcdo nao reinicializada e T € uma varidvel relacionada
a discretizagdo espacial (muitas vezes At = 0,1A.). A reinicializacdo faz com que a varidvel ¢
seja novamente uma func¢ao distancia e € mais efetiva proximo a ¢ = 0.

Para movimentos lentos da interface, o método ndo necessita se reinicializar a cada passo de
tempo; porém, se 0 movimento da interface for rapido, existe a necessidade de reinicializar com
mais frequéncia, podendo ser realizada mais de uma vez por passo de tempo. A reinicializacao
pode resultar em movimento artificial da interface que contribui para uma conservac¢io de massa
defasada (TRYGGVASON et al. (2011) [93]). Entretanto, com o uso de um esquema de alta
ordem, com o refinamento de malha e com um esquema de reinicializacdo mais adequado, o
problema com a conservacdo de massa do método Level Set pode ser evitado ou, a0 menos,
reduzido (SUSSMAN et al., 1998 [86]).

O método Level Set tem um apelo pela simplicidade, pois ndo existem passos complexos
adicionais, como no método VOF que demanda a reconstrucdo da interface ou a consideracao

de objetos adicionais como os utilizados pelo método Front Tracking.

2.1.5 METODOS HIBRIDOS - FRONT TRACKING

Os métodos hibridos possuem caracteristicas dos métodos de rastreamento e dos de captura
de interface. Este grupo é formado, predominantemente, por métodos lagrangianos que repre-
sentam a interface com marcadores, que indicam a localiza¢do da interface dentro do dominio
do escoamento.

O método Front Tracking foi apresentado em 1992 por Unverdi e Tryggvason [94]. Ao

invés de fazer a adveccdo de uma fun¢do marcadora, pontos marcadores conectados entre si s30
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movidos pelo proprio movimento do fluido (figura 2.7).

a) b)
P1 P1
p—— T
>~~~ —1 \\»LH/“//
. P2 A2

Figura 2.7: Interface de dois fluidos: a) interface original, b) interface representada por meio
de pontos interconectado no método Front Tracking.

Neste método utiliza-se dois gradeamentos: o gradeamento fixo, onde as equagdes de Navier-
Stokes sdo usualmente resolvidas, e o gradeamento movel que, com uma abordagem lagrangi-
ana, representa a interface dos fluidos por marcadores. Em seu trabalho, Unverdi e Tryggvason
(1992) [94] apresentam uma malha euleriana tridimensional para o cdlculo das equacdes de
Navier-Stokes e outra malha, intrinseca a primeira, ndo estruturada e triangular para representar
a interface (figura 2.8). Assim, uma das vantagens deste método € que a representacao da inter-
face tem uma liberdade maior do gradeamento onde as equagdes de movimento sao resolvidas,
podendo se utilizar malhas adaptativas ou até mais refinadas.

Diferente do método MAC, o método Front Tracking adota os marcadores apenas na posi¢ao
da interface. O conjunto de marcadores e suas conexdes ¢ denominado de frente (front) e exis-
tem diversos métodos diferentes para considerd-la. As conexdes sdo representadas por linhas
(2D) ou superficies (3D). Marcadores podem ser adicionados ou removidos com o intuito de
manter a representatividade da interface.

Na maioria dos casos, a frente € movida pelo campo de velocidades (calculado pela equagao
da quantidade de movimento). Assim que a frente se move, € necessario atualizar as proprieda-
des do fluido no gradeamento fixo. A maneira mais utilizada para transferir a informacao entre
a frente e o gradeamento do escoamento € por meio de uma funcdo marcadora suave que pode
ser representada no gradeamento do escoamento (TRYGGVASON et al., 2011 [93]). Esta fun-

¢ao marcadora suave pode ser semelhante a fun¢do apresentada no método Level Set (equagao
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Figura 2.8: Dominio computacional é discretizado por uma malha regular, cartesiana e
estaciondria. A representacdo da interface € representada por uma outra malha ndo estruturada
e triangular (Unverdi e Tryggvason, 1992 [94]).

2.13).

Em geral, as simula¢des numéricas de escoamentos multifdsicos devem levar em conta as
mudancas da topologia, como, por exemplo, quando uma gota ou uma bolha entram em colapso.
Quando a interface € explicitamente rastreada por marcadores conectados, deve-se atentar para
tais mudancas para que se modifique a conectividade dos pontos de maneira apropriada. A
complexidade desta operacao €, normalmente, citada como a maior desvantagem do método

Front Tracking (TRYGGVASON et al., 2001 [92]).

2.1.6 RESUMO SOBRE OS METODOS DE REPRESENTACAO DE INTERFACE

A tabela 2.2 apresenta uma copilacdo dos métodos aqui citados, com suas principais caracte-
risticas, vantagens e desvantagens. Além destes apresentados, diversos outros métodos existem
como o Constrained Interpolation Profile Method (TAKEWAKI et al., 1985) [89], o Phase-field
Method (JACQMIN, 1999)[34] e o VOF/Level Set Method (SUSSMAN; PUCKET, 2000)[87].
A escolha do método mais adequado para representar a interface depende do problema especi-
fico a ser resolvido e dos métodos utilizados para a resolucao da equacdo da continuidade e da

quantidade de movimento.
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Tabela 2.1: Comparacao entre os principais métodos de representacdo de interface.

Atributo VOF Level-Set Front-Tracking
Autores Pioneiros Hirt e Nichols | Osher e Sethian | Unverdi e Tryggva-
(1981) [31] (1988) [66] son (1992) [94]
Tipo de captura Fun¢do Marcadora | Fungdo Marcadora | Marcadores e Fun-
nao Suave Suave ¢ao Marcadora Su-
ave
Custo computacional intermedidrio baixo alto
Complexidade de im- | intermedidria baixa alta
plementacdo
Mudanca de Topologia | simulada simulada modelada
Principais vantagens Bibliografia ampla | Simplicidade Malha secunddria
para representar a
interface
Principais desvantagem | Dificuldade em re- | Problemas com | Problemas com
construir a inter- | conservagao de | mudanga de topo-
face e em se esten- | massa logia
der de 2D para 3D
Publicagdes que utili- | [3] [2] [32] [105] [102] [90] [92] [104] [13]
zam

2.1.7 TENSAO SUPERFICIAL

A tensdo superficial € uma propriedade termodinamica do liquido que € func¢do da tempera-

tura e de outras varidveis de estado como a composi¢do quimica e pureza da interface.

Ferziger e Peric (2002) [15] mencionam que a condi¢do dindmica exige que as forcas da
interface estejam em equilibrio. Isto quer dizer que as for¢as normais em ambos lados da
interface sdo da mesma magnitude e com direcdes opostas, enquanto que as forcas tangenciais

possuem a mesma magnitude e direcao.

De acordo com Scardovelli e Zaleski (1999)[79], o tensor da pressdo de capilaridade, que

pode ser representado por um tensor tangencial a interface, € dado por

T = o (I—-nn) 6, (2.16)

em que T é o tensor de pressao tangencial a interface, o € o coeficiente de tensdo superficial, I
€ o tensor identidade, n é o vetor nomal a interface e 65 € o delta de Dirac, referente a posi¢ao

da interface. As forcas capilares, f,, (referente a tensdo superficial), podem ser representadas
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como a divergéncia de T, tomando a forma
f, =V -T=20«sn, (2.17)

em que k € a curvatura da interface.
Para considerar a tensdo superficial, a equacdo de Navier-Stokes (eq. 3.1) ganha uma novo
termo referente as forgas capilares, tomando a forma
ou; u; 10 1o Ou; Ou; o
— tuj— - P9 ul—+— — —KOgn;j, (2.18)
ot ox; pOx;  pox; Ox; Ox; 0
em que o € a tensdo superficial, n;; € o vetor normal, 65 € o delta de Dirac que indicado a

presenca da interface, dado por

1 referénte a interface,
05 = (2.19)
0 fora da interface.
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2.2 ERROS NUMERICOS: DISPERSAO E DISSIPACAO NUMERICA

Todos os esquemas numéricos acrescentam erros a0 modelo matematico em que sdo apli-
cados. Estes erros podem provir do truncamento da série de Taylor, que podem se manifestar

como dispersao e/ou dissipacao numérica.

Dispersdo € o erro que adiciona aos resultados oscilacdes que ndo estdo relacionadas ao
fendmeno simulado. Métodos de alta ordem provocam mais erros de dispersdo se comparados
com os de baixa ordem e estes erros sdo causados unicamente por derivadas de ordem impar.
Estes erros estdo relacionados a fase e provocam wiggles, oscilagdes espurias de pequena escala,

normalmente do tamanho da malha.

Por outro lado, o erro de dissipagdo é aquele que, como o proprio nome sugere, provoca
uma perda ou ganho de energia que ndo esta relacionada ao fendmeno em questio. Os erros de
dissipacgdo estdo relacionados a amplitude da incégnita e podem ser separados em sobredissipa-
tivos (over-dissipative) e subdissipativos (sub-dissipative). Métodos de baixa ordem possuem
mais erros de dissipac¢do se comparados com os métodos de alta ordem, e sdo provocados por
derivadas de ordem tanto par quanto impar. Uma caracteristica importante dos erros de dissipa-
cdo, é que estes erros, quando sobredissipativos, podem evitar problemas provocados pelo erro

de dispersao, como os wiggles.

Para exemplificar, uma equa¢ao unidimensional de advec¢ao pura (;—]: = ua ¢ resolvida
utilizando o método de Runge-Kutta de segunda ordem para determinar a derivada temporal,
com Ax = 0,Im, At = 0,1s e u = 1,05m/s, durante 1s. Utilizando como esquema numérico de
derivacdo espacial o upwind de primeira ordem (fig. 2.9), notamos que o erro de dissipa¢do nu-
mérica € grande o suficiente para fazer com que a varidvel f reduza o seu valor inicial mdximo
em mais de 50% em 1 segundo. J4, quando utilizamos o esquema centrado de segunda ordem
para calcular a derivada espacial (fig. 2.10), a soluc@o é descaracterizada por separar a onda
propagada em diversas ondas menores, além de ocorrer o efeito de sobreposi¢do entre ondas,
aumentando levemente (= 10%) o valor maximo da solucao depois de 1 segundo. Para esque-

mas centrados, o erro de dissipacdo numérica € inexistente, logo, os problemas visualizados sdo

unicamente de dispersao.
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Figura 2.9: Advec¢do de uma varidvel qualquer f com um esquema upwind de primeira
ordem, caracterizando o erro de dissipagao.
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Figura 2.10: Adveccdo de uma varidvel qualquer f com um esquema centrado de segunda
ordem, caracterizando o erro de dispersao.

2.2.1 ANALISE DE FOURIER DOS ESQUEMAS EM DIFERENCAS FINITAS

De acordo com Lele (1992)[45], considerando o desenvolvimento da série de Taylor

2 3
(Xiv1 — X;) "y (Xix1 — x;)

S = fi+ i —x) f + X /i 3 77+ (2.20)

para a derivada primeira com precisdo de ordem n, pode se designar o esquema compacto

centrado pela relagdo do tipo

p q

Do aifi;= ) afu+ OAX"), para i=1,.n, (2.21)
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onde a; e a; sdo coeficientes obtidos pelo desenvolvimento em série de Taylor. Quando p = 2

e g = 3, tem-se que

Bfl,+afl + fl+af,, +Bf, =
afi+1 — Jie1 N bfi+2 — fiz N Cfi+3 - fi-3 L0 (2.22)
2Ax 4Ax 6Ax )

em que a, 3, a, b e ¢ s@o os coeficientes obtidos pelo desenvolvimento em série de Taylor. A
aproximacdo para a derivada segunda pode ser obtida de forma semelhante e desenvolvendo-a

s€ encontra

B +af’ + [ +afl, +Bf, = 223
Jom 2 for  fo =2t f | fu =2t fs o P
Ax2 4AX2 9AX2 '

Assim, quando esquemas possuem a # 0 e/ou S # 0, o esquema € denominado implicito
centrado (IC) ou compacto; caso contrério, ¢ chamado de esquemas explicitos centrados (EC).
Uma grande vantagem dos esquemas compactos € que estes necessitam de um nimero menor
de pontos para calcular uma derivada de alta ordem, se comparados aos métodos explicitos

centrados.

A anélise baseada na série de Fourier permite quantificar erros para um nimero de onda a
ser resolvido por um esquema numérico, ja que a derivada calculada no campo espectral (apds
aplicar a série de Fourier) € exata. Para aplicar a série de Fourier se considera uma fungao f (x),

periddica em um intervalo [0, L,]. Esta func¢do pode ser escrita como

Fo =) fet, (2.24)

j=—0

2n . . . A .
em que k, = ( T ¢ o numero de onda, ¢ € a unidade imagindria e f; sdo os coeficientes de

X

Fourier. Neste caso, por conveniéncia, j representa o indice na dire¢do do eixo x. A partir da

equacao 2.24 é possivel verificar que, derivando a fun¢ado, obtém-se

Fra = fuke®. (2.25)

Jj=—00
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Pode-se identificar os coeficientes de Fourier de f’ (x) como

fi =ik f. (2.26)

Assim, o método de andlise consiste em comparar o valor exato de f]’ dado pela equacdo 2.26
com o valor ( fj’ )df obtido com o esquema de diferencas finitas. Afirma-se que para um esquema

representado pela equagdo 2.22, tem-se
(£),, = &.f (2.27)

em que £, € o nimero de onda modificado, ou seja, representa a aproximacao feita pelo uso do

esquema numérico em diferencas finitas.

Defini-se o erro provocado pela aproximacao da derivada de primeira ordem como

|kx - k;cl
ky

, (2.28)

€lder =

em que, para métodos baseados nos esquemas compactos centrados de até 6% ordem, o numero

de onda modificado é determinado como

, asin(k,Ax) + (b/2) sin(2k,Ax) + (c/3) sin(3k,Ax)
k. Ax = . (2.29)
1 + 2a cos(k,Ax) + 28 cos(2k,Ax)

Para a derivada segunda, a expressao equivalente é

_ kK

€2der = k2 s
X

(2.30)

em que, para métodos baseados na equacdo 2.23, o nimero de onda modificado segundo [43] é

definido como

2a(1 — cos(k,Ax)) + (b/2)(1 — cos(2k,Ax)) + (2¢/9)(1 — cos(Bk,Ax)
1 + 2a cos(kAx) + 23 cos(2k,Ax) '

K/ Ax* = (2.31)

Assim, € possivel identificar com mais exatiddo o erro relacionando os numeros de onda aos
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nimeros de ondas modificados e aos modificados segundos, referentes aos métodos numéricos
(figuras 2.11 e 2.12). Nota-se que os esquemas IC possuem erro menor do que os esquemas EC
para uma mesma ordem.

Esquemas upwind possuem mais erros de dissipagdo do que os centrados, o que lhes fornece
uma redugdo de problemas com wiggles, os tornando mais robustos. Ainda, Nagarajan et al.
(2003)[60] demonstram que esquemas deslocados possuem menos erros na derivada primeira

reduzindo assim os problemas com erros de dispersao numérica (figura 2.13).

3| Exata —— g
EC2 ——
4
4 ——-
251 ECe l
IC6 ——
2 L o
x
<><
150 1
1 L o
0,51 i
O L L L L L L
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
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Figura 2.11: Nimero de onda modificado em fun¢@o do nimero de onda para esquemas
centrados, com coeficientes seguindo: EC2: a = 1; EC4: a =4/3eb =-1/3;1C4: a=1/4¢
a=3/2;EC6:a=3/2,b=-3/5ec=1/10;1C6: @« =1/3,a=14/9eb =1/9. As
constantes ndo apresentadas para cada esquema sdo nulas.

2.2.2 ERROS DE DISPERSAO E DISSIPACAO

Os erros de dispersao e dissipagao numérica estdao relacionados aos esquemas numéricos
adotado para a resolug¢do da equacgdo diferencial. Para derivadas impares o esquema pode for-
necer erros de dispersdo e dissipagdo; porém, para derivadas pares apenas podem se observar
erros de dissipacdo numérica. Uma peculiaridade dos esquemas centrados € que estes ndo in-
troduzem erros de dissipacao pelas derivadas impares.

Para analisar os erros de um método, considera-se uma equacao simplificada unidimensional
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Figura 2.12: Nimero de onda modificado segundo funcido do nlimero de onda para esquemas
centrados. Os coeficientes sao os mesmos do que para a primeira derivada, sem ser os dos
esquemas implicitos em que: IC4, @« = 1/10ea = 6/5;1C6, = 2/11,a=12/11e b = 3/11.
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Figura 2.13: Espectro do nimero de onda modificado para diversos operadores de derivada
primeira (adaptado de Nagarajan et al., 2013[60]).
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de convecc¢ao-difusao
of  of _ &

or "ox T Vox (232

em que f € uma varidvel qualquer e ¢ € uma velocidade de propagagdo constante, com uma

distribui¢do uniforme de n, pontos em [0, L,]. Caso Ax = anl , 0 valor da varidvel independente,
no espago, pode ser definido como:
xi=@{—-1)Ax, para i=1,..,n,. (2.33)

Para quantificar os erros de dispersdo e dissipacdo, considera-se a equagao de conveccao-
difusdo 2.32, parat > 0, —oo < x < +co. Nestas condi¢des, com a série de Fourier esta equagdo

pode ser reescrita como

feen = fne, (2.34)
em que a solugdo exata é dada por
f(x,t) — ﬁ) eLk(x—ct) e—vkzt , (235)
A B

onde fj € a condi¢do inicial em ¢t = 0, o termo A € a representacdo do termo convectivo e o termo
B ¢ a representacdo do termo difusivo, ambos no campo espectral. E importante enfatizar que
como esta € uma solugdo exata, ela ndo possui erros de dispersdo e dissipacao e, sendo assim,

serd usada como solucao de referéncia.

Para analisar o método numérico, discretizam-se espacialmente as solucdes referentes as

equacgoes 2.34 e 2.35, da forma
fit) = fnet, (2.36)

f(-xi,t) — f(\)eLk(Xi_C%t)e_Vth. (237)

Cabe ressaltar que a equagdo 2.37 € valida para qualquer esquema numérico.

Para identificar os efeitos de dispersdo e dissipacdo individualmente, € conveniente separar

a parte real da imaginaria do nimero de onda modificado (k" = kj +tk}). Nota-se que, na pratica
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comum, as derivadas segundas sdo resolvidas por esquemas centrados, €, assim, o nimero de
onda modificado segundo possui apenas uma parte real (k" = k), portanto, derivadas pares nio

introduzem erros de dispersdao. Assim, a equacao 2.37 pode ser reescrita como

A Lk[X[—C (kk:k} )t) ,
fxit) = foe e, (2.38)
que desenvolvida fornece:
k/
A k| xi—cR T
fGaD = foe ( : t) g R —k)r (2.39)
conv. dif.

Por conseguinte, a comparagdo das solucdo exata (eq. 2.35) com a sua aproximacao (eq. 2.39)

nos leva a quantificacdo dos erros de dispersdo e dissipagao.

Os erros de dispersdo, que correspondem a modificagdo artificial da velocidade de fase c,
sdo encontrados na parte imagindria da equacdo 2.39, isto €, dados pela parcela c%. Fazendo
a diferenca entre o termo convectivo da equacdo de referéncia 2.35 com o da aproximacgdo
numérica 2.39 temos a quantificacdo deste erro, estimado unicamente pela derivada primeira,
como

Y

Euisp = f -1, para 0<kAx<m. (2.40)

Assim, um valor negativo do erro de dispersdo corresponde a uma sub-estimativa da velocidade

de fase.

Como mencionado por Mahmood et al. (2011)[51], esquemas upwind de alta ordem sao
utilizados para eliminar erros de dispersdo numérica, devido ao seu elevado erro de dissipagao

numérica. A mesma propriedade ndo € encontrada nos esquemas centrados.

O erro de dissipacdo, que modifica a amplitude da oscilagcdo, pode ser obtido analisando a
parte real da equac@o 2.39, ou seja, o termo vk” —ck;. Fazendo a diferenga entre o termo difusivo
da equacdo de referéncia 2.35 com o da aproximagdo numérica 2.39 temos a quantificagdo deste
erro, estimado pela derivada primeira e segunda, como

kK’ — k2 k.

Egiss = e ReAxm, para 0 <kAx<m, (2.41)

em que Rep, = cAx/v é denominado numero de Reynolds da malha. Esquemas centrados
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ndo possuem erros de dissipacdo para a primeira derivada. Assim, k; = 0, o que levaria a
uma equacao semelhante a 2.40. Desta maneira, os erros de dispersao e dissipacdo de diversos

esquemas centrados (figuras 2.14 e 2.15) tem relacdo direta aos graficos apresentados nas figuras

2.11e2.12.
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Figura 2.14: Erro de dispersdao em fun¢do do nimero de onda para esquemas centrados, com

coeficientes seguindo: EC2: a = 1; EC4: a=4/3eb =-1/3;1C4: a = 1/4 e a = 3/2; EC6:

a=3/2,b=-3/5ec=1/10;1C6: « =1/3,a=14/9e b =1/9.

0,1
0
0,1}
0,2
8
©
Ll
0,3}
0,4 Exata ——
EC2 ——
EC4 ——
0,51 1c4a ——
EC6
0 6 IC6 | | | | |
20 0,5 1 1,5 2 25 3
K AX

Figura 2.15: Erro de dissipa¢do em func¢do do nimero de onda segundo para esquemas
centrados. Para os esquemas EC2, EC4 e EC6, os coeficientes utilizados sdo os mesmo do que
os da primeira derivada e para: IC4: @ = 1/10ea =6/5;1C6: a =2/11,a=12/11e¢
b=3/11.
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2.2.3 HIPERVISCOSIDADE

De acordo com Lamballais et al. (2011) [43], na resolucdo das equacdes de Navier-Stokes, a
perda de precisao introduzida por um esquema numérico nas pequenas escalas, combinado com
um erro de aliasing e outros problemas numéricos (condi¢ao de contorno, erro nas propriedades
conservativas em nivel de discretizacao, etc), frequentemente fornecem oscilagdes espurias nas

pequenas escalas (wiggles).

Em geral, métodos de baixa ordem possuem mais erros de dissipa¢do do que os métodos
de alta ordem. A primeira vista, o erro de dissipacdo pode ser uma caracteristica negativa,
porém, ele pode reduzir, ou até mesmo eliminar, os wiggles gerados pelo erro de dispersao.
Desta maneira, um método de baixa ordem pode ser mais estdvel que um método de alta ordem,

mesmo possuindo mais erros, adquirindo estabilidade ao perder exatidao.

Lamballais et al. (2011)[43] apresentam uma ideia pertinente para minimizar os erros de
dispersdo, principalmente em métodos compactos de alta ordem. Utilizando os esquemas com-
pactos (Lele, 1992)[45], é possivel de aplicar com exatiddo um erro de dissipacdo numérica
modificando os coeficientes das derivadas segundas. Os autores sugerem que se pode concen-
trar os erros de dissipacdo apenas nas menores escalas, minimizando, ou até mesmo eliminando

os wiggles. Estd técnica é denominada de hiperviscosidade.

Nesta linha de pesquisa, Dairay et al. (2017)[11] utilizaram a mesma técnica de hipervisco-
sidade para aplicar um LES implicito (ILES) ao método numérico. Ou seja, a hiperviscosidade
fornece um erro de dissipagdo numérica controldvel, podendo ser utilizada até mesmo para re-
presentar os efeitos de dissipacdo de energia da turbuléncia somente para as menores escalas,

imitando o efeito de um modelo LES.

E importante enfatizar que a hiperviscosidade ndo aumenta o custo computacional dos cél-
culos, ja que estd atrelada unicamente a escolha dos coeficientes das derivadas do método nu-
mérico. Claramente, ndo se pode controlar os erros de dissipacdo da derivada primeira ao se
utilizar esquemas centrados compactos, pois estes métodos ndo possuem erros de dissipacdo

nestas derivadas.
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2.2.4 ERROS DE METODOS DE ALTA ORDEM EM ESCOAMENTOS BIFASICOS

No caso de escoamentos bifésicos, por causa da presenga da interface (como ja dito anterior-
mente), instabilidades provenientes da dispersao numérica podem ocorrer ao utilizar esquemas
de alta ordem para resolver a equagdo de movimento.

As principais varidveis a serem afetadas por estes erros sdo as derivadas relacionadas a
massa especifica (o) e as viscosidades (u e v) . Por estes motivos, ndo siao facilmente encon-
trados na literatura formulagdes que utilizam métodos de alta ordem para simular os fluidos em
escoamentos bifasicos.

Uma forma eficiente de reduzir os problemas de instabilidade numérica € utilizar a hiper-
viscosidade para controlar os erros na pequena escala. Assim, ao calcular a velocidade nédo
corrigida (quando se utiliza o método da Projecao [8]), a hiperviscosidade controla os erros nas

pequenas escalas provenientes do termo convectivo.

2.2.5 INSTABILIDADE NUMERICA

A andlise de dispersao e dissipacdo numérica nao ¢ suficiente para identificar se uma simu-
lagdo numérica é numericamente estavel ou nao, ou seja, se sua solugdo converge ou diverge.
Neste caso € necessdrio realizar uma andlise do esquema de derivacdo temporal para determinar
seu diagrama de estabilidade.

O diagrama de estabilidade relaciona a velocidade méxima e a viscosidade méaxima que
podem ser representadas em determinada malha espacial e temporal. Assim, para a velocidade
e viscosidade do problema em questdo € aplicada uma corre¢do destes valores considerando
os erros de dispersdo e dissipacdo para identificar, pelo diagrama de estabilidade do esquema
utilizado, se a solucdo € estavel ou ndo para a malha espaco-temporal escolhida.

Como exemplo, tem-se que uma simulacao € estavel utilizando o método de Adams-Bashforth
2¢ ordem e instdvel utilizando o método de Euler explicito. Esta simula¢do pode se tornar es-
tdvel para ambos os esquemas por causa dos erros de dissipacdo e dispersdo numéricos (figura

2.16).
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Figura 2.16: Diagramas de estabilidade para os esquemas Euler explicito e Adams-Bashforth

segunda ordem; “Q” representa o valor maximo de velocidade e viscosidade de um fendmeno
hipotético e “®” representa a corre¢do da posicao deste mesmo fendmeno no diagrama causada
pelo uso de um esquema numérico que provoca erros de dispersdo e dissipacdo. A simulagdo
passou a ser estdvel tanto para o esquema de Euler explicito quanto para o de Adams-Bashforth

2.3 TURBULENCIA

Os escoamentos na natureza, em sua grande maioria, sdo turbulentos. Em 1972, Tennekes e
Lumley [91] comentaram sobre a abrangéncia do escoamento turbulento na natureza e afirmam
que o escoamento laminar € a exce¢do e ndo a regra, pois para se encontrar um escoamento
laminar, € necessario que o sistema fluido possua pequenas dimensdes e altas viscosidades
(Stoke flows).

Depois de uma década de seu famoso experimento que analisava a mudanga do regime lami-
nar para turbulento, Reynolds (1894)[72] estabeleceu um pardmetro adimensional para identifi-
car a existéncia e a intensidade da turbuléncia em um escoamento. Este parametro é conhecido
como ndmero de Reynolds:

VL

Re = —, (2.42)
14

em que V e L sdao uma velocidade e um comprimento caracteristicos do escoamento, respec-

tivamente, e v € a viscosidade cinematica do fluido. Outra grande contribui¢cdo de Reynolds
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foi a proposi¢do de tratar problemas de escoamentos turbulentos por meio da decomposicdo de
Reynolds.

Em escoamentos laminares, as particulas do fluido viajam em linhas ordenadas sem per-
der sua identidade pela mistura entre diferentes camadas. As particulas de fluido entre duas
camadas adjacentes nio se misturam, exceto por difusdo molecular (GARDE, 2010 [20]). A
maior dispers@o nos escoamentos turbulentos faz com que a distribui¢c@o espacial das velocida-
des médias no tempo seja mais uniforme do que em um escoamento laminar, exceto proximo a
paredes.

Uma forma de visualizar os vortices é calculando-se a vorticidade do escoamento (w =
V x U). A vorticidade indica a intensidade do vortice, assim como os seus padrdes estrutu-
rais, quando se visualizado em uma isossuperficie. Infelizmente, préximo a paredes utilizar a
vorticidade pode inferir informacdes incoerentes sobre os vortices. Para sanar este problema,
utiliza-se o Critério Q que representa um balanco local entre a taxa de deformagdo e a magni-
tude da vorticidades, definindo vortices como areas onde a magnitude da vorticidade é maior
do que a magnitude da taxa de de deformacdo [33] como

0 =5 (1" =15:,) > 0 (2.43)

N =

em que € € o rotacional e § € a taxa de deformacao.

Os avangos nos estudos da turbuléncia se deram, inicialmente, por causa da observagao do
fendmeno, que resultou futuramente no desenvolvimento de modelos matematicos para a des-
cricao do fendmeno. Apenas no ultimo meio século a computacao foi capaz de ser aplicada para
os estudos de turbuléncia. O cédlculo do escoamento turbulento se desenvolveu adequadamente
apos o aparecimento do computador, diferentemente do acontecido com o escoamento laminar,
que ja possuia grande parte de sua teoria desenvolvida e de seus problemas resolvidos através
de equacgdes analiticas.

Até a década de 60, a tinica forma de representar a turbuléncia era utilizando modelos base-
ados na decomposigcdo de Reynolds (RANS - Reynolds Average Navier-Stokes)[82]. Apenas a
partir dos anos 70, com o crescimento da capacidade de cdlculo computacional novas tendéncias

para o tratamento numérico da turbuléncia foram possiveis, propiciando o desenvolvimento da
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Simulacdo Numérica Direta (DNS - Direct Numerical Simulation) e de Simulacdo de Grandes

Escalas (LES - Large-Eddy Simulation).

2.3.1 ESPECTRO E ESCALAS DA TURBULENCIA

Pope (2000)[69] menciona que, em escoamentos com altos nimeros de Reynolds, existe
uma diferenciacdo entre as escalas turbulentas do movimento. O movimento de grande escala
¢ fortemente influenciado pela geometria do problema. O comportamento do movimento de
pequena escala € determinado quase que inteiramente pela taxa a qual este movimento recebe
energia das escalas maiores e pela viscosidade. Assim, os movimentos de pequenas escalas

possuem uma caracteristica universal, independente da geometria do problema.

De acordo com Garde (2010)[20], o escoamento, quando turbulento, contem vortices de
varios tamanhos. Os maiores voértices serdo da ordem da dimensao da geometria ou do com-
primento caracteristico (como exemplo, o didmetro do cilindro para escoamentos em torno de
cilindros). O menor vortice € da ordem de milimetros (dependendo da viscosidade do fluido);
entretanto, € importante enfatizar que o tamanho do menor vértice € suficientemente grande se
comparado ao percurso livre médio das moléculas do fluido.

Os vértices sdo tridimensionais por natureza, mesmo se 0 escoamento possul caracteristicas
bidimensionais. Vértices de diversos tamanhos estdo agregados uns nos outros € nao sao per-
manentes na natureza. Isto €, os maiores vortices retiram energia do escoamento, sendo entao
continuamente formados, e transferem esta energia para os vOrtices menores € estes para 0s
ainda menores até que os menores vortices finalmente se dissipam pelo efeito do atrito viscoso.
Este processo é denominado de cascata de Kolmogorov.

E comum falar no espectro tridimensional da turbuléncia. Ocorre que ndo se pode "me-
dir"vértices, e sim apenas as flutuacdes que eles causam. Assim, € feito o espectro de cada
componente, cada um correspondendo a uma flutuacio de velocidade (MOLLER; SILVES-
TRINI, 2004 [59]). Cada tamanho de vortice possui uma frequéncia e uma energia. Os vortices
maiores (baixo nimero de onda) possuem menor frequéncia e maior energia, contrario dos vor-
tices menores (alto nimero de onda), que possuem maior frequéncia € menor energia.

A funcdo de densidade autoespectral ®;;, também denominada de espectro de poténcia, ou
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ainda espectro de frequéncias, € utilizada para associar uma frequéncia a uma determinada

flutuacdo da velocidade e € tida como

T
0 (f,) = % fo ¢ (f;, Be, i) di, (2.44)

em que f, € a frequéncia de determinado voértice representado pelo nimero de onda k;, T € o
tempo de observacdo, Be € a largura da banda de frequéncias, ou seja, a resolucdo da fungao
densidade autoespectral. Neste caso ¢’ € a flutuacdo da velocidade ou da pressdo. O espectro

pode ser representado em termos do nimero de onda

L (2.45)

ki = — ;
u; A

em que u; € a velocidade média na direc@o principal do escoamento e A4 é o comprimento de
onda do vértice. Ainda, o espectro de frequéncias (eq. 2.44) pode ser escrito em funcdo do

nimero de onda (eq. 2.45) como
U
Q;; (k) = 2—®,-,- ), (2.46)
Vs

sendo denominado de espectro do niimero de onda na direcao i.
Moller e Silvestrini (2004 [59]) mencionam que se pode distinguir regides caracteristicas

do espectro de turbuléncia, de forma simplificada, como:

e Regido de baixa frequéncia, onde as escalas sdo limitadas pelas geometria do problema
considerado. E a regido dos maiores e mais energéticos vortices, onde o espectro assume

um expoente —1 (@ (k;) ~ k;'') na dire¢éo principal do escoamento,

e Regido de equilibrio universal, dado que ela se encontra em qualquer escoamento turbu-
lento. A dissipag@o ocorre e existe a isotropia local (local no espectro) e é caracterizada
por duas sub-regides:

® ~ &*k™/3  Sub-regido inercial (Kolmogorov),
(2.47)

O~k Dissipacao viscosa (Heisenberg),
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em que & € o termo de dissipagdo turbulenta.

De acordo com Schlichting e Gersten (2003)[80], a turbuléncia isotrdpica local € determi-
nada unicamente por duas grandezas, v e &, que produzem o comprimento de escala das menores

estruturas da turbuléncia, chamado de comprimento de Kolmogorov e é fornecido por

t=vr)", (2.48)
a escala do nimero de onda
ky = i—j, (2.49)
e a escala do tempo
o= /e, (2.50)

Assim, para que uma simulacdo numérica seja considerada uma DNS € necessario que todas as
escalas de turbuléncia sejam representadas na propria malha de célculo.

Ao se plotar o nimero de onda em forma de espectro € possivel visualizar a escala dissipativa
de Kolmogorov, além das escalas de energia referente as diversas frequéncias dos vortices de
um escoamento (figuras 2.17 e 2.18 ). Pode-se identificar as subregides de turbuléncia quando
se faz a andlise do espectro do nlimero de onda de um escoamento. Ao se criar este tipo grafico
para resultados numéricos, € possivel de verificar se a simulacio representou todas as escalas

da turbuléncia.

2.3.2 TURBULENCIA EM ESCOAMENTOS COM SUPERFICIE LIVRE

Os ndmeros de Reynolds caracteristicos de rios (figura 2.19) sio muito maiores do que
os usualmente observados em tubulacdes ou escoamento em torno de objetos. Visto que os
escoamentos em rios € em canais sdo predominantemente turbulentos, o nimero de Reynolds
ndo se propde apenas a definir se o escoamento € turbulento ou ndo, mas também proporciona
a escala do tamanho do maior vortice.

Quando se analisa a turbuléncia provocada pela propaga¢ao de uma onda, tem que se atentar
ao utilizar o nimero de Reynolds, pois algumas ondas ndo possuem uma velocidade caracte-

ristica que transporta massa. Quando a onda € oscilatéria, ou seja, ndo transporta massa, a
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Figura 2.17: Esquema do nimero de onda representando as escalas de turbuléncia.
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Figura 2.18: Diagrama do processo de cascada de energia em uma turbuléncia totalmente
desenvolvida. Adaptado de Puhales et al. (2015)[71].
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Figura 2.19: Estimativa de comportamento da profundidade (Y), velocidade (U), declividade
(S0), Numero de Reynolds (Re) e resisténcia (2) em funcio da escala espacial (largura) para
canais e rios. Adaptado de Dingman (2009)[14].
celeridade desta ndo pode ser considerada como a velocidade caracteristica, pois ela ndo trans-
porta energia com esta velocidade, ndo criando vortices. J4 para uma onda translatdria, que
transporta massa, a celeridade pode ser a velocidade de referéncia. Assim, as ondas oscilatdrias
nao possuem forca inercial na propagacdo da onda e devem-se analisar as for¢cas causadas pelo
préprio movimento orbital (i.e. as hoddgrafas) que a onda desenvolve. Neste caso, o niimero de
Reynolds pode ser relacionado as velocidades médximas ou minimas da onda, envolvendo suas

velocidades extremas.
Dingman (2009)[14] caracterizou qualitativamente as ondas que ocorrem em corpos hidri-
cos naturais, dependendo dos motivos de sua formacdo (tabela 5.1). As caracteristicas sdo

avaliadas em pares.

Adicao: quando a onda provoca um aumento no volume do corpo hidrico, ou;

Deslocamento: quando o volume de d4gua do corpo € constante.

Solitaria: quando apenas uma tnica onda € desprendida, ou;

Periddica: se existem repetidas ondas se formando periodicamente.
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e Translatdria ou oscilatéria, como ja mencionado anteriormente;

e Dinamica: quando as caracteristicas da onda podem ser deduzidas pelos principios de

momento ou energia, cm COIlell’ltO com a conservagﬁo de massa, ou;

e Cinética: quando estas podem ser deduzidas unicamente pelos principios de conservacgao

de massa.

Tabela 2.2: Caracteristicas qualitativas em corpos hidricos naturais produzidas por diversas
causas (adaptado de Dingman,2009 [14]).

Adigdo ou Solitdria ou | Translatoria ou Dinamica ou

Causa g N . .

Deslocamento | Periodica Oscilatoria Cinemdtica
Vento Deslocamento | Peridodica Oscilatoria® Dinamica
Seiche Deslocamento | Periddica Oscilatoria Dinamica
Marés Deslocamento | Periddica Translatoria Dinamica
Tsunami de | Deslocamento Solitaria Translatoria Dinamica
terremoto
Escorregamento de | Deslocamento | Solitdria Translatéria Dinamica
terra
Falha de barragem Adicdo Solitaria Translatéria | Cinética e dinamica
Macaréu* Adicdo Solitaria Translatoria Dinamica
Onda de inundacao Adicdo Solitaria Translatéria | Cinética e dindmica

* também conhecido como pororoca.
“ ondas provocadas pelo vento se tornam translatdrias ao se aproximarem da costa.

A turbuléncia em canais abertos € um tema ha muito pesquisado e continua proporcionando
desenvolvimento cientificos importantes [62]. Com o desenvolvimento das simulacdes de es-
coamentos multifdsicos, e com a possibilidade de se considerar a turbuléncia numericamente,
seja por modelos ou simulando-a diretamente, inimeras novas pesquisa tornaram-se vidveis de
serem desenvolvidas.

Lee et al. (2011) [44] realizaram uma DNS em canais abertos considerando a interface ar-
dgua examinando os efeitos da deformacdo da interface nas estruturas turbulentas da 4gua. Um
dos ultimos avancos nesta drea € a simulac@o de ressaltos hidrdulicos utilizando DNS (MOR-
TAZAVI et al., 2016) [58] ou mesmo um modelo de turbuléncia do tipo RANS (BAYON et al.,
2016)[4].

A interacdo multifdsica entre objetos solidos, liquido e gis também sdo estudados. Xie et al.

(2014) [99] desenvolveram sua pesquisa sobre estruturas turbulentas em escoamento em canais
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abertos com dunas utilizando LES. Na mesma linha de pesquisa, Hamza et al. (2015)[25] desen-
volveram sua pesquisa em turbuléncia de escoamento bifdsicos sobre um obstéculo utilizando
um modelo de turbuléncia do tipo RANS.

Uma anélise do efeito da turbuléncia na aplicacdo de ondas em escoamentos bifasicos foi
apresentado por Maza et al. (2015)[54], que simularam um tsunami que passa por uma bateria
de cilindros, representando drvores. Utilizando um modelo de turbuléncia do tipo RANS, eles
verificaram a perda de energia da onda causada por estes obsticulos.

Diversas pesquisas tem sido produzidas utilizando as equagdes de Navier-Stokes, com ou
sem modelos de turbuléncia, para simular escoamentos com interface dgua-ar. Nenhuma das
publicagdes aqui citadas apresentou um codigo de alta ordem (acima de segunda ordem). A
utilizacdo de esquemas de alta ordem € essencial na simulacdo de escoamentos turbulentos,
principalmente para nimeros de Reynolds altos, pois estes escoamentos possuem uma grande

escala de vortices, em que a precisao de cdlculo nas menores escalas pode ser crucial.



3 METODOLOGIA MATEMATICA

Neste capitulo, € apresentada a metodologia matemadtica, tanto para o método Level Set, que
foi escolhido para representar a interface entre os fluidos (§ 2.1.4), quanto para a Equagao de
Navier-Stokes e da continuidade, que representam a dindmica dos fluidos como um todo. As

justificativas para a escolha do método Level Set também sdo expostas.

3.1 EQUACAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO E DA CONTINUIDADE

Este trabalho tem o objetivo de obter um c6digo de alta ordem de precisao para escoamen-
tos multifasicos. Para isso, realiza-se modificacdes em um cddigo ja existente, denominado
Incompact3d ([41], [42]), que € utilizado para realizar simulacdes numéricas de escoamentos
monofédsicos com, apenas um fluido, com equagdes adimensionalizadas, utilizando um esquema
centrado de sexta ordem, além de um método espectral para a resolu¢do da equacdo de Pois-
son. Este é um cddigo livre e aberto, sendo utilizado para a simulagdo numérica académica
nos ultimos anos ([12] [98] [70] [16]). Ainda, o cédigo Incompact3d possui a possibilidade de
paralelizacdo utilizando uma decomposi¢do 2D, o que faz possivel paralelizar os calculos com
até 100.000 nicleos computacionais. Isso faz dele uma ferramenta ideal para atingir o objetivo
deste trabalho.

As equacdes de Navier-Stokes e da continuidade para escoamentos incompressiveis sao

consideradas originalmente no cddigo Incompact3d em forma adimensional, como

oup o Ow O 1 ([ &u 3.1)
ot ’6x;  O0x; Re\0x;0x;)’ )
e
i _ (3.2)
(9.?6]‘ o '

onde u; é a componente i1-€éssima da velocidade, ¢ € o tempo, x; € a coordenada espacial, I1 é

43
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a pressdo e Re € o nimero de Reynolds. Para as equacdes 3.1 e 3.2, as varidveis sdo todas

adimensionais.

O principal interesse em escoamentos multifasicos, para este trabalho, € o estudo de esco-
amentos e propagacdes de ondas em corpos hidricos, onde a massa especifica e a viscosidade

dindmica, da dgua e do ar, possuem diferencas significativas. Nestes casos, a relacdo entre as

, pégua . . oA . ,uégua
massas especificas pr = ~ 830 e as viscosidades dindmicas yr = ~ 55, em que

ar l'l ar

I" representa a condicdo de salto através da interface. Em escoamentos multifédsicos, a viscosi-

dade e a massa especifica ndo sdo constantes no espago € no tempo, € normalmente a equagdo

de movimento é considerada, com adicao da forca da gravidade, como

Ou; Ou; lop 10 Oou; Ou;
E + Ltjaxj =g paxi + p(’)xj [/1( )] . 3.3)

= +
0xj (9xl-
em que p € a pressdo total e g € a aceleracdo da gravidade. Para a aplicacdo de escoamentos

multifasicos dgua-ar, se criard uma versiao dimensional do cédigo Incompact3d.

3.1.1 EQUACAO DE POISSON E TERMO DE PRESSAO

Para resolver as equagdes de Navier Stokes, o cédigo Incompact3d aplica o método de
Projecdo [8], o qual utiliza uma equacdo de Poisson para calcular a variacdo da press@ao. Uma
das vantagens no uso do cédigo Incompact3d € a precisdo, inclusive nas pequenas escalas, com
um baixo custo computacional e, para isso, o cddigo resolve a equacdo de Poisson com um

método espectral, mesmo se condi¢des de contorno de Dirichlet forem utilizadas [41].

Na utilizagdo do método da Projecao, no passo da projecdo se tem que

=—-Vp, (3.4)
o

2 . ~ .. . . A .
em que it representa o campo de velocidades nao corrigido. Aplica-se o operador divergéncia

-

V-i-V-i 1
—— =-V-[-Vp], 3.5
A7 (p p) (3.5)
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e considerando a equacao da continuidade (eq. 3.2), encontra-se a equacao de Poisson

Jo, At

Sy

(3.6)

Para aplicar a Transformada Rapida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) a equacao
de Poisson (3.6), esta deve possuir coeficientes de derivada constantes em seu lado esquerdo,
0 que ndo ocorre na equagdo 3.6. Assim, como utilizado usualmente no c6digo Incompact3d,

para aplicar a técnica da FFT se deve utilizar a equacdo de Poisson da forma

Sy

2P\ _V-&
\Y (p)_ AL (3.7)

mesmo se o varia no espago e no tempo. Para este fim, um algebrismo na equacdo da quantidade
de movimento € necessario. Caso a massa especifica ndo seja constante no espago, o termo de

pressdo na equacao do movimento (eq. 3.3) pode ser escrito como

g _1dp  9(/p)

= , 3.8
ox;  pox; TP ox; (3-8)
onde IT = 2. Outras formas matematicamente equivalentes a equacao 3.8 sdo
p
10 oIl 119
_or _ L 1op (3.9)
pox; O0x; p Ox;
e
10 o1l ol
P np) (3.10)

;3%‘ - 5_xz " 0x;

Mesmo que estas trés formulagdes (eq. 3.8, 3.9 e 3.10) sejam matematicamente equivalen-
tes, numericamente ndo o sdo. A formulagdo apresentada pela equacdo 3.9 serd utilizada por
motivos de simetria da derivada, que € calculada com o auxilio da fun¢do Heaviside (2.13) (pro-
cedimento explanado ainda neste capitulo, em § 3.2.2). Assim, a nova equagao do movimento

(eq. 3.3) a ser considerada neste trabalho toma a forma dimensional

. ' o0 o 1  ou;
ow o _, 0 % 10 [u(a”’ ﬂ)] G.11)

ox; p Ox; - /_)H_XJ (9_xj - ox;
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3.1.2 TERMOS ADVECTIVOS

A forma padrio do cédigo Incompact3d para os termos advectivos € a formulagdo antissi-

métrica, dada por

al/l,' 1 (3uiuj 6u,~)’ (312)

U— == +u—
J J
an 2 8Xj an
que permite modelar mais adequadamente as pequenas escalas e possui menos efeitos de alia-

sing [39].

3.1.3 TERMOS DIFUSIVOS

O codigo Incompact3d resolve o termo difusivo

(92u,-
) 3.13
v(ana)Cj) ( )

enquanto que usualmente, cédigos multifasicos adotam a forma

10 Ou; Ou;
- —+ —|. 3.14
p Ox; [“(ax, * ox; )] ( )

A grande vantagem de considerar os termos difusivos como na equagao 3.13 € a boa precisao
da derivada segunda que pode se atingir. Os erros sdo menores quando a derivada € calculada
numericamente como uma derivada segunda e ndo como duas vezes uma derivada primeira
[60], ja que o Incompact3d nao utiliza malha deslocada para o cdlculo das velocidades. Ainda,
o cédigo conta com uma importante ferramenta que aplica a hiperviscosidade [43], que estd
diretamente relacionada com os coeficientes do esquema numérico utilizado para calcular as

derivadas segundas. Assim, serd considerada uma nova forma do termo difusivo, representada

por
1 0 ( ou 0*u; 1 0u (Ou; Ou;
__(ﬂ_u)zv( u )+__ﬂ(_u+ﬂ), (3.15)
pOx;\ Ox; Ox;jox;] pdx;\0x; Ox;

em que o termo % € nulo ao considerar-se a equacao da continuidade (3.2). Com esta nova

formulacdo, mantem-se as vantagens da equagdo (3.13), enquanto se representa a variagdo de

viscosidade presente em escoamentos multifasicos.
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3.1.4 PRESSAO HIDROSTATICA

Quando a forca gravitacional € considerada em um escoamento multifasico, ela provoca
uma drastica variagdo da pressdo normalizada (Il = p/p) através da interface (fig. 3.1a), que

pode criar problemas de dispersao numérica.

a) I

ik

Figura 3.1: Representacdo da variagdo das pressoes (p e I1) com a profundidade z; a) interface
com espessura nula, b) interface com espessura significativa.

Uma maneira de resolver este problema € separando a pressao total em duas parcelas: uma
de pressdo hidrostética e outra de pressdo nao hidrostitica. Muitos métodos de rastreamento de

interface realizam esta separacgdo, escrevendo-a da forma

— Ph T D
o

p=ptpm o= = Il + 1, (3.16)
em que p,;, € a parcela da pressdo ndo hidrostatica, p, € a parcela hidrostética, I1,, € a parcela
da pressao nao hidrostatica normalizada e I1, é a parcela hidrostatica normalizada. Ainda, outra
vantagem de realizar esta separagdo € que o novo termo de pressao (eq. 3.9) é calculado semi-
implicitamente (como mostrado em § 4.2.3).

A p;, segue a lei de variacdo com a altitude z da forma

d
;_h - pg, (3.17)
Z

e, para dois pontos distintos dentro do dominio (independente do fluido), que

22 dph 72 X&)
f ——dz = f P8AZ = Phzy — Phay = f pgdz. (3.18)
o dz 2 2
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Tomando que py, , estd posicionado espacialmente acima de pj,;,, pode-se considerar a pres-
sdo atmosférica como pj,., = Pum-A posicao z; se refere a uma altura z qualquer e a posicao z,

se refere ao topo do dominio, ou seja L,. Assim, definimos

L, L,
=g f 0dz+ pam  wp =2 f 0dz + Ty (3.19)
z — P J;

E, por fim, a derivada da pressao hidrostatica normalizada fica

My 8 (1 (" gl 9 (" & (-
iy dz| = = |p— dz| — — dz| . 3.20
Ox; gaxi (P j; p Z) P? [paxi (j; paz ox; jz. P ( )

A p;, e sua derivada podem ser calculadas como demonstrado e a p,;, é calculada como

originalmente na equagdo da quantidade movimento, ou seja, usando uma equacao de Poisson,

resolvida com um método espectral.

3.1.5 TENSAO SUPERFICIAL

O termo da forca devida a tens@o superficial € subtraido do lado direito da equagdo de
Navier-Stokes 3.11 e é dado por

1
—OKON;j (3.21)
e,

a formulag¢do matematica da curvatura «, do vetor normal 7;; e o Delta de Dirac ¢, sdo obtidas
pelo método de representacdo da interface. Para uma curvatura cOncava, tem-se que x possui
sinal negativo, enquanto que para uma curvatura convexa, K possui sinal positivo.

O desenvolvimento conceitual da tema "tensdo superficial"foi apresentada em § 2.1.7 e a
defini¢do matemadtica da curvatura, do vetor normal e Delta de Dirac serdo apresentadas ainda

neste capitulo.

3.2 INTERFACE - METODO LEVEL SET

O método Level Set foi escolhido para representar a interface entre os fluidos, pois considera
esta interface com uma funcdo suave para representar a transi¢do entre os mesmo. Esta carac-

teristica é importante, ja que o método de representacdo da interface, neste trabalho, € utilizado
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em conjunto com a equagdo de dinamica dos fluidos calculada por esquemas compactos centra-
dos de alta ordem. Caso estes esquemas ndo sejam utilizados adequadamente, podem introduzir

erros persistentes de dispersdo numérica.

3.2.1 FUNCAO DA DISTANCIA

Proposto por Osher e Sethian (1988)[66], 0 método Level Set utiliza como varidvel a funcao

distancia minima entre um ponto qualquer do dominio e a interface, da forma
d(X) = min(|1X - xt|), (3.22)

em que X € o vetor posi¢ao de um ponto do escoamento a ser analisado e X € o vetor posi¢ao
de um ponto da interface. Assim, d (¥) representa a menor distincia de um ponto do dominio a

interface.

Para diferenciar os fluidos em questdo, utiliza-se a varidvel ¢ que € uma funcao distancia a
qual ¢ atribuida um sinal (Signed Distance Function - figura 3.2) dependendo do fluido em que

o vetor posi¢do X estd localizado, definida como

+d (¥) : Xestdno fluido 1,
¢(¥) =1 d(¥) =0 : Xestd nainterface, (3.23)

—d (¥) : Xestdno fluido 2.

Uma caracteristica matematica importante da fungéo distincia ¢ (¥) é que |[V¢| = 1. Garan-
tindo esta condi¢do, a fun¢do distancia representard verdadeiramente uma distincia, e caracte-

risticas como o vetor normal (77) a interface e a curvatura (k) podem ser calculadas por

V¢

et 324
Z (524

-
n =

V¢
=_v.|—]|. 3.25
¢ (|V¢|) -2
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o 02 04 0.6 0.8 1 b) g 02 04 06 08 I

Figura 3.2: Interface de dois fluidos a) interface original, b) isolinhas de ¢ do método Level Set.

3.2.2 ADVECCAO DA INTERFACE E PROPRIEDADES FiSICAS

O movimento da interface € calculado por meio de uma equacao de adveccao

d¢ B
o V- V¢ =0, (3.26)

em que V € o vetor velocidade do escoamento. Considerar que a viscosidade e a massa especifica
sdo fisicamente descontinuas através da interface pode, facilmente, ocasionar problemas de
dispersdo e difusdo numéricas. Para evitar estes problemas, o método Level Set utiliza uma

funcao Heaviside suave (/), que auxilia na variacao destas propriedades fisicas. A expressdo de

I é dada por
0 se ¢ < —0A,,
1 1
19)=1 5|1+ 51 += sin(;z)] se |¢] < 6A., (3.27)
1 se ¢ > OA..

em que A, € a discretizacdo numérica caracteristica do escoamento (conceito definido no Ca-
pitulo 4) e 6 € um coeficiente que relaciona o nimero de células envolvidas na variacdo desta
fun¢do (normalmente, se utiliza 6 = 1,5 para manter a interface fina [37] [38] [18] [76], po-
rém, no presente trabalho, valores maiores precisam ser utilizados, como serd discutido em §
4.3.3). Logo, o termo 0A, representa metade da espessura virtual da interface (figura 3.3) que

estd relacionada com a suavidade da func¢do Heaviside.
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A variacdo de uma propriedade fisica qualquer n através da interface € calculada se assu-
mindo a forma

n=>0-Dn +1In,, (3.28)

em que 77; € 17, sdo as propriedades fisicas, como a viscosidade e a massa especifica, do fluido 1 e
do fluido 2. A func¢do delta de Dirac (d;), utilizada para o cdlculo do termo de tensdo superficial
(eq. 3.21), pode ser obtida com o apoio das derivadas da funcdo Heaviside (3.27 - figura 3.3),
tendo-se

5.t = VI(9). (3.29)

O d, representa um pulso na qual a drea entre a curva e o eixo horizontal é um.

‘ : 35
VI(¢)| —=— ! 1 30
08 | | {25
0,6 | : 120 —
< 1 115 =
=~ 04} - >
| 10
0,2 | .
0 3 > = T &2 2 3 B 8 = = = = ]0
-0,1 -0,05 0 0,05 0,1
0

Figura 3.3: Exemplo de Fun¢do Heaviside e delta de Dirac com 6 =3 e A. = 0,01.

3.2.3 REINICIALIZACAO DA FUNCAO DISTANCIA

A necessidade de reinicializar a fungdo distancia foi discutida pela primeira vez por Chopp
(1993)[7]. A adveccdo de ¢ (eq. 3.26) pode fazer com que esta varidvel ndo represente mais
uma distancia (|[V¢| # 1), por causa da complexidade dos campos de velocidades utilizados para
realizar esta advecc¢do. Para resolver este problema, a varidvel ¢ tem que ser reinicializada para
manter a caracteristica de funcao distancia.

Bridson (2008)[5] menciona que existem duas manerias principais de reinicializar ¢: uti-

lizando um método de equacdes diferenciais parciais, que aproxima numericamente a fungdo
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advectada a uma func¢do distancia novamente (|V¢| = 1); ou, utilizando um método geométrico,
como o Fast Marching Method [65], que calcula a funcdo distancia para cada passo de tempo,
como na condicao inicial, a partir da interface (¢ = 0). O primeiro método possui menor custo

computacional, além de ser mais simples de se programar para um codigo paralelizado.

Neste trabalho, € utilizada a reinicializagdo proposta por Sussman et al. (1994)[88] como

uma equagdo Eikonal dependente do tempo, representada por

0
2 4 sgn(@n) (V91 - 1) =0, (3.30)

em que sgn € o sinal da fungdo, ¢, € a funcdo ndo reinicializada e 7 é um tempo ficticio (ou
pseudo-tempo), relacionado com a discretizagdo espacial (¢ comum utilizar At = 0,1Ax [88]
[90] [76]), pois a reinicializagdo ndo atua ao longo do tempo, e sim ao longo do espaco. A
reinicializag¢do induz que a varidvel ¢ seja novamente uma fung¢do distancia e serd mais efetiva
nas proximidades de ¢ = 0. Quando o termo |[V@| = 1, a reinicializacdo nao € efetivada porque

¢ ja € uma funcao distancia por defini¢ao.

Considerar que |V¢| = 1 é pré-requisito de uma fungao distancia, exceto para as regides da
funcdo ¢ que possuem mais de um ponto equidistante a interface. Isto causa uma singulari-
dade, pois a fun¢do nestes lugares € descontinua; estas estruturas singulares sdo denominadas

esqueletos [17]. Na figura 3.4 € mostrada uma interface ficticia (¢ = 0) e seu esqueleto.

A /B secao AA
IP, IP;  interface (¢ = 0) ¢
| J Poa B g B
| ! A
d /
3 d, :
P:{ | ,I
d, | IP; ¢ esqueleto
{
S
| dy |
y } : fluido 2
R iy
; A ™ fluido 1

Figura 3.4: Representacdo dos esqueletos pertencentes a uma interface.
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Com o uso de esquemas essencialmente ndo oscilatérios* e com poucos pontos para re-
presentar a variacdo suave da interface, a existéncia destes esqueletos nio causa problemas
numéricos graves, pois os erros ndo sdo propagados e sdo suavizados com o tempo. Logo, o
gradiente calculado préximo aos esqueletos ndo deve afetar a solu¢do da funcdo que representa
a interface (¢ = £0A.). Em esquemas oscilatorios, a propagacao destes erros € maior, 0 que 0s
torna dificeis de serem utilizados para resolver este tipo de problema.

Erros na advecgdo e o uso do procedimento de reinicializagdo fazem com que o método
Level Set apresente erros na conservagao da massa. Para garantir a conservacao de volume, Son

(2001)[83] propds um passo de corre¢do de volume, calculado por

0o
a—¢ — (V= Vy) [V, (3.31)
.

onde V é o volume de um dos fluidos calculado com o auxilio de ¢ e V|, é o volume deste mesmo
fluido que respeita a conservacdo de volume. No presente trabalho, uma pequena modificagcdo

foi feita nesta equacao para manter a homogeneidade dimensional, encontrando-se

9 _ (V-Vo)
e L ALL (3.32)

3.2.4 CONDICOES DE CONTORNO PARA ¢

Alguns autores (SON, 2001 [83]; OLSSON & KREISS, 2005 [64]) consideram a condi¢ao
de contorno para ¢ como 77 - V¢ = 0 (onde 7 é a normal ao plano que define a condi¢ido de
contorno, € ndo a interface), mesmo que isto crie resultados imprecisos préximos a condi¢do
de contorno. Isto pode ser feito, pois com o uso de esquemas ndo oscilatorios, os resultados
insatisfatérios da condicdo de contorno nao se propagam, nao afetando os resultados préximos
de ¢ = 0. Procedimentos como a reinicializacdo de ¢ ajudam a minimizar, ou mesmo evitar,
problemas com estas condi¢des de contorno. Caso uma condicdo de deslizamento livre ou
condicdo periddica for usada para o contorno de ¢, estruturas de esqueletos podem ser criadas

no contorno do dominio.

“Um esquema essencialmente ndo oscilatério ndo propicia fendmenos do tipo Gibbs, que gera oscilacdes espui-
rias de primeira ordem nos pontos de descontinuidade [28]. Certamente, quando utilizado de forma inadequada,
estes esquemas podem cancelar oscilagdes reais do escoamento.
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3.2.5 ESQUEMAS COMPACTOS PARA O METODO LEVEL SET (COMPACTLSM)

Uma nova forma de resolver as equagdes propostas pelo método Level Set € apresentada
no presente trabalho, denominada CompactLSM. Mesmo sendo fortemente indicado o uso de
esquemas nado oscilatérios para os cdlculos do método Level Set, os esquemas compactos sao
avaliados para a resolugdo deste método, pois o desempenho numérico (com relacdo ao tempo
de célculo e a precisdao) é muito superior ao do esquema WENO. Para que seja possivel utilizar
0s esquemas compactos para esta tarefa, adiciona-se as equagdes de adveccdo 3.26 e reiniciali-
zacdo 3.30 um termo com derivada segunda, que numericamente possui valor desprezivel para

curvaturas suaves, cComo

9 5.V =y, (3.33)
ot
€
9¢ _ 2
- +sgn(do) (V| = 1) = yV7, (3.34)

or

onde y pode ser interpretado como um parametro de viscosidade virtual que fard com que o
termo da derivada segunda seja numericamente desprezivel nas escalas de interesse.

O termo de derivada segunda € utilizado para aplicar a hiperviscosidade (§ 2.2.3) que redu-
zird os erros de dispersdo numeérica, presentes neste tipo de problema, viabilizando os cédlculos
ao atribuir estabilidade numérica sem reduzir a precisdo do método. O valor adotado para y
deve ser cuidadosamente obtido no procedimento de verificagdo do método apresentado, e esta
intimamente ligado com o valor da hiperviscosidade (atribuido pela viscosidade espectal defina

em § 4.2.1) e dos limites de estabilidade do esquema numérico temporal utilizado.

3.3 RESUMO DA METODOLOGIA MATEMATICA

Diversas modificacdes foram realizadas para que a metologia matematica da equacdo de
movimento levasse em consideragdo a variacao das caracteristicas fisicas, isto €, da massa es-
pecifica e do coeficiente de viscosidade. Para isso, a equacdo da quantidade de movimento

utilizada, levando em conta as modificacdes anteriormente apresentadas, é

ou; 1 (Buiuj 8ui) o Tdp ( 0%u; )+1 ou (8u,~ s u;

o
— | tu—| = — ——ko;n;j, (3.35
6t+2 Ox; +u"(9xj Ox;0x; Ox; 6xi) pK ij» (3:33)

pax;
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onde a pressdo foi decomposta em duas parcelas I1 = I, + I1,,. Cabe ressaltar que no c6digo

Incompact3d ndao modificado por este trabalho, esta equacdo normalmente toma a forma

% + l (al/tﬂ/tj (9u,-) _ oIl ( (9214[ )
3 .

gyt s 3.36
ot an +M](9)Cj (9xi+v anan ( )

A equagdo da continuidade ndo foi modificada e é considerada como a equacdo 3.2, ja que
nao existe variacao no volume das fases a serem simuladas.

Diversas condi¢des iniciais e de contorno podem ser utilizadas para esta metodologia, e
serdo apresentadas no capitulo: Resolu¢do Numérica (Capitulo 4).

Para o cdlculo da interface e das variacdes da viscosidade e da massa especifica, sdo utiliza-

das a nova metodologia CompactLSM, composta pelas equacdes

0
a—‘f +v-Vo =yVo, (3.37)
e a funcdo Heaviside
0 se ¢ < —0A,,
1 ¢ 1 . (n¢
I(p)=2 =|1 — < 0A .
(®) > + 5A. + - 31n(5AC)] se |@| < 0A,, (3.38)
1 se ¢ > 0A,,
em conjunto com
p=0=Dpr+Ip, e p=0=Du+Iu. (3.39)

Para manter a caracteristica de funcdo distancia na regides do dominio préximas a interface, é
utilizada a reinicializacao

0
2t sgn (0 (V91— 1) =)V, (3.40)

e, por fim, para aperfeicoar a conservagao de volume, € aplicada a equacao

op  (V-Vy)
p e AL ALL (3.41)



4 RESOLUCAO NUMERICA

A resolucdo numérica utilizada para o modelo matemaético da interface e para as equacoes
de quantidade de movimento e da continuidade € desenvolvida neste capitulo. Assim, o c6digo
proposto por este trabalho, denominado de Incompact3d - Level Set (ou Incompact3d-LS), é

apresentado numericamente.

4.1 INCOMPACT3D-LS

O Incompact3d ([41], [42]) é um cbdigo para o cédlculo adimensional de escoamentos com
precisdo das derivadas e interpolacdes de sexta ordem. Utiliza um método espectral para re-
solver a equacdo de Poisson proveniente do método da Projecdo. O cédigo utiliza a estratégia
de decomposi¢ao 2D para adquirir um alto nivel de paralelizacio, podendo ser utilizado em até
cem mil nicleos computacionais. Este cédigo € programado em diferencas finitas para malha
cartesiana, o que oferece a oportunidade de implementar esquemas compactos de alta ordem
para a discretiza¢do espacial, sem maiores complicacdes. Também € utilizado o Método de
Fronteiras Imersas (Immerse Boundary Method - IBM) que permite a implementacdo de soli-
dos com geometrias diversas.

A principal originalidade do cédigo € a resolugdo da equagao de Poisson completamente no
espaco espectral, independente das condi¢des de contorno utilizadas (periddica, deslizamento
livre, ndo deslizamento, entrada/saida, entre outras). A malha da pressdo € deslocada para o
centro do elemento da malha de velocidades, reduzindo oscilacdes esptrias da pressao [15].
Entretanto, a malha de velocidade € colocalizada para todas as dire¢cdes nos nos.

Para atender o objetivo proposto no presente trabalho de possibilitar simulagdes de escoa-

mentos multifasicos, diversas modificagdes foram implementadas no cédigo Incompact3d.

e Considerou-se uma mudanca de varidveis adimensionais para dimensionais;

56
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e uma nova etapa de cdlculo foi adicionada ao cédigo: a atualizacdo das propriedades fisi-

cas pelo método Level Set (figura 4.1);
e modificou-se o termo de pressio;

e considerou-se que a viscosidade e a massa especifica sdo varidveis ao longo do tempo e

espaco, colocalizadas com as velocidades (figura 4.2);
¢ adicionou-se o termo referente a tensdo superficial;
e adicionou-se o termo referente a gravidade.

O codigo Incompact3d, com estas modificagdes € denominado Incompact3d-LS.

Inicializagao —  Advec¢do de ¢
N )
Reinicializagdo de ¢
Método Level Set . T
v .
Termos convectivos e Corregdo de volume
difusivos \L
v | | Atualizagdo das
Adicdo de outras forcas propriedades fisicas
Tempo v
Integragao temporal
v
Equacdo de Poisson
v
Corregao das velocidades

Fim

. J

Figura 4.1: Fluxograma do cédigo Incompact3d-LS.

4.2 EQUACOES DE MOMENTUM

A equacdo de momentum (eq. 3.35) e da continuidade (eq. 3.2) sdo utilizadas em con-

junto para resolver problemas de escoamentos incompressiveis multifdsicos, com o auxilio da
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(P;H)i+1,j+1,k+1
(u, U;W)i,+1,j+1,k+1

ya ya
s 7
(e
| [ I Az
| | =) : |
I I |
o1..1, .11
| itk L
| 7/ | //
| // _:// Ay
et
z y (w,v,w) i,jk
(puu)i,j,k

X

Figura 4.2: Localizacdo em que as varidveis sao calculadas na malha.

metodologia CompactLSM. O método da Projecao[8] € utilizado para realizar este calculo, ne-

cessitando resolver a equacdo de Poisson (eq. 3.7) para calcular a variacdo da pressao.

4.2.1 DISCRETIZACAO ESPACIAL

Dois métodos numéricos sdo utilizados para o célculo da equacao 3.35: o primeiro € baseado
em diferencas finitas, utilizando esquemas compactos centrados de 64 ordem para as derivadas
primeiras, segundas e interpolacdes [45]; o segundo € baseado na Transformada Rapida de
Fourier (Fast Fourier Transform - FFT), que auxilia na resolucdo da equagdo de Poisson no
campo espectral.

a) Esquemas compactos centrados
Lele (1992) [45] apresentou os esquemas compactos centrados para diversas ordens de precisao,
incluindo derivadas e interpolacdes. Se f € uma varidvel diferencidvel no espaco, a expressao

considerada para a aproximacao da primeira derivada € da forma:

fi+1 - fi—l + bfi+2 - ﬁ—2 + Cfi+3 - ﬁ—S

afi + i+ afi = a0 AAx 6Ax @1

cujos coeficientes estdo relacionados entre si em funcdo da ordem de precisdo desejada, pelas

expressoes
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a+b+c=1+2a para ordem de precisdo O > 2,

3!
a+2°b+3%c= 2561’ paraO >4, e .. (42)

5!
a+2% +3% = 250/ para O > 6.
Assim, pode-se equacionar

4+ 2a -1 +4a 1-3a
=—3 b= 3 e c= 30 (4.3)

a

Para se reduzir o stencil considerando ¢ = 0, adota-se @ = 1/3, obtendoa = 14/9e¢ b = 1/9.
Esta aproximagao € de sexta ordem que possui uma caracteristica "quasi-espectral "por utilizar

das proprias derivadas nos pontos adjacentes (a # 0).

Analogamente, a expressdo para a segunda derivada é

Jin =2fi+ Jior S = 2fi+ fia o Jis = 2fi+ i

afii S+ afi = a1 Y oAz 4D
em que os coeficientes devem possuir as relacdes
a+b+c=1+2a paraO >2,
4!
a+2°b +3%c = 7@ para 0>4, e .. (4.5)
6!
a+2*h+3% = 1 para O > 6.
Da expressao formada pelas equagdes 4.5, pode-se obter
6 — 9 -3+ 24a 2-1la
= = ——— = . 4.
a R b s ¢ 20 (4.6)

Para se reduzir o stencil considerando ¢ = 0, adota-se « = 2/11, obtendoa = 12/11e b = 3/11,

com aproximacao também de sexta ordem.

Os esquemas compactos também sdo utilizados para calcular as derivadas primeiras para as
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variaveis deslocadas, da forma

Jir1 — fi

fi+2 - fi—l
Ax ’

" 4.7)

’ v v _
Opflipp + Jiip + @ fiian = ap +b,

e com a, = 9/62, tem-se a, = 63/62 e b, = 17/62 (Lele, 1992 [45]). Por fim, utiliza-se a

interpolagdo para deslocar varidveis por

ﬁ'+1 - ft + blfi+2 - ﬁ'—l ,

> 5 (4.8)

aificip + firip + @ufizn = a

coma; = 3/10,a; =3/4 e b, = 1/20 (Lele, 1992 [45]).

Assim, para deslocar uma varidvel definida no né i, j,k para o n6 deslocado i+ %, Jj+ %,k+ % Sao
necessarias trés operacdes de interpolacdo, uma em cada direcdo. Para calcular uma derivada
deslocada, sdo necessarios dois procedimentos de interpolacdo e um de derivagdo deslocada. A
derivacdo deslocada (eq. 4.7) realiza a interpolagdo em conjunto com a derivagdo. Por exemplo:

0 : . . . o
para se calcular (—f a varidvel f; j; deve ser interpolada nas dire¢des j e k (utilizando

8x)i+%,j+é,k+é
a equagdo 4.8 uma vez para a dire¢d@o j e outra vez para a dire¢do k), obtendo-se f; ;. Liel Ap0s,

deriva-se esta nova varidvel na direcao x utilizando a equacao 4.7.
Hiperviscosidade e ILES

Para controlar os erros de dissipa¢cdo numérica e, consequentemente, reduzir os erros de
dispersdo, a hiperviscosidade (§ 2.2.3) é aplicada modificando os coeficientes das derivadas
segundas (equagdo 4.4). Para calcular o nimero de onda modificado segundo k", utiliza-se a

equacdo proveniente do desenvolvimento da série de Taylor

_ 2a(l — cos(kAx)) + 5(1 = cos(2kAx)) + T (1 — cos(3kAx))

k//A 2
o 1+ 2a cos(kAx)

4.9)
Pode-se fornecer um valor de k” referente ao corte da malha (no nicleo k.Ax = ) pela expres-
sao

36a + 4c

K’ Ax?); = 50 —2a) logo k|, =k. (4.10)

Nota-se que utilizando esta estratégia ¢ # 0. Em conjunto com as relacdes de coeficientes para

as derivadas segundas (equacio 4.6), € possivel de se obter o novo conjunto de coeficientes para
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esta derivada
272 — 45/<;’Ax2 48 — 135k;’Ax2

T 416 -90k7Ax" T 1664 — 360k/Ax2

a
(4.11)
528 — 81k/AX? 432+ 63k AX?
T 208 - 45k7Ax®” T 1664 — 360k/AR

Como exemplo, utilizando o conjunto de equagdes 4.11, pode-se fixar o valor de k”Ax> para

2 no nicleo kAx = w em que n possui valor maior que 0,695. Valores de

que seja igual a nrx
n menores do que 0,695 a metodologia provocariam uma "hipoviscosidade"ao invés de uma
hiperviscosidade. Na figura 4.3[43], apresenta-se a curva do nimero de onda modificado sem
a utilizagdo da hiperviscosidade k" Ax* = % (6CCSD2) e a curva utilizando a hiperviscosidade
comn = 1 (6CCVD2). Para reduzir as oscilacdes nas pequenas escalas, pode-se ainda aumentar
expressivamente o valor de k” Ax? até um ponto qualquer desejado. A escolha de k”’ Ax* deve ser

feita com cuidado, pois um valor muito alto pode causar instabilidades numéricas relacionadas

a dissipacdo, além de descaracterizar a difusdo natural do escoamento que se quer representar.

6CCSD2 ——
L6CCVD2 -rrrrreee

Exact oo

,I{ZHA.TZ

o = N W e U v = 0 O
T T T T T T T T

15 2 25 3
kAx

Figura 4.3: Exemplo de aplicacdo da hiperviscosidade para o Incompact3d. 6CCSD?2 significa:
esquema compacto centrado subdissipativo de sexta ordem, 6CCVD?2 significa: esquema
compacto centrado com dissipacao variada de sexta ordem (representando o uso da
hiperviscosidade) e Exact € a solugdo exata da equacdo de convecc¢ao difusao 2.32 [43].

Para ter mais liberdade no controle da dissipacdo numérica para aplicar o ILES (Implicit
Large Eddy Simulation) [43][11], além do no nicleo kAx = m, fixa-se também o valor de k"
para um novo nucleo em um nimero de onda intermedidrio (adotado na literatura kAx = 27/3).
Ao se fixar um segundo ponto se reduz a ordem da derivada segunda, o que levaria o esquema

numérico, que era de sexta ordem, se tornar de quarta ordem de precisdo. A fim de evitar a perda
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na ordem da derivada, o presente trabalho utiliza a metodologia de Dairay et al. (2017) [11]
que adiciona a equacdo 4.4 mais um termo na expressdo que representa a derivada compacta

centrada, como:

fir1 = 2fi + fizu Jin=2fi+ fico [z =2fi+ fizs fira—2fi+ fia
+b +c +d .
Ax? 4Ax? 9Ax? 16Ax?2
4.12)

afi\+f'+afll,=a

Ao fixar uma precisdo de sexta ordem, dois coeficientes podem ser livremente escolhidos em

(4.12), obtendo-se o seguinte conjunto de coeficientes
a+b+c+d=1+2a para O > 2,
4!
a+2%b+3%c+4%d = 7@ Ppara 0>4, e (4.13)

6!
a+2*h+3%c+4%d = 0 para O > 6.

Novamente, para calcular o nimero de onda modificado segundo, agora com o termo adicional,

utiliza-se a equagdo proveniente do desenvolvimento da série de Taylor, chegando-se em

_ 2a(1 — cos(kAx) + 5(1 = cos(2kAx)) + F(1 = cos(3kAx)) + §(1 = cos(4kAx))

kHA 2
o 1+ 2acos(kAx)

(4.14)
om a relacao 4. , consiaerando X==,0 tem-se um novo modimncado , da 1orma
C lagdo 4.14 iderando kAx = Z, ob k” modificado (k”/), da f

48a + 12b + 3d
16(1-a) °

K’ Ax*|onj3 = emque  k"|y3 = k! (4.15)

Utilizando as relagdes dos coeficientes apresentados em (4.13), e considerando %, (eq.

4.15), um novo conjunto de coeficientes para a derivada segunda fica definido por

| 405K/AX® - 1280K/AX2 +2736  256k/AX® — 4329k Ax® + 1120k K/, Ax* — 2288
" 810k/Ax2 — 1280k/Ax% + 288 3240k Ax> — 5120k, Ax2 + 1152 ’

115K AX2 — 1792k Ax> — 280k k/Ax* + 1328 —9 (855K Ax* + 256k, Ax> — 160K,k Ax* — 2288)
= ,C =

405k Ax? — 640k;:Ax> + 144 8 (405k” Ax? — 640k;Ax? + 144)

198k Ax? + 128k],Ax* — 40Kk Ax* — 736
B 405k Ax? — 640k Ax? + 144
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Utilizando est4 técnica, podem-se concentrar os erros de dissipa¢do apenas nas menores escalas,

minimizando, ou até mesmo eliminando, as oscilagOes espurias (wiggles).

Para se aplicar o ILES € aconselhdvel imitar os efeitos dissipativos de algum modelo LES
J& popularizado, tendo-se assim alguma expectativa de dissipacdo numérica a ser aplicada.
Dairay et al. (2017) [11] utilizaram a hiperviscosidade para imitar o Método Spectral Va-
nishing Viscosity (SVV). Primeiramente, identificou-se a dissipacdo provocada pelo SVV e
depois modificaram-se os coeficientes dado pela equacdo 4.16 para tornar o seu erro de dissi-
pacdo numérica semelhante ao da dissipacdo esperada pelo SVV. Esta metodologia € aplicada,

considerando-se uma viscosidade espectral (v) definida como

KR
Ve = VT. (416)
O método SVV comporta-se como
0 se k<0,3k,.,
Vs (k) = k.—k 2 (417)
o ey 0,3k < k < ke,
voexpl (O,3kc—k)] se

em que vy € um parametro de controle do valor da viscosidade espectral no corte da malha
em que v,/vy fornece o formato da curva de dissipacdo. Assim, para imitar o efeito do SVV,

utilizam-se as aproximacdes do nimero de onda modificado segundo, como

K/ = (1+vo/v) k2, (4.18)

4k>
k' =(1+vs/v) 5 (4.19)

Condic¢oes de contorno
Quatro diferentes condi¢des de contorno podem ser consideradas em cada direcio espa-
cial: condicao periddica, condi¢do de von Neumann (deslizamento livre), condi¢do de Dirichlet

(prescrita), e condi¢do de saida livre (conveccdo livre). As condi¢des de contorno periddicas
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e de deslizamento livre utilizam os esquemas definidos pelas equagdes 4.1 e 4.4 para todos os
pontos considerados. Assim, nos pontos dos contornos i = 1 e i = n,, deve ser realizada uma
substitui¢cdo de valores com pontos fantasmas em f_, fo, fu.+1, fu,+2. J& para a condicdo de
contorno do tipo Dirichlet, utiliza-se derivadas descentradas.

Expondo em mais detalhes, os quatro tipo de condi¢c@o de contorno sao:

e Condi¢ao de contorno periddica: as substituicdes para f podem ser descritas como fy —

/I .
> ’
Ny

Jngs J-1 = Ja,-1, € para suas derivadas como f; — f, ,

e CondigOes de deslizamento livre: tem-se que fo — fo, for = f3, f5 = =L, 0 — f>
para fung¢des simétricas (quando se deseja f'| . omo = 0) € fo = —fo. fo1 = —f3, f§ =

= 0). Estas modi-

contorno

5 fy) — —f, para fungdes antissimétricas (quando se deseja f|

ficagdes para i = n, e para as outras direcoes podem ser deduzidas analogamente.

e Condig¢oes de ndo deslizamento ou de saida livre: formulagdes descentradas sao aplicadas

para as aproximacdes das derivadas e interpolagdes nos contornos, como

R +2f = 5 (=5h +4f + f3),
U1y = 2513/, =276 + 15f — fa),
v 20 = (S + At + fao),
S g = 513, =27 f 1 + 15f,0 = fo,-3),

(4.20)

que possuem precisao de terceira ordem. Nos pontos adjacentes ao contorno, uma formu-

lacdo de trés pontos € utilizada

7 7 / 3f3_f1
‘l‘f1+f2+‘l*f3:§ 2Ax

6 f-2h+fi
5 Ax? ’

fnr fnr 4.21)
2Ax

an—Z - 2fnx—l + fnx
Ax? ’

"
101+f 103_

3
1 1 _
an’x + fn,x—l t3 n/X—Z 9 J2Ax

fu 17 1 £ 29
10 nx—l 10/ n,-2 5

sendo estes esquemas de quarta ordem de precisdo. Ao se utilizar as condi¢Oes de con-
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torno de Dirichlet (ndo deslizamento) e saida livre, deve-se atentar a perda do efeito de

hiperviscosidade na regido do contorno, ja que ndo se utiliza mais o esquema centrado.

Ao se utilizar a condi¢do de contorno de Dirichlet, deve-se impor qual a velocidade alvo

em fonomo; NO caso de nao deslizamento a velocidade alvo € zero.

Ja, para a condi¢@o de saida livre disponivel unicamente para o contorno L,, em vez de

uma velocidade alvo, utiliza-se uma equacao de convec¢ao pura de primeira ordem como

= e =), (4.22)

em que a velocidade de fase ¢ é

At (umax nx—1 T Umin nx—l)
_ A (s, me1). 4.23
== > (4.23)

para se encontrar a varidvel de saida que serd imposta em fouormo-

Formulac¢iao das Matrizes
Para facilitar a visualizacao da aplicac@o dos esquemas compactos, as relagdes antecedentes

podem ser escritas em forma matricial como

4 1 ’ ’r 1 ’
Af = —B,f Af =—Bf 4.24
X AX X e X AX2 X ( )

onde A, e B, sdo as matrizes dos coeficientes para a derivada primeira, A’ e B, sdo as matrizes
dos coeficientes para a derivada segunda, todas de tamanho n, X n,; f € o vetor das incégnitas,
e f e f’ sdo os vetores das derivadas de f, todos de tamanho 7,.

A seguir serdo apresentadas as matrizes dos coeficientes utilizadas para cada condi¢do de

contorno.

1. Condicao periddica: A, e B, sdo do tipo:
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1 « a 0O a b -b -a
a 1 « -a 0 a b -b
a 1 « -b —a 0 a b
Ax = ) Bx =
. b —a 0 a b
a 1 « b b —-a 0 a
a a 1 a b -b —-a O

2. Condicdo de deslizamento livre : Pode-se ter duas situagdes, sendo elas as condi¢des de

contorno simétrica (dita par) e antissimétrica (dita impar), exemplificadas na figura 4.4.

Quando f € par temos:

NG

—

o Dominio X ,f a Dominio X

@] ]

= / =

=) / g

=i ! =i

@] o]

Par / Simétrica — f"|contorno = 0 Impar / Antissimétrica — | contorno = 0

Figura 4.4: Condicdes de contorno para o caso de deslizamento livre; a esquerda, uma fungao
par e, a direita, uma fungdo impar.

1 0 0
a1 «a -a -b a b
a 1 « b —a 0 a b
Ax: , B,=
.. -b —a 0 a b
a1 « -b —a b a
01 0

Quando f é impar tem-se:
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1 2« 0 2a 2b
a 1 « -a b a b
a 1 « b —-a 0 a b
Ax: ) Bx:
. b —-a 0 a b
a 1 « -b —-a b a
20 1 2b 2a 0

3. Caso de Dirichlet e saida livre: Nestes casos se utiliza o esquema ndo centrado no con-

torno € tem-se:

I o a by ¢
a 1 m -a2 0 a
a 1 «a -b —a 0 a b
AX: , sz
-b -a 0 a b
a”x_l 1 anx_] _a}’l,\-—l 0 anx—l
@n 1 Cn bn an

X x X X

As formulagdes das condi¢des de contorno apresentadas ndo levaram em consideragdo os
coeficientes adicionais provenientes da hiperviscosidade. Para que estes sejam considerados,
ao se calcular uma derivada segunda, devem ser adicionados os coeficientes ¢ € d nas linhas das
matrizes de coeficientes que ndo representam uma condi¢do de contorno do tipo Dirichlet, ou

de deslizamento livre para uma fung¢do par.

b) Equacao de Poisson
Para se encontrar os valores da variagdo de pressao, necessita-se resolver uma equacao de

Poisson do tipo

V. ﬁ”“

* 4.25
YA (4.25)

2yn+l _
v th -

em que i; é a velocidade ndo corrigida, y representa um coeficiente (a ser explicado posterior-

mente no § 4.2.2 de integracdo no tempo) e n € o intervalo de tempo atual. Apenas a parcela ndo
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hidrostética da pressao € calculada neste passo de tempo, pois a parcela hidrostatica € calculada
por integracdo em uma etapa diferente (§ 4.2.4). Como a pressdo € deslocada espacialmente
em relacdo a velocidade, para o cdlculo do termo de divergéncia, V - i1, devem-se interpolar as
velocidades e, entdo, realizar a derivada deslocada, como ja explicado em § 4.2.1.

Ap6s o célculode V - ii, 0 lado direito da equacdo 4.25 é convertido para o campo espectral
utilizando FFT. Tal conversdo € calculada com o uso de uma biblioteca [47] * que também
realiza os comandos de decomposicao 2D, relacionados a paralelizacao.

A equagdo equivalente de 4.25, no campo espectral €
_@+@+@mmmziﬂm%+%%+@%y (4.26)

em que Il e & sdo as transformadas da pressao e da velocidade ndo corrigidas no campo espec-
tral, e os nimeros de onda (kx, ky, kz) sao referentes a cada direcdo espacial. A resolucao desta

equacdo, que representa a propria equagdo 4.25, € obtida diretamente por

(4.27)

y (kaﬁx + tkyity, + Lkzﬁz)

e =-L
CAETTM R+

Esta transformacgao faz com que estes valores de pressdo normalizada dependam de uma cons-
tante (ﬁo,o,o) que, de forma arbitréria, é definida como nula. Depois da resolugdo da equacdo de
Poisson no campo espectral, os resultados de IT sdo reconvertidos para o campo espago-tempo
novamente.

E importante notar que, para as modificacdes do cédigo propostas por este trabalho, a pres-
sdo é considerada e ndo apenas seu gradiente, como apresentado na equacdo 3.35. Assim, o
valor de I1 € importante para solu¢cdo da equacao e ndo somente o valor de sua derivada, como

normalmente.

4.2.2 INTEGRACAO NO TEMPO

O cédigo Incompact3d-LS possui versatilidade na escolha do método de derivagdo no tempo

(possibilidade disponivel no proprio Incompact3d). Os métodos disponiveis sdo: Runge-Kutta

*Disponivel em http://www.2decomp.org
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de 3¢ ordem (RK3), Runge-Kutta de 4¢ ordem (RK4), Adams-Bashforth de 2¢ ordem (AB2) e

Adams-Bashforth de 3¢ ordem (AB3).
Em relagdo a eficiéncia computacional e aos beneficios de estabilidade, o esquema AB3 foi

o escolhido para resolver a equacao de Navier Stokes no tempo em que sua aproximacao ¢é

At
12

i = ! + — (23F) = 16F)~ + 5F7), (4.28)

em que o termo F; serd definido em sequencia. Como esta equacdo nao € possivel de ser
utilizada nos primeiros dois passos de tempos computacionais, entdo, no primeiro passo de

tempo € utilizado o Método de Euler Explicito:
4" = ul + AtFY, (4.29)

e, no segundo € utilizado o método AB2:

At
2

@™ =+ — (3FT - FI7). (4.30)
Observa-se que ii;"*! est4 sendo considerado no lugar de u*!, devido a utilizagdo do Método

de Projecdo, o qual serd explicado a seguir.

4.2.3 METODO DE PROJECAO, PRESSAO SOBRE-IMPLICITA E CORRECAO DE
VELOCIDADES

O método da Projec¢ao, proposto por Chorin (1968)[8], é utilizado para o cdlculo dos campos
de velocidade e pressdo das equagdes de Navier-Stokes. Este método respeita a equacdo da
continuidade 3.2 em sua concepcdo. Para cada ciclo de simulagdo, no primeiro passo (passo
de predicdo), calcula-se um campo de velocidade nao corrigida (i;), ignorando o gradiente de

pressdo ndo hidrostética (I1,,) no tempo n + 1, da forma:

11,‘”+1 —u"

L = @, F" + b, F" 4 ¢, F'2, 431
Iy a,F; T+ o, F] (4.31)
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em que
ou" /2 §o+! 1 0 ou' ou" oTT+! "
Fln — _un_l +gl _ P + o /ln+l _ v _J _ h _ il(n-'—l ((55 lj) +1
T 0x; pmt o ox; o prtlox; ox; Ox; ox;  p!
(4.32)
th

Observa-se que o termo de pressao hidrostatica I1, ja é adicionado nesta equagdo. Caso Ep
i
seja numericamente nula para todas as dire¢des, o campo de velocidades, i;, deve respeitar
a condi¢do de divergéncia nula (divergence free - 0iij/0x; = 0). A viscosidade e a massa
especifica sdo consideradas no tempo n + 1, pois ja foram atualizadas para o passo de tempo

atual, ja que a resolucdo do Método Level Set precede a resolugdo das equagdes de Navier-

Stokes.

No segundo passo (passo de projecdo), obtém-se o campo de pressao utilizando uma equa-
¢do de Poisson, em que o lado esquerdo € calculado em fun¢do de V - ii. Ap06s, o campo de
velocidades corrigidas (i) € calculado levando em consideragdo o gradiente de pressdo. Neste

passo se resolve a equacdo de Poisson

217n+1 ~ n+l
a th _ iau}

dx;0x; At Ox;

(4.33)

obtendo-se IT"/!. Deriva-se IT";! espacialmente utilizando um sistema de equagdes formado por

(4.7) e, entdo, a velocidade € corrigida por:

n+l1

0
W = - A (4.34)
3xi

Agora sim, este novo campo de velocidades respeita a equacdo da continuidade, independente
oI,

d )
eax

Hn+1/2 6pn+1
pn+1 axi

sendo semi-implicito, como I1"*!/2 = TI}*! + 1", , e é calculado junto com o termo convectivo

O novo termo que envolve a pressdo, p e seu gradiente ( ) € assumido como

. . =4 . ~ ~ . 2
e difusivo em 1. A consideracdo deste termo faz com que a pressdo possa ser instdvel ao longo

do tempo para uma variacao de p muito grande, como € o caso deste trabalho (or ~ 830).
Hn+1/2 apn+l
pn+1 Hx,-
Em um dominio bidimensional com 14 metros de altura e 10 metros de largura, um desnivel

Um simples teste foi aplicado para verificar a estabilidade ao se utilizar o termo (

)
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inicial na interface é considerado (figura 4.5). As condi¢des iniciais de velocidade e pressao

ndo-hidrostdtica sdo campos nulos. A malha utilizada foi de Ax = Az = 0,5m, At = 1073s e

0=4.

pressure
2.000e+02

[=}
S

IRRRRRR KRR AR
o

-100

-2.000e+02

Figura 4.5: Condic¢ao inicial do teste de estabilidade da pressdo. A linha branca representa a

interface entre os fluidos.

Quando pr = 35, identificam-se instabilidades na pressdao que se manifestam pelo desenvolvi-

mento de oscilacdes de alta frequéncia (figura 4.6). Desta maneira, € necessario considerar uma

nova condi¢do de estabilidade proporcional a Ax, pr e ¢ para evitar instabilidades na pressao.

Para reduzir, e até mesmo eliminar, estas oscilacdes uma nova consideracdo na pressao

¢é proposta neste trabalho, nomeada de Consideracdo de Pressdo Sobre-Implicita. Assim, no

desenvolvimento temporal, uma nova varidvel é adicionada a equacdo 4.31, chamada g3, de

forma que

sendo B! dado por:

~n+l _ n

uj ui n n—1 n—-2 n
- a, F! + b, F!™ +c,F™ + B/, (4.35)
m aH,, nt
B = > =, (4.36)
nt=n—m Xi

onde m € o ndmero de termos de pressdo em tempos anteriores a serem adicionados. Assim, 0

valor minimo de m € funcdo de Ax, pr e 6. A equacdo de Poisson e o passo de correcdo também



72 Capitulo 4. Resolu¢ao Numérica

pressure
2.000e+02

° =
=1

=]
8

m[ll'\l\l\lll”l\”lm

-2.000e+02

Figura 4.6: Campo de pressdes em a) t = 0.004s; b) t = 0.005s

sdo modificados como

oI 1 oa
_ , (4.37)
Ox;jox; (m+1)Ar Ox;
(&
n+1
W = G = (m I)Ata—”h. (4.38)

Quanto maior for a variagdo da densidade maior serd o valor de m necessdrio para garantir a
estabilidade da simulag¢do em relagdo a pressao.

Este método ndo cria um termo de pressdo menor com a equagdo 4.37, desde que para
calcular @ a pressdo € considerada "m"vezes. Este método pode ser compreendido como um
compensador de pressdo. A Consideracdo de Pressdo Sobre-Implicita retira os termos de pres-
sdo anteriores e adiciona a mesma quantidade de vezes no termo implicito. Assim, os termos
de pressdo antecedentes sdo retirados da integracdo temporal, evitando a instabilidade numérica

gerada por estes.

4.2.4 PRESSAO HIDROSTATICA

Como a pressao foi segregada em pressao hidrostatica e nao hidrostatica, o presente traba-

lho apresenta uma forma de calcular a pressao hidrostatica utilizando a integracdo numérica. A



4.2. Equacoes de momentum 73

pressdo hidrostética e suas derivadas sao calculadas a partir das equacdes 3.19 e 3.20. Sido uti-
lizadas tanto integrais quanto derivadas de p para realizar este calculo. O calculo das derivadas

€ mostrado em § 4.3.3, a partir da fun¢dao Heaviside.

As integrais podem ser calculadas utilizando um esquema compacto de sexta ordem. Isto é
possivel realizando o problema inverso do apresentado na equagdo 4.24. Porém, como p possui

grande variacdo, este método pode provocar erros relacionados a dispersdao numérica.

Assim, um outro método € proposto utilizando a regra de integracdao de Simpson de terceira

ordem. Pode-se considerar a integral 3.19 no eixo z (figura 3.1), numericamente como

ZijN; i jk+1
Dhijk = & f pdz =g f Az + Prijk+1s (4.39)

i, jk Zi,jk

em que pp; ;n; = 0, € a pressdo hidrostdtica normalizada como

Ch.jhked Dhiijk+1
My s = —— f pdz + L (4.40)
ik Jzijk Pi.jk

Considerando a regra de Simpson para resolver a integral, tem-se que

Az
DPhijk = 8 3 (Pi, ik T 4pi jke1 + P, j,k+2) + DPhii,jk+25 (4.41)

e, dividindo por p; jx, obtem-se

Az Phii,jk+2
psijie = £ = (pi,j,k +4p; jir1 + pi, j,k+2) + =
Pijk 3 Pijk 442)
8Az (1 N 4pi jrs1 + pi, j,k+2) L Prijir
3 Pi.jk Pi.jk
Finalmente, para o célculo da derivada da pressao hidrostitica normalizada se tem
(91_1 Qg A 8 i 8 1,7, (9 hii, j.
hiik _ 8AZ s Pi,jk+1 L2 Pijk+2 + 2 Phiijk+2 _ (4.43)
Ox 3 Ox\ pijk Ox\ pijk Ox\ pijk

" Ox Ox
(método a ser explicado em § 4.3.3), pois ndo sdo derivadas unicamente de p. Assim, estas

) ndo se pode utilizar a fun¢do Heaviside
X

i,]. 0 i 0 g
Para calcular — (M) (p—’f’k+2) e (p hii, jk+2

Pi.jk Pijk Pijk
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derivadas foram desenvolvidas em

0 (pi 1 0pi; iik+1 OPi
2 (o) L Spes_prpa s wan
0x \ pijk Pijk  0x Pi ik ox
0 (pi,j,k+2) 0 (ph:i,j,k+2)
e, analogamente, para os termos — | —— | ¢ — .
ox\ pijx | Ox\ pijk
Assim, a equacao 4.43 se torna
Myije  gAz { 4 1 Opijust Pk 9P jk N 1 Opijksa  Pijikr2 OPijik
ox 3 | pigx Ox P>, O0x  pijx Ox p>.. Ox
’ bk ’ bk (4.45)
1 OPwijkv2  Phijike2 OPijk
Pijk  0x pzj,k ox
. OPhi jh+2 . ~
A derivada ———— pode ser obtida da equacdo 4.41 como
by
OPnij Az (Opi opi ; opi; OPhij
Phijke2 _ Az (OPijk+2 +4 Pi, jk+3 + Pi.jk+4 + Ph: ’J»k+4’ (4.46)

ox 3 ox ox 0x 0x

Ophii, jk+4
Ox
para baixo (de forma invertida), assim os termos posteriores da direcao k ja sdo conhecidos.

em que ¢ um termo j& conhecido. Nota-se que esta integracdo deve ser feita de cima

Destaca-se também que a pressdo € calculada na equagdo de Poisson deslocada da velocidade,

e para realizar estes cdlculos, esta necessita ser interpolada para os nds da célula.

4.3 INTERFACE - METODO LEVEL SET

Nesta secao serdo apresentados os esquemas utilizados para determinar a interface, calcu-

lada a partir do Método Level Set, levando em conta a equagao de advecgao de ¢

0¢
— +V-V¢ =0, 4.47
5 TVVe (4.47)
a equacdo de reinicializacdo de ¢
9¢
-+ 5gn (o) (IVg| - 1) =0, (4.48)

or
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e a equacao de correcdo de volume

9 _(V-Vo)
p e LA (4.49)

A resolucdo numérica espacial destas equacdes utilizando o esquema WENO, amplamente uti-

lizado para o Método Level Set [18] [100] [46] [103], é apresentada no Apéndice A.

4.3.1 DISCRETIZACAO ESPACIAL - COMPACTLSM

O método CompactLSM, uma nova forma de resolver as equacdes propostas pelo método
Level Set, é apresentada neste trabalho. Ao utilizar esquemas compactos de sexta ordem,
garante-se o célculo preciso e rdpido das equacdes propostas. Devido a auséncia de erros de
dissipag¢do numérica para as primeiras derivadas, normalmente os esquemas centrados ndo sao
indicados para resolver o método Level Set; porém, com o auxilio da hiperviscosidade, esta
tarefa se torna apropriada.

Ao invés de considerar a adve¢do de ¢ dada pela equagdo 4.47, considera-se o acréscimo de
um termo difusivo, ficando

9¢

ol V- V¢ = yV¢, (4.50)

em que y é um coeficiente de difusividade virtual que esté relacionado com a intensidade deste
novo termo difusivo. Matematicamente, se a curvatura da interface for zero, pode-se incluir
o termo V¢, ja que ¢ é uma funcdo distancia (i.e. |V@| = 1) e pode-se reescrever a equacdo
da curvatura (3.25) como k = —V?¢. O valor de y pode ser definido para forgar que o termo
difusivo adicionado seja tdo pequeno quanto a precisdo da maquina, mesmo que « tenha algum
valor significativo. Assim, ainda que possua curvatura, com y sendo um valor pequeno, 0 novo
termo yV2¢ pode ser aproximadamente zero, ndo afetando as escalas de interesse da equacgio
4.50.

A intensidade da hiperviscosidade (vy), implementada nas derivadas segundas (Lamballais
et al., 2011[43]), pode ser utilizada para reduzir ou, até mesmo, eliminar oscilagdes espurias.
Se a relacdo correta entre y e hiperviscosidade for imposta, o termo da derivada segunda afetard

apenas as menores escalas que possuem oscilagdes indesejaveis. O uso desta metodologia para



76 Capitulo 4. Resolu¢ao Numérica

o cdlculo de uma DNS torna-se muito atrativo, pois as menores malhas, importantes quando se
realiza uma DNS, ndo sdo necessdrias para a defini¢do adequada da interface pela metodologia

Level Set, podendo serem filtradas sem gerar novos problemas.

Mesmo na reinicializacdo, a adi¢cao da segunda derivada pode ser efetivada com sucesso, da

forma

0
a—‘f + sgn (¢o) (IVg] = 1) = yV3¢. (4.51)

4.3.2 AVANCO NO TEMPO

Métodos numéricos para avango no tempo podem causar oscilagdes esptrias. Logo, quando
se tem interesse na solu¢do de equacionamentos irrotacionais, € interessante o uso de métodos

especificos que nao provoquem oscilacdes numéricas.

O método Time Variation Diminishing Runge-Kutta de 3¢ ordem (TVD RK3)[23] é utilizado
para calcular o avanco no tempo. A propriedade de monotonicidade dos métodos TVD elimi-
nam oscilacdes esptirias causadas pelo avango temporal. O procedimento consiste em calcular

o avango temporal como

o = ¢O + AtF [¢(0>],

3 1 At
@ = Z0 4 Z 40 4 ()]
o7 = 200+ 14 +4F[¢ . (4.52)
1 2 2At
G = _p® 4 Zp@ 4y T F | pP
90 = 300 + 307+ =-F o]

em que ¢ = ¢" e p©@ = ¢"*1.

Mesmo com a adi¢do dos termos difusivos a metodologia do Level Set, a equacao de advecgao-

difusdo 4.50 € irrotacional, ja que os termos difusivos s@o apenas um artificio numérico que

O(u;p)

Xi

afeta as menores escalas da malha. Assim, a formulagdo rotacional (

1 (O(u; 0 . . . .
(5 ( (au 9 + uia—¢)) criam instabilidades nas condicdes de contorno. Para evitar este problema,
Xi Xi

) ou a antissimétrica

. ) 0
deve-se utilizar a forma advectiva deste termo (ul—¢ .
Xi

Para o célculo das equacdes 4.47 ou 4.50 pode ser utilizada a metodologia classica WENO,
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ou a apresentada por este trabalho (CompactLSM), dadas por

0 0 i
F [¢] = —I/tia—j ou F [¢] = —uia—i + ’)/ax.g)x' . (4.53)
—————
WENO CompactLSM

Para a equagdo de reinicializacdo 4.48 ou 4.51, At representa At e ambas metodologias podem

ser utilizadas por

0¢ 0 96 o &
F [¢] = —sgn (¢O)( 8_)?(9__;[?1‘ - 1), ou F [¢] = —sgn (¢O)( 0_28_;2 _ 1) + yaxi;:_i )
WENO CompactLSM
(4.54)

A corre¢do do volume € calculada utilizando o esquema de Euler Explicito, que também possui

em sua concepgao as propriedades de TVD, da forma

V=V
Vo

9 9

(n+1) — (n) +A
¢ ¢ i [ 6x,~ 8}61‘

} . (4.55)

Esta equacdo nao possui os termos difusivos (como as duas anteriores para o método Com-
pactLSM) por ndo ter se observado ganhos em estabilidade numérica nos testes realizados e

apresentados neste trabalho.

4.3.3 PROPRIEDADES FiSICAS E GEOMETRICAS

A variacdo da massa especifica e da viscosidade € demarcada pela espessura virtual da inter-
face, definida pela fun¢do Heaviside (3.27), e, assim, a variacdo destas caracteristicas fisicas de-
pende da suavidade desta funcdo. Ao utilizar esquemas compactos de alta ordem para resolver
a equacdo de quantidade de movimento, problemas graves de dispersao numérica podem ocor-
rer ao derivar valores de caracteristicas fisicas para uma espessura de interface (considerada,
normalmente, como ¢ = 1,5), ja que a dessas propriedades pode ser grande (or = p2/p1 = 830).
Assim, uma espessura de interface maior € utilizada no presente trabalho, a ser avaliada por
simulacdes de verificacdo (§ 5.3.1). De qualquer forma, vale ressaltar que os métodos que utili-
zam poucos pontos para representar a interface sdo de baixa ordem (segunda ordem ou menor),

enquanto que o presente trabalho possui formulagdo de sexta ordem espacial e terceira ordem
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temporal.

Para evitar a interpolacdo espacial de p e u na equacdo de movimento, seus valores sdo
considerados colocalizados no ponto da malha onde se encontra a velocidade, isto é, no n6 da
malha. Todos os cdlculos em que p foi calculado junto com algum termo de pressdo, este termo
de pressdo foi deslocado para o n6 da malha.

Para evitar dispersdo por causa da grande variacdo destas grandezas na regido da interface,

as derivadas sdo obtidas analiticamente a partir da funcdo Heaviside (2.14), da forma

odp  Odlpr(1=D] d[p.1] ol ol ol
— = =—p;— — = - —_—, 4.56
8x,~ 0x,~ - ﬁxi P 8xl~ TP ax,- (p2 pl) ax,- ( )
e considerando a funcao 3.27, obtem-se
0 se ¢ < —=£/2,
)4 10 2
g—Xi - Eb‘_i [1 + cos (?)] se |¢l < /2, (4.57)
0 se ¢ >E&/2.

Ao substituir a equacao 4.57 na equagdo 4.56 se obtém que a variac@o de p através da interface

¢é funcdo da derivada de ¢, sendo suave proxima da interface, da forma

1+ cos (27r?¢)] , (4.58)

5_/0 _ (02 —,01)3_¢
Gxi f (9)61‘

em que & = 20A, € a espessura virtual da interface. Esta equacdo pode ser utilizada analoga-
mente para as derivadas em outras direcdes e para a viscosidade dinamica.

Para cada tipo de fendbmeno, um tamanho de malha caracteristica (A.) deve ser identificado.
Escoamentos com interfaces predominantemente horizontais devem considerar A, = Az, como
no caso de propagacdo de ondas com pequena amplitude ou no caso em que a relacao entre A/A
seja pequena (por exemplo, ondas de Stokes de segunda ordem). Também se deve utilizar esta
consideragdo para escoamentos com pequenas variagoes da superficie livre ou em que as peque-
nas variacoes, de grande curvatura (k > 1), ndo sejam relevantes ao problema em questao. Casos
em que todas as dimensdes sejam relevantes para representar a interface entre os fluidos, como

no caso da simulacdo de gotas e bolhas, € recomendado considerar A, = (Ax + Ay + Az) /3.



4.3. Interface - Método Level Set 79

Por fim, para discretiza¢Ges espaciais muito distintas entre si, deve-se considerar o maior incre-
mento espacial, i.e. A, = max (Ax, Ay, Az).

As propriedades geométricas, muitas delas presentes no termo de tensdo superficial, isto é: a
curvatura (k) 3.25 e o delta de Dirac com o vetor normal (5,7) 3.29, sdo calculadas diretamente
com as derivadas compactas (eq. 4.1). A tensao superficial é adicionada como dltimo termo da

equacdo 4.32, sendo tratada explicitamente por meio da funcio de Heaviside.



5 APLICACOES E RESULTADOS

Neste capitulo, inicialmente, serd avaliada a solu¢cdo da metodologia CompactLSM, por um
viés puramente matematico (vericacdo). Posteriormente, serd avaliado o cédigo Incompact3d-

LS, tanto por um viés matematico quanto fisico (verificacio e validagdo).

O método proposto por este trabalho, Compact Level Set, sera avaliado, sem considerar a
equagao da quantidade de movimento, em que campos de velocidades serdao fornecidos, carac-

terizando diferentes casos, sendo comparado ao método padraio WENO.

Ap6s a andlise do Compact Level Set, casos de verificacdo e validag¢do do cédigo Incompact3d-
LS s@o apresentados, focando-se na resolugdo das equacdes de Navier-Stokes e da continuidade,
ou seja, no método proposto por este trabalho, denominado Incompact3d-LS. Todos os casos
sdo referentes a casos bifésicos de ar (o = 1,204 kgm™ e u = 1,8253 x 107> Pa/s) e dgua
(o = 998,0 kg m™, u = 1,00798 x 1073Pa/s) ambos os fluidos a temperatura de 20°C. Ha
uma excecao no estudo de gotas, em que estes valores foram modificados de acordo com o caso
experimental que serd usado para comparacdo. O parametro que controla a intensidade da hi-
perviscosidade v, /v (utilizado nas equagdes 4.17, 4.18 e 4.19) é definido particularmente para
cada caso. A tensdo superficial, também a ser definida particularmente, é considerada apenas

nos casso da Queda de Gota e Quebra de Barragem.

Os testes com o codigo Incompact3d-LS se iniciam com uma verificagdo puramente nu-
mérica, utilizando o Método da Solucdo Manufaturada. Em continuagdo, tem-se a verifica-
cdo/validacdo de dos casos de propagacao de onda, em que os resultados sdo comparados com
resultados da teoria de ondas. Em seguida, um caso de queda de gota individual em uma ca-
mada de dgua € simulado. Por fim, um caso de escoamento proveniente de quebra de barragem é

validado com um caso experimental. A tabela 5.1 apresenta um resumo dos casos apresentados.

80
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Tabela 5.1: Casos aplicados e motivagdes.

Caso Cédigo Utilizado Motivacao
Tensdo de Cisalhamento Constante CompactLSM Verificagcdo
Vértice Unico CompactLSM Verificagcao
Solu¢do Manufaturada Incompact3d-LS Verificacao
Efeito de Seiche 3D Incompact3d-LS | Verificacdo/Validag¢ao
Ondas de Stokes Incompact3d-LS | Verificagdo/Validacao
Queda de Gota Incompact3d-LS Validagao
Quebra de Barragem Incompact3d-LS Validagao

5.1 VERIFICACAO - COMPACT LEVEL SET METHOD

O Compact Level Set Method (CompactLSM), metodologia proposta por este trabalho, é
comparado com o método Level Set calculado com WENO de 5¢ ordem (Standard). Todos
os testes sdo bidimensionais e foram baseados nos casos apresentados por Sabelnikov et al.
(2014)[76]. A verificagdo € realizada pela avaliacdo do erro do valor da area formada por ¢ = 0
(eq. 5.2). O valor da area tem que ser constante ao longo do tempo, pois ndo apresenta perda

ou ganho de massa, e este erro é calculado como

At - AO
Ag

Acrro = max(

), (5.1)

em que A, € a drea calculada apds o término da simulagdo e A € a drea fornecida pela condi¢c@o

inicial. A area € obtida pela integracao da funcdo Heaviside, da forma

A= f [1-1(p)]dA ~ Z [1 - 1(¢i,j)] AxAy. (5.2)
D l,]
Para viabilizar a solucdo da equacgdo de advec¢ao, o CompactLSM adota um termo difusivo

virtual que conta com a ferramenta de hiperviscosidade (termo yV?¢ na equagio 4.50). A

2

i, assumindo

hiperviscosidade utilizada é formada por dois nicleos (§ 4.2.1)em k. = ek, =
o comportamento do método Spectral Vanishing Viscosity (SVV) LES, como apresentado em
Lamballais et al., 2011[43]. O valor de v,/v utilizado para a hipervisocidade ¢ 4 x 10° e y, o

coeficiente de difusividade virtual, é 3 x 107 8Ax?/At *.

*Por meio de testes numéricos, observou-se uma relacido de dependéncia linear entre vo/v e y. Assim, valores
equivalentes aos adotados sio, por exemplo, vo/v =4 ey = 3 x 1072Ax? /At
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5.1.1 TENSAO DE CISALHAMENTO CONSTANTE

Este teste consiste em aplicar uma tensio de cisalhamento constante na interface para veri-

ficar como ela se deforma ao possuir curvaturas maiores.

A funcdo distancia inicial e a distribuicdo permanente de velocidade (fig. 5.1) sdo dadas por

do (x,y) = Va2 +y*—0,15, u=x-y, v=2x-y. (5.3)

A solucdo analitica desta deformacao ao longo do tempo para este teste é
d(x,y,t) = % + 3> -0,15, (5.4)

sendo X = x(cost —sint) + ysinte y = —2xsint + y(cost + sin?).

X
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Figura 5.1: Campo de velocidade iniciais. A interface € representada pela circunferéncia em
vermelho.

Trés tamanhos diferentes de malha foram considerados e sdo apresentados na tabela 5.2.
Erros relacionados a curvatura da interface foram encontrados ao utilizar o CompactLSM. Desta
forma, a curvatura maxima foi obtida para cada simulacdo com malha distinta para avaliar este

erro. Utilizando o CompactLSM, as simulagdes com n, = n, = 64 e n, = n, = 128 ndo foram
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Tabela 5.2: Caracteristicas do calculo do caso Tensdo de Cisalhamento Constante.

Lx =Ly Im ts* ls

At 0,25A%/ U5 At 0,1Ax
Malha 1 n, = ny =64 AX = Ay =1,5625 x 10%m
Malha 2 n, = ny =128 Ax = Ay =7,8125 X 107m
Malha 3 ny = ny =256 AX = Ay =3,90625 X 10~°m

* tempo simulado

finalizadas com sucesso. A simulagio com n, = n, = 256 foi resolvida sem nenhum problema
numérico (tabela 5.3 e figura 5.2). Os erros de distor¢do da interface provocados pela grande
curvatura nas malhas mais grosseiras foram ocasionados pela presenca de esqueletos na fungao
distancia que se encontravam muito proximos de ¢ = 0. Estes esqueletos podem ser facilmente

identificados visualmente pela varidvel [V¢|.

Tabela 5.3: Curvatura maxima sem distor¢ao da interface para diferentes tamanhos de malha.

Malha (n, = n,) Kmax™® Comentario
64 ~ 40 A distor¢ao ocorre em t ~ 0,55
128 ~ 90 A distor¢ao ocorre em ¢ ~ 0,8

256 - N3ao ocorreu distor¢ao
* knay TEPresenta a curvatura maxima atingida sem erro de distorcao.

Um vantagem importante ao se utilizar o CompactLSM foi o tempo computacional (tabela
5.4) que foi 6,7 vezes mais rdpido que o Standard. Ainda, o CompactLSM obteve uma precisao
maior do que 13 vezes em comparagdo ao Standard. Isto mostra a vantagem da eficiéncia do
método em questdes de rapidez e precisdo, contra a desvantagem da limitacao de estabilidade

referente a curvatura.

Tabela 5.4: Resultados para nx = ny = 256.

Meétodo Auro (€q. 5.1) | Tempo de processa- | Tempo de processa-
mento (s) mento adimensional

Standard 5,1 x107 153 6,7

CompactLSM 39x10°° 23 1,0
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Tt

0.9

8.000e-01

X

Figura 5.2: Campo de |V¢| para: a) malha de 64 em ¢ ~ 0,5s; b) malha de 128 em ¢ ~ 0,8s; e ¢)
malha de 256 em ¢t = 1,0s. A linha branca representa a solu¢do numérica e a linha preta
representa a solucdo analitica da interface.
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5.1.2 VORTICE UNICO
Este caso ndo possui solucdo analitica, porém € provocada uma curvatura extremamente

elevada, e pode-se identificar qual a capacidade da metodologia representar este problema.

A velocidade, que € fun¢do do tempo, € dada por

v = 2sin (7rx) cos (mx) sin® (zry) cos (nt/T)

u = 2sin” (mx) sin (7ry) cos (rry) cos (nt/T),
(5.5)

em que 7 = 8s é o meio periodo. Inicialmente, a funcio distancia com sinal (figura 5.3) é

(5.6)

definida como
B0 = (x= 057 +(y - 0757 ~ 0,15,

Seis configuracdes diferentes de discretizagdo espacial foram utilizadas, e suas caracteristicas

computacionais sdo apresentadas na tabela 5.5.
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Figura 5.3: Localizacdo da interface (linha vermelha) e campo de velocidade inicial.

Todas as simulacgdes realizadas com o CompactLSM nao obtiveram sucesso para um tempo
total de célculo de 8s, pois ao atingir uma curvatura limite, deformacdes numéricas da interface

sdo criadas (figura 5.4). Este € um caso especial, pois a curvatura da interface € inversamente
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Tabela 5.5: Caracteristicas computacionais do Vértice Unico.

Caracteristicas | Lx=Ly=1m ts* = 8s
Gerais At = 0,25Ax /05 At =0,1Ax
Malha 1 nx =ny = 64 Ax = Ay = 1,5625 x 10™%m

Malha 2 nx =ny = 128 Ax = Ay =7,.8125x10"m
Caracteristicas | Malha 3 nx = ny = 256 Ax = Ay = 3,90625 x 10~°m
Especificas Malha 4 nx =ny =512 Ax = Ay =1,953125x 107m
Malha 5 nx = ny = 1024 Ax = Ay = 9,765625 x 10~*m
Malha 6 nx = ny = 2048 Ax = Ay = 4,8828125 X 10~*m

* tempo simulado

proporcional ao tamanho da malha e, com uma malha mais refinada uma curvatura maior € pos-
sivel de ser representada. Caso uma malha menor for utilizada, uma curvatura maior é encon-
trada, e, para as malhas testadas, o CompactLSM ndo teve a capacidade de realizar os calculos
sem distorcer a interface (tabela 5.6). O método Standard, nao possui problemas com esque-
letos, pois 0 método WENO foi desenvolvido para eliminar sua presenca (por isso € chamado
"essencialmente ndo oscilatério"). Claramente, as simulagdes ndo foram bem sucedidas ao uti-
lizar o CompactLSM, por causa da formacgdo de esqueletos na funcao distancia. De qualquer

maneira, com estes resultados € obtida uma equacdo potencial

Kax] = 1,6512Ax70785, (5.7)

que relaciona a curvatura maxima simulada pelo CompactLSM (antes de ocorrer deformacao
numérica da interface) e o tamanho da malha (figura 5.5), criando-se um limite de aplicag¢ao

para o CompactLSM.

Tabela 5.6: Resultados de curvatura maxima para o caso Vértice Unico.

Numero da Malha tempo em que OCOr- | Kyac* = (m™')
reu o erro = ()

1 0,28 -38

2 0,40 -86

3 0,50 -131

4 0,59 =210

5 0,73 -412

6 0,83 —-608

* Kmax TEPresenta o valor maximo da curvatura antes de ocorrer erros de distor¢ao.
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Figura 5.4: Caso do Vértice Unico: Campo de |V¢| da simulagio com Malha 3 para a)

Standard com At =~ 0,45, b) CompactLSM com At = 0,45, ¢) Standard com At =~ 0,8 e d)
CompactLSM com At ~ 0,8. A linha preta representa a ¢ = 0.
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Figura 5.5: Relacdo entre a discretizacdo espacial e curvatura maxima da superficie ¢ = 0.
Regressio potencial com R? = 0.99

Moghadam et al. (2016)[57] desenvolveram o método Compact Conservative Level Set
(CCLS). Os autores calcularam o transporte da fun¢do distincia e a etapa de reinicializagao
com esquemas compactos de alta ordem, mas a normal da fun¢ao distancia (V¢) foi calculada
com o método Fast Marching, ndo relacionado com os esquemas compactos. Olsson and Kreis-
ses (2005)[64] mencionam que esquemas ndo oscilatérios devem ser utilizados para calcular a
normal; caso contrdrio oscilacdes espurias no campo ¢ serdo desenvolvidas na dire¢do normal
a interface ¢ = 0.

De qualquer forma, o CompactLSM calculou com sucesso as superficies com curvaturas
menores do que a curvatura maxima com boa precisio e baixo custo computacional. Neste caso,
para simulagdes com curvaturas maximas que respeitam a equagado 5.7, o método CompactLSM

¢ uma boa opg¢do a ser utilizada.

5.2 VERIFICACAO - INCOMPACT3D-LS

A partir desta etapa € aplicado o cddigo que utiliza a equagdo da quantidade de movimento
junto da equacdo da continuidade e do método de presentacdo de interface multifasica. A ve-
rificacdo € realizada para identificar se as formulacdes matemadticas e numéricas foram imple-

mentadas adequadamente e se 0 método numérico adotado € condizente com o que ele oferece
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na teoria. O cédigo Inconcompact3d-LS é comparado com resultados analiticos, com a finali-
dade de analisar os erros produzidos pelo c6digo. Na verificagdo, ndo € suficiente que a solug@o
analitica seja exata, ela deve ser complexa o suficiente para que todos os termos da equacdo
governante sejam testados, sendo indicado realizar a verificagdo para diversos casos distintos.
Para verificar o c6digo proposto sao desenvolvidos diversos casos. O primeiro € aplicando o
Meétodo da Solu¢do Manufaturada (Method of Manufactured Solution - MMS) e os seguintes a
verificacdo € realizada em conjunto com a validacao para casos de ondas lineares que representa
fisicamente o efeito de seiche em corpos hidricos, de ondas progressivas, de queda de gota e,

por fim, de escoamento proveniente de quebra de barragem.

5.2.1 SOLUCOES MANUFATURADAS

Solu¢des manufaturadas sdo usadas para realizar verificagdes de c6digos por um viés pura-
mente matematico, sem se preocupar com as leis fisicas. O MMS € um procedimento generalista
para a criacdo de solucdes analiticas que sdo utilizadas para definir a precisao de um cédigo
(ROACHE, 2002) [74]. O método consiste em criar solu¢des analiticas ao adicionar termos
fonte as equacgdes de interesse, os quais sao calculados de forma que o conjunto de equacdes
desejado tenha solugdo exata para determinada solu¢do manufaturada. Os erros encontrados
por este método devem reduzir quando A — 0.

O caso apresentado no presente trabalho foi desenvolvido por Wang et al. (2009)[96] e
consiste na representagdo de um corpo hidrico com superficie livre em estado permanente. Este
método foi desenvolvido para a verificacdo de Métodos de Rastreamento de Interface, que ndo
consideram o ar como parte do dominio a ser calculado. Desta forma, mesmo que o c6digo
Incompact3d-LS represente escoamentos multifasicos, o MMS serd utilizado para avaliar sua
precisdo, calculando-se os erros referentes unicamente ao volume de dgua da simulagdo.

A equagdo avaliada é

Ou; ou; 10 Ou;  Ou,
e P N Y (i el | RS 5.8
at + ujaxj anj [ﬂ(axj ’ 0xi )] oY

em que T é o termo fonte obtido pela solu¢do manufaturada proposta pelo MMS de Wang

et al. (2009)[96]. Nao se adiciona termo fonte na equacdo da continuidade, mantendo sua
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configuracdo original (eq. 3.2). As varidveis manufaturadas para resolver as equagdes 5.8 e 3.2

sao
u = sin (x) cos (y) sin (g%) —cos (x)sin(y) [cos (27r%) - 1] , 5.9
v = —cos (x) sin (y) sin (g%) + sin (x) cos (y) [cos (271%) - 1] , (5.10)

w = —% [sin2 (x) cos? ) - cos? (x) sin® (y)] [sin (27‘(%) - 27r% cos (27r%) + 27r] , (5.11)

h = Asin (x) sin (y) + hy. (5.12)

em que A representa a amplitude da onda e / representa a altura do escoamento e A a altura do
escoamento sem as oscilacdes. Assim, estas equagdes devem ser consideradas como condicdes
iniciais e de contorno da simulacdo. Para isso, as condi¢des de contorno consideradas foram do

tipo Dirichlet (figura 5.6).

V4

Magnitude da Velocidade

6.06.0

Figura 5.6: Campo de magnitude de velocidade e superficie livre para o caso MMS.

Para respeitar a equacdo 5.8 ndo foram considerados o termo de pressdo (assim como a

resolucdo da equacdo de Poisson) nem o de gravidade. A hiperviscosidade foi utilizada fixando
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apenas k. = & (respeitando as equacOes 4.10 e 4.11) ndo se utilizando ILES, ou seja, ndo se

utilizou k;, para este exemplo. O mdédulo maximo da curvatura da interface calculada para este

1

caso foi de 1,0m™", o que possibilita um Ax,,,, = 1,89m.

O erro do cddigo para cada componente de velocidade € calculado por

2
) (ua,i,j,k — Ue, j,k)
Uoyry = (5.13)
N,N,N.

em que u, é a velocidade analitica e u. é a velocidade calculada pelo cédigo. Esta equagdo é
aplicada analogamente para avaliar o erro nas velocidades v e w. Foram testadas 4 discretizagdes

diferentes (tabela 5.7) com ts = 10A¢ de célculo, ja este € um caso permanente.

Tabela 5.7: Caracteristicas computacionais do MMS.

Caracteristicas Lx=Ly=1Lz |2rm
Gerais ho Sm
A 0,5m
At 10 7s
ts 10755
J 18
Malha 1 nx = ny = nz 20
Malha 2 nx=ny=nz |50
Malha 3 nx=ny=nz_| 100
Malha 4 nx=ny=nz_| 200

Fazendo o teste de convergéncia da malha, identificou-se que o método proposto é de 5¢
ordem (figura 5.7), inferior a 64 ordem do c6digo sem as condi¢des de Dirichlet, mas ainda sim
alta. Os erros se concentram proximo as condi¢des de contorno (figura 5.8), provocados pela
aproximacdo de 3¢ ordem aplicada a estes, inerente ao proprio cédigo Incompact3d quando se
utiliza a condi¢do de Dirichlet.

Calculou-se novamente o erro (para o mesmo teste de convergéncia da malha), agora, des-
considerando os pontos que fazem parte das condi¢des de contorno (figura 5.9). Mesmo com
um aumento significativo na ordem de precisdo, ainda sim, nio se obteve a sexta ordem, pois os
métodos compactos sdo semi-espectrais, carregando os erros provocados em qualquer parte do
dominio para o resto.

Os erros relacionados a velocidade vertical foram muito semelhantes aos relacionados as ve-
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Figura 5.7: Teste de convergéncia de malha utilizando o MMS, considerando as velocidades u,
vew
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Figura 5.8: Corte no dominio representando a magnitude do erro das velocidades.
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Figura 5.9: Teste de convergéncia de malha utilizando o MMS, desconsiderando-se as células
dos contornos que possuem menor ordem.

locidades horizontais, indicando baixa interferéncia da interface na precisao do c6digo, mesmo
utilizando uma interface consideravelmente espessa. Como este caso nio se considera a forga
gravitacional, a parte do cédigo referente a pressdo hidrostdtica ndo foi avaliada, devendo-se

aprofundar os testes de verificacdes para este ambito.

5.3 VALIDACAO - INCOMPACT3D-LS

O codigo € validado para casos em que fendmenos reais sdo representados. Nos primeiros
casos, mesmo representando fendmenos reais, equagdes tedricas de ondas sdo utilizadas para
realizar a comparagdo e complementar com a verificacdo do esquema numérico; logo, as va-
lidacdes podem ser vistas também como verificagdes, porém ndo se pode requerer a mesma

exatiddo para as andlises.

5.3.1 EFEITO DE SEICHE 3D

Este caso tem o principal objetivo de simular ondas lineares, que representam o efeito de
seiche em corpos hidricos. A espessura da interface e o nimero de termos de pressao conside-
rados (m) do método de pressdo sobre implicita também sao avaliados para identificar as suas
influéncias na solugao.

A condicdo inicial de onda € imposta pela variacdo espacial da condi¢ao inicial da interface,

mantendo-a em desequilibrio, no formato de uma senoide (figura 5.10). A pressdo dindmica e
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o campo de velocidades sdo nulas no tempo inicial. Logo, avalia-se uma onda superficial tridi-
mensional de baixa amplitude e grande comprimento. Pode-se verificar por equacdes tedricas a
velocidade da fase e a amplitude calculada, assim como a distribuicdo do campo de velocidades
na 4dgua. Este caso possui curvatura maxima de 0,026m™! o que permitiria um Ax,,,. = 198m
(eq. 5.7), muito acima do utilizado. Nao se utilizou o efeito da tensdo superficial para este caso
visto que a Teoria de Ondas ndo leva em conta essa caracteristica. O pardmetro que controla a

intensidade da hiperviscosidade € vy/v = 3, para todos os testes deste caso.

Figura 5.10: Dominio de simula¢do; a) visualizacdo tridimensional do dominio e da condi¢do
inicial da interface, b) visualizacdo bidimensional do dominio no plano y = 10m, enfatizando a
variacdo da interface no instante inicial de tempo.

Os casos analiticos para este exemplo sdo calculados utilizando a teoria de ondas, que for-

necem resultados idealizados. A variacdo da interface é obtida pela expressao
n(x,y,t =0)=A cos (k.x)cos (kyy) cos(wt) + h, (5.14)

em que, para este caso especifico, w = +/gktanh(kh) em rad/s, k., = n/A,, k, = 7w/A, e
k= Jk2+ k§ sd0 os nimeros de onda em m™!, A = 0,1m é a amplitude da onda e h = 10m

¢ a profundidade de dgua. Aproximacdes satisfatorias das velocidades orbitais para ondas de
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Stokes de primeira ordem sdo:

Agk, coshk(h+2)] . .
U= » cosh (kD) sin (k.x) cos (kyy) sin (wt), (5.15)
B Agk, cosh [k (h + z)] ) .
V= ” cosh (ki) cos (k.x) sin (kyy) sin (wt) , (5.16)
Agk sinh [k (h + 7)] .
w=— » cosh (k) cos (k.x)cos (kyy) sin (wt) (5.17)

AVALIACAO DA ESPESSURA VIRTUAL DA INTERFACE

Fez-se uma andlise da espessura virtual da interface, modificando o nimero de pontos que
representa a espessura desta (9). Buscou-se o melhor valor que representa o fendmeno anali-
sando os erros gerados pelo codigo, aplicando-se uma média temporal dos resultados fornecidos
pela equacdo 5.13.

Inicialmente, utilizou-se um dominio computacional com L, = L, = 10me L, = 15, em
que o nimero de pontos foram n, = n, = 91 e n, = 271. O tempo simulado foi de 55 com um
intervalo de 2 - 107s e o niimero de termos de pressio sobreimplicita m foi de 5.

Foram utilizadas as equagdes tedricas 5.18, 5.16 e 5.17 e encontrou-se que o ¢ ideal para
a simulacdo € de 18, que também sera utilizado nas simulag¢des posteriores. Valores maiores
do que 21 agregavam erros no modelo por falta de representatividade fisica da espessura da
interface (figura 5.11), assim como valores menores do que 18 adicionavam wiggles a simulacio
provenientes da brusca variacdo de massa especifica, ao se utilizar os esquemas compactos
centrados de sexta ordem (figura 5.12). Entretanto, percebe-se que os erros gerados por estes
wiggles na d4gua sdo muito pequenos e ndo descaracterizam a solucdo (figura 5.13), melhorando
inclusive a representacdo da superficie com os resultados tedricos. Desta forma, se o fluido de
interesse for exclusivamente a 4gua, para este caso, € possivel utilizar 6 = 6. Observou-se que

nao € indicado utilizar 6 < 6, pois a solu¢cao numérica diverge.

AVALIACAO DA PRESSAO SOBREIMPLICITA

Avaliou-se também o ndmero de termos de pressdo sobre implicita (m) necessdrios para se

ter uma simulacao estdavel e qual € a influéncia numérica desta metodologia. A discretizagdo
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Figura 5.11: Média temporal dos erros de velocidades e de desnivel para diferentes espessuras
da interface para o tempo de 5 segundos.

espacial, temporal, as dimensdes do dominio e as condi¢des iniciais sdo semelhantes as carac-
teristicas do teste anterior, porém um ¢ de 21 foi utilizado para este teste. A andlise da média
espaco-temporal dos erros (tabela 5.8) demonstra que o incremento do erro ao utilizar um valor
maior de m é muito pequena, proxima a 0,1%. Quando se utiliza m = 1 o método se torna ins-
tavel e diverge na iteracao de nimero 96. Nota-se que para casos de variagdes mais drasticas, o
c6digo pode se tornar instdvel para os valores de m menores, mas que se mostraram estavel para
o caso Efeito de Seiche 3D. Assim, na continuidade deste trabalho, utiliza-se m = 5, evitando-se

erros de oscilagdo numérica da pressdao a um custo de precisdo computacional muito baixo.

Tabela 5.8: Valores médios temporais dos erros para diferentes quantidades de termos de
pressdo sobreimplicita.

m | Ty Verro Werro Herro

1 | divergiu divergiu divergiu divergiu

2 |3,338x 107 3,338 x 1072 3,338 x 1072 3,164 x 1073
3 13,339%x10 3,339 x 1072 3,339 x 1072 3,165%x 1073
4 13,340 x 1072 3,340 x 107> 3,340 x 1072 3,166 x 1072
5 (3,341 x 107 3,341 x 1072 3,341 x 1072 3,168 x 10~
6 | 3,342 x 1072 3,343 x 1072 3,343 x 1072 3,171 x 1073
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Figura 5.12: Comparacao entre as magnitudes das velocidades para o tempo de S, para
valoresdea)d =6,b)d =15ec)d = 18.
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Figura 5.13: Comparacdo entre os desniveis das simulagdes com o resultado tedrico para o
caso de seiche em uma bacia fechada.

DISCRETIZACAO DA MALHA

Foi analisada a variacao dos erros refinando a malha apenas em z, ou refinando em todas as
direcdes (tabela 5.9), utilizando 6 = 18. Com o refinamento apenas em z, os erros referentes a
superficie livre sao reduzidos substancialmente, enquanto que os erros referentes as velocidades
s@o pouco alterados, até incrementando levemente estes erros. Com o refinamento em todas as
dire¢des, a variacao dos erros possui comportamento muito semelhante do que quando se refina
unicamente em z. Este comportamento mostra que, quando se tem um erro consideravel na
superficie livre, apenas o refinamento da dire¢ao normal a esta superficie ja possui capacidade

de melhorar os resultados de 7.

Tabela 5.9: Valores médios temporais dos erros para diferentes discretizacdes.

Ax Az

Ay ﬁerro verro Werro ﬁerro
91 | 91 [271]337x107 3,37 x 1072 3,37 x 1072 2,50 x 1073
91 | 91 |541|3,42x107 3,42 x 1072 3,42 x 1072 1,06 x 107
181 | 181 | 541 | 3,39 x 1072 3,39 x 1072 3,39 x 1072 1,04 x 1073
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5.3.2 ONDAS DE STOKES

Este caso consiste na propagacao de ondas lineares e ndo lineares em um reservatério longo.
Para isso, utiliza-se a teoria de ondas, e € verificada a capacidade do cédigo de simular propa-
gacdo de ondas e de aceitar a condi¢do de contorno que cria estas ondas.

Diferente do caso anterior, a variacao do desnivel inicial € nula e as ondas sao induzidas pela
variacdo da velocidade, imposta na condi¢do de contorno de entrada (condi¢@o de Dirichlet), a
esquerda do dominio, efeito semelhante ao produzido por um batedor de ondas (figura 5.14).
No final do reservatdrio € imposta uma condi¢do de saida livre em conjunto com uma camada

espoja, evitando-se assim a reflexao das ondas.

Camada Esponja

Figura 5.14: Dominio de simulagdo para o caso: ondas de Stokes, em que ondas de Stokes de
diferentes ordens sdo produzidas no lado esquerdo do dominio

O dominio computacional possui L, = 12m, L, = 2m e L, = 2m, com discretiza¢do A, =
8% 107%m, A, = 5,6 x 10?me A, = 6,7 X 10~>m. Foram simulados 10s com Az = 107

Para impor as ondas ao dominio, uma condi¢do de contorno do tipo Dirichlet € utilizada
em x = 0, em que as velocidades sao variadas de acordo com a onda que se tem interesse em
simular. As equacgdes sdo baseadas na propria Teoria de Ondas, e utilizou-se uma adaptagao
da implantacdo numérica proposta pelo trabalho de Higuera et al. (2013)[30], para evitar osci-
lagdes numéricas excessivas na superficie livre (Apéndice B). Os contornos laterais, inferior e
superior sao de deslizamento livre. Nao se utilizou o efeito da tensdo superficial para este caso.
O parametro que controla a intensidade da hiperviscosidade vy/v € de 30 para todos os testes
deste caso. O alto valor de v, /v foi utilizado para reduzir as oscilacdes numéricas presentes no
ar, na regido da condicao de contorno x = 0.

Foram simuladas ondas com 7" = 2,5s € h = 1m de dois tipos: para Stokes I considerou-se
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que a = 0,02 e A = 6,69m ; ja para Stokes II, considerou-se que a = 0,1 e 4 = 6,99m.

VERIFICACAO DE HODOGRADAS

Foram obtidas hodégrafas de sondas posicionadas em trés diferentes profundidades da in-
tersecdo dos planos x = 6m e y = 1m. Os resultados gerados pelo cddigo sdo comparados com
os resultados tedricos obtidos pela propria Teoria de Ondas (figura 5.15), a mesma utilizada

para criar a onda na condicao de contorno.

£ 4 —2 —2
O erro médio das hodogradas, erro,, = +fu,,,, +w

erro erro’

assim como o erro médio normali-

zado erro,,, = \/ (Uerro/ ua,max)2 + Werro /wa,max)2 foram calculados (tabela 5.10). Os erros mé-
dios normalizados variam de 7% a 9%. Para as ondas de Stokes I, o erro decai para hodografas
em pontos mais profundos. J4, para ondas de Stokes II, os erros ndo demostraram relagdo direta

com a profundidade do escoamento.

Tabela 5.10: Erros das hédografas simuladas em comparag¢do com as analiticas.

| Teoria de Onda | Profundidade (m) | erro,(m/s) | errom(-) |

z=0,10 0.002 0.070
Stokes I z=0,50 0.003 0.075
z=10,90 0.005 0.090
z=0,10 0.009 0.078
Stokes 11 z=0,50 0.016 0.074
z=0,85 0.023 0.078

Com esta baixa diferencga entre o equacionamento tedrico de ondas € o numérico baseado
nas equacoes da Navier Stokes, o Incompact3d-LS € considerado como vélido para o caso de
propagacdo de ondas, seja pelo efeito de seiche, ou pela inducdo de ondas pela condi¢ao de
entrada. O c6digo mostrou-se capaz de representar tanto a superficie livre quanto a distribui¢ao
de velocidades no corpo hidrico.

As diferengas entre os resultados se deram:
e por parte da teoria de ondas:

— E considerado que a dgua é um fluido inviscido,

— E representado um escoamento irrotacional,
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Figura 5.15: Hodografas da simulacdo e analitica para Stokes I (esquerda) e Stokes II (direita)
a profundidade de a) z = 0,10m, b) z = 0,50m e ¢) z = 0,90m.
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— Os efeitos do ar ndo sao relevados;
e por parte do Incompact3d-LS:

— Erros provenientes da aproximacao das derivadas, integrais e interpolacdes (muito
baixo, visto que a verificacao pelo MMS demonstrou que se trata de um cédigo de

quinta ordem de precisdo),

— E considerada uma interface espessa entre dgua e ar.

Nenhum dos casos de ondas (efeito de seiche e ondas de Stokes), expostos neste trabalho,
apresentou aspectos relevantes de turbuléncia, mesmo no ar. Pequenos vortices ocorrem pro-
ximos a condi¢do de entrada do domino (fig. 5.16 e 5.17), com isosuperficie de critétio-q (Q)
de 100s~! (§ 2.3), gerados pela imposi¢do da onda na condig¢do de contorno, nio sio vistos em
nenhuma outra parte do dominio. De qualquer forma, as estruturas geradas nao possuem forma
tridimensionais. Nao se encontraram vortices na dgua para nenhum dos casos, ao se analisar o

0<0,1s7".

5.3.3 QUEDA DE GOTA

Em simula¢des numéricas diretas as menores escalas sao de fundamental importancia para
a representatividade adequada da perda de energia no escoamento. Desta maneira, em um rio,
existem muitos casos em que bolhas ou gotas sao formadas no préprio leito. Em tratamento
de 4gua e esgoto, a presenca de bolhas de gases, seja por formacdo espontianea ou inser¢ao,
ocorrem com bastante frequéncia.

Manzello e Yang (2002)[52] apresentam um caso experimental de queda de gotas em recipi-
entes (figura 5.18). Embora os autores apresentem diferentes liquidos, o presente trabalho ird se
ater somente ao caso da gota de d4gua caindo em um recipiente com dgua. Para este caso em par-
ticular, a massa especifica e a viscosidade dinAmica da dgua sdo 996,9kg/m> e 8,9x 10™*Ns/m?,
respectivamente, como definidos no trabalho experimental. A tensdo superficial serd variada
para sua verificacdo, em que no experimento € considerada como 0,072N/m. As demais carac-
teristicas computacionais sdo apresentadas na tabela 5.11. As condi¢des de contorno sdo todas

de deslizamento livre, exceto no fundo da 1amina de dgua (z = 0) e no topo do dominio (z = L,)
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Figura 5.16: Isosuperficie de Q = 100s™! para caso de Stokes Il em ¢ = 75, com detalhes da
interface.

que se utilizou a condicdo de ndo deslizamento.

Para este caso, como se trata de um caso de escalas muito pequenas, decidiu-se utilizar o es-
quema de hiperviscosidade de apenas 1 ponto, dado pelas equagdes 4.10 e 4.11, ndo simulando
um possivel esquema de LES implicito, e sim aplicando a hiperviscosidade apenas para reduzir

as oscilagdes numéricas inerentes ao c6digo. Neste caso, n = 10, em que k”Ax* = nn?.

Para validar o termo de tensdo superficial do c6digo Incompact3d-LS, utilizou-se o caso com
profundidade de liquido (4;) de 7mm. O dominio de cdlculo da simulagdo é de L, = L, = 50mm
e L, = 0,15mm utilizando a discretizacdo referente a Malha 2, descrita na tabela 5.11. Para
analisar o efeito da tensdo superficial, escolheu-se um passo de tempo de 55ms em que uma
estrutura de facil identificacdo e medigdo € criada. Assim, mediu-se o diametro desta estrutura,
antes que o seu formato apresentasse uma maior declividade (fig. 5.19). Identificou-se que,

utilizando uma tensao superficial oo = 0,052N/m, a estrutura analisada gerada pela simulagdo
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|
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Magnitude de Velocidde

Figura 5.17: Isosuperficie de Q = 100s~! para caso de Stokes Il em ¢ = 7s, com detalhes de
velocidade.

Figura 5.18: Dominio de simulacdo e condi¢do inicial para o caso: queda de gota



5.3. Validacao - Incompact3d-LS

105

Tabela 5.11: Caracteristicas computacionais do MMS.

Caracteristicas L. =L, 25 ou S0mm
Gerais L. fu+ ha

hy 2 ou 7Tmm

h, 8mm

he Smm

ts 25 ou 90ms

0 18

Vo 1,69m/s

N2 de Weber 123

didmetro 3,1mm
Malha 1 (2mm) nx =ny=>577 nz=481,At=5x10""s
Malha 2 (7mm) nx = ny = 401 nz =241, At =1x10°s
Malha 3 (7mm) nx = ny = 601 nz =361, At=5x10""s

numérica se aproxima mais do caso experimental, tanto na medicao de seu didmetro, quanto no

seu formato. Assim, este serd o valor de o utilizado para as préximas simulacdes deste trabalho.

55 ms

c) 0 =0,052 N/m

b) 0 =0,032 N/m
4

d) 0 =0,072 N/m e) o =0,082 N/m

Figura 5.19: Caso da queda de gota com h; = 7mm. Comparagdo entre a estrutura formada no
tempo ¢t = 55 ms; a) caso experimental [52]; b) o = 0,032N/m; c) o = 0,052N/m; d)
o =0,0712N/mee) o = 0,082N/m.

Numa segunda avaliag@o deste caso, duas profundidades diferentes de 4gua no recipiente,
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com h; = 2mm (Malha 1), e com 7mm (Malha 3) sdo simuladas. As visualizacdes numéricas
foram comparadas com as experimentais (figura 5.20). Para o caso de 2mm, a formagdo da
coroa, criada apds a gota impactar na dgua do recipiente, representou adequadamente a altura
e o diametro da formacgdo do caso experimental, porém nio representou adequadamente sua
quebra, presente nos dois tempos posteriores a 6ms. J4, para o caso de 7mm, inclusive para os
tempos mais avancados. Para 35ms, a estrutura formada no experimento apresenta uma altura

bastante esbelta, a qual o c6digo nao conseguiu representar adequadamente.

2mm

f’;‘q

12 ms

75 ms

Figura 5.20: Resultados experimentais [52] e numéricos para a lamina de 2mm (esquerda) e
Tmm (direita).
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As andlises mostraram que o codigo € adequado para representar a queda de gota em recipi-
entes, e € mais adequado para espessuras da laminas de 4gua maiores do que o didmetro da gota.
A falta de representatividade encontrada para 2mm proveio, principalmente, da incapacidade do
codigo em representar estruturas com alta curvatura. A interface se deformou em curvaturas de
aproximadamente x ~ 4.000m~"'. Para representar esta curvatura, pela equagio 5.7, encontra-
se uma malha de tamanho médximo de 4,9 x 10~2mm, enquanto que na simulacdo se utilizou
uma malha de tamanho maximo de 4,3 X 10~2mm, um valor muito préximo ao limiar definido.
Assim, pela dificuldade de representar maiores curvaturas, o cdédigo deforma a superficie livre
indevidamente criando estruturas ndo realisticas.

Afim de analisar as estruturas turbulentas do escoamento, foi utilizado o critério Q (§ 2.3).
No caso da queda de gota no recipiente de espessura de lamina de 7mm, existe diferenca das
estruturas turbulentas criadas no ar e na dgua, em que certamente sdo mais energéticas no ar
devido a sua maior velocidade (figuras 5.21 e 5.22). Enquanto que no ar a estrutura turbulenta
se assemelha a um cogumelo (como visto em explosdes), na dgua se forma um meduséide in-
vertido, onde aparece claramente o disco e os tentdculos. Ambas as estruturas se desenvolvem
até o encontro da condi¢@o de contorno do topo e do fundo, respectivamente. Préximo da su-
perficie livre, no ar, formam-se aros que se espalham ao longo da superficie livre até o encontro
dos contornos laterais do dominio.

Os resultados apresentados para o caso da queda da gota permitem inferir que outras apli-
cacdes do mesmo tipo, envolvendo gotas e bolhas, também podem ser aplicadas, esperando-se

bons resultados, quando respeitados os limites do cédigo.



108 Capitulo 5. Aplicacoes e Resultados

Figura 5.21: Isosuperficie de Q = 1.000s~! para o caso de queda de gota no recipiente de 7mm
de espessura de lamina em ¢ = 25ms. Representacdo: a) unicamente a superficie livre; b) do
corte em x = 25mm da superficie livre e da isosuperficie de Q; c) da superficie livre e
isosuperficie de Q unicamente no ar e d) da superficie livre e isosuperficie de Q unicamente na
agua.

Figura 5.22: Isosuperficie de Q = 1.000s~! para o caso de queda de gota no recipiente de 7mm
de espessura de lamina em ¢ = 55ms. Representacdo: a) unicamente a superficie livre; b) do
corte em x = 25mm da superficie livre e da isosuperficie de Q; c) da superficie livre e
isosuperficie de Q unicamente no ar e d) da superficie livre e isosuperficie de Q unicamente na
agua.
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5.3.4 QUEBRA DE BARRAGEM

Martin e Moyce (1952)[53] realizaram um experimento de escoamento proveniente de que-
bra de barragem, utilizando um tanque comprido (fig. 5.23). Este experimento ¢ amplamente
utilizado na comunidade cientifica para validar cédigos ([102], [35], [73]).

O dominio computacional proposto no presente trabalho para representar o experimento
possui L, = 5a, L, = ae L, = 2,5a, em que a = 0,05715m. No presente trabalho, a altura do
dominio em z € o dobro dos outros estudos numéricos, pois o choque de dgua na parede gera
grandes vortices, que se estiverem confinados, podem facilmente fazer divergir os célculos. A
comparacao com os dados experimentais se limitam ao tempo 0,2s, em que a frente da corrente
ndo encontra a parede L, ainda ndo ocorreu, ja que no experimento [53] o dominio € aberto na

fronteira de saida x = L, e também na fronteira superior z = L,.

-5
:

Figura 5.23: Dominio de simulagdo para o caso: quebra de barragem

A condig¢do de deslizamento livre foi aplicada ao contorno de todo o dominio computacional.

A fungdo distancia inicial € representada como uma superficie cilindrica, da forma

¢’ = (" +7M" +a, (5.18)

em que m = 30, e se m — oo tem-se uma superficie prismatica. Assim, o escoamento si-

mulado consiste em um volume de dgua cubico com lado a que € liberado instantaneamente,
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representando-se o fendmeno de escoamento provocado por uma quebra completa de barragem.

Duas discretizagdes numéricas foram consideradas, descritas na tabela 5.12.

Tabela 5.12: Caracteristicas computacionais do caso Quebra de Barragem.

oy hy a

Caracteristicas
Gerais ha L. —a

ts 02els

vo/V 10

o 0,052N/m

0 18
Malha 1 At =1x107s Ax = Ay = Az =a/50
Malha 2 At =5x%x107% Ax = Ay = Az =a/96
Malha 3 At =2x107% Ax =Ay=Az=a/168
Malha 4 At =1x10% Ax = Ay = Az =a/192

Sado analisadas a posicdo da frente da corrente e a altura da coluna de dgua. A posi¢do da
frente do escoamento, ao longo de 0,2s para as duas discretiza¢des € comparada com o resultado
experimental (figura 5.24). E perceptivel que o caso com malha mais refinada se adéqua mais ao
caso experimental. Inicialmente, tem-se uma superestimativa da posi¢ao da frente, para todas
as malhas, e para os tempos mais avancados se tem uma subestimativa, principalmente para
malhas menos refinadas. A melhora devida ao refinamento da malha proveem principalmente da
espessura da interface considerada, que se torna menor em comprimento quando mais refinada
¢ a malha, ja4 que o nimero de pontos para representd-la € fixo (6 = 18).

Também se validou a posi¢cao da coluna de dgua no eixo (x, y) = (0, a/2) (figura 5.25). Os
resultados ndo se mostraram sensiveis ao refinamento da malha e o cddigo representou bem esta
caracteristica, ndo ocorrendo o problema encontrado anteriormente causado pela espessura da
interface. A simulacdo apresentada até o tempo 0,2s ndo apresenta estruturas tridimensionais,
mesmo ao se utilizar uma DNS tridimensional para representa-lo.

Apenas as caracteristicas de posi¢ao da frente e da coluna de dgua foram apresentadas no
experimento de Martin e Moyce (1952)[53]. Como estas sdo caracteristicas muito gerais, codi-
gos com modelos RANS ja fornecem bons resultados, ndo havendo necessidade de fazer DNS,
caso o interesse seja apenas a andlise destas grandezas.

De qualquer forma, a DNS tem a capacidade de fornecer resultados com maior detalhe nas

pequenas escalas, diferente das metodologias que utilizam um modelo de turbuléncia. Neste
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0,25 —
Experimental
a=50 ———
Lies
— n.=100 -------
E 02¢ ng=192 —
o
C
o
@ 0,15
©
(@]
{qv] -~
) inr
S 0,1 -
0054 0,05 0.1 0,15 0,2
tempo (s)

Figura 5.24: Comparagdo entre a posicao da frente ao longo do tempo do experimento [53]
com os casos numéricos para diferentes discretizacoes: n, = 50, n, = 96, n, = 168 e n, = 192.

0,06 —
Experimental
= ng=50 ———
N Ny 122 rrrrrrrrrrrrr
X n.=108 -------
EO’OS \\ ng=192 — 1
©
% 1=
80,04 ™~
Y] .
©
o \
3 -
0,03 \\\
0,025 0,05 0,1 0,15 0,2
tempo (s)

Figura 5.25: Comparagdo entre a altura da coluna de dgua no eixo (x, y) = (0, a/2) ao longo
do tempo do experimento [53] com os casos numéricos para diferentes discretizacdes: n, = 50,
n,=96,n, =168 e n, = 192.
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ambito, utilizando a discretizacdo proveniente da Malha 1 (n, = 50), analisaram-se as estruturas
turbulentas, principalmente no ar, no momento do impacto do escoamento com o contorno
x = L,. Observa-se que, antes do momento do impacto em x = L,, 0 escoamento possui
comportamento bidimensional. Depois do impacto ocorre a geracdo de maiores vortices, € se
inicia o fendmeno de tridimensionalizagcdo das estruturas turbulentas (figuras 5.26).
Avaliaram-se diversas magnitudes de critério Q e identificou-se a formagcdo dos menores
vortices tridimensionais. Este vortices podem ser observados para um Q < 1.000s™! (figura
5.27) e inicia-se préximo ao tempo de 0,45s (figura 5.27b), em que pequenas estruturas tridi-
mensionais, aparentemente insignificantes se desenvolvem. Para tempos mais avancados, estas
estruturas menores evoluem para estruturas maiores, ja da dimensao dos vortices bidimensio-
nais presentes (figura 5.27c¢). Com a ampliacdo destas estruturas, elas passam a influenciar uma
regido cada vez maior do dominio até afetar uma grande parte do dominio, transformando em

3D diversas estruturas antes 2D (figuras 5.27g e 5.27h).
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a) 0,20 sj

b) 0,30s

0,50s

d) 0,75 s

e) 1,00 s

FEEE

Figura 5.26: Representacao da variacdo da superficie livre (esquerda) e representacdo da
superficie livre com isosuperficies de critério Q = 5.000s~!, para os tempos: a) 0,20s, b) 0,30s,
¢) 0,50s, d) 0,75s e e) 1,00s.
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Figura 5.27: Aproximacdo visual do dominio na regido préxima ao contorno x = L,.
Representagio da superficie livre com isosuperficies de critério Q = 1.000s~! para os tempos:
a) 0,40s, b) 0,455, ¢) 0,50s, d) 0,555, e) 0,60s, f) 0,655, g) 0,70s e h) 0,75s.



6 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

O presente trabalho teve como objetivo propor uma formulagdo de alta precisdo para esco-
amentos bifésicos. Foi apresentado o cédigo de alta ordem Incompact3d-LS, uma modificacdo
do cédigo Incompact3d, para simulagdo numérica de escoamentos bifasicos, focando-se nos
fluidos agua e ar. Diversas modificacdes no c6digo Incompact3d foram necessarias para a im-

plementacdo da condi¢do de interface entre os fluidos.

Além de pequenas modificacdes nas equacdes de Navier-Stokes, como a adicdo do termo
de gravidade, a segregacdo do termo de difusividade pela necessidade de se representar uma
viscosidade cinemadtica varidvel, adicionou-se também um termo referente a for¢a de tensao

superficial.

Destaca-se a nova considerac@o do termo de pressdao. Optou-se em segregar a pressao em
duas parcelas: pressdo nao hidrostética e pressdo hidrostética, em que a segunda foi calculada
por na integragdo vertical. O termo de pressao ndo hidrostitica sofreu uma decomposicao de sua
derivada para poder considerar a massa especifica varidvel. Parte deste termo foi tratada expli-
citamente, e outra parte foi considerada implicitamente, calculando-a, como usualmente, com
uma equacao de Poisson, que € necessaria pela proposicao do Método da Projecdo. Agregar este
termo torna o cddigo instdvel, e para o tornar estdvel se adotou uma nova técnica denominada

de "consideragdo de pressao sobreimplicita".

Para se considerar a condi¢do de interface entre dois fluidos, utilizou-se uma modificacao
do Método Level Set. A nova proposta de sua resolucao foi formulada, utilizando esquemas
compactos de alta ordem em conjunto com a ferramenta de hiperviscosidade, utilizada para

reduzir as oscilagdes numéricas de alta frequéncia.

Foram realizados testes de verificagdo unicamente com o Método Level Set e sua nova for-
mulacdo que permite a utilizagdo de esquema compactos centrados. Como destaque, observou-

se a rapidez de cdlculo e precisdo que esta nova formulacdo permite. Entretanto, notou-se que
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existe um limite de utilizagdo desta metodologia, referente a curvatura da interface. A hiper-
viscosidade ndo foi capaz de proporcionar aos esquemas compactos a possibilidade de simular
completamente o caso chamado "Teste do Vértice Unico". Isto ocorreu porque para grandes
curvaturas, as estruturas de esqueletos formadas na fun¢do distancia foram muito expressivas
causando instabilidades, que, mesmo com o auxilio da hiperviscosidade, ndo foi possivel con-

trolar.

Posteriormente, verificou-se o cédigo Incompact3d-LS pelo Método da Solu¢cao Manufatu-
rada (MMS), em que foi possivel identificar a ordem de precisao do cédigo. Originalmente, no
codigo Incompact3d os esquemas centrados utilizados sdo de sexta ordem, porém a condi¢do
de contorno do tipo Dirichlet sdo de terceira ordem de precisdo. O MMS demonstrou que o erro

na fase liquida é de quinta ordem de precisao.

Diversos testes foram realizados com base no caso de validacao de seiche 3D. A espessura
da interface (0) foi variada de 6 a 27 pontos. Espessuras menores do que 6 provocaram a diver-
géncia da solucdo. Para valores de 6 < 18, observaram-se oscilacdes numéricas, principalmente
no ar, sendo que para 6 = 15 ocorrem oscilagcdes no ar que ndo afetam diretamente a massa
de dgua, e para 6 = 18 ndo ocorrem oscilacdes numéricas. Mesmo com oscilagdes numéri-
cas, o desnivel que mais se assemelha a solugdo tedrica € o que possui menor 6. Também se
analisou o efeito da Consideragcdo Sobreimplicita de Pressdo, modificando o parametro m, que
representa a quantidade de termos precedentes considerados no método. Identificou-se uma
pequena variacdo do erro provocado por este método para um valor de m maior. Ainda para
este caso, avaliou-se o erro referente a discretizagdo de malha, onde se identificou que refinar a
malha unicamente em z reduz os erros, enquanto que refinando a malha em x e y ndo produziu

melhoras.

Para o caso de criacdo de ondas de Stokes, adicionou-se, por meio de uma condi¢do de
Dirichlet, um gerador de onda na entrada do dominio (x = 0). Para evitar a reflexdo das ondas,
uma camada esponja foi considerada em conjunto com uma condi¢do de contorno de saida
livre. Avaliaram-se hoddgrafas para ondas de Stokes I e II e a diferenca entre os resultados
da simula¢do e da formulacdo tedrica variaram de 7% a 9%. Para o caso de ondas de Stokes

I, os erros aumentaram com a profundidade, j4 para o caso de ondas de Stokes II, os erros
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foram insensiveis a profundidade. Observaram-se, ainda, vortices bidimensionais unicamente
na condi¢do de contorno de entrada, a qual foram geradas pela proximidade da propria condi¢do

de contorno, verificando-se a inexisténcia de turbuléncia referente a propagacao destas ondas.

O pendltimo caso, referente a queda de uma gota, possui uma dimensao bastante inferior (na
ordem de milimetros), se comparada com os casos anteriores. O seu dominio computacional
tem tamanho na ordem de dezenas de milimetros e a gota simulada conta com 3,1mm. Para
uma escala tao pequena as forcas de tensdo superficial sdo relevantes. Neste ambito, verificou-
se a influéncia de diversos coeficientes de tensdo superficial, para identificar qual resulta numa
melhor comparacao entre o caso simulado e o caso experimental. Foi encontrado que um fator
de correcdo de o de aproximadamente —30% (o = 0.052N/m) foi necessdrio para se obter os
melhores resultados. Diferentes profundidades de d4gua no recipiente, no qual a gota cai, foram
simuladas e comparadas com casos experimentais. Mostrou-se uma boa coeréncia de forma
geral, mas ainda com uma ressalva com relacdo a curvatura maxima aceitdvel, imposta pelo
método Level Set com esquemas compactos utilizado para a simulagdo.

No caso de escoamento proveniente de quebra de barragem, apresentou-se comparacio en-
tre a frente de propagacdo e a altura da coluna de 4gua com um caso experimental se variando
o refinamento da malha. Ambos os teste foram bem sucedidos em que, para a frente de pro-
pagacgao o refinamento da malha aproxima consideravelmente o resultado da solu¢do numérica
com o resultado do experimento. J4, para a coluna de dgua, o resultado ndo teve grande sensi-
bilidade com o refinamento da malha, se mostrando adequado j4 para a malha mais grosseira.
Ainda, avaliaram-se as estruturas turbulentas visiveis como isolinhas do critério Q, em que uma

tridimensionaliza¢do espontinea ocorre apds o choque do escoamento com a parede.

CONSIDERACOES

A utilizagcdo da hiperviscosidade para reduzir as oscilagdes espurias foi de crucial impor-
tancia para a representacdo de uma variagdo da massa especifica da propor¢do necessdria para
casos dgua-ar. Com o seu auxilio foi possivel utilizar 36 (26) pontos para representar a variacao
entre as massas especificas, sem a geracdo de wiggles. Para espessuras menores, o codigo é

estdvel e pode fornecer bons resultados, porém existe a geracdo de wiggles.



118 Capitulo 6. Conclusoes e Recomendacoes

A consideracdo de pressdo sobreimplicita se mostrou eficiente no quesito de estabilizacao
do cédigo relacionada ao termo de pressdo explicito. A utilizacdo de diversos termos (testado
até m = 6), ndo provocou o acréscimo de erros significativos nos resultados.

O método Level Set com esquemas compactos se mostrou eficiente quando se utiliza cur-
vaturas pequenas. Entretanto, para casos mais complexos, onde pequenas estruturas podem
ser formadas (levando a grandes curvaturas), o método ainda necessita ser aperfeicoado para
utilizagdo adequada.

O coeficiente de tensao superficial teve o seu valor alterado para representar mais adequa-
damente uma tensdo superficial real, provavelmente por causa da espessura virtual da interface

necessdria para evitar o surgimento oscilacdes espurias.

RECOMENDACOES

O c6digo ainda possui diversas limitacdes que podem ser eliminadas ou minimizadas, além
de que novos métodos podem ser inseridos para representar novos fenomenos. A seguir, sao

apresentadas recomendacdes pontuais para o prosseguimento dos estudos:

e adaptar o Método de Fronteiras Imersas no c6digo multifasico, adicionando-se assim a

fase sélida ao codigo;

e adicionar a simulacdo de sedimentos, ou outros escalares, para representar situacoes de

corrente de densidade com superficie livre;

e permitir a representacao de espessuras virtuais da interface mais finas. Enfatiza-se a ne-

cessidade de desenvolvimento técnico-cientifico relevante para atingir tal objetivo;

e aperfeigoar o codigo CompactLSM para que curvaturas maiores sejam representadas sem

distorcoes.

e implementar a técnica de stretching da malha, para que seja possivel de refinar a malha

unicamente nas proximidades da interface.



A DISCRETIZACAO ESPACIAL - WENO

Métodos ENO (essentially non oscillatory) foram desenvolvidos, a partir de 1983, por Har-
ten [27] e sdo utilizados para resolver equacdes puramente hiperbdlicas, evitando problemas
de oscilagdes espurias, especialmente proximo de descontinuidades. A ideia principal por trés
dos métodos ENO € a escolha de um stencil de pontos em que a solug@o varia de forma suave,

evitando a introdugdo de oscilacdes.

O esquema numérico WENO (weighted essentially non oscillatory) [48] é utilizado para
realizar a adveccao (eq. 4.47), a reinicializacdo (eq. 4.48) e a corre¢do do volume (eq. 4.49) da
funcao distancia ¢. O WENO € um esquema amplamente utilizado para resolver as equacoes
propostas pelo método Level Set, pois é de 5¢ ordem de precisdo, para os célculos realizados
longe de condi¢des de contorno e descontinuidades, e de 3¢ ordem de precisdo para os cdlculos

realizados na vizinhanca de condi¢des de contorno e descontinuidades.

A esséncia deste método, baseado no método ENO, € identificar qual € a suavidade de um
conjunto de derivadas numéricas da fun¢do em um ponto; para tal, cria-se um indicador de
suavidade para cada derivada. O método pondera as derivadas analisadas de acordo com o
indicador de suavidade e, entdo, calcula a derivada efetiva a partir da média ponderada destas

derivadas, fornecendo um peso maior para as derivadas mais suaves.

A aplicacao deste esquema se assemelha muito a aplicacdo de um esquema upwind, e se tem
um esquema de derivacdo deslocada para a esquerda ¢’ e um esquema de derivacdo deslocada
para a direita ¢’". Serdo apresentados alguns termos repetidamente por questdo de organizacao.

Calcula-se a derivada ¢’~, com o conjunto de expressoes

¢ - _ ¢ia—di3 — _ Gim1—¢i2 — _ Gi—di-1 1— _ Pix1—¢i 1— _ Pir2—dir1
1 - - - Ax

(A.1)

Ax 2 Ax 3 Ax 4 Ax 5

)
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e ¢’" com

1+ _ Pirz—Pis2 1+ _ Pir2—dir1 r+ _ Pir1—Pi r+ _ Qi—di-1 r+ _ Pim1—Pi2 (A2)
1 Ax 2 Ax ° 3 7 Ax 4 Ax 5 Ax °

Em seguida, sdo calculados os indicadores de suavidade (/S), da forma:

13 2 1 2
IS% = E( -2+ ) + Z( = Ag + 30)
+ 13 ’+ ’+ ’+ 2 1 ’+ ’+ 2
IS5 = 12 (¢2_ —2¢5 + ¢4_) + Z( 2~ 4_) ’ &-3)
+ 13 ’+ ’+ ’+ 2 1 ’+ ’+ ’+ 2
153 = - (05 — 20 +9) + i (3¢5 — 4git + 62)
€ OS pesos
+ dm + a’,i
h=—"—, wi=——2—  m=123. (A4)
(e +1S%) @+ +ay

onde a, w e d sdo coeficientes de ponderagdo em que, normalmente, sdo fixados em d; = 0,1,
d, = 0,6 e d; = 0,3 e o coeficiente de erro € = 107® que tem por finalidade evitar que o

denominador de (A.4) se anule. Por fim, a derivada é calculada como

_—— _— t —

6 6 3

_ — - —

oF 79y U\ L 9 S5 48N (95, 57 95
36 6

¢f:aﬁ(T_T+ 6 W, wsy

Cada termo multiplicado pelo termo ponderador w representa uma derivada de 3¢ ordem, ao
desenvolve-los pela série de Taylor. Este procedimento € aplicado analogamente nas outras
direcdes.

Os valores encontrados das derivadas de ¢ sdo utilizados para calcular a convecgdo pura, e

os procedimentos de reinicializacio e de corre¢do de volume, efetivando o Método Level Set.

1.1 CONVECCAO PURA

Os termos que envolvem a derivada espacial (iZ - V¢) na equagio de advecgao (eq. 3.26) sdo

calculados de forma semelhante a esquemas do tipo upwind, da forma

uia—(é = max (u;, 0) % — min (u;,0) 9

O0x; ox; ox;

(A.6)
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1.2 REINICIALIZACAO E CORRECAO DE VOLUME

O médulo do gradiente de ¢, [V¢|, utilizado na reinicializa¢do (eq. 3.30) e na correcdo de

volume (eq. 3.32) é calculado levando em consideracao as derivadas como

3 max {—mm(%ﬁj ,0) max(?;i O)} se ¢ >0,

— = (A.7)
0x; op* . [0
max < max 0], —-min|—,0 se ¢ <0,
(9x,- 6x,-
calculando-se o médulo do gradiente da funcao distancia por
9¢ 9¢
Vo' = ——. A8
Vel I, O, (A.8)
A fungdo sinal é determinada por
sgn (¢o) = S (¢o) = - (A.9)
\/¢ 99 6¢ 2
0 c')xl ox; C

O volume de fluido que respeita a conservacdo de massa V,( € considerado como o volume
de fluido calculado no tempo inicial de simulacdo ¢ = 0. Caso exista algum volume sendo adi-
cionado ou removido do dominio, este valor deve ser atualizado. O volume V, sera o calculado

no tempo decorrente da simulagdo, e toma a forma
Vo= > (1= I ) AxAyAz, (A.10)

em que /; j; € a fun¢do Heaviside (eq. 3.27) aplicada a cada ponto do dominio.



B ONDAS DE STOKES E CAMADA ESPONJA

Neste apéndice sdo apresentadas o equacionamento para a imposi¢do na condi¢do de con-

torno dos trés tipos de onda, além do equacionamento da camada esponja.

2.1 ONDAS DE STOKES 1 E STOKES II

Para se inserir ondas de Stokes I e II, na condicao de contorno deve ser imposta uma condi-

¢ao de contorno do tipo Dirichlet com o seguinte equacionamento:

e caso ¢ > —16A,. e se quer uma onda de Stokes I, entdo

H cosh (kz) t 16A. + ¢
_ 12 cosni) k—tth(—)th—, B.1
2a)Smh(kh)cos(x wt) tan T an (n 6h. ) (B.1)
H sinh(k t 16A,
W= sz;lnh—é{;)) sin (kx — w?) tanh(—ﬂ)tanh (”Tj(p)’ (B.2)
e caso ¢ > —16A, e se quer uma onda de Stokes II, entdo
H h H? h(2
u= [—wcf’s—(’“) cos (kx — wr) + 2 1 WKCOSNCRD ot - ZwZ)]
2 sinh (kh) 4 4sinh*(kh) (B3)
tn 16A, + ¢ '
tanh (T) tanh (7T6—Ac) .
H sinh H?wk sinh(2
W= [—ws.m—(kZ) sin (kx — wr) + 3 0 OKSIMNCRD) G o Zwt)]
2 “sinh (kh) 4 4sinh*(kh) ®.4
tanh (t—ﬂ) tanh NM |
T 6A. )’

e para as outras condi¢des, u = w = 0,

em que H € a altura da onda, 4 € a altura do escoamento, w € a frequéncia angular, k € o nimero
c . P my . . )
de onda e T € o periodo da onda. O peniltimo termo, tanh (7)’ ¢ inserido para que haja uma

insercdo suave da condi¢do de contorno ao longo do primeiro semiperiodo de tempo. O ultimo
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termo ird criar uma condi¢@o suave entre o ar e a 4gua. A velocidade na direcdo y € nula na
condicdo de contorno e ndo € adicionada uma condi¢do de contorno especifica para fungdo
distancia ¢ na presente metodologia.

Os parametros da onda sdo: k = 27/L, w = 2n/T, ¢ = LT, Ly = gT?/(2n) e L =
gT? tanh 27th/L) | (2n).

2.2 CAMADA ESPONJA

Para considerar saida livre das ondas do dominio se optou em utilizar uma camada esponja.
A camada esponja dissipa a onda, para que a condicdo de saida livre consiga ser representada
adequadamente e ndo ocorra a reflexdo desta onda.

Park et al. (1993) [68] propuseram um equacionamento para representar a camada esponja,
que foi adaptada para a metodologia aplicada no presente trabalho. Modificou-se o uso da
camada esponja de modelos de rastreamento de interface para modelos de captura de interface,
para que seja considerada a atenuagao das velocidades tanto no ar quando na dgua. A dissipag¢ao
¢ calculada com o auxilio da condi¢ao

2
Xi = Xesp Tk
4 ( ) se ik >0,
lesp 5 Lsup:i,jk (BS)

X; — X, i — L
é,( i er) ( 4 ) se ¢i,j,k < 0’
lesp sup:ijk — LZ

em que £ € o coeficiente dissipativo da camada esponja, { € a constante de amortecimento, x.,, €

é:i,j,k =

a posicdo inicial da camada esponja no dominio, /., € 0 comprimento da camada esponja € Z,
¢ a profundidade de dgua. O coeficiente dissipativo € adicionado ao lado esquerdo unicamente
na equacao de Navier-Stokes 3.35 da direcdo z, com o termo &(w — w,), em que w, representa a

velocidade alvo que se tem interesse a atingir, que no presente trabalho é 0.
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